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CESTA K VEDENI

Zd. Pirko:

O SOURADNICICH
VROVINE.

Soufadnice jsou matema-
tickym prostfedkem, pomo-
ci n&hoZ lze pfejiti od geo-
metrie k analysi, Zphsob,
jimZz se takovy pfechod di
uskuteéniti, dal prab&hem
doby vzniknouti &etnym sou-
fadnicovym soustavim, kte-
ré nejen Ze se ukédzaly jako
nejvhodné&jsi pro FeSenf pFi-
sluiného geometrického pro-
blému, ale také podstatnd
prispdly k obohaceni geo-
metrie.

Soufadnicové soustavy lze
klasifikovati s n€kolika hle-
disek. Budto na ziklade
prvka, které jsou soustavou
uréeny (soufadnice bodu,
piimky, kulové plochy a
pod.), nebo podle soufadnico-
vého pole (soufadnice na
pfimce, v roviné, na plode

a pod.) podle poltu &isel, ji-
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PREDMLUVA

Létka, kterou probirdim v této kni%ce, predpoklddd jen
znalost onoho uéiva, které byvd absolvovdno na redlkdch
nebo je aspon obsaZeno v udebnicich pro tyto 8koly. Nékters
partie z geometrie, jimZ se nékdy ve 8kole vénuje pozornost
mens8i a jejichZz znalost u étendfe predpoklidim, budteZ
tu vytéeny zvlast: z planimetrie nauka o délicim poméru,
véta Menelaova a Cevova, nauka o dvojpoméru a harmo-
nické étvefiné, véta Apolloniova o kruzZnici, zdéklady nauky
o pdlu a poléte, z analytické geometrie zdklady geometrie
ve svazku piimek, definice a nejjednoduss{ vlastnosti né-
kterych algebraickych kiivek vys8ich stuphi (kisoidy
Dioklovy, krivek Cassiniho). Piislusné stati nalezne étendf
budto ve Vojtéchovych uéebnicich,!) nebo v analytické
geometrii, kterou napsali Sechovsky a Silhddek.2)

Z t. zv. vy38i matematiky pak potfebuje Ctenal znéti
aspon nejjednoduds$i zdklady diferencidlntho poétu v tom
rozsahu, jak jsou poddny v uvedenych uéebnicich. V knize
Sechovského a Silhdcka nalezne také nejduleZitéjii poudent
o determinantech, jichz jsem pouZil na nékolika mélo mistech
této knizky. V mife vice neZz postacujici jej o diferencidlnim
poc¢tu informuje kniha Késslerova®) nebo Vojtéchova,t)
o determinantech prvni odstavee knihy BydZovského.5) Do

1) Prof. dr. Jan Vojt&h, Geometrie pro pétou t¥idu reélek,
Praha, Jednota mat. fys., 1935, a Geometrie pro sedmou tfidu
redlek, Praha, Jednota mat. fys., 1934.

?) Dr. Karel Silhddek a dr. Hynek Sechovsky, Geometrie
pro sedmou t¥idu redlek, Praha, Unie, 1936.

8) Prof. dr. Milo§ Kossler, Uvod do po&tu diferencidlntho,
Praha, Jednota mat. fys., 1926.

4) Prof. dr. Jan Vojtéch, Zaklady matematiky ke sfudiu v&d
pi"irodni:;:h a technickych, Cdst prvni, Praha, Jednota mat.
fys., 1931, _

8) Prof. dr. Bohumil BydZovsky, Zaklady teorie determi-
nant a matic a jich uZiti, Praha, Jednota mat. fys., 1930.



zpusobu matematického mysleni posléze uvadi étendfe uéeb-
nice BydZovského a Vojtécha.%)

V malém rozsahu této knizky je soustfedéno pomérné
mnoho latky, mnoho vlastnosti probiranych soufadnicovych
soustav se kromé toho nachézf jesté v dlohdch, pfipojenych
ke kazdému odstavci. Bude-li étendl chtit studovati knizku
s uZitkem, nemiZe tak uéiniti bez feSeni aspon nékterych
z téchto tloh. Ulohy ty nejsou vsak jen pouhou aplikaci
vyloZzené litky, nybrz v éetnych pifpadech nuti jej k samo-
statnému premysleni. /

Vyklady rdzu zdkladniho od vykladi o podrobnéjsich
vlastnostech jsou odlifeny dvojim druhem sazby; petitové
odstavce, jejichz poddni je také mnohem struénéjsi nez
vyklad v hlavnim textu, miZe étendl pfi prvni cetbé pre-
jiti beze Skody. Petitové éislice v textu odkazujf na seznam
literatury vhodné pro dalsi studium, ktery je uveden na konci
knizky.

Obrizky rysovala md Zena prof. Veéra Pirkovd. Knizka
vznikla podstatnym zkricenim obsdhlejéitho rukopisu, které
navrhl redaktor této sbirky, doc. dr. Frantidek Vyéichlo. Ten
také peclivé procet! definitivni rukopis a mnohymi pokyny
prispél k jeho zlepseni. Obéma srdeéné dékuji. Muj dik ndlez
déile Jednoté leskijch matematiki a fysikid v Praze, kters kniz-
ku vydala; a tiskdrné Prometheus v Praze, kterd pedlivé pro-
vedla obtfZnou sazbu.

Zdentk Pirko.

V Praze v prosinci 1941.

¢) Prof. dr. Bohumil BydZ%ovsky a prof. dr. Jan Vojt&ch,
Mathematika pro nejvy¥si t¥idu redlek, Praha, Jednota mat.
fys., 1912.
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L
HISTORICKY NASTIN.

A. Podle zpisobu, kterym Fedime geometrickou ilohu, roz-
liSujeme dvé zdkladni metody: syntetickou a analytickou.
Prvni metoda studuje geometricky Gtvar sim o sobd a tfmto
studiem dospiva k novym poznatkim. Naproti tomu druhé
metoda definuje sice utvar geometricky, jistym zphsobem mu
viak pfifazuje é&isla, aby mohla z ndho vyvoditi poetni vztahy.
Nea vztahy takto ziskané pak pouZiva prostfedkt algebry
a analysy a vysledky, které timto zpiusobem ziskdva, inter-
pretuje op&t geometricky. Jde tedy pFi pouZiti analytické me-
tody o t¥i zieteln& oddélend stadia, geometrické, podetni
(analytické) a znovu geometrické.?) Princip, ktery umoZiiuje
pFejiti od geometrie k algeb¥e (analysi) a zpdt, nazyvé se
princip soufadnic (koordindt).

I rozumime nejobecndji soufadnicovou soustavou sou-
hrn on&ch pravidel, podle nichZ p¥ifazujeme geometrickym
prvkim &fsla. Odtud také jiny &asto pouZivany nédzev pro
geometrii, pracujici s analytickou metodou (analytickou geo-
metrii): geometrie soufadnicova (koordindtni). Samozfejms, Ze
pravidla pro pFifazeni mohou byti velmi rozmanit4, a to i tehdy,
kdy% poZadujeme, aby byly spln&ny jisté zékladni pFedpo-
klady. O nich budeme mluvit podrobné&ji v dal8im vykladu.
A opravdu také prib&hem doby vznikly velmi &etné souFadni-
cové soustavy; v ramei této kniZky chceme se omeziti jen na
nejzndmdjsi soustavy rovinné.

Hned od poditku musime vSak zdtrazniti, e by pouhym
vynalézanim rozmanitych soufadnicovych soustav geometrie

7) Skladaji se tedy tato tii stadia z aritmetisace geometric-
kého utvaru, z podetniho (analytického) zpracovani arit-
metickych vztahl z utvaru vyvozenych a koneénd z geometri-
sace nabytych vysledkt. Je vlak myslitelny jeStd jiny postup,
bez prvniho pracovniho useku, zpisob, ktery zéleZi v geometri-
saci vysledkd podetnich (analytickych) dvah. Timto strué-
n&jSim postupem se ¥idi na p¥. algebraické geometrie. Pro ni
tedy pfedstavuje geometricky utvar spife jakousi ilustraci..
Pro elementdrni analytickou geometrii, ktera vychdzi z geo-
metrického nédzoru — i kdyZ v geometriich vicerozmé&rnych
pozbyva tento konkretnosti — je viak zdkladem.



ziskala velmi malo. Soufadnice jsou jen prostfedkem geo-
metrického badéni, nikoliv snad jeho tdelem; setkdme-li se
tudiZ s né&jakou soufadnicovou soustavou, méli bychom se
nejprve ptati, zda a v jaké mife se ukazala plodnou pro rozvoj
geometrie. A jen takové soustavy, jejichZ pouZitim byla geo-
metrie obohacena, chceme uvésti v této kniZce. PFi jejim omeze-
ném rozsahu bude se snad leckdy tato ,,vynalézaci schopnost
zdé4t Stendfi skryta. Proto, bude-li se chtit sezndmit s vyzna-
mem takové soustavy hloubsji, musi studovati daldi dila.
Vybér z nich je uveden na konci kniZzky.

B. Pavod soufadnic miZeme hledati v astronomii. U slavné
dvojice starov&kych astronomii, Hipparcha a Klaudia Ptole-
maia (oba Zili ve II. stoleti p¥. Kr.), se shleddvdme se zptisobem,
ktery umoziiuje uréiti polohu hvézdy na svétové kouli pomoci
dvou Ghlt odméfovanych od dvou zdkladnich krufnic (obzor-
nikové soufadnice). Disledné pfeneseni tohoto zpisobu nej-
prve na zemdékouyli (zemdpisné soufadnice) a poté jeho pFi-
zplsobeni pro rovinu dalo véak na sebe &ekati jeSt& velmi
dlouho. Nezapomerime pfi tom vaak, Ze jiz v III. stoleti pF.
Kr. se setkdvame nejméné u dvou proslulych geometri staro-
véku, Archimeda a Apollonia, se zFejmymi stopami sou-
fadnicové soustavy, kterd je v podstatd totoZné s dnesni
kartézskou soustavou. Apollonios z Pergy napsal osm knih
o kuZelosedkdch (,,Konika‘), z nichZ se nam dochoval Fecky
text prvni aZ 8tvrté knihy, arabsky text paté aZ sedmé knihﬁ,
kdeZto obsah osmé knihy je znamy jen z poznamek Pappovych.
Tam uvadi n&které metrické vlastnosti kuZeloseéek, ovéem jen
slovy, které souvisi s vlastnostmi tdchto &ar, vztaZenych ke
sdrufenym pramérim jako soufadnicovym osdm kartézské
soustavy.

Na zdkladni myslenku kartézské soustavy nardZeji ve svych
pracich dva francouzsti matematikové, v XIV. stoleti Nicole
Oresme (latinis. Oresmes; zemfel 1382), v XVI. stoleti Fran-
¢ois Viéte (latinis. Vieta; zemfel 1603); prvni p¥i grafickém
znézorniovani pfirodnich d&ju (ve spise ,,Tractatus de latitu-
dinibus formarum*‘), druhy pFi oznatovini bodl a pFimek &isly
(ve spisech ,,Isagoge in artem analyticam‘‘ a ,,Ad logisticen
speciosam notae priores‘‘). Jinak vdak po cely stfedovék se
ryze geometricky vyznam soufadnic ztréci. Soustavné vybudo-
véni soufadnicové geometrie zlstdva vyhrazeno teprve dvéma
matematikiim, Zijicim na pfelomu mezi stfedovékem a novo-
‘vékem, Descartesovi a Fermatovi.

René Descartes (latinis. Renatus Cartesius, 1596—1650),
francouzsky filosof, aktivni udastnik bitvy na Bilé hofe (ve
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vojsku Maximiliana Bavorského), je obecn& povafovén za
skutetného zakladatele analytické metody v geometrii. Stal se
jim anonymnim spiskem ,,Géométrie*’, ktery vysel roku 1637
v Leydenu jako dodatek k jeho slavnému dilu ,,Discours de la
méthode*; dilko to rozéifilo se v tehdej§im vzddlaném sv&té,
kdyZ je roku 1649 pfeloZil Franciscus van Schooten do latiny
(,,Geometria & Renato des Cartes anno MDCXXXVII Gallice
edite etc.‘). Po pravu musime uvésti, Ze myslenku analytické
geometrie v celé jeji &iFi jiZ pFed Descartesem pojal Pierre de
Fermat (1602—1665), povafovany &asto za nejvétSiho mate-
matika Francie, a mame-li byt spravedlivi, musime pFznati,
%e tak v leckterém ohledu uéinil dokonaleji a podrobngji neZ
Descartes. AvSak vysledky jeho praci byly publikovany (ve
spise ,,Ad locos planos et solidos isagoge*‘) teprve po jeho
smrti (1679), kdy priorita vyndlezu analytické metody byla
jiz pfiznéna Descartesovi.

Soufadnice, které zavedl Descartes, nazyvdme dnes kartéz-
skymi soufadnicemi bodu; byly obecné kosouhlé. S podatku
byly jmenovany razné; dnesni jejich nazvy, usefka (abscisa)
a pofadnice (ordindta) zavedl roku 1692 v &asopise ,,Acta
Eruditorum‘‘ slavny némecky filosof a polyhistor Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646—1716).

Descartesern a Fermatem poéind se tedy analytickd geo-
metrie. V XVIII. stoleti vznikaji pak nejménd t¥i klasickd dile,
ktera pFedstavuji vyvrcholeni analytické metody v tomto
prvnim obdobi. ,,Enumeratio linearum tertii ordinis‘‘ (1708)
genialniho anglického matematika a fysika Isaaca Newtona
(1643—1727) patfi k nejstarSim aplikacim kartézskych sou-
Fadnic vibee, ,,Introductio in analysin infinitorum* (1748)
némeckého matematika Leonharda Eulera (1707—1783),
jednoho z nejslavnéjsich matematikn viech doh, obsahuje mimo
)iné také dokonale utfidénou analytickou geometrii kuZeloseéek,
a konetnd ,,Introduction & l’analyse des lignes courbes algébri-
ques” (1750) Svycarského matematika Gabriela Cramera
(1704—1752) piehledn& shrnuje a dopliiuje vSechny posavadni
poznatky.

C. Dvé& st& let po Descartesovi a Fermatovi némecky geometr
Julius Pliicker (1801—1868), povafovany privem za zakla-
datele moderni analytické geometrie, divé geometrii v kartéz-
skych soufadnicich dnefni podobu. Pliickertiv pFinos je velmi
rozsahly. Je pilivodcem symbolického poéiténi v analytické
geometrii, zavadi kartézské souFadnice pFimky a uplatiiuje tak
princip duslity, znamy dosud jen v syntetické geometrii, také
analyticky. Z jeho kniZnich praci o analytické geometrii v ro-
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ving slusi uvésti ,,Analytisch-geometrische Entwickelungen‘*
(2 svazky, 1828—1831), ,,System der analytischen Geometrie*
(1835) a ,,Theorie der algebraischen Kurven‘ (1839). Pliicker
jo také pfednim tvircem t. zv. trojithelnikovych soufadnic.
Na tomto poli vSsak nesmime zapomenouti jeho piedchiidce;
jo jim August Ferdinand Moébius (1790—1868), némecky
matematik a astronom, ktery ve spise ,,Der barycentrische
Calcul, ein neues Hilfsmittel zur analytischen Behandlung der
Geometrie** (1827) ukézal na vyhody poufiti zvlastniho druhu
trojuhelnikovych soufadnic, jeZ nazyva barycentrickymi.

Zavedenim homogennich kartézskych soufadnic a dusled-
nym poufitim teorie determinanttt dodal analytické geometrii
raz zvlaStni elegance jiny ndmecky geometr, Otto Ludwig
Hesse (1811—1874). Analytické geometrie v rovin& tyka se
také jeho nejznamé&jsi spis ,,Vorlesungen aus der analytischen
Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises in
der Ebene‘* (1868).

Mohutny impuls pro rozvoj analytické geometrie pfedstavuje
od poédatku XIX. stoleti projektivni geometrie. Proslulym spi-
sermn ,,Traité des propriétés projectives des figures (1822)
klade francouzsky vojensky geometr Jean Victor Poncelet
(1788—1867%) joji syntetické zaklady. O vybudovan{ analytické
teorie projektivni geometrie maji pfedni zasluhu dva n&meéti
geometrové, Karl Georg Christian von Staudt (1798—1867)
a Otto Wilhelm Fiedler (1832—1912), ktery po jeden é&as
byl také profesorem na praZské polytechnice. Pojerm trojiihel-
nikovych soufadnic, v metrickém ohledu propracovany Pliicke-
rem, pfenesl v. Staudt. do geometrie projektivni (ve spise
,»Beitrége zur Geometrie der Lage*’, 1857); o podrobny vyklad
a propracovani projektivnich soufadnic zaslouZil se Fiedler do
té miry (pojedndnim ve ,,Vierteljschr. d. Naturforsch. Ges.
Ziirich, 15, 1870), Ze &asto byvaji tyto soufadnice zvény
Fiedlerovymi.

Rozvoj grafického poétu v druhé polovin& minulého sto-
leti, pfedevsim zasluhou francouzského matematika Maurice
d’Ocagne (1862—1938), vedl k n&kolikerému zobecn&ni kartéz-
skych soufadnic. Soustavy soufadnicové, které timto zpasobem
vznikly, obvykle zahrnujeme do t. zv. skupiny soufadnic nomo-
grafickych. Jejich zvla&tnim pfipadem jsou soufadnice dudlni
ke kartézskym, k nimZ nezdvisle na sobd dospéli Unverzagt
(v Progr. d. Realgymn., Wiesbaden, 1871), Schwering (ve
spise ,,Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten usw.,
1884) a d’Ocagne (ve spise Coordonnées paralléles et axiales‘,
1885, ale ji% pfedtim v Zasopiseckych pojednénich); po viech
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t&chto autorech byvaji také tyto specidlni nomografické sou-
Fadnice nazyvany. Jiné zobecné&ni kartézskych soufadnic (st¥e-
dové souf. bodu), které uvddime v dalsim textu, pochézi od
teského geometra Vincence Jarolimka (1846—1921; v knize
., Deskriptivni geometrie pro vyssi Skoly redlné*‘, 1876).

Také rozvoj jinych odvitvi geometrie v druhé poloving minu-
16ho stoletf, zejména geometrie diferencidlni, vedl k vynalezen{
novych soufadnicovych soustav. V této knize se zmifujeme
o dvou druzich pfimkovych soufadnic, odvozenych v podstaté
z p¥imkovych soufadnic definovanych Pliickerem. T. zv. nor-
mélnich soufadnic pfimky pouZil anglicky matematik Hiern
(v Quart. Journ. Math., 6, 1864); rovnici k¥ivky, v t&chto
soufadnicich vyjédfenou, viak nazyvé magickou rovnici (,,the
magical equation to the tangent of a curve‘‘). Tento zpisob
vyjadfeni kf¥ivky veSel v SirSf zndmost teprve roku 1869,
vydénim zndmé Serretovy uéebnice (,,Cours de calcul diffé-
rentiel et intégral‘‘), ktera tyto avahy rozdifila. T. zv. axidlnich
soufadnic pfimky pouZil jako prvni francouzsky matematik
Aoust (v dosud plné nedocen&né knize ,,Analyse infinitésimale
des courbes planes®, 1873). PouZiti obou té&chto druhd sou-
Fadnic ukdzalo se velmi plodnym pFi FeSeni rozmanitych tiloh
diferencidlni geometrie rovinnych kfivek.

D. P¥i FeSeni jisté geometrické dlohy, kterou v ,,Acta Eru-
ditorum* roku 1691 podal 8vycarsky matematik, fysik a teolog
Jacques Bernoulli (v genealogii proslulého matematického
rodu Bernoullidi oznadovany jako Jacques I.; 1654—1705), se
poznalo, %e pravoihlou kartézskou soustavu lze pfesn& nahraditi
t. zv. soufadnicemi poldrnimi. Tato soustava opravdu se obje-
vila velmi vhodnou pro FeSeni &etnych iloh analytické a dife-
rencidlni geometrie a stala se prvnim zastupcem rozsdhlé sku-
piny t. zv. k¥ivodarych soufadnic. Za soustavné vybudovénf
a pouZiti novych soufadnic vd&&ime pak vitdéimu duchu n&mec-
kych matematikd v prvni poloving XIX. stoleti, Karlu Friedri-
chu Gaussovi (1777—1855; ve spise ,,Disquisitiones generales
circa superficies curvas‘, 1828).

U dvou druhd kfivodarych soufadnic miZeme hledati piavod
stejné ve fysice jako v geometrii. T. zv. soufadnice eliptické,
jejichZ stopy ostatnd nachézime jiZ u Eulera, soustavng vy-
budoval a pouZil francouzsky matematik a fysik Gabriel
Lamé (1795—1870; v pojedndni ,,Mémoire sur les surfaces
isothermes dans les corps solides homogénes en équilibre de
température‘’, pfedloZeném roku 1833 pafiZské Akadernii).
S t. zv. bipoléarnimi soufadnicemi se pak setkdvdme u geo-
metri i fysikd jiZ v polovind minulého stoleti; urdeni skuted-

9



ného tvirce téchto soufadnic a jejich prvniho pouZiti je viak
obtiZné.

‘VSechny druhy soufadnicovych soustav, které jsme doposud
uvedli — aZ na soufadnice projektivni — lze vyjadfiti jako
funkce soufadnic kartézskych. Kromé& toho vBechny tyto sou-
stavy za zédkladni geometricky prvek poklddaji bod nebo pFim-
ku. Jsou ovSern myslitelné i jiné takové soustavy, jejichz
zékladnim prvkem bude sloZit&)si geometricky utvar. Tak na
pEF. u tetracyklickyech soufadnic, které do geometrie zavedl!
francouzsky matematik Jean Gaston Darboux (1842—1917;
ve spise ,,Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces
algébriques‘’, 1873), je zakladnim prvkem kruZnice a bod se
tu vyjadfuje jako kruZnice s polomérem rovnym nule.

O vsSech soustavach, které jsme zatim uvedli jejich nazvy
v struéném historickém néstinu, budeme také podrobné&ji po-
jedndvati v dalSich odstaveich této kniZky. Ale vSechny spe-
cidlni rovinné soustavy, které prib&hem doby dosly v geometrii
vyznamného uplatnéni, jimi ani zdaleka nevyéerpame. Ne-
budeme tu na p¥. jednati o rozséhlé skupiné t. zv. pfirozenych
soutadnic, jejichZ pfednim budovatelemn je italsky matematik
Ernesto Cesaro (1859—1906; viz jeho spis ,,Lezioni di geo-
metria intrinseca‘, 1895). S pouZitim pkirozenych soufadnic
1ze hledati a studovati vlastnosti geometrickych utvara, které
se tykaji na pF. jen jejich tvaru a nezavisi na poloze utvaru
(t. zv. geometrie pfirozend). :

A jest& jedno podstatné omezeni si ukldaddme v této kniZce:
budeme si tu vSimati jen redlnych geometrickych utvari,
atvary nikoliv redlné ze svych tivah vylouéime. Rozsah probi-
rané latky se tak neobydejnd ziif.

E. Uvadé&ti deské pracovniky v nauce o soufadnicich zna-
menalo by psdti d&jiny analytické geometrie u nés; tak tzee
jsou tyto snahy spjaty spolu. Pfestaneme proto na struéném
vyétu téch matematiki, ktefi se ve v&t8i mife zabyvali ana-
lytickou geometrii (a také diferencidlni a kinematickou geo-
metrii), & opommineme ty, kdoZ pé&stovali pfevdiné geometrii
syntetickou (geometrii deskriptivni).

A tu snad na prvnim mist& tfeba uvésti Gustava Sk¥ivana
(1831—18686), profesora na technice v Praze, ktery je autorem
prvni éeské uebnice analytické geometrie (,,Zéklady analytické
geometrie v rovin&“, 1864). Teprve za deset let druhym dilern do-
plnil tuto uéebnici FrantiSek Josef Studnidka (1834—1903),
profesor praZské university (,,Cvod do analytické geometrie
v prostoru‘, 1874), ktery také pozdsji napsal samostatnou
udebnici analytické geometrie v roviné (,,Uvod do analytické geo-
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metrie v rovind‘‘, 1902). Vybérem latky i metodou vSechny
tyto knihy jiZ zastaraly.

V analytické i syntetické (projektivni) geometrii vysoko
vynikli brat¥i Emil Weyr (1848—1894), profesor videriské
university, a Eduard Weyr (1852—1903), profesor na univer-
sit§ v Praze. Z nich prvni je autorem ,,Zikladi vyssi geo-
metrie‘‘ (3 svazky, 1871-—1878), druhy autorem ,,Projektivné
geometrie zdkladnych utvart prvniho Féddu** (prvni vydéni
1898), ulebnice to, kterd jest& dmes udrZela si znamenitou
troven. Jind dvojice Lratfi, ktefi pracovali v geometrii &ar
a ploch, jsou Josef Silvestr Vané&éek (1848—1922), stiedo-
$kolsky profesor, autor prvni éeské uéebnice kinematické geo-
metrie (,,Pofinovéani geometrickych utvarav*‘, 1880) a prvniho
katalogu specidlnich &r v sv&tové matematické literatufe
vibee (,,K¥ivé &iry rovinné a prostorové‘‘, 1881), a Maté&j
Norbert Van&&ek (1859—1922), profesor praZské techniky,
&asty spolupracovnik pfedchoziho. Nedokonéend udebnice ana-
Iytické geometrie, modernd zaloZend, pochézi od jiného vynika-
jictho geometra, Karla Zahradnika (1848-—1916), profesora
techniky v Brné (,,Analytickd geometrie. I. Geometrie bodu,
pFimky a kuZelosedek', 1907).

Ze stfedoskolskych profesorii, ktefi se uplatnili v analytické
geometrii, sludi uvésti Aloise Strnada (1852—1911), Frantiska
Machovece (1855—1892: syntetické geometrii vé€noval knihu
,,Zobrazovéni teéen a stfedd kFivosti kFivek, 1883) a zdhy
zesnulého Theodora Monina (1858—1893), autora jediné snad
kni#n& vydané deské prace o soufadnicich (,,0 nékterych dru-
zich soufadnic projektivickych', 1889).

NejbliZsi generaci éeskych geometri stdl v éele Jan Sobotka
(1862—1931), profesor praZské university, pfedni odbornik
v geometrii syntetické (deskriptivni), autor rozsahlé uéebnice
diferencidlni geometrie (,,Differencidlni geometrie, 3 svazky,
1909—1914). Antonin Pleskot (1866—1939), stfedoskolsky
profesor, vynikl v analytické a diferencidlni geometrii 8ar (spe-
cidln® kuZelosedek) a ploch, Bohumil Machytka (1890—1928),
docent university a techniky v Praze, uplatnil se zejména
v teorii geometrickych transformaci.

Z generace Zijicich geometrit tfeba jmenovati Bohumila
BydZovského (nar. 1880), profesora praZské &eské university,
autora vynikajiciho ,,Uvodu do analytické geometrie* (1923),
Eduarda Cecha (nar. 1883), profesora brn&nské &eské univer-
sity, gpoluzakladatele projektivni diferencidlni geometrie (jeho
&esky spis ,, Projektivni diferencidlni geometrie*‘ vysel roku 1926),
Véclava Hlavatého (nar. 1894), profesora university v Praze,
autora ,,Uvodu do neeuklidovské geometrie‘* (1926) a ,,Diferen-
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cidlni geometrie k¥ivek a ploch a tensorového poétu (1937),
Bohuslava Hostinského (nar. 1884), profesora brn&nské uni-
versity, autora ,,Differenciélni geometrie k¥ivek a ploch‘‘ (1915)
a Jana Vojtécha (nar. 1879), profesora techniky v Praze,
autora rozsahlé a vyznamné ,,Geometrie projektivni‘ (1932).
A vedle nich je u nés jesté fada mladych a nejmiadsSich pra-
covnikt, kteFi pFispivaji k rozvoji geometrie.8)

8) Dokc;n_aly prehled o vyvoji geomeiﬁe u nés poskytuji
svazky ,,Casopisu pro p¥stovéni matematiky a fysiky*, vyda-
vaného Jednotou &eskych matematikd a fysikti v Praze.
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IL
KARTEZSKE A NOMOGRAFICKE SOURADNICE.

Objasnéni  pojmu soufadnice na specidlni soustavé.
A. Pravouhlé soutadnice bodu. Polohu bodu v roviné
stanovime nejjednoduSeji, kdyZ zavedeme pravoihlou sou-
stavu soufadnic. Sestrojime dvé piHmky z, y k sobé kolmé
(osy soufadnic) a poéinaje od jejich praseéiku O (poédtku)
opatiime je stejnym méfitkem.?) Obecny bod v roviné
uréuje pak jednoznaéné dvojici éisel z, y, totiz vzddlenosti
obou jeho kolmych prumétu do soufadnicovych os od po-
é4tku (méfené uvedenym méfitkem). A obricené, obecnd
dvojice redlnych éisel (kladnyeh nebo zdpornych) vede
k jedinému bodu. I je patrno, Ze jsme jiZz predem stanovili
potadi obou zdkladnich pfimek (osa x prvnf, osa y druhd)
a Ze jsme je také orientovali (opatfili uréitym smyslem).
Zikladni vlastnosti téchto soufadnic, které presnéji nazy-
véame pravotihlé kartézské soutadnice bodu (z useé-
ka, y pofadnice), jsou ¢tendfi zndmé. Pripomenme jen, Ze
okolnost: bod B m4 soufadnice z, y piSeme: B (z; y), a déle
Ze zvolené méritko miZeme definovati také t. zv. jednotko-
vym bodem J (1; 1). ’

Uréujeme-li polohu bodu v roviné nebo sestrojujeme-li
bod privé popsanym zpisobem, mluvime struéné o pravo-
1hlé kartézské roviné. Zdrover je to jeden z nejjednodussich
zpusobu, jimiZ si zjedndvame jednojednoznaénou korespon-
denci mezi nekoneéné mnoha body v roviné a nekoneéné
mnoha dvojicemi redlnych éisel, kladnych i zdpornych.

Pojem ,,nekonedn& mnoho bodl v rovin&“ je t¥eba objasniti.
JestliZe jednoznaéné uréeni n&jakého geometrického prvku (bo-
du, pfimky, kruZnice a pod.) zévisi na r vzédjemnd nezédvislych
gislech, tu pravime, Ze v8echny tyto prvky tvofi r-nésobnou

%) PouZiti stejného mé&fitka na obou osich je sice v analy-
tické geometrii obvyklé, nikoliv vSak nutné.
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varietu nebo Ze je jich «f. Poloha bodu na pfimce, kterou jsme
orientovali a opatFili poddtkemn a jednotkovym bodem, je
jednoznaéné urdena jedinym &fslem (jak?): na pFimece leZi
w?! bodi. Poloha bodu v kartézské roviné je jednoznaéné& uréena
dv&ma soufadnicemi: v rovin& existuje «o? bodd. Pkimka je
v kartézské roving uréena jednoznaéng dv&ma podminkami
(jak?): v rovin& existuje oo? pfimek. V roving je 3 kruZnic,
oo® kuZelosetek a pod. Varietu bodd v rovind vystihuje velmi
nazornd termin pouZivany v analytické mechanice: bod v ro-
viné (a obecné&ji bod na ploSe) md dva ,,stupnd volnosti‘‘.

B. Definice soufadnic. Uréeni polohy bodu v roviné
dvéma tiseékami, jeho pravoihlymi soufadnicemi, neni jisté
jediné. Snadno si dovedeme piedstaviti, Ze polohu bodu lze
uréit i jinak, pomoci dhli, poméra délek a pod. Za téchto
okolnosti jevi se ndm pravoihlé soutadnice jen jako velmi
specialni piipad velké skupiny soufadnicovych soustav, které
souborné jmenujeme ,,bodové soufadnice“. Opirajice se
o zniamé vlastnosti pravodhlé soustavy, dovedeme jiz nyni
vysloviti jejich zikladni vlastnost: soufadnicemi bodu
tozumime takové &isla, kterd jednoznaéné uréuji jeho po-
lohu, a obricené. '

Za zékladni geometricky prvek v roviné nemusime po-
kazdé voliti bod. MaZe jim byt piimka, kruZnice a pod.;
postaéi pak, kdyz ve vhodné definované souradnicové sou-
stavé stanovime éisla, kterd jednoznaéné uréi jeho polohu,
a obriacené. Timto zplisobem k bodovym soufadnicim pFi-
stupuji ,,soufadnice pfimky‘, ,,soufadnice kruznice* a pod.

MiZeme tedy vysloviti tuto obecnou definici: Soufrad-
nice geometrického prvku jsou éisla, kterd jedno-
znaéné urduji jeho polohu vzhledem k jinym pevné
zvolenym geometrickym prvkam (jejichz konfiguraci
nazyvame soustavou soufadnic), a obrdcené.

C. Po&et urdujicich &isel. V pravd podané definici ne-
bylo zminky, kolik é&isel je nutnych a kolik stadi, aby byl
jednoznaén& urden prvek v roving. Pravouhlé soufadnice ndm
ukazuji, e potfebujeme dv® nezdvisld &isla, abychom uréili
polohu bodu v roving; je to zéroveni podlet ,,stupria volnosti,
ktery md bod v rovin&. UvaZujme nyni pfimku jako zdkladni
prvek! V3ech pfimek v roviné€ je %, i bude tfeba k uréeni
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y
polohy pfimky v rovind dvou nezavislych é&isel. Podobné
k uréeni polohy kruZnice v kartézské roviné bude zapotiebi
tif nezévislych é&isel atd. Prost® potfebujeme tolik nezavislych
&isel, kolik ,,stupfit volnosti‘‘ mé pFislusny prvek. Ale ted jiZ
musime ,,stupnd volnosti‘* pojimati v SirSim smyslu neZ v me-
chanice, nebot vedle polohy musime pfihlifet i k zmé&nam,
kterych je pFisluiny prvek schopny (na p¥. kruZnici v roviné
miZeme podrobiti posunut{, otoéeni, ale také homotetii vzhie-
dem k pevnému st¥edu homotetie a pod.). Uvahy tohoto druhu
vedou nés k v&té: K uréeni polohy geometrického prvku
or,stupnich volnosti‘“ stadi pravér nezdvislych &isel
(soufadnic).

Necht geometricky prvek mé r ,,stuprii volnosti‘‘. I staédi
k jeho uréeni podle uvedené véty r nezavislych &isel. Je-li tedy
jeho poloha jednoznaéné uréena s &isly, p¥i demZ je 8 > r, tu
z téchto s &isel jich musi byti s —r zévislych na ostatnich,
jinymi slovy: mezi t8mito s &isly musi platit 8 —r vztaha.
S pfiklady takovych soufadnic se setkdime v dalsim vykladu.

Setkdme se vBak i s pFipady takovych soufadnicovych sou-
stav, které jsou zddnlivé ve sporu s poZadavkem jednojedno-
znaéné korespondence. Tak obecnou dvojici soufadnic budou
uréeny na pf. dva body, ale soumdrné poloZené podle pevné
pfimky. Jindy obecnou dvojici &isel budou dokonce uréeny
éty¥i body, ale soumé&rné& poloZené vzhledem k priseéiku dvou
pfimek k sob& kolmych. V takovych pfipadech, zvlidt uvede-
nych, kdy jedinym bodem skupiny (sloZené z kone&ného poétu
bodi) budou jednoznainé urfeny i ostatni body této skupiny,
budeme zdkladni poZadavek jednojednozna&né korespondence
povaZovati za nedotéeny.

D. Stfedové soufadnice bodu. Dovedeme-li zacha-
zeti 8 pravodhlymi soufadnicemi, tu nejjednodudii zpisob,
kterym se miZeme orientovat o zdkladnich vlastnostech
jiné soustavy, je ten, Ze nalezneme jeji vztah k vhodné
zvolené pravoihlé soustavé a vyvodime jeji vlastnosti ze
zndmych vlastnost{ této soustavy.

Uvedeme piiklad. Polohu obecného bodu B (obr. 1) ma-
zeme urditi tak, Ze jej promitneme z pevného bodu S (stfedu)
do pevné primky o (osy), kterd neprochdzf stfedem S, na
niZ jsme zvolili jiny pevny bod O (poédtek) a kladny smysl.
Je-li B’ tento pramét, tu vidime, %e obecny bod uréuje
(pfi zvoleném méfitku, pro viechny sméry stejném) dveé

15



disla £ = OB', ; = BB'. Pi tom kladnou délku & nanddime
v kladném smyslu od O, zépornou opaéné; délku 7 nanisime
na piimku SB’ tak, Ze kladné hodnoty 7 ddvaji body v té
pilroviné (urené osou o), kde le#i stiedsS,

y zéporné hodnoty pak pislu§i bodbm
v druhé pilroviné (jinak: je-li % kladné,

)

je také délici pomér % kladny, a eb-

racené). Urcuje tedy obricené

obecnd dvojice redlnych ¢isel

(&;7m) jediny bod. I miZeme

vziti ¢éfsla £, za soufadnice

bodu v roviné; nazveme

s : -4 je stfedové sourad-

0 O0ex nice bodu.(!) Abychom

§ nalezli jejich zakladnf

Obr. 1. vlastnosti, zvolme pra-

votuhlou soustavu tak,

]a,k naznaéuje obrazek. Necht v této soustavé md stied S
soufadnice (m; n), bod B soufadnice (z; y). Pak plati

ni(E—m)=y:(E—a) yin=n:fE—mF+at
a z téchto rovnic plyne jednak

—_—, Y =
Ve—mr v | T VE—mp i
jednak

£= = Je—mE F =P @

To jsou rovnice, pomoci nichy mazeme pievésti pravothlé
soufadnice na stfedové, a obricené.
PfSeme-li rovnice (2) ve tvaru

x—ﬂy
- —= - [ (), @

1—Y 1__




a nechdme-li » vzristati nade viechny meze (m je pevné,;

ko1eéné), tu nalezneme lim £= 12, limn=y, t. j:
n—>o . n>®

pravothlé souradnice jsou zvldstnim pi{padem stiedovych

soufadnic (vysvetlete podrobnéji!).

Potdtek O md soufadnice £ = 7= 0. Pro body na ose o
plati n= 0, i je to zdroveh rovnice této 08y; podobné
& -= 0 je rovnici spojnice OS. Obecny vztah mezi soufadni-
cemi £, 7 vyjadiuje ¢drul®); jejf rovnici v soufadnicich z, y
poskytuji rovmice (2). Jako pifklad uvaZujme zvld5tni
piipady linedrniho vztahu af + by +¢c=0 (a,b,c kon-
stanty)! Je-li b= 0, zjednodusf{ se piivodni rovnice na
&= —c:a a vyjadiuje pfimku, kterd prochédzi stfedem §
a na ose o utind visek — ¢ : a, a obricené. Je-li ¢ = 0, do-
spivdme k rovnici 7y =—c:b; &dra jf vyjédfend sluje
konchoida pifimky é&ili Nikomedova (vyslovte na zi-
kladé rovnice = -+ k jeji vytvarny zdkon!). Je-li ¢ =0
a @ = + b, mame rovnici § = 4 #; ¢ira ji vyjddiend sluje
8ikmé strofoida (pro m = 0 nazyvd se prim4d strofoida;
vyslovte vytvarné zikony obou téchto éar!).

Tento pfiklad mél ndm struéné ukézati, pro¢ pouZivime
jeSté jinych soustav vedle pravouhlé. Vidéli jsme prévé,
Ze rovnice nékterych éar objevujf se zvldSt jednoduché
v soufadnicich stiedovych. A naopak; napiSte si v téchto
soufadnicich na pf. rovnici kruZnice, kterd m4 stied v po-
¢atku a polomér r! PouZivime proto jinych soufadnicovych
soustav za tim téelem; abychom si usnadnili studium jistych
geometrickych vlastnostf, jejichz vyjddfeni m4 v takovych
soustavich zvldst jednoduchy podetni tvar. S jinymi pi-
klady se jeité setkdme v dalsim textu.

Ulohy k tomuto odstavei: 1—7.

Kartézské soufadnice bodu. A. Definice a trans-
formace. Soustava pravoihlych soufadnic je uréena jedno-

10) Ovsem za jistych, ostatnd dosti obecnych podmmek.
jejichZ splnéni ve viech p¥ipadech, v této knize uvaZovanych,
muZeme pfedpoklddati.

2 17



zna¢né, jsou-li diny jeji osy (pofadim a orientaci) a jednot-
kovy bod J (1; 1). Kolmost obou soufadnicovych os viak
neni podstatnd; obecnéji miZeme totiz zvoliti dvé piimky,
které sviraji ostry thel (oznadime jej w), stanoviti jejich
poradi, orientovati je a obé soufadnice z, ¥y odméfovati
ve sméru téchto dvou piimek. Mluvime v tomto piipadé
o kosothlych kartézskych soufadnicich bodu.ll)

Obr. 2.

V ka%dé souradnicové soustavé md zvlistni didleZitost
t. zv. transformace soufadnic. S obsahem tohoto pojmu je
étendf v podstaté obeznidmen (transformace posunutim
a ototenim!). Na tom misté si ukiZeme, jak se vyjadiuje
transformace mezi dvéma kartézskymi soustavami (obecné
kosoihlymi), které maji spoleény poédtek (obr. 2). Oznaéme
osy jedné soustavy z, y, druhé 'z, 'y. I vidime, %e pro kaZdou

11) Oba druhy kartézskych soufadnic, pravouhlé a kosouhlé,
nazyvame nékdy spoleénym ndzvem soufadnice rovnobd%-
kové (paralelnf).

18



piimku p, kterd prochézi spoleénym poédtkem O, plati

xcos (p, x) + y cos (p, y) ="wcos (p, 'x) + ¥’ cos (p, 'y),
pii ¢emZ znaéi na pf. (p, z) uhel, o ktery tieba otoéiti
piimku p kolem poéitku O v kladném smyslu, aby splynula
8 osou z. Zvolme nyni (p, y) = %s; tim uréime jednoznaéné
pifmku p,, pro niz opét plati

z cos (py, z) = 'z cos (py, 'x) + 'y cos (py, 'y).  (*¥)
Podobné zvolme (p, ) = §x; tak uréime pif{mku p,, pro
niz plati '

Y ¢08 (pg, y) = 'x co8 (Pg, ') + 'y cos (ps, 'y).  (**)
Uvaime viak, Ze lze psiti cos (py, 'z) = cos (‘z, py) =
= sin [§z + ('z, py)] = sin [(py, y) + (7, py)] = sin ('z, y)
atd. Po této dpravé obdriime z rovnic (*) a (**)

_ sin(':l:, y) , sin ('.1/, I’I) ’
x x

" sin (z, y) sin (7, y) 3)
_ sin ('l‘, Z) , Sill (’yr 17) I
" sin (y, x) sin (y, z)° *’ l

témito vztahy jsou tedy vyjddfeny soufadnice neédrkované
soustavy soufadnicemi ¢arkovanymi.

Abychom nalezli obricené vyjddfeni, uvaZujme nejprve
determinant soustavy (3). Ten je

1 . . . .
D E——m—[sm( z, y)sin ("y, x)—sin ('z, x)mn( ¥, 9}

Ponévadz je ('y, z) = ('y, 'z) + (2, z), (y, v) = (y,'z) +
+ ('z, y), lze také psdti
___sin (y,'z) . , ,
= Stz ) @ 9) [sin ("z, y)cos ('z, x)
— sin ('z, z)cos ('z, y)],

ponévadi je (‘z, y) = (‘z, z) + (=, y), zjednodudi se vyraz
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v lomené zdvorce na sin (z,y), takie D = sin ('z,’y) :
:8in (z, y). Uivajice tohoto vysledku, miZeme Fefenf sou-
stavy (3) podle édrkovanych soufadnic psiti ve tvaru

1y B (2 'y) sin (y, 'y)

~ s (o " sm(sy Y )
, _ sin(x,'7) sin (y, 'z)
" sin ('y, 'z) " sin (‘y, ‘z) <’

rovnice ty maji tvar rovnic (3) aZ na to, Ze carkované
veli¢iny jsou zaménény za neédrkované a obrdcené.

JestliZe pocédtek ¢drkované soustavy mé v neddrkované
soustavé soufadnice (zy; %), tu v rovnicich (3) na levych
strandch misto x resp. y nastoupf{ rozdily z— z, resp.
Y¥— Yo, V rovnicich (4) na pravych strandch misto z resp. y
rovnéf rozdily z— xz, resp. ¥y — y,-

B. Zékladni vlastnosti kosouhlyeh sou¥adniec.
V tomto odstavei jen velmi struén& uvedeme zdkladni vzorce
analytické geometrie v kosothlych soufadnicich, (3) pfenecha-
vajice jejich ov&fenf — ostatné snadné — ¢&tendFi. Vzdéle-
nost dvou bod& By (z;; y;), + = 1,2 je déna vzorcem

d= V(za"" )2+ (Ya— ¥1)? + 2(2a— %) (Y2 — ¥1) cos a»
vzdélenost bodu B(z; y) od po¥itku vzorcem
d=Yz+y*+2zycos w.

KaZd4 linedrni rovnice az + by + ¢ = 0 (a, b, ¢ konstanty)
vyjadfuje pFimku, jeji tiseky na soufadnicovych oséch jsou
—c:a, —c: b a nezdvisi tedy na Ghlu w. Specidln& z cos & +
+ ycos (o — &) — d = 0 vyjadfuje pfimku v norméalnim tvaru
(co znadi «, d, jak pFevedete obecny tvar pfimky na normAlni?).
Rovnice pfimky, kterd prochézi dvéma body B; (z;; v;), t =1, 2
znf

r y 1
zZ Y 1
Zy Yp 1
Utivajice pfedchizejicich vysledkidi, miZeme napsati ihned
rovnici kruZnice, kterd mé4 stfed (m;n) a polomér r; znf

(z—mP +(y—n)2+2(z—m)(y—n)cosw—12 = 0.

4

= 0.
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Obracené kaZda rovmice tvaru
zd L y® + 2zycosw + 2m'z + 2n'y +p =0

vyjadfuje kruZnici; urlete jeji stfed a polomé&r! Jednoduchy
tvar ma také rovnice hyperboly o poloosich a, b, jestliZe
ji vztéhneme k asymptotam jako soufadnicovym osém; zn(
zy = } (a® + b?) &ili zy = %e®. Pondvadi mezi poloosami a, b
a uhlem asymptot w platitg o = b : a 8ilisin w = 2ab : (a*+-b?),
lze rovmm této kfivky psati také ve tvaru

zy sin o = }ab.
Ulohy k tomuto odstavei: 8—15.
Kartézské soufadnice pfimky. A. Definice. Rovnici

obecné piimky v kartézskych soufadnicich miZeme psdti
ve tvaru

uzr +vy +1=0; ®)
tato piimka utind na soufadnicovych osdch iseky
1 1
= —, g=——. 6
p i . (6)

L]

I je kaZzdou dvojici éisel u,», z nichZz aspon jedno je od
nuly rozdilné, uréena jedind piimka, a obricené. MiZeme
tedy dvojici [u; »] povaZovati za soufadnice piimky; sou-
fadnice takto definované nazyvidme prfimkové soufad-
nice (nebo Pliickerovy soufadnice). Jejich geometricky
vyznam vyplyva z rovnic (6): jsou to ziporné vzaté reciproké
hodnoty useki, které piimka tvoif na kartézskych soufadni-
covych osdch. Soustava primkovych soufadnic je urcena
jednoznaéné obéma soufadnicovymi osami a t. zv. jednotko-
vou piimkou j[1; 1] (vyloZte jeji vyznam!).

Je-li pfimka rovnobéZnd s osou z resp. y, md soufadnice
[0; v] resp. [u;0]. Piimka, ]e]ﬂ soufadnice jsou [0; 0], je
nekoneéné vzdilend piimka roviny (nevlastni pfimka;
proc¢?). A pod.

B. Zikon duality. Rovnice (5) vyjadiuje t. zv. pod-
minku incidence: ukazuje, jaky vztah musi spliiovati sou-
fadnice (z; y) a [u; v], aby bod (z; y) leZel na pFimce [u; v]
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(aby bod a piimka byly incidentni). Lze pak na tuto rovnici
nahliZeti dvojim zptisobem: budto ji poklddati za bodovou
rovnici pfimky, jeji% dseky na osich jsou— »—1,—v—1,
kdyz u, v jsou konstanty a z, y proménné, nebo za prim-
kovou rovnici bodu (z;y), kdyz »,» jsou proménné
a z, y konstanty. Na této dvoji interpretaci se zaklidd pro
geometrii dalefity zdkon duality. Bodu, kolem néhoZ se
piimka otdéf, odpovidé piimka, kterou bod popisuje. V&em
bodim piimky (piimé fadé bodové) odpovidaji v3echny
piimky jdouci jednim bodem (svazek pfimek). Bodu jakoZto
prusec¢iku dvou piimek odpovidd dudlné piimka jako spoj-
nice dvou bodi. Zejména pak kiivce jako souhrnu jejich
bodii odpovidd kfivka jako souhrn (obdlka) jejich teden.12)

Analyticky vyznam zdékona duality ndm nejlépe objasni
pitklady. Rovnice

ay +bv +¢c=0 ar + by +¢c=0
vyjadfuje bod (a:¢; b:c); vyjadfuje pfimku [a : ¢; b : c];
u=a v=="b x=a y=>b
vyjadfuji p¥imku [a; b]; vyjadfuji bod (a; b);
'u=0,v=0 =0 y=0
vyja«Fuji pfimku nevlastni; vyjadfuji potatek;
1ol AR

vyjadfuji p¥imku jdouci po- | vyjadfuji nevlastni bod;
&atkem;

u = a, v libovolné z = a, y libovolné
resp. u libovolné, v = b resp. z libovolné, y = b
vyjadfuji bod na ose usefek | vyjadfuji pHimku rovnob&z-
resp. pofadnic; nou s osou pofadnic resp. use-

cek;
au + bv =0 ax + by =0

vyjadfuje bod nevlastni p¥im- | vyjadfuje pfimku jdoucf po-
Ky. atkem.

12) Odtud také jiné pojmenovéni: soufadnice tednové
(tangencialni).
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ux +ovy +1
V'u2+v*

+
Ze kartézskd soustava je pravoihls, absolutné vzddlenost bodu

A dile vyraz vyjadiuje za predpokladu,

vr . Uy — UV . oy .
z; y) od primky [u; v]; az - —————=% vyjadiuje vhel
(%; y) od piimky [u; v]; vyT i%u2+vlvz yjadruj
dvou piimek [%;; ), i = 1, 2 (kdy jsou rovnobézné, kolmé?).

A pod.(?)

C. Transfdrmace bodovych soufadnic na pfimkovsé.
Pro jednoduchost se omezime na pravouhlé soufadnice. BudiZ
déna kfivka s bodovou rovnici F(z; y) = 0. Jeji tefna v bods
(x; y) a v souiadnicich X, Y zni

(X—a)F, + (Y — ) Fy =0

oF eF F’
F’ = T = o .1/, = _Iz
( z oz v oy ¥,
Jeji pfimkové soufadnice jsou
Fl FI
U=—__ "% _ yp=— y (*)

F, ¥ 9T, 2, T yFy
Vylouéime-li z rovnic (*) & z rovnice dané kfivky promé&nné
z, y, dostaneme pFimkovou (tednovou) rovnici této k¥ivky.
Na pf. pro kruZnici z2 4 y® — #2 = 0 nalezneme u? + v? —

Je-li obracend dana k#ivka pFimkovou (teénovou) rovnici
F(u, v) = 0, tu rovnice jeji teény je ux + vy + 1 = 0, rovnice
blizké tedény je (v + du)x + (v + dv) y + 1 = 0 a prasefik
obou t&chto pFimek ma soufadnice

de v — du
wdv—vau’ VT udvo—vdu

zr=—

&ili
xr = — _F’u y Y = '—‘-————F'° . (**)
‘ . uF’, + oF", uF’, + oF’,
Vylouéime-li z rovnic (**) & z rovnice dané kfivky proménné
u, v, dostaneme bodovou rovnici této kFivky. Hleddme-li na
pE. kiivku s vlastnosti, %e soufadnicové osy utinaji ne jejich
teéndch tsek stdlé délky r, tu jeji pFimkova (tetnova) rovnice
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e u_2 + v_z —7r2 =0 a bodova rovnice z* + yi Ao
Sestrojte tuto kfivku jako obalku teden (sluje astroida)!

D. Polérni reciprocita. Studium &ar s rovnici F(u, v) = 0
lze jednoduSe pfevésti na studium &ar s rovnici F(z, y) = 0.
UvaZujme kuZelosetku K a obecny bod P; jeho poléra vzhle-
dem ke K budi% p (viz obr. 3). Poldra bodu P, blizkého k bo-
du P, budiZ p’. Ob& poléry p, p’ nechf se protinaji v bod& Q.

Obr. 3.

JestliZe body P vypliuji k¥ivku I', tu poldry p obaluji jinou
k¥ivku I a vzé.jem.né. souvislost k¥ivek P, I je tato: te¢ndm q
k¥ivky I (t. j. meznym polohdm spojnic bodt P, P’) odpovi-
daji body @ kfivky I, a viem tefndm p k¥ivky I'’ odpovidaji
body P k¥ivky I'" (pély polér p vzhledem ke K ). Dv& k¥ivky
T, I" které jsou v takovém vztahu, nazyvdme polarné reci-
prokj'mi vzhledem ke kuZelosefce K (jinak: kfivka I'resp. I'
je polarisovéna ke kifivce I resp. I" vzhledem ke kuZelosedce K).

" Zvolme za zékladni kuZelosetku K (imagindrni) kruZnici
X'+ Yt +1=0. (7)

Poléry bodt (z; v), (z + dz; ¥ + dy) jspouzX + yY +1=0,
(z+dz) X + (y +dy) Y + 1 = 0, a jejich prisedik ma sou-
fadnice
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dy Y = dz
zdy —ydz’ =  zdy —ydz’
JestliZe body (z;y) lefi na k¥ivce F(z, y) = 0, tu rovnice
jeii tedny je (X —2z)dy — (Y —y)dz = 0 a jeji soufadnice
jsou dény vztahy

X=—

dy . dz

zdy —ydz’ v= zdy — ydz’

Plati tedy X = %, ¥ = v. Doéli jsme tak k v&t&: Rovnice
k¥ivky v pravoudhlych pFimkovych soufadnicich u, v je zdroven
rovnici jeji polérnd reciproké k¥ivky vzhledem ke kruZnmici,
ktera v pravoiuhlych bodovych soufadnicich z, ¥ je vyjadiena
rovnici z* 4 y2 + 1 = 0, jestlife v rovnici dané kfivky na-
hradime soufadnice pfimkové bodovymi. A obracens. Mame-li
tedy studovati kfivku s rovnici F(w, v) = 0 v pravouhlych
pfimkovych soufadnicich, budeme studovati kfivku s rovniei
F(z, y) = 0 v pravouhlych bodovych soufadnicich (coZ je
tiloha jednodus&i) a odvodime si jejf polarn{ vlastnosti vzhledem
ke kruZnici (7).(4)13)

Ulohy k tomuto odstavci: 16—26.

Jiné druhy p¥imkovyeh soufadnie. Pfedpoklédame-li pravo-
dhlou soustavu jako zdkladnfi, tu normaAlnf rovnici obecné
pfimky mbZeme psédti ve tvaru

zcost 4 ysint— f =0 resp. a:-f—ytgt—p—O (8)

v ndmZ znadi tedy f délku kolmice s poéitku na p¥imku spusténé
a ¢ thel této kolmice s osou + =, p je tsek pfimky na ose z.

13) Na misto &sel u, v 1ze za soufadnice pHmky vziti pfimo
¢isla p, g (souFadnice tvsekové).(*) Je-li déna k¥ivka bo-
dovou kartézskou rovnici F(z, y) = 0, tu jeji rovnice v tGse-
kovych soufadnicich je vysledkem eliminace z, y z dané rov-
nice a z rovnic

u=—

oz dz __:;dy
P ydy,‘I—i‘/ dI

je-li kfivka dédna usekovou rovnici F(p, g) = 0, tu jeji bodové

kartézskd rovnice je vysledkem eliminace p, ¢ z dané rovnice
a z rovnic

d d
z = p*: (p —q—dz), y=gq% (q——p d—;)-
DokaZte!
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Obrédcend obecné dvojice [f;t] (f > 0, 0 < t < 2a) resp. [p;¢]
uréuje jedinou pFimku. MbZeme tedy &isla f, ¢ resp. p, ¢ vziti
za soufadnice pfimky; dospfvdme tek k soufadnicim nor-
malnim resp. axidlnim. Pfedpokladéme-li, Ze f resp. p jsou
funkecemi thlu ¢, t. j. f = f(t), p = p(t), a Ze uihel ¢ nabyvi
viech moZnych hodnot, tu rovnice (8) pfedstavuji oo! pfimek,
které obecnd jsou teénami ndjaké kiivky I'. I miaZeme takové
rovnice povaZovati za tednové rovnice této 8ary; mluvime pak
o normalni (také magické) resp. axidlni rovnici kiivky. (%)
Dalsi vlastnosti téchto soufadnic v ulohédch: 27—30.
Homogenni soufadnice bodu a pfimky. A. Definice.
Za piedpokladu, Ze zdkladni soustava je obecné kosoihls,
poloZzme
z:z misto z, y:z misto y resp.
. { . ¢ (9)
% :w misto u, v : w misto v,
pri éemZ predpokliddme, Ze asponi jedno z ¢éfsel z, y, 2
resp. «, v, w je rozdilné od nuly. I uréuje obecna trojice éisel
(z; y; z) resp. [u; v; w} jediny bod resp. pfimku, jehoZ (jejiz)

o es - . . x u v .
kartézské souradnice jsou |—; ¥ resp. | —; — |. To v8ak jiz
z 2 w' w

neplati obricené. Dovedeme totiZ udati vidy nekoneéné
mnoho trojic z, y, z resp. u, v, w, jejichZ pomér mé dané

z L ow v
hodnoty < % Tesp. —, — & které tedy vedou na tyZ bod

resp. primku. Bod (pfimka), ktery je uréen trojici z, y, z
(u, v, w), je uréen také kazdou trojici gz, py, 0z (ou, ov, ow),
-kde ¢ = 0; obrécené, jsou-li z, y,z (u, v, w) ,souradnice’
bodu (pfimky), mi tyZz bod (pfimka) také ,soufadnice
oz, 0y, oz (ou, ov, ow), kde ¢ = 0. ZdleZi tedy jen na po-
méru téchto tfi hodnot, a to jsou dvé nezdvisld éisla, tedy
tolik ¢isel, kolik m4 bod (piimka) v roviné ,,stupiiti volnosti‘.

Proto nazyvdme tato éisla pomérné nebo Hesseovy
souradnice bodu (pfimky). PonévadZ kazd4 algebraickd
rovnice F(z, y) = 0 resp. F(u, v) = 0 stane se po zavedeni
téchto novych proménnych podle pokyni (9) homogenni,
nazyvaji se tyto souradnice c¢astéji homogenni soufad-
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nice bodu (pfimky). Obrdcené z homogenni rovnice
vznikne nehomogenni (kartézskd) rovnice, kdyZ prosté po-
lozime z= 1 (w = 1). V homogennosti téchto soufadnic
zaleZi také nejvétsi jejich vyznam.

B. Zikladni vlastnosti homogennich soufadnie.
Homogenni soufadnice poddtku jsou patrné (0;0;2), kde
z 0, tedy nejjednoduseji (0;0;1). Bod o soufadnicich
(z; 0; z) resp. (0; y; z), kde z,2z 5= 0 resp. y,z = 0, leZi na
ose z resp. y. Je tedy (x;0;0) resp. (0; y; 0) nebo nej-
jednoduseji (1;0;0) resp. (0; 1;0) nevlastni bod osy =z
resp. ¥. Bod, jehoZ vSechny homogenni soutadnice by byly
rovny nule, neexistuje. Piimka jdouci poédtkem md homo-
genni soufadnice [u; »; 0]; soufadnice osy x resp. y jsou
[0; v; 0] resp. [u; 0; 0], nejjednoduseji [0; 1; 0] resp. [1; O; 0).
Piimka, jejiz viechny homogenni soufadnice by byly rovny
nule, neexistuje.

Homogenni rovnice primky md tvar

axr +by +cz= 0, 19)
a obricené. Obsahuje-li pfimka nevlastni body os, je
v tomto pifpadé p=—c:a= 0, ¢g=—c:b= @ ¢dili

a = b = 0, a rovnice (10) za pfedpokladu, Ze ¢ 3= 0 (kdyby
bylo ¢ = 0, prochézela by piimka poédtkem a nemohla by
obsahovat nevlastni body soufadnicovych os), mé tvar

z=0. (11)

Tato rovnice vSak vyjadiuje viechny nevlastni body roviny
(proc¢?), je tedy rovnici nevlastni piimky roviny. Jeji sou-
radnice jsou [0; 0; ] nebo nejjednoduseji [0; 0; 1]. V homo-
gennich soufadnicich Ize tedy s nevlastnimi dtvary (s dtvary
v nekoneénu) zachdzeti jako s dtvary v koneénu. V této
vlastnosti zédleZ{ dalsi vyznam téchto souradnic.
Podminka incidence bodu (z; y; z) a p¥imky [u; v; w] je vy-
jad¥ena rovnici
uz + vy + ws = 0. (12)
Dvoji interpretace této rovnice (ktera?) umoZiiuje nam opét
prenadeti vlastnosti odvozené pro body na pf¥imky, a obracend
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(zdkon duality). Na pf. z kartézské rovmice p¥imky, jdouci
dvéma body, obdrZime ihned homogenni rovnici takové pfim-
ky; zni

T Yy z
Ty Y1 25
Ty Ya 2

Dudlné rovnice
U v ow
Uy Uy W,
Uy Vg Wy
vyjadfuje tedy bod, v n&mZ se protinaji dvé pFimky. Uvedte
jiné priklady! :
Protneme-li kruZnici
z8 + y* 4 2zy cos w + 2m'zz + 2n'yz + pz =0
nevlastni pfimkou, obdrZime

=0

8 4 y? + 2zycos w = 0 &ili -%:——cosw:l;isinw. (13)

Protind tedy nevlastni pFimka ka?dou kruZnici v tychZ dvou
komplexnd sdruZenych bodech (1; — cos w &+ ¢ sin w; 0); pri-
seliky tyto se nazyvaji body kruhové, jejich spojnice s po-
Sdtkern majf rovnici (13) a nazyvaji se pfimky isotropické.
V homogennich pravoidhlych soufadnicich jsou kruhové
body (1; + 4; 0), isotropické pFimky z® 4 y2 =0 ¢&ili = L+
+ 4y = 0. Snadno dokdZeme tyto tfi vlastnosti isotropickych
pFimek: 1. Jsou samy k sobd kolmé (rozsifime-li oviem obvyk-
lou definici thlu i na elementy imagindrni). 2. Uhel isotropické
piimky 8 obecnou p¥imkou je konstantni. 3. Priivodite méfené
na isotropickych p¥imkdch maji nulovou délku (odtud jiny
nézev: minimilni pimky).

S hlediska duality odpovidé po&atku (0; 0; z) nevlastni pf¥im-
ka [0; 0; w], kruhovym boddm (1; 4 ¢; 0) isotropické pFimky
[1; £ ¢; 0]. VyloZte podrobné&ji!(?)

C. Tedna v homogennich soufadnicich. BudiZ
F (z, y, 2) = 0 algebraickd kfivka n-ho stupné. Ozna&ime-li na
okamZik nehomogenni soufadnice pruhy, tu plati z = 2z,
Yy = yz a tedy ‘

' dz = zdz + zdz, dy = ydz + zdy.
Z rovnice &ary vSak plyne
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dF_. d + d +—dz—.0'

tedy po dosazeni podle pi-edché.ze]icich vztaht
(P = aF - - OF -
(Eermi B+ fmErya)-o
po zavedeni homogennich soufadnic
3F 24 8_1"_ aF )dz (

Podle Eulerovy véty o homogennich funkecich!4) je vyraz
v prvni zdvorce rovny nule, takZe pro body v koneénu (z 3= 0)
plati

- OF -
dz+@dy)z=0.

dy oF oF

Yy = dz _EW

Rovnice tefny v bods (a:, y) zni
Y—y=y(X—2),

nebo — * zavedeme.li homogenni soufad.mce — -
XoF Y OoF (z2dF, yoF ,
Z oz Z dy z oz z oyl
PouZitim Eulerovy vty se tento vyraz zjednodusi na
oF oF oF
XE+Y%+Z-§=0; (14)

touto rovnici je tedy vyjédfena tetna dané k¥ivky v homogen-
nich soufadnicich. O soufadnicich této teény plati

oF oF oF

v nehomogennich soufadnicich
— oF oF - _@F a_ﬁ_’ i
Y= T T oy’
Ulohy k tomuto odstaveci: 31—36.

* 1) V&ta Eulerova o homogenni funkei F(z, y, z) stupné n:

oF oF oF
z$+y@+zz=n1?._



Nomogratické soufadnice. Polohu bodu v roviné velmi
obecné miZéme uréiti takto: Zvolime dvé obecné pimky
P, ¢ (souradnicové nebo nomografické osy; obr. 4), které
orientujeme, na nich body P, @ (poddtky) a mimo osy dalsi
dva body P,, @, (stfedy). Polohu obecného bodu B uréime
¢fsly p, g, jak naznacuje obrizek. A obricené. Souradnice
takto definované nazyvdme (obecné) nomografické sou-
fadnice bodu.(?

A. Nomografické soufadnice bodu. Zvolme osy tak,
aby p 14 ¢, poditky a stiedy tak, aby P =P, Q = @,.
Soufadnice bodu takto definované sluji (obycejné) nomo-
grafické soutfadnice bodu. Zvolime-li kartézskou sou-
stavu, jak ukazuje obr. 5, plati zfejmé

z=Ilp:(p+4qhy=pg:(p+9 (15)
a obrdcené
p=ly:(l—=x),q9=1y: = (16)

B. Nomografické soufadnice piimky. V soustavé
nomografickych soufadnic takto definovanych je obecnd
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piimka jednoznaéné uréena iiseky s, ¢, které utind na nomo-
grafickych osdch. A obrdcené. (Vylozte podrobnéji!) Zvlastni
pozornosti si zaslou#{ pravoihlé nomografické soufad-
nice piimky (w=4n). Ziklad-

nimi prvky této soustavy jsou p=y q

dva body (pocitky P, Q) a je-
jich spojnice (osa PQ), coZ jsou

dudlni prvky k prvkim pravo-
uhlé soustavy, dvéma pifmkim
(osém z, y) a jejich E}useéx’ku s

(podstku 0). Timto dudlnfm zpu- ™~
.sobem zavedli tyto soufadnice (t
Unverzagt a Schwering, sluji 7]
proto také soufadnice Unver- | /
zagtovy-Schweringovy (také

soutadnice dudlni k pravo- Obr. 6
dhlym). Zvolime-li pravouhlou .
soustavu, jak ukazuje obr. 6, plati zlejmé

u=(t—s):ls, v=—1:3 (17)

a obricené
8=—1:0, t=— (1 +lu):».(19 (18)

Dalsi vlastnosti nomografickych soufadnic v tilohdch:
37—48.

Ulohy ke cvideni.

1. Prozkoumejte stfedové soufadnice v piipads, Ze stied §
se nachézi na kolmici vztyfené k ose v poéatku!

[V rovnicich (1), (2) poloZte m = 0.]

2. Napiste rovnici Nikomedovy konchoidy n = + k v pravo-
dhlych soufadnicich! Sestrojte tuto k¥ivku, rozezndvajice pfi-
pady, kdy k& = n! Uka¥te, 6 vhodnou volbou poéitku pravo-
hlé soustavy lze rovnici &ary v této soustavs jestd zjednodusit !

[(z— m)*y® + (y — n)? (y* — k*) = 0; pro'k > nmé k¥ivka
st¥ed S za dvojnésobny bod, pro £ = n ma tu hrot, pro k < n
je stfed t zv. lsolovany bod, osa o je asymptota khvky, trans-
formaci 'z =z —m, 'y = y—n.]
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3. Napiste rovnice kosé a kolmé strofoidy v pravouhlych
soufadnicich & sestrojte tyto kFivky!

[Rovnice kosé strofoidy zni (z’ + Yy + n (2 — y?) —
— 2mzy = 0; poditek O je dvojnasobny bod, osa o je asym-
ptota.]

4. Jak zni rovnice kfivky afé + by +¢=0 (a,b,¢ &+ 0)
v pravouhlych soufadnicich?

[K¥ivka 4. stupné, kterou transformaci z 2. ulohy 1ze uvésti
na tvar (z2 4 y3) (y + n)? — (Az + By)? = 0; kfivku tu se-
strojime nejsnadnéji s pomoci polérnich soufa.d.nic, o nichZ bude
pojednéno ve étvrté kapitole.]

5. Za soufadnicovou &aru na mist® osy o lze zvolit i jinou
ki¥ivku. Zvolte na p¥. kruZnici a v pHpads, Ze O = S sestrojte
k¥ivku s rovnici 7 = + & pro k# 2r, kde r znadf polomé&r
zvolené kruZnice (sluje Pascalova zévitnice, spee. pro
k = 2r kardioida)!

[JestliZe je k£ > 2r, je bod O = S dvojndsobny, jestliZe je
k = 2r, je hrotem, pro k < 2r je to bod isolovany. K¥ivky
jsou 4. stupné; napiste ve vhodné zvolené pravoihlé soustave
jejich rovnice!)

6. Jak se specialisuje soufadnicové soustava, uvedensd
v 5. tloze, zvolime-li jejf st¥ed ve stFedu soufadnicové kruZnice?
Jak je v této soustav® vyjddiena krunice se stfedem v bod& §
a 8 polomérem a?

[Soustava ta je ve velmi jednoduchém vztahu k poldrnf
soustavd (tyto soufadnice budou vyloZeny ve &tvrté kapitole);
n=a—r.]

7. Vysetfete soufadnicovou soustavu, v ni¥ poloha bodu je
uréena jeho vzdédlenostmi od pevného bodu (poédtku) a pevné
piimky (osy)l

[Jsou-li (0; ) pravodhlésoufadnice poldtkua y=0rovniceosy,

plati z = VE’ — (p —n)2, y = na obricend § = Va:’ + (y—n)?,
7 = y; obecné dvojici (§; n) odpovidaji étyFi body. Co vyjadiujf
rovnice § =k, n=k, E=1n, §E—kn =0 (k = konst.)?]

8. DokaZte podetnd, Ze stfedové soufadnice pfejdou v koso-
ahlé, jestliZe stfed S se vzdédli do nekoneéna po pfimce OS!
[V rovnicich (2‘) poloZte nejprve n : m = tg w & poté
lim n & o0 ; obdrZite rovnice, které platf pro pfechod kosovhlych

soufadnic na pravouhlé. Viz také 9. wlohu.]

9. Napiste transforma&ni rovnice, které plati mezi a) dvéma
pravouhlymi soustavami, je-li irkovand k nedirkované na-
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todena o vhel «, b) pravoihlou soustavou a kosodhlou, jestliZe
osa usedek kosouhlé (8arkované) soustavy svird Ghel o s osou
usedek pravouhlé (neddirkované) soustavy, specidlné pro « = 0!

[Za pFedpokladu, %e polatky obou soustev splyvajf, obdrZi-
me specialisaci rovnic (3) a (4): a) £ = ‘zcos x — ‘ysin «,
y='zsinx + 'y cos « a obrdcend ‘z = x cos & + ¥ sin a,

‘Yy=-—=xsinx + ycosa, b) x =’z cos « + 'y cos (& + o),
y = ‘zsin & + ‘ysin (« + @) a obrdcend ‘zsin w = zsin (& +
+ @) — y cos (6 + w), ‘ysin ® = — T sin & -+ ¥y cos &, spec.

z ="'+ 'Yycos w, ¥y = "ysin w & obricend ‘rsin w = zsin v —
— ycos w, ‘ysin w = y. Jak zni rovnice a), b) v pfipads, Ze
poditky obou soustav jsou riizné?]
10. V kosouhlych soufadnicich vyjddfete obsah trojihelnika
s vrcholy B; (z; y3), ¢ = 1, 2, 3!
z oyl
b

Ty Yy 1
T3 Ys )
11. V kosouhlych soufadnicich vyjadfete a) tangentu uhlu,
ktery svird spojnice dvou bodt s osou + z, b) vzdélenost p¥im-
ky ax - by + ¢ = 0 od podatku!

) (Y3 — ¥1) sin @ b) csin
a8 (]
(Z2z— 7)) + (Y — ) cos @ ™’ Ya? I b — 2ab cos w

12. V kosouhlych soufadnicich napi&te rovnici kruZnice, které
a) prochézi poéatkem, b) dotykd se v polatku osy pofadnic,
cl)’ dotyké se obou soufadnicovych os, d) prochézi body (0; 0),
(b; 0), (0; a)!

[2) z® + %% 4 2zycos @ + 2m’z 4+ 2n'y = 0; urbete jeji
stfed a polomér! b) x? 4+ ¥® + 2zycosw - 2rzsinw = 0,
c) 22 + y? + 2zycos w + 2::]/1_7;}: 2yV;+ p = 0 (Sty¥i krui-
nice), d) =% + 4% + 2zycos w — bz — ay = 0.]

13. Jak zni rovnice strofoidy v kosoihlych soufadnicich?

[Vyjd&me z vytvarného zdkona této k¥ivky, daného v st¥e-
dovych soufadnicich rovnici' £ = 4 %! ObdrZime tedy rovnieci

kfivky, jestliZe vylou¢ime parametr 4 z'rovnice-sr + % —1=0,

sin o]

které vyjadfuje svazek pfimek o stfedu (a;0), a z rovnice
22+ (y— AP + 2z (y — A) cos w — A2 = 0, kterd vyjadiuje
kruZnice se stfedem (0; 1) a s polomdrem 4. Vysledek je
(22 + y* + 2zycosw)z—a (22— ) = 0. PHimky 2 4+ y=0
jsou tedny k¥ivky v poddtku (dvojnasobném bodé&), pFimkae
z 4+ a = 0 je joji asymptota. Jak se tyto vysledky specialisuji
pro kolmou strofoidu?)
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14. BudiZ ddna kruZnice a na ni dva pevné body O a T;
v bod& T sestrojme te®nu. Obecna pFimka svazku o stfedu O
protne kruZnici v dal8im bod& M, teénu v bod& M’. Naneseme-li

ne tuto pfimku vise¥ku MM’ od bodu O i co do smyslu, vytvoh

geometrické misto bodii’ B takto ziskanych (OB MM ) t. zv.
kosou kisoidu. Jakéd je jeji rovnice v kosouhlych soufadni-
cich?

[Bod O zvolme za poédtek, pfimku OT za osu -+ Z, Tovno-
bé2ku k teén& v bod& T za osu y. Dand kruZnice mé pak
rovnici

z? + y* 4+ 2zycos w —a(z + 2ycos w) = 0, (@ = 61—"),
pfimka svazku budiZ y = Jx (4 parametr). JestliZe z této rov-

1 4 22 cos »

1 + 24cos w+ 73’
podle sestrojeni bodu B, vyloudime parametr 7, nalezneme
rovnici kFivky ve tvaru (22 + y® 4 2zycos w)x —ay® = 0,
LeZ%i-li body O, T na jednom priméru, je w = in a koséd
kisoida pfejde v kolmou (Dioklovu) kisoidu (%2 + y?)z —
—ayd = 10.]

15. V kosouhlych soufadnicich napiste vyraz pro a) smérnici
teény y’ = dy:dz, b) dhel 7, ktery svird teéna s osou tisedek,
¢) kosotihlou subtangentu, d) kosothlou teénu (délku teény)!

[8)y’ = sin 7 :8in(w—7), b)tg T = ¥’'sin w: (1 + ¥ cos w),
)y:y,d) ylf1 + 2y cosw + y2:y'.]

16. Interpretujte dudln& vétu: Délici pomér J bodu B (z; y)

vzhledem k bodam B; (z', Yhi=12je 2= BB1 BB,. jeho
pravouhié sou.i‘ad:uce jsou = (z,—Amy):(1—12), y=
= (¥ — Ays) : (1 — )

{Délici pomér i pkimky p [w;2] vzhledermn k pFimkam
P {245 1.], 1 =.1,2 je 4 = sin (p, p,) : sin (P, P,), jeji souFadnice
jsou u = (uy — Jug) 1 (1 — 2), v = (v, — Aoy : (1 — 2).]

nice & z rovnice z = @ (l — kterd plati

17. Toté% udifite pro véty: a) spojnice bodi (z5 ¥;), ¢ = 1, 2
mé rovnici (Y — y;) (3 — zl) —(z—x) (Y — %) =0, b)
otadi-li se pFimka y = kx + g kolem bodu (z,; ¥,), je jeji
rovnice ¥y — Yo = k (z — x,), ¢) dvé& piimky a;x + by + ¢ =0,
t© = 1, 2 protinaji se v bodé& s kartézskymi sou.i‘adnicemi T =
=(b16; — bycy) : (arhy — aghy), ¥ = (a3e; — @,10,) : (A1b, — ashy);

34



nutnd a postadujici podminka, aby byly rovnobé&iné, znf
aby— ah, = 0, d) aby t¥i pFimky a;x + by +¢; =0, ¢ = 1,
2, 3 se protinaly v jediném bodg, je nutné a stadi, kdyz

ay, by ¢
ay by ¢,

= 0. -
‘ay by ¢ '

[a) priseéik dvou pfimek [ug; v;] ma rovniei (v — vy) (ug —
— u,) — (4 —a,) (vg —v,) = 0, b) probihé-li bod v = ku + ¢
piimkou {uy; ), je jeho rovnice v-— vy, = k (u — 1), ¢) dva
body amu + b + ¢; = 0 urduji pf¥imku o soufadnicich u =

= (bycq — bgcy) : (@;bg — agh,) atd., d) napsany vztah je nutna
a postaéu_]im podminka, aby tFi body au + biv + ¢ = 0 leZely
v pfimce.]

18. Jak se transformuﬁ pfimkové soufadnice v pkipadg&, Ze
obé& soustavy jsou pravothlé a poéatky splyvaji?

[Transformaci pFimky wx 4+ vy + 1 = 0 podle tilohy 9a)
nalezneme: ‘u = uwcosx 4+ vsina, ‘v = —wusinx 4+ vecosa
a obrédcend u = ‘wcosax—’vsinax, v = ‘usinax -+ ‘vcos «.
Jaky tvar maji tyto rovnice v pfipads, %e poditky obou sou-
stav jsou rizné? Jak je vyjadfena nejobecné&jsi transformace
pfimkovych soufadnic?)

19. Teénovou rovnici kruZnice se stfedem v poéatku odvodte
pkimo na zdklad& vlastnosti, Ze jeji teény maji od poditku touz
vzdalenost!

1
[Vztlélenost pfimky od podatku je ——_-!].
u? 4 o2

20. Jak znf teénové rovnice kruZnice o stfedu (m; n) a polo-
méru 7°?

[mu + nv + 1) — 7% (u? + v2) = 0]

21. Odvodte tednové rovnice elipsy, hyperboly a parabgly
v zékladnich polohéch!

[a?u? L b%2—1 = 0, pr2 —2u = 0.]

22. Doka#te, %e pkimkové (tednové) rovnice &ar

(%)""i' (%)"_1 = 0 (a, b, n konstanty)

(sluji k¥ivky Laméovy) zni

(—au) ™! & (—be) 11 = ot
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Co vyjadfuje tato rovnice pro n =1, — 1, 2, 1, 3 (také pro
a = b)? Jak zni rovnice polarné reciproké kfivky vzhledem
ke kruimici (7)? Vyslovte vysledek vétou!

[Pro n=1, —1, 2, }, § obdrfime p¥imku, hyperbolu
(jakou?), elipsu (hyperbolu, jestlife misto b poloZime b, ¢ =
= +V— 1; kruZnici pro @ = b), perabolu (jakou?), evolutu
elipsy (hyperboly; speciélné pro @ = b astroidu). Polérndreciproké
kfivka je opst Laméova kfivka, ale s jinymi konstantami.]

23. Jak zni pfimkové (tenovad) rovnice kuZeloseSky

617 + Bgy® + 28,33y + 20137 + 2a5Y + a3 = 0?

[Aju? + Aggv? + 24 uv + 24,5u + 24,0 + Ay = 0, pii
temi Ay = Ay (i, k=1, 2,3) jsou dopliky diskriminantu
G131 G153 Gy
Gy Gz Qg3
G13 Gz O3

24. Jak zni p¥imkova rovnice k¥ivky, jejiZ tedny a) omezuji
se soufadnicovymi osami trojiihelnik stdlého obsahu, b) vyti-
naji na soufadnicovych oséch vselky o konstantnim «) souétu,
B) rozdflu, ) soudinu, 6) podflu!

[8) kuv —1 = 0 ¢&ili 42y —k = 0, kde %k je dvojndsobny
obsah (hyperbola), b) v  eu  kuv = 0 é&ilie (k—z —ey)? =
= 4ay, kde k je dany soudet (¢ = -+ 1) nebo rozdil (¢ = — 1);
viz ulohu a); v— ku = 0 (co to znamenda?). VySetfete kuZelo-
selky sub «), 8)!] ’

25. Kdy jsou kf¥ivky a) b2z2 4 a?y?—1 = 0, b) y2 — 2pz =0,
¢) zy — k = 0 autopoldrni vzhledem ke kruZniei (7), t. j. kdy
zékladni kfivka splyne s kfivkou poldrné reciprokou?

4

[a) a=b=V1—, kruZnice z® 4 y2=+1, b) p= 411,
¢) k= + . VyloZte podrobnégji!]

26. Co vyjadfuje v usekovych soufadnicich rovnice apq
4+ bp +¢qg+d =0 (a,b,c,d konstanty)?

[KuZelosedku (bz + cy + d)? — 4 (bc — ad) zy = 0, kters se
dotyks soufadnicovych os. VySetfete pfipady a = 0 resp.
be — ad = 0!]

27. Jak souvisi normélni resp. axidlni soufadnice s.Pliicke-
rovymi?

[u=—cost:l,v=——sint:faobrécenéj=l:Vu’+v’,

t= arctg-%- resp. u = —1:p, v= —tgt:p a obricend
v
p-—l.u,t—arctg;.]
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28. Jak zni pravouhlé rovnice kfivky, vyjddfené rovnicemi
(8), jestliZe f resp. p jsou funkcemi parametru ¢ ?

[Na zakladd rovnic, podle nichZ se transformuji p¥imkové
soufadnice ne bodové, nalezneme parametrické vyjddfeni
z = f(t)cost— f’(¢)sint, y= f(t)sint + f'(t) cos ¢t resp. z =
= p(t) — p'(t)sin t cos f, y = p’(t) cos? t, kde f(t) =df:d,
p’(t) = dp:de.]

29. Jak zni normélni resp. axidlni rovmice a) kruZnice,
b) astroidy, ¢) geometrického mista pat kolmic spusténych
8 poditku na tedny dané k¥ivky (t. zv. upatnice dané kfivky
vzhledem k politku), d) kfivky, jejiZ teény maji stdle touz
vzddlenost k od teden dané k¥ivky (t. zv. kfivka paralelni
k dané)?

[a) St¥ed (m;n), polomér », f = mcos ¢t + nsint 4 7 resp.
p=m-+ntgt+ rsect, b) p? + q® = a? tedy f= jasin 2t
resp. p = asint, ¢) £ = fcost, y = fsin¢ resp. £ = p cos?¢,
y = psin ¢ cos ¢; provedte vypodet pro astroidu (vysledkem je
t. zv. &tyFlistd ruZice, sestrojte ji!), d) f, = f + h resp.
Py =17p + hsect.]

30. Jak znf rovnice normély kfivky v soufadnicich normaél-
nich resp. axidlnich?

[Soui;a.dnice normaly jsou f'(¢), 7 + tresp. p(t) — p’(t) cotg ¢,
4ot

31. Uréete nevlastni body hyperboly b3z2—a?y? —a?b3z2 = 0!

[Le¥i na asymptotach bz + ay = 0 dané k¥ivky.]

32. Jak znf rovnice teény kuZeloselky v obecné poloze?

[KuZelosetka mé rovmici @,,Z? + GaaY? + aye2® + 2a4,7y
+ 2a437z + 2a4,yz = 0; tefna Je déna rovmici (14).]

33. UZivajice vysledku pfedchozi tlohy, udejte podminku,
aby obecné pFimka byla tefnou obecné kuZelosedky!

[Srovnanim koeficient v rovnicich (a;,z + a,y + a,52) X +
+ (8107 + Gyg¥ + G32) ¥ + (3yT + Oy + G2) Z = 0 8 aX +
+ bY + ¢Z = 0 nalezneme pogminku

@11 G153 Gy @
G1y Gg3 Ony = 0.]
G1p @g3 Og3 C
{fea b ¢ O

34. Na zdklad& vysledku pfedchozi tdlohy napiSte rovnici
kuZelosetky v homogennich pfimkovych soufadnicich:

Gy @ Q13 U
G12 G Qg3 ¥

Gy3 Qg3 Ty W
v v w 0
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"+ 35. Kdy je obecna kuZeloselka parabolou?

[Dotyks-li se nevlastni pimky; je tedy nutné a stadi, kdyz
ayyep — Gyp* = 0.]

36. Jsou-li P = 0, @ = 0 rovnice dvou pﬁmek co vyjadidje’
rovnice P? + 1Q = 0, kde 1 je promdnny parametr?

[Uréete vztah k nevlastni pfimce! Je to soustava parabol
se spoleénou osou P = 0.]

. 37. Kartézska soufadnicova soustava je zvléStnim pFipadem
obecné nomografické soustavy. DokaZte!
[P =@ =0, @, resp. P, jsou nevlastni body os p resp. g.]

38. Které jsou obyé&ejné nomografické souFadnice a) podatki,
b) os?

[a) P (0; q), Q (p;0), kde p, g jsou libovolna élsla., b) =0
1
resp. — = 0.
. P P ]

39. Kterou rovnici je v oby&ejnych nomografickyeh soufad-
nicich vyjdd¥ena obecné p¥imka? Jakou rovnici mé pfimka ne-
vlastni?

[apg + bp +cgq =0 (a, b, e konstanty) Které pﬁmky jsou
vyjédfeny touto rovmici pro b =0, ¢ =0, a =0, b =c'= 0,
a=c=0,a=b=0?p+qg=0]

40. Co vyjadfuje v obyé&ejnych nomografickych soufadnicich
rovnice

apq + bp + cq + d = 0 (a, b, ¢, d konstanty)?

[KuzZelosedku, jdouci body P, @; jeji rovnice v kosotthlych
soufadnicich je dz® — (b—c)lzy — aly® —dlz — cl?y = 0.]

41. Co vyjadiuje piedchozi rovnice pro a) b=c =0,
b) b=¢, a=0?

[a) pg = k; kuZeloselku dotykajici se nomografickych os
v poéateich. VySetFete ji podrobné&ji! Vyslovte v&tou geo-
metrickou vlastnost, vyjadfenou nomografickou rovniei této
kuZeloseéky! b) p + q = k; parabolu, jdouci nomografickymi
podatky P, Q! VysetFete ji podrobnéji!] .

42. Co vyjadfuje rovnice v 40. tloze pro d = 0? Udejte
nutné a postaujici podminky, aby rovnice v 40. uloze vy-
jadFovala kruZnici!

[SloZenou kuZelosedku; za predpokladu, e d =+ 0, dostaneme
slozenou kuzelosetku také pro bc—ad =0. al? = —d, (c—b)l=
= 2d cos w.]
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43. Prozkoumejte pravoihlé nomografické soufad-
nice bodu! Které &iry jsou vyjadfeny rovnicemi a) apg +
+bp +cqg+d=0, b)pq—i-m(pJ-q)—l’—O c)pg= =k
& speciélné pro k =1, d) p + §=k?

[8) kuZelosetka; vySetFete ji podrobnéji! b) kruimce, c) stie-
dova kuZelosedka, specidalng kruZnice a rovnoosd hyperbola,
d) parabola.]

‘44. Jak se transformuji oby&ejné nomografické soufednice
pFimky na a) kosowihlé, b) pravoiwihlé soufadnice pFimky ?
[a) —1:v=8, —1:u=1Il8:(8—1t),b)—1:u=108:(8—1),
—1l:v=Bsinw: [l + (t —s)cos w]. Jak zni tyto rovmice
obracend?]

45. Napiste podminku incidence v obyée]nych nomografic-
kych soufadnicich!

.[i+_‘._.1 =0]
p q

46. Které jsou nomografické soutadnice spojnice bodi
(Pe» ¢i), ¢ = 1,27 Odvodte odtud nomografické soufadnice
teény kiivky F(p,q) = 0 & nomografické soufadnice dotykového
hodu tetny ke kfivee F(s,t).=-0!

[ _ PP (h— ), 09 (Pr— @]

P19 — Pedy P19 — P20

[ p? dg L ¢t dp ] (s———t@ : (lt)
pdg—gqdp’ pdg—gqdpl’ de’

47. Co vyjadfuje v oby&ejnych nomografickych soufadnicich
Tovnice
ast - bs +~cet +d =0 (a,b,¢c,d _konstanty)?

[KuZelose8ku; vySetfete ji podrobnéji!]

48. Kfivku z 47. tlohy vySetfete podrobngji v pkipadg, Ze
nomografickd soustava )e pravouhlaé. Jak zni rovnice této
kiivky v soufadnicich Pluckerovych‘°
" [dvt—clur— (b - ¢c)v + alu + a = 0; Vyéeti‘ete nékteré
zZv laétm pFipady!]
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Il
TRIMETRICKE A TETRACYKLICKE SOURADNICE.

Vyjadfeni bodu (pHmky) pomoci tFi bodd (pFimek).
A. Soufadnice bodu. V zikladni soustavé pravoihlé
budteZ dény tfi body rovnicemi

B‘Eaﬂ+b.@'+6i=0’i=112’3; (l)

jsou tedy jejich soufadnice (a; : ¢;; b; : ¢;). Pfedpokladdme-li,
Ze tyto body jsou v obecné poloze, pak determinant D sou-
stavy (1) je razny od nuly (odivodnéte!) a rovnici kazdého
dalstho bodu B = au + bv 4 ¢ = 0 lze vyjddfiti jako linedr-
ni kombinaci danych tif bodd, t. j. ve tvaru

]
B= ;B = 0. 2)
k=1

Jsou-li déna ¢isla /4, je B bodem roviny; obricené, jsou-li
diny body By, pak po rozepsén{ této rovnice a po srovndn{
odpovidajicich si ¢lend obdrZzime soustavu

2hay = oa, Zhby = b, Zlycr = gc, 3)
kde ¢ 3= 0 je koeficient imérnosti, z niz lze vypodisti trojici
4, 1, I, Udinte tak!

I uréuje kazd4 trojice /; (s vyjimkou trojice 0, 0, 0) a kazda
trojice s ni imérnd gl; (¢ =+ 0) jediny bod; obricené, obecny
bod uréuje nekoneéné mnoho trojic pl;, navzdjem umérnych
[jsou to fefeni soustavy (3), ndsobend libovolnym koeficien-
tem o == 0]. Maji tedy ¢isla /; vlastnosti homogennich bo-
dovych soufadnic; sluji trojbodové soufadnice bodu.

Z rovnic (2) plyne

a a, a,
b by b,

C C; C

Dl,=op a dva vztahy dalsj,
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dédle, ozna&ime-li obsah trojihelnika B,B,B,; symbolem (B,B,B;)
atd., je

2 (B,B,B I R
(B1B, a)_clc,c, Z:b:z;'
Plati tedy
c (BBsBa

I, = a dva vztahy dalsi,

1T e ¢, (B,B;B,) Y

a pon¥vad? (BB,B,) = 1B,B,.d,;, kde d, je délka kolmice,
spuiténé s bodu B na stranu B,B, atd., je posléze

¢ BaBa

L=o o T(B.B.B) d, a dva del§i vztahy,

_ ¢ B,B,
=0 3(B,B,Ey
c BTB-z

h= e TEEE

I jsou trojbodové soufadnice &isla tmé&rné vzdilenostem bodu
od stran trojahelnfika, ktery tvofi zdkladni body.

B. Soutadnice piimky. Jsou-li didny tfi pfimky
v obecné poloze -

pi=a@x +by +¢=0:=1,23,(D=40), (1)

lze rovnici kaidé daldi piimky vyjadriti jako linedrni
kombinaci

3
p=2 hp=0, (2
kel
pii éemZ &fsla Ap jsou uréena rovnicemi
2l = ga, Zlhr = 0b, Zhger = gc, (0 +0). (3)
Cisla J; sluji trojpfimkové soufadnice primky.

C. Harmonick4 polira a harmonicky pdl. UkdZeme
gi na prikladé, jak pouZivame trojbodovych a trojpfimko-
vych soufadnic.
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Promitnéme obecny bod B (I, ;1,:1,) ze zdkladnich bodu Bgna
piimky B;Bg; vzniknou tak body C;, ¢, 7, k =1, 2, 3 (viz obr. 7).
Ke kazdému primétu C; stanovme na piimce B;B; harmo-
nicky sdruzeny bod D; vzhledem k bodim B;, By. Ponévadz

-

bod C, lezi na spojnici B,B,, je jeho rovmice tvaru C; =
= myB, + myB; = 0, ponévad? leZi na spojnici BB,, je také
tvaru Gy = nB + n, B, = 0¢ili €, = (nl; + n,) By + nlyB, +
+ nl;B; = 0. Musi tedy byti nl, +n, =0 a ddle L, : ;=
= my : my, takZe rovnice bodu C; je C, =1,B, +l;B; = 0.
M4 tudiz bod D, rovnici'®)
D, = lsz_,- 13B; = (lLa,— lyas) u + (Lb,— lybs) v +
+ (laca— lyey) = 0;

podobné vyrazy nalezneme i pro body D, a D,..Snadno se
piesvédéime, Ze determinant téchto tii rovnic je identicky

15) Bod, ktery ﬂe v pFimé Fad& bodové o zékladnich bodech
B, = 0, B, = 0 harmonicky sdruZen s obecnym bodem fady
LB, + 1,B; = 0 vzhledem k ob&ma zdkladnim, méa rovniei
LB, — 1,B, = 0. A dualné.
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rovny nule; lezi proto tfi body D; v jedné piimce, ktera sluje
harmonickd poldra nebo struéné harmonikédla bodu B
vzhledem k trojihelniku (tfirohu) B,B,B,. Vyslovte vétou
vlastnost této pifmky: napiste jeji rovnici!

Duélni vivahou k tvaze privé provedené, kterou pre-
nechdvdme &tendii, dospivime k pojmu harmonického
polu poliry p vzhledem k trojstranu p,p,p,.(*1)

Ulohy k tomuto odstavei: 1—35.

Normélni soufadnice. A. Absolutni soufadnice
bodu. Geometrickd interpretace trojbodovych soufadnic
vede nds k tomuto uréeni polohy bodu: Zvolime tfi body
0,, 0,, O,, které nelezi v jedné piimce (symboly a,b,¢, x
B,y atd. oznaéime piisluiné veli¢iny trojihelnika 0,0,0,,
tedy a = 0,0;, x = 0,0,0, atd.). Pak obecny bod B uréuje
tii ¢isla d, = BB,, d, = BB,, d;= BB, (viz obr. 8). Jedno-
jednozna¢énd korespon-
dence mezi bodem B, a
trojici ¢isel d; vyzaduje
oviem, abychom vzdi-
lenosti d; orientovali. To
¢éinime takto: Trojihel-
nik 0,0,0; déli rovinu
v sedm poli; bodim ve
vnittnim poli pfisuzuje-
me &isla d; vesmeés klad- h —
nd, v ostatnich polich ™7 0 +€’_ N
jsou ¢isla dg kladnd a zd- /x
porna podle toho, zda
bod B lezi vzhledem Obr. 8.

k odpovidajici strané

trojihelnika 0,0,0, na téze strané jako protilehly vrchol
nebo na strané opa¢né. Je viak ijhned patrno, %e obricené
je poloha obecného bodu jiz uréena, zname-li jen dveé z tif
¢isel di. I musi platit mezi é&sly d; néjaky vztah; ten vy-
plyvd z rovnice [symboly (0,0,0,) atd. maji tyZ vyznam,
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jako v pfedchézejicim odstave
(010203) = (30303) + (01303) + (01023);
kterd plati pro kaidy bod B (odivodnéte!), a zni tedy
ad, + bd, + cd; = 24.19) 4)

Cisla dq, kters spliuji vztah (4), nazyvaji se absolutni
norméilnf soufadnice bodu; trojthelnik 0,0,0, sluje
zdkladni (nebo soufadnicovy), jeho strany zdkladni pfimky
(nebo souradnicové osy), 0,, O,, O, jsou soutadnicové vrcho-
ly. Kde lezi body, jejichZ jedna nebo dvé soufadnice d; jsou
rovny nule? Existuje bod (0; 0; 0)?

Zékladni vztah (4) umoZnuje ndm, abychom ka%dou alge-
braickou rovnici mezi proménnymi dg uvedli na homogenni
tvar. Nebot' kaZdou takovou rovnmici lze predeviim psdti
ve tvaru

n
Doup(d) =0, i=1,23,
. E=0 ]
kdyZz symbolem u(dg) jsme oznaéili éleny, v nichZ se vy-
skytuje d; v mocniné k. Nésobfme-li nyni tuto rovnici vy-
razem (ad; + bd, + cd,)® obdriime po tpravé vzhledem
k rovnici (4) homogenni rovnici-
uy(dy) (ad, +-bdy+-cd;)® + 24u,(d;) (ady +-bdy+cdy)"—1 +- ...
ver 20 AU (d) = O.

MiuiZeme tedy predpoklidati, Ze kaZd4 rovnice, kterd obsa-
huje proménné dg, je jiZ homogenni.

B. Relativn{ soutadnice bodu. Snadno nahlédneme, Ze
za soufadnice bodu B miZeme vziti také &sla z;, umérnd

&islim dy, t. j. &isla, o nich% platf
oz =d, i=1,2,3 ¢ +0. (5)
1%) Nebo jinak
dsinx 4 dgsin f + Idysin y =
d 4 d

e N !
b % T e l, dokaZte!

-1:7 = 2r sin & sin fsin y,



Cisla z;, definovansa t8mito rovnicemi, nazyvaji se relativni

normélni soufadnice bodu. Jejich vztah k absolutnim
soufadnicim udévaji rovnice (4) a (5), z nich plyne

24z, 6

4= T bm e BB @

Podrobnsjsi vysSetfeni t&chto soufadnic nechdvéme &tena¥i.

C. Transformace na kartézské soutradnice. Zvolme
kartézskou soustavu tak, jak ukazuje obr. 8. I plati

d, = zsiny, d, = ysiny.

K tomu pfistupuje rovnice (4), kterd diva )
. 24 . .
dy= — —@asina— ysin f.

Obriceni téchto rovnic pfSeme ve tvaru
&4 24 _ dy 24
siny ad; + bd, + cdy’ Y sin y ad, +bd, +cdy’
Rovnice (7), (7’) jsou linedrni, neméni tedy stupen transfor-
mované rovnice. Specidlné linedrni homogenni rovnice v dy
(nebo obecnéji v =) vyjadiuje pifmku. KruZnice, kters
je opsédna soufadnicovému trojihelniku, mé rovnici

A7)

22 4 y* 4 2zycosy—br—ay =0,
[viz také 12. Glohu d) v pfedchdzejici kapitole]; transformaci
na norméln{ soufadnice podle rovnic (7') obdrzime po malé
Upravé rovnici
adydy + bdyd; + cdydy = 0.

A pod. Napiste rovnice pifmky a uvedené kruZnice také v rela-
tivnich soufadnicich!

D. P¥imkové soufadnice. Nahlédneme snadno, Ze rov-

nice pi'-lmky, které prochézi body (d’), (d") r@p (z’), (z*), [pro
struénost piSeme (d’) atd. misto (d’y; d’y, d’5) atd.] je

dy dy dy Ty Ty Ty
dy dy dg] =0resp. |2y 2’3 24| =0,
a’, d’y d7y ')z, %



po rozep‘sa',ni |

Zody, = 0 resp. X5z = 0,17) (8)
pEi éemZ znali 8, = d'yd”y— d’yd”, atd., & = z'3 2" — x'3x”,
atd. Podobng, jak jsme to uéinili v pFipad& kartézskych sou-,
Fadnic, i zde nazyvame koeficienty J; resp. & normalnimi
soufadnicemi p¥imky (vyloZte podrobnéjll) Rovnice (8)

yadfujl soudasnd i incidénéni podminky pro normélni sou-
nice. Tak na p¥. duéinf vztahy

.
Ty Ty Ty 51 5

:z:l :l:2 1:a = 0 resp. ) s”] ‘Sa =
z"y Ty T ' 7y €72 &%

vyjadi'u,]l nutné a postadujici podminky, aby t¥i body (z),
(z'), (z”) leZely v pfimee resp. t¥i piimky [§], [£'], [£”] proché-
zely bodem. Utvofte daldi ptiklady!

Pondvad% né&které zékladni tlohy jevi se v soufadnicich
normélnich dosti sloZ%ité, pouZivime této soustavy jen v pFi-
padech, kdy takové tilohy nemusime ¥eSit. Uvedeme tu piece
jen aspoii dv& z tdchto zdkladnich wloh.

a) Transformujeme-li vyraz pro vzddlenost dvou bodl‘.‘l B’, B”
v kosojihlych soufadnicich

B'B" = (z' —z’P + (y —y")? + 2 (2' —a")(y'-—y")cosy
na absolutni soui-adnice podle rovnic (7), nalezneme vyraz

BB = o @y —d') + (d'y—d7y)? +
+ 2(d, —d”1>(d"~d”z>cos 71
Podle rovnic (4) je viak

. v 24 ]
dy—d’, = Taz, Zaz', (b&; — c&,) a daldi dva vztahy,

takZe v relativnich soufadnicich méme (po malé tiprave)
16 1272

B’B"? = (Zaz’l)* (Eaz”,)’ L4 (Ep Egy Ea.),

pE ¢emZ znadi
v (&, &y Ey) = Z52 — 28,8, cos x. *)

b) Jsou-li rovnice soufadnjcovych os vztaZeny k pravoiihlé
soustavé a ve tvaru zecos#; - ysing; —p; =0, ¢ = 1,2, 3,

17y Pokud nebude uvedeno jinak, znaé&i k sumaém index
a séitdime od X =1 a% po L = 3.
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pak je ziejmé& d; = — (z cos 7; + ysin 5, — p;) & tedy
Zopdy = — « X6 cos ny — y Xy sin np + Iép,.

Vzdélenost bodu (z; y) od piimky lz + my + n = 0 je viak
(bez ohledu na znaménko) déna znadmym vyrazem (lz + my +

+ n) : YT F m®. Pondvadz jé 12 + m? = y (8,, 8, &), nachézi-
+

me posléze pro vzdalenost bodu (d) od ptimky [8] (bez ohledu
na znaménko) vyraz

2o d,
V'P (61, Oz 0y)
+

Ulohy k tomuto odstavei: 6—18.

. (12)

Trimetrické soufadnice. A. Definice. Trimetrické
(trojtihelnikové) soufadnice bodu definujeme nej-
obecnéji takto: Jsou to tii ¢isla z;, umérnd vzddlenostem
uvaZovaného bodu od tii stran zikladniho trojtihelnika,
znasobend libovolné zvolenymi koeficienty, t. j.

0% = xidi: 1= 1: 2: 3: 0 % + 0'18) (9)

Za predpokladu, %e zdkladni kartézskd soustava je pravo-
dhld, jsou totiz rovnice stran zdkladniho trojdhelnika

aix + by +¢2=0,:=1,2,3,
vzddlenosti d. jsou
a;x+ by +c¢iz
Vartoi
1

takZe podle rovnic (9) plati

Va,

18) Podobné& trimetrické soufadnice pF¥imky jsou defi-

novény rovnicemi ¢f; = x;4;, kde &; jsou vzdalenosti uvaZo-

vané pfimky od vrcholu soufadnicového trojuhelnika.

di=

(a T + by + c:2)- (10)




A obrécené z téchto rovnic plyne

D Az D B; D Ci
— = -_— — = —_— y — = —_— , 1'
ex Eh%ey El;z'gz Ehzh (10)

pfi éemZ znaéf — jako obvykle —

| a, b o
as by
aa by c5
Ay, By, C; jsou dopliiky stejnolehlého prvku v determinantu
D a J;= —=—2t .V soufadnicich nehomogennich jsou
Vaé + b

+
rovnice (10) resp. (10')
oxi = A¢ (aix + by + ¢s) resp.

LD XIS S Py 5 PN (o

Jeli tedy dé,n bod kartézskymi pra.voﬁhlme soufadni-
cemi (z; y; z), jsou jeho trimetrické soufadnice ddny rovni-
cemi (10); obrédcené, zndme-li trimetrické souradnice bodu,
jsou jeho kartézské pravoiihlé soufadnice ddny rovnicemi
(10’). Podobné pro rovnice (11).19)

B. Zékladni vlastnosti. Z rovnic (4) a t9) odvodime
ihned zdkladni vztah, ktery plati mezi trimetrickymi sou-
fadnicemi bodu; zni

a b c 24
— %+ =%+ == —
* X3 3 e

(o koeficient umeérnosti; napiite tento vztah jedté v jinych
tvarechl).

Je ihned patrno, Ze trimetrickd soustava bodovych sou-
fadnic je uréena, zndme-li rovnice stran zikladniho troj-
dhelnfka a absolutni normalni soufadnice d; a trimetrické

1%) Provedte obdobnou uvahu pro soufadnice pF¥imkové!
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souradnice z; jednoho a téhoz bodu B, ktery oviem neleZi
na z4dné zdkladni pfimce. Potom totiz rovnmice (9) urcuji
pomér Cisel »; a tudiz i trimetrické soufadnice obecného
bodu. — Zpravidla v3ak trimetrickou soustavu bodovou
uréujeme jinak: Jisty bod roviny zvolime za jednotkovy
J#1(1;1;1). Jsou-li d; jeho absolutni normélni soufadnice,
plati o = x;d;, ¢im% je uréen pomér Cisel »; a tedy i tn-
metrickd soustava.2?)

Ze znamych vlastnosti absolutnich normélnich soufadnic
a na podkladé rovnic (9) snadno nahlédneme, Ze anulovand
lineérni forma

2z f;:!:g =0 (12)
vyjadruje v trimetrickych soufadnicich piimku. Nejjedno-
dussi rovnice ;=0 pifsluseji souradnicovym osdm (jak?); rov-
nice 2;— Azp = 0 (¢ 3= k, 1 proménny parametr) vyjadiuji
primky, jdouci soufadnicovymi vrcholy (vyloZte podrob-
néji!l)l. Posledni rovnice ze soustavy (10') pak ukazuje, Ze
vzta,

vyjadfuje pfimku nevlastni.

Konecné vztah (12) ukazuje, Ze obecnd trojice éisel [£;]
urcuje jedinou pfimku (jak je tomu obrécené?); i lze éisla &
povaZovati za trimetrické soufadnice primky. Za
téchto okolnosti rovnice (12) vyjadfuje incidenci pfimky [£;]
a bodu (z5). Podrobnéjsf dvahy pienechdvdme étendfi;
nec¢ini Zidnych obtiZi.(13)

C. Specialisace trimetrickych soufadnic bodu. Defi-
nice trimetrickych soufadnic bodu rovnicemi (9) je velmi obecné

a lze )i specialisovati nékolikerjrm zptisobem. Na tomto mistd
chceme uvésti velmi struén& aspoii nejlastéjii p¥ipady.

a) V rovnicich (9) poloZme %, = %, = x%,; dojderne tak k sou-
Fadnicim, definovanym rovnicemni

20) Obdobnou tvahu provedte pro p¥imkové souFadnice!
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ez, = d.-.

tedy rovnicemi (3): relativni normélni soufadnice jsou zvlast-
nim pfipadem trimetrickych soufadnic. Bod je uréen, zname-li
dva nezdvislé poméry t&chto tfi soufadnic (vvloZte!); odtud
jiny nédzev pro n&: pomérné soufadnice bodu.

b) V rovnicich (9) poloZme x, = xa, x, = b, x, = xc!
Obdriime gz, = ad, atd. &ili gz, = (B0O,0,) (oviem s jinym
koeficientem g!). Odtud také pojmenovéni pro né: homogenni
plo3né soufadnice bodu. Naleznéte vztah takto specialiso-
vanych trimetrickych soufadnic k trojbodovym soutadnicim I,

Plosné soufadnice lze interpretovati také fysikaln&: Mysleme
si, Ze soufadnicové vrchaly jsou zatiZeny vahami x; a Ze v obec-

ném bod& B je soustfeddna véha Xz;. Momentovd véta ndm
divé podminky rovnovéhy této hmotné soustavy:

—d, Xz, + viz; = 0 a dv& rovnice dalsi.
Z nich viak plyne '

® = f—l Xz, &ili oz, = ad, a dv& rovnice dalsi,
1
eoZ jsou rovnice, které definuji homogenni plodné soufadnice.
I jevi se tyto soufadnice bodu jako takova zatiZeni vrcholi
soufadnicového trojuhelnika, aby tento bod byl jeho t&ZiSt&m;
odtud jiné pojmenovédni pro né&: barycentrické (také Mo-
biusovy) souf¥adnice bodu. ,

c) PoloZme x; = x, = 1 :sin y, Q, = 1:d;! Obdriime tak
oz, =d, :8iny, ox, =dy:8iny, oz =1 a tedy vzhledem
k rovnicim (7)

s z Yy
0L, =X, 0Zg = Y, 0T, =1 ¢Cili 2, = —, z, = —.
0T, 0%y . Y, 0T, 1 z 2 z,
Kartézské soufadnice jsou tedy zvladtnim pFipadem trimetric-
kych soufadnic (ose z, = 0 se stane pFimkou nevlastni!).

d) K jinym specialisacim vede zpasob, kterym je trimetricka
soustava uréena. Zvolime-li na pF. stfed kruZnice vepsané
soufadnicovému trojihelniku za bod jednotkovy, dospéjeme
k soustav® a), zvolime-li za tento bod t&%i8té soufadnicového
trojuthelnika, dosp8jeme k soustavé b). VyloZte podrobnéji,
& utvoite }iné soustavy! .

e) Koneénéivyjadfeni trimetrickych soufadnic rovnicemi (10),
v nichZ disponujeme deviti nehomogennimi konstantami (ktery-.
mi?), ddvda ndm mnoho moZnosti pro specialisace t&chto seu-
Fadnic. Tak na pf. soufadnice, definované rovnicemi
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0z, = az+by+¢7,1=1,23, 040
nazyvaji se linearni soufadnice bodu. A pod. (1)
Clohy k tomuto odstaveci: 19—26.
Tetracyklické soufadniee. A. Definice. KruZnici, jejiz
rovnice v pravouhlych soufadnicich zni
(@) = a4 (2? + ) +2ay2 + 2a5y + a3 = 0,
nazveme struéné ,kruznice (a)". Zvolime-li v roviné étyfi
nezavislé kruznice (b), (¢), (d), (e), t. j. takové ¢tyTi kruZnice,
%e nendleZi viechny témuZ svazku webo téZe siti kruZnic,
tu kaZdou dal3i kruZnici lze vyjadriti jako linedrni kombinaci
téchto étyr kruZnic, t. j. lze psdti
(@) = 4(b) + Zy(c) + A(d) + Agfe). (13)
RozepiSseme-li totiz tuto symbolickou rovnici a srovndme-li
sobé odpovidajici koeficienty, nalezneme rovnice.

Gy = Mby + Ascg + Aady + Agtyr
........................ (14)
@y = hby + Aoty + Aods + Ayes,

z nichZ lze vypocisti koeficienty A; (pro¢?). Vysledek je
Di, = agBy + a,B, + a,B, + a B,
............................ (13)
Diy = aoky + a,E, + a,E, + ayF,,

pti GemZz velkymi pismeny jsme oznaéili dopliky stejno-

lehlého prvku v determinantu -

by by b, by

L €g €, €, €

Snadno se presvédéime, Ze podminka a,% 4 a2 —ag, = ¢
je nutnd i staci, aby rovnice kruZnice (a) vyjadfovala bod
(ktery ?). Je-li tato podminka splnéna, pak nazyvéme cisla- A;
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tetracyklické soufadnice bodu, ktery je touto kruZnici
vyjddren.

UvaZujme nyni kruzZnici s rovnici

. B, (2% + »%) '—'Br";_ B,y + B, = 0! 4]
Uréeme mocnost M, bodu (z,; y,), vyjidieného rovni-
cemi

(@) =0, a? +a,*— a8, = 0, (**)
vzhledem k této kruinici; nalezneme '
L B B B
M — x2 2 21, 2 et
‘Ml Ty + Yo -B:l To -Ba Y% + B_:’, .
8 ponévadi xy=—a,:ay Yy=-——a:qy T+ Y2 =
= a, : a, (oduvodnéte!), také jinak
1 .
M, = — (agB, + a,B, + a,B, + a,B;).
aoB;

Srovndme-li vSak tento vztah s prvni rovnici (15), pozni-
vime, ze M, = DJ, : a,B,. Provedeme-li obdobnou ivahu
i pro ostatni kruZnice typu (*), dochdzime k této véteé:
Tetracyklické soufadnice A; bodu (z,; y,) jsou étyfi é&fsla
Gmérnd mocnostem tohoto bodu vzhledem k uréitym
étyfem kruZnicim (nikoliv viak k oném, které jsme zvolili
za zdkladni!): '

Ay = %2 B,M, a tii rovnice dal. (16)

B. Zikladni vlastnosti. Rovnice (13) ukazuje, Ze
tetracyklické soufadnice jsou homogenni. Ndsobime-li totiZ
vSechny tymi koeficientem g &= 0, tu poskytuje uvedeni
rovnice opét touZ kruZnici g(@) = 0 (po piipadé tyz bod,
je-li kruZnici bod vyjddien). PonévadZ bod v roviné je uréen
jiz pomérem tii ¢isel (na pf. tfemi homogennimi soufad-
nicemi), mus{ mezi soufadnicemi- 1; existovat jesté néjaky
vztah. A ten je v podmince, Ze kruinice, kterou uréuji;
m4 polomér rovny nule. Dosadime-li' proto z rovnic (14)
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do druhé rovmice (**);, nalezneme pro tento vztah vyraz
z (.blz +b22_'bobs) '112_

— 2(2b1¢, +2by0,— bocy— byey) Mhy = 0.2)
Tento sloZity vzteh se podstatnd zjednodusi, pfedpoklada-
me-li, Ze kruZnice (b), (c), (d), (e) jsou vzdjemné& ortogondlni.
Pak vymizi viechny koeficienty u &lent s 4;4; (vyloZte podrob-

néji!). PovSimneme-li si jest&, Ze polomér R, kruZnice (b) je
Ry? = (b,® + by® — boby) : by? atd., mitfeme uvedeny vzteh psdti
daleko jednoduseji:
bAR 2, + . ..+ Rt = 0.
T. zv. normované tetracyklické soufadnice z; jsou definovény
rovnicemi
T = £ byBphys--nr Ty = % eRyhyg;
zékladni vztah mezi t&émito soufadnicemi ma tedy tvar zvlé3t
jednoduchy, totiz z,2 4 2.2 + z,2 + x,2 =0. (19)
Ulohy k tomuto odstavei: 27—31.

Ulohy ke cvideni.

1. Jak sestrojite bod B z dané trojice (I;;1,;1,), pfimku p
z dané trojice [A;; A5 45]?

. . B,C I, k BsC,
[Sestroji se body C,, Cg, pro n&Z je IS%C{ - ——l—: TZ' B_:o: -

= —-L -1, hledany bod B je prisedik pfimek B,C,, B,C,.
Timto bodem prochdzi také spojnice ByCy; diikaz podédva véta

. . . SIN (P, ¢1)
Cevova. Duilné sest se pHimk: s g9, Pro né% jo ————— =
.k rojisep Y 91» 920 P lo o Py 01
3

== 7% atd., hledané pFimke p jde priiseéiky p,, q, 8 Dy, qs

2 /g
(a také p,. q,; dikaz podiva vEta Menelaova). Pfitom znaéf
x, =+Va,.2 + 6]

) V tomto pFipadé& znadi
Z(by® + bg? —byby) 4,2 = (by® + by — bgby) 44* +
T (2 F e —cgly) 252 + ...+ (6% 1 €, —egey) A2
Podobné& pro dalsi soudet.
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.. 2. DokaZte, %e rovnici.bodu B resp. pfimky p lze vyjad¥iti
tvarem

| By By B, 0 P1P: Py O

a, ay a3 a| _ e | @y a3 @y @ _ -
b: b: b: p| =0 resp. b: b:b, B =0

j€ €3 €3 € e, e3 ¢35 ¢

. [.Vyluéte l; resp. /; z rovnic (3) resp. (3’) & z rovnice (2)
resp. (2°)!]

.3. Které body resp. pimky jsou vyjadfeny trojicemi I; resp.
’; 8 jednim nebo s dvéma nulovymi &leny ?

[Je-lil; = 0, méame body na spojnicich BiBy, je-lil; =} = 0,
méame body B’.. A dualn&. Pfitom je i,5,k,=1,2,3,i 5+ k.]

4. Jak zni trojpFimkové rovnice pfimky, jestlife pro rovnice
zékladnich pfimek zvolime tvary normalni?

[ZakledIni pfimky budtef n; = z cos §; + ysin §; — p, = 0;
p =gz Xl cos 6, + y ZA;sin 6 — Z4,p,'= 0. Napiste smér-
nici této pFimky, plepiste jeji rovnici na normalni tvar! Pro-
vedte dualni tivahu!]

5. Napiste podminku a) rovnob&fnosti, b) kolmesti dvou
primek [2] a [A")!

[a) sin x sin 8 sin y
7y 2 2 g
P Y I
kde «, 8, y resp. a, b, ¢ ]SOU uhly resp. délky stran trojstranu
P1P3Pss b) ZAxd'y = (127 + A2y cos x + (Mgh'y + AyA5) cos B+
+ (A4’ + 2,341) cos p. Uréet,e tthel dvou pfimek!]

6. Napidte absolutni resp. relativni normilni soufadnice
a) t&Zists, b) stfedu opsané kruZnice, c¢) priseéiku vysek,
d) st¥edu vepsané kruZnice, e) stfted vné vepsanych kruZnic do
zakladniho trojthelnika!

1

1 1 1
. [a) (? Rt l'::) resp. (vy; Uy ty) nebo (sm > sin g’

= 0 nebo

, b) (r cos x; 7 cos B; r cos ) resp. (cos x; cos f}; cos y), c)

sin y,
(2r cos f cos y; 2r cos x cos y; 2r cos x cos f3), d) (o; p; 0) resp.
(1; 1; 1), ) (— 0,; 04: 05) atd. resp. (— 1; 1; 1) atd.]
: -
7. Jak zni rovnice pfimky, kterd utinad na osach 0,0, resp.
-
0,0, tiseky p resp. q?
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[Transformaci rovnice gz + py — pg = 0 podle rovnic (7)
obdrZime « b _p— L d, +b ol : A d, — cdy = 0. Provedte ivahu

obrécenou!] .

8. Jak zni rovnice pfimky nevlastni? .

[Rovnice (6) ukazuji, Ze pro body v nekoneénu je ax, - bz, +
+.cxy = 0 (ad, + bdy + cdy = 0).]

9. Jak zni rovnice a) pfimky, jdouei soufadnicovym vrcho-

ay
lem, b) osy vthlu 0,0,0, (vnitini i vnsjsi), ¢) vysek trojithelnika
0,0,0,?

[8) dy = %,d; atd. (z, = x,x,); jaky je vyznam koeficientti
x;, kdy se tyto tii pfimky protinaji v jediném bod&8? (%% =
=—1), b) dyF dy =0 atd. (2, F 23 =0,), ¢) dycos f —
—dycos y = 0 atd. (x,co8 f— x3cosy = 0).]

10. Kterym vzorcem je dén obsah trojihelnika B,B.B, z pat
kolmic, spusténych z bodu B na strany trojuhelnika 0,0,0,?
DokaZte na zaklad& tohoto vztahu vétu: Geometrickym mistem
bodd, z nichZ kolmice spusténé na strany daného trojuhelnika
meji paty leZici v pfimece, je kruZnice opsand tomuto troj-
thelniku. A obrdcené. (PFimka ta sluje Simsonova pfimka
uvaZovaného bodu vzhledem k danému trojdhelniku.)

[24’ = dydysin x + dydysin § + dydgsin y &ili 4rA’ = adyd, +
~ bd,dy + cdydy. Pro 4’ = 0 obdrzime kruZnici opsanou troj-
thelmiku 0,0,0,.]

11. Vzorec pro vzdélenost dvou boda v absolutnich normal-
nich soufadnicich upravte na tvary

2
B’B™? = % Za(d,—d")® cos x = 7.—Z'(d’l— d’))2sin 2x=
r
=7 Za (d'y —d"y) (@3 —d7) =

2r2 , " i v g
== 2(d'y —d”5) (d'y — d7) sin x1¥*)

[Ciijte vztahu a (d';,—d";) +b(d’;—d",) +c(d’3—d7;) = 0!]

*) PFitom znati:
Za(d,—d" )2 cos x =
=a (@), —d" ) cosx+b(d'y—d",)2cos f+ c(dy3—d’y)2cosy
atd., podobné
Z(d,—d",) (dy—d’y) sinx =
= (d'y—d",y) (&g —d%) sin x+ ...+ (d',—d",)) (d'y—d7,) siny
atd.




12. Ktery thel sviraji pHmky X6 dp =0, Zé"d, = 0?
[Transformaei pfisludného vyrazu v pravouhlych soufadni-
cich nalezneme

g w = Z (818" — 830"y sin y }

2807, — T (8407 + §907p)cos a °
13. DokaZte, Ze pro uhel dvou pfimék plati vzorec

| Egp + gt + g
cos W= — 3y
2 V(&) Ve(&)

[Upravou vysledku 12. tlohy a zavedenim relativnich sou-
¥adnic. Jak velké jsou uhly, které svird pFimka [£] se soufadni-

covymi osami?)
14. Urdete obsah trojihelnika s vrcholy (d”), (d”), (3")!

. ldy @y df
2P = = |a%, 4, @7,
A dlll dlll dlll

15. UkaZte, %e pfimku lze parametricky vyjadfiti rovnicemi
d; = M’ + pd”; (ez; = Aa’; + pz”), 1=1, 2, 3!

[Z rovnice pFimky, jdouci dvdma body.]

16. UkaZte, %e kuZelosetka je vyjddFfena rovnici

Za_uz‘-z, =0,%k=12238; ag = aq;!
ik
_ [Transformaci kartézské rovnice.]
17. Urdete vzdélenost p¥imky [8] od soufadnicovych vrcholi!
[v26; : yrp atd. UkaZte, e na zdklad& tdchto vztaht lze nor-
malni soufednice pfimky definovati také geometricky!]

18. Jaky vztah plati mezi tFemi vzdélenostmi, o nichZ je
Fed v 17. tloze?

‘3‘ 2 - —
[Z vyrazu pro y plynez (_k) — 22 ‘_51_‘2’! cos y = 1, kdeZ
v v,v,

8; znaéi uvafované vzdilenosti.]

19. DokaZte: Trimetrické soufadnice bodu jsou &isla amérné
a) danym nésobkiim kolmych vzdélenosti, b) danym nédsobkim
vzdélenosti, méfenym v danych smérech, ¢) danym nésobkim
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vzddlenosti, méfenym v tém¥e sméru, d) vzddlenostem, méfe-
nym v da.nych smérech — od t¥i danych pFimek!

{Z rovnic (9).]

20. VySetfete trimetrické soufadnice bodu v pripads, %e
rovnice zédkladnich pfimek jsou dény ve tvarech normélnich!'

(Zékladn{ pI'imky jako ve 4. uloze. O, = —sina, C, =
= -—sin f, = —sin y; rovmice nevls.stni piimky

zsma:ﬂk— 0 neboz— zp = 0.]
*E

21. Jaky je vzdjemny vztah bodu (1; 1; 1) k pfimee [1; 1; 1]?
[(1; 1; 1) je harmonicky pél pFimky [1; 1; 1] vzhledem k za-
kladnimu trojihelnfku.)

22. VySetfete trimetrické soufadnice, pro né&% plati
# = Va,-’ + bt
[Pfedpoklad vede na lmeaml soufadnice.}

23. Kt.ery bod je v barycentrickych soufadnicich vyjadren
soufadnicemi (1; 1; 1) ? NapiSte rovnici nevlastni pfimky v t&ch-
to soufednicich!

[T&%i8t& zékladniho troluhehllka Z, + @y + 2, =0 é&ili
{1; 1; 1] (uvedte rovnice zakladnich pfimek na normélni tva-
ry!).]

24. Je-li soufadnicovy trojdhelnik rovnostranny a x%, = x, =
= x,, dokaZte, %o &) bod (1; 1; 1) je stfed trojuhelnika a pfimka
[1; 1; 1] pfimka nevlastni, b) pro ¢ = » a vy8ku rovnou 1 je
bod (}; #; $) stfed trojihelnika a rnezi soufadnicemi plati vztah
z, + 23 + 23 = 1, ¢) (1; w; w?) a (1; w?; w), kde o je komplexni
tfeti odmocnine jedné, jsou soufadnice kruhovych bodi!

[a) Viz také 23. ulohu! b) V rovnici ad, + bd, + cdy = 24
polofte a =b =c¢, d; = gz, : %, %1 = %3 =% =%, 24 = a,
o = %! ¢) Urdete priseliky z,z, + Z,Z3 + T3 =0 8 =, +
+ , + 3 = 0 (pro&?)!]

25. VySet¥ete t. zv, isotropické soufadnice bodu, d_ef_i-
novanérovnicemi #, = I + iy, T, = T — iy, Ty = z, i =+ | —11

[Z&kladni trojuhelnik mé za vrcholy polatek a oba body
kruhové.]

26. Jak zni zdkladni vztah, ktery plati mezi trimetrickymi
soufadnicemi p¥imky, defmovany'ml rovmceml e&; = %;6;?
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Z LS E—‘cl;-cos ;= %, Viz 18. dlohu!
2.0, x,x.vl'l‘g 0 -

27. Co to znamend, kdy% jedna nebo dvé z tetracyklickych
soufadnic jsou rovny nule?

[Vztah 2, = 0 znaéi kruZnici (*) atd. Vztahy 1, = l, = 0
vyjadfuji prisediky kruZnic (*)a C, (2 + y?) — Cyo— C
4+ Cy = 0 atd.; jaky vzta,h splﬂu]l tetracyklické souf: mce
téchto prﬂseélku"]

28. DokaZte, Ze &ty¥i kruZnice typu (*) neprochazeji spoleé-
nym bodem!

[UvaZte, co znamend 2, = 2, = 7, = 0!]

29. DokaZte, Ze &ty¥i kruZnice (*) jsou ortogonalni k zéklad-
nim kruZnicim! .

[Zvolme na pF. kruZnice (¢) a (*). Podminka ortogonality
té&chto dvou kruZnic zni XBg; = 0 a je splnéna identicky.

Podobnd& i pro ostatni dvojice kruZnic.]

30. DokaZte, Ze jsou-li zakladni kruZnice ortogonalni, sply-
vaji s kruZnicemi (*)!

[PouZijte vysledku 29. tilohy!]

31. Rovnicemi tvaru (16) vyjadFete také normované tetra-
¢yklické souFadnice!

M
[PouZijte vysledku 30. ulohy; vysledek je ox,= % atd.}
b



IV.

KRIVOCARE SOURADNICE.

Polarni soufadnice. Polohu bodu v roviné nejobecnéji
stanovime, kdyz tu zvolime dvé mizné soustavy ¢ar X, X,
tak, aby kaidyvm bodém B prochdzela pravé jedna cdra
kazdé soustavy.??) Kazdé édfe pak pritadime jisté dislo
(kétu): i uréuje obecny bod dvé éisla, totiz koty car, které
jim prochdzeji. Pritom kétu prvni éary (ze soustavy 2))
piseme jako prvni éislo, kétu druhé édry (ze soustavy ZX,)
jako druhé éislo. Obrdcené vSak dvé dand cCisla, vzatd
v ur¢itém potadi, mohla by uréovati vice bodi. Tak by tomu
bylo, kdyby se obé prislusné éiry 2, X, protinaly ve vice
nez jednom bodé. V obecném piipadé tuto viceznacnost
odstranime tim, Ze se omezime jen na studium uréité oblasti
bodi v roviné, takové, kde dvojice két vede k jedinému
pruseéiku. Obé éisla, definovand timto zpusobem, nazyvdme
kfivoéarymi souradnicemi uvazovaného bodu. V tomto
pojeti jevi se kartézské souradnice jen jako zvlaitni piipad
kiivoéarych soufadnic: Z), X, jsou soustavy rovnobéiek,
obé dotéena ¢isla jsou vzddlenosti uvaZovaného bodu, mé-
fené ve sméru pfimek obou soustav, od dvou zikladnich
primek téchto soustav. Jak je tomu v pripadé soufadnic
nomografickych ?

A. Definice a transformace. JestliZe soustavu X,
tvorfi soustfedné kruZnice se sttedem v bodé O, soustavu X,
svazek pfimek jdoucich bodem O, a prifadime-li obecnému
bodu B tato dvé &isla: polomér ¢ kruZnice soustavy X

22y Cary X,, X, musi byti spojité (a bez vicendsobnych
bodi). V pripadech, které jsou uvedeny v dalSim textu,
kdy soustavy X, X, jsou tvofeny &éarami prvniho a druhého
stupng (pfimkami a kuZelosetkami), je témto poZadavkam
vyhovéno.
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-
jdouct timto bodem a thel ¢, ktery svird piimka OB sou-
stavy X, 8 jinou orientovanou primkou o této soustavy,
kterou jsme zvolili za zdkladn{, definovali jeme v roviné
polirni soufadnice. Kladné éislo g se nazyvé pravodic,
dhel ¢, méteny kladné v obvyklém smyslu (t. j. proti sméru
rudiéek hodinovych), nazyvda se poldrni dhel. O je podl
soustdvy, o poldrni osa. Obecny bod uréuje jednoznacné
dvojici (g; @) (vyjimkou je pél O; jakou?); obrdcené obecnou
dvojici (o; @), ¢ >0, 0 <@ < 2x, je uréen jediny bod.

Obr. 9. Obr. 10.

Souvislost polarnich soufadnic s pravouhlymi je patrnd
z obr. 9. Plati

z=gcosg, y=gsingi o= | T4, tgg =23 ()

+
Slozitéjsi je transformace polarnich soufadnic g, ¢ na jiné
polérni soufadnice ‘g, ‘@ (viz obr. 10). Je ziejmé uréena
rovnicemi

='et +dt +2pdcos(p +f—a) 1]

nebo
'0* = o* + d* — 2¢d cos (¢ — x), [2]
‘osin (‘¢ +p—a) = psin (p— o) (31

B) Vztahem tg ¢ = y:z je polérni dhel uréen dvojznatné;
kterou z obou hodnot méme vziti, to ndm ukazuji rovnice
sin ¢ = y:p, cos ¢ = x:p.
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(oduvodnéte!). Je-li ddno ‘g, ‘g, x, f, d, je p uréeno rovnici
[1] 2 poté ¢ rovnici [2] nebo [3]; vypoéet nechdvime étendfi.
Jednoduché jsou zvlastni piipady téchto rovmic: =0
nebo d = 0, « = 0; v druhém piipadé dostdvidme vysledek,
ziejmy i geometricky,

‘o =p, ‘9= @—f (vyloite!). (2)

B. Cary v polarnich soutfadnicich. Vztah mezi sou-
fadnicemi g a ¢ je rovnici ¢&ry v polérnich soufadnicich. Tak
na pf. je @ = @, (po = konst.) rovnici pfimky jdouci pélem,

pocos (p— ) =d
rovnici pfimky, v niZ d, « jsou polérni soufadnice paty
kolmice +z p6lu na pFimku spudténé (odivodndte!); obra-
cend ka?dé rovnmice tvaru g¢g—! = acos ¢ + bsin ¢ vyjadiuje
pFimku (které jsou jeji Pliickerovy soufadnice?). Co vyjadfuji
rovnice gsin ¢ = konst., g cos ¢ = konst.? ka, jdoucf
dvéma body (g;; ¢;), © = 1, 2 je urlena rovnicerni

g'=acosp +bsing, g~ =acosg; + bsing,, i =1, 2;

z nich plyne jeji rovnice ve tvaru
g~! cosg sing
01! cos @, sing, | =0 (3)
05! cos @, sin g,

(provedte podrobnéji!). A pod.

Rovnice kruZnice, jejiZ stfed .S mé polérni soufadnice (d; «)

a jeji% polom¥r je r, zni (SB% = OB? + 08* — 20B.08cosSOB)
0 —2dpcos (p—a) +d2—r2 = 0.

Obracend kaZdé rovnice tvaru ¢? — 2 (mcos¢ + nsin @) e +

+ b® = 0 vyjadfuje kruZnici (urlete jeji stfed a polomér!).

Jak znf rovnice kruZnice, kterd prochdz{ pélem? Co vyjadfuji

rovnice ¢ = 2acos ¢, o = 2bsin ¢, ¢ = gy (g = konst.)?

Ohnisko kuZelosetky zvolme za pél, hlavni osu za poldrni
osu! Je-li d vzdélenost ¥idici pfimky kuZelosetky od ohniska,
plati podle definice t&chto kiivek g :(d + g cos ¢) = &; pro
@ = }7 plyne odtud p = ed (¢ numericka vystfednost, p para-
metr kuZeloselky). I je rovnice kuZelosedky (t. zv. ohniskové)

- P
e= l—ecosg )

Co vyjadfuje pro ¢ = 1? Kterd kfivka je obracend vyjadiena
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rovnici o = a : (b 4 ccos ¢)? Obecnéjsi vztah ¢ =p:[1 —
— ¢ cos (¢ — «)] vyjadfuje kuZeloseéku, jejiZ (hlavni) osa svira
s poldrni osou thel « [uZijte transformace (2)!]. A obrécen&
snadno se pfesv&dé&ime, Ze kuZelosetka v této poloze je vyjadre-
na rovniei ¢ = a: (b + ¢ cos ¢ + dsin @).(18)

C. Podrobnéjsi viastnosti polarnich soufadnic. Po-
uZivajice prvni skupiny rovnie (1), mohli bychom soustavné
vybudovati analytickou geometrii v poldarnich soutadnicich.
Tek na p¥. plyne z obr. 9, e v = ¢ + &#. Pon&vad%

te T = u _dy_d(gsing)  ocosg 4 ¢’sing
BT =Y T4z " d(gcosg)  —gsing + g cosg’
pii ¢emZ p’ = dp : dp, dochdzime ke vztahu
tgd = g:0, (¢’ = dg:dg), (3)

ktery nam wmoZiiuje sestrojeni teény ke kFivece ¢ = f(p)
v daném jejim bodd.

Rovnici tetny ke kfivee ¢ = f(@) v bod& (go; @) [0 = /()]
nalezneme jako rovnici mezné polohy pfimky, ktera spojuje
dva jeji body (go; o) & (0o + Aee; Py + Ay) Pro m Ag, = 0,
lim 4@, = 0. Po malé tiprav& obdriime z rovnice (3)

.
o—! cos @ sin ¢

0—! cosg, sing,|=0,
(g7") e, — sin g cos ¢,

P demZ (9—)’, je hodnota (?1) v bod& g = g Atd. (1)
Clohy k tomuto odstavei: 1—16.

Bipolarni soufadniee. Tvoii-li soustavu X soustfedné
kruZnice o stiedu O,, soustavu 2, soustfedné kruZnice
o stfedu O,, miZeme obecnému bodu B prifaditi tato dvé
¢isla: poloméry g,, g kruZnic soustav 2, 2;, bodem tim
prochéazejicich (biradidlni nebo bivektoridlni soufad-
nice). Zvolime-li v8ak za soustavy X, X, svazky pfimek
se stiedy v bodech O,, 0,, miZeme pak obecnému bodu B
prifaditi jind dvé &isla: dhly ¢, ¢,, které sviraji piimky

+
soustav X,, 2,, bodem tim jdouci, s pfimkou 0,0, (biangu-
larni soufadnice). Souborny ndzev pro obé tyto soustavy
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je soufadnice bipoldrni. Délky g,, 0, povaZujeme za
kladné, Ghly ¢,, g, méfime kladné v obvyklém smyslu.
Viz obr. 11.

Obecny bod B uréuje jednoznaéné dvojici (g,; g;) resp.
(@1 @a); vyjimkou jsou pély O; (jak?). Obricené kazdou
uspofddanou dvojici kladnyeh ¢isel (o,; g,) resp. usporada-.

Obr. 11.

nou dvojici (@,; ;) (0 < ¢; < 27) jsou uréeny dva body
(jaka je jejich vzdjemnd poloha?) resp. jediny bod. Souvislost
bipoldrnich soufadnic s pravoihlymi je patrnd z obr. 11.
Plati (provedte podrobnéji!)

Yz = o2 — g Hly = = V16Fe — (o7 — o7 + 4 (6)

a obricené

V(x 2 47 0= V(x—m +y  (6)

resp.
3 sin (¢, + @,) — 9 sin ¢, sin @, 7)

8in (@,— @)’ 4 sin (g,— @)

a obrdcené

tg g, = » 1B g = xi_l-“) ()

Y
x +1

85) Kterou z obou hodnot pro ¢, resp. ¢, vezmeme, o tom
opét rozhoduji vyrazy pro sin ¢; a cos ¢;.
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Mezi obéma druhy bipoldrnich soufadnic pak plati vztahy
01:0:2l=sing,:sing :sin(p—@)-(% (8
Dalsi vlastnosti téchto soufadnic v ilohdch: 17—22.

Eliptické soufadnice. Ka?dé dvé (sttedové) kuZelosedky,
které maji spoleénd ohniska (a tudiZ i stfedy a osy), nazy-
vame konfokdlni. Pfi vhodné volbé pravothlé soufadnicové
soustavy muzZeme tyto krivky vyjadriti rovnici

xZ y2

@—1 TE=7
(oduvodnéte!) AniZ by bylo na @jmu obecnosti, miZeme pred-
poklddati, Ze a? > b%. Pro 4 rostouci od velkych zipornych
hodnot je kuZelosecka (9) zprvu elipsa, jejiz poloosy stdle
klesaji, aZ pro A = b2 prejde elipsa v dvojndsobnou hlavni
osu. Roste-li 1 nad b2, piejde kuZelosecka (9) v hyperbolu,
jejiz hlavni osa se stdle zmenSuje, vedlejdi roste, aZz pro
A = a* prejde hyperbola v dvojndsobnou vedlejsi osu.
Obecnym bodem prochdzeji dvé kuzeloseéky (9), jedna
elipsa, druhd hyperbola, a obé se v uvaZovaném bodé pro-
tinaji kolmo (vyloite podrobnéji!). Parametry i,, 1, obou
kuZelosedek jsou uréeny rovnicf (9), kterd je pro A kvadra-
tick4.

Z identity
(a>—12) (B*—)— (B*— ) & — (@*— ) ¥* = (A—14)) (A—4)

plyne pro A = a? resp. 1 = b*
1
z=1 — @ —4) @ — %)

= 1 (A parametr) (9)

resp. (10)
1
y=2 —VhH—F—%) (¢=a—b);

obricené pak FeSenim rovnice (9) nalezneme
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R s
' + V@ —9—a 10 +4a%?).  (10)
‘Rovnicemi (10) jsou vyjddreny pravoiihlé souradnice z, ¥
‘parametry A,, A,, které v soustavé konfokélnich ku¥elo-
sefek (9) uréuji jednu elipsu a jednu hyperbolu, v tomto
bodé kolmo se protinajici; rovnice ty ddle ukazuji, Ze kazdé
obecné dvojici (4;; 4;) odpovidaji étyfi body (4 z; I ),
po dvou soumérné sdruzené podle soufadnicovych os.
Rovnice (10’) pak ukazuji, e obrdcené obecnému bodu
(z; y) (s vyjimkou ohnisek; vyloZte!) jsou pkifazena dvé
¢isla A,, A5; na jejich pofadi nezdlezi.

Cisla A, A, se nazyvaji eliptické soufadnice bodu; bod
v této soufadnicové soustavé je tedy urden jako prusecik
dvou konfokélnich kuZeloseéek, z nichz miZeme poditati
na pr. elipsy do soustavy X, hyperboly do soustavy X,.(19)

Dalsi vlastnosti téchto soutadnic v ulohdch: 23—25.

Jiné druhy k¥ivoéaryeh soufadnie, A. Parabolické sou-
fadnice jsou definovany rovnici .
y? = 2lz + A* (1 parametr), (11)
ktera vyjadfuje soustavu konfokdlnich parabol (odvodnéte!).
Oznaéime-li 1;, 4; koFeny rovnice (11), plati

T=—30+4) y=+ V=714 (12)

a obrécend

-
/12 =—=x+ Vz’ + y2. (12%)
Rovnice ty ukazuji, Ze kaidym obecnym bodem (x; y) pro-
chdzeji dvé konfokalni paraboly, osa jedné leZi v kladné ose =,
osa druhé v zdporné ose z (vyloite podrobné&jil).(29)
B. Hyperbolické soufadnice. KFivky soustav X, X,
necht jsou vyjadfeny rovnicemi

x? — —rlz- y? = A%, zy® = u (), 4 parametry)! (13)

Snadno se presvédéime, Ze k¥ivky obou soustav jsou navzdjem
ortogonalni; zvolime-li specidlnd n = 1, obdrZime dvé kolmo se
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protinajici soustavy rovnoosych hyperbol. Cisle A,, 4, defino-
vanéd rovnicemi

T — Yt =1, 23y = Ay, (A =4y, p = }2) (14)
sluji hyperbolické soufadnice bodu. Prozkoumejte je pg-
drobngji! () (#2)

Ulohy k tomuto odstaveci: 26—33.

Ulohy ke cvidenf.

1. Odvodte poldrni rovnice ndkterych &ar transformaci (1)
z pHsluinyeh rovnic v pravouhlych soufadnicich!

2. Bez poufiti pravouhlych soufadnic ¥eSte ndkteré zakladni
ilohy v polérnich soufadnicich: a) vzddlenost dvou boddy,
b) obsah trojuhelniku (a odtud rovnmici pfimky jdouci dvéma
body), ¢) thel dvou pHmek (kdy jsou rovnobdiné, kolmé?)
a pod.!

[a) Vo' + 07 — 210,08 (93 — 1), b), c) transformujto

+

p¥isludny vyraz v pravouhlych soufadnicich a také odvodte
vztah pfimo!]

3. Jak znf rovnice pfimky, kterd prochézi bodem (g,; @,)
a s Polarni osou svird thel @,?

[e,— sin (¢ — @) + ¢—'sin (p, — @) = 0; rovnici (3) limi-
tujte pro p,—! > 0; pro¢?] :

4. Odvodte poldrni visekovou rovnici pfimky!

[Je-li g, Usek pfimky na polédrni ose, ¢, jejf Ghel s poldrn{
osou, je g : gy = 8in @, : 8in (¢ —— @,).]

5. Co vyjadfuje rovnice ¢ = acos ¢ + b3in ¢?

[KruZnici jdouci podétkem. Jak ji lze sestrojiti z kruZnic
@ =acosp g =bsing (¢=¢ + ¢)?]

6. DokaZte, %o pro dva kolmé pravodide g,, g4, vychdzejici
ze stfedu elipsy, plati p,—? + g3—2 = a—2 + b—2 (@, b poloosy)!

[Z polarni stfedové rovnice g—2 = a—? cos? ¢ + b—2sin? ¢.]

7. Co vyjadfuji rovnice a) g—2 = acos 2¢p + bsin 2¢ + ¢,
b) ko—* = sin (x + 2¢) (k, » konstanty)?

[a) kuZelosedku, -b) rovnoosou hyperbolu; je to specidlni
piipad kfivky a) (¢ = 0).]

8. Jak zni polérni rovnice a) rovnoosé hyperboly, je-li pol
ve vzdédlenosti jeji poloosy od stfedu a polarni osa v hlavn{ ose
jeji, b) kuZelosedky ve tvaru vrcholovém, c) paraboly s ohniskem
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v pélu a s osou v poldrni ose, d) elipsy se stfedem v pélu
a s hlavnf osou v polarni ose?

[8) o= 4+ 2acos @ :cos 2, b) o =2pcos ¢ : [1 — (1 +
+ ¢) cos? ¢], kde p = b%:a,q =0b:a, specidlné pro ¢ = 0,

c)p: g=2sm’ , d) b2g—? = 1 — &2 cos? .]

9. DokatZte, ie pro useky selny vedené v kuZelosedce ohnis-
kem a jim rozdslené plati 2p— = g,—! 4 p,—!! '
[Z ohniskové rovnice (4)!]
N 10. Odvodte polérni rovnici a) Dioklovy kisoidy, b) lemnis-
aty!

.. 2r
[a) Podle definice plati o = cos

:cos . b) Plati g, ,* = o' + ¢* & 2pccos ¢ & 0,05 = ¢%; ¢* =
= 2¢? cos 2¢. Co znaéi r, ¢t Odvodte tyto rovnice také z pravo-
dhlych rovnic!]

11. Co je geometrickym mistern pat kolmic spudténych
z prisetiku dvou pfimek k sob® kolmych na usefku stélé
délky a, kterd se po nich pohybuje svymi krajnimi body?

[Cty¥lista rtiZice ¢ = asin @ cos ¢. Jak zni jeji rovnice
v pravouhlych soufadnicich?]

12. Budi¥ déna zékladni k¥ivka s rovnici ¢ = f(p). Céru
s rovnici g = f(p) + b (b = konst.) nazyvame konchoidou
zédkladni k¥ivky vzhledem k pélu. Sestrojte a) konchoidu
piimky (konchoidu Nikomedovu), b) konchoidu kruZnice,
jestliZe pél le¥i na zdkladni kru¥nici (zdvitnieci Pascalovu)!

Napiste rovnice téchto k¥ivek!
= a ihh 2’ 2 P 2__bh3py2 — (- -
[a) o s g + b &ili (=2 + y?) (z —a) b2z? = 0; roze

znévejte b = a! b) p = 2acos ¢ +b &ili (% 4+ y* — 2ax)? —
d— b2 (22 - y’) = 0; povSimnéte si pi'ipadu b = 2a (kardioi-
a)!]

13. Které Zary vyjadfuje rovmice ¢" = a”sin ng - (sluji
sinové spirdly) pro n=1,2, —1, —2,} —}? Jak se-
strojite jejich teény?

[KruZnici; lemniskatu (uZijte transformace o = ‘g. =
= }x — ‘p!); pfimku; rovnoosou hyperbolu; kardioidu; para-
bolu. Z rovnice (5) plyne # = ng; vySetfete podrobné jednotlivé
pHpady!]

14. Odvozeni rovnice tedny, v textu jen naznaené, provedte
podrobnéji!
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15. Sestrojte kfivku ¢ = a tg %! Doka¥te, Ze k¥ivka touto

rovnici vyjdd¥end, je kolma strofoida!
[Priivodié protne k¥ivku ve dvou bodech M,, M, takovych,

Yo OM, = o, = atg-%-, OM, = g, = acotg%. Pro stfed S
tsetky M,M, plati OS = } (g, + @) = qu); trojahelnik

AOS [A (a; §7)] je pravouhly. Déle e SMl =08 — 0M,
= SM, = OM,— 0OS, tedy AS = SM, = SM,, cof je cha-
rakterisbicks vlastnost pro strofoidu.]

16. Urdete rovnici &ar, které spliiuji rovmici @4 = f(¢)!
Zv1ést8 pak &iry, pro které je # = k + ne, k, n konstanty
(specidlnd pro n = 0)!

[Z rovnice tg# = p: g’ plyne integraci prolné,é pfipad

o = Ce, kde 4 =ft?df%p) Specidlng p = Csin® (¢ + ng),

co¥ jsou (a% na otoBeni kolem pblu) sinové spirdly. ¢ znadi
integra®ni konstantu. Pro n = 0 plyne integraci rovnice
tgk = g: o vztah @ = Ce®*BE; kfivka vyjddfend touto
rovnici sluje logaritmicka spirala.}

17. Doka%te, Z%e transformace biradidlnich soufadnic na
biangulérni a obrédcend je vyjédfena rovnicemi:

01 = 21sin @, : sin (py — @1), @3 = 2lsin @, : sin (9, — ¢1),
a obrdcend
o8 @1 = (01* — ga” + 4I*) : 4lgy, cos @y = (0,® — @4® — 417) : 4lg,!

[Z rovnic (8).]

‘18. Které kiivky jsou vyjédj‘eny v biradidlnich soufadnicich
rovnicemi a) g, + €0, =2a(¢e = + 1), b) py:0: =4, c)
0102 = A2, d) ag,® + bo,® = ¢ (speciélné pro a =—b a pro ¢=0)?

[a) Sti‘edové. kuZelosetka, b) kruZnice (t. zv. Apolloniova),
c) Cassiniho kfivky (pro 4 =1 lemniskata), d) kru¥nice
(speciélnd pfimka a Apolloniova kruZnice).]

19. Kterou kfivku vyjadfuje rovnice ag,p, + bg, + cos +
+ d = 0 (a, b, ¢, dkonstanty)? Specidlndproa = 0 (aproa = 0,
—d = 4 2lc), pro ad — bc = 0!

[K¥ivku osmého stupnd. Pro @ = 0 obdrZime k¥ivku &tvrtého
stupnd ue, + ve, = A [sluje Descartliv ovdl; jeho polarni

_)
rovnice vzhledem k pélu O, a poldrni ose 0,0, zni (u* — %) 9{—

— 2 (Au — 212 cos ¢;) @, + (A2 — 41%%) = 0, taekZe pro
= 4 2y (t. j. pro — d = & 2l¢) dostaneme Pascalovu zavit-
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nici (u?—?) g,? = 24(u 4+ veos ¢,)]. Pro ad —bc = 0 do-
staneme dv¥ kruZnice (které?).] -
20. Které kfivky jsou vyjé.di‘eny v bia.ngu.lémich soufadni-
cicich rovnicemi a) ¢, gr=0,b)g, 19y =A4A(A=—1,4,2)?
[8) kruZnice (proif'?), b) pfimka, kruimce, kruZnice.)

21. DokaZte, Ze elipsu, Jejli oh.mska le#i v poélech, lze vy-
jédFiti bianguldrni rovnici tg cotg = (1—&g):(1 +e¢),

kde e =1:a (a velkd poloosa ehpsy)'

[Vztah p, + g, = 2a transformujte na bianguldrni soufad-
nice podle rovnic 17. Glohy! Obdobnou uvahu provedte také
pro hyperbolul]

22. Kterou k¥ivku vyjadfuje rovnice a tg ¢, tg @3 + b tg ¢, +
+ctgp, +d =0 (a,b,c,d konstanty)? Specidlnd pro b +
+¢=0 pro b=¢c=0, pro a=d=tga & b=—c=1,
pro a=—d =tga a b=c =1 (a speciélnd pro « = }x)!

[KuZelosetku jdouci p6ly. Pro b 4 ¢ = 0 je stl‘edova, pro
b=c=0mérovnici 2 + Ay =y, proa=d=tga a b =
= — ¢ = 1 nalezneme kruZnici, pro a = —d =tga a b =
= ¢ = 1 méme rovnoosou hyperbolu ¢, + @, = & (speciélnd
z? — y? = [3; vyslovte vétou!).]

23. Kterd k¥ivka je v eliptickych soufadnicich vyjédfena
rovnicemi a) A; + A3 =k, b) 4,4, = k? Specidln& pro & = 0!

[a) kruZnice (specidlnd Mongeova kruZnice), b) elipsa.]

24. DokaZte v&tu Ivoryho: Dv¥ konfokélni elipsy a k nim
pHslugné konfokAlnf hyperboly urduji svymi pruseéyiky v jed-
nom kvadrantu é&tyrihelnik, jehoZ uhlopfit¢ky jsou si rovny'

[Jeou-li 4,, 1, resp. 4,, A, souFadnice jedné resp. druhé dvo-
jice konfokalnich kuZelosetek, jsou sou.i‘ad.mce prot&jsich
vrcholit 8tyfihelnika (z,; ¥,), (zn: %) [(ln l’(), (Ay; A,)]&(Z;, Ya)
(%45 Ya) [(Ay; Ag)y (Ay; A:)], rovnice (10) ukazuji, Ze (z, —

— Z3)* + (Y — Y2 = (T — Z)? + (?/u — Y]

25. Vypodtem dokaZte: Rovnice (9) mé pro ka¥dé =z, y
(s vyjimkou ohnisek) dva reélné kofeny 4,, 4,; jeden reélny
kofen leZf v intervalu (b2, a?), druby v intervalu (— o, b?)!
Co to znamend geometricky ?

[Z rovnic (10), které uvedeme na tvar e?z? = (a?— 2,) (a®*—4,)
resp. —ely? = (b2 — 4,) (b’ — l,) pouZijte (nepodstatného)
predpokladu, ie a? > b, becnym bodem (z;y) prochézi
jedna redlné elipsa a jedna, reé.lné hyperbola soustavy (9).]

26. Které &iry jsou v parabolickych souFadnicich vyjédfeny
rovnicemi a) 4, + A, = &, b) 4,4, = k? Specidln® pro k = 0!

[PHmky, specidlnd soufadnicové osy.]
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. 27. Jak zni v parabolickych soufadnicich rovnice a) kru¥nice
se stfedem v polatku, b) paraboly ve vrcholovém tvaru?

(8) 4, — A, =+ 2r, b) 4+ 4,1 = p—1.]

28. Vétu Ivoryho dokaZte pro parabolu!

- [Podle pokynu, uvedeného v 24. iloze.]

29. Na jaké soufadnicové soustavy vedou rovnice (13) pro
n=0 —1, —4?

[Kartézské soufadnice v pfimce, poldrni soufadnice v roving,
k¥ivodaré soufadnice v roving (soustava X jsou elipsy, X, para-
boly).]

30. Které 8dry jsou v hyperbolickych soufadnicich vyjéd¥e-
ny rovnicemi a) 4 =0 (¢ =1,2), b) 4, + edy =k(e = £+ 1),
e) Ay Ay =k?

[a) asymptoty &ar soustav ZX), X, b) rovnoosé hyperboly,
c) sloZené kuZeloselky (jak?).] ’

3.,. Prozkoumejte t. zv. ortogonélni kruhové soufad-
nice, které jsou definovény rovnicemi

l l

l = log-=——log ——————— e,
o Je—r t V= + 00 + o
. + +
- y Y
Ay = arctg " arctg pras l!

[PouZijeme-li bipolédrnich soufadnic s pély (F I; 0), miZeme
tyto rovnice psati ve tvaru i, = log g‘-, Ay = @y — @,; sou-
2
stavy X, X, jsou ortogondlni soustavy kruZnic. Atd.]

32. Prozkoumejte t. zv.lemniskatické soufadnice, které
jsou definovAny rovnicemi
' l l

=1 _—_— lo py— N
T Te—m e bty
+

= _Yy __ ¥,
Ay = arctg 71 arctg:E 7
2
[Jako v 31. filoze nalezneme také zde A, = log l? y
102
Ay = @1 + @q; soustavy X, X, jsou slofeny z k¥ivek Cassi-
niho & z ro%noosjchvﬁy'pérbol a jsou ortogondlni. Atd.]
33. Napiste nejjednodussi soufadnice, tvofi-li soustavu X,
soustfedné kruZnice, soustavu X, rovnob&Zné pifimky!

[4, = J2* + % 4, = y (nebo A, = z). Obrécen¥?]
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V.
PROJEKTIVNI SOURADNICE.

Soufadnice bodu. A. Definice. Zvolme tti zdkladnf body
0y, 0,, O,, které nelezi v jedné pifmee (soufadnicové body -
nebo vrcholy) a dalsi bod J v obecné poloze. Zvolme nyni
dal¥f obecny bod P a promitnéme jej z bodu O, Oy, Oy;
totéZ udiime i s bodem J (viz obr. 12). Piimky svazki
(0,), (0,) uréuji dvojpoméry (23) k; = 0,(0,04JP), k=
= 0, (0,0,JP), které
napsanym poradim jsou
stanoveny jednoznacneé.
Obrécené, jsou-li déna
dve éisla &y, k,, jakoZto
hodnoty prvniho resp.
druhého  dvojpoméru,
obdrzime obecné jediny
bod P jednoduchou kon-

strukef: jakoZto priseéfk
obou odpovidajicich p¥i-
mek svazki (0,) a (0,). Obr. 12.

Bylo by tedy moZné po-

uZfti jiZ téchto ¢isel jako souradnic bodu v roviné. UvaZme
viak, Ze disponujeme jesté tfetim bodem O, a tedy i tfetim
dvojpomérem ky,=0,(0,0,JP)!

Hledejme nejprve geometricky vyznam dvojpoméra k;
(¢t=1,2,3). Za tim 1éelem piifadme kazdé strané O,0;
soufadnicového trojihelnfka uréity smér wy (7, k=1, 2, 3)
a promitnéme v tomto sméru body J a P do protéjiich stran
trojihelnika 0,0,0, (viz obr. 13). Délici pomér piimky O,J
vzhledem k piimkém 0,0, a 0,0, je podle definice

. 12

sin (0,0,, 0pJ) _ jipsinawye X
- = , tedy amérny =%,
sin (0,0,, 0,J) D 81N (Wyg Y y he
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déliei pomér pifmky O,P vzhledem k tym¥ piHmkdm
sin (0,0,,0,P) _ D2 8iD Wy s P1g

- =. - tedy dmérny
sin (0,0,,0,P) "piysin wm’ y Pis

(0,0,, 0,J) znaéi thel (lhostejno v tomto piipadé, zda je
ostry nebo tupy) pifmek 0,0,, 0,J atd., w;; jsou (ostré
nebo tupé) tihly v obr. 13 stejné oznadenych paprski se

Obr. 13.

stranami soufadnicového trojihelnika, j,, je délka usecky.
jdouci z bodu J ve sméru ,,, od tohoto bodu aZ k ose 0,0,

atd. A tedy &, = e P 22 obdobné pro k, a k;. I pozndvime,
hs Pis

Ze dvojpoméry k; nejsou nezédvislé, nybrz Ze plati kkk, = 1:
dvéma z téchto hodnot je urdena i tfetf, takZe zaveden{
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trettho dvojpoméru neznamend zavedenf 2édné podstatné
nové veli¢iny.

Ale ani veli¢iny %; nebereme jesté za soufadnice bodu P;
misto nich zavddfme tfi pomérnd éfsla x; vztahy

z, z. z
by=22F =2 ) =2
1 zs: 2 zl; 3 zg,
a nazyvame je projektivni soufadnice bodu. Je tedy,
oznaéfme-li g(p &= 0) faktor timérnosti,
or, = I8, oz, — Put oy _ Pz, (H
728 Ia N2
projektivni soufadnice bodu jsou tfi éfsla imérnd vzddle-
nostem tohoto bodu, méfenym v uréitych smérech, od stran
daného trojihelnika 0,0,0,, a délenym stejné méfenymi
vzdélenostmi jiného daného bodu J.

Poloime p;z = jg pro kazdé ¢, k! Pak je px; = g%, =
= pzy = 1. M4 tedy bod J vlastnost, Ze vSechny jeho pro-
jektivnf soufadnice jsou si rovny; je to bod jednot-
kovy.

Neni nikterak na Gjmu obecnosti, jestlize predpokliddme,
Ze sméry wyg jsou kolmé k strandm O0;0. Pak misto rovnic (1)
méme jednodudsi (viz obr. 13)

1 i

ox; = 2'; nebo jinak oz = xipi, (i=1,2,3).  (2)

Vyslovte!

B. Zikladni vlastnosti. Je tedy soustava projektiv-
nich bodovych soufadnic jednoznaéné uréena soufadnico-
vym trojihelnikem a jednotkovym bodem. Geometricky
vyznam téchto soufadnic je pak ddn rovnicemi (2). Vybudo-
vani soustavy je opfeno jen o pojem dvojpoméru a neni
tudiz nijak vztazeno — jak tomu bylo u viech soustav
posavadnich — na pomocnou soustavu kartézskou. I hod{
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se tyto soufadnice pfedeviim k vySetfovdni geometrickych
‘vlastnosti, které souvis{ s dvojpomérem.2s)

Zékladni vlastnosti naich soufadnic vyvodime snadno
z jejich definice rovnicemi (2). Tak pro bod O, plati gz, =
=95, Ta=12,=0 (v; je délka vyiky v trojihelnfku
0,0,0, spusténé z vrcholu O,), a ponévadi zdle#i jen na
poméru soufadnic, lze psiti nejjednoduseji

0, (1; 0; 0), a podobné O, (0; 1; 0), O, (0; 0; 1).

A také J (1; 1; 1). Pro body na pifmece 0,0, (soufadnicové
ose) plati p;, = 0, i je jeji rovnice 2, = 0; a pod. Proto
neexistuje bod (0; 0; 0), ponévad? by musil soudasné leZeti
na viech soufadnicovych osdch, coZ pfi jejich obecné poloze
je vylouceno.

Geometrické mfsto bodad, jejichz soufadnice . spliiujf
linedrni homogenni vztah

Zaizi —0, (i=1,23), (3)

1]

je ptimka. Obsahuje-li vrehol Oy, plati a, = 0, a obracené
(proé?); a pod. Obsahuje-li dva vrcholy O;, jsou v jeji
rovnici dva koeficienty a; rovny nule, a rovnice pak vy-
jadfuje souradnicovou osu; a obrdcené (jak?). Na pf. rovnice
primky, kterd prochdzi vrcholem O,, je a,z, + ayz,= 0
(@, =0, a, +=0); z této rovnice plyne, Ze =z, = — pa,,
Z, = pa,, ¥z je libovolné (p 5 0 je faktor imérnosti). M4
tedy kazdy bod této pi{mky soutadnice (— a,; a,; ;) [nebo
(ag; — a,; x,)], které se shoduji ve dvou éislech. Obracené
dva body, které se shoduji ve dvou soufadnicich a lif{ ve

.

%) PonévadZ oba zékladni metrické pojmy, délku a thel,
lze vyjadFiti také dvojpoméry (viz 7., 11. a 12. ulohu), ne-
vyskytuji se zdsadni potife ani pfi vySetFovani metrickych
vlaestnosti v t&chto soufadnicich (mluvime pak o metrice v pro-
jektivnich soufadnicich). Zpravidla vak toho nedinime; jde-li
o takovy druh tlohy (a je-li to vhodné), pouZijeme trimetric-
kych soufadnic, které — jak vime — jsou geometricky inter-
pretovadny obdobné jako soufadnice projektivni.
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treti, lezf na pifmce jdouei vrcholem, ktery md ty% index
jako soufadnice, v niZ se oba body lisf.

Pifmka (3) obsahuje body (¥; ¥a: ¥s), (21; 205 25) [Btruéné:
body (y), (z)], jestliZe plati ‘

zai?/i =0, Zaizi = 0.
| { [

Vylouéenim koeficienti a; z téchto dvou rovnic a z rovnice (3)
nalezneme rovnici pfimky, jdoucf dvéma body, ve tvaru

T, T2 Ty
Y Ys
2% % 4y
(odivodnéte!), a ziroven také podminku, aby tfi body
(), (), () leZely v piimce. Jsou-li 4, A; dvé libovolné ¢&fsla
riznd od nuly, ukazuje determinant (4), Ze platf

ey = A’lyi + 1221"’ (i = 15 2) 3)1 (5)
souradnice bodu na piimce lze tedy vyjidfiti jako linedrni
kombinaci souhlasnych soutadnic dvou jejich libovolnych
bodii. Obricené, tfi body, z nichZ soufadnice jed.ngho jsou
linedrni kombinac{ ostatnich dvou, lezi v pifmce. I vyjadiuji
rovnice (5) parametricky pi{imku (s homogennimi para-
metry A,, 4,). Jak by byla pfimka vyjddfena parametricky
pomoci nehomogennfho parametru A?

=0 (4)

Rovnice
lIZa,-x,- + 12Zbi:ci —0, =12 3);
4 [4

strucnéji: 6)

(
ALy 4 AL, =0, (L1 Eza,-z.- —0, L, EZb,-z,- - 0),

i i
kde A,, A, jsou dvé libovoln4.- éfsla, vyjadi'uje svazek pri-
mek; L, =0, L,= 0 jsou zdkladni pi{mky svazku, 4,, 1,
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homogenni parametry svazku, bod uréeny rovnicemi L, = 0,
L, = 0 (jaké m4 soufadnice?) je stfed svazku (6).(2%)

C. Soufadnice v pFimé ¥ad& bodové. V pFimé Fadd
bodové (na pFimce) zvolime dva rtizné body O,, O, a dali
bod J v obecné poloze viiéi bodim 0,, O,. Pak obecny bod P
této Fady urduje jediny dvojpomé&r (0,0,JP) v tomto pofadi,

a obrécend. Ozname hodnotu tohoto dvojpomé&rn k nebo %;
1

i plati podle definice
(0,0,JP) =L :0xJ _ Paids _p _ %y
0,P:0J i Ty

Projektivni soufadnice bodu v ¥ad® jsou pak definoviny rov-
nicemi

ory = B, oz, = B2 (1)
Nh 72

Splynou-li body J & P, je p; = j, & oz; = 1, (i = 1, 2); je tedy

bod J opé&t bod jednotkovy. A okamZit§ vidime, Ze rovnice (1)

lze psati také ve tvaru (2) (ovSem jen pro ¢ = 1, 2).

Takto definovany, jsou tyto soufadnice specidlnim p¥padem
soufadnic v rovind. MiZeme tedy jejich, zékladni vlastnosti
uvésti jiZ jen pfFehledns, pfenechavajice podrobndjéi prozkou-
mén{i &tendfi: SouFadnicovymi vrcholy a jednotkovym bodem
je projeRtivni soustava v pFimé bodové Fad®é uréena jedno-
znaénd. Soufadnice bodu jsou &isla imérné vzdalenostem tohoto
bodu od soufadnicovych vrcholill, mé&fenym dv&ma riznymi
m&Fitky, kterd jsou stanovena polohou jednotkového bodu
vzhledem k soufadnicovym vrcholim, nebo &isla GWmrna
vzdélenostem tohoto bodu od soufadnicovych vrchold, néso-
benym dvéma riznymi (ale jinak pevnymi) konstantami.
Bod 0, m4 soufadnice (1; 0); podobné& O, (0; 1), J (1; 1). Line&rni
homogenni vztah

a= Yaz; =0, (i=12) (3)
2

vyjadFuje bod (—ay; a,) [nebo (ag; — a,)]. (%)
Dalsf vlastnosti v dlohdch: 1—8.

Pouiiti bodovyeh soufadnie. A. Vyjad¥eni dvojpoméru
souFfadnicemi a parametrem. BudteX dény &tyFi body
pHmé tady bodové: X (z,; z,), (¢ = 1, 2, 3, 4). Podle definice

i & 4
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projektivnich soufadnic v pFimé ¥ad§ bodové je (010,J¥ ) =
= zy: %y, (1 = 1, 2, 3, 4), takZe (podle vysledku 4. tlohy) plati
[ i

TyTy — T1Ty X%y — TyTy
(XXXX) =18 13 14 14, ™
1284 LyTy — T1Ty  Ta®y — T)T,
238 28 24 24
timto zpisobem je dvojpomdr &ty¥ bodd X vyjédFen jejich
soufadnicemni. $
Podle pfedchézejiciho odstavce vyjadfeme dva body 4, B
fady rovnicemi ¢ = 0, b = 0, a uvaZujme linedrni kombinaci
t&chto rovnie, t. j. rovniei
¢c=Ma+ Ab=0.
Tato rovnice opét vyjadiuje jiny bod Fady (ktery ?); nazyvime
proto 4,, A, homogenni parametry v ¥adé. Obecny bod Fady (z)

Ize vak jinak vyjad¥iti také pomoci dvou jinych bodd Fady
(y) a (z) rovnicemi
oT; = hy; + Ay, (2 =1, 2). (6')

Jsou-li totiZ body (z), (¥), (2) dény svymi soufadnicemi, lze
[z& pfedpokladu, Ze y;23 — ¥a2, & 0 (co znaéi?)] urditi z rov-
nic (5’) &isla A,, A5; obrécend, je-li ddna dvojice &fsel 4, 4,
existuje jediny bod (z), jehoZ soufadnice jsou vyjadfeny rovni-
cemi (5’). Body (y), (z) slovou zékladni body Fady; 4,, 4; jsou
opst homogenni parametry bodu v Fads.

Na zakladd rovnice (7) snadno dokid¥eme, Z%e dvojpomér
Sty bodd Fady (pro jednoduchost se omezime na nehomogenni
parametry)

a+ Ab=0resp. oz =Yy + Az (1 =1,2,3,4;k =1, 2)(8)
L]

je pomoci parametri vyjadfen vyrazem
Ay—dy 4y — 4,
AI - Aa ) Al _ Al
Vyjédfeni s homogennimi parametry p¥enechdvame &tendFi.

(8"

B. Parametr v bodové Fadd a ve svazku p¥imek.
Bodové Fada budif vyjddfena rovnmici (s homogennimi para-
metry A,, 1,)

0%, = My; + Az (i=1,2,3).
Pro bod (y) je 4, =1, 4, =0, pro bod (2) je 4, =0, 4, =1,
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pro bod (z) budiZ 2, = 11, Ay = l,, pro jiny obecny bod fady
(‘z) budi% 1, = l,, Ay = A, Ije podle pfedchézejiciho odstavce

) AB . Al —Ad
e w'n) = G PG
dili — zavedeme-li homogenn{ parametry misto nehomogen-
nich
A4
(yzz ’a;) = _2. : i;
, /;a 4

dvojpom&r dvou bodd Fady vzhledem k bodtim zdkladnim se
rovné podflu jejich parametrii.?®) Specidlnd bod (z*), jehoZ
soufadnice jsou

in* = lly‘— lazp (3 =12, 3):
znedi bod harmonicky sdruZeny s bodem (z) vzhledem k bo-
dam (y),.(z) (provedte podrobn&ji!).

Body ptimky (5) promitn&me z obecného bodu (u)! Rovmce
téchto promitajicich p¥imek tedy zni

z Ty T
uy Uy uy =0,
My + Az AYs + Azg MYy + Agzg
a lze ji upraviti na tvar A,L, + A,L, = 0, kdeZ
Ty Ty Ty Ty Ty Ty
Ly =|uy ug 3| =0, Ly = | u; up 4y =0
Y1 Ys Us 21 23 %

jsou rovnice pFimek, které promitaji z bodu (u) zékladni body
fady (6). Vidime tedy, Ze pﬁmki které z obecného bodu pro-
mitaji bodovou Fadu, tvofi svazek (v n&m% zdkladnimi jsou ony
pFimky, které promitaji zédkladni body Fady), parametr ve
svazku je ty¥, jako v bodové ¥add. A to tedy znamend, e
vlastnosti bodové ¥ady, o nichZ jsme mluvili na poéitku tohoto
odstavce, mifeme jednodule pfenésti i na svazek pFimek.
Tedy na pf.: dvojpomdr dvou pfimek svazku vzhledem k za.
kladnim pfimkam se rovné podilu jejich parametri (dvojpomér
&ty¥ pfimek svazku se rovnd dvojpomédru jejich parametri

26) A obecnéji, dvojpomér étyF bodd Fady rovnéd se dvoj-
poméru jejich parametrii v témZ pofadi (dokaZte!).
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v témZe pofadi), a specidlné pFimke s rovnief
AL, — ALy =0
vyjadfuje pFfimku svazku, harmonicky sdruZenou s pf#imkou
AL, + 2,Ly, = 0 vzhledem k zékladnim pfmkém L, =0,
= 0.

2

C. Harmonicky pél a polédra. Soufadnicovd soustava
budi# urdena trojihelnikem 0,0,0,; a jednotkovym bodem J.
Ozna&me J; praumdty bodu J z vrchold O; do prot8jf osy; je
tedy ' .
J(L;1;1); J1 (0515 1), Jy (1505 1), J3(1;1;0).
Pondvad? bod J, le%f na p¥imce 0,0, lze jeho soufadnicc
vyjéd¥iti ve tvaru (5) takto:
e.0=2,.042,.00.1=2,.14+ 1,.0,0.1=4,.0+4+4;.1,
takZe

=2 =09

pro bod J*;, s nim harmonicky sdruZeny vzhledem k bodiim
0,, 0y tedy plati: J*, (0; 4;; — 1,) (odivodndte!) &ili

J*, (0; —1; 1), a podobn& J*, (— 1;0; 1), J* (— 1; 1; 0).
Snadno se presv&déime, Ze body J*,, J*,, J*; leZi v pfimce,
jejiZ rovnice zni

"z + xg + 73 = 0.

PHmka ta se nazyvé harmonickou poldrou bodu J vzhle-
dem k trojuhelnfku 0,0,0;. Vyslovte vé&tou jeji vlastnost!
DokaZte vétu obrécenou: Protneme-li pFitkou p strany troj-
thelnika 0,0,0, v bodech J*,, J*,, J*; a sestrojime-li k t&mto
bodim body fm.rmonicky sdruZené J,, J,, J; vzhledem k vrcho-
lam trojuhelnika, prochézi spojnice téchto bodd s protilehlymi
vrcholy trojihelnika jednim bodem (harmonickym pélem
uvaZfovaného trojuhelnika vzhledem k p¥ifce p)!

Ulohy k tomuto odstavei: 9—I14.

Soufadnice p¥imky. A. Definice. Jako projektivni
soufadnice pfimky &; definujeme éisla imérnd koeficien-
tum a; v rovnici primky (3). KaZdou trojici éfsel z; (s vy-
jimkou trojice 0, 0, 0) nebo &isel jim umérnych je uréen
jediny bod; kaZdou trojici éisel a; (opét s vyjimkou trojice
0, 0, 0), nebo é&fsel jim dmérnych, je uréena jedind piimka.
Obricené — jak jiZ ostatné vime — obecnym bodem neni
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urcena jeding trojice éfsel 2;, nybrZ nekoneéné mnoho trojic
navzdjem umérnych; podobné obecnou piimkou neni uréena
jedind trojice &;, mybrZz nekoneéné mnoho trojic navzdjem
timérnych. Jednotkovy bod J m4 soufadnice (1;1; 1), po-
dobné jednotkovd primka j mé soufadnice [1;1; 1]; odtud
(a vzhledem k vysledkim pfedchdzejiciho odstavce) vidime,
Ze bod J a piimka j jsou harmonickymi dtvary vzhledem
k soufadnicovému trojihelniku.
Incidence bodu (x) a pHmky [£] je vyjddiena rovnici

Dbw=0, (i=123); (9)

tato rovnice je zéroven analytickym vyjddfenfm zdkona
duality v projektivnich soufadnicich. Jsou-li éisla & pevna,
pak ukazuje rovnice (9), Ze viechny body (x), jejichZ sou-
fadnice této rovnici vyhovujf, le#f na piimce vyjddiené
rovnici (9). Jsou-li éfsla z; pevnd, ukazuje tato roynice, e
viechny piimky [£], jejichZ soufadnice této rovnici vy-
hovujf, prochdzeji bodem vyjddfenym rovnici (9). Pfi pro-
ménnych & otdéf se piimka [£] kolem bodu (z) a rovnice (9)
je rovnici tohoto bodu. PH proménn}"ch zy je obdobné
rovnice (9) rovnici pi{fmky ]akozto spojnice vSech bodi,
které na nf leif.

B. Geometrické definice pfimkovych soufadnic.
Projektivni soufadnice i‘imlcy lze definovati také geometricky.
Zvolme t¥i zdkladni pfimky (soufadnicové osy) o,, 0,, 05 V obec-
né poloze (obr. 14) a daléy { pfimku 7 v obecné poloze k nim.
I bude obecné ¢ Ffimka p urdena, budeme-li znéti jeji prasediky
s dvdma zékladnimi pfimkami, na pf. s o, a 0, Ozna¥me
0,, 0,, O, priseéiky os, prusediky pFimky j s osami J,, J,, J,,
prisetiky p s osami P,, P,, Py! Prisediky P; jsou jednoznaéné
urdeny dvojpoméry

Py ... 0, (0,04D) = (0304, P,) atd.
Oznaédime-li ¢; resp. #; délky kolmic (mé&fené obvyklym mé&Fit-
kem), spuéténych z bodl‘.’l O, na p¥imky j resp. p,*?) pak vidime,
Ze plati

") Jako u soufadnic bodovych, tak i zde mohli bychom
obecndji m&fit tyto délky v jistych danych smérech.

L]
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0, (03047p) = (0404, Py) = 21: 31 = B
1 0:P, 8 Ty Iy &
PoloZme nyn{ ,
‘ . Ty, T £y
= p) = —: =2 =2 atd.;
%, = 0; (03047D) PR 5 a

Obr. 14.

pak velitiny £; jsou projektivni soufadnice pFimky. Jsou tedy
definovdny rovnicemi

Tl,‘- .
0k, = - (i=123). (10)

O dvojpomérech %; platf op&t x,xe = 1.
81
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Zbyvé oviem dokazati, e pfimkové souFadnice, definované
timto zpisobem geometricky, jsou tytéZ, kterd jsme zavedli
v pfedchézejicim odstevei definici enalytickou. Ze tim G¥elem
musfme pfedpoklddati, Ze trojuhelnik soufadnic badovych
splyne s trojuhelnikem soufadnic pFimkovych (viz obr. 14).
Vztah mezi J a § je uréen dvojpoméry

(0100 13)s (05057 1T 1), (05017 3]yy)-

Zvolme nyni J a § v takové vzdjemné poloze, aby tyto dvoj-
pomé&ry byly harmonické, &ili aby pfimke j byla harmonickou
polérou bodu J vzhledem k trojiihelniku 0,0,0;. Pak ale pro
bod P plati

x
ky = 0, (0404JP) = (0404J3,Pyy) = ?: atd.,
pro pHmku p
1= 0 (0x04ip) = (040s7,Py) = 3 atd
Z téchto vztahii odvodime

. (0308J53Pys) - (anrllpﬂ . (OnoaJv’at -
= 2’5: % = (040,F1Py,),

0P, 0,P;,
a ponévadZ podle nasi volby je (0303J,J5) = — 1, nalézdme
tak vztahy
o, i_ﬂ — (0,0,P,P;y) atd.
s 8 »

Bod P v3ak le%i na pfimce p; tedy promitneme-li z bodu P
body O,, O,, P,, Py, na pFimku o, platf

(0530,P,Py3) = (P5,0,P,0,) atd.

Déle je, (podle znémych vlastnosti dvojpoméru; viz také
1. vlohu!)

1

(P,IO,,P,;OI) =1— (0103P2P31) =1— m‘ atd..
&l |
A b _jpabh
Zy & zy &

To viak je podminka incidence (9) litvard p a P, jak jsme
méli dokazati. ’ ’
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Obg definice soufadnic &; jsou tedy identické, jestlife oba
soufadnicové trojuhelniky splynou a jestlize jednotkové ttvary
jsou v harmonické poloze vzhledem k zékladnimu trojihelnfku.
Pak je také z, + z3 + x; = 0 rovmice jednotkové p¥imky
[1;1;1), & + & + & = 0 rovnice jednotkového bodu (1;1;
1). (%) :

Ulohy k tomuto odstavei: 15.—19.

Transformace projektivnich soufadnic. A. Transfor-
mace bodovych soufadnic. Linedrnf substituce v pro-
ménnych z,, x,, z;, kterd je vyjddiena rovnicemi

0Ty = anT; + G5y, + T,

0 Ty = an®) + Ay, + ApeTs,

0Ty = ayx; + 05T, + AgsTs,

(struéné: g'x,-zZa‘-gx;, k=12 3)

k

prevadi bod (z) v bod ('z). Ma-li vyjadtovati transformaci
projektivnich soufadnic, musf obrdcené prevddéti bod ('z)
jednoznaéné v puvodni bod (z). Nutnd a postacujici pod-
minka pro to je, aby soustava (11) byla FeSitelnd i podle
proménnych x;, t. j., aby determinant soustavy (modul
substituce) 4 = | a; | byl Tizny od nuly. Je-li tomu tak,
pak je obrdcené

(11)

4 :
= @i=> An 'z, (12)
e k

pii ¢emZ A;; znaéi doplnék prvku ay; v determinantu A4
(provedte podrobnéji!).

Pak obecnému bodu (z) odpovid4 jeden bod ('z), a obri-
cené. Soufadnicové osy pivodni soustavy, uréené rovnicemi

2; = 0, transformuji se v pHmkyZA E'7x = 0, nové sou-

fadnicové osy ‘x; = 0 jsou v Pl'lV(b)dni soustavé vyjddfeny
rovm'cemiZa,-,,a:g = 0.
k
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B. Transformace pi'imkov_};rch soufadnic. Podle
tivah pfedchdzejiciho odstavee transformuji se body primky

E&,x, =0 v body pm:nkyz & "2 = 0. Abychom nalezli

expllcmm vyrazy pro ‘&g, dosa.d’me do rovnice puvodni
primky z rovnic (12). ObdrZime

Z { .E;ZAH 'z.} — 0,

coZ lze také psdti (provedte podrobnéji!)
z Z&Ah‘ 'zbEz Z&Au i EZ{ 'sz EiAu} =0
Tk PR ¥ T
Proto 0 & —_—ZE‘A,,-. (13)
3

A obrdcené (provedte podrobnéji!) nalezneme
obi= D "twni (14)
k

Rovnice (13), (14) vyjadfuji transformaci pfimkovych sou-
fadnic. Srovndme-li je s rovnicemi (11), (12) pozorujeme,
Ze transformace pfimkovych soufadnic vyplyvé z transfor-
mace bodovych soufadnic, kdy: proménné z nahradime
proménnymi &, a koeficienty a;; dopliiky Ag, a obrécené.
Déle vidime, Ze veliéiny x vyjadiunjf se veli¢inami 'z stejné,
jako velitiny ‘£ velidinami £, aZ na to, Ze indexy u koefi-
cienti jejich jsou vzéjemmné zaménény. Pravime struéne,
Ze transformace pfimkovych soufadnic je kontragredient-
ni k transformaci bodovych soufadnic.(??)

Ulohy k tomuto odstavci: 20—29.

Ulohy ke evideni.

1. Napiste hodnoty vSech dvojpoméri, které lze vytvoFiti
ze StyF rdznych bodid leZicich v pFimce!
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[(ABCD) — (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = k; (ABDC) =
— (BACD) = (DCAB) = (CDBA) — -,1? (t. zv. reciproky dvoj-

pomér); (ACBD) = (CADB) = (BDAC) = (DBCA) =1 —k
(komplementérni dvojpomé&r); (ACDB) = (CABD) = (BDCA) =

= (DBAC) =

(dvojpomér reciproky ke komplementé,r-

T—%
nimu); (ADCB) = (DABC) = (CBAD) = (BCDA) = I-c-%;
(ADBC) = (DACB) — (CBDA) = (BCAD) = £—L (dvoj-

pomér komplementarni k reciprokému). Vyslovte tyto vlast-
nosti dvojpomé&ru v&tami!]

2. Jak se zjednodusi vysledek p¥edchézejici vlohy, jestliZe
(ABCD) je rovno a) 1, b) — 1. ¢) Jak je tomu v pFipad¥, kdyZ
#4déme, aby zédkladni dvojpomdr byl rovny dvojpomé&ru reci-
prokému ke komplementérnimu nebo rovny dvojpomé&ru kom-
plementdrnimu k reciprokému ? .

[a) 6 hodnot se redukuje na 3 (1,0, o); body A4, B,C,D
nejsou jiZ vesmd&s rizné, b) 3 hodnoty (— 1, 2, }); body 4, B,
C, D tvofi harmonickou é&étvefinu v pofadi (ABCD) [nebo

_ 3
(CDAB)). c) (ABCD) = } (1 + if3) = |—1, &tvetina jo
ekvianharmonické; body A4, B, C, D nejsou oviem viechny
reélné.]

3. Uka#te, Yo plati (ABCD) = — tg? 12‘-,(ABD0)=—eotg= %
(ACBD) = — sec? % (ACDB) = cos® —., (ADCB) = sin? %

(ADBC) = cosec? -% (udal Casey)!

[Ve vysledcich 1. tlohy polofte & = — tg? %:]

4. Dvojpomér (DEF@) vyjédFete hodnotami dvojpoméri
(ABCD), (ABCE), (ABCF), (ABCG)! ,
[Jeou-li Il:od.noty danych dvojpomért k,, ks, ky, k, jo
— ky—k
pEFG) = 2—h Fi—k
{ ) Ty — Ty k’_k‘( N .
5. VyBetfete soufadnice v pFimé Fadd bodové, jestliZe jednot-
kovy bod je nevlastnim bodem pHmky 0,0,!
[ez; = O,P; dvojpomér se redukuje na dalic{ pomsr.]
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6. TouZ uvahu provedte v pFipads, %e jednotkovy bod pdli
tseéku 0,0,!

[ex; = — O P, oz, =.0,P; po vyloudeni ¢ plyne odtud
ZOiP .4 =0t =1, 2), kde u; = z;—! (barycentrické soufad-

t
nice).]

7. Tou# uvahu provedte pro pfipad, Ze jeden soufadnicovy
vrchol je nevlastnim bodem p¥imky 0,0,. Na zdklads vysledku
vyjéd¥ete eukleidovsky pojem délky Jvo]pomérem'

[ex, = O], oz, = 0.F; zvolime-li O = 1, ]e g =,
kartézské soufadnici bodu na pfimce. A tedy z = (oo 0,1, z).]

8. Ulohy 6. a 7. rozditte na p¥ipad rovinnych soufadnic!

[Je-li t&%i8t¥& soufadnicového trojihelnika jednotkovym bo-
dem, pfejdou projektivni soufadnice na barycentrické. JestliZe
osa 01Oa leZi v nekone¥nu, je P;s : 713 = 1, & pro ¢ = 1 dospi-
vame ke kartézskym soufadnicim bodu v roving.]

9. Dokaite, %o parametry bodu v fad8 [vyjéd¥ené rovniei (5)]
jsou projektivni soufadnice tohoto bodu vzhledem k zikladnim
bodim fady jakoZte soufadnicovym vrcholim a vzhledem
k bodu (y, + z,; y; + z;) jako bodu jednotkovému!

10. UkaiZte, Ze okolnost, %e dvojice bod& v fad& nebo dvojice
piimek ve svazku jsou zékladnimi dtvary, neni podstatns,
t. j. Ze za zdkladni body nebo za zdkladni pfimky maZerne zvolit
dvojice libovolné!

11. Napiste vyraz pro dvojpomdr 8tyF¥ pfimek z* 4+ y* = 0
éii z4+1y=0 (i=)—1) a y—kyz =0, y—kyz=0,
vzatych v tomto pofadi!

[PovaZujte pro okamZik z, y za projektivni soufadnice bodu
v fadé! Pak (i, — 1, —k—l-, — k—l-) =11 + ks + 7 (k;— ky)] :

. 1 2
21+ kykey — i (By — Ky)]-
12. Na ziklad® vysledku pfedchézejici vlohy dokaZte, Ze

uhel ¢ dvou pFimek, jejichf smdrnice jsou k,, k,, 1ze vyjadFiti
vzorcem (Laguerreovym)

Q= ? log (3, — ¢, %y, Ry)!
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[Doké¥%eme nejprve, Ze (i, —1, — El—, — k—l-) =(1—itge):
1 ]

: (1 +itg @) = cos 29 — 4 8in 2p = 2w (podle vzorce Eule-
il 1,—2——1-——1- co!i——a.ina
) og {7 s kl’ %, ’

malou upravu — je jiZ Laguerreliv vzorec.(9)]

13. DokaZte: Spojime-li obecny bod P s vrcholy trojiihelnika
0,0,0; a sestrojime-li k tdmto spojnicim harmonicky sdruZené
pFimky vzhledem k pfisluSnym straném trojthelnika, leZ{ prti-
sebfky tdchto pfimek s protilehlymi stranami trojuhelnika
v jedné p¥imce (harmonické poléFe &li harmonikédle uvaZo-
vaného trojthelnika vzhledem k bodu P)!

14. Analyticky potvrdte harmonické vlastnosti tiplného
étyfrohu: a) KaZdym diagondlnim rohem &tyfrohu prochézejf
dvé strany &tyfrohu a dvd strany diagondlnfho t¥irohu; tyto
&ty¥i pFimky tvofi v uvedeném poFadi harmonickou &tveFinu.
b) KeZ%dé dva diagondlni rohy tvo¥f harmonickou &tvefinu
s témi body &tyFrohu, které leZi na jejich spojnici!(??)

15. Jaké soufadnice maji soufadnicové osy ? Napi&te rovnice’
soufadnicovych vrcholi!

[0405 [1; 0; 0] atd. Vrehol O; mé rovnici £ = 0 atd.]

rova). A tedy ¢ =

16. Vyslovte vétu dudlni k v&té: Dvé pfimky ) a;x; = 0,
13

Zb‘z‘. = 0 se protinaji v bodé
[}

. . _|Gs Gg]| |Gy @ a, a
Ty Xy Ty = b: b | * | b bl‘ : b: b: !
Rovnice priseéiku téchto p¥imek zni
&6 &
a, ay Gy | = 0!
b, by b,

18. Toté% pro vdtu: SouFadnice bodu v ¥ad¥ jsou vyjédfeny
rovnicemi

eT; = My; + Az, (1= 1,2, 3)!
[SouFadnice p¥imky ve svazku Z,Zala:i + A,Zbizi = 0 jsou
1

1

eé; = Zldi + Agh;.]



19. Toté% pro vétu: T¥i body (a), (b), (c) le#i v ptimee, jestliZe
(@1 Gy Gy
b, by, by
€1 €3 €y

20. Jak se linearni substituci (11) a (12) transformuji jednot-
kové body?

21. Doka%te, ¥e dvojpomdr Sty¥ bodd pFimky je invariant
projektivni transformace (linedrni regulérni substituce)!

[PFimka gz, = A,y; + A% PFejde transformaci (11) v pHm-
ku g ‘z; = A4, 'y; + Ay 'z;, v jejiZ rovnici jsou tyté% parametry,
jako v puvodni. Dvojpom&r &étyF bodi pkimky vSak zdvisi
pouze na hodnotédch i,, 4,.]

22. Obdobnd dokaZte, e dvojpomé&r ¢ty pfimek svazku je
invarient projektivni transformace!

23. Kterymi rovnicemi je vyjéd¥ena 1dent1cka transformace ?
" [Q z; = Z‘]
24. Napiste rovnice, jimi# se transformuje pouze jednotkovy
bod!
lo'z; = ayz]
25. DokaZte, Ze dvé projektivni transformace po sobd jdoue
miZeme nahraditi jedinou transformaci!

[Z rovnic ¢’z; = Dayx, o’z; —-Z T Plyne o'z, =

= zaaBu , 0% = Zb:r‘lyk 7]
kd

26. Projektivni transforma.ce tvoM grupu. Doka¥te! Jaky
invariant mé tato grupa?

[Vé&ta vyplyvé z vysledkit 23. a 25. tdlohy a z existence
inversni transformace. Dvojpom&r (viz 21. a 22. ilohu).(®)]

27. Napiste transformaci, kterd p¥evadi obecnou kartézskou
soustavu v obecnou soustavu projektivni!

[Kartézska soustava — jako zvlé¥tni pkipad soust,avv pro-
jektivni (viz 8. tlohu) — budiZ uréena body O, (z3 = z, = 0),
O; (%3 = z, = 0), O3 (z, = z, =0) (poBétek), J (-’”1 = 31 = Z,);
projektivni soustava. budiZ urfena body 0; (Ayz5 Aggs Agi)
(1=123), J(71, 725 7). Transformace, kteréd pfevud[ 0 \ (S
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splfiuje vatahy ag == 7.4 (9 rovaic), transforinace, kterd pio-
vadi J v 'J spliuje vztahy gf; = a;Z; + a;®y + a5, (3 TOV-
nice). Mé tedy hledand transformace tvar

o'z = Z"b)‘ilzh' (3]
k

28. Co vytvotuji prisediky odpovidajicich si pfimek ve svaz-

cich ZIZain + l,zbizi =0, z,za,. o+ }"Zb‘ ‘7, = 0?
L4 . [ 1 -— 3

[Zae pFedpokladu, Ze oba svazky jsou rizné, dostaneme vy-

loudenim parametri kuZelosetku. VySetfete nékteré jeji vlast-
nosti!) .

29. Obdobnou ulohu provedte pro soufadnice bi‘imkové!
[KuZeloseéka jako obélka svych teéen!]
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PROF. JOSEF HOLUBAR

O METODACH ROVINNYCH

KONSTRUKC]
(Uloha Apolloniova a dlohy pFibuzné)

Kolikrate asi jste piemysleli nad geometrickou
dlohou a ptali se, ¢im zaéditi, jakou metodou ji Fe-
giti. A malokdy jste se starali, je-li moZno metody
u¥ivané pii rovinnych konstrukecich n&jak tFiditi
a vede-li dloha svou podstatou pfimo k uZiti
ndkteré metody; toto oboji chce vam .pravé uké-
zati a zddrazniti knifke Holubéfova. Piiklady,
na kterych ukazuje vam autor rizné metody
rovinnych konstrukei, proplétaji se ulohy slavného
feckého udence Apollonia, dlohy Pappusovy a
jiné ulohy 8 nimi souvisici (zvla§t® o konstrukei
kruZnic z raznych podminek). Pfi ¢teni zajima-
vych jednoduchych v&t, kterych se pfi konstruk-
cich pouZivéd, poznite nejen nejduleZit®jSi a po-
drobné FeSeni t&chto wloh, ale i nova geometrickd
odvé&tvi, jako kolineaci, polaritu, inversi atd., kterd
vam stfedni 8kola ji¥ nemohla ukazati. Na fad&
pripojenych tloh k evideni (s ndvody) budete moci
zkusiti, jak jste vnikli do novych poznatkid a na
mnohé tloze miZete vyzkouSeti rizné metody,
porovnévajice jejich pfednosti.

1940. 111 stran, 63 obr. Bro%. K 18,80.

CESTA K VEDENTI, SV. 4
U véech knihkupct

JEDNOTA CESKYCH MATEMATIEU A FYSIKU V PRAZE




PROF. DR. V. HRUSKA

KONSTRUKCE
OMEZENYMI PROSTREDKY A
GEOMETRICKE APROXIMACE

P¥i grafickém provadéni geometrickych konstrukei
se setkdvame &asto se tfemi zdkladnimi obtiZemi.
Jednak &asti konstrukei zapadaji mimo nakresnu,
nebo neméame dostaéujici pfesné pomicky k jejich
provedeni, nebo kone¢nd konstrukce nenf piesns
proveditelni jednoduchymi rysovacimi prostfedky,
t. j. pravitkem a kruZitkem. Knifka Hruskova
ukazuje na fads$,zakladnich dloh nejéast&ji se vy-
skytujicich, jak se prakticky odstrafiuji tyto obtiZe,
jak se tedy provadi konstrukce v omezené nidkres-
nd, nebo jen nékterymi.prostfedky a koneénd jak
se konstrukce, které nejsou pravitkem a kruZitkem
pfesnd proveditelné, nahrazuji (aproximuyjf) pfibliz-
nymi jednoduchymi konstrukcemi a jak se uruji
jejich chyby. Pfesnost grafickych konstrukef, apro-
ximace tfetdni dhlu a konstrukce n&kterych pravi-
delnych mnohouhelniki, empirické kfivky atd., to
jsou véci, s kterymi se setkdvdme v praxi, v tisku,
v %ivoté a které zaujmou &tendie a rozsiff obor jeho
stfedoskolskych poznatk.
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PROF. DR. LAD. SEIFERT

IMAGINARNI ELEMENTY
V GEOMETRII

Obecnost mnohych v&t elementdrni matematiky
spobiva na predpokladu, Ze byla zavedena {isla
komplexni. Aby tomu bylo podobné s vétami ele-
mentdrni geometrie rovinné u v prostoru, je tieba
zavésti imagindrni body, pfimky, piip. celé kiiv-
ky, imaginarni roviny atd. Seifertova knf¥ka jedno-
duchym zpuasobem — vychézejic od elementarni
geometrie analytické — uvéadi ¢tendfe do Kklasic-
kych metod takového zavedeni — do geometrie
projektivni — kterd v minulém stoleti pfinesla
tolik nového; definuje jak pary sdruZenych imagi-
nérnich elementi v jednomocnych redlnych utva-
rech, tak — podle Staudta — jednotlivé samotné
imagindrni prvky. Vedle viech zakladnich konstruk-
ci 8 tdmito prvky nebo s témito prvky a prvky
realnymi (jako na pi. uréeni imaginirnich priise-
Sikd piimky o kruZnice, nebo urdeni roviny tiemi
imagindrnimi body a pod.) najde zde &tenaf zminky
o imagindrnich mimob&tkéch, osffEginarmich ku-
Zelosetkach, o komplexn{ roviu atd,
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CESTA K VEDENI

miZ je stanovena poloha geo-
metrického prvku (dv& sou-
Fadnice kartézské, &tyti sou-
fadnice tetracyklické a pod.)
a posléze podle grupy trans-
formaci, vzhledem k nfiZ je
soustava invariantnf (sou-
fadnice projektivni, piiro-
Zzené a pod.).

V této kniZce byla zvolena
nejjednodussicesta: byly pro-
brany rtizné druhy rovinnych
soufadnic, pFi demZ postupo-
véano od pravotGhlych soufad-
nic, zndmych ze stfedni Sko-
ly, ptes zobecnéni v dvojim
sméru (pribréni tfettho &isle
— soufadnice trojGhelnikové
a nahraZeni kartézské linedr-
nj sitd &arami vySsich stupiiti
— soufadnice kflvodaré) aZ
Xk’ nejdtleZit&jSimu druhu
soufadnic, k soufadnicim
projektivnim. Pfitom s pro-
sp&chem lnihu miiZe &isti jiZ
ten, kdo se seznémil s nej-
jednodu33imi zdklady analy-
tické geometrie v roviné.

jCMF
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