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CESTA K VEDENI

Prof. Dr. Jitt Klapka:

JAK SE STUDUIJI
UTVARY V PROSTORU?
(Cdet 1.)

Sirsi verejnosti, kterd pro-
&la nadi stfedni BSkolou, Je
znams analytickd metoda
v rovinné geometrii a také
jeji piednosti a nevyhody.
Utvary prostorové, s ktery-
mi se denn& setkdvdme, do-
vede zatim studovat samy
0 sob&, méii a politd délky,
ihly, obsahy a objemy té&ch-
to dtvartt metodami, které
jt nauéila Skola.

V kniZce prof. Dra J.
Klapky poznéite analytickou
geometril prostorovou a hned
v celé jeji 3iH a bohatosti.
Vychédzeje z jednoduchych
poznatkt, které v nés ne-
chavad stfedni Skola, zavede
autor &tendfe nejen do oby-
¢ejného kartézského systé-
mu soufadnic v prostoru,
ale i do obecné&jSich soufad-
nic kosoGhych a do t. zv.
soufadnic projektivnich
v prostoru, 8 kterymi se
pracuje velmi pohodlné&.

Ukazuje potom, jak se
studuji elementy prostorové
geometrie (bod, pfimka, ro-
vina) a jak se FeSi zdkladni
adlohy polohy a ftlohy me-
trické v prostoru; p#ipra-
vuje si tak ptidu k studiu
daldfch ttvart, které najde
&¢tendf v druhé &4sti a tedy
v Jiném svazku Cesty.

Mnohd cviten{ s FeSenimi
obsahuji dopliky vykladd,
které 1ze &isti bez ndmahy.

JCMF
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Uvob.

Redakei sbirky ,,Cesta k védén'“ jsem slibil v z4F 1940
napsati spis o analytické geometrii v prostoru. Spis bude
dvojdilny a tato kni?ka je jeho prvnf dil.

Je vénovén bodim, piimkdm a rovinidm v prostoru
a z nich slofenym iitvaram linedrnim. Druhy dil se zabyvé
plochami druhého stupné; jako ukézka uZiti metod analy-
tické geometrie na plochy stupné vyisifho je k nému pripojen
odstavec o anuloidu.

V intencich sbirky ,,Cesta k védént* jsem usiloval o takovy
zpisob vykladu, ktery je srozumitelny étendiim s béZnym
matematickym vzdéldnim, jaké dévd stiedni 8kola. Rozsah
tohoto vzdéldnf skoro dostatuje pro cfl této kniZky. Proto
stacdilo predeslati (v kap. I) pomérné maly dodatek k ldtce
o analytické geometrii rovinné, probirané na stiednf &kole,
a struény nddrtek nejzdkladnéjSich pojmi a vét nauky
o determinantech a maticich. Tato nauka je totiZ — spolu
8 naukou o algebraickych formich — nejdilezitéjsf pocetn{
néstroj, pouZfvany v analytické geometrii. Proto vétsf sobé-
statnd dfla o anal. geometrii zpra.\nd.la. obsahuji viplny vy-
klad zdkladi téchto nauk (viz na pi."Anhang v-dile Heffter-
Kohler, Lehrbuch der. Anal: Geometrie). Kromé toho
existuj{ udebnice algebry, jejichz hlavn{m tiéelem je pi{prava
k dalimu studiu geometrie analytickymi metodami (viz
na pi. Bécher, Einfithrung in die héhere Algebra).
V srovndvini s uvedenymi dily — kterd lze viele doporuditi
k hlubsimu studiu — mohl jsem podati pouceni o téchto
naukdch v rozsahu zcela nepatrném, ktery asi nepostadf
étendfi ndroénéj§imu. Tomu doporuéuji, aby hledal obafr-
néjsf pouceni v krésné knize Bohumila BydZovského, Zékla-
dy teorie determinanti (JCMF, Praha 1930), nebo
alesponi v struénéjsfm spise (litogr. pfednddkéch) K. Zahrad-
nika, O determinantech (z r. 1903—04).

Cesky &étendt mé moznost studovati analytickou geometrii
v prostoru téZ z nékterych starsich uéebnic (na pf. Studnié-
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kovy) a z novéjsf zdatil¢ knihy B. BydZovského, Uvod do
analytické geometrie, JCMF, Praha 1923. Na rozdil
od nf moje knizka se neomezuje na pravoihlé soutadnice
bodi a rovin a uvdd{i ¢tensfe do symboliky, uifvané hojné
v novéjsich pracich o projektivn{ geometrii diferencidlni.
Tim, jak se domnivdm, je jeji vydini odivodnéno.

Do textu je zafazeno 145 piikladu ke cviéeni, z nich 76
je v dile prvnim. Jejich vypracovdnim étendf ziskd dulezité
nové védomosti, vycvik v uzivdni obecnych vztahi ve zvl4st-
nich piipadech a koneéné jistou zruénost v &iselnych vy-
poctech, kterou nelze zanedbévati. Teprve po zvlddnuti
litky a vypracovén{ piiklada prvého dilu je moZno s pravde-
podobnym uspéchem pfikroéiti k éetbé druhého dflu.

Na konec dékuji viem, kdoZ mi svou praci poméhali.
Je to predeviim p. dr. Frantifek Vydichlo, soukromy docent
Ceské university Karlovy a Ceského vysokého uéenf technic-
kého v Praze, od ného# vydel popud k sepséni této knizky
a ktery prefetl rukopis a doporuéil jej k tisku. Jednoté
ceskych matematiki a fysikid, ndleZ{ muj dik za vyddnf a
thlednou tpravu knihy.

V Brné v dubnu 1941.
Jif Klapka.



I

0 HOMOGENNICH ROVNOBEZKOVYCH SOURAD-
NICICH BODU V ROVINE; ROVNICE PRIMKY A
KUZELOSECKY.

1. Homogenni soufadnice. O dvojici &fsel pravime, Ze je
usporddand, kdyZ je urceno, které z obou éisel je prvni
a které je druhé. Oznaéme prvé z nich z, druhé y, a sou-
¢asné zvolme zndmym zpisobem v roviné, jiZ nazveme ¢,
pravothlou kartézskou soustavu soufadnic. Jsou to dvé

navzijem kolmé osy soufradnic za Z (8ipky znadci, Ze
piimky jsou orientordny, t. j. Ze je na nich vytéen kladny
smysl), jejichz body jsou oéisloviny dvéma shodnymi mé-
ritky, kterd maji své nulové body v priseéiku O obou os,
¢ili v poédtku soustavy soufadnic.

Vedeme-li bodem z osy @ rovnobézku s; (obr. 1) a bodem
¥ na y rovnobéiku s ;, protinaji se obé rovnobézky v bodé,

ktery oznaéme (z; y), coZ éteme: bod o tiseéce z a o po-
fadnici y. Obdélnik, jehoZ strany

jeou souradnicové osy a obé rovno- ’,

bézky, o nichZ pravé byla feé, na- 3

zyvejme soufadnicovym obdél- 2 Btx;p

nikem bodu (z; y). Nékdy ozna- 1

¢ujeme bod v roviné jesté jistym 1T 1

pismenem, na pt. 4, B, C,..., které -

pak pifeme pfed zdvorku se sou- ?-2

fadnicemi onoho bodu, na pf. Qpr. 1. Pravoihld sou-

B (z; ). stave soufadnic bodu
Body v roviné a uspoiddané dvo- v rovins.

jice soufadnic jsou danou soufadni-

covou soustavou uvedeny v korespondenci obou-
stranné jednoznaénou, t. j. bodu v roviné ndleZ
jedind dvojice souradnic v této soustavé, a obrdcené, kterou-
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koliv usporéddanou dvojici &fsel lze poklddati za dvojici sou-
fadnic jediného bodu v roviné v téZe soufadnicové sou-
stavé.

Pravoihlé kartézské soufadnice bodu v roviné jsou zvlést-
nim druhem t. zv. nehomogennfch soufadnic rovno-
béikovych. Obecné nehomogenni rovnobézkové souiad-
nice bodu B (obr. 2) uréime opét vedenim rovnobéiek

Obr. 2. Rovnob&Zkové soustava soufadnic bodu v rovins.

bodem B se dvéma osami x a y, které vSak nemusf byti
navzdjem kolmé a na nichi leffci méfitka nemusf byti
shodn4. Soustava je pak kosothld a soufadnicovy obdélnfk
je zde zobecnén v soufadnicovy rovnobéinik bodu B.
Tuto soustavu lze urciti polohou obou os a t. zv. jednotko-
vym bodem, t. j. bodem (1; 1), ktery s poddtkem (0; 0)
postaduje k uréeni obou métitek ns soufadnicovych osich
a tim i k uréenf jejich orientace.

I tato obecnd soustava rovnobéZkovych soufadnic zpro-
stfedkuje oboustranné jednoznadnou korespondenci mezi
usporédanymi dvojicemi éfsel a body v roving.

Poviimnéme si bliZe pojmu ,smér pfimky v roviné“.

V uvaZované roviné budtez dény osy_:; &-_1; a jednotkovy
bod, éim% obecnd soustava rovnobézkovych soufadnic je
urdena. V dalifm patrné postaéf{ uvaZovati pouze .o piim-
kéch prochézejicich pocdtkem O soufadnicové soustavy;
sméry paprski tohoto svazku totiZ vyéerpavaji sméry viech
piimek v roviné.
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~Bud tedy r jeden z téchto pa‘ptsku je jednoznaéné uréen
dn,léfm svym_bodem (J;m), riznym. od pocé,tku 0.. Pek

oviem i bod
(AL; Am), (L1)

kde’'Z = 0, spolu s O uruje tyZ paprsek r, nebot kaZzdému
z uspoiddanych dvojéislf (1,1) ndlezi ]eden z bodt paprsku 7.
Skuteéné, méni-li se A, bod (1,1) opisuje 7, nebot jeho
soufadnicovy rovnobéinik (obr. 2) vznikéd z rovnobéinfku
bodu (I; m) stejnolehlosti o stiedu O a poméru A. Smér
primky r zévisf tudiZ pouze na pomérum : I, jehoz udavatele
nazveme smérnice pifmky 7; (m :1= k). Cisla I, m jsou
smérové parametry piimky 7. Smérniee a smérové para-
metry pifmky ¢, kterd je s r rovnobéZnd, jsou tytéZ jako
primky 7.

Zde pF¥ipomeiime, ¥e axiom, kterého mlky pouZivéme a ktery
znf: ,,bodem lze vésti k dané pFimce jedinou rovnobdzku*, vy-
jadfujeme &asto slovy: ,,dv® rovnob&zky maji jediny spdleény
bod v nekoneénu'‘, t. zv. bod nevlastni. Z toho viak plyne,
%¥e¢ v ka¥dém sméru existuje jediny bod nevlastni, ndleZejici
celé osnovd rovnobdZnych pfimek. Jsou tedy nevlastni body
roviny a smdry jejich pfimek ve vzédjemné korespondenci
oboustrannd jednoznaéné.

Uvedeny tvar axiomu o rovnobdfkéch je podkladem zjedno-
duSené geometrické terminologie, ve které je moZno mnoZstvi
vyrokd o smérech piimek vysloviti jako vyroky o bodech.
Na pf. v8tu: ,,pHmka je urlena dv®me body, nebo bodem
& smérem‘ lze vysloviti struénéji: ,,pfimka je urlena dv&ma
body*, pFipustime-li, ¥e jeden z obou bod# miZe byti nevlastni.
_ ProtoZé nAm velmi zéle%f na strudnosti vyjadfovéni, pouZi-
jeme i my této terminologie. Projevi se to tim, Ze celd soustava
vét (t. zv. projektiond geometrie) bude platit bezvyjimeénd pro
viechny body, pfimky, roviny a z nich sestrojené utvary
v prostoru, kde%fto bez dopln&ni prostoru body nevlastnimi
by tomu tak nebylo. Proto ¥{kéme, %e nevlastni body dopliiuji
rovinu, resp. prostor na projektivni rovinu, resp. na pro-
jektivni prostor.

Bud nynf x5 Xy; Ty (1,2)

usporddand trojice é&fsel, z nich% alespofi jedno
nenf nula.



Jelizg &+ 0, pak éisla (1,2) nazveme homogennimi
rovnobéZkovymi soufadnicemi bodu, jehoZ neho-
mogenn{ soufadnice jsou

r=o0 YT, (1,3)

Jei 2z, =0, ¢isla (1,2) jsou homogenn{ rovnobéz-
kové soutfadnice nevlastniho bodu ve sméru urdée-
ném smérovymi parametry

l=2z, m=ax, (1,4)

Tato definice homogennich rovnobézkovych soufadnic
zfejmé predpoklddd, Ze je déna a jednoznaéné uréena rovno-
bézkovd soustava soufadnic; vzhledem k nf jsou (1,2) homo-
genni, (1,3) nehomogenni rovnobézkové soufadnice uvaZo-
vaného bodu. Z definice plyne:

Kazdé trojici-(1,2) nédleZf jediny bod v roviné. Aviak
obrdcené, kterémukoliv bodu roviny nédleif celé mnoZstvi
uspofddanych trojic jeho homogennich rovmobézkovych
soufadnic vzhledem k dané soustavé soufadnic. Je-li (1,2)
jedna z nich, a je-li 1 3= 0, pak Az,; Az,; Az, je jind z trojic
tohoto mnoZstvi, je budeme struéné oznadovati

{=; z3; 23}, (1,5)

(). (1,6)

Body na ose z jsou charakterisovény rovnici z, = 0,

nebo jeSté struénéji

body na E; rovnicf 2, = 0 a body nevlastni rovnicf z, = 0.
Poslednf rovnice je linedrni; proto fikdme, Ze mnoZstvi
viech nevlastnich bodi v roviné je t. zv. nevlastnf pfim-
ka roviny. Nelze jf oviem pfisuzovati viechny vlastnosti,
které majf ostatni pfimky. Na pi. nevlastni pfimka nem4
24dného sméru a dvojice jejich bodi neurduje tisedku.
V homogennich soufadnicich bod se zpravidla oznaduje tym

pfsmenem jako jeho soufadnice, aviak bez indexu. Jsou tedy
Z,; Ty; Ty soufadnice bodu z, coZ strudn® zapisujeme symbolem
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Z (Z,; Ty; T5), Podobnd y (y;; Yss Ys) zna.l‘,i bod y o homo ennich
soufadnicich’ Y15 Ya3 Ys, nebo 2’ (z;; z’y; 2’5) znati bod 2z’ 0 homog.
soufadnicich z’;;z'y;2 & t. p.

Rovnice (1,3) a (1,4) nds pouéuji, jak z homogennich rovno-
béikovych soufadnic bodu vypoéteme jeho soufadnice nehomo-
genni vzhledem k téZe soustavs soufadnic, resp. jaké jsou jeho
smérové parametry, jde-li o bod nevlastni. Obrécens, jsou-li
dény nehomogenni soufadnice (z; y) bodu v roving, pak trojice
jeho homogennich rovnobéikovjch soufadnic vzhledem k téZe
soustav® tvoF mmnoZstvi {z; y; 1}.

Jde-li o bod nevlastni, charakterisovany smérovymi para-
metry I, m, pak trojice jeho homogennich soufadnic v téZe
souf. soustav® tvofi mnozZstvi {I; m; 0}.

Dva body x (z,; z;; 23) 8 ¥ (¥y; ¥a; ¥s) jsou totoZné jen tehdy,
kdy% ob®& mnoZstvi {z} a {y} jsou sloZena z tychZ uspofida-
nych trojic, coZ vyjadfujeme symbolickou rovnici {z} = {y}.

Jsou-li oba body rizné — a jen tehdy — piSeme {z} ¥ {y}.

2. P¥imka a kuZelosetka v homogennich rovnohézko-
vyeh souFadnieich.

a) Pfeme-li linedrn{ rovnici pfimky p v nehomogennich
soufadnicich ve tvaru

oz + ay + ay = 0’ (2sl)
obdriime z ného tvar homogenni
0%, 1 ATy 1 8373 = 0, (2,2)

nahradime-li v (2,1) x a y podle (1,3) a ndsobime-li celou
rovnici faktorem x;. Alespon jeden z koeficientu a,, a,, ay
v rovnici (2,2) musi byti od nuly rizny; je-li to pouze a,,
obdriime rovnici piimky nevlastni. Zavedeme-li oznadeni

P(T) = a,2) + 4,7, + a7,
éili P@) =202 (=1,23)
lze rovnici piimky p psdti zkricené
p(z) = 0. (23)
Podobné nehomogenni rovnici kuZelosedky f
a2 + y¥® + 20,57y + 20,57 + 205y + a5 =0 (2,4)
9



upravme -n& homogenn{ tvar dosazenim za z a y podle
(1,3) & ndsobenim celé rovnice faktorem z,2. Vychszf rovnice

f(z, 2) = a2, + ant® + 2“12“’1“’2 + 28,3775 + 2a492,74 -}
+ g = 0, (2,5)

kde je vyzna.ceno, Ze polynom na levé strané budeme
struéné oznacovati f(x, x). Za predpokladu, Ze pro viechny
dvojice index ¢, & platf

iy — A, ('s k= ly 2) 3): (2’6)
lze struéné kldsti
/(x’ x) = Z’likfil‘h (i, k= l: 2) 3))
ik

a rovnici kuZelosecky f lze pséti zkrdcené f(z, z) = 0.

Je ziejmé, Ze novéd rovnice (2,5) kuZelosecky f je opét
druhého stupné, aviak homogenni. Postup, ktery vedl od
nehomogenni rovnice k homogenni rovnici pifmky p, resp.
kuZelosecky f, budeme nazyvati homogenisaci rovnice &éry.

' Stejn¥ jako linedrni rovnice vyjadfuje pfimku a rovnice
druhého stupnd kuZelose¢ku, homogenni rovnice stupnd =
(n > 0, celistvé) mezi b&%nymi homogennimi soufadnicerni
bodu jest rovnici algebraické k¥ivky stupnd n.
P¥imka protind algebraickou kf¥ivku stupnén, jeji%
&4stf neni, vn bodeci Tuto &asto pouZivanou vétu musime
chédpati v tom smyslu, Ze v soufadnicich homogennich ur&eni
spolefnych bodd pfimky a alg. kfivky stupnd n vidy vede na
algebraickou homogenni rovnici stupné n o dvou (homogen-
nich) neznamych. %(of'eny této rovnice jsou s uvafovanymi
prisetiky v korespondenci oboustrann® jednoznaé&né; aby véta
byla spravné, je nutno poéftati k-ndésobnému ko¥eni korespon-
dujici prisedik za ‘k prisedikd splyvajicich a nevyludovati
z podtu priseliky imaginérni, koresponcfujici komplexnim ko-

fentim.
Na piiklad piimky p a ¢ o rovnicich
P(Z) = )2, + ayT, + ay2y = 0} (2,7)
a g(x) = bz, + byzy + byzy =0 o

majf obecné jediny spoleény bod z, jehoZ homogenn{ sou-
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fadnice z,, 2,, ; jsou v pomérech

e |agag] |aga | | @ :
R e N E P e sz, (2,8)

de
‘;: g; = aby — apb;, 2.9)

jsou t. zv. determinanty druhého fddu. _

V determinantu (2,9) g, g, b;, by jsou jeho prvky, o, e,
je jeho prvy Fddek, b, by druhy #ddek, a;, b; prvy sloupec, ag, by
druhy sloupec, apby jeho hlavni dhlopfitka.

Schema

a, ay a

|5 5 5 10
se nazyvéa matice. Na rozdil od determinantu nemusi byti
&tvercové a nemd %4dné hodnoty. Matice (2,10) je dvojfddkova
a o t¥ech sloupcich. Vynechdvdme-li po jednom sloupei, vznikajf
t¥i determinanty druhého Fddu této matice. Je-li alespoii jeden
z nich od nuly rtzny, pak matice mé hodnost 2; obecnd hodnost
matice je &slo, uddvajici nejvyssf ze viech ¥4dd od nuly réz-
nych determinantd, vznikajicich z matice vynechdnim né&kte-
rych jejich F4dkl a sloupei.

Uméru (2,8) vyjadiujeme jesté struénéji ve tvaru

@, a, ag
by by by
KuZelosetka f je kiivka druhého stupné, proto piimka p,
kterd nenf jeji &dstf, ji protind ve dvou bodech. K urdenf
obou prusediku tieba fefiti soustavu rovnic (2,5) a (2,2).
Specielné pifmka nevlastni xz; = 0 protfnd f v dvojici ne-
vlastnich bodi, charakterisovanych rovnict
an%y® + 28157, %5 + Gge%y? = 0. (2,12)
Rovnici (2,12) snadno nahradime rovnici pro smérnice -
k,, k; obou smérd, v nichZ lezf oba tyto prisetiky

ay, + 2a,0k + a,k?t = 0. (2,13)
Podle redlnosti jejich kofenid tifdfme kuZelose¢ky v roviné

Xy I Xy Ty = . (2,11)
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na kuZelose¢ky typu hyperbolického, parabolického
nebo eliptického. V prvém piipadé je.diskriminant
rovnice (2,13)

4 = ay —aya,,
kladny, v druhém nula, v tietim zdporny.

KuZelosedka typu hyperbolického mé tedy dva redlné
ruzné body nevlastni (ve sméru asymptot, resp. ve sméru
obou jejich piimek, je-li singuldrnf).

Kuzelosetka typu parabolického m4é jediny bod nevlastni,
ktery je viak nutno poklddati za dva body splyvajici. Je-li
to parabola, lezi tento bod ve sméru jeji osy.

Koneéné kuZelosecka eliptického typu nemd Zidnych
redlnych bodi nevlastnich.

Je-li f skutedné hyperbola, parabole nebo elipsa, nebo
je-li f kuZeloseéka degenerovand (rozpadld nebo nékdy
zvand singuldrni), t. j. sloZend ze dvou redlnych riaznych,
redlnych splyvajicich, nebo sdruZené imagindrnich pifmek,
o tom rozhoduje hodnota t. zv. diskriminantu rovnice
kuZelosedky f

A = a0y + 01385905 + A1l Bye — g Qayllyy— Ggllygly; —
— 3391213

Lze jej zjednodusiti, béfeme-li ohled na (2,6).

Jen tehdy, kdy? 4 + 0, kuZelosedka f neni dege-
nerovand, t. j. je to elipsa, kruZnice, hyperbola
nebo parabola. Naproti tomu 4 =0 je nutnd a po-
stadujici podminka toho, aby kuZelosecka f byla
degenerovani.

Diskriminant A4 lze pséti ve tvaru determinantu tfetfho
fadu

181y Gyg Gyy
(gy Qgg Aoy .
Q31 G3p O3

A=

éili
A=agl;
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ponévadi pro jeho prvky plati rovmice (2,6), nazyvd se
soumérny; (skutedné jeho prvky poloZené soumérnd podle
jeho hlavni diagondly a,,a,.85, jsou stejné). I v ném prvky
jsou sestaveny do Fddkid a sloupci.

Vydéislovéni, t. j. vypolet hodnoty determinantu t¥etiho Fadu,
je patrné ze schematu

al\ /‘|‘ bl\ /‘] €
/\—lb /\—I cy| = TbaCs + bicgay + c1a5by — aybye; —

% ><—| : ><_l ! —b4Caa,— c3a4b,
ag N by N Cy

(pravidlo Sarrusovo). Jinak lze vyé&isliti determinant A jeho
rozvedenim podle n&kterého jeho ¥ddku nebo sloupce podle
této véty, patné pro determinant kteréhokoliv fadu n (t. j.
o jakémkoli podtu ¥a4dkd):

Hodnota determinantu rovnd se soudtu ze soudini
prvkid jednoho jeho ¥ddku (nebo sloupce) s jejich
minory.

PFi tom minorem A4,;; prvku ag rozumime faktorem (— l)""k

ndsobeny determinant, ktery vznikne z A, vynechdme-li v n¥m
Fadek i sloupec, obsahujici prvek ay.
Je tedy podle vdty pravé uvedené

A=Daydy, 6=12..,n),

nebo
A=Dagdy, (k=12 ...,n).
k

Na pf. determinant

1 4 9
A=|4 9 16
9 16 25

podle pravidla Sarrusova vydislime takto:
A=1.9.264+4.16.94+-9.4.16—16.16.1—25.4.4—

Podle pravidla o rozvéd¥ni determinantt podle ¥4dkd nebo
sloupct vychdzi (rozvddime podle 1..Fadku)

13



A=l.(—l)1+1' 916]_{_4 (— 1)L+E 1416 +

!9 25
+ 9.(—'-1)1+’|g 12| — —31 4176 —153 = —8.
Vratme se k rovnici (2,12). Je to — kromé jiZ uvedeného
vyznamu — spoleénd rovnice obou pifmek, které jsou

rovnobéiné s asymptotami kuZelosetky f a prochdzejf po-
¢atkem Q. Jejf levd strana je rozloZitelnd v soudin (@, 5= 0)

oufer+ 22V ) o 4 2V )

z néhoZ jsou patrny rovnice obou pfimek. V nehomogen-
nich soufadnicich podle (1,3) tyto rovnice jsou

yrmtVa, (2,14)
Qoo
a
Vi
y+ e (2,15)

Je-li / kruZnice, je ay; = ayy + 0, 6,3 = 0 a pFedchozi dv¥
rovnice zné&jf

y+iz=0, kde i = +-J/—1.
Jsou to rovnice dvou imagindrnich pFimek, protinajfcich se
v redlném bod® (sdruZend imagindrni pfimky), jeZ se na-
zyvaji isotropické (té2 miniméln{) pfimky.

V jejich smdrech le#ici imagindrni nevlastni body jsou kru-
hové body roviny. Nézev pochéz{ patrnd z toho, Ze kaZdd
kruZnice v rovind jimi prochézi; nikoli vBak jiné kuZelosedky
nedegenerované (nesinguldrni). Kruhové body, resp. isotropické
pFimky jsou dileZity pro metrické vztahy v rovind a umoZiiuji
jejich jednoduchy vyklad.

KaZdym bodem v rovind prochézejf dv® sdruZené isotropické
plimky.

b) Stejné jako dvé rizné pimky uréujf svazek pifmek,
je dvéma ruznymi kufelosetkami f, g uréen svazek kuzelo-
sedek. Je-li (2,5) opét rovnice kuZelosedky f, kdeZto

14



g, 2) = Dhariry =0, 1=1,2,3),  (2,18)
. ik

kde by = b, rovnice kuZelosecky g, pak rovnice kaZdé

daldi kuZelosecky h svazku mé tvar )
h(z, z) = f(x, z) — gg(x, ) = 0, (2,17)

kde g je konstanta. '

Je ziejmé, Ze kuZelosetka
k (obr. 3) prochdzi viemi spo-
leénymi body kuZeloseéek f,
g. Predpoklidejme, Ze to jsou
pouze &tyfi body 4, B, C, D,
tvorici t. zv. basi svazku.
Nékteré z nich mohou oviem
splyvati, na pi. kdyZ kuzelo-
secky f a g se dotykaji.

Obrécené, kaidd kuZelosed-
ka prochdzejicf vSemi body
base néle¥i svazku. Proto mu Obr. 3. Svazek kuZeloselek
nélezejf i obecné tii rozpadlé ° kuZelosetkami rozpadlymi.
kuZelosetky - hy, hy, hs, sloZené
z dvojic pfimek AB,CD, resp. AC, BD, resp. AD, BC.
Jejich singuldrni body oznaéme Sy, S,, S;.

Jaké musf byti-p v rovnici (2,17) kuZelosedky h svazku,
aby to byla kuZelosecka degenerovand? Jak vime, nutnd
i postacujici podminka pro to je, aby diskriminant kuZelo-
setky mél hodnotu 0, t. j. aby bylo

|8y — by 1o — by 13— 0y
D(g) = | @y — by Gy —0byy gy — by | = 0. (2,18)
@y — by Gy — @by gy — by

Rozvedeme-li determinant D(g) a uspofiddme-li vznikly

vyraz podle mocnin g, obdrifme v g kubickou rovnici
B3 —1Ip2 4 Jg— A4 =0, (2,19)

kde B=|bg| atd. Jejf kofeny p,, 05, 05 charakterisuji
singulérni kuZelosetky h,, ko, by svazku (2,17).

15



c¢) Céra v roviné nemusf vidy byti ddna jedinou rovnief;
je téZ moZno soufadnice bodu &dry vyjddfiti jako funkce
nezdvisle prcménné, t. zv. parametru. Méni.li se para-
metr, méni se i soufadnice bodu na ééfe, ktery ji opisuje.
Piikladem tohoto t. zv. parametrického vyjddien
&4ry jsou zndmé rovnice
z — Az” ¥y — Ay
-z YTa=1 (2:20)

r=

sz VYyjadfujicf nehomogenni rovnobéz-
kové soutadnice bodu C (z; y), ktery
lez{ na spojnici (obr.4) bodd 4 (z'; ¥')
a B(x";y"), pti éemZ A= AC.: bC
je délici pomér bodu C vzhledem
k dvojici bodd 4, B. Méni-li se A
bez omezeni, bod C (z; y) opisuje
piimku AB.
Obr. 4. Bod C na spoj-  Vyloudenfm parametru A z rovnic
nici bodd 4, B. (2,20) bychom doéli k linedrn{ rov-
nici mezi z, y piimky 4B. Homo-
genn{ soufadnice bodu C oznalme z,, z,, z;. Pak jest

x — Axll yl - lyﬂ
{"’1;1’2;%}={ T—1 1_151}
a {g}={2'— A",y — Ay", 1 — A}. 2,21)
Homogenisujme pifedchozi vyrazy kladouce
1. z = -y—l, y': lﬁ_; 2. :1:"=—, " =—z£,
Ya Ys % 23

tak¥e uvafované body piimky ABjsoul. 4 ...y (¥; Ya ¥s);
2.B...z2(%;2;2);3.C ...z (x; T,; %) Souéasné poloZme

__t (2,22)

hYs
Pak z (2,21) vychézf
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{#} = {hth + A2 Ay + Az s + Az}
co — nedbédme-li geometricky bezvyznamného faktoru
umérnosti pfi * — lze vyjddFiti symbolickou rovnici
z= Ay + Az, (2,23)
kde A, a A, nejsou soudasné nuly.

Bod z le#f tedy na spojnici (yz) bodii y a z jen tehdy,
existujf-li dvé &fsla A, a A,, z nichZ alespoii jedno neni nula,
kterd vyhovuji symbolické rovnici (2,23), zastupujfef tti
skuteéné rovnice

o= hyi+ Az (1=1,2,3).
Nutné a postatujicef podminka pro existenci ¢éisel 4, 4, je
’ [ & Ty Ty

Y1 Y Y| =0. (2,24)

2 23 %

Je-li splnéna, Fikdme, Ze body z, y, z jsou linedrné z4-
vislé, nebo e néktery z nich je linedrni kombinac{ obou
zbyvajicich. Jinak body z, ¥, z jsou linedrné nezdvislé.
V prvém z obou pifpadi vSechny tii body ndleZejf jediné
piimce, v druhém nikoliv.

Bud u étvrty bod na (y2); je to jind linedrni kombinace
boda y,z nez (2,23), oznaéme ji

U= Y + e,

pii éemZ musf byti A,u, — Ap, =+ 0, aby nebylo {2} = {u}.
Délicf pomér bodu « vzhledem k y, z je podle (2,22)

HaZg
=—"== (2,25)
# #Ys
Pomér A:u se nazyvi dvojpomér bodové ctvermy
(yzzu). Ziejmé je

Aip= e (2,26)
# Ay
Je-li tento dvojpomér roven — 1, é&ili je-li A = — u, étvefi-
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na yzru se nazyvd harmonickd. Téz ifkdme v tomto
pifpads, Ze dvopce bodi 2, v oddéluje harmonicky dVO]lCl
9,2 & obrdcené. Nutnd a postacujici podminka pro to je

hpy + dopy = 0, (2,27)

jak z (2,26) ihned vychdzi. ’

Viechny tyto vztahy zistivaji v platnosti, kdyZz jeden

nebo vice z uvafovanych bodi jsou nevlastni, jak dokdZeme
pozdéji (odst. 6).

P¥iklady k cviteni.

1. Doka¥te, Ze podminka rovnob&Znosti p¥imek (2,7) je
a,by — agh, = 0! [Vychézi ihned z (2,8), kde z, = 0.]

2. DokaZte, Ze nésobenim viech prvkia jednoho Fédku (sloup-
ce) tym#% &islem nédsobi se jim i hodnota onoho determinantu!
[Myslete si determinant rozveden podle onoho ¥4dku (sloupce)!]

8. DokaZte, e vymé&na dvou Fadkd (sloupcd) determinantu
m4 za nésledek zménu znaménka jeho hodnoty! [Pro determi-
nant druhého Fddu je to zfejmé, pro det. tFetiho fadu je to téZ
z¥ejmé, myslime-li si jej rozveden podle nevymé&n&ného Fadku
(sloupce); odtud plyne, %e tomu je tak i pro determinant
&tvrtého, pak patého atd., tedy kaZdého Fadu.]

4. DokaZ’te, %o determinant, jehoZ jeden fadek (sloupec) je
a) shodny s druhym; b) ndsobkem druhého, mé hodnotu nula
[a) Plyne z p¥. 3! b) Plyne z a) a z pFikl. 2.]

8. Odvodte, Ze kuZelosetka (2,5) m4 v bod®d z o soufadnicich

Oy Gy3 Oy
Gg; G Cgy
stfed, nevlastni bod osy, nebo smgu.lé.mi bod podle toho, je-li to ku-
Felosetka stfedové, parabola nebo rozpadld kuZelosetka. [Zkou-
mejte prisetiky kuieloseéky s pfimkami svazku o stfedu z]!

8. DokaZte, uZivajice vyrazi pro soufadnice stfedu kuZelo-
setky, uvedenych v p¥kl. 5 a rovnice (2,12), Ze spoledné rovnice
obou asymptot stfedové kuZeloselky (2,5) zni

Af(z; z) + Az = 0.

Cao pravi tato rovnice, je-li kuZeloselka (2,5) parabola
(4 =0, A & 0), nebo degenerovanéd kuZelosetka (4 = 0)?

7. Doka¥te, %e rovnice poléry bodu y (y,, ys ¥s) vzhledem
ke kuieloseéce (2,6) je f(=, y) =0, kde f(z, y) je kterykoliv

z vyrazid
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(&, y) = an®1yy + GagTsYa 1 GasTays + ‘
+ G (1Y + To¥1) + Gy (T4 + Tytn) +
+ Gga (T3Ys + TYa) =
=z, (3nY1 + C1a¥a + G1s¥s) + To (@Y1 + oY + Bas¥s) +
+ 23 (0¥ T @Yy + xYs) =
= Yy (ayZy + 13T3 + C13%s) + Y3 (851 T) + g3 + G3%3) +
+ Y (@) + A5eTp + A397Ts)-
UkaZte, %e soufadnice bodu z v pfikl. 5 néleZi pélu nevlastni
pFimky!
8. DokaZte, ¢ A = 0 je nutnd podminka pro to, aby se
kuZelosetka rozpadla tek,. Ze urlite hodnotu diskriminantu A
pro degenerovanou kuZelosetku o rovnici

(6121 + @3T3 + G3T3) . (0,7, + bozy + byzs) = O
9. Jaké rovnici vyhovuje g, je-li kuZelosedka h svazku (2,17)

ay; — ¢byy, a3 —ob
parabolat [|3n — ur G

bol ve svazku kuZelosefek? [Dvé.]

Obsahuje svazek (2,17) vidy kruZnici? [Obecn® nikoliv.}
DokaZte, Ze obsahuje-li dv8, je sloZen pouze z kruZnic!

10. Co je mistem st¥edd kuZeloseéek svazku (2,17) 1 [KuZelo-
selka. — Vyjd&te od vyrazi pro stfed v pkikl. 5!]

11. DokaZ%te, Ze trojthelnik S,S,S, o vrcholech v singuldrnich
bodech degenerovanych kuZeloseéek svazku (2,17) je spoletny
polémi trojdhelnik vSech kuZelosedek svazku (t. j. Ze jeho
strany jsou polary prot&jdich vrcholi vzhledem ke vSem kuZe-
losetkdm svazku). [Volte vhodnd souFadnicovou soustavu a za
zdkladni kuXelose&ky f, g svazku (2,17) jeho kuZeloselky sloZené
z pfimek.] Viz obr. 3.

12, DokaZte, e linedrni kombinace bodd nevlastnich je bod
nevlastni! [Je-li v (2,23) y; =2;,=0, je i =, = 0.]

18. DokaZte, Ze dv& pFHmky jsou kolmé, kdy#% jejich neviastni
body oddé&lujf harmonicky body kruhové! [Jsou-li (2,7) uvaZo-
vané pFimky, jsou jejich nevlastni body z (ay; —a,; 0) & % (by; —
— b,; 0). Kruhové body naproti tomu jsou y (¢; 1; 0) & z(~—4;

- 10). Jez = — (a; +a4i) yg; (—a, + agt)z, u = — (b, +
+ byi) y + (— b, + byt) z; z podminky kolmosti obou pFHmek
ayb, + aghy = 0 plyne (2,27) a obrécend, coZ bylo dokézati].

14, DokaZte, Ze koncové body uselky, jeji bod pilici a ne-
vlastni bod pFimky ji uréené tvoF d&tvefinu harmonickou!
[Délici pom&r piilictho bodu je — 1, d&l. pom. nevlastntho bodu
je + 1]

= O.] Kolik je obecnd para-
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16. Dokaite:
ay+ky -t ky...0, +k, Gy Gy ... Gy

gy Qgq - Ggy _|8n ayy ... a5, +
g1 Upg Tan Qpy Gpg Aan

ky ky ky

Qg1 Qg Aon

%1 g - - Opn

[Rozvedenim podle prvnfho fadku. DokeZte vztah té% pro jiny
Fadek (sloupec) neZ prvy a vysledek formulujte ve vétu!]

16. DokaZte, Ze hodnota determinantu se nezménf, pfi¢terne-li
k prvkim jednoho Fddku (sloupce) stejnolehlé prvky jiného
fédku (sloupce), nésobené libovolnym spoleénym faktorem!
[Plyne z p¥ikladu 15.] Roz8ifte na pFid¢itani ndkolika znésobe-
nych Fadka (sloupeu)!
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IL.

URCENI BODU V PROSTORU SOURADNICEMI
ROVNOBEZKOVYMI. DVOJICE BODU.

3. Nehomogenni rovnobéZkové soufadnice bodu v pro-
storu. Uspofddanym trojicim ¢isel (x; y; z) ptifadme
body v prostoru timto zpusobem: Zvolme tfi navzdjem

- = =

kolmé a orientované piimky — soufadnicové osy z, y,z —
prochézejici tym? bodem, poéitkem O (obr. 5).

Od tohoto bodu pocinaje jsou osy

za ;oéislovény stejné jako v odst. ! 1’”"”"
1, tak’e v jimi uréené roviné { '

tvolf dplnou pravothlou kartézskou B M 6
soustavu soufadnic. ] e

Nyni je moZno v roviné { vy-
tknouti bod, jehoZ prvd soufadnice
je =, drubd y. Oznadme jej M’ a

. . - . . b. ih -
vedme jim rovnobéiku se z. Na ni ?Jéﬁligebﬁﬁ?‘?prégt?rﬁ.

nanesme od M’ do M délkuz v mé-

Htku vyznadeném na_z: jehoZ nulovy bod téZ lezi v poédtku O.
Aby vysledek tohoto kroku byl jednoznaény, dodejme, Ze
smysl uvedeného nandSeni se shoduje s kladnym smyslem

osy Z je-li z ¢éislo kladné, kdeito pii zdporném z smysl .
naniSeni je opacény.

Je ziejmé, Ze téZ obricené kaidému bodu v prostoru
timto zpisobem je pfisouzena jedind uspofddand trojice
¢isel, jeZ opét nazyvime soufadnicemi onoho bodu. Pro
prvé dvé — z a y — ponechdvdme ndzvy zavedené v odst. 1,
tiet{ z nich, 2, nazyvdme kotou (aplikdtou) nebo prosté
tiet{ soufadnicf bodu (z; y; ). Nékdy bod oznatujeme jesté
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pismenem, na pi. M, které opét piSeme pifed zdvorku s jeho
soufadnicemi, na pi. M (z; y; 2)-
V obr. 5 zndzornény pravouhly trojhran je pravotodivy,

nebot’ jeho hrany jsou uspofddény jako palec (_x)), ukazové-

¢ek (y) a prostiedni prst (_z’) pravé ruky (t. zv. pravidlo 1H
prsti). Existuji patrné také levotodivé trojhrany, jejichZ
hrany jsou uspofdddny jako tytéZ prsty levé ruky.

Dva pravothlé trojhrany s neorientovanymi hranami
z,Yy,2 resp. ¥,y ,2' lze vidy premfstiti tak, aby bylo
z=2,y =y, z=2z". Nenf viak vidy moZno pfemisténim

ztotoZniti dva trojhrany :v, ¥,z a &, y 2, ]ejlchz hrany

jsou orientovény, tak aby bylo z=1 R y = y R Z=7.
Je to mozno jen tehdy, jsou-li oba trojhrany shodné oriento-
vdny, t. j. jsou-li oba bud pravotolivé nebo levotodivé.
(Podobné nelze natdhnouti pravou rukavici na levou ruku!)
Je vBak moZno dve rizné orientované pravoihlé troj-
hrany pfemistiti tak, aby byly navzdjem soumérné sdruZené
podle stfedu (inverse) nebo soumérné sdruzené podle roviny
(do stejné vzdjemné polohy lze uvésti levou a pravou ruku).
Orientace trojhranu se neménf pfi cyklickych zdméndch os,
rovnéZ pii zméné smysla dvou os.

V analytické geometrii se zpravidla uZivd pravotocivych
¢ili positivnich trojhrani; neni to viak nutno.

Je ziejmé, Ze soufadnicovy trojhran =z, y,; nemus{ byti
pravoihly, aby zprostfedkoval oboustranné jednoznaénou
korespondenci mezi mno#stvim bodd v prostoru a mnoz-
stvim usporé,da.nych trojic ¢isel. Musf to viak byti skutecny
trojhran, t. j. jeho hrany nesméji lefeti v jedné roviné.
I kosotdhlé trojhrany jsou bud pravo- nebo levotocivé
a i u nich rozpozndni orientace je moZné podle pravidla tif
prsta.

Pravoihié trojhrany se shodnymi méfitky na osdch bu-
deme nazyvati pravouhlé kartézské trojhrany. Koso-
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1hlé trojhrany se shodnymi méfitky na oséch jsou kosoihlé
trojhrany kartézské. V obou pifpadech nazyvime stejné
i soufadnice bodu vzhledem k takovému trojhranu. Je-li
trojhran kosoidhly - riznymi méfitky na osich, nazveme
jej obecny trojhran kosodhly a soufadnice bodu vzhle-
dem k nému jsou obecné soufadnice rovnobéikové.

) ‘(“i/io)

Obr. 6. Pravouhlé sou- Obr. 7. Kosouhlé soustava
"stava soufadnic bodu soufadnic bodu v prostoru.

Vv prostoru.
Stény soufadnicového trojhranu jsou uréeny dvojicemi’

os. Oznaéme je { = (_;;/), n= (_27), &= (y—»;) Je-li to
trojhran pravouhly kartézsky (obr. 6), soufadnice =z, y,z
bodu M jsou prosté vzddlenosti bodu M od rovin sou-
fadnic &, 7, {, méfené spoleénym métitkem os. P tom
témto vzddlenostem pfisuzujeme uréitd znaménka zndmym
zpisobem. Je-li trojhran kosothly (obr. 7), pak misto na
kolmicich k' £, 5, { méHme soufadnice z,y,z bodu M na
rovnobézkach s osami ;,; aza podle jejich méfitek.
Soufadnicovému rovnobéiniku analytické geometrie ro-
vinné v prostoru koresponduje soufadnicovy rovnobéz-
nostén bodu. Tfi jeho hrany le#{ v oséch soufadnie, tfi
jeho stény lezi v rovindch soufadnic. Soufadnice jého vrehola
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jsou patrné z obr. 7. TamtéZ vidime, jakd je poloha bodi,
majicich jednu nebo dvé soufadnice rovny nule.

Soufadnicové roviny &, %, £ rozdéluji prostor na osm éésti,
t.zv. oktanti. Aby dva body M, (z;; ¥,; 2;) & M, (%5; ¥s; 25)
lezely v tém# oktantu, k tomu je tfeba a staéi, aby bylo

2,2, >0, %y, >0, 212, > 0.
Oba body jsou totoZné jen kdyZ =z, = z,, ¥, = ¥, 2, = 24,
8 jsou Sikmo soumdrné sdruZené podle { ve sméru ?, kdy?%

Ty =12y Y=Y Z1 = — 32
Obdobné se na soufadnicich dvou bodd projevuje jejich zdru-

Zenost podle roviny soumé&rnosti & nebo 7 ve sméru ?;, resp._g;.

Vztahy 2, = 2y, 1 = — Y 21 = — 2 charakterisuji body,
jejichZ spojnice je rovnobéZnd s &, protind Za je timto pri-
sedikern pilena.

Konelnd je-li z, = — z,, = — Y, 2, = — 2,3, oba body
jsou soum¥rnd sdruZené podle podétku O.

4. Polohovy vektor bodu.

z Smér pFimky v prostoru. Vek-

JTTTTTTA tor r, jehoZ poditek se ztotoZiuje

8 poddtkem O soufadnicové sou-

stavy a jehoZz vrchol je od O

ruzny bod M (z; y; z), nazyvime

polohovym vektorem bodu M
(obr. 8).

Predpoklidejme do odvoléni,
........ ¥e soufadnicovd soustava je kar-
' tézskd a pravothld. Pak délka

Obr. 8. Polohovy vektor OM jako thlopficka soufadnico-
bodu a jeho Ghly s osami. vého pravoihlého rovnobéino-
sténu bodu M je déne vyrazem

r=0M = V—z + ¥+ 2% r>0. (4,1)
Smér i smysl vektoru P jsou uréeny, jsou.li zndmy uhly

~
S
~

Cmemeem————
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o, B, v, které vektor svird s osami ?v.,_;;,; Tyto smérové
ihly méffme v intervalu od 0° do 180°. Jejich kosiny, t. zv.
smérové kosiny vektoru P, jsou éfsla

z Y z
-2 = L = 4,2
CO8 o p cos f§ ! cos y . ( ,.)

Je-li OM =r =1, pak z (4,2) vychézf
cosx = x, coBff =y, cosy = z,
tak?e smeérové kosiny jednotkového vektoru (t. j. jehoZ
délka je 1) polohového jsou rovny soufadnicim jeho vrcholu.
Seétenfm ¢tverca rovnic (4,2) vychézf s ohledem na (4,1)
cos? & + cos®ff 4 cos?y — 1 =0, (4,3)

odkud je patrno, Ze smérové ahly nejsou nezdvislé. Skuteéné,
jak snadno si lze predstaviti, dva dané dhly smérové, na
Pr. &,f, uréuji dvé rotacni kuZelové plochy (vytvofené
rotaci polopaprsku okolo osy prochézejici jeho koncovym

bodem) o vrcholech v potdtku a o osich v hrandch Za ;
Uhly « a f uréuji obecné dva polopaprsky, které jsou spo-
leénymi tvoifcimi polopaprsky ploch kuZelovych. Oznaéi-
me-li jejich odchylky od ;y a y’, je patrné

y+ 9 = 180°, (44)
nebot’ obé plochy, a tudiZ i jejich spoleéné polopaprsky,

jeou soumeérné podle roviny (_:; -g-;).
Z (4,4) vyplyvéd
cos y’ = — cos .
Lze tedy vysloviti vétu:

Smér i smysl orientované ptimky (vektoru) je
uréen bud 1. tfemi jejimi smérovymi kosiny, které
spliuji rovnici (4,3), nebo 2. dvéma smérovymi ko-
siny a znamen{m tfetiho.
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Zméni-li se smysl orientované piimky, zméni se i jeji
smérové dhly, a to v uhly vyplikové, odkud vyplyvd, Ze
zména orientace pf{mky m4d za nésledek zmény
znamének vSech t¥i jejich smérovych kosinu.

Je-li soufadnicovd soustava obec-
nd rovnobéikovi, uréujeme smér
piimky zpravidla jejimi smérovymi
parametry. Patrpé postaci uvaic-
vati pouze o piimkéch prochdzeji-
cich potitkem O soustavy; sméry
paprsku tohoto trsu*) totiz vyéer-
pavajf sméry viech pfimek v pro-
storu. Bud r jeden z paprski to-
hoto trsu a (I; m;n) jejf bod od O
rizny (obr. 7 a 9). Jeho soufadnice
l; m; n jej jednoznacéné uréuji a

8 nim i paprsek r; avSak obrdcené
Ol;f,;,;‘;hg;fs"m‘e;’,g‘é' na 7 le#i celé mno¥stvi bodi riz-
pkimky adélky tisetky. nych od 0. Je-lli (I';m';n’) jiny
z nich, pak zajisté je

U'=32a, m'"=Im, n' = in,
kde A == 0, nebot soufadnicové rovnobéZnostény obou bodu
jsou homotetické, pfi éemz O je stfed a A pomér oné homo-
tetie (stejnolehlosti).

Pifsludi tudiZ kaidému sméru celé mnoiZstvi
uspoetddanych trojic smérovych parametru; je-li
(!; m; n) jedna z nich, obdr¥{me vEechny dalsi v tro-
jicich (A; Am; An), kde 4 3= 0 je libovolné éislo. Toto
mno%stvi budeme oznadovati symbolem

{l; m; n}. (4,5)

V trojici smérovych parametru alesponi jeden je
od nuly razny.

*) T'rs piimek nebo paprsky je mnoZstvi pfimek, prochézeji-

cich bodem v prostoru (vrcholem trsu). Je-li vrchol bod ne-
vlastni, mluvime o osnové rovnob&inych pkimek.
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Dvé piimky o trojicich smérovych parametra (; m,; n,),
resp. (lg; my; ny) jsou jen tehdy rovmobéiné, kdyz

{l; my; m} = {ly; mg; mp},
t. j. kdyZ obé mnoZstvi jsou sloZena z tychZ prvki. Jen
tehdy, kdyZ obé piimky jsou riznych smérd, obé mnoZstvi
jsou raznd, t. j.

{l; my; my} == {ly; mg; M}

Abychom uréili smérové parametry kterékoliv piimky ¢
v prostoru (obr. 7), vedme poédtkem O piimku r || g a zvolme
na ni libovolny bod M, rizny od O. Trojice z; y;z jeho
soufadnic je soudasné trojicf smérovych parametra pfimky ¢
a viech pifmek s nf rovnobéZnych.

Predpoklédejme nyni opét, Ze soustava soufadnic je pravo-
Ghld, kartézskd. Pak je (viz obr. 8, kde z =1, y = m,
z=mn)

l=rcosx, m=rcosf, n=rcosy,

t.j.smérové parametry jsou imérné smérovym ko-
sinim pf{mky. K vypoétu smérovych kosini ze sméro-
vych parametri postaéi pouZiti vztahu (4,2) a (4,1), nade
vychdzf

l m
CO8 X = Fm—0/——————r, COSﬂ = =
Vlz + m? + n? vlz + m? + n? ‘4,6)
Cco8 ‘y = ———n__’
Vlz + mt + n?

kde uvedenda odmocnina je kladné é&fslo.

Je tedy i trojice smérovych kosini piimky jednou
z usporddanych trojic mnoZstvi (4,5), jsou-li soufadnice
kartézské pravodhlé.

Rovnicemi (4,8) jsou sm¥rové kosiny pouze zdédnlivé uréeny
i se svymi znaménky. Odporovalo by to okolnosti, Ze pfimke
neni orientovédna. Vzpomerime viak, Ze bod (I; m; n) je libo-
volny bod (od O ruzny) pf¥imky r! Lze jej proto nahraditi
kterymkoliv jinym bodem p¥imky r, na pf. bodem (— I; — m;
—n), pH &emZ vlechny tFi sm&rové kosiny zmé&nf znaménka.
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Priklady k evideni.

17. Co je geometrickym mistem bodd, jejichz a) dvé sou-
fadnice jsou stélé a tFet{ proménlivd? b) jedna soufadnice
jo stédlé a dvd jsou promdnlivé? [a) pfimka, rovnobdZnéd se
soufadnicovou osou b) rovina, rovnob&#na se soufadnicovou
rovinou.]

18, Urdete &étvrté vrcholy viech rovnobdiniki, které maji
"prvé t¥i vrcholy v bodech O (0; 0; 0), (zy; ¥1;52:), (Zq; Yas 25)!
2y + 235 91 + Yas 21 + 29), (8 — To; Y1 — Yas 21— Zp)s (Tp — T3
Ya— Y3 2a — 2z}l

19. Je dén rovnob&Znostén, jehoZ jeden vrchol je podétek.
Jsou-li (x;; ¥;52¢), (¢ = 1, 2, 3) vrcholy sousedni k podatku,
jaké jsou soufadnice ostatnich Ety¥ vrchold? [((z; + o35 y; + ¥y
Ztgh tFk 6,k=1223a8 (04 2+ Ty; Y1 + Y2 + ¥as
2y 1 % + 2)]. . - .

20. Urdete smdrové kosiny vektoru OM, kde O je politek
a M (3; —4; 12)! [ —1%; 1]

21. Jaké podmince vyhovuji siny smérovych thld? [sin? « +
+ sin? § + sin?y — 2 = 0.]

5. Homogenni rovnohdZkové soufadnice bodu v pro-

storu. Obdobné k homogennim soufadnicim bodu v roviné
definujeme homogennf rovnobéZikové soufadnice bo-

du v prostoru vzhledem k trojhranu ;,3;,; takto:

Bud

Ty; Xy Tq; X, (5,1)

uspofddand étvefice &isel, z nichz alespont jedno
je razné od nuly. Je-li z, + 0, pak (5,1) je étvefice
homogennich rovnobézikovych soufadnic bodu, je-
hoz nehomogenni soufadnice jsoun
xr = -a:—1 =ﬁ Zz = zs

3

3. 5,2
Ty Ty Ty ©2

Jeli z,=0, pak (51) je dtvefice homogennich
rovnobézkovych soufadnic nevlastniho bodu ve
sméru o parametrech

l=ax, m=1x,, n=



Z této definice vyplyvd, Ze kazdé uspotddané ctvefici éfslo
(5,1) ndlezi celé mno#stvi étvefic homogennich rovnobézko-
vych soufadnic v dané soustavé soufadnic. Je-li (5,1) jednou
z &tvefic tohoto mnoZstvi a je-li 4 30, pak

Azy; Axy; Axy; Az,

je ctverici téhoZ mnoZstvi, jez budeme opét oznaéovati
{21 zp; 24; 7},

{z}-

Body v roviné &, resp. #, resp. { jsou charakterisoviny
rovnicf x, = 0, Tesp. z, = 0, resp. £z = 0, body nevlastnf
rovnicf x, = 0. Posledni z nich je té% linedrni; proto mnoz-
stvi viech nevlastnich bodi v prostoru nazyvame jeho
rovinou nevlastni.

Tato rovina neméd oviem vSechny vlastnosti ostatnich
rovin. Nemd na pf. smér, takZe nelze mluviti o rovindch
a piimkdch s ni rovnobéznych nebo na ni kolmych. Dva,
resp. tii jeji body neurduji tsetku, resp. trojuhelnik atd.

Homogenni rovnobézkové soufadnice bodu z oznaéime
opét m,, T,, 3, T,, col struéné vyjadiuje symbol z (z,; z,;
x3; z,), obdobné y (y,; ¥,; ¥s; ¥,) znaéi bod ¥ o souradnicich
Y1> Y2 Y3> Ya-

Body z a y se ztotoZiiuji jen tehdy, kdy% {z} = {y}, a rlzné
jsou jen tehdy, kdyZ {z} + {y}.

Z nehomogennich soufadnic bodu P (z; y; z) snadno nalez-
neme jeho soufadnice homogenni v té%e soustavd soufadnic.
Je to étv;siice (z; y; z; 1) nebo kterdkoliv jind &tvefice mnoZstvi

x; Y, z; .

{ Pgdobné nevlastni bod o smérovych parametrech {I; m; n}
mé &tveFici homogennich soufadnic (I; m; »; 0), nebo kterou-
koliv jinou é&tvefici mnoZstvi {I; m; n; 0).

6. Dvojice bodi. Dva body P’ (2'; y';2')a P" (z"; y"; 2"),
dané svymi nehomogennimi rovnobézkovymi soufadnicemi,
uréuji piimku p a omezujf na ni vse¢ku P'P".

Smérové parametry piimky p uréime snadno: mysleme

nebo struénéji
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s8i )i rovnobéiné posunutu tak, aby (obr. 9) bod P’ padl
do poéitku O! Bod P" pak zaujme polohu Q. Soutadnice
bodu @
x”_xl, yn_yl_ 2 (6 l)

jsou smérové parametry piimky p ve smyslu odst. 4.

Je-li soufadnicovy trojhran pravouhly kertézsky, lze
snadno vyjédfiti i délku vsetky P'P” = d. Protoe se pfi
uvedeném rovnobéiném posunutf vzdilenost obou bodu
zajisté nezménila, je P'P" = 0Q. Délka OQ polohového
vektoru bodu @ je podle (4,1)

d=J& =2+ —yPFF+ (@ —2)2 (62
kde d > 0.

Z (4,2) vychézi pro smérové kosiny vektoru P'P”

x’l—zl _ y” _yl . ZII 2'
T cos i = 7= cosy = 7 . (6,3)

Pokladdme-li v .(6,3) d za danou délku, a'; ¢’; z’ za sou-

cos x =

fadnice daného bodu P’ orientované pfimky ; o danych
smérovych kosinech cos x, cos 8, cosy, vychdzi z (6,3)

¥ =24 dcosx, Y=y +dcosB, 2" =2+ dcosy. (6,4)
Rovnice (6, 4) predstavuji tudiZ feseni ulohy Na oriento-

vané pifmce p, dané bodem P’ (z';y'; z) a smérovymi
kosiny uréiti soufadnice bodu P” (z”, y”, 2"), vznikajiciho

nanesenim délky d v kladném smyslu na ; od P.
Polozme v (64) 2’ =y, ¥ =yy 2 =12, & 2" =2,
y" =y, 2" = z a v nové soustavé rovnic

z=1xy+ dcosx, y=y,+dcosf, z=2,+ dcosy (6,5)

poklddejme =z, y, z za béiné soufadnice bodu na piimce 1-):
d za proménny parametr. Pak (6,5) jsou parametrické
rovnice orientované piimky p dané bodem P, (xy; ¥,; 2o)
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a smérovymi kosiny cosa, cosf, cosy. Méni-li se para-
metr d, bod P (z; y; z) vytvoruje pifmku ;, pfi éemZ kladny

smysl na ; koresponduje rostoucimu parametru d.

Kdyby misto smérovych kosini byly dény pouze smérové
parametry I, m, n piimky p, pak téZ je moZno napsati jeji
parametrické rovnice

x=1xy+1.t, y=y,+ mt, z=2z,+ nt, (6,6)
kde v3ak parametr ¢ neni
vzddlenost P, P, nybrZ pouze 3
veli¢ina této vzddlenosti imeér-
nd. Oproti rovnicim (6,5), od-
vozenych za pfedpokladu, Ze
soustava soufadnic je pravo-
uhlé kartézskd, rovnice (6,6)
neztrdceji svij smysl ani
v obecnych soufadnicich rqv-
nobézkovych. (i

Odvodme jesté parametrické P
rovnice piimky p, dané opét / -
body P’ a P”, v kterych v3ak
parametrem je délici pomér 1
vytvofujictho bodu P vzble- 1 pygici pomér bodu
dem k dvojici bodd P'P” [srov- 5 pfimce v prostoru a na
nej 8 (2,20)]. pramdtn p¥imky.

K odvozeni pouZijeme véty:

Délici pomér se rovnobéinym promitdnim ne-
meénf. .

Skute¢n&, promitneme:li t¥i body PP’P” pfimky p rovno-
b&iné (obr. 10) do bodt P,P’,P”, pfimky p,, riznob&iné s p
(pro rovnob&tku tvrzeni je trividlni,) je — podle zndmé vity
o umdrnosti usekd vytatych osnovou rovnob&Zfek na riizno-
b&nych pfitkdch — dé&lici pomé&r

1= PP . PP

roven d&licimu pomdru PP, : P",P,, cot bylo dokézati.

Piyiz?
(P xiyie)
" Auy.2)
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Promftnéme tedy body P, P’, P" piimky p ve sméru
osy z do bodi (obr. 10) P,, P',, P, pHmky p, v roviné (z ).
Tuto trojici bodt promitnéme znovu ve sméru Z do .7;,
¢fmZ vznikne trojice PpP’,P",. Je pak podle véty privé
uvedené L

PP PP, PP, z—2

"CFF T ER P i
Odtud plyne
. ¥ —Az"
1—4
a obdobnym postupem (6,7)
yl — zyﬂ zl _ k”

== fTi=1

V téchto rovmicich jsou obsaZeny rovnice (2,20).
Prejdeme-li k homogennim rpvnobézkovym soufadnicim
kladouce
’__ _.ZI_ ?/1 — ?/_2 Z' _ Ys

T = y y = —
Y Ya Ya
z z z
I” — 1 , ”__ 2 , 1.” — 3 ,
2 £ 2
x z, T
r= —1’ = ._2’ —s,
Ty Ty Ty
a z
A= — ﬁ. i B (6,8)
. M Y

je
(=} = {4 Az e+ Azgs Yy + Az ALY+ Aezads

coZ — nedbdme-li geometricky bezvyznamného faktoru
imérnosti pii x — lze vyjddiiti symbolickou rovnicf
z =AY+ Az, (6,9)

kde 4, a A, nejsou soucasné rovny nule.
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Plat{ tedy v prostoru stejné jako v roviné, Ze bod z lezi
na spojnici dvou ruznych bodd y a 2 (i;n tehdy, kdy% je
jejich linedrni kombinacf tvaru (6,9). Cfsla 4,, 4;, nikoliv
souéasné rovnd nule, existuji jen tehdy, kdyZ matice

Ty Ty Ty X,

Y Y2 Yy Y
2125 23 24

(6,10)

je hodnosti nizéf ne% 3, t. j. kdyZ viechny jeji minory tfetiho
F4du jsou rovny nule. Je-li tomu tak, body =z, ¥, z nazyvdme
linedrné zdvislé, jinak jsou linedrné nezdvislé.

Rovnice (6,9) byla odvozena za pfedpokladu, %e Zédny
z bodd z, ¥, z neni nevlastni. Uka¥me, %e tento pfedpoklad je
nepodstatny.

Je-li na p¥. bod z nevlastni, takZe z, = 0, leZi ve smédru
o parametrech z,; zq; 2. Parametrické rovaice pfimky (yz) lze
pak psati ve tvaru (6,6), kde

% Ys §::Y A

Ty = —, Yo = — Zy = y { = —=»

Ya Ya Ya MY

l=12z, m =12 n=z,
nadéeZ vychézi

{2} = (A0 + Azys Qs + Aazas AYs + AeZss Ayg + 4z),
odkud op&t vych4zi (6,9), c. b. d.

Jsou-li oba dané body y a z nevlastni, je y, =z, = 0.
Z (6,9) plyne v tomto pfipad® z, =0, t. j. kaZdA linedrni
kombinace nevlastnich bodi je opst bod nevlastni{ na jimi
urdené nevlastnf pfimce; obrdcens, ka¥dy bod této p¥imky lze
vyjédfiti jako linedrnf kombinaci dvou jejich riéznyeh bodda.

Zcela stejnym zpasobem jako v anal. geometrii rovinné
(odst. 2) odvodime z vyrazu (6,8) pro délicf pomér, Ze dvoj-
pomér &tyf bodu

. haz=hy+ g, u=my+ pe
je opét ddn vyrazem (2,26). Rovnice (2,27) opét vyjadiuje,
Ze dvojice y, 2z & x, v se oddélujf harmonicky.

3 33



7.Uhel dvou sm¥ri. Dva body nevlastni, t. j. dva sméry
uréujf dhel. Je-li soustava soufadnic kartézskd a pravodhld
a jsou-li K ‘
OuBuy & o Pa e
trojice smérovych Ghli dvou piimek, miZeme predpoklé-
dati, %e prochézejf potdtkem O. Smérovymi thly je oviem
na obou pifmkéch vytéen téZ smysl, takZe jde o piimky

orientované, jeZ oznaéime 1—;1, ;2. Sméry i
smysly obou piimek budtez diny jednot-
kovymi vektory 0751 a 0_152 (obr. 11),
takZe je r, = OF, = r,= OP, = 1. Sou-
fadnice bodu P, jsou rovny smérovym

kosinim pimky 5:, t. j. cosx,, cosfy;
Obr. 11. Uhel %8 71s podobné souradnice bodu P, jsou
dvou smérd, €08 &g CO8 fly; coBy,. Ctverec vzddlenosti
obou bodi je podle (6,2)
PP = (cos o, — cos 09)% + (cos B, — cos f,) +
+ (co8 p; — co8 y,)?,
t. j. po Sll&d]_lé Gprave
P.P?—2_—2(cos &, €08 g + cos 8, cos i, -+ €08 ,-CO8 V,).
Podle kosinové véty pro trojihelnik OP, P, je
PIT,’ =-1'12 + 752 — 2rirycosw =2 — 2 cos w.
Porovnénim . obou vyrazii pro P,P,? vychdaf
COS @ = CO8 &, CO8 0y 1 co8 f; cos B, + cosy, cos y,. (7,1)

Uhel o v intervalu (0°, 180°) je svym kosinem (7,1) jedno-
znadné uréen.

Pro kolmost primek D1 pz (w = 90°) vychézf odtud nutné,
i postacujfc{f podminka pro jejich smérové kosiny

* 08 0ry €08 0ty + €08 B, €08 B + cosy, cosyy = 0. (7,2)
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Protofe — jak jsme zjistili v odst. 4 (viz 4,6) — smérové
kosiny jsou imérné smérovym pa.ra.metrﬁm vychéz{ ze (7,2)
zcela snadno podminka kolmosti dvou sméri o pa.ra.metrech
(h; my;my), Tesp. (Ig; my; my)

Ll + mmy + nyny = 0. (7,3)

Urleme jest8 parametry sméru, ktery je kolmy souéasné
na oba uvaZované sméry. Jsou-li (I; m; ») jeho parametry,
plati podle (7,3) rovnice

U + mmy + nny =0

a iy + mmg 4 nng =0,
odkud A my my
H l, my n,y || (7.4)

P¥fklady k ovideni.
22, Doka%te, e dvojpom¥r &ty¥ boda té%e piimky se
—_

nem&n{ stfedovym promitdnim. [V rovind (z y) -volte
Sty¥i paprsky svazku, jehoZ stfed je podétek. Q! Dva z nich

budtet z a ?; Ctvefinu paprski protnéte dvdma réznymi
pfitkami a dokaZte uvedenou v&tu pro ob¥ &tvefiny prisediki!]

28, Podle pFikladu 22 lze definovati dvojpomér &ty¥
paprski svazku jako dvojpomér &tyF boda leficich na které-
koliv jejich p¥ifce. DokaZte v&tu:

Dvé &tvefiny paprski, ]1m12 se ¢tyF body pFimky ze dvou
riznych bodd promitaji, maji stejné dvojpoméry!

24. DokaZte, Ze vity piikladi 22 a 28 plati i pro &tvefinu

* bodd nevlastni p¥imky!

25. Cemu se rovné dvojpomdr &tyf bodd, z nich? jeden je
nevlastni a viechny jsou rizné? UvaZte vﬁechn 4 ptipady!
[Uplatnéte, %o délici pom8r nevlastntho bodu vzhledem k dvo-
jici bodd vlastnich je + 11]

26, Jaké podmince vyhovujf vihly, které sviré piimka p se
stdnami- £, 7, { pravoihlého trojhranu?

. [sin?(p&) 4 sin? (pn) + sin? (p{) — 1 = 0.]

27. Urlete vzdélenost bodd P’ (2; — 3;4)a P” (5; — 7; — 8).
a smérové kosiny spojnice P’P”! [d = 13, cos & = %, cos § =
=—+, cosy = — ]
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28. Jaky uhel sviraji polohové vektory boda (2; 3;4)

— 10

a (3;—4;—1)?[005 W = =
: V7o4

29. V pravouhlych kartézskych sou¥adnicich jsou dény dva

sméry trojicemi smnérovych parametra (1; 2; 3), (2; 3; 4). Urdete

smérové kosiny sméru na oba dané kolmého! :I;VTs; * -V—,?;

6
5]

80. DokaZte: Nutnd a postafujici podminka pro to, aby t¥i
sméry (I;; mg;ny), (¢=1,2,3), byly rovnobdiné s touZe ro-
vinou (&ili komplandrni) je
L omon
ly mg ny
b m3 7y }
[Uva¥te hodnost matice (6,10) ze soufadnic (I;; m,; n;; 0) ne-
vlastnich bod& v t¥chto smérech leZicich!]

81. Vypottéte souFadnice t&Zitd a) trojahelnika; b) étyrsténu
o vrcholech (z;; y;; 2;)! Rozhodnéte, v kterych soufadnicich

plati vysledné vzorce! [a) z = L:;-Fz’

= 0.

, podobnd y, z.

b) z= e Sl Yl Y i} podobnd y,z. — Vzorce plati

i v obecnych rovnob&Zkovych soufadnicich.]
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III.
UTVARY LINEARNI. ROVINA A PRIMKA.

8. O rovnici roviny. Jak zndmo, ka%dou rovinu lze uréiti
jednim jejim bodem a smérem jeji kolmice ¢ili normély.
Bud tedy P’ (2'; ¥'; ') bod roviny g s jeho pravodhlymi
kartézskymi soufadnicemi, (I; m; n) smérové parametry jeji
normély k. Je-li P (z; y;z) jiny bod roviny g, pak spojnice

PP’ je na k kolma, coz podle (7,3) vyjadiuje rovnice

l@—a)+my—y)+n@—z)=0, (81
nebot (zx —2'; y—y'; 2—2') jsou [viz (6,1)] smérové
parametry spojnice PP’.

Rovnice (8,1) je nutni a postaujici podminka pro to,
aby bod P leZel v roviné g; nazyvidme ji proto rovnici
roviny o. )

Uspoiddéme-li (8,1) podle soufadnic z, y, z bodu P, ¢ili
podle béZnych soufadnic, vychdzi rovnice

le4+my+nz+ p=0, . (8,2)
kde ze smérovych parametri [, m, » je alespoii jeden rizny
od nuly a kde p je libovolnd konstanta.

(8,2) je rovnice linedrni ¢ili prvého stupné; proto rovinu
nazyvdme algebraickou plochou prvého stupné.

Pripomeneme-li jeSté pro viplnost, %e rovmice nevlastni
roviny — oviem v soufadnicich homogennich — je

z,=0,
miZeme fici:

Rovnice kterékoliv roviny v homogennich (zatim
kartézskych pravoihlych) soutfadnicich je linedrni
rovnice tvaru

o(z) = aym, + ayxy + ayzy + a2, =0 (8,3)
kde alespon jeden z koeficientli a; je rizny od nuly.
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Pfi dané soustavd® soufadnic pFisluf kaZdé rovnici (8,3)
jediné rovina g. Obrécend vSak kaZdé rovin® pkislusi celé
mno#¥stvi rovnic; je-li (8,3) jedna z nich, obdrZime z nf kaZdou
jinou nésobenim od nuly riznym faktorem A. Z mnoZstvi t&chto
rovnic vytykdme n&které zvlastni volbou (normalisaci)
faktoru A (tvar normélni, tvar isekovy).

- 9. Norméilni tvar rovnice roviny. Na tento tvar je
moZno uvésti rovnici viech rovin vyjma roviny nevlastni,
nebot' rovnici (8,2) je nutno nédsobiti takovym faktorem 4,
aby soucet étverci koeficientd pfi z,y,z v

Mz~ imy + Anz+ Ap=0 9,1)

byl roven + 1. Odtud plyne (A1) + (Am): + (An)2 =1, a
1

}, = e ———— 9,2

, + Vlz + m? + 2 (9,2)

Je-li 1 takto voleno, koeficienty pii z, ¥,z v (9,1) nejsou
pouhé smérové parametry, nybrz smérové kosiny normély k
roviny g. Dvoji znaménko v (9,2) odpovidd dvojf mozné
orientaci této normély. Jsou-li «, f, y jeji smérové odchylky,
je tedy

. l _ m
CO8 X — —+ —m, COSﬂ— :}: P—_Hn_ﬁ,
. 93)
Y

Nésobenim rovnic (8,2), resp. (8, 1) fa,ktorem (9,2) vychézi
hledany normélni tvar rovnice roviny

N lx+ny4+nz+p
Ve T+ me 5 o

(9,4)

resp.

(z—2')cosx + (y—y')eos B+ (z—2)cosy = 0. (9,5)
Posledni rovnici uvedme na tvar

zcosx 4 ycosf 4 zcosy —d =0, (9,8)
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kde , C e
d=x"cosx + y' cos f | 2’ cos y.

Lze ukézati, ¥e d je vzdélenost poddtku O od roviny g.

Za tim G¥elem promitnéme bod
P’ (x’; y’; 2’) roviny ¢ kolmo (obr.
12) do souFadnicové roviny £ do
bodu P’;, nadeZ promitndme P’,

-
kolmo do & do bodu P’y. Pak kolmy
primét lomené &iry OP’,P’,P’ do
(po&étkem O prochazejici) normély
k roviny ¢ je roven vyrazu

z' cos & 4 y’ cos B 4 2" cos y;
ne druhé strand je zfejmé, Ze tento Qbr. 12. Rovina & jejf nor-
priumét mé celkovou délku d, coZ méla podétkem.
bylo dokézati.

Volbou znaménka faktoru A lze dosdhnouti, aby v rovnici
(9,6) &islo d bylo kladné (neni-li oviem nulsa, t. j. neprochdz{-li
rovina g podétkem O). Tim je odstranéna dvojznacénost
normalisace & normélni tvar (9,6) rovnice roviny je urcen
jednoznaéné. Jeji geometricky vyznam je ten, Ze na nor-
méle k roviny o byl za kladny zvolen smysl od O k .

10. Urleni roviny tfemi body. Usekovy§ tvar rovmice
roviny. V soufadnicich rovnobézkovych homogennich bud-
tez diny tfi body y, 2, « neleticf v piimce. Ke kaZdému
dalsimu bodu z jimi uréené roviny p
lze dospéti takto (obr. 13):

Bod # spojen 8 « ddvd pf{mku, pro-
tinajici (yz) v bodé v.

Je tedy v linedrnf kombinacf boda y
a z tvaru v = 4,y + 4,2, (4, a 4, nejsou
soucasné nuly) a bod z linedrni kombi-
naci bodid » a v tvaru z = xv + pyu
(# a u, nejsou soucasné nuly); spojenim
obou symbolickych rovnic vychdzi @p, 3. Linedrni
z = xhy + %Az + pyu. Klademe-lis kombinace 3 bodt.
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2l = py, #ly= y,, lze psdti

T =y + psz + ps, (10,1)
pii éem? — jak z uéinénych predpokladd o éfslech 1,, 4,,
%, g Vyplyvé — alespon jedno z &isel p,, py, ug je Tazné od

nuly.

8(,31& uspofddané trojice (u,; us; pg) se nazyvaji homogen-
ni trojihelnfkové soufadnice bodu =z roviny p
vzhledem k jejimu trojihelnfku yzu.

Jejich homogennost je patrnd z okolnosti, Ze s bodem z
(geometricky) totoZny bod @z (¢ = 0) mé vzhledem k y2u
soufadnice (@u,; pu,; Pus), jak ndsobenim rovnice (10,1)
¢initelem @ vychézi. Prislusi tedy geometrickému bodu {x}
celé mnoZstvi uspofddanych trojic homogennich trojihelni-
kovych soufadnic, jeZ oznatme opét {u,; u,; s}

Vrcholim g, z, # soufadnicového trojihelnika patrné né-
lezeji mnoZstvi {1;0;0}, resp. {0;1;0}, resp. {0;0;1)}.
Jsou-li tyto body v roviné ¢ dény a je-li z libovolny dalsi
bod roviny g, nenfi tim mnoZstvi {u,; u,; 43} jeho trojihel-
nikovych soufadnic jednoznaéné urdeno! Skuteéné, zaméni-
me-li v (10,1) trojici bodu y, z, u trojici ¢,y, @.2, p;u, kde
@193 =+ 0, jsou vrcholy nového soufadnicového trojihel-
nika geometricky totoZné s vrcholy trojihelnika pivodntho.
Trojtihelnfkové soufadnice (u,; t,; 13) bodu z je viak nutno

zameéniti Gisly

(ﬂ; ta, ﬂ)- (103)
Y1 P2 Ps

Tato zdména je pbuhou zménou faktoru homogenity troj-

thelnfkovych soufadnic jen tehdy, kdyZ

PrL=@:= Ps; (10,4)
jen tehdy skuteéné je
P B Bl g
P @ %} Uit ,.u,}

Odtud vyplyvé, Ze body v roviné ¢ a mnozstvi trojthel-
nfkovych soufadnic {u,; u,; 4y} jsou v korespondenci obou-
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stranné jednoznaéné tehdy, je-li dén v roviné g kromsé
vrchold y, z,  trojihelnika soufadnic je§té bod g =y 4
+ z+ u, nele¥fef na %4dné z jeho stran. ProtoZe jeho
trojihelnfkové soufadnice jsou {1; 1; 1}, nazyvé se bodem
jednotkovym.

Skuteénd, mé-li jednotkovy bod po zdm&nd vrcholl y, z, »
trojuhelnika body @,¥, @,2, psu zistati jednotkovym, musf podle

(10,3) byti
1,1 1 }
—; — — }={1;1;1},
{‘Pl P2 Ps { Y
coZ je podminka rovnocennd s (10,4). Je tedy moZno souiad-
nice bodidl y, 2, 4 nasobiti pouze stejnym, od nuly riznym
¢islem, coZ mé za nasledek, Ze trojuhelnikové soufadnice bodu =
se timto &islem d&lf a jejich mnoZstvi {u,, us, 1y} zistéva ne-
zmén&no, ¢. b. d. .
Rovnobézkové homogenni soufadnice bodd roviny ¢,

o kterych jsme uvaZovali v odst. 1, zfejmé jsou zvlddtnim
piipadem homogennich soufadnic trojihelnikovych. Vrcholy

trojihelnika soufadnic jsou zde nevlastni body os za __1;
a pocitek O. Jednotkovy bod se ztotoZiuje s jednotkovym
bodem (1; 1) soufadnic nehomogennich.
Symbolickéd rovnice (10,1) je zkrdcené napsand soustava
étyr rovnic
Ty = Y + Mg + HUaUi, (i = 1) 2) 3, 4)' (10!5)
Poklddéme-li v ni u,, uy, ys za neznémé, neexistuje pti
obecné vzijemné poloze bodi =z, y, z, u %4dné FeSeni této
soustavy; existuje, jak je zndmo, jen tehdy, kdyZ
Ty Ty T3 Ty
— %1 Y2 Y Y| _ .
(%, 9,2, u) = 2 7o 20 2, = 0; (10,6)
Uy Up Uy Uy
cot je nutnd i postagujfci podminka pro to, aby body
z, Y,z u byly linedrné zdvisl¢, t. j. aby bylo moZno
vésti jimi rovinu. Je-li (x, y, 2z, u) & 0, body =z, ¥, z, » jsou
linedrné nezdvislé, t. j. neletf v jedné roviné.
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- Rozvedeme-li determinant v rovnici (10,6) podle prvniho
ré,dku, obdri{me usporédanou rovnici roviny uréené body-
4,2, u. Je to linedrni rovnice tvaru (8,3), takZe i v obec-
nych rovnobéikovych soufadnicich rovnice roviny je li-
nedrni.

Soufadnice, v kterych rovnice pfimky v roviné, nebo
roviny v prostoru je linedrni, nazyvdme té% linedrnimi,
bodovymi soufadnicemi. Takovymi jsou nejen rovno-
béikové souradnice bodu v roviné nebo v prostoru, ale,
jak snadno dokdZeme, i trojihelnikové -soufadnice bodu
v roviné. Skuteéné, dosad{me-li za x; podle (10,5) do (8,3),
obdriime t{fm rovnmici obecné poloZené piimky v roviné
(yzu) v trojdhelnikovych soufadnicich u,, us, uy. Tato rov-
nice zfejmé bude linedrnf, coZz bylo dokézati.

Dodejme, Ze v roviné trojtihelnikové soufadnice
jsou nejobecnéjdf souradnice linedrni.

Z rovnice roviny uréené tfemi body snadno odvodime
t. zv. isekovy tvar rovnice roviny, na ktery je moZno
upraviti rovnici kterékoliv roviny g, kterd nenf nevlastn{
a neprochdzi potédtkem soustavy rovnobézkovych soufadnic.
. Za téchto predpokladi rovina g proting soutadnicové osy
a?:g;: z v bodech (p; 0; 0), (0; g; 0), resp. (0; O; 7), kde pgr & 0.

Jimi je rovina g jednoznadné urlena a jeji rovnice podle
(10,6) znf

z Y 2z 1
p, 0,0 1 —0
0,¢,0 1| ™
0,0 r,1

Z4¥ i E 1=0 (o7

» + p + . / (10,7)
Snadno bychom dospéli k tomuto visekovému tvaru rov-

nice roviny té% ndsobenfm rovnice roviny takovym faktorem

A, aby jejf prosty ¢élen nabyl hodnoty — 1.
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PFiklady k cvifeni. .-

82. Napite rovnici roviny (v pravoihl. kartézskych sou.f ),
kterd prochézi bodem (5; — 6; 8) a stoji kolmo na . pFimku
o parametrickych rovnicich z=2—¢, y=3+ 3¢ z=
= -—1 + 4¢! Urdete priseéik dené pHmky 8 onou rovinou!
[z—3y—42 +9=0,t =, (3§48 — )]

88. V tychZ soufadnicich napiste rovnici roviny soum&rnosti
tsetky AB([A(—2;5;7), B(6;—3;1)]! [4z— 4y — 3z +
+ 8=0] .

84, Napidte rovnice viech rovin, jejich% vzddlenost od po-
&atku je 13 a jejichZ odchylky od stdn kartézského pravo-
thlého soufa.dmcového trojhranu jsou ste]né' [8 rovin: + = +
+ty+z—133=0]

85. Jak zni ﬁsekovy tvar rovnice rovmy, které je rovnob&%nd
8 jednou nebo se dvéma osami soufadnic? [Soufadnice stejno-
jmennd 8 osou, kterd je s rovinou rovnob®#né, se v rovmici
roviny nevyskytuje.] _

86. Udejte rovnice pFimek, v nich¥ rovina (8,3) protind stSny
soufadnicového trojhranu a rovinu nevlastni [z; = 0, a,7, +
+ 3Ty + aa%y + gy — =0, 1= 1,2,3,4].

87. Bodem (— 3; 0; 5) proloZte rovinu, kteréd protind soufad-
nicovou rovinu £ v pﬂmce 2y —6z 4 9 = 0! [Tz — 2y + 6z —
—9=0.]

88. NapiSte rovnici roviny, které obsahuje pfimku o para-
metrickych rovnicich (6,8) a je rovnob&?na se spojnici bodi

T— Xy Y— Yoo 272 O]

(%13 %15 21) & (93 Yo} 29! [ l Com,. n
Ty — Ty Y1 Y 21— 2

89. Pfevedte normilni tvar rovmice roviny na usekovy

& obrécend!

40. Urdete priusediky pitimky P, P, [Pl (—1;2; 6), Py (7; 8 2)1,
8 rovinou 2z — 3y 4 4z — 5! [(3; ¥; ).

41, Ude]te vzorec pro ihel rovin
a1m+a,y+a,z+a‘—0
bz + by + bz + by = 0!
[cos @ = £ (@b, aghy-t azb,) : V(a'l + g’ + a,?) (b2 + b2 + b,?).]
42, Urdete vhel rovin £ —y +2—2=0, 22—y + 3z —

—08=0. [cos w = :i:V#]
48. Bodem (4; 5; — 1) vedte rovinu. rovnobéinou 8 rovinou
142z — 2y + 92— 11 = 0! [14z — 2y + 92 — 37 = 0.]
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44. Rovnici roviny dané body (1;1;0), (0;2;3), (3;4;0)
uvedte na tvar a) usekovy, b) normaélni!

T Y z 9z — 8y + 5z — 3

8) S +—L +-—1=0;Db — =0.

[ S G ) Viz ]

48. Urdete rovinu prochézejici body (1;2; 3) a (1; — 1; — 2)
a stojici kolmo na rovinu £ — 2y + z— 56 = 0! [13z + b5y —
—3—14=0.]

48, Jsou-li y,z, u wgholy trojihelnika soufadnic v roving
@ g =Y + 2z + u bod jednotkovy, z = u,y + psz + uyu, pak
Iyt g Jest dvojpomdr &Etvefiny paprskd (uy) (uz) (ug) (uz).
Doka¥te a udejte obdobné vyznamy pom&ri u, : uy 8 uy: u,!
[Paprsky &tvefiny protinaji stranu (yz) souf. trojahelnika
v C&tvefici bodb y,z, ¥ + 2, u, ¥ + usz, jejiZ dvojpomér jest
Myt g ©. b. d.]

11. Ctyrst¥nové soufadnice bodu v prostoru. Rovnice
roviny v rovnobézkovych soufadnicich je vidy linedrni;
Ppies to rovnobézkové souradnice nejsou nejobecnéjsf linedrn{
soufadnice. K tém dospéjeme vychdzejice z této véty:

Jsou-li y,z,u,v 8tyFi body v prostoru, neleZici
v jedné roving, pak kaidy dalsi bod z je jejich
linedrnf kombinaci tvaru

T =Y + 32 + %3% - 3,0, (1L,1)
kde alespon jedno z éisel »; (¢t =1,
2,3,4) je rizné od nuly.

Cisla usporddané &tvefice (%;; »,;
%3; %) jsou homogenni &étyrsténové
soufadnice bodu 2 vzhledem k étyr-
sténu yzuy, ktery jmenujeme sou-
Obr. 14 Linearni f#dnicovy.
kombinace &ty¥ Na dikaz uvedené v8ty uva¥me, Ze pri-
bodivprostoru. sedik w spojnice (zv) s rovinou (yzu) je

(obr. 14) podle odst. 10 linedrni kombinace
w = Yy + pez + uyu, kde alespoii jedno z &isel u,, uy, 1y je
rizné od nuly. Bod z tedy leZi na spojnici (wv) a je proto
linedrni kombinaci z = xw + »,v, kde alespori jedno z &isel
%, %, je rizné od nuly.

Kiademe-li xu; = x;, (i = 1, 2, 3), vychédzf spojenim posled-
nich dvou rovnic (11,1) a soudasnd je patrna sprdvnost celé
dokazované véty.
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Stejné jako v piipadé trojihelnfkovych soufadnic bodu
v roviné neni vrcholy soufadnicového étyrsténu jesté defi-
novdna oboustranné jednoznaénd korespondence mezi body
v prostoru a mnoistvimi {x,; s,; %y; #,} jeho homogennich
étyrsténovych soufadnice. I zde vSak postacf, je-li jesté
déna poloha jednotkového bodu g =y + z+ u 4 v, ne-
lezictho v %4dné sténé ¢tyrsténu. Jeho étyrsténové sourad-
nice tvoif mnoZstvi étyréisli {1;1;1; 1}.

Linedrnost étyrsténovych soufadnic dokédZeme takto:

Bud (8,3) rovnice libovolné roviny g v tychZ rovnobéz-
kovych homogennich soufadnicich, jimi% jsou uréeny vrcholy
¥, 2, 4, v ¢tyrsténu. Jeji rovnici v soufadnicich étyrsténovych
obdriime, dosadime-li do (8,3) podle (11,1)

Xy = #3Yi + HoZ4 + HaUi + %4V, (1’ = l) 2) 3) 4), (11)2)
¢imZ zfejmé vznikne rovnice linedrn{ a homogenni v &tyr-
sténovych soufadnicich ,, ,, 4, %, c. b. d.

V dalifm, nebude-li vyslovné uvedeno, Ze jde o soufadnice
rovnobézkové, budeme soufadnicemi bodu rozuméti sou-
fadnice ¢tyrsténové, které budeme oznacovati obvyklym
zpusobem, takZe na pF. (2,; z,; z3; z,) budou étyrsténové
homogenni soufadnice bodu z, coZ struéné vyznacujeme
symbolem z (z,; x,; z,; z,) a t. p.

I v prostoru rovnobézkové soufadnice jsou zvldstnim
piipadem soufadnic étyrsténovych: vrcholy souf. étyrsténu

jsou zde patrné nevlastni body os ;, ;,; a poditek O;
bod jednotkovy zde, jak vime, uréuje méfitka na osdch
a teprve po jeho volbé soufadnicovd soustava jest dplnd.

12. Transformace souFadnie. V soustavé rovnic

Ty = ey + 1%’y + €973 + €147y

Ty = Cpu &'y + o'y + €923 + €34Ty, (12,1)
Ty = T’y + C4a%p + Coa®'3 + €34Ty, ’
Ty = ') + €4u%y + CaT'y + €447’y

poklddejme (2;; z,; ,; x,) 8 (&'y; o'y 2'y; 2',) za dvé Styi-
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islf soufadnic tého% bodu vzhledem ke dvéma riznym
soufadnicovym é&tyrsténtim. K tomu jsme skuteéné opriv-
néni, nebot’ podle téZe soustavy rovnic bod z (z,; x,; 24; x,),
jehoZ soufadnice se vztahuji na soufadnicovy &tyrstén
(15 0; 0; 0), (0; 1; 0; 0), (0; 0; 1; 0), (0; O; 0; 1) je geometricky
totozny s bodem =z’ (z';; 2'y; x'y; #'y), jehoZ soufadnice se
vztahujf na jiny étyrstén, a to (¢ Car; €s15 €a1)s (Cig Cog; Can
Caz)s (€135 Cos Casi Cas)s (Cra5 Coa5 Caas Can)- Pro jasnost vyslovné
uvedme, Ze poslednf étyfi étyféfsli jsou soutadnice vrcholi
druhého étyrsténu vzhledem k prvému é&tyrsténu. Odtud
predeviim vyplyvi, Ze jen tehdy, kdy? determinant

C=|eca| #+0, (12,2)

druby z obou étyrsténi je skuteény &tyrstén, t. j. jeho
vrcholy neleZf v jedné roviné. Budeme v daldim stéle pied-
poklddati, ¢ podminka (12,2) je splnéna.

Soustavou rovnic tvaru (12,1) lze transformovati soufad-
nice bodu vzhledem ke kterémukoliv souf. étyrsténu k bodu
jednotkovému v soufadnice vzhledem ke kterékoliv jiné
“takové soufadnicové soustavé.

1. specialisace transformace (12,1) nastane, pfedpoklé-
ddme-li %e obé soutadnicové soustavy jsou rovnobéZkové.
Pro bod nevlastni je jak x;, = 0 tak 2’; = 0, z jedné z téchto
rovnic musf pak vlivem rovnic (12,1) plynouti druhéd. Tak
tomu je, jen kdy%

€= Cgg==Cg3 =0, ¢4y + 0. (12,3)

Délme pravé strany viech rovnic (12,1) koeficientem ¢,
— coZ znamens jen (geometricky bezvyznamnou) zménu
faktoru tdmérnosti homogennich soufadnic x; bodu * —
8 souéasné’ poloime

Cik -
=G TI=0, L, = Y, T3 =2, Ty = L
Cu

=2,y =y,2y=2 2"y, =1

46



Obdrzime tak soustavu rovnmic

r= du‘” + dlzy + dyg?’ + dyy,

Y = do&’ 4 dyyy’ + dy?’ + dy, (12,4)
2 = dg @' + dyy’ + dyg?’ + dy,, !
1=d,.
Z (12,2) vyplyvé
dyy dyg iy
6= dg dyy dog| £ 0. (12,5)
31 T3z O3

Urdeme nyni geometricky vyznam koeficientii d; rovmic
(12,4). Pfedevi&im politek druhé soustavy (¢’ =y’ =2’ = 0)
mé podle (12,4) soufadnice (dy; dy,; dy). PoloZme dy, = z,,
Aoy = Yor daq = 2

Hrana z' druhého soufadnicového trojhranu (y’ = 2’ = 0)
mé v prvém trojhranu podle (12,4) parametrické rovnice

T =1z + dyz’, y = Yo + duo, z-=zy + dyz’, (12,8)
kde z’ je promdnny parametr Jsou tedy koeficienty dy,, d,l, dgy

- —

smérové parametry osy 2’ vzhledem k souf. tro_lhranu .'c, Y, 2.
Podobnéd d,,, dgq, dgq jsou smérové parametry osy y a d,,, dgy, gy

smér. parametry osy z.

Krom¥ toho soulty Ddy(i=1,23, k=1,23,4) jsou
soufadnice jednotkovéhok bodu druhé soustavy (z' =y’ =
= z’ = 1) vzhledem k prvé soustavs.

2. specialisace. Pi'edpoklédejme, %e poditky obou sou-
stav se ztotoZnuji. To nastane jen tehdy, kdyZ v (12 4)
je dyy=dy = dyy = 0.

3. specialisace zdleZi v pfedpokladu, Ze oba tro;hra.ny
jsou pravouhlé, kartézské, shodné a tedy stejné orientované,
takZe je lze ztotoZniti poototenim jednoho kolem spoleéného
potétku.

Pro vétsi prehlednost sestavme smérové kosmy o8 v ta-
bulku
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z

— e
x y

cos &, [cos f, | cos y,

84

(12,7

co8 &, cos f,|cos y,

=4

7 |cos aglcos By cos y,

N

Parametrické rovnice osy :_c)' jsou podle (6,5)
z=a' cosn,y, y=x'cosf,, z= ' cosy,,
coZ, srovnéno s (12,6), ddva
d,, = cos &,, dy; = cos f8,, d3, = cos y,.
Obdobné vychézi

" dyg = CO8 &y, dgp = CO8 fly, dyy = COB Yy,
d,g = co8 oy, dpy = c08 fly, dg3 = cO8 y;.

(12,8)

Smérové kosiny kterékoliv osy vyhovuji rovnici (4,3), obé
trojice smérovych kosini dvou os téhoZ trojhranu spliujf
podminku kolmosti (7,2). NapiSeme-li tyto rovnice nejdifve

pro smérové kosiny os I’, ;’,_;’ v soustaveé :_c: gz;: po druhé
pro smérové kosiny os 2;,: vzhledem k souf. soustavé
z,y,7, obdrifme dvé skupiny po Sesti rovnicich

=3
2 dta—1=0, (k=1,2,3),
=1 (12,9)

=3

D dady=0, (k1 k1=123),
=1
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k=3
D dgt—1=0, i=1,2,3),

- (12,10)

D dadp=0, (i1 i,1=123)
| 255§

Obé skupiny rovnic jsou z4vislé do té miry, %e rovnice
(12,10) jsou dusledkem rovnic (12,9) a obricené.
Proto¥e na pF. osa z’ je kolmé na ' i 7/, vychézi podle (7,4)

dya das d.
1y tdy = |0 e Gon

t. j.

dyy = e (dygdys — daadsy), day = & (d3adsy — dudaa),} . (12,11)
dyy = e (d1ydgs — d15843), ’

kde ¢ jo &initel im&rnosti. Za udindnych pfedpokladi je e = + 1.

Pfedeviim dokaZme, Ze & = -+ 1. Za tim tdelem napiSme
t. zv. identitu Lagrangeovu
(dggday — dassg)® + (Fgs@15 — d1adss)® + (d13dsy — & ,d,,) =

= (15 + dgg® + dys?) (d13® + das® + das?) —
— (d19813 + d3s@ss T dygdss)®
kterou lze snadno ovefiti provedenim naznafenéhd nésobeni
a umoctiovan{.

Jeji pravé strana mé podle (12,9) hodnotu 1; umocnénim
a seftenim rovnic (12,11) vychézi rovnice, jejiZ levd strana
podle (12,9) je téZ + 1. Srovndnim obou vysledki skutedns
vychézi e’ + 1.

Zbyvé tedy rozhodnouti o znaménku s. Uvéime-li, e
v rovnicich transformace (12,4) je jako zvlastni obsa.ien pfipad,
kdy ob¥ soustavy se ztotoZiuji (z = z’, y = y’, z = 2’) takZe
d;, = dgy = dy3 = 1, ostatni d,; rovnaji se nule, pak pro tyto
zvlastnf hodnoty koeficientd jiZ prvni z rovnic (12,11) dava
e=+1,c. b. d

Z tych% rovnic — a z rovnic k nim analogickych — je
patrno, %e kaZdy prvek determinantu § (viz 12,5) je roven
svému minoru. Rozvédfme-li é podle jeho prvnfho fddku,
berouce ohled na tuto jeho vlastnost, vychdéz{
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6= d112 + dig? - dyg?,
t. j. podle (12,10)
= 1.

Na konec si viimnéme dalsf specialisace rovnic (12,4)

predpoklddajice, e trojhran ?,-37,? vznikd z trojhranu
- — - -
z, y,? rovnobéinym posunutim. Pak je z'||xz a smérové

parametry d,, a ds, v (12,6) jsou nuly. Pfipojime-li obdobnou
dvahu o osdch _g;' a.?, nalezneme Sest rovnic
Ay =dy = dyy =dgy = dy3 = dyy = 0.

Kromé nich je$té rovnice d); = dyy = dyg = 1 vyjadiuji, Ze
oba trojhrany jsou shodné.

Rovnice této jednoduché transformace souradnicové sou-
stavy tedy jsou

=2 + 2y y=y +yYp 2=2 +2. (12,12)

Transformace (12,4), jejiz koeficienty spliiujf soustavu
rovnic (12,9) a tudfZ i (12,10), se nazyvda ortogondlni
a vyjadfuje pfemisténi soustavy pohybem, je-li § = + 1.
KaZdy pohyb lze slo%iti z paralelnfho posunutf (translace),
po némz ndsleduje pootodeni (rotace), nebo z nejdiive pro-
vedeného pootocen{ doplnéného posunutim.

Je-li transformace ortogondlni, vyplyvé z (12,4) a z (12,9)
nebo (12,10)

2y =t 4yt 2 (12,13)

co% je vztah pro ortogondlni transformace charakteristicky.

13. Soufadnice roviny. Dualita. Vzhledem k soustavé
soufadnic mé rovina £ o rovnici

8fx = 512y + Loy + E3%y + £y =0 (13,1)

polohu jednoznadéné uréenu poméry koeficientt
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£ : &, sta 1 &y (13,2)

z nich%, jak zndmo, alesponi jeden je od nuly rizny. Obra-
cené ka?dé roviné piisludi v této soustavé tyto poméry
jednoznaéné. Uspofddané &tyféfsli (&;; &; &s; &) miZeme
tudiz prohlésiti za &tvefinu homogennich soufadnic roviny &
vzhledem k uvaZované soustavé souiadnic. Vyznam sym-
bola {&,; &; &5; &} a {£} bud obdobny k vyznamu symbolu
{215 @a; my; 4} & {2}

Zatim poddme geometricky vyznam poméra (13,2) pted-
pokléddajice, %e soufadnice jsou rovnobéikové a Ze rovina £
neprochdzi poédtkem O, takZe £, 3 0. Pak miZeme za ne-
homogenni soufadnice roviny & poklddati ¢éfsla

H &
54, 77—547

pfi soudasném zavedeni béinych nehomogennich soufadnic
bodovych do rovnice (13,1), nabyvd td% rovnice tvaru

fz +qy +0z+1=0. . (134)

Porovndme-li jej s dsekovym tvarem (10,7) rovnice roviny,
vychézf

— _. 53
£ L= (13,3)

L}

Jsou tedy nehomogenni rovnobéikové souiad-
nice roviny £, 7, { zdporné vzaté délky dseka, které

rovina £ utind na osdch soufadnic ;,;,; a které
jsou méfeny od poédtku O na méiftkdch téchto os.

& = 5= { = 0 jsou nehomogenni rovnobézkové soufad-
nice roviny nevlastni.

Nyni je moZno rovnici (13,1) diti dvoji vyklad:
Je.li & pevnd rovina, jsou poméry (13,2) konstantni
a (13,1) je rovnice roviny ¢£.
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Je-li z pevny bod, jsou poméry z, : x, : z, : z, konstantni,
kdezto (13,2) jsou poméry proménné, stejné jako rovina &,
kterou miZe byti kterdkoliv rovina prochdzejic{ bodem z.
Skuteéné, (13,1) je nutnd i postadujici podminka pro to,
aby rovina £ prochdzela bodem x. Proto fikdme, Ze (13,1) je
rovnicf bodu z v soufadnicich rovinovych nebo rovniei
trsu rovin o vrcholu z.

Tato dvoji interpretace rovnice (13,1) je proto tak jedno-
duch4, %e rovnice (13,1) je soumérnd vzhledem k faddm
proménnych z; a &, t. j. po zdméné viech &; za z; a obr4-
cené tato rovnice se nezmeéni.

Také jeji vyznam lze vyjddFiti zptisobem, ktery nevytykd
ani bod ani rovinu jako zédkladni prvek prostoru, a to vétou:

Rovnice Sé&z =0 je nutnd i postaéujici podmin-
ka pro to, aby bod = a rovina £ byly incidentni.

Proto ji v dalsfm budeme nazyvati podminkou inci-
dence bodu a roviny.

Také soustava zédkladnich vét (axiomu), na nichi je vy-
budovéna ona ¢ést geometrie, kterd pojednivé o incidenci
bodi, piimek a rovin v prostoru (geometrie polohy), pro-
jevuje jistou soumeérnost. Snadno lze zjistiti, Ze v této
soustavé axiomi existuje ke kaZdému z nich jiny, t. zv.
dudlnf axiom, ktery z pivodnfho obdrifme zcela mecha-
nicky zdménou viech pojmu t. zv. dudlnimi pojmy.
Prfkladem takové dvojice dudlnich axiomi jsou vyroky:

Existuje jedind pifmka
prochézejici dvéma riznymi
body.

Je ziejmé, %e z jednoho z obou vyrokid obdrifme druhy,
»PreloZime-li jej podle jakéhosi ,slovniku*, v kterém si
navzdjem koresponduj{ pojmy:

Existuje jedind pifmka
leZici ve dvou riznych rovi-
! néch.

bod rovinae
pHimka pFimka
pfimka prochézejici bodem -pHimka leZfei v rovind
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K nim pripojme daldi dvojice korespondujfcich pojmu:

dvojpomér &ty¥ bodd leZicich
na pFimce

dvojpomégr 8ty¥ rovin prochéd-
zejicich pFimkou

fade bodi ne pFimce

svazek rovin prochézejicich
pfimkou

mno#stvi viech bodli v roving
(t. zv. pole bodové)

trs rovinovy
(mnoZstvi vSech rovin jdou-
cich bodem)

mnoZstvi viech p¥imek v ro-
vind (t. zv. pole pFimkové)

trs piimkovy
(mnoZstvi vsech pFimek bo-
dem)

spoledny bod t¥i rovin

rovina t¥ bodd

utvary incidentni
utvary neincidentnf
riiznob¥&ky

atvary incidentni
utvary neincidentni
riznob&Zky
mimob&iky

‘mimob&Zky
atd.

N45& slovnik je pouZitelny v obou smérech. ,,Pfelozime.-li*
podle ného nékterou vétu dvakrit za sebou, obdrifme vétu,
z které jsme vySli. Nékteré pojmy, na pf. pifmka nebo
incidence, jsou k sobé dudln{ (autodudlnf). Tak je tomu
s celou pfimkovou geometrif polohy, kterd je zaloZena
ne incidenci piimek.

Z dudlnosti axiomi geometrie polohy vyplyvi
i duédlnost jejich vét (poudek, teorémi), které jsou, jak
zndmo, viechny odvozeny z axiomi. Je tedy dudlnost
jednim z Fidicich principh, ovlddajicich celou soustavu geo-
metrie polohy; proto se dasto nazyvd principem duality.

Té% v rovinné geometrii polohy existuje princip duality;
pojmu bod zde v8ak koresponduje pojem piimka & obricens.

14, Vzdilenost bodu od roviny. Nejkrat¥i vzdélenost
a osa dvou mimob&Zek.

DokédZeme vétu:

Vzddlenost bodu P, o pravouhlych kartézskych
squfadnicich (zy; yo; z,) od roviny ¢ o normélnf rov-
nici (9,6) je
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d — xycos 6 — yy co8 f — z, cos , (14,1)

t. j. zdporné vzatd levd strana normélni rovnice
roviny g, do niZ byly dosazeny za soufadnice bé%né
soufadnice bodu P,.

Je-li P, poddtek O, t. j. kdyZ xy = y, = 2z, = 0, je sprav-
nost véty zfejmd, nebot podle odstavce 9 éislo d > 0 je
vzdélenost poéétku O od roviny g.

Vyraz (14,1) rozdéluje body prostoru, nele¥ici v g, na dvé
mnoZstvi: pro body jednobo mnoZstvi je kladny, pro druhé
zdporny. K prvému mnozstvi zfejmé ndlezi pocétek O (ne-
prochézi-li jim g), a — jak snadno lze ovéfiti — viechny
body leZici na téZe strané od p jako pocétek O. K druhému
mno#%stvi nédleZeji viechny body na opa¢né strané roviny p.

Normélni rovnice roviny ¢, kterd je rovnobéznd s ¢ a pro-»
chézi bodem P, je

e(zxcosox + ycosf 4 zcosy) —d, =0, (14,2)

kde d, >0 a ¢e= —1 nebo ¢ =+ 1 podle toho, leif-li
potétek O v césti prostoru mezi rovinami ¢ a ¢ nebo mimo
tuto édat. V prvém pifpadé totiZ s poditku O na o spusténd
kolmice %, je opa¢ného smyslu neZ kolmice ¥ na rovinu g,
takZe smérové kosiny obou kolmic se lidi znaménky. V dru-
hém piipadé obé kolmice se shodujf nejen ve smérech, ale
i ve smyslech a tudiZ i v smérovych kosinech.

Bod P, leif v o, proto jeho soufadnice vyhovuji rovniei
(14,2), tak¥e jest

e(zgcos o+ yocos B+ zpcosy) —d, = 0. (14,3)

Vzdilenost roviny o od g lze sloZiti ze vzdélenosti poéat-

ku O od téchto rovin a vyjddfiti ji vyrazem
d—edy;

dosadime-li sem za d, podle (14,3), obdrZime (14,1), c. b. d.

Dodatkem k pravé dokidzané vété poznamenejme, Ze zna-
ménko vzdédlenosti bodu od roviny je kladné nebo zdporné
podle toho, le#i-li dany bod na téZe strané roviny ¢ jako
poddtek nebo na strané opaéné.
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Méme-li na p¥. urditi vzddlenost bodu P, (1; 1; 1) od roviny
g =3z —4y—122— 39 = 0, musime nejdfive rovnici ro-
viny ¢ uvésti na tvar normilni. Za tim ielem je nutno ji na-
sobiti faktorem
11
Vies 13

Po tomto nésobeni zdporné vzaté levd strana normaélni rov-
nice roviny g je

1=+

3z —4y—122—39
13 ’

dosadime-li do nf £ = y = z = 1, vychézi, ¥e hledand vzdéle-
nost je + 4, takie bod P, lef{ na té¥e strand roviny g jako
poéatek.

Na vypolet vzddlenosti bodu od roviny lze té% pFevésti tkol,
vypotisti t. zv. nejkrat8i vzdélenost dvou navzdjem

mimob&Znych pi‘imek; resp. _q: je% pfedpoklédejme dindv
parametrickymi rovnicemi v pravouhlych kartézskych soufad-
nicich [srovnej s (6,5)], & to

z=2z,+dcosay, Yy =1y +dycos P, z=2 + dycosy
resp.

T =z, 4 dycos &y, Y = Yy + dycos By, z =2z, + dycos y,.

Primka p patrnd prochdzi bodem P, (z,; ¥,; 2;), & jeji smérové
kosiny jsou cos a4, cos f8,, cos ¥;. Podobnd pFimka g prochézi

bodem P (Zy; 4,5 25) & jejf smérové kosiny jsou cos ay, cos fy,
CO8 ¥j.

Pripomerime, e nejkrats{ vzddlenost d obou mimob&Zek se
mé&F na jejich spoleéné kolmici &, kterd ob® protiné. Je-li jejf
prisedik s p bod U, s ¢ bod V, je & = UV hledans nejkrati
vzddlenost.

Abychom ji uréili, uva¥me rovinu g, kterd prochézi polét-

kem O soustavy soufadnic a je rovnob&Zné s—;; i s_q’. Pak kolmice
k — nazyvé se téZ ‘osa obou mimob&%ek — je normélou

roviny g (srovnej s odst. 8); protofe je kolmé k;i k_q’, spliiuji
jeji smérové kosiny podle (7,4) uméru

cosx, cosfl; cosy,
coB oy COB fl; COS Y,y

& rovnici roviny g lze pséti ve tvaru

cosa,:cosﬁ,:cosy,=||




= y z
cos &, cos f; cosy, | = 0. -
co8 &g €08 fy COB ¥,

Neni to ovSem normélni rovnice roviny g. Tu nalezneme

snadno nédsobenim pfedchozi rovnice faktorem %, kde
H = (cos 8, cos Ya — €08 p; €08 f,)* + (cosy; cos og —
— CO8 &; COS ¥3)? + (cos &; cos ﬁ, — cos f; cos a,)2.

Je viak podle identity Lagrangeovy (odst. 12)

H = (cos® a; + cos? B; 4 cos? y,) (cos? &, + cos? B, 4 cos? y,) —
— (cos ®, cos oy + cos B, cos fiy + cos ¥, cos y;)t.
Neazveme-li w thel pfimek ; a ; je pak podle (4,3) a (7,1)
H=1—cos?w =sin'ew

a normélnf rovnice roviny p zni

z y z
cos &, cos f3; cos ¥,
co8 &g COS fy COB Y,

K uréeni ﬁejkratéi vzdélenosti d postadf nyni vypodisti

vzdélenost libovolného bodu pﬁmky_q. od ¢ — na pf. bodu
Py (Zy; Ya5 23) — 8 odedfsti od nfi vzddlenost libovolného bodu

pimky P od ¢ —'na pF. bodu P, (2,; ¥,; 2,). Je tedy

d = @ (%1, Y1, 21) — 0 (Tas Y3 23) = 0 (T — Ty, Yy — Yy, 21 — 23},
t. j.

= 0.

Q(x’y’z) Esmw

Li—Ty h—Y Z1%
cosa, cosf; cosy
cosxg co8fl; cCOS Y,

8in w

(14,4)

K ureni polohy osy & mimobéiek; a.-q’ v proatoru postadf
udati rovnice rovin ¢ a @, z nichZ prvd prochézi osou k a mimo-

béZkou ;;, druh4 osou % a mimob&Zkou ?
Rovnice roviny e mé tvar
CA(z—zx) + By—y) + C(z—z) =0,
kde koeficienty 4, B, C vyhovuj{ dvéme rovnicim
Acosay + Beosfy + Ccosyy =0
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A B C
coso; cosfly cosy | =0,
cos oy €08 fBy CO8 Yy

které vyjadfuji, Ze norméla roviny & svird pravé thly s pfim-
kami p i k. Z obou t¥chto rovnic vychézf A:B:C =

| cosay, cos By, co8 3, I
= ||cos By cosyg— CO8.Y, COB g — cos o co8 fla— |
—co8y,Co8 f,, —CO8 ¢y CO8 Yy, —cos f; cos &y ||

dili
A :B:C = (cos w cos &, — CO8S &) : (co8 w cos f; — cos fy) :
: (cos m cos y; — €08 Y,).
Rovnice roviny ¢ proto zni

e(x, ¥, 2) =[(z—x,) cos &, + (y—-— Yy) cos By + (z—z,) cosy,] .
.cos @ —[(z — ;) cos &3 + (¥ — yy) cos fy + (2 —2,) cosy,] Tg):
Vyménou indexi 1, 2 vychdz{ z nf rovnice roviny ¢ '
@ (x, y¥,2) =[(x— z,) cos &y + (y — y,) cos ﬂ, + (z—25) co8 9,] .
cosa)—[(a:—z,) cos oy + (¥ — ya) cos B + (z —z,) cos 71]';'60)

Soufadnice bodu U lze pak \;ypoéisti jako soufadnice prii-

seiku pfimky; 8 rovinou ¢; obdobnd V je prisedik pﬁmky?
8 rovinou e.

Je tedy moZno nejkratSi vzdélenost d urditi ze soufadnic
bodt U, V pfimo.

Necht na pf. dané body jsou P;(l;3;2), Py(1;—1;2)
a trojice smérovjch kosint pfimky _i, resp.? necht jo

cos o = V_, cos f; = —V—l_e-, cos y; = Vi—ﬂ resp.
1 2 1
CO8 0 = 7% co8 fiy = _ITE-’ CO8 Yy = V__G:
Pak jest

COS @ = COS &, COS &y + €08 f) cos f, + cos ¥ cos y4 = §.
a odtud sin @ = ¥ 1. Ze vzorce (14,4) pak vychézi d = ¢}/ 11
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Rovnice rovin ¢ ¢ podle (14,5) jsou

5(1’.1/,2) E$—7y—4z+28=0,
(s, 4,2) =z + 4y + Tz— 11 = 0.

Abychom uréili soufadnice bodu U, vloZme do rovnice ro-

viny ¢ o
:v—l-f—_, y=3——l, 2 =2 4 =2,
Ve Ve Ve

coZ jsou parametrické rovnice pFimky p Vypoéteme tak

dl=——]6V6a ( 549

il v “) Obdobnym poétem nalez-

neme soufadnice bodu V (—i—: ; ‘-:—i’, _ﬁ) Ze soufadnic obou
boda vychézi
176 16 [ QP
R = = = i — —
=1 =1 b i d=qlTL

jak té% dfive bylo nalezeno.

15. Obsah trojihelnika a objem &tyrst®nu. V pravo-
uhlé kartézské soufadnicové soustavé budte? ddny tii body
Py (xg; 455 2), 6 = 1, 2, 3), svymi soufadnicemi. Jejich kolmé
priméty do roviny ( tvofi trojihelnik o vrcholech
P’; (z;; y:; 0), jehoZ obsah je

A=3[2(1—Y%) + 2s— %)+ 3% — %)=
z 9y 1
Ty Yy 1 |
39 1

Podobné prumét téhoi trojihelnika do roviny &, resp. #
m4i obsah

=4

Yyl 5213711
dy=1% ozl resp. dy=1% 2z 2, 1
Yy 2y 11 2g T3 1

Jsou-li cos x, cos B, cos y smérové kosiny normély roviny
P,P,P,, at jiz ]akkohv orientované, li¥f se od nich kosiny
odchylek té%e roviny od soufadnicovych rovin &,7, { na-
nejvyde znaménky. Je totiZ zndmo, Ze odchylka dvou rovin
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a odchylka jejich kolmic jsou dva ihly bud shodné nebo
vyplikové.

Proto, znadi-li A plodny obsah trojthelnika P,P,P,, je
14| =|decosa]|, {dy|=|Adcosf|, |A3|=|Acosy|,

nebot plosny obsah kolmého primétu rovinného obrazce je
roven plofe onoho obrazce ndsobené kosinem odchylky jeho
roviny od primétny.

Umocnime-li posledni tii rovnice dvéma, vychdz{ s ohle-
dem na (4,3) po jejich secteni '

4 = A2 + A2 4 A, (13,1)
t. j
- hhulp? 7z 1 z oy 1
A = - _&. Il Y2 2o 1| + 2y Xy 1| + Ty Yo 1], (15v2)
Ys 23 1 23 x5 1 T3 Yy 1

éim% je hledany obsah uréen aZ na znaménko.

Je viak nutng uréiti jednoznaén& toto znaménko ve shodd
s umluvami, které jsme diive uéinili, alesporl pro takové troj-
thelniky, jejich% rovina neprochézf poéatkem. Z t&chto umluv
vyplyva, Ze znaménko obsahu 4 je totéZ jako znaménko
vyrazu T4
Ty Y 23| -
T3 Yy 2

Podotkn&me, Ze jest K = 0 jen tehdy, kdyZ body O, P,,
P,, P, le#i v jedné rovin®; pak znaménko obsahu 4 mtZeme
voliti libovolng, aniZ by tim vznikl spor.

Zbyvaji pfipady K > 0 a K < 0. Prvy z nich nastdvé jen

- —_ -

tehdy, kdyZ trojhran OP,, OP,, OP, mé orientaci shodnou

8 orientac{ soustavy soufadnic, druhy jen tehdy, jsou-li orien-
tace obou trojhranid rizné.

Vypoétéme jesté vzdilenost » poddtku O od roviny troj-
thelnfka (P,P,P,)! Tato rovina md podle (10,6) rovnici
T y =z 1
nHhal _,
Ty Yp 2 1
Ty Y 2 1

K =




po rozvedeni determinantu podle prvntho Fddku vychdzf
rovnice

2 (4 + 4y + Ag2) — K = 0. (15,3)
K jejimu pfevedenf na tvar norméln{ je nutno ji ndsobiti
faktorem

1 1 1

To)aE A+ 4 2(4]
a to se znaménkem shodnym se znaménkem vyrazu K;
rozuméjme v dalsim téZ pod A plodny obsah trojihelnfka
P,P,P, s takto zvolenym znaménkem. Pak jest
K

v=gr (15,4)

kladné &islo, coZ souhlasi s imluvou odstavce 9, podle které
'v normdlnim tvaru rovnice roviny prosty é&len je zdporny
(neni-li nula).

Z vypotteného A a v miZeme ddle snadno vypoéfsti
objem V é&tyrsténu OP,P,P,. Podle zndmé stereometrické

poucky je

V=134.v,
t. j. podle (15,4)
V=1}K
¢ili %y
V=112 93 25| (15,5)
Ty Y3 %3

Je tedy determinant z deviti soufadnic bodu
P, PP, roven Sestindsobku objemu étyrsténu OP,P,P,.
Znaménko tohoto determinantu je kladné &i z4-

porné podle toho, mé-li trojhran O_ﬁp 0_132, 0—13,,. se

soufadnym trojhranem z, y, z orientaci souhlasnou
nebo nesouhlasnou.

Objem V &tyrsténu PP PPy [kde P, (z,; yo;2,) je libo-
volny daléf bod] je ddn vyrazem
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=Ty Yo 2L %0 -
V=412—y ¥1— Y 22— 2 |- (15,6)
(T3 Xy Ys— Yo 2%
DokéZeme to takto: Posuneme-li soustavu soufadnic rovno-
béiné tak, aby poddtek nové soustavy padl do Py, jsou podle
(12,12) nové souFadnice vrcholl &tyrsténu vyjadfeny symbolem

Py — %o % — o 5 — %) (1= 1,2,3,4)  (15,7)

Nyni je moZno pouZiti k vypodtu objemu &tyrsténu vyrazu
(15,15), kam ovsem za soufadnice vrcholt P,P,P, jest dosaditi
podle (15,7), co% bylo dokézati.

Iz (15,8) objem étyrsténu vychézi s uréitym znaménkem,
neni-li ¥ = 0 (coZ nastéivé jen tehdy, kdyZz body P P,P,P,
lez{ v jedné roviné). Vyznam tohoto znaménka je patrny
z véty:

Objem (15,6) ¢tyrsténu P P,P,P; jest kladny nebo

zéporny podle toho, mé-li trojhran PyP,, P P,, Eﬁa

s trojhranem soufadnic z, ¥, z orientaci souhlasnou
nebo nesouhlasnou.

Jsou-li vreholy trojuhelnika ddny soufadnicemi P, (1; 2; —3),
Py(—3;,—1;2), P (—2;—3;1)je K =18, 4, = ¥, 4, =},

Ay =1, 4 = —}}/291 a trojhran OP,, OF,, OF, mé opaénou
orientaci neZ trojhran —:;, ?;,?

Je-li dén &tvrty bod P, (2; 3; 4), je objem Etyrstdnu PP, P, P,

1—2, 2—3,—34 —1,—1, -7
V=%|—3—2,—1—3, 2—4|=}|—5,—4, —2| =—2 =15}
—22—3 3 1—4 —4.—86,—3

& trojhran P,,_P;, E,E—’:, EI_’; mé opadnou orientaci neZ trojhran
soufadnic.

16. Duélni rovinové ttvary. V étyrsténovych homogen-
nich soufadnicich budteZ % (1; 7a; 78; 1) & & ({15 Las Cas o)
dvé rizné roviny, takze {n} + {{}. MnoZstvi rovin, které
prochézeji spoleénou piimkou r = (y{) obou rovin
se nazyvd svazek rovin o ose 7.
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Rovina & (&;; &; &5 &) je rovinou svazku o ose r tehdy,
kdy%Z je linedrni kombinac{ kterychkoliv dvou jeho rovin,

na pi. n, ¢
E = )-17] + }'2:’ . (1611)

kde 4, a A, jsou dvé konstanty nikoliv souéasné rovné nule.

Skuteéné, je-li # kterykoliv bod osy r, pak jsou splnény
obé podminky incidence

Snx = 8z =0,

vyjadiujici, Ze bod z leZi v obou rovindch 7 a .

Je podle (16,1)

Séx = 8 (A + 4,8) x = 4,8pz 4+ 4,802 = 0,
odkud je patrno, Ze rovina £ prochdzi kazdym bodem pifm-
ky 7, ¢ili Ze néle%i svazku.
Obricené, ndlezi-li £ svazku o ose 7, pak matice

& & & &
M Mz M3 7
G & & &
je hodnosti 2, coZ mé za ndsledek platnost symbol. rovnice
(16,1).

Predpoklidejme, %e & = A’y + A’y je ctvrtd rovina,
riznd od &, takie A,A', — 4’4, &= 0, pak vyraz

(16,2)

2 Ay My
Y Y W (16.3)
opét nazyvime dvojpomérem étvefice rovin (yl&f).

Plati véta:

Véechny pfimky, neprotinajici osu svazku rovin,
protinaji étyfri jeho roviny v étveticich bodi, je-
jichZz dvojpoméry jsou stejné arovny dvojpoméru
oné Ctverice rovin.

Body kaZdé z téchto &tvetfic béfeme v tém? porddku jako
roviny, v kterych leZi.

\
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Skuteéné, je-li kterdkoliv z uvedenych pifmek uréena
svymi prisediky y a 2 s rovinami» a £, takZe Sny = 8¢z = 0,
Snz == 0, Sy =+ 0, uréime priseéik u,y + w2z pimky (yz)
s rovinou & z rovnice

SE (uy + ue2) = 0,
t. j. protoZe

SE (Y + pez) = 8 (A + A) (Y + pe2) =
= AySny + AuaSnz 4+ Aoy SLy 4 ApeSlz =
= AypaSnz + A, 8Ly,

MpaSnz + Ay SCy = 0. (16,4)
Podobné priseéik u',y + u'pz piimky (yz) s & uréime fede-
nim rovnice

Z rovnice

Ayp'oSnz + Ao’ SCy = 0.
Z ni a z (16,4) vyplyvd

l}‘uz, l?'ull =
Moy Map'y ’
éili
M Wy Ky
R T 4 ‘y

coz bylo dokdzati.

Protnenie-li svazek rovinou, kterd neprochdzi jeho osou 7,
obdriime paprskovy svazek, pro ktery z véty pravé doka-
zané plyne:

Piimky, které nendlefeji paprskovému svazku, ale leZi
v jeho roving, protinaji &tyfi jeho paprsky v bodovych
étveficich tého% dvojpoméru. Nazyvime jej té% dvojpoms-
rem oné étvefice paprsku (srovnej s prikl. 22, 23 a 24).

Bud nyni m (m,; m,; my; m,) bod se svymi étyrsténovymi
soufadnicemi. Geometricky vyznam poméra téchto soufad-
nic vyjadfuje véta:

Pomér m; : my (i 3 k) Gtyrsténovych soufadnic bo-
dum je roven dvojpoméru téchto étyf rovin svaz-
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ku o ose v hrané z;= 23 =0 soufadnicového &tyr-
sténu: 1. Soufadnicové roviny z;= 0; 2.s0uf. roviny
g =0; 3. roviny svazku, kterd obsahuje bod m;
4. roviny svazku, obsahujici jednotkovy bod g¢.

Bud na pi. 1 =2, k= 3. Pak prvé dvé z uvedenych
rovin jsou 7 (0; 1; 0; 0) a £ (0; 0; 1; 0). Dalsf dvé jsou prvych
dvou linedrni kombinace

myn — myl, 7 — .
takZe dvojpomér uvaZované &tvefiny rovin jest

—m,_—_l_,m,

my, 1 mg
coZz hylo dokézati (srovnej s pifkl. 46).

Jsou-li %, ¢, ¢ tfi roviny nenéleZejici jednomu
svazku, pak jejich linedrnf kombinace

E=An+ Al + Ao, (16,5)

kde alespon jeden z koeficientd A,, 4, 4; je razny
od nuly, je étvrtd rovina trsu, ktery mé vrchol ve
spoleé¢ném bodé rovin 7, {,¢. Obrédcené, kazdou ro-
vinu tého% trsu lze vyjéddriti jako linedrni kombi-
naci kterychkoliv tfi jeho rovin, nendlezejicich
tému svazku. Dikaz je zcela analogicky diukazu symbol.
rovnice (16,1). )

Koneéné jsou-li 7, £, ¢,y Styfi roviny nendleZejici témuz
trsu, lze kaZdou daldi rovinu £ v prostoru vyjadriti jako
jejich linedrni kombinaci

E=Am+ Xl + 49 + Ay, (16,6)
kde alespoii jedno z &isel 4,, 4, 44, 4, je Tizné od nuly.

Symbolické rovnice (16,1), (16,5) a (16,6) vyjadiuji sva-
zek, trs a prostor rovinovy zpusobem analogickym (duédlnfm)
k vyrazim (6,9), (10,1) a (11,1) pro pi{fmou Fadu, rovinné
pole a prostor bodovy; tutvary prvé trojice jsou dudlnf
k dtvaram druhé trojice a obrécené.
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Z (16,6) je patrno, Ze rovinové soufadnice étyrsténové lze
definovati obdobnym (duélnfm) zpisobem k definici bodo-
vych étyrsténovych soufadnic v odst. 11. Kromé stén souf.
étyrsténu ), £, @, p by i zde bylo nutno vytknouti v prostoru
jednotkovou rovinu I', neprochézejici Zddnym z vrcholu
soutadnicového ¢tyrsténu. Roviny 7, £, @, 4, I' uréuji rovi-
novou soufadnicovou soustavu tplné a jednoznacné.

Podminka, aby roviny &, 7, {, ¢ ndleZely jednomu trsu,
je podle (16,5)

§ & & &
N N2 M3 Ty = 0. (16,7)

G 8 G G

1 P2 P53 Py

Pokléddme-li v (16,7) roviny #, {,  za pevné, rovinu &
za proménlivou, je (16,7) rovnic{ trsu, uréeného rovinami
1, £, ¢ v béinych soufadnicich &, &,, &;, &, Minor prvku &;
v determinantu v (16,7) oznaé¢me x;; pak bod z (2;; 2,; Z; z,)
je vrchol trsu. .

Pifklady k cvi¢ent.

47. Identitu (12,13) dokaZte podle ndvodu v textu!

48, Odvodte znovu vtu o vypoftu vzddlenosti bodu P,
od roviny ¢ transformaci pravouhlych kartézskych soufadnic
(translaci, p¥i niZ poddtek nové soustavy se ztotoZiiuje 8 P,)!

49. V rovnob®inych soufadnicich dédny vrcholy &tyrsténu.
y(0;0;0;1), 2(4;0;0;1), u(0;6;0;1), v(0;0;8;1) a bod
g (1;2; 3; 1). Urdete Styrstdnové soufadnice bodu z (— 6; 4;
—2;1) vzhledem k souf. &tyrstdnu yzuv a jednotkovému
bodu g! [NejdFive se pfesvédite, Ze 24dné ¢tyFi z bodld yzuvg
neleZi v jedné rovin¥! Potom urdete faktory homogenity rovno-
bé&Zkovych soufadnic danych bodd tak, aby bod g skutednd
byl jednotkovy, t. j. aby bylo g = y + z + u + v! Naleznete,
Ze je nutno pséti: y (0; 0; 0; 1), z (24; 0; 0; 6), w (0; 48; 0; 8),
v(0; 0; 72; 9), g (24; 48; 72; 24). Hledané &tyrstdnové soufad-
nice bodu £ =z’ oznalme z’,, 2y, 'y, T’y; Vypoltou se ze
symbol. rovnice z = z'\y + z’z + T3u + ', t. j. z Ymdry
247’y : 482y : 12%'y : (o', + 62’3+ 823+ 92') =—6:4:—2:1,
odkud z/; = — 75, /3 = 9, 2’y = — 3, 2’y = 1!]
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50. Jaké jsou rovnice rovin (—a; ';17) (—g; z-)., (—; ;) & roviny ne-
vlastni v é&tyrsténovych, soufadnicich minulého pitkladu?
[, =0, 2y =0, 2’y =0 &, 4+ 6z'y + 823 + 92’y = 0.]

51. Jak zn{ transformaéni rovnice (12,1) pro pfechod od pii-
vodnich k novym soufadnicfm pFikladu 491 [z, = 242y,
Ty = 487y, T, = 122/, z, = 7'y + 6z’y - 8z'y + 927,.]

52, Jaky je vyznem této transformace pravoihlych kartéz-

skych soufadnic:
z=m + z’cos &« — ¥’ 8in «a,
y n+zsma+ycosa,
z p + 2

[Posunuti po&itku do bodu (m; n; p) a pootodeni o ihel «

kolem osy Z .

58. Jak zni dudlni véta k vdts:.

TFi rdzné rovinové trsy, jejichZ vrcholy neleZi v téfe pfimee,
maji jedinou rovinu spoleénou.

[T#1 bodové pole, jejichZ roviny neprochézeji tou? p¥imkou,
maji jediny bod spoletny.]

Vymyslete jiné pfiklady dvojic dudlnich vé&t!

54. Vyslovte vétu Brianchonovu jako dudlnf vétu k Pascalové
v&t® o Sesti bodech kuZeloselky!

65. Urtete vzdélenost bodu P, od roviny p!

8) P, (2;6;1), 0 =12z + 4y + 32—12 = 0, [— 3].
b) Py(2;—2;—3), o= 3z—4y—5z=0, [i29V2]
) Py(0;—1;—4), g = 20—5y =0, [:{:51/29

56. Vypoltéte obsah trojdhelnika P P P,!
8) Py(—4;158), Py(2;3; —4), P,(5: 4;—6), [—4)2].
b) P, (—3;—2;—1), P,(3;5;2), P,(6; —2;0), [+ -}V9l)
57. DokaZte, ¥e vzorec pro objem &tyrsténu
To Yo %o i
— T Nz
V=1 Ty Ys 23 1}
Zy Yy 2 1 .
je totoZny s (15,6)! [Od8&itejte prvy Fadek ode viech ostatnich!]
08. Urdete objem &tyrsténu PyP,P,P,!
8) Py(1;2;3), P, (4;5;6), Py(3;3;3), P, (4: 8 9), [
b) Py(1;2;3), P;(—1;0;0), Py(0;—2;0), Py(0;0;—3),[+4].
c) Py(—1;2;3), Py(1;—2;3), Py(1;2;—3), Py (1;2;3), [—8]
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59. Jak zni rovnice roviny, prochdzejici prasednici rovin
Bz + 6y —72—3=0,42 + 2y + 42— 1 = 0 a bodem
(5;6; 1) [l4z + 42y — 43z — 21 = 0.]

60. Ve svazku rovin

ar +by+c+Aby+az+¢)=0
jest nalézti rovinu kolmou na rovinu ax + by + cz — 7d = 0!

- ai + bl

1= T2

" T ac + b?

61, Napiste rovnice obou rovin, které pili thly dvou rovin
nikoliv rovnob&Znych! [Jsou-li ¢ (z, y,2) =0 a o (x, y,2) =0
normélni tvary rovnic obou rovin, maji hledané roviny rovnice
e (z, 4, 2) £ o(z,y,2) = 0]. '

62. DokaZte, Ze ob¥ dané roviny minulého pf¥ikladu odd8lujf
harmonicky ob¥ roviny soumd&rnosti svych Ghld!

68. V p¥iklads 61 jsou rovnice danych rovin z— 2y + z —
—1=0 & 4z 4+ 3y —4 = 0. Jak zni rovnice_obou rovin
plicich jejich uhly? [(5 + 4)/8) = + (— 10 + 3)8) y + 52—
— (5 + 4/6) = 0.

64. Urcete vzdélenost rovnob&Zinych rovin x— 2y + 3z —
—6=0a z—2y + 3z + 24 = 0! [151/—;4]'

65. V trsu rovin urdete rovinu a) rovnob®inou s danou ro-
vinou; b) kolmou k dané pfimece; ¢) prochéazejici danou p¥m-
kou!

Predpokladejte, Ze trs je dén rovnicemi =0, { =0, p = 0
tfi svych rovin v souf. kartézskych pravothlych! [Udejte
rovnice pro 4, 44, 4, hledané roviny (16,5)!]

66. DokaZte, %e roviny

—2y+ 3z — 4z 4+ 11 =
— Tz + 6y + 8zx—23 =0,
122 — 10y + 11z + 5 =0,
14y 4 162 — 16z — 9 =0,
néleZi jednomu trsu, jeho% vrchol urdete! [(4; 2; 3)].

67. Poufijte &tyrsténovych soufadnic k dikazu vity:

Bud g bod nelefici v %4dné st¥n® &tyrstdnu yzuv. Rovina
(yzg) protind hranu (uv) v bod¥ g;,. Bud ¢’y onen bod, ktery
spolu s g3, oddd&luje harmonicky vrcholy %, v. Obdobnym zpi-
sobem je definovano dalfich 5 bodu g°;, tedy celkem 6 boda
na Sesti hranéch 8tyrsténu. VSechny tyto body leZi v jedi-
né roving,” v t. zv. harmonikélni rovind I' bodu ¢
vzhledem k &tyrstdnu yzuw.

0,
0
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[PFedpokladejme, %e dany &tyrstén yzuv je soui-a,d.nicovy
s;ad.notkovjmbodemg_y+ z+u +v! Bod gy =1u+ v,

7’54 = % — v; Styrsténové souf. poslednd uvedeného bodu jsou
(0; 0; — 1; 1); daldf body jsou gm(—l 1; 0; 0), gla(——l 0;
10)3 914(—190 D), g5 (0; — 10)’ 924(0_1 3 1).
Z jejich soufadnic snadno zjistime spre’wnost véty.]

68. Vyslovte vétu dudlni k v&té pFikladu 67! [Je jejim obra-
cenim!]

89. Maji-li étyrsténové bodové i rovinové soufadnice za pod-
klad tyZ soufadnicovy &¥tyrstdn yzuv, takZe £ =0a z;, =0
jsou rovnice protilehlého vrcholu a stény, plati véta: Rovnice
Séz = 0 vyjadfuje incidenci bodu z s rovinou £ jen tehdy,
kdyZ jednotkové rovina I’ je harmonikélni rovinou jednotko-
vého bodu g vzhledem k souf. &tyrstdnu. Je-li tomu tak, pek
obd uvafované soufadnicové soustavy, t. j. bodovou a rovino-
vou, budeme nazyvati pfidruZenymi. DokaZte!

70. Udejte vyznam pomdrii homogennich &tyrsténovych rovi-
novych soufadnic dudlni k vyznamu pomérii bodovych soufad-
nic, jak byl uveden v odst. 16!

17. Piimkové soufadnice. Linearni ttvary pFimkové,
Vzdélenost bodu od pFimky.

a) BudteZ y (¥y; Y2 ¥s; ¥a) & 2z (2 25 245 24) dva rlzné
body se svymi homogennimi soufadnicemi. Z nich utvofend
matice 4
Y1 Y% Y y4i (17,1)
% % 23 2y
je hodnosti 2, takie alespoii jeden z jejich minora druhého
téddu

Pir = (¥2)ix = Yz — Yazi, G F k.5, k=1,2,3,4) (17,2)
je razny od nuly.

6 minort pg miuZeme prohldsiti za homogenni soufad-
nice pifimky p = (yz). Jen tolik jich je totiZ linedrné ne-
zdvislych, nebot

Pr = — Pix-

Ze jsme byli k uvedené definici soufadnic ptimky p oprév-
néni, je pa.tmo z okolnosti, Ze pn z4méné bodi y, z pifmky p
jinymi ruznym1 jejimi body ¢/, z', které s puvodnimi sou-
visf rovnicemi
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y=}~11’/’,+}~2z"s Ay Ay
z=wmy + uZ, | U

+ 0,
jest
(y2)ie = (Aapg — Aoty (4’2 )it
t. j. pivodni soufadnice se od novych lifi pouhym faktorem
homogenity.
Bud g piimka rizné od p, u, v budte dva jeji body, takZe
souradnice piimky g = (uv) jsou minory matice

Uy Up Ug Uy
v Y U3 Uy

Aby pifmky p a ¢ mély spoleény bod, at' jiz vlastni nebo
nevlastni, k tomu je nutno a stadf, aby body yzuv leZely
v jedné roviné, t. j. aby podle (10,6) bylo

Y1 Y2 Ys Ya
Z) 25 %33 24
Uy Ug Ug Uy
v Y Uy Yy

(yzuv) = = 0.

Rozvedeme-li determinant v této rovnici (nejlépe podle
Laplaceovy véty podle prvnich dvou Fddki — stadf viak
postupné rozvedeni nejdifve podle prvniho f4dku, po némz
nésleduje rozvedeni vzniklych minori opét podle jejich
prvnich fidku), vychdzi odtud podminka incidence
primek p a ¢ ve tvaru
Spq = Piofss + Prafaz + Predes + Ptz + Pasis + pmqlzl'?—a(;

Tato rovnice je zajisté splnéna pro p =g, t. j. soutad-
nice pz nejsou nezdvislé, nybrZz spliiuji rovnieci
druhého stupné

8PP = P1aPoy + PraPaz + PruP2s = 0. (17,4)

ProtoZe soufadnice kazdé pHmky ji splfiuji, je rovnice
(17,4) zdkladnf dileZitosti pro pfimkovou geomet-
rii. Je to nutnd i postadujicif podminka pro to, aby uspofé-
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danému Sestidisli

P1s; P1a; Prai Poai Pasi Py (17,6)
z jeho¥ ¢isel alespoii jedno je od nuly rizné, nédleZela jedind
pifmka o pfimkovych soufadnicfch (17,5) v dané soustavé
soufadnic.

b) Z okolnosti, %e zdkladni rovnice (17,4) je druhého
stupné, kde¥to podminka incidence (17,3) je linedrni v py, lze
vyvoditi tento disledek:

Existuji dvé primky (pficky, transversily), protina-
jici ¢tyri dané ptimky, které nemajf Zddnou zvl4ist-
nf vzijemnou polohu

Skuteéné, jsou-li g, ¢’, ¢”, ¢” dané primky, jejich pricka,
spliwuji jeji soufadnice p; rovnici (17,3) a tii rovnice téhoZ
druhu, v nichZ koeficienty ¢; jsou nahrazeny soufadnicemi
q'ix resp. ¢"x & ¢"g. Kromé toho soufadnice piimky p
spliiujf jesté zdkladni rovnici (17,4), celkem tedy &tyfi rov-
nice linedrn{ a jednu stupné druhého. ProtoZe soufadnice p;
jsou homogenni, stadi tato soustava péti rovmic k jejich
uréeni. Obecné existuji dvé jeji feSenf, coz bylo dokézati.

Je tedy pi{mkov4 geometrie polohy charakteru kvadra-
tického.

Podotknéme, Ze rovnice (17,3), v které g;; jsou soufadnice
pevné pifmky (takZe 4Sqq = 0), je rovnicf mnozstvi pifmek,
protinajicich pfimku ¢. Soufadnice py jsou pfi tom soufad-
nice béZné.

Toto mnoZstvi pfimek nazyvejme specielnim komple-
xem linedrnim, pifmku ¢ jeho osou.

Je-li v (17,3) 4Sqq + O, takZe &fsla g;; nejsou soutadnice
pifmky, je (17,3) opét rovnicf mnoZstvi pfimek, jeZ se na-
zyva obecny linedrnf{ komplex pfimek.

c) Priseéik piimky p o soufadnicich (17,5) — z nichz
na pf. py, == 0 — se sténou z; = 0 (s = 1, 2, 3, 4) soufadni-
cového étyrsténu je bod

Pi (Pi; Pigs Piss Piws), (1=1;2;3;4, py=0). (17,6)
Skutecéné, utvoiime-li ze soufadnic kterychkoliv dvou z téch-
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to étyt bodid, soufadnice jimi uréené primky, je patrno, Ze
to jest piimka p. Na pi. body

Py (0; Prg; Pras Pu)} 177
P2 (Par; 05 Dag; Pod) (17,7)

uréend piimka o’ md soufadnice:

P12 = Pu®s P'1a = PraPrs; P'ru = PraPris
P31 = P12Pas> P 43 = P12Ps2; P 23 = Pr12Psess
odkud je patrno, %e p’ = p,, . p, nebo pfi zndmém smyslu
téchto symboli, roziffeném na soufadnice piimky, {p'} =
= {p}, coz bylo dokdzati.
" Kterékoliv tfi z bodu (17,6) le#i na té%e pifmce p. Ne-
mohou tudi% jejich soufadnice byti voleny libovolné, nebot
matice z nich utvofend musf{ miti hodnost nejvyse 2.
Snadno viak vychdzi, Ze nutnd i postadéujici podminka
pro to je zdkladn{ rovnice (17,4), kterd je splnéna pro kaz-
dou primku.
Z této Gvahy vyplyvé, Ze dva z bodi (17,6) lze vyjadfiti
jako linedrni kombinace zbyvajicich dvou bodu, jsou-li
ovlem ruzné. Skutedné, je-li p,, + 0, je

P23 P13 Paa DP1a

=—Bp 4+ By, p=—"2Rp +2,,
Py Pre Y51 Pra P2, Py Prz Y21 Pra Y21
Odtud vyplyvé, Ze dvojpomér d étvefice bodu p,p,p,p, je
d= Pr1aPos, (17,8)
DP14P2s

Predpoklidejme, Ze 7 (1y; 7s; 7735 74) & £ (§15 Ca; £y {4) Jsou
dvé roviny prochézejici pifimkou p = (yz). Predpokldddme-li,
jak v dalsim stdle budeme &initi, Ze pouZivané soufadnice
bodové a rovinové jsou navzdjem pfidruZené (viz pi. 69), je

Sny = Sz = S{y = 8fz= 0. (17,9)
Dudlnf dvaha vede k tomu, abychom z minori matice
T T2 s Tall
LH GG
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joZ oznadme 7y = Nl — mli, (4, k= 1,2, 3, 4), (a o nich
platf rovnice 7z = — 7y, 74 = 0), utvofené uspoiddané
Sesticisli

Th2; T1ss T14s Taas Ta2; Mg
prohlésili za t. zv. osové soufadnice pfimky p (ndzev
vznikl z toho, Ze piimka p je zde definovéna jako osa (n{)
svazku rovin uréeného rovinami 7 a {).

Jsou to pouze zddnlivé nové soufadnice pi{mky p, nebot’
plati iméra
To3q i gy Tag Typ i 7y i Mya = P1a  Prs: Pra’ Poa : Paz : Pess (17,10)
takZe
Snmn = Spp. (17,11)
K dikazu dméry (17,10) utvoime soudet (k = 1; 2; 3; 4)

gpﬂa g = bz (y2e — Yuzi) (niCe — mely) =

= ymySlz — y:£ySnz — 2miSCy + 2;Sny.
V disledku rovnic (17,9) je vSak posledni vyraz roven
nule, kdeZto prvni se vlivem rovnic p;; = 7 = 0 redukuje
na dvojélen, takZe vychdzi

PirTtir + Pisttis = 0,
kde #jrs je jakdkoli permutace skupiny cifer 1, 2, 3, 4. Na pf.
pro permutaci 1, 4, 2, 3 vychdz{ odtud
. 3 P1o70s2 + P13 =0,
.- -
T3y  TTae = P1a - Pras
¢fm% je prvnd édst dméry (17,10) dokdzdna. Z daldich permu-
tac{ indexti vychdzi dukaz celé uméry.
Obdobné k étvefici priseéika p; primky p se sténami
soufadnicového étyrsténu, tvoif roviny
7 (min; 7uig; g i)y (0= 1,2,3,4), my =0, (17,12)
étvefici, jeji¥ rovina m; prochdzi piifmkou p a vrcholem
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soufadnicového étyrsténu o rovmici &; = 0; vlechny sou-
fadnice tohoto vrcholu jsou nuly, pouze x; #0. Je-li
7,5 =+ 0, jsou roviny s, a 7, rizné a roviny m, & 7, je moZno
vyjddiiti jako jejich linedrni kombinace
=T, _Tn T, Ta
= Ty ™ T2 v Tha ™ e i
Dvojpomér ctvefice rovin m,7,7mam, je tudiz

& = T3 Tap_
Trye gy

S ohledem na dméru (17,10) vyplyvé srovndnim se (17,8)

rovnice
d=24
a véta:

Je-li p; pruseéik primky p se sténou étyrsténu
a m; rovina prochdzejici pfimkou p a protéjsim
vrcholem étyrsténu, pak dvojpomér étvefiny pri-
se¢iki p,pyp,p, je roven dvojpoméru étvefiny rovin
T3 T3 U570 -

Véta je k sobé dudlni.

d) Je-li rovina & (&;; &;; &;; £,) ddna svymi soufadnicemi
rovinovymi & kromé j{ pfimka p (pie; Prg; Pra; Psss Paz; Pea)s
Ize jejich spoleény bod snadno vyjddfiti jako linedrni kom.
binaci boda p; (i = 1; 2; 3; 4).

Plat{ véta:

Priseéik pfimky p a roviny & je bod

Pe = &1y + E2Pe + &3P3 + E4Ds- (17,13)

Skutecné bod pg leZf &) na piimce p, nebot jest linedrnt
kombinacf étyr jejich bodi p;, ) v roviné £, nebot jest
podle (17,6) a (17,13)

Stpe = é&-&m =0, (,k=1;2;3;4)
4,
v disledku vztahi py == — g, pi; = 0.
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- Nutné a postaéujici podminka pro to, aby pfim.
ka p lezela v roviné &, je

&+ Eape + &35+ Epy = 0. (17,14)

Skute¢né z nf plyne 8&p, = S&p, = S&py = S&p, =0,
takZe viechny &tyii body p; lezf v &, éfmZ tvrzeni je do-
kdzdno.

Duélné, jsou-li 7;; osové soufadnice pifmky p, n; (¢ = 1;
2; 3; 4) roviny uréené pifmkou p a vrcholy soufadnicového
¢tyrsténu [srovnej se (17,12)!] a je-li ddle z (x;; zy; ay; z,)
bod na p neleZfcf, pak rovina s, uréend piimkou p
a bodem z je linedrn{ kombinace rovin x;

g = BTy + Ty 1+ TeTy + T,y (17,15)

7, + X7 + Ty + 2w, =0 (17,16)
je nutnd a postacujici podminka pro to, aby bod z
le%el na primce p.

Doplnme predchozf dvahu feSenim tkolu urégiti spolec-
nou rovinu £, resp. spoleény bod z dvou rizno-
béinych piimek p, # danych pi{mkovymi, resp. osovymi
goufadnicemi. RiznobéZnost obou piimek je zde vyjidiena
podminkou incidence [viz (17,3)] Spr = 0.

Rovina £ obsahuje viechny body p; (¢ = 1; 2; 3; 4) pfim-
ky p stejné ]ako viechny body 7; primky r, takZe pla.tl
viech 8 rovnic S&p; = 0 a S&r; = 0. Na pf. pro s = 1 jsou
to s ohledem na (17,6) rovnice

§:P12 + EsPis+ Epry =0,
Eria + Earis + Eira = 0,

Rovnice

z nichZ vychézi

— | P12 P1s Pua| 17,17
fidsihe "1z Tia Tua ( )
Stejnym zpusobem pfi i = 2 vychdaf
— | Per P23 Pas 17.17
Ea 5 ’.21 “Tog Tag '7 ( ’ )
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— |I Psl. Ps2 Psa 17.17
byibai o= o P T (17,17)
a konedné pii ¢t = 4
— || Pa1 Paz Pas 17.17
fibaids ’urn”'w‘ (17.17)

K skutednému vypoétu soufadnic &; roviny & patrné
postaduji kterékoliv 2 z vimér (17,17).

Duilié, soufadnice z; spoleéného bodu z pfimek p,r
lze vypoéisti z jejich osovych soufadnic 7y a pi podle
Umeér

v e — || 012 713 Mg
Ly ' Xg ' Ty = , 17,18
2rien Q12 O13 CQ1a ( )
v o — || TR TTag TToq
Xyt Xy L Xy = , 17,18
1rTen Qa1 Q23 Qo4 ” ( )

atd.

V souvislosti s pravé roziefenym tikolem uvaZme mnozstvi
viech pfimek proché,zejfcich bodem z a leZicich v roviné &.
Toto mno¥stvi, ]a.k je zndmo, je t. zv. svazek pfimek;
je jednoznaéné uréeno kterymikoliv dvéma ze svych pii-
mek, na pf. pfimkami p, 7.

Doka?me, Ze linedrni kombinace téchto dvou pfimek

8§ = Ap + pur, ' (17,19)
kde A & u nejsou soucasné nuly, je téZ piimka svazku.

Piedeviim nutno dokézati, Ze s je piimka, t. j. Ze Sss = 0.
Skuteéné, protoze Sss = A2Spp + 2AuSpr + u*Srr, je tomu
tak, nebot Spp = Spr= Srr=0.

Pifmka s nédleii svazku, protoZe ze symbolickych rovnic
Ep1+ &P+ &P+ £y =0, &1+ &+ Gra+ £ =0
resp. Ty + ZyTty + Ty7y + Ty = 0, %101 1 Ty0p + Tyos +
+ %40, = O plyne £18, + £;8, + £58y + £484 = 0, Tesp. 2,0, +
+ 240, + 303 + %40, = 0, nebot podle (17,19) je s; = Ap; +

+ ur; (v soufadnicich osovych g; = A7; 4 ug:)-

Podobné jsou-li p, r, & tfi piimky, z nichZ ka%dé dvé jsou
ruznobéZny, takZe jest
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Spp = Srr = Sss = Spr = Sps = Srs =0 (17,20)
je i ka?d4 jejich linedrnf kombinace

t = Ap + pr + xs, (17,21)

kde alespoil jedno z éisel 4, u,x je od nuly rizné, opét
piimka. Skutetné, rovnice St = 0, t. j. rovnice

A:Spp + udSrr + »*Sss + 2AuSpr 4 2AxSps + 2uxSrs = 0,
je v dusledku rovnice (17,20) splnéna pii jakychkoliv hod-
notach 4, u, ».

MnoZstvi vech pfimek (17,21) jest bud rovinné piim-
kové pole nebo trs pfimek. Prvy piipad nastivé tehdy,
kdyZz piimky p, r, 8 jsou ruznobéfné tim zpisobem, Ze leif
v téZe roviné £, aniZ vSak ndlei{ jedinému paprskovému
svazku, kdeZto druhy piipad, k prvému dudlni, nastivi,
prochdzej{-li pHimky p,r, 4 tymZz bodem «, aviak neleZi
v jedné roviné.

V prvém piipadé soufadnice roviny & lze vypolfsti ze
soufadnic prvych dvou pifmek, p a 7, podle (17,17). V této
roviné leZ{ téZ pifmka s, jsou-li splnény rovnice

S&s, = S&sy, = Sksy = Sbsy, =0

éili

| P12P13P1a P2aP2aP2y PnPs2Pss P PasPss |

(T12713T14 |=| T2aTaTo1 [=| To173273a |=|Ta17a27as ‘ =0, (17,22)
| 812813814 839 894 891 831 839 834 8418408,3 |

z nich? v8ak pouze kterékoliv dvé obecné jsou nezdvislé,
nebot body s,, 8,, 8;, 5, néleZejf téZe pifmce s.

Pokldddme-li v rovnicich (17,22) soufadnice pifmky s
za béZné, zatim co soufadnice riznobéZek p,r jsou kon-
stantni, lze je poklddati za rovnice rovinného pole piimko-
vého, uréeného svymi dvéma piimkami p, r, v soufadnicich
piimkovych.

Dudlné, rovnice trsu pfimek, uréeného svymi dvéma piim-
kami p, r, jejichZ osové soufadnice jsou sy, gi, jsou rov-
nice (17,22), zménéné tfm zplisobem, %e misto p, resp. r,
resp. 8 je vude psdno x, resp. g, resp. o. V téchto rovnicich
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gy jsou béiné rovinové soufadnice piimky s, vytvorujicf
trs.

Jsou-li p, r dvé mimobéiné piimky, pak Zddnd z linedr-
nich kombinaei (17,19) nenf piimka, nebot v takovém pfi-
padé je Sss= 2y .Spr, kde Au =0, Spr =0, takZe
i Sss &= 0.

Jsou-li p, 7, s tii ptimky, z nichZz kazdé dvé jsou mimo-
béiné, pak v mnoZstvi jejich linedrnich kombinaci (17,21)
se vyskytuji piimky, tvorici t. zv. regulus primek. Skutetné,
za uéinénych predpokladi,.podminka, aby linedrni kombi-
nace (17,21) byla pifmka, t, j. podminka St = 0, nabyvé
tvaru

AuSpr + AxSps + uxSrs = 0. (17,23)

Tato rovnice je rovnici druhého stupné v 4, u, », jeZ jsou
soufadnicemi pifmek regulu v uZsim smyslu. .

Regulus pfimek je tdtvar k sobé dudlni; kdyby-
chom wuZili osovych soufadnic, dospéli bychom k rovnici
totoZné s rovnici (17,23).

Je ziejmé, Ze pimky ¢, tvofici regulus, vyhovuji svymi
soufadnicemi trojici linedrnich rovnic a podmince\Sit = 0.
Obricené, tfi nezdvislé linedrni rovnice mezi pifmkovymi
soufadnicemi definujf regulus.

@) Dosavadni naSe tvahy o pifmkovych a osovych sou-
fadnicich ndleZejf do t. zv. projektivni pfimkové geometrie.
S prospéchem se vSak u%ivd téchto soufadnic k FeSeni
otdzek metrickych stejné jako v &etnych aplikacich ve
statice a dynamice.

V téchto ptipadech se oviem uZivd soufadnicové sou-
stavy rovnobéikové. Pak bod p, (py; Ps; Pes; 0) je
ziejmé bod nevlastnf a tfi ze soufadnic pifmky p, t. j. sou-
fadnice Py, Pys, Pas jsOu jeji smérové parametry. Je-li sou-
fadnicovd soustava kartézskd pravoihld, lze pifedpoklddati,
%e faktor imérnosti homogennich soufadnic pi{mky p byl
zvolen tak, aby bylo

Pa® + P’ + Pu® =1, (17,24)

77



nebot pouze pro nevlastni piimky je souéasné p,, = p,, =
=Py =0
Potadavkem (17,24) je faktor tmeérnosti uréen aZ na
znaménko. Jeho dvoji moZné volbé koresponduje dvoji
orientace piimky p, jejiz smérové kosiny za predpokladu
(17,24) jsou
COB & = Py, CO8 B = P,y, COBY = Pys. (17,25)
Ze (17,4) plyne, Ze zbyvajici tii piimkové souradnice jsou
8 jejimi smérovymi kosiny vézdny vztahem
Pay CO8 & + Pg; €08 B + Py cosy = 0. (17,26)
Jako ptiklad uZiti pfimkovych soufadnic k FeSeni tloh me-
trickyeh uvedeme urdeni vzdélenosti bodu Py (Zy; ¥e; 2o)
od p¥imky p, dané p¥imkovymi soufadnicemi, za pfedpo-
kladu, %e soufadnicové soustava je kartézskd pravoihld a Ze
jsou splnény vztahy (17,24), (17,25), (17,26).
Bodem P, prochézejici rovina £, kolmé ne p, mé normdlni
rovnici
(£ — xg) cos x + (y— Yol cos f + (z—zg) cos y = 0,
t. j.

kde

zcos« + Peos B+ zeosy —d =0, (17,27)

d=1zycos & + ygcos f + zocos y (17,28)
je vzdélenost poddtku O od roviny é&. ’
Pruasedik P, této roviny s pfimkou p, &ili pata kolmice spusténé
s P, na p, je podle (17,13) bod
P, =p,cosx + pycos f + pgcosy —dp,,
t. j. podle (17,6) bod
P, (d cos & — p,, cos f — Py, CO8 p;
dcos f — p,3C08 & — Pyg COS ¥;
d OB Y — D, 5 COS &x —~ Pygq cO8 fB).

Ze soufadnic,bodt P, a P, snadno vypodteme &tverec hie-
dané vzdélenosti PoP, = v bodu P, od pfimky p. Po jedno-,
duchém po¥tu vychdzi )

o' =Py’ + P’ + D1’ + T + Y’ + 20—

To Yo 20.
Pas Pa1_Pia
cos & co8 f cos y

—dt 4+ 2 (17,29)
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Na pF. k vypodtu vzdélenosti bodu Py (1; 2; 3) od pkimky
p(—38 —2—)2 —1; —)2; —1; 4)/2 + 2) (srovnej se
(17,5) a pFesvédd se, Ze je splndna zékladni rovnice (17,4)] je
nutno mnejdfive mnésobiti soul‘ad.nice piimky p faktorem

= 4 —, aby byly spin&ny vztahy

Vpa® + Pos?
(1798 (1729, (17 26) Rozhodneme li se pro horni znaménko,
nové soufadnice pfimky p jsou py; = cos & = §, Py = cos f =

2 - 2
= —1{, Pg3 = co8 =73 P = 2V2+ L pa=1 +"2—'
P13 = — #. Dosazenim téchto hodnot & soufadnic daného bodu
do (17,29) snadno nalezneme

v =1 (9— 4)/2).
Pl‘ikla(!y k evideni.

71. Udejte p¥imkové soufadnice hra.nﬁ T, = z, = 0 soufad-
nicového &tyrstdnu jakoZ i ostatnich hran! [(l 0; 0; 0; 0; 0)
atd.]

72. Napiste rovnici specidlnfho linedrniho komplexu, jeho¥
osou je v minulém pFikladd uvedend hrana; napiste tyto rov-
nice i pro ostatni hrany souf. tyrsténu! [p;, = 0 atd.]

78. Dokaite, Ze viechny p¥imk, (f, obecného (i specidlniho)
komplexu, prochézejici jednim bodem (ktery v pFipad® spec.
komplexu nele%f na jeho ose), tvoFi svazek pFimek! [Jsou-li g,
v (17,3) pevné &sla, ¥ pevny bod, jest rovnice 17,3 linedrni
V 24, 24, 23, 24-]

74. Kolika svymi pfimkami je uren linedrni komplex
a) obecny, b) speciélni? [a) p&ti pfimkami jednoznaéné, b) &ty¥-
mi p¥imkami dvojznaéné.] Kolike svymi pFimkami je urden
regulus? [Tfemi.] Jaké jsou kaZdé dv® pFimky regulu navzé-
jem? (Mimobé&Zné.)

75. DokaZte, Ze dv& rovnob&Zné pfimky p || g spliiujf podmin-
ku incidence (17,3)! [Jsou-li soufadnice rovnob&Zkové, je

Pa1 t Pas i Po3 = Qa1 * a2 * Tan
odkud podle (17,4) platf (17,3), c. b. d.]

76. Jsou-li soufadnice rovnobd%kové, pfimka je nevlastni,
kdyZ pg; = Pz = Pus = 0. [Z t8chto rovnic plyne y, = z, = 0.]
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