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CESTA K VEDE!I

Prof. Dr. Karel Cupr:

ARITMETICKE H
A ZABAVY

Spoletenské hry a zdbavy,
které v rtiznych dobéach za-
jimaly vefejnost, slovni ilo-
hy, hadanky a paradoxa,
které nachdzime v zébav-
nych prilohdch d&asopisg,
maji svllij podklad v mate-
matickych v&tdch anebo je-
jich FeSeni spoivd na mate-
matickych metoddch. Autor
uspofadal tyto hry a Glohy,
pokud spodivaji na aritme-
tice, do 14 odstavct podle
toho, jakych poznatk®é nebo
principt FeSenf vyZaduje.

A tak najde tu dC&tendf
uspofidiny zajimavé tdlohy
star$i i nové, kterymi se
mnohdy sdm jiZ dfive po-
bavil, a vnikne v podstatu,
na které je jejich FeSeni za-
loZeno. Bezdéky tim pozné
kus historie matematiky a
vnikne do riznych odvétvi
matematickych a nauéi se
jich sprivné& uZivat.
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Velkera prava vyhrazena.



UVoD.

Obsah i rozsah pojmu matematické zdbavy ¢éi hry jest
dosti nesnadno uréiti; to, co dnes nazyviame matematickou
zdbavou, hrou ¢éi hiickou, bylo by zcela dobfe moZno na-
zvati hddankou, pokud jest pivodu lidového, nebo prosté jen
matematickym piikladem, pokud jest pivodu umélého. Pri
prvnim pojmenovan{ pak nutno kldsti diraz na matematicky
obsah ilohy, pfi druhém ndzvu pak se zdaraziuje zajimavy
rdz tlohy vznikajicf bud neobvyklou jeji formou nebo jejim
poutavym Fefenim nebo prekvapujicim vysledkem. Velmi
Casto jest zajimavd historie dlohy — jinak tiebas i ulohy
viedni — a jejiho fefenf nebo ohlas doby a mista, v ném%
vznikla.

V tomto spisku jsou uvedeny nékteré ilohy tohoto druhu
aritmetické, aviak ani toto pojmenovini neodliSuje zcela
tyto tlohy od ¢etnéjsich a nesnadnéjsich dloh zvanych geo-
metrickymi zdbavami a hrami, jeZ m4 autor v planu vyloZiti
ve spisku dal$fm. Ctendt — snad aZ na dvé tii mista — vy-
stadi Giplné s védomostmi, jeZz mu poskytuje stfedni skola;
dalsiho a podrobnéjdiho pouceni dostane se mu v bohaté
literature viech fe¢f. Nejvétsi dilo tohoto druhu jsou dvou-
svazkové W. Ahrense: Mathematische Unterhaltungen und
Spiele (puvodné o jednom dile), vedle mensiho dilka téhoZ
autora Mathematische Spiele (Aus Natur und Geisteswelt).
Velmi oblibenou ¢etbou byly tfidilné H. Schubertovy Mathe-
matische Mussestunden, jeZ pédf dr. F. Fittinga vySly loni
v 7. vydéni znaéné a jen k svému prospéchu shrnutém do
jednoho svazku; viz téZ Dérrie: Triumph der Mathematilk,
déle nékteré spisy Lietzmannovy, zejména: Lustiges und
Merkwiirdiges von Zahlen und Formen; z francouzské lite-
ratury budiZ uvedeno: Lucas: Récréations mathématiques,
4 dily a Fourrey Récréatioris arithmétiques, 3 dily. S vys-
§iho hlediska o nékterych ilohdch v poslednich letech po-
jednal K. Kowalewski, prof. univ., DréZdany (Dresden).



U nés neni dosud soustavnéjstho spisu o této véci; nékte-
rymi elementdrnéj§imi dlohami zabyva se Jettmar: Krato-
chvile pocetni a Hercog: Pocetni a métické hidanky s nékte-
rymi velmi zajimavymi historickymi tdaji. Nesnadnéjs{
dlohy (jiz svou stylisaci) viz Dobrovolného: Dvé sté dusev-
nich étvrthodinek.

V srpnu, 1941.
K. Cupr.



1.
DOPLNENI NAZNACENYCH VYKONTU.

Znalosti nejjednodussich vlastnosti celych ¢isel je tfeba pii
refen{ uloh tohoto druhu: Nahradte vhodnymi &islicem: pis-
mena A, B, C, D v tomto schematé: AB. AB = CDDD. Zato
jest tu tieba vice postfehu, divtipnosti a presného mysleni.

1. Jedn4 se vlastné o druhou mocninu dvojciferného &isla,
ponévadi #4dnd druhd mocnina nekonéi na 2, 8, 7, 8, jest D
nejvyse rovno 0, 1, 4, 5, 6, 9. Zadny &tverec neni viak tvaru
.000 nebo .555 (v poslednim pifpadé by dvojciferné é&islo
musilo kongéiti 5, druhd mocnina pak 25), proto D jest nejvyse
rovno 1,4,6,9. Aviak 6 to nemizZe byti, jelikoz pivodni
¢islo by musilo byti sudé, tedy jeho étverec by musel byti
délitelny 4 a tomu tak neni. éslici 1 kon¢i druhé mocniny
¢isel tvaru 10y 4+ 1; jest v8ak (10» + 1)2 — 1 délitelno dva-
ceti, kdeZto ¢islo .111 — 1 dvaceti délitelno neni. Privé tak
ukdZeme, Ze ¢fslo nemiiZze konéiti 9, dvojciferné éislo by
musilo byti tvaru 10y 4 3 a ¢islo (10v + 3)2 — 9 jest déli-
telno dvaceti, kdezto .999 — 9 jest délitelno pouze desiti.
Jest tedy nejvySe D = 4, tedy nutno vySetfiti ¢isla: 1444,
2444, 3444, 4444, 5444, 6444, 1444, 8444, 9444. Ctverci pak
musi byti i ¢tvrtiny téchto éisel: 361, 611, 861, 1111, 1361,
1611, 1861, 2111, 2361; jednalo by se tedy o druhou mocninu
¢isla tvaru 10 - 1. TymzZ zplisobem jako drive zjistime, Ze
se nejvyse miiZe jednati o nékteré z ¢isel 361, 861, 1361, 1861,
2361, z nichZ pouze prvni jest Uplny étverec = 192. Jest
tedy hledané ¢islo 38 a jeho étverec 1444.

2. ReSme jesté tuto tlohu: Dopliite vhodnymi &islicems toto

schema: AB17 C:a25=f%6
abc

DEFT
d3 2G4

KLMN
KLMN

0



Délenec musf{ byti délitelen 5, proto C = 5, déle N = 5,
G = 7; 6 musf byti liché: 1;3;5;7;9; ale jen .25 X 3 =
= .75 8 .25 X 7= .75, proto 6 = 3; 7. Pak jest M =17,
takie G =0, jest tedy y ¢islo sudé (0 nemize byti, jelikoZ by
v druhém ¢édsteéném soudinu nemohla byti 3). f jest rovno
bud 0 nebo 5; dile viimnéme si toho, %6 « nemuZe byti
rovno 1 nebo 6; délitel by byl délitelen 125, kterymzto ¢islem
délenec délitelen neni. Mdme nyni toto schema:

AB7 75:025=0%y3
abec

DEF1
43 20

KL175
K115

0

Provedeme-li nyni ndsobeni ¢isel 225; 325; 425; 525; 725;
825; 925 cisly 2; 4; 6; 8, zjistime, Ze tvaru d300 jsou souciny
325 % 4, 825 X 4, tvaru d350 pak soucéiny 225 X 6, 725 X 6.
Zkusme nyni délitele 725 a 825: vzhledem k prvnimu &dsteé-
nému soudinu musilo by byti &« = 1, coZ odporuje predcho-
zimu tvrzeni. Proto jest délenec roven nékterému ze souéini
325 X .43 nebo 225 X .64; aviak § nemuZe byti rovno 3,
ponévadz treti ¢dsteény soucin jest étyiciferny. Délenec jest
péticiferny, proto jest roven nékterému ze soucinu 325 x 147,
325 x 247, 225 X 167, 225 x 267, 225 X 367, z nichZ pouze
prvni md na misté set 7; je tedy hledany vysledek 47775 :
1 325 = 147.

Nejslozitéjsi z téchto tloh jest Gloha o ,,sedmi sedmidkach*,
jest to mald detektivn{ historie, v n{% nezndme ani zavrazdé-
ného (délence) ani vraha (délitele) ani divody zlo¢inu; po
zlém &inu zustalo jen nékolik mélo indicif (sedm sedmiéek),
jak patrno z tohoto schematu:
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ABT CDELQWz:xflydTe=xATur

2.1 .abdcde ..., X %

3ft. ..... FGRHJKT L

4.1 .fghikEL ... X A

5. F. M7TNOPQ

6.1. minopgqg  ..... X7

7.1 RSTUZXVW

8.T. rstuTovy ..... X p

9. 1. XYZ=zy 2

10. 1. XYZzy z..... X v
0

Vysetfovani provedeme pomoc{ dvojiho pozorovéni: Nékteré
predpoklady povedou nds k rozporim v poétu mist té které
#4dky. Znak ¥ = # ndm bude znatiti, Ze vysledek m4 stejné
nebo vice nebo méné mist nez dotyény rddek; jiné pied-
poklady ndm daji vysledky, jez budou v rozporu s predepsa-
nym nebo jiZ vySetfenym tvarem, coZ budeme znaditi
V = #; V = ¥ znaé{ shodu.

a) o« musf bytirovno 1, kdyby « > 1, byl by sedmindsobek
délitele vétsf neZ #g. Déle jest patrno, Ze F=f=1, R=r=1.
Nyni uréime s. Délitel jest nejvy3e roven &islu 199979, takze
éasteny soutin nejvydSe jest 9 X 199979 = 1799811, jest
tedy 8 < 7; pod dvéma sedmitkami stojief S jest bud 0
nebo 9; ponévadi ve sloupci pod S a s nenf niéeho, jest
S=8=0. Ponévad? R=1, §S=0, jest M=m+ 1,
tedy m < 8, takZe #4 jest nejvySe 87nopq.

b) B < 3, sice by 13yd7e X 7 > Fq; muZe tedy byti
B=0,1,2. Rozhodné jest 8 + 0, ponévadZ ani 10967¢ X
X 9 ~ f;. Zkusme nyn{ f§ = 1. Tvrdim, Ze pak mus{ byti
i y=1, jinak by 7.11y87¢ = #, Cislice 8, ¢,  nyn{ jest
nutno voliti tak, aby soué¢in 1lyde X u byl sedmimistny
& tvaru rstuTvw; nutné musf{ byti x = 9; aviak souéin
07¢.9 musf miti na tfetfm misté zprava po vzet{ opravy
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z nisobeni druhého mista 7, t. j. jednotky ve vyrazech
96 4+ 6, 9 + 7 musi byti 7; to lze jen pro 4 = 0 nebo 9.
Avsak 11197¢ X 7 > fg, proto ani § ani y nenf rovno 1, jest
tudiz f = 2; dile m = 8 a tudiz i M = 9. Délitel d jest nyni
v intervalu:

870000 879999
7 <d< 7

a 8 ohledem na tvar délitele jest

124375 < d < 125674, 870625 < #4 << 879718.

c. Jest tedy ¥ bud rovno 4 nebo 5. Stanovme nejprve y;
#g = 10tuTvw, ponévadz 124375.u < #3 << 125674y, jest

v v

7,
1256ﬁ <u< M375

takZe p = 8.

d) Trojélennd nerovnice o #5 znf 995000 < #3 << 1005392,
tedy dle podtu mist v #g jest y = 5, takZe d = 12587¢, podil
p = xA78»; d jest nyni v intervalu 125070 < d << 125679.
Z posledni nerovnice plyne 6 =0,1,2,3,4,5, aviak jen
1254476 .8 = g, jest tedy d = 4, a ddle f = 0, u = 3. Poné-
vadZ 12547¢. 4 jest sedmimistné, 1 > 8, ponévadz 12547¢ X
X T < 7,

NapiSme si nyni poslednich 6 Ffddku dosadice ziskané
hodnoty:
97TNO PQ
878 0 pgq

10TUXVW
1003 7Tvw

XYZzy 2
XYZzy z

0



Sloupci pod N po tivaze o prvnich dvou sloupcich nelze udi-
niti jinak zadost, nez kdyz N = 9, T = 1, ale pak X=2a=1.
Ponévadz 2d > 200000, jest nutné » = 1, nadez plyne
Y=2Z=5,2=4,y="T,2=c¢.

Nase detektivni historie blizi se ke konci. Vraha (délitele
12547¢) jsme jiZz témér dopadli, zndme velmi pfiblizné i mo-
tivy vraidy (»A781, A = B, 9); nejméné vime o obéti (zde
jsme jen zjistili, Ze z = ¢), za to k pivodnim indiciim jsme
pfipojili velmi mnoho jinych.

Dal3f postup jen naznacime. Ponévadz 12547¢ X 8 > 7,,
jakmile £ > 5, jest ¢ rovno nékteré z hodnot 0,1, 2, 3, 4.
Tak pro skupinu vw obdriime 5 hodnot, pro skupinu opg
rovnéz 5 hodnot; pro skupinu &1 pak dvakrite pét hodnot.
Kombinujeme-li prvni dvé skupiny s jednou skupinou tieti,
obdrzime celkem 10 pripadi, z nichZz nasemu (jiz doplné-
nému) schematu hovi pouze e = 3, A= 8, takie d = 125473,
p == #8781, indicie se vSak na tolik rozmnozily, Ze z rovnice

ABTCDE = 125473x -+ abAcde
stanovime k= 5, takie p = 58781, nadez désledec jest
58781 X 125473 = 7375428413.
Piiklady: 1. Dopliite spravnymi &islicemi soulet:
ABCDE + abcde = dadCed (96327 + 85104 = 181341).

Pozn.: &islice 5 a 6 lze zam&niti.

2. 6.8...:..9=.5.
L2
9.
.4
.4
U] (63897 : 749 = 853).

3. A nyni jeden velmi ,,nesnadny‘‘ ukol:
KOBYLAMALYBOK : KKKKKKK = KKKKKKK.

(Ihned jest zfejmo, Ze K = 1, délitel = podil = 1111111, déle-
nec 11111112.)



2.
DELITELNOST CISEL.

1. Jako vhodny poCet obyvatelstva mésta udévéd Plato,
Fecky filosof, ono ¢éislo, jeZ jest délitelno 2, 3,4, 5,6,7,8, 9,
10; jest to pry éislo 5040: jest to nejmensi éfslo Zddanych vlast-
nosti? Nikoliv, nejmensf éfslo jest 2520.

2. Pravod se fadi po 2, 3, ..., 10 osobédch a vidy v posledn{
fadé jedna chybi; kolik jest v priavodé osob, neni-li jich vice
nez 3000? Po kolika nejméné osobdch jest do jedné fady
postaviti, aby fady byly dplné? UZijeme.li vysledku pfed-
choziho, jest 2520 — 1 = 2519 Gcastniki, jeZ lze sefaditi do
229 fad po 11 udastnicich.

3. BudteZ m,n (m > n) ¢isla celd kladnd, pak 10m — 10#
jest délitelno deviti. Tento rozdil 1ze totiZ psdti 107 (10™—n—
— 1) a vyraz v zdvorce jest dle znamé véty délitelen 10 —
— 1 = 9. Proto napiSeme-li na pi. trojciferné ¢éislo N a na-
piSeme-li ¢islo N psané v obrdceném sledu, jest rozdil NV — N,

resp. N — N délitelen deviti. To jest zdkladem tohoto
obratu: napid si ¢islo, napis éislo s tymiz éislicemi v opatném
sledvu, odeéti mensi éfslo od vétiiho, vynech v rozdilu které-
koliv ¢islice vyjma nuly; jaky jest soudet zbylych d&islic
(ciferny soucet)! — Udany soudet doplnime do nejbliziiho
vyss§iho ndsobku deviti, doplnék jest vymechand -cislice.
Na pi. 6784 — 4876 = 1908, vynechali jsme 1, ciferny
soudet jest 17, nejblizs{ ndsobek 9 jest 18, skuteéné 18 —
— 17 = 1. — Proé nedovolujeme vynechati 0?2

4. Cislo jest délitelno deviti, je-li jeho ciferny soudet
délitelen 9. Tuto vétu lze Fici ponékud obecnéji: Zbytek
vznikly délenfm daného éfsla deviti jest tyZ jako zbytek
vznikly délenim ciferného souétu deviti. Dukaz jest velmi
jednoduchy: Péticiferné ¢islo na pi. lze psati takto:

104z 4 103b + 10% + 10d + ¢ =
=(10—1)a+ (103 —1)b+ (102 —1)c+ (10 —1)d +
+a+4+b4+c+d-te

10



Prv'nf ¢tyFi séftance jsou délitelny dle shora uvedené véty 9,
paty¥ sdftanec jest ciferny soucet; odtud sprdvnost poslednf
vétyy jest patrna.

5.‘ Budte? devitkové zbytky dvou danych é&isel m a n, pak
tato {¢isla jsou tvaru (9a 4 m), (9a 4 n), kdeZ a, b jsou éfsla
(:elé,( kladnd. Jejich souéin jest 9(9ab -+ bm 4 an) + mn
a jeh\o devitkovy zbytek mn. Tento vysledek jest zdkladem
t. zvy devitkové zkousky. Na pf. vypotteme, %e 645 X 384
jest 47680, devitkovy zbytek ndsobence a ndsobitele jest
15 a 415 resp. 6 a 6, jejich soudin jest 36, devitkovy zbytek
tohotjo souéinu jest 9, skuteéné tyz jako soudinu. Ale tuto
vétu \{;elze obratiti. Nelze Fci: je-li devitkovy zbytek sou-
éinu devitkovych zbytkd ndsobence a ndsobitele roven
devit] ovému zbytku soudinu, jest nédsoben{ provedeno
sprévilé; na pf. vypofteme ziejmé nesprivné 645 X 284 =
= 33300, zbytky stanovené vylozenym pifedpisem souhlasf
i pfi nedprivném vysledku. Lze pouze Fici: Nesouhlasi-li
zbytiiv pXi devitkové zkousce, jest vypodet nesprivny.

6. Nékdly se devitkov4 zkouska kombinuje se zkouskou je-
dendctkovow. Péticiferné é&islo lze pséti takto:

(104 —1)a 4+ (105 + 1) b +

+ 1021 c+(10+1)d+e—d+c—b+a;
tedy jedemictk\ vy zbytek daného &isla jest roven jedendct-
kovému zbytklf\ﬁ —d 4+ ¢ —b + a a zavedme si pro tento
vyraz ndzev ne zct;?]. piesny: ciferny rozdil. Na pf. vypoéteme

645 % 384 = 246780, devitkovd zkoudka souhlasi, jede-
néctkovd viak nikokiv, jelikoZ soudin cifernych rozdili niso-
bence a ndsobitele jest -7.(— 1), kdeZto souéinu — 5. Jest
tedy vysledek nesprivny. Ale ani tenkrite, vyjdou-li obé
zkoudky, nenf sprévnost vysledku zarudena, na pf. 645 X
X 384 = 257580, zde vychdze)r obé zkousky, ale vysledek
jest pfece jen nesprdvny. B

Upotiebitelny vysledek pro praxi jést pouze tento: Ne-
vychédzi-li jedna ze zkouSek, jest vysledek nesprévny.

Upravte tyto zkoutky i pro jiné vykony podetnf (séfténi,
odéftand, délenf, umochiovan{ éfsly oel)"x}'li kladnymi).

11



3.
SOUSTAVY CISELNE. )

Odeddvna vsichni ndrodové kulturn{ uZivajf pfi za.piso')vém’
¢isel a pocitdni s nimi soustavy desitkové (dekadické){ Ale
nebylo tomu tak vidy a viude; jeité dnes v naSem pocé¥tdnf
projevuje se orientilnf soustava Sedesitkovd (deleni dhla
a Casu). Méme zaruéené zprivy o uiivdni soustavy’ pét-
kové i dvacitkové — ziejmé jako desftkovd — souvisi}s po-
étem prstd na jedné, dvou rukou, pfipadné i nohouy Pét,
deset, dvacet lidskych prstii jest prvni poéitaci stroj cllveka,.

Némecky matematik Leibniz byl na omylu, prlgital-li
Cinanim podfténi v soustavé dvojkové (bindrni, dya-dické),
jeZ se opird o tato pravidla: 1. pro éislice jsou jen dva znaky,
2. dvé jednotky Fdadu niZSiho tvof{ jednu jednotky: rddu
vy§$iho. Pro minimdlni pocet znaku, jeZz tato gbustava
potiebuje k vyjddreni jakéhokoliv celého ¢isla, je prfo nékteré
problémy velmi vyhodnd, zejména jednd-li se o &islh poraérné
mald. Cislice 0,1 muaZeme nahraditi kterymikdjliv dvéma
znaky +, —; (J, (O, rub a lic mince, sirky polgfzené hlavid-
kou dolu i nahoru a libovolné éislo tak znazornigi; to jest pak
zdkladem nékterych kouzelnych trikia, oviem/hddajici musf
byti smluven s nékym ze spoleénosti. (Viz #4% Kowalewski:
Alte und neue Spiele, 21—35, Die gehel}ﬁmisvol.len Reste
oder der Gedankenleser.) J{

RozieSme nékteré tlohy: 1. Kterému éislu v soustavé
desitkové odpovidd v soustavé dvojkové ¢islo (10100101);?
Nejvyssi jednotky jsou fddu 7., tedy,((‘f()lOOlOl)" =1.274
4+0.26 4 1.2540.244-0.23 4 1.22+ 0.2+ 1 =128+
+ 324+ 44+ 1=165. ‘

2. Vyjadfete v soustavé dv.ojkové (1000)x. Na nejniZsim
misté bude zbytek délend 1000 : 2 = 500, tedy 0, na dal$im
misté bude zbytek uelem 500 : 2 = 250, tedy zase 0, dile
250 : 2 = 125, tedy O; 125:2 =62 se zbytkem 1, 62:

: 2 = 31, zbytek 0, atd. Jest tedy (1000)x = (1111101000);;-
Snadno nahlédneme, Ze kterékoliv &islo v soustavé dvojkové
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miize byti zndzornéno jedinym zplisobem; tato okolnost ve
spojeni se skute¢nosti, Ze dvojkovy systém obsahuje pouze
dva znaky — 0, 1 — jest zdkladem mnoha vtipnych obrati.
Uvedeme nékteré z nich.

3. Prepsati dekadicky ndsobitel do dvojkové soustavy
a pak provddéti ndsobeni, jest prastard metoda do stfedni
Evropy prfild asi z Orientu; i u nas ji bylo uzivano a slula
duplace (nejstars{ asi pojmenovéni ,,dvojeni’ oproti ,,roz-
mno?eni‘‘ = nédsobeni viz FlajShans: Claret a jeho druZina,
dil I, str. 15; Praha 1926). Mdme-li tedy provésti ndsobeni
136 X 19, pifme 19 = 24 4- 2 4 1 a provedme ndsobeni tak,
%e¢ ndsobenec postupné ndsobime dvéma a soudasné délitel
délime dvéma (tak ho vlastné pievddime do soustavy dvoj-

kové) 136 x 19 (1)
272. 9 (1)
544 4 (0)
1088 2 (0)
2176 1 (1)
a nynf seéteme éastené soucdiny, u nich? stojf zbytek 1. Jest
tedy 136 %19 == 2096 + 272 4 136 = 2584.

4. NapiSme viechna éisla od 1 do 40 v soustavé dvojkové;
¢fsla, v nichZ jest jako séitanec zastoupeno 20=1, 21 =1,
22=4,23=8, 24= 16, 25 = 32, vepiSme postupné do tabu-
lek nadepsanych 1, 2, 4, 8, 16, 32:

1 2 4
1 3 5 17 2 3 6 7 4 5 6 1
9 11 13 15 10 11 14 15 12 13 14 15
17 19 21 23 18 19 22 23 20 21 22 23
25 27 29 31 26 27 30 31 28 29 30 31
33 35 37 39 34 38 36 38
8 16 32

8§ 9 10 11 16 17 18 19 32 33 34 35
12 13 14 15 20 21 22 23 36 37 38 39
24 25 26 27 24 25 26 27 40

28 29 30 31 28 29 30 31
40




Vyzvigme nyni nékoho, aby si myslil éfslo do 40 a aby oznagil,
v kterych tabulkdch jest myslené éfslo: to jest pak rovno
soudtu ¢Gisel nadepsanych jednotlivym tabulkdm; proé?

5. Ponévadz kazdé celé ¢islo lze napsati jako soudet riz-
nych mocnin éisla 2, lze kaZdou véhu na pf. do 100 g odva-
Ziti pomoci zdvaii, 1,2,4,8,16,32,64g na pi. 89g=
=64g+ 16g + 8g -+ 1g. Praxe oviem pouZivd soustavy
lg, 2g, 2g, 5g; témito zavaZimi lze jednoduse uskutecniti
viechny vahy 1 g aZ 10 g, nad to m4 tato soustava tu vyhodu,
%e soudet téchto zivaii jest prdvé jedna jednika vy3Siho
fddu, zde 10 g = 1 dkg. Jiz Bachet de Méziriac zabyval se
otdzkou, jak voliti véhu jednotlivych zdvaii aby pii jich
nejmendfm poétu bylo moZno uskuteéniti vdZeni v rozsahu
co nejvétdim. Zkousel proto soustavu 39 =1, 31 = 3,32 =9,
3 = 27, 34 = 81, atd., pak ovSem musil pfipustiti, aby bylo
dovoleno kldsti z4dvaZ{ i na misku vdZeného zboZi. Stanovme,
kolik jest moZno napsati ¢isel pomoci mocnin 39, 3, 32, 33,
34,..,3%1, gpojujeme-li tato éfsla znaménkem -+ i —;
znadme tento pocet S,. Predeviim jsou zde é&fsla napsand
jedinou mocninou, téch je n; déle ¢isla napsanéd dggma.moc-

ninami ve tvaru 3™ 4 3™, n, > n,, téch jest 2 g ; CGisel

tvaru 3" 4 3™ 4 3% (n, > n, > n,) jest 22(:7;) atd. Tudiz

jest Sr_()+2()+y()+_”+2wlc)

Avsa
28, +1=1+ ()2 +(3). 22+ (3) 2+ . + (7) 2 =
- ( + 2)” = 3”)

takZe S, = 4 (3" — 1). V8imnéme si, Ze nejveéti éislo, kterého
docilime, jest rovnéz 1 -+ 3 + 32 ... + 31 =}(3*—1).
Tvrdim, %e uvedenymi mocninami lze napsati kterékoliv celé
éfslo v intervalu << 1; £(3" —1) >; lze-li tak uciniti, jest
zfejmo, Ze l1ze tak uéiniti jedinym zpisobem. Ditkaz prove-
deme tplnou indukef. BudiZ nase tvrzeni sprdvné pro moc-
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niny 1,3, 32, 33, ..., 3»2. Pfiibefme dald{ mocninu 37—}
a uvaZujme dvé ¢&fsla 3714 4, 3»—1 4 B, kdeZ A, B jsou
&isla utvofena mocninami 1, 3,32 33, ..., 3"—2. Kdyby
314 4A=314 B, musilo by byti 4= B— proti
pfedpokladu. Av8ak ani Zd4dné z éfsel 3™ + a, kdeZ a je
utvofeno mocninami 1, 3, 32, ..., 31 neni rovno zd4dnému
z &isel 37—1 — 4 kdyZ m << n — 1. Nebot nejvitsi z disel
vytvofenych mocninami o zédkladu 3 a mocnitelich, 1, 2,
3,...n—2 je }(3~1—1); kdeito nejmenii vytvoiené
mocninou 3%—1! a niZ¥imi jest: 3»—1 —1 —3 —32 —.. 32—
=3(3"1—1). Jest tedy rozdfl &isel 3—1 — A4, 3™ + a,
(m < n—1), roven nebo je vétSi jedné; jsou tedy éisla
3—1.—4,3" + a, (m << n — 1) vesmeés ruznd. NaSe véta pro
n =1 jest trividlni, pro n = 2 jest S, = 4 a skutec¢né lze psiti
1; 2=3—1; 3; 4=3 1+ 1, véta tedy plati pro n = 2,
proto platf i pro » = 3, plati-li pro n = 3, plati i pro 4 atd.
Lze tedy viechna é&isla v intervalu < 1;4(3"1—1) >
napsati ve tvaru 3»—14-3»—243»—34 . 1 341 a po-
dobné v tém% intervalu pomocf zdvaif 1, 3, 32, 33, ..., 3»—1
lze realisovati kazdou vdhu, oviem musi byti dovoleno klasti
zdvaZi i na misku viZeného zboZi.

4,
ZAJIMAVA CISLA A POSLOUPNOSTL

I pii nejjednodussich poletnich vykonech setkdvdme se
s vysledky, jichZz jednoduchost, nebo soumérnost, nebo po-
dobnd sestava prekvapuje, na pr.

1. 112 = 121, 113 = 1331, 114 = 14641, 122 = 144, 21? =
= 441, 132 = 169, 312 = 961, 1012 = 10201, 1022 = 10404,
2012 = 40401, 1032 = 10609, 3012 = 90601, 1122 = 12544,
2112 = 44521, 1132 = 12769, 3112 = 96721, 1222 = 14884,
2212 = 48841.

2. Starovék velmi zajimaly tyto dva vztahy 32 - 42 = 52,
34 43 4 53— 68,

3. Ukaizte, Ze soudet prvnich, druhych a tfetfch mocnin
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ésel 1,5, 6,14, 15,19 jest ty% jako soudet tych% mocnin
¢isel 2,3, 7,13, 17, 18.

4. Jiné takové vypolty jsou: 42 =16, 34? = 1156,
3342 = 111556, 33342 — 11115556 atd. Cislo 3,_,4 necht
ndm znaéi éislo, na jehoz n — 1 prvnich mistech stoji 3, pak
jest

3p_1d =

+1=

10" —1, 10" 42
3 ?

a jeho é&tverec:

1027 +4.10n +-4 102 —1 107 —1
= 4
9 9 T 9

1444+ 4
Tk A

5. Podobné jest 672 = 4489, 6672 — 444889 atd. Cislo
(s 2.10" 41
6,_17lzepsdtig(l0" — 1)+ 1= ———

+

a jeho d&tve-

3
2n n 2n __ n__
o 1041001 40 —1) | 400°—D)
9 9 9
1+4+4
A

6. Velmi zajimavé jest periodické &islo 0,9, uZijeme-li
zndémého pravidla pro stanoveni hodnoty ryze periodickych
zlomki, obdrzime 0,9 = § = 1; podobné 1,9 = 2; 0,6 = 0,59
a pod.; 1ze tedy kazdé ¢islo ra.mona,].m (t. j. celé nebo lomené)
vyjadtiti dvojim zplisobem v desitkové soustavé. — Odtud
feSeni této ulohy: Napi§ sto ¢tyfmi devitkami: Kazdy po
kratii uvaze pise 99§, avSak vilohu: napis sto tfemi devitkami,
roziesi jen ten, jemuZ jest zndmo, ze 0,9 = 1; tedy 100 =
= 99,9.

7. Pred neddvnou dobou nebylo jediné zdbavné hlidky
v dennim tisku, aby neuvefejnila a nezidala vysvétleni
tohoto vypoctu (i reklama se zmocnila toboto prikladu):
Cislo 142857 postupné nisobeno 2, 3, 4, 5, 6 ddvi postupné
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éisla: 285714, 428571, 571428, 714285, 857142; tedy ¢isla
psand tymiZ ¢islicemi jako puvodni nésobenec. Naproti
tomu jest sedmindsobek daného ¢isla roven 999999. Vysvét.
leni jest na snadé: 142857 jest perioda zlomku 4. Viimnéme
si tohoto naznadeného délenf bliZe. Casteéni délenci jsou
postupné: 10, 30, 20, 60, 30,40 a jim odpovidaji zbytky
3,2,6,5,4,1 pri édsteénych podilech 1, 4, 2, 8, 5,7 — vice
¢ésteénych podild nenf. Providime-li déleni 3 = 2 : 7, jsou
¢éstedn{ délenci 20, 60, 50, 40, 10, 30, jim odpovidaji zbytky
6,5, 4, 3,1, 2 a cistecné podily jsou 2, 8, 5,7, 1, 4. Podobné
tomu jest pfi 3 : 7= 4 = } . 3, atd. Ponévadz lze psiti:

142587 142587 142587
108 1012 1018
jest po ndsobeni sedmi

_ 999999 999999 999999
T 108 Tor T om
V éfselné teorii se dokazuje, Ze existuji prvocisla p takovd,
Ze perioda zlomku mé privé p — 1 mist, na pf. takova
prvocisla jsou 17, 19:

7 = 0,0588235294117647, ' % = 0,052631578947368421.

Tato ¢isla ndsobena 2, ..., 16, resp. 2, ..., 18 ddvaji vysledky
sloZené z téhoZ podtu tychz &islic jako éisla zdkladni s ne-
patrnou zménou v poradi jako ¢éisla zédkladni. — Jak vy-
polisti nejrychleji sedmindctindsobek posledné uvedeného
¢isla? Vypoéteme 17 :19 = 0,89.., hleddme v zdkladnim
¢isle skupinu 89 a piSeme vysledek:
0,894736842105263157.

8. V Rozhledech matematicko-pfirodovédeckych, roé.

+..=1%

1 +...=0,9.

. v e vy , . z
XIII, str. 60, jsou uvefejnéna feSeni rovnic log z = o

L, , 1
*) Konvergentni rada geometrickd o podilu R
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log z = log z = é¢im# vznikaji tyto zajimavé

z z
Ez"’ .oy 10”’
vztahy:

log 1,371288574238542 = 0,1371288,
log 10,00000. . = 1,000...

log 237,5812 = 2,375812 atd.

Tamtéz na str. 118 éteme tuto zajimavou posloupnost

sin 0° =4|2—}z  sin60° —ﬂ/z+yr
8in15° =1} f2 —V3, sin67°30'=1} V
sin22°30'=$ [/2—}2, sin75°

sin30° =4)2—]1, sin90° :4; +1/4
sin45° =4 ]/2—,

9. NapiSme ¢isla celd tak, jak za sebou jdou, vedle sebe;
kterd éislice stoji na miliontém mfisté?
9 lcifer. &fsel zaujme 9= 10 — 1 mist,
90 2cifer. éisel zaujme 90 . 2 = 200 — 20 mist,

900 3cifer. éfsel zaujme 900 . 3 = 3000 — 300 mist,
9000 4cifer. ¢fsel zaujme 9000 . 4 = 40000 — 4000 mist,
90000 5cifer. ¢isel zaujme 90000 . 5 = 500000 — 50000 mist;
tedy tato vSechna éisla celkem 543210 — 54321 = 438889
mist, daldfch 561111 mist jiZz zaujimaji ¢isla Sesticifernd,
nutno jich tedy jeSté napsati 561111:6 = 93518, zbytek
jest 3; 93518té éislo Sesticiferné jest 99999 4 93518 =

= 193517, dalai éislo jest 193518, hledand ¢islice 3.

b.
CISLA FIBONACCIOVA.

UvaZujme o rovnici g2 —p — 1 = 0, majici kofeny g, , =

lj:l/_

Pro cfslo n celé kladné, on+3 = gn+2 4 gntl, on+3 =

Predeviim jest o2 = o, + 1, 0,2 = g» + 1; 8 téZ,
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= "% + g"*1, a po odedtenf g +* — gM 8 = (gt —
— 92n+2) + (91"+1 — 0 n+1)

Oznaéme p»+! — g2+l = A, pak lze psdti: Ay, =
== A”+1 + An. _

Kdyz n =0, jest Ay= g, — g, = V5;_kdyi n =1, jest
4= 02— 0= (6. —00) (e + 02) = |5, take 4, = 4, +
+ Ao =2|/5, 43= 4, + 4, =35, ...

Budeme uvaZovati o posloupnosti éisel

4, A, A,

i T

elﬂ+1 J— 92ﬂ+1

8

I o ¢lenech této posloupnosti plati

Gnig=Ga+1+ Gp (2)
za potéteénich podminek gy =1, a; = 1.

Prvnich deset ¢lend této posloupnosti tedy jest
1;1;2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55.

Tato &isla, je. maji mnoho péknych a zajimavych vlast-
nosti, sluji éisly Fibonacciovymi dle prizviska Leonarda
Pisanského, italského matematika, Zijictho ve XIII. stoleti,
o jehoZ tloze vedouci k témto ¢islim se je§té zmin{me.

Jak z predchoziho patrno, Ize je bud poéitati ze vzorce (1),
nebo z vytvarného zdkona (2); posledni zpusob pri vyssich
indexech jest velmi nepohodlny; upravme si proto vhodné
pro velikd n zpisob prvni.

znacme ji

(1)

Gy, 0y, 8y, 0, ..., Ap =

1_VF
Ponévadz jest g, = 2V5 = —0,618..., jest 1%=
Qz
= —0,277..., == 0,171.. —-=—0108 =
8 AR Yo -
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0" 0a°
= 4 0,067..., _gz —0,041..., V—g = 4 0,025..., atd.
Lze tedy s velmi malou chybou & nahraditi éislo a, ¢islem
n+1

a, = elv—g,pfiéemi—1<e<0proliché,n3,0<s<1
pro suda n. Rostou tedy Fibonacciova ¢isla pro velkd n jako
geometrickd fada s kvocientem -;(V5 + 1). Pri praktickém
pocitini nutno uziti logaritmi sedmi a vicemistnych.

Na pf. pro n = 15 jest log ».‘Z(V5 4+ 1) = 0,2089785 a tedy
a,; = 987,0023 misto spravného a5 = 987.

1. Nahradme pavodni poédteéni podminky jinymi kla-
douce by = p, by = ¢; tak obdrZime posloupnost

PP+ 4¢P+ 2¢,2p+ 3g, -,

takZe s ohledem na plvodn{ posloupnost jest

by = pan—y + qan—;-

2. Snadno stanovime soucéet prvnich n ¢lent Fibonaccio-
vych. Jest totiz:

8n=00+a1+a2+ ...—l—a”:
1
= V_g(91_92+ 02— @+ ...+ ot — g tY),

1 gttt —1 gttt —1
= — +
V5 [Ql e—1 % —1
ponévadZ jest

1

1 1
( _l)=l) ( _1)) = =
01\ 02002 31 o —1 02 0p—1
. 1
Jost = V_g(91n+3_‘912"‘02"+3+ 0°) = Gny3—0y.
3. V mésté se objevila epidemickd nemoc, kterd se objevi

u postiZeného aZ druhy den, nazitif tohoto dne pacient umira
nakaziv v kazdém z obou dni dal${ jednu osobu.
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a) Kolik nemocnych jest béhem n-tého dne?

b) Kolik nemocnych zemfe koncem n-tého dne?

¢) Kolik osob zemfelo béhem téchto n dni?
V n-ty den necht jest nemocno b, pacientd, jsou to ti, ktef
byli nakazeni predevéirem v poctu b,_p, dile nakaZeni dne
pfedchoziho v podtu bp_—;; jest tedy by = by -+ bp;.
Prvni den jest by = 1 jeden nemocny, druhy den tyZ a jeSté
jedna osoba pfedeslého dne nakaZend, tedy b, = 2. Jednd se
tedy o posloupnost 1; 2; 3; 5; 8; ... Jest totoznd s posloup-
nosti ndmi uvaZenou, plati viak o nf b, = a, 1. Koncem
n-tého dne zemfou pacienti nakazivsi se den pred tim, jest
tedy ¢, = @n—1; celkovy podet mrtvych jest pak

dp=0b+b+ ...+ byp_p=a, —a, lidi.
Tedy 14. den po vypuknuti choroby jest nemocno a,; = 987,
koncem 14. dne zemfe a,; = 377 lidi a celkovy pocet umrti
je a;; — 1 = 986 lidi.

U Fibonacciho éteme tuto tlohu v tomto znéni. Par kra-
likd vrhne kaZdy mésic dalsi par, kolik para krélika jest
koncem roku, nezajde-li Zidny z kralfka ?

4. Z jinych vlastnost{ téchto ¢isel uvedme, Ze N, =
= 5a,2 + 4(— 1)*+1 jest dplny étverec. Jest totiz

5 n+l___ o n41)\2
Na= 2O T | (gt = (o o+ ot

Aviak &isla By = 0; + 0 By = 0> + 2>, By = 0* + @2, -
téz hov{ rovnici B, = B,_; + Bpn—s, nebot jest:
ottt 4 gttt — ot —ot — ot — ot =
=" (e —a—1)+ "t (0 —e.—1)=0
aviak pro poldteéni hodnoty B, = 1, B, = 3, takie Tada
odmocnin jest: 1;3;4;7;11;18;29; ...
5. Dale jest

Anlp 2 _a2n+1 =(— 1

Jest totiZ levd strana rovna



(91""'1 - 92"+1) (Q1”+3 — 92"+s) — (91"+2—92"+2)2 _
5 =

_ = (9192)ﬂ+51 @—e)_ gy

Znizornéme nynf soudiny ay, @y 42, @%,+1 jako obsahy obdél-
nfka a étverce o stranich ay, @y 4 2= ap~+ ap+1, TESP. 0 strané
@ +1; je-li n dostateéné velké, nepostiehneme, Ze tyto dvé plo-
chy se ruzni o jednotku plo$né miry. Toho vyuZijeme k vy-
svétleni této zdhady. Rozstiihnéme &tverec a sloZme jej
dle priloZeného nivodu:

3 5
5 s O S F 8 c
5 \ 3 3 E
5
3 E 3
8 A 8 E B
Obr. 1.

V drubém uspoirddéni se ndm zd4, Ze jsme ziskali jednu
jednotku plodné miry. Avdak nakreslend hlopiiéka neni
tseckou; mezi jednotlivymi ¢4stmi uvnitf obdélnika vznikl
protahly kosodélnik o ploSe zadarmo ziskané 1. Kdyby body
A, Fy, E,, C lezely v jedné pfimce, musilo by byti
AE : EE, = AB : BC, odkud EE, = AE . BC : AB = 3.
Avsak my jsme volili EE, = 3, le#{ tedy ve skutetnosti
bod E, o {5 pod skuteénou iihlopfiékou; podobné zjistime, e
bod F) lez{ nad skuteénou tdhlopfickou. Jaky thel ¢ sviraji
strany tohoto kosothelnika ve vrcholu 4% Jest

AR, = |82 32, AF, == |/5* 2, takse /73.V29sinyp =1
22



a odtud 1
8in p = 57—, = 1° 14’ 43".
? 2117 v
Prklady. 1. Je-li b,=p, b,=¢, b, =p + ¢, by =p + 2¢, ...,
ukaZte, Ze
bnbn+2—bzn+1 = (— I)» (p? + pq — ¢%),

a Ze 50,2 + 4 (— L)s+1(p® 4 pq — q?)
jest uplny &tverec. Odmocniny tvofi opét Zfsla Fibonacciova
o podatednich podminkdch by = —p + 29, b, = 2p 4 q.

2. Vysvétlete a propottste zéhadu vzniklou proménou &tverce
o strand 13 v obdélnik o stranédch 8 . 21

1
V3 Fe)YsE + 130
3. Ukaite, Ze u?, + u?, +1 jest rovné% &len téZe Fibonacciho

posloupnosti.
4. Stanovte obecny &len posloupnosti, v niZ 4,=m,, 4,=m,,

Ay=AgAy, .. A, = A, . Ay o

6.
MAGICKE CTVERCE.*)

Snad z4dny ze zdbavnych problémi nemuze se vykizati—
aZ na slovnf rovnice — tak bohatou kulturn{ historif a litera-
turou jako magické étverce. Nazyvame tak ctverce o n krat
n polich, do nichZ jest vepsédno po jednom z éfsel 1,2, 3, ...
..., n?, tak uspofddanych, ze souéty v fddeich i ve sloupcich
i na hlavn{ a vedlejsi dhlopfiéce jsou tyté%. Tento soudet
jest $(1+ 7 :n a sluje konstantou daného ¢tverce.
Magické ¢étverce jsou nesporné puvodu orientdlniho, vznik
jejich jest vSak zahalen neproniknutelnou rouskou — prosté
vézi v neunavné lidské hravosti. Pfipomernime aspon jednu
z nejstar§ich forem magického étverce. Novoplatonik Theon
(2. stol. po Kr.) zpozoroval, Ze ve &tverei

sin ¢ = @ = 28’ 14".

*) Novéjsi literatura o magickych &tvercich: Fitting, Jahres-
beder d. Mathematikervereinigung, 40, str. 177, 1931; Schubert-
Fitting, Mathem. Mussestunden, str. 132; Kowalewski: Ma-
gische Quadrate und mag. Parketierung, Scientia delectans II.
1937; viz téhoZ autora: Grossen Mathematiker 1939, str. 37/41.
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2
5
8

e.o‘c: W

jest éislo 5 aritmetickym stfedem &isel nalézajicich se
v témZe fadku nebo v témZ sloupci nebo dhlopfiéee. Jak jiz
nizev ukazuje, zmocnily se téchto &tvercovych schemat
t. zv. ,,tajné védy‘‘ a namnoze i obyfejnd povéra: amulety
8 magickymi &tverci chrénily déti pfed nemocemi, jezdcova
koné pred trazem; byly vtesavany do zdi, aby chrénily bu-
dovy; ¢tverce, jichi konstanta rovnala se nékterému datu,
prindSely Stésti atd. Jedté v r. 1865 vydava videnisky lékaf
F. Liharzik (nar. ve Val. Mezific¢i 1813, zemf. 1866) spis: Das
Quadrat die Grundlage aller Proportionalitit in der Natur und
das Quadrat der Zahl Sieben die Uridee des menschlichen
Korperbaues. 1 v déjindch magickych étverci opakuje se zn4-
my zjev, Ze zidjem o problém rézem utuchd, jakmile jest zni-

vvvvv

A) Nejjednodussi magicky &étverec jest pro » = 3, jeho
konstanta jest }(1 4 9) . 3=15. Jeho konstrukee jest velmi
jednoduché: Do prostfedniho pole druhého f4dku napi$me 5,
do rohovych poli éisla 2, 4, 6, 8 tak, aby v Ghlopfidkdch byl
soucet 15, a nyni lichymi éisly vyplime prézdnéd mista tak,
aby soucdet opét byl patndct. Na pf.

6118 Oy | &y | &g af|a%| o

7156513 Ky | x5! g AT A% | %

2 T 4 Oq —:s- Xy a%r| a%e| 0%
1. 2. 3.

Snadno zjist{me, Ze poéet riznych Stvercu jest 8.
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1. UkaZte, Zo tieti ze schemat shora uvedenych mé tu vlast-
nost, Ze souéiny mocnin v tém¥ fadku, sloupei i uhlopfi¢ce jsou
tytéZ, je-li €tverec 2. magicky.

2. Je-li N nejmensi spoleény nésobek &isel &« = 1; 2; 3; 4; 5;
6; 7; 8; 9, jsou ve étverci, jehoZ prvky jsou N :« ve vSech
smérech ¢&isla v harmonickém poméru.

3. Jsou-li a, b ¢&isla ve dvou sousednich rozich magického
&tverce, jest hodnota determinantu daného magickym étvercem
45 (@ — b) (@ + b — 10).

4. Sestavte magicky obdélnik ze Stitki domina (2,6), (0,1),
(1,5); (1,2), (1,4), (1,8); (1,3), (3,6), (1,1).

B) Nejstarsi ¢tverec zndmy ve stfedni Evropé jest na
A. Diirerové médirytiné z r. 1514 nesouci nidzev Melencolia
(viz Prameny ¢. 42, 1941, A. Diirer, str. 31). Jest to alegorické
postava sedici Zeny, obklopené riznymi pfedméty symbolisu-
jicimi védy a zaméstndni: koule a mno-
hostén znaéi geometrii, magicky ¢tverec |16]| 3| 2|13
o 16 polich pak aritmetiku, — melen-
colia — melancholie neznaéi zde jednu 5(10/111°8
z letor, nybrz jest tak pojmenovéno usi- | 9| ¢ 7|12
lovné premysleni a badédni. Diirerav ¢tve-
rec jest tento: 415|141

Konstanta tohoto &tverce jest § (1 4 16).4 = 34, pro-
stiedni dvé éisla v posledni fddce uddvaji rok, kdy obraz
vznikl.

Jiny magicky ¢tverec o 16 polich vznikne ze schematu

1] 2| 3| 4 1[15[14] 4
6| 7| 8| 12 6| 7] 9
101112 glwo|11| 5
13|14|15|16 13| 3] 2[ 1

13

v ném? lefald éisla doplnime do 17.

C) Konstrukei magickych étverci o lichém poétu poli
jest zndmo nékolik, vyloZime si metodu pochdzejici od
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Bacheta de Méziriac, zvanou té% metodou teras. Volme
n = 5; napifme toto schema

5
a [4] [10] B
3 9| |15] 3[16] 9[22]15
2 8 14| |20 20| 8|21| 4| 2
1 7 13| |19 _2?! 7{25|13] 1|19
6 12| |18] |24 24|12| 5(18| 6
| | e8| 11| 4[17]10]23
C |16 22| D
21|

Terasu na 4B poloZme na zékladnu CD, terasu podél strany
BD poloZme na AC atd.

Pokuste se zdkladnf schema napsati jinak a odvoditi jiny
magicky étverec o 25 polich.

D) Sestrojiti magicky étverec o sudém podtu poli jest
nesnadnéji; nutno rozezndvati dva pripady: n jest bud
tvaru 2(2m 4 1), nebo 4m (Cisla sudolichd a sudosudi).
Konstrukee téchto étverci opiréd se o tyto vlastnosti étverco-
vého schematu, do jehoZ poli jsme postupné napsali é&fsla
1;2;3;...; n?, tak jak za sebou jdou. Souéet élenti v k-té
fddce tvoficich Fadu aritmetickou (prvn{ é&len jest
(k—1)n + 1, rozdil 1) jest 8 = kn? — 2

n, podobné

jest soucet prvka v rddce stejné vzddlené od druhé vodorovné
m—1)n

strany ctverce 8, py1=(n—k+ 1)n® + 5 ; po-

n(n? 4+ 1)

névadz konstantou é&tverce jest C = 3

, lze psdti

26



n2(n + 1 — 2k nin + 1—2k
PN S R 2 L
n
k< Ok
Znaéfme-li Py, P, ;1 soucty ve sloupci k-tém a n —
—k + 1, vypoéteme podobné Pj= C — w
nin + 1 — 2k n
Pppp1=0C+ '¥, k<§-

Nedostévs se tedy a nadbyvé ve sloupcich i Fddcich stejné
od kraju vzddlenych tdZ velitina; ve vhodné z4méné prvka
v téchto Féddcich a sloupcich spoéivd metoda sestrojiti ma-
gické étverce o sudém n, kterou vyloZime na dvou zvlé§tnich
piipadech.

a) Budiz n = 6. Napidme do ctverce jako difve déisla
1,2,3,...,36 a viimnéme si, %e ¢fsla stojicf v obou thlo-
prickdch maji soudet rovny konstanté étverce $(14+36) . 6 =
= 111. V dal3{m tato ¢isla ziistanou jiZ na dhloprickach.

o) Cisla v obou thloptickdch napiime v opaéném sledu.

f) Zaménme nyni ¢isla (3; 33); (7; 25); (14; 20): soudty ve
viech fddcich jsou 111, souéty ve sloupcich postupné jsou:
106; 108; 110; 112; 114; 116.

y) Zaménme nyni é&fsla (2;5); (9;10); (13; 18); nyni
i soudty ve viech sloupcich &ini 111 a magicky étverec zni:

36| 5(33| 4| 2|31
2512910 9(26|12

182022211713
191416 15|23 |24
7]11(27|28| 830

6132 3|34{35| 1
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b) BudiZ nyn{ n = 8, tedy éislo sudosudé. Opét vepidme
do étverce éisla 1; 2; 3; ...; 64, konstanta Gtverce jest 260.
Souéty v Fideich jsou: 260 — 224; 260 — 160; 260 — 96;
260 — 32; 260 + 32; 260 -+ 96; 260 4 160; 260 4 224;
sou¢ty v Fadcich pak: 260 — 28; 260 — 20; 260 — 12;
260 — 4; 260 + 4; 260 + 12; 260 4 20; 260 - 28.

Vyménme nyni mezi sebou sledy

3; 4; 5; 6 za 62;61; 60; 59,
11;12; 13; 14 za 54; 53; 52; 51,
17; 25; 33; 41 za 48; 40, 32; 24,
18; 26; 34; 42 za 47; 39; 31; 23,
59;60;61;62 za 6; 5; 4; 3,

éimZ docilime Zidaného &tverce:

1| 2(62|61|50|59| 7| 8

910|154 (53(52|51|15(16

48 147(19(20(21|22142|41

40(39|27|28(29(30(34|33

32(31(35(36|37138|26)25

24 (23|43 |44 (4546|1817

49|50 |14|13]12|11|55]|56
R -
7y 57|56 6| 5| 4| 3|63|64

Rozdélte pivodni étverec na 4krite 4 étvereékit po 4 polich
pak jest zfejmo, Ze jsme zaménili prvky v 2. a 3. ¢tverecku za
prvky ve 14. a 13. ¢étverecku, dile jsme zaménili prvky
v 5. a 9. étvereSku s prvky ve étverecku 12. a 8. Zkuste zamé-
niti prvky v ostatnich polich ponechdvajice pravé jmenované
¢tverecky beze zmény!

E) Byly vSak rozfeSeny i obecnéjf ulohy, na pf. sestrojit
magicky étverec, jehoZ Gdst jest opét magickym étvercem,
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sestrojiti magické mnohothelniky a krychle atd.; viz na pr.
Schubert-Fitting: Mathem. Mussestunden, 1941, str. 153.
O sestrojovani magickych étverci o sudém poétu poli viz
Aupic: Magické ¢tverce, Praha, 1932 (v komisi Jednoty &.
matematiki a fysikd).

7.
PLNENI NADOB.

Méjme N-litrovou nadobu az po okraj naplnénou vodou
a dvé nddoby prizdné o =, a n, litrech; kdy jest moZno pfe-
lévanim vody dociliti mnoZstvi 1N ? Reeni této tlohy (staré
pies 500 let a to pro ¢isla N = 8, n; = 5, n, = 3) lze pro-
vésti dvojim zpisobem: BudiZ n, > n,; bud naplnime nej-
prve nidobu o =, litrech a z ni niddobu o n, litrech, nacez
obsah této nddoby vlijeme opét do nddoby n,-litrové a opét
naplnime nddobu o », litrech atd., nebo potneme plniti nd-
dobu o #, litrech a potom obsah vlijeme do nidoby o n,
litrech. Znovu naplnime nddobu n,-litrovou a pokraéujeme
zpisobem popsanym. Pohodlnéj3i jest zpisob prvni:

N ™ Ty
N 0 0
N—mn, n 0
N—n n, — gy 7,
N—n, 4 ny n, — Ny 0
N—n +n 0 Ny — 7y
N—2n,+ n, 7y ny — My
N —2n,+ n, 21, — 2ny ng
N —2n, 4 2n, 2n, — 2n, 0

A nynf by se poradf opakovalo; je-li N — 2n, 4+ 2n, = 2n, —
— 2ny, t. j. n, — ny = 4N, jest puvodni mnoZstvi vody roz-
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pileno; tak tomu jest pfi &islech svrchu uvedenych: 5 —
—3 =4 Jeli viak (N —2n, + 2n,) : (2n; — 2n)) = 2: 1,
t. j. ny — ny = } N, jest mnoZstvi rozdéleno na § a %; na pr.
N =12, n, = 6, n, = 4, v tomto zvlid§tnim piipadé lze do-
konce dociliti rozdéleni na tii stejud mnozstvi.

Ukaite, je-li n, — n, Ze 1ze dociliti -l%/- pivod-

. N

T 2(v 4+ 1Y
niho mnoZstvi. Provedte podobné vySetfovani pro nédoby
o objemu N, n; > ny, > n,.

8.
NEKTERE OBRATY S KARTAMI.

O jednoduchy matematicky vyklad opiraji se nékteré
obraty s kartami.

1. Pfitknéme jednotlivym kartdm (némecké hry) uréitou
hodnotu, na pf. spodek znamenej 2, ddma 2, krdl 3, eso 4,
sedmicka sedm, osmicka osm, devitka devét, desitka deset.
Vyzvéme nékoho, aby si volil kterékoliv tfi karty a necht
v na$f nepiftomnosti vychdzeje od pfiféené hodnoty karté
odkl4d4 na ni poéitaje do Zestndcti vidy po jedné karté
(na pf. eso musf doplniti 12 kartami. Necht ndm nyni sdélf,
kolik karet mu zbylo (pfipadné kolik karet se mu nedostalo),
jsme nynf s to, uréiti souéet ok na volenych kartdch. Jest to
mo%no na zdkladé této tvahy: Volené karty méjte hodnotu
a,, a,, a3, k dopoéten{ do 16 jest tieba celkem 16 —a, +
+ 16 —a,+ 16 —a; = 48 —a, —a, —a; karet, zbylo
tedy celkem 32 —3 — (48 —a,—a,—ay)=a,+ a;+
+ ay — 19 karet, zbylo-li tedy z karet, jest a, + a, 4 a3 —
— 19 = z, odkudZ% soudet ok volenych karet a, + @, + a3 =
= 19 + z. Stejné vypodteme, nedostalo-li se 7 karet, Ze
plati a; + a, + a3 =19 —r.

Upravte podobny obrat pro 2 X 32 karty a pro 4 volené
karty, dopotitdvame-li rovnéZ do 16 (a, + a; + a3+ a, =
=z 4 4, pfi Cemi z > 4).

30



2. Sloime 27 karet do tf{ hromddek po deviti; necht si
nékdo pamatuje jednu z karet pravé sklddanych a necht
oznaéi hromddku, v niz karta leZi. SloZme nyni hromddky
k sobé tak, %e hromddka obsahujici my8lenou kartu piijde
doprostfed; opét rozdélme karty do tfi hromddek. Osoba
znovu oznad{ hromidku, ve které karta leZi, nadez hromidky
sloZime tym% zplisobem jako prve. A tento postup opaku-
jeme jedté jednou. MyS3lend karta jest pak 14. poéitdna shora
nebo zdola. Vysvétlenf pak jest toto: Oznaéme karty nachd-
zejici se 8 volenou kartou v téfe hromddce -+, ostatni —.
Pak po prvnim kroku jest ve viech hromddkéch toto uspo-

fédéni: — — —+4+ + + ———. Po druhém kroku jest
v kaZzdé hromédce toto rozdélenf karet: — 4+ — — 4 — —
+ —, a po tietm: ———— —— ——— v prvni,

+++++++++ vduhéa —————— ———

v tfet{ hromddce. Snadnym rozborem zjistime, e po prvnim
sloZen{ karet jest myslens karta s ostatnimi kartami v pi-
vodnf hromddce na misté 10.—18., po drubém sloZen{ karet
jest na misté 13.—15. a po tfetim sloZeni karet octne se na
misté 14. Podobnou tvahou dokazte, ddvdme-li hromddku
s my8lenou kartou vidy navrch (vidy vespod), Ze objev{ se
na misté 7 (21).

Tato hra jest zvldstnim pfipadem hry nazvané po fran-
couzském matematikovi Gergonnovi, ktery odvodil toto
pravidlo: Vlozime-li hromddku s my8lenou kartou postupné
na misto a-té, b-té, c-té, objevi se myslend karta po tietim
kroku na misté 9a — 3b + ¢. — Jak se upravi tato hra,
dime-li hromddku s myslenou kartou po prvé navrch a po
druhé vespod? Pri tfetim rozloZeni karet objevi se mySlend
karta nahofe, takZe osoba sama si na kartu ukaze.

9.
SLOVNI ROVNICE.

Nevyderpatelnym zdrojem matematické zdbavy viech asi
indrodi byly, jsou a jisté i budou ilohy, jeZz vedou na FeSeni
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rovnic o jedné nebo vice nezndmych prvniho i vysstho stupné.
Ulochdm témto Fikd se slovnf rovnice, my budeme tohoto
ndzvu uZivati jen o téch ilohich, jeZ jsou vysloveny ve
formé struéného sdéleni o néjaké udilosti neb. skuteénosti;
na pt. Gloha stanoviti hloubku rybnika, vyéniva-li trdm za-
razeny tfetinou své délky do dna a ve vodé ponofeny polo-
vinou, jeden metr nad vodu, jest slovni rovnice.

Slovni rovnice vznikaly bud ze skutecného pozorovini,
nebo vhodnou tpravou a rozsifenim jeho obsahu; oditi
v povidkové roucho piibéh a jinou skutecnost jest divnym
zvykem blizkého i vzdileného Orientu.

A) Nez pristoupime k vlastnimu tématu, zmiime se
struéné o matematice véstecké (mathematica divinatoria);
tak je3té pocdtkem XIX. stoleti nazyvalo se feSeni jednodu-
chych iloh, jichz vysledek hddajici bud snadno uh4dl (t. j.
snadno vypocetl) nebo dokonce znal vysledek jiz predem;
zhusta se jednd o feSeni jednoduchych rovnic nebo jich
systému.

1. Vykon, ktery predepisujeme, nesmi byti pfili§ jedno-
duchy, aby uhodnuti nebylo prili§ brzo odhaleno, ani prilis
sloZity, aby hddajicimu nepisobil nesndzi. Na pt.: Mysli si
¢éfslo, nasob je dvéma a odecdti 1, tento vykon opakuj jesté
dvakrate, kolik ti vySlo? Oznami-li pak pocitajici vysledek =,
myslil si ¢éislo §(n — 1) — 1, ponévadZ se jednd o Fedeni
rovnice 2(2z 4+ 5) — 5 = n.

2. Mysli si é&islo, ndsob je éislem o 1 vétsim, kolik vySlo?
Jest to rovnice z(x + 1) = n, hadajicf musi znéti vhodné
rozklady éisla = v ¢initele.

3. Mysli si dvé éisla, Fekni mi jejich soudet s a rozdil 7.
Myslend éfsla jsou 4 (s 4 7), $(s —r); jsou to FeSeni rovnic
x+yYy=8, —y=r.

4. Ze svého roku narozeni ponech éislo stanovené desit-
kami a jednotkami, udej mi soucet tohoto ¢isla s radovym
¢islem mésice s, a soucet s fadovym cislem mésice, v némZ
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ses narodil 8,; posléze Fekni mi soucet fadového éfsla mésice
s fadovym éfslem dne tvého narozeni s,. Proé jest den naro-
zeni dén vyrazem S — s;, mésic S — s,, desitky a jednotky
roku S — s,, kdeZ § jest poloviénf soucet Gisel 8, + 8, + 852

5. Jindy se voli aritmeticky predpis tak, Ze vysledek jest
nezavisly na mysleném ¢isle, na pf. mysli si ¢islo, ndsob je 3,
pricti 12, ndsob 4, pricti 4, dél 12 a odeéti mySlené &islo; Ze ti
vy3la 1? OvSem, nebot

Bz +12)4 + 4
12

6. Na zcela jiném zdkladé jest vybudovina tato hidanka:
Napis si jakékoliv na pf. ¢tyfmistné ¢islo; napis si dalsi na pi.
troj- nejvysSe ¢tyrmistné séitance, i j4 si napidi troj- nejvyse
étyfmistné séitance a jsem s to, Fici soudet téchto sedmi éisel
diive, neZli napiSe8 své tIi scitance. UkaZime postup na
konkretnim ptipadé. Bylo-li voleno prvni éislo 4321, tvrdim,
Ze jebo soudet s dal3imi tfemi ¢isly bude 34318, kterézto ¢islo
z predchoziho vzniklo odedtenim 3 od ¢isla daného a napsé-
nim 3 pfed tento rozdil. Dile jest 34318 — 4321 = 29997 =
= 3 X 9999; napiSe-li protiviik éisla a,, a,, a,, staéi, abych
napsal éisla 9999 —a,, 9999 — a,, 9999 — a,, coZ provedu
tak, Ze ¢islice napsanych tif séitanci doplniuji do deviti. Na
Pr. ke scitancim 1268, 8431, 612 pisi scitance 8731, 1568,
9387.

Déile sem patif uhodnuti ok na dvou &i tfech kostkdch,
o nich% predpokliddme, %e souet ok na protéjsich sténdch
jest 7. Napi$§ dvouciferné ¢islo, jehoz ¢islice jsou ddny poétem
volenych ok, obrat nyni kostky a dvojciferné ¢islo (pozor na
pofadi kostek) napi§ vpravo vedle prvniho. Toto ¢islo dél
jedendcti a odedti sedm, kolik ti vyslo? Vysledek délime
deviti, dvojciferné éislo tak vyslé svymi desitkami a jednot-
kami uddvd voleny pofet ok na kostkich. Skuteéné jest
étyteiferné éislo 1000a 4 1006 - 10 (7 —a) + (7T —b) =
= 100 (10a + b) + 77 — (10a + b) = 99 (10a + b) 4 77
déleno 11 ddva 9 (10a + b) + 7, odkudz daldf jest jiz zfejmo.

=(z+1)—z=1.
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Obmeérite tento postup pro tii kostky délice Sesticiferné
¢islo 111.

7. Mysli si kterékoliv tfi éislice, napi§ vSech Sest dvoj-
cifernych ¢isel témito ¢isly, ktery jest jejich soucet ? Délime-li
tento soudet 22, obdriime soucet myslenych déislic.

B) Slovni rovnice vyskytuji se jiz v nejstardi znamé uéeb-
nici poétl, jest ji rhindsky papyros, chovany nyni v britic-
kém museu. Jeho autorem jest egyptsky pisai Ahmes, Zijiel
asi 2000 let pr. Kr. Jest to tedy asi souCasnik biblického
Abrahama. V této udebnici jsou uloZeny poétifské zkuSe-
nosti, k nim? Egyptané dospéli pii stavbé svych monumen-
talnich budov; zndmd pyramida Cheopsova byla postavena
agi tisic let pfed Ahmesem.

1. Prastard ¢éinskd hddanka jest tato: Pan vySel si do
bazantnice a ulovil kriliky i baZanty, celkem kofist méla
dvacet hlav a 50 noh. Kolik bylo bazantt a kral{ki? Ulohu
Ize Yediti jednoduchou dvahou: ke kazdé hlavé patfi nejméné
dvé nohy, tedy celkem 40, 50 — 40 = 10 zbyvajicich noh
pati{ kralfkim, téch jest tedy 5 a bazanta 15.

2. Z Indie pochdzi tato tloha: Divka z natrhanych loto-
sovych kvétd vénovala bohu Siva §, Visnu 4, Slunci 4,
Bhavani }; svému ctihodnému uéiteli darovala zbylych
6 kvéta; kolik utrhla celkem kvétii? Uloha vede na rovnici

x x x x
—_— — —_— —_— = X, =1 .
3+5+6+4+6 z; z 20

3. Recky métié Heron (asi 170—100 pf. Kr.) umél resiti
tlohu o nddrzkéch, jeZz doznala éetnych obmén jak v rouchu
tak i obsahu: Do nddriky pritékd voda 4 rourami, z nichz
ka?d4 naplni sama o sobé nddrzku za 1, 2, 3, 4 dny, pritékd-li
viak voda vSemi rourami najednou, kdy bude nddrzka na-
plnéna? Je-li krychlovy obsah nidriky V, priteCe za den
jednotlivymi rourami 1V, 4V, 4V 1V tedy za z dni

v Vv v ¥V
I(T+ E—{_ g-{‘ Z)— v,
odkud? x = }£ = 0,48 dne, t. j. 11 hod. 31 min. 12 vtefin.
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4. Znime v3ak i zajimavon vlohu pochdzejfcf od Ffmskych
prévnika z druhého stoleti po Kr. Otec oéekdvajief narozen{
ditéte umird a stanovi, narodi-li se syn, aby dostal dvakrate
tolik jako matka, narodi-li se dcera, aby matka dostala
dvakrite tolik jako dcera. Po jeho smrti se vSak narod{ syn
i'dcera, jak nyni rozdélime otcovo jméni? (Uloha po pravni
strance jest ovSem sporni: Z4ivét jest v tomto piipadé ne-
platnd a nastoup{ zdkonné ptedpisy; coZ narodi-li se dva
synové, nebo jedno dité, avsak mrtvé?) TUloha tato se pak
feSiva takto: Dostane-li dcera z, md matka dostati 2z, syn
4z, tedy jest Fesiti rovnici z 4+ 2z 4 4z = K. M4-li se tedy
otcovo prani sphiti, dostane dcera 4K, matka 2K, syn 5K .

5. Jind tdloha vyplynuld svym obsahem ze stfedovékych
predstav, jest tato: Dabel potks poutnika a slibf mu, prejde-li
poutnik tento most, Ze zdvojnasobi penize, které prive
u sebe bude miti, ale zato poutnik pfijda do poloviny mostu,
mus{ pro ddbla hoditi 64 penizi do feky. KdyZ poutnik Zest-
krite most presel, nezbylo mu ni¢eho; kolik penéz mél pi-
vodné u sebe? Mél-li u sebe z penizi, md po jednotlivych
prechodech 2z — 64, 4z — 192, 8z — 448, 16x — 960,
32z — 1984 a posléze 64z — 4032, cok poloZeno rovno 0 diva
z = 63.

V létech 1923-24 americkd vefejnost bavila se touto
tlohou: Marii jest dvacet ¢tyti let, pfi tom je dvakrite tak
stard, jako byla Anna, kdyz bylo Marii tolik let, jako jest
dnes Anné. Jak jest stari Anna? NapiSme si toto schema:

Marie Anna

dnes 24 z
tenkrate T 12

Vsichni stirneme stejné, proto 24 — z = z — 12, odkudz
z = 18, coZ jest nynéjsi stdfi Annino.

7. Nejstar§i tilohy ¢éeské vedouci na linedrni rovnice
zaznamendny jsou v Aritmetice Gorla z Gérlitejna (1577),
jedna z nich zni: Jeden jde z Prahy; tdzén kolik hodin bilo na
prazském hradé, kdyZz vySel, odpovidéd: Kdyby bylo bilo
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hodin jesté jednou tolik a polovinu tolik a jeité 7 ran k tomu
udefilo, tehdy by bylo 12 hodin (byly 2 hod.). Prvni tdlohy
tohoto druhu v periodickém nasem tisku se objevily v Hyb-
lovych Rozmanitostech, vyddvanych od r. 1816; uvefejiioval
je berounsky piarista Kornel Bélecky, tehdy uéitel na hlavni
gkole v Berouné u Prahy. Ulohy v Rozmanitostech nadepsa-
né ,,Pro limani hlavy nékteré algebraické ddvky‘* asi poché-
zeji od piaristy a profesora fysiky V. Sedlicka v Plzni.
Rovnéz v Kvétech vyddvanych v létech tricitych minulého
stoleti Hostivitem Pospisilem prichdzeji slovni rovnice.
Lidové tlohy tohoto druhu viz Barto3: Nase Déti, 1888,
str. 164-165; K. Jar. Erben: Prostondrodni éeské pisné
a tikadla, 1864; str. 23.

8. Tato uloha pochézi od knéze Véclava Simerky (nar.
1819 ve Vys. Veseli, zemf. 1887 v Praskaéce u Hradce Kr4-
lové), jehoz védeckd ¢innost zejména v Ciselné teorii dnes jiz
upadla v zapomenuti. Pisobil na chudé farce v JenSovicich
u Vys. Myta a z jeho tisné asi vyrostla tato tloha: Ze tii
svic, které se na jedné strané oltdre nachdzeji a stejné tlusté
jsou, m4é jedna 22, druhd 18, tfeti 16 palci délky. Kostelnik
m4 z nich vidy dvé spolu nechat stejné dlouho hofeti. Jak
musf jimi svititi, aby mu Zidny zbyteény oharek nezistal?
Svice mohou spolu hofet ve 3 pdrech: 1.2 2,2.a 3., 3. a 1.;
ukaZte, uhofi-li postupné z, y, z palel, Ze plati: 12 — z —
—2z=0, l4—2z—y=0, 16 —y—2z2=0. Sebtenim
téchto rovnic a délenfm dvéma obdriime 21 — z — y —
—2z=20, a postupnym odéitdnim piredchozich tii rovmic
z=59y=9,2=1.

9. Prvni slovni tlohou kvadratickou jest asi dloha, kterd
jest v ucebnici Inda Bhaskara Acarya (XII. stol. po Kr.).
Pocet opic, délen osmi a umocnén dvéma udévd ty, které
poskakovaly v hiji, zbylych 12 opic zustalo na pahorku
a hastetilo se; kolik opic bylo ve stadé? Ulohu fedi rovnice

z\2
(F)—|—12=z, z = 48; 16.
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10. O sto let pozdéji a o pultfetiho sta let diive, neZ se
italSti matematici zacali soustavné zabyvati fefenfm rovnic
tretfho stupné, poddvé Cifian Chin-Chin-Shao tuto hidanku:
Obvod mésta jest kruZnice; presné nasever i jih vedou brany.
Jdu-li smérem severnim, dorazim ve vzddlenosti 300 stop
ode zdi ke stromu, jenZ se mi zadind pravé ukazovati za zdf,
jdu-li jizni branou 900 m k zdpadu. Jaky jest primeér krui-
nice vyznacené ohradni zdi? Je-li polomér kruZnice r, jest
OB = 300 4+ r, BC = |/(r + 300)2 — 72, DE = 900, BE =
= J/(@r + 300)® 4 9002 = }/300(2r 4 300) + 900. Tuto rov-
nici nejpohodInéji rozfesime takto: PoloZme D = 2r — 300,
pak jest D= 1800V300D + 300D, znaéme D = 3004, po
krdcenf 300 méme: 62 = 6|/5 4 8, ¢ili & — & = 6)/9;
umocnime-li dvéma a kritime.li §, jest & — 262+ 6 —
— 36 = 0. Jedinym redlnym a kladnym kofenem této rov-
nice jest § =4, takZe D = 2r + 300 = 1200; jest tedy
pramér mésta 900 stop. Viimnéme si, Ze BE = 1500, jednd
se tedy o pravoudhly trojahelnfk 900, 1200, 1500 — tedy
vlastné o zndmy trojihelnik 3, 4, 5.

V Pospisilovych Kvé-
tech (roé. 1837, str. 32),
éteme tuto ulohu Bé-
leckého: Sedlka prinessi
w lété na trh nékolik li-
ber mésla prodala ge tak,

%e za kazdé dvé libry tti ¢
slepicky dostala. Slepic- Q

&

ky ty na potom nesly 0
vegce. Dostawsi od kaz-
dé tolik wagec, co
tretina slipek obndsela,
wzala ge (Wegce) wiecky D E

a dawsi do koSika na Obr. 2.

trh zanesla, i wdecky

§tastné prodala. — Odebrawsi za kaZdych dewét wagec
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tolik kreycaru na stf., kolik wagec kaids slepi¢ka snesla,
udrila za né t¥i z1. Wid. &jsla. Kolik liber m4sla, kolik slepic
méla a kolik wagee prodala ta sedlka? — Oznaéfme-li z poéet

slepic, snesla kazd4 -; vajec, kazdé pak stdlo -2'% krejcara

sttibrné mény; utrZila tedy celkem 8£l kr. stf. m. ¢ili dle
tlohy 3 zl. vid. &., t. j. 3 . 24 = 72 kr. sti. m.; jednd se tudiz
orovnicis—af = 72, z = 18. Bylo tedy madsla 12 liber, slepic
18, kazd4 snesla 6 vajec, jedno vejce stdlo § kr.

12. T ve zminéné pocetnici Gorlové Gteme slovni rovnici
tohoto druhu: Panna Maruska mé frejife (Zenicha) Janka,
zeptd se pani matky, mohla-li by sobé za maniela vziti. ,,M4
mild MaruSko! JestliZe se tobé libi a ty ho milujes, a 8 nim
se Zivit mini§, miZe§ ho scbhé vziti. Nejsi tak mladd, nebot’
kdybys polovinu, ¢tvrtinu, osminu svych let spolu rozmno-
Zila (zndsobila), jest bez Sesti let 70.* Jak jest MaruSka stard ?
(16 let.)

z =z
2 4

Rovnéz prastaré jsou tlohy vedouci k neurditym systé-
mim rovnic, t. j. kdyz k feSeni dlohy jest ddno méné rovnic,
nez jest nezndmych. Takovy systém mé ovSem nekonec¢né
mnoho FeSeni, av8ak pro tdlohu mivaji vyznam feSeni pouze
v é&fslech celych kladnych. Zhusta éiselné udaje jsou takové,
Ze vedou k jedinému Fefeni v éislech celych a kladnych.

Jiz Archimedovi se pfipisuje FeSeni o volech razné barvy
(problema bovinum), ale nelze presné zjistiti, zda Archimedes
se skuteéné timto problémem zabyval a nepochdzi-li tato
dloha aZ z ranného stfedovéku. Problémy témito zabyval se
Rek Diofantos (Zijici kol r. 300 po Kr.). Metod Fesicich tyto
tlohy jest nékolik; nejzndméjsi pochdzi od Bacheta de
Méziriac (1587—1638); viz Rychlik: Uvod do elementérnf
teorie ¢iselné, 1931, str. 40-41. Velmi éasto vystaéime s po-

xr
.— + 6=170.
8+ 70
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stupem, ktery vyloZime na této tuloze: Mdm nddobu Zesti-
a sedmilitrovou, jakym zplisobem nalerpdm témito nddo-
bami 50 1? Prvn{ nddoby uZiji x-krdte, druhé y-krite, jest
tedy feSiti rovnici 6x + 7y = 50. Pfipojme rovnici 6z 4
+ 6y = 6r, kdeZz 7 jest libovolné &islo celistvé. Odedtenim
obou rovnic obdri{me y = 50— 6r, takie x = Tr — 50.
Nynf = i y jsou jen tehdy celd kladné éfsla, kdyz r = 8,
takie z =17, y = 6.

13. Z Ciny pochézi tato uloha: Pin d4 sluhovi tFicet pe-
nfzi, aby za né zakoupil 30 ptdka a to pdvy po 3, baZanty
po 2 a holuby po 1 penizi. Kolik kterych koupi? Uloha vede
k dvéma rovnicfm: z 4 y + z = 30, 3z + 2y 4+ 42 = 30.
Po vylouéeni z jest 5z + 3y = 30, a tato rovnice ve spojeni
8 rovnici 6x + 3y = 3r divd z = 3r — 30, y = 60 — 5r,
z2=2r; jen pro r =11 jsou vSechna ¢isla celd kladn4:
x=3, y=>5, z= 22.

Tato tloha stala se v pravém slova smyslu mezindrodnim
tématem, které nalezneme u v3ech nirodi a éast. V uéebniei
Alkuinové (byl to uditel a pritel Karla Velikého) zni takto:
Jest rozdéliti sto mirek mezi 100 muza, Zen a déti tak, aby
muZové dostali po 3 mirkach, Zeny po 2 a déti po pil mirce.
V jedné staronémecké uéebnici uvedena jest tato tloha
v tomto rouSe: Do krémy prisli zbrojnosi, muZi a Zeny.
Utratili dohromady 20 gro¥u; kolik bylo kterych, bylo-li
dohromady dvacet osob a utratil-li zbrojno$ 5 gr., mu 3 gr.
a Zena 4 gr.? U Adama Riese (kol r. 1550) sluje tato tloha
tlohou spoleéného cechu; ponévadz nékdy misto zbrojnosu,
muZi a %en uvadéjl se muZi, Zeny a panny, sluje zvldstni
metoda pro feSeni téchto rovnic metodus virginum (m. panen,
téZ m. potatorum, pijaki, nejcéastéji pak m. coeci; doslovné
metodou slepého, tdpajiciho, nenf viak vylouéeno, Ze slovo
coeci vzniklo neporozuménim z der Zeche — wétu). Tato
metoda spodivd v tomto obratu: Kdyby viech 20 uéastnika
byly panny, utratily by celkem 20 .} gr. = 10 gr. Zbyva-
jicich tedy 20 — 10 = 10 gr. pfipad4 tedy na muZe a Zeny,
o nich? nyn{ predpokldddme, Ze utratili 4}, resp. 2% gr.
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Tento obrat je vlastné eliminace nezndmé z z rovnic z 4
+ y+2=20, 5x+4 3y -+ }2z=20; vyslednou rovnici
41z + 33y = 20 je pak nutno fediti zkusmo.

14. Naznaéme feden{ je§té jiné dlohy: Kolikerym zpiso-
bem lze vyplatiti 5 K pomoci minef 1 K, 50 hal. a 25 hal.? Zde
v8ak prichdzeji v dvahu i nulové hodnoty pro neznimé.
Piislund rovnice znf 25z 4 50y + 100z = 500 a po krdcen{
z 4 2y + 4z = 20. Polozme

z= 0, pak y + 2z = 10 podava 6 FeSeni,
z= 2, ,, y+2z2= 9 . 5 ,,
r= 4, ,, y+22= 8 ' 5 ’s
z= 6, ,, y+22= 17 ' 4
z= 8, ,, y+22= 6 ’ 4
z=10, ,, y+2z2= 5 " 3 .,
z=12, ,, y+2z2= 4 ' 3
z=14, , y+2z2= 3 ’ 2
z=1, ,, y+2z2= 2 . 2,
=18, ,, y+22= 1 ' 1 ”
x=20, ,, y+22= 0 ) 1

tedy celkem 36 feSeni.

15. Jind tuloha tohoto druhu jest: Kolikerym zplsobem
pomoci znimek 20hal., 30hal., 40hal., 60hal., lze ziskati
frankaturu 1 K 20 hal.?

Jsou v8ak neuréité rovnice i stupna vyssich; omezime se
jen na rovnice kvadratické. JiZ v nejstardich dobdch budil
pozornost pravouhly trojuhelnik o strandch 3, 4, 5, poddvaje
tak feSeni rovnice 2% 4+ y? = z2. Cinané piltietiho tisfce let
pE. Kr. znali jiné fefeni této rovnice, jak vidno z této lohy:
Presné uprostied étvercové nddriky o strané 10 stop tréi
rdkosovy prut jednu stopu nad vodou. Sklonf-li se prut
Piesné k piilicimu bodu kterékoliv strany, ponofi se priveée
pod vodu; jak jest nddrika hlubokd? Je-li hloubka =z, plati
(z + 1)2 = a? 4 25, odkudz z = 12. Tak jsme doli k pravo-
thlému trojuhelniku 5, 12, 13. Existuje vice pravouhlych
trojibeln{kid, jich¥ strany jsou dény celymi éfsly? Téchto
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trojuhelnfku (zvanych pythagorejskymi, nebo téZ raciondl-
nymi) jest nekoneéné mnoho a sestrojime je takto: Volme si
dvé celd kladnd éisla m > n, pak trojihelnik o odvésndch
a=2mn, b= m?—n? mi za pfeponu m? -4 n2. Na pr.
onen &insky trojihelnik obdrzime kladouce m = 3, n = 2.
Snadno se ukdze, Ze pythagorejské trojihelniky maji obsahy,
poloméry kruZnic opsané, vepsané i pripsané vyjddieny
¢éisly raciondlnymi, t. j. bud ¢fsly celymi, nebo ¢&isly, kters
jsou podilem éfslem celych. I tangenty poloviénich ostrych
ahld jsou vyjddieny éisly raciondlnymi:
m—n B _n
myn B2 T m

16. Jiz Heron znal kosouhlé trojihelniky, jichZz obsahy,
poloméry jmenovanych kruznic i tangenty polovi¢nich dhla
jsou vyjddreny ¢&isly racionalnymi. Takové trojuhelniky
sluji Heronovy, jejich konstrukce jest snadnd. Volme 4 celd
kladns éisla m, n, m;, n, tak, aby mn = m;n,, a sestrojme
z nich dva pravoihlé trojihelniky, které zfejmé maji jednu
odvésnu stejnou. PriloZme je touto odvésnou k sobé tak,
aby vznikl trojihelnik o stranich @ = m? 4 n?, b = m? +
+ n.2, ¢ = m? — n? 4+ m® — n,?; to je Zddany trojuhelnik.
Jeho raciondlné vlastnosti se dokdzi snadno.

(o4

y _ mm; —nn,
Ukaite, Ze tg 7 = m—nl o,
(mmy — nny) (mny, + myn).

Odvodte podobné vzorce skladajice dva, pythagore]ské troj-
dhelniky, o nichZ plati m? — n? = m,? — n,2.

Avsak pythagorejské trojihelniky, nebo téZ ¢éisla pytha-
gorejskd, daly podnét jesté k jinym tGvahdm: KdyZ existuji
celd kladn4d ¢isla z, y, z, o nichz plati 22 4 y? = 22, existuji
téZ celd kladnd ¢fsla (jind neZz predchozf), o nichZ by platilo
23 + y® = 23 nebo 24+ y* = z% nebo obecné a" 4 y* = 27,
kdez n jest &islo celé kladné? A to jest ona slavnd iloha
Fermatova, o niZ Fermat (1601—1665) vyslovil bez dikazu
vétu, %e nelze udati tfi celd kladnd éfsla, o nichZ by platilo

, & obsah trojuhelnika
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" + y* = z", jakmile n > 2. Dikaz tohoto tvrzeni,*) zvaného
téZ velkd nebo poslednf véta Fermatova, posud poddn nebyl.

Re3te pomoci Fibonacciovych &isel rovnici 5x% 4 4 = y?
&isly celymi a kladnymi.

10.
ULOHY Z FORONOMIE.

Jak oblibenymi tak i dasto velmi nesnadnymi jsou ilohy
z foronomie, t. j. z nauky o pohybu, které lze v podstaté re-
dukovati na dvé zakladni dlohy.

A) Dvé télesa vzdéilena od sebe d pohybujf se po piimce
proti sobé rychlostmi ¢, a ¢, v jednotce ¢asu; kdy se potkaji?
To se stane za z jednotek, prvni téleso uraz{ drihu c,z,
druhé c,z, plati tedy rovnice c;x4 ¢,z =d, odkud

d

6+ c
B) Dvé télesa vzddlend od sebe o d pohybujf se po pifmce
za sebou rychlostmi ¢, a ¢, v jednotce éasu. Kdy téleso, jehoz
rychlost na pr. ¢, jest vétsi, doZene téleso druhé? Stane se tak
za z jednotek Gasu: prvni téleso urazi drdhu ¢z, druhé c,z;

tloha vede na rovnici ¢,z — ¢,z =d, odkud z = —
17 %

a) Z nddrazi na letovisko jest 12 km; pro rodinu prijede
auto, jeZ neni s to najednou odvésti rodinu a jejf zavazadla.
Otec se synem jdou pésky; az auto s ostatnimi dojedou na
letovisko, vrati se pro otce a syna. Kdy bude opét rodina po-
hromadé, jede-li auto 30 km za hodinu, jde-li otec se synem
4 km za hodinu a zdrZi-li se auto na letovisku 6 minut? Aby
ujelo auto 12 km, potfebuje 43 hodiny = 24 min.; otec jde
se synem celkem 24 - 6 minut = 30 minut pésky, za tuto

*) Viz Rychlik, 1. c. str. 93 a n.; zde budiZ jen podotéeno, Ze
véta plati pro prvoéisla < 307 a pro &isla sloZend z prvodisel

< 307; pripojime-li podminku, Ze Zédné z ¢&isel x, y, z neni d&li-
telno n, plati pro prvoéisla n < 14000 a &fsla z nich sloZené.
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dobu urazi 2 km. Vzdélenost mezi nimi a vyjiZzdéjicim autem
nyn{ jest 10km, takZe plati z (30 + 4)= 10, odkud2
z = $4 hod., coZ jest asi 18 minut. Auto a pé¥f setkajf se za
18 minut a tolikéZ potfebuji k dosaZenf letoviska. Tedy za
30 4 18 + 18 = 66 minut jest opét rodina pohromadé.

b) Dva pratelé jdou za sebou ve vzddlenosti D rychlost{ c,.
Od prvniho vybéhne pes rychlostf ¢, > ¢;, dostihne druhého
chodce a vrit{ se k prvnfmu. USel-li kazdy z chodci d m,
jakou drdhu probéhne pes? NeZ dobéhne pes druhého chodce,

, nez se vrati k prvnimu spotiebuje

spotrebuje cas

Co 1

das D , tedy celkem D + D . Za tu dobu
€+ ¢ C—0C G+

D D
6 G—¢

chodei ujdou drihu ( )c1 =d a pes

D D
ubéhne drihu 6, = %, a délenim obou
Gt 6 C—¢
rovnic i i, odkudi z = d02
Cy z ¢

¢) Tato tdloha — v jednodu3Sim znéni — vyskytd se jiz
u Alkuina, ulitele a pritele Karla Velikého. Zajic uskoéil
pred psem 50 skoki; kolik zajic je§té uskodi skokiu, neZ ho
pes dostihne, je-li 9 skoki zajedich na délku rovno 7 skokim
psim, a uéini-li zajic v téZe dobé Sest skoki jako pes pét? Za
jednotku ¢asu volme dobu, kterou zajic spotfebuje k jedno-
mu skoku, jest tedy rychlost zajic 1, rychlost psa pak jest
8 : 8 =1%; znadi-li z potet ndmi zvolenych céasovych jed-
notek, jest x(}} — 1) = 50. Z této rovnice plyne x = 700
zajedich skoku.

d) Jel jsem do mésta autem rychlost{ 30 km za hodinu
a zpét rychlosti 20 km, jakd jest primérnd rychlost? Ne-
spriévné by bylo poéitati rychlost (30 4 20) : 2 = 25; nutno
postupovati takto: Je-li vzdilenost obou mist d, jest as
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potfebny pro prvni j{zdu ¢i;d a pro jizdu gyd, tedy primérné

rychlost
d d 2.20.30
2 : (20 T 30) ~ 20430
co? jest harmonicky stfed obou rychlosti.

e) Z dvou mist A a B soucasné proti sobé vyjdou dva
chodei jdoue{ rtznymi rychlostmi; setkaji se d, = 10 m
pred A. Prvni osoba dojde do B, drubd do A a obé zacho-
vdvajice své puvodni rychlosti vracf se do svych vychodist,
pri ¢emZ se potkaji ve vzdélenosti d, = 12 pred B; jakd jest
vzddlenost B od A? Oznaéime-li ji D a rychlosti obou choded
¢, & Cy, jest jednak

= 24 km,

a déle 10 D—10
R
D—10 12 10 D—12
+ o= ,
1 1 Gy G2
¢ili: D+2 D—2
6 G
délime-li nyni rovnici rovnici tfeti, obdrzime
10 D—10

D+2 D—2

odkud D = 18. — Uka#te, Ze obecné plati D = 3d, — d,.

f) BéZi-li béZec A trat d = 500 m dlouhou a zistane-li
béZec B za nim o d, = 7, a béif-li podobné bézec B a C tutéz
trat, pfi ¢em? béZec C zlstane o d, = 8m za B, of asi
zistane pii béhu po téze trati béZec C za béicem A? Jsou-li
rychlosti bé%cl ¢, ¢,, ¢, plati rovnice:

500 500 —8 500 500 —7 500 —x _ 500

151 ¢ 6 &g ] e

zndsobenim téchto rovnic jest

500 . 500 (500 — x) = 492 . 493 . 500
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a odtud z = 14,39 m a nikoliv, jak by se pfi zbéZné ivaze
zddlo 7 4+ 8 = 15 m.

Ukaite, Ze v piipadé n béZct s rozdily v drize d, 5, dy 3, d 4,
.+ Qg n—y Zlstane n-ty béZec pii spoletném zivodu s prvnim
béZcem zpét o

[ (%) (4]

g) Pfed neddvnou dobou prosla snad viemi hddank4r-
skymi bes{dkami tiloha, kterou budeme fe$iti hned v obecnych
c¢islech. Dva pratelé maji se dostaviti na misto vzddlené
D m. Prvni sedne na kolo a rychlosti v, projede d m. Druhy
jde pésky. KdyZ prvni projede drihu d m, sestoupi s kola,
uloz{ je vedle silnice & jde nynf d m pésky rychlosti v, m; aZ
druhy dojde k odloZenému kolu, vsedne na né a jede rych-
lostf v, m vzddlenost d m, nacez je odloii a jde pésky d m.
A tak tento postup oba opakuji, aZ stihnou cile; kdy se tak

d
stane? 1. V &ase -v—l ujede prvni d a druhy ujde U

1 1
2. nynf jdou oba péfky a to tak dlouho, dokud nedojde druhy

ke kolu, musf tedy ujfti d — % =df1— % a tuto dréhu
1 1
1 1
uraz{ za ¢as d ( —ﬁ) v, =d (———); 3. prvni jde
2 Yy 21
jesté pésky, druhy jede vzdilenost d na kole, potfebuje

k tomu cas i Prvni urazil celkem d + d (i- — -1—) v+
Yy Uy 41
d

+ - v, = 2d, druhy urazil rovnéZ 2d; snadno vypocéteme,
1

Ze oba spotfebovali tentyz Cas
d 1 1 d 1 1
z:”(TrTl)ﬂT—d("ﬁ —)

jest tedy prameérnd rychlost



2d:d —l——}-—l-)= 20,y

" Uy v+ vy
Je-li D : d éislo celé, dosdhnou cile za
2vv D {1
2vw D (_ n
v + v, 2 \vy Vg
neni-li D : d ¢islo celé, jest nutno vypodet ponékud upraviti.
Sem patii i ¢etné dlohy o pohybu hodinovych rudicek.
h) Jest prdvé 8 hodin, kdy budou ruéicky tvoriti piimy

) minut;

uhel? Minutovd ruditka se pohybuje rychlosti =

60
= 6 stupni za minutu, hodinovd pak se pohybuje rychlosti
o 10
dvandctkrite mendi, t. j. =35 V 8 hodin jsou obé ru-

¢icky od sebe vzdileny o 240°, piimy 1hel budou tvofiti za
z minut. Ukazuji-li hodiny 12 hodin, ukazuji polohu zdkladni;
od této polohy bude hodinovd ruéditka vzddlena 240°,
minutové o 6z; dle ilohy mé byti (240 + 4z) — 6x = 180,
tedy x = 10¢ minut.

Reste tilohu obecnéjsi: Rugitky sviraji thel «, kdy budou
svirati thel B2 Uhel poditdme kladné ve sméru pohybu ru-
¢icek. Rovnice znf:

11
(X:t 2—$=ﬂ:

znaménko 4 dle toho, je-li & < 8.

i) Prvni hodiny ukazuji 2 hodiny a kaZdou hodinu se
predchézejf o 1} min., druhé ukazuje tii hodiny a zpoiduji
se kaZzdou hodinu o 1 min. Kdy budou tyto hodiny ukazovati
stejné? Kolik budou ukazovati? Kolik bude spravné hodin,
je-li nyni pul tteti? Uloha jest totofna s touto: Dva chodei
jdou proti sobé rychlosti 14 a 1 jsouce od sebe vzdileni o 60,
kdy se potkaji? z = 60 : (1} + 1) = 24 hod. Sprivné tedy
bude opét pultieti, aviak hodiny budou ukazovati 2 hod. 4
+ 24 X 14 min. = 2 hod. 36 min.
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j) Rozfedme tuto ulohu: Kdy lze zaméniti hodinové
rucicky mezi sebou, aby zase ukazovaly jisty das? (Je-li
6 hod. a zaménime-li ruéi¢ky, neukazuji Zadny ¢as.)

Svird-li hodinovd ruéicka se zdkladn{ polohou thel «,
svird minutovd thel 8 dvandctkrate vétsi: je-li to uhel vétsi
360°, stanovime tento thel jako zbytek pifi déleni 12«
¢islem 360; nebo téz takto: délime « tiiceti (podil jsou celé
hodiny), zbytek zanedbejme, znamenejme tento vysledek
E 3‘%) pak jest = 12x — 360E % : m&-li poloha (B, &)
uddvati téZ néjaky cas, mus{ byti podobné « = 128 —
— 360E (%) Pi§me struéné £ (%) =k, E (5%) = ky; obé
éisla mohou nabyti hodnot 0;1;2;...;11. Reime nyni
rovnice dle «, 8 a obdriime

(12, + &y) . 360 L+ 12k,) 360

= 143 143
Ponévadz vyraz 12k, + k, nabyva pro riznd moind k, i k,

. k. 360

viech celych hodnot 0; 1; 2; ...; 143, lze Feci, Ze & = 43
kde k= 0;1; 2; ...; 143. Uloze tedy hovi 143 riznych thla
urdenych hodinovou ruditkou. Kdyz k, = k,, rudicky se
kryji; vyluéme tento trividln{ piipad, pak zbyvd pro «
celkem 132 4hli, odpovidajici 132 : 2 = 66 riznym castm.

k) Rucicka hodinovd svird se zdkladni polohou thel «,
minutovd thel §; z pfedchoziho je patrno, Ze nelze obecné
zaméniti polohu ruédiéek, aby ukazovaly jisty ¢as. Tazme se
viak, kdyZ zaménime polohu («, f) na (f, a) a pfi tom po-
nechdme ru¢iékém pavodni rychlost, zda pribéhem doby
doséhnou polohy, jez by definovala skuteény cas. Stane se

tak za z minut; o zdékladni poloze plati = 12a—360E(% =
= 120 — 360k,; ve zménéné poloze po z minutdch, ma.li
ukazovati jisty Cas, musi byti

k
p="_
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a4 6z=12 (ﬂ+i)—360E( =

28+ =

28 + a:)
cili

o= 128 — 360F ( ) = 128 — 360k,
kdez k,, k=10, 1,2, ...,11. Odecteme-li v8ak tfeti rovnici
od prvni, jest 13(x — B) = 360(k, — k), t. j. pravd strana
m4i byti délitelna 13, coZ viak za piedpokladu o ki, k&
neni mo?né jinak, nei kdyZ ik, =k,, t. j. « = . Tedy po
této zdméné hodinovych rudicek ukazuj{ hodiny spravmy
éas, jen kdyz se kryji.

Provedte ndkteré tyto tuvahy v pifpads, fe cifernik jest
rozdélen od 1 do 24 hodin.

11.
ULOHY 0 CASE.

Zikladnich vét A) i B) vyloZené v ivodu k vlohdm z foro-
nomie Ize uZiti i k vykladim nékterych wloh o méfeni &asu,
z nichZ nejzndméjii jest tato: Ten, kdo cestuje ustaviéné
smérem vychodnim, jde Slunci vstfic a md den o tolikrite
4 minuty kratsi, kolik prosel za den &ffkovych stupnu, jichZ
délka v nadi &ifce jest asi 75 km; Slunce totiZ piisvém zd4n-
livém pohybu projde jeden 8itkovy stupein za 4 minuty. Kdo
tedy ujede za den 300 km stdle na vychod, projel 4 sirkové
stupné, den se mu zkritil o 4krdte 4 minuty, t.j. 16 minut,
coZ se projevi tim, Ze jeho hodinky jsou zpoidény o 16 mi-
nut. Ten, kdo ujede za den 300 km smérem zdpadnim, mé
den deldi o 16 minut, jeho hodinky proti mistnimu ¢asu
budou o 16 minut napred. Kapitan lodi, jez Suezskym pri-
plavem vyjela smérem vychodnim na cestu kolem svéta,
byla po névratu do vychoduf stanice o 360 X 4 min. é&ili
cely den napfed — to se stalo na pf. panu Phileasu Foggovi
a jeho vérnému sluhovi Passpartoutovi ve zndimém Verneové
romdné Cesta kolem svéta za 80 dni. Aby datovdni po né-
vratu souhlasilo, potitd posidka lodi jedoue pres stoosm-
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desdty polednik tento den dvakrite (ve skutednosti tato
édra zmeény data jest klikatd). — Lodi plujici{ smérem z4-
padnim kolem svéta opét ztriceji cely den; pfechdzejice tuto
¢éru poditaji dny tak, Ze po dnesku prichdzi hned pozitii:
viz o tom humorné vypravovini naseho Kofenského (Cesta
kolem svéta, I, str. 349); tato pifthoda stala se v r. 1522
i Magellanovi, jenz prvn{ objel Zemi smérem zipadnim.

I zd4 se, jako bychom mohli sestrojiti stroj, jimZ by bylo
mozno konati vylety do ,,minula‘“ i do ,,budoucna‘‘. AZ bude
létani tak zdokonaleno, Ze bude moZno na pf. v nadich zemeé-
pisnych sifkdch oblétnouti zemékouli za dobu krat$f jednoho
dne, vzlétne létadlo, které se vriti za 18 hodin. Vznese-li se
dne 1. kvétna o 10. hod., pfelétne ¢dru zmény data, zacho-
vajic datum 1. kvétna pfilétne na své vychodidté dne
1. kvétna ve 4 hod., kdeZto mistni obyvatelstvo bude poci-
tati 2. kvétna ¢tyri hodiny. Vysvétlenf jest jednoduché: Den
své datum méni pfi dolni kulminaci Slunce, kdy poéitdme
pilnoc. Lidé v letadle rovnéz v jistém misté své dréhy
stihnou Slunce v dolni kulminaci — & musi zméniti své
datum o jeden den — a tak skute¢né doleti k svému vycho-
disku se spravnym datem.

Ukazte, Ze neni moZino konati vylet do ,,budoucna‘, leti-li
letadlo ustaviénd smérem zapadnim.

Av8ak v nadf krdsné literatufe zname stroj, jenZ umoziuje
vylet do ,,minula‘‘; bohuZel Jakub Arbes, jenz ndm ho pied-
védi v novele Newtoniv mozek, neuddvd jeho konstrukei ani
druh motoru. Jest to jakysi aeropldn, jenz let{ rychlosti vétsf
rychlosti svétla, jeho rychlost muze pilot libovolné zvétso-
vati. Cestovatelé jsou vyzbrojeni velmi dokonalymi brylemi
a vidi pfi ustaviéné stupiiované rychlosti dohdnéjice svételné
paprsky, které se od nasi zemé odrazily pfed minutou,
hodinou, dnem, mésicem, rokem a stoletim, co se tenkrate na
zemi ddlo. Konstruktérem tohoto stroje jest Jakub Arbes s4m.

Pripojme nékolik ivah o kalendafi. V Zivoté jednotliveoveé
i vefejném jest nutno nékdy zndti, na ktery den v tydnu
padlo jisté datum. Uvédomime-li si, Ze kazdym rokem oby-
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¢ejnym resp. piestupnym postoupi datum o jeden resp. dva
dny, neni v iuloze néjakych nesndzi, zejména, jedns-li se
o data dnesnimu dni nevalné vzdalend, na pr. kterym dnem
zaéne rok 19437 Rok 1941 zacal stfedou, tedy rok 1943 zacne
pitkem. Pro data ve vzdilené minulosti nebo budoucnosti
byly sestrojeny prehledné tabulky; mnemotechnikové pfi
svych produkeich uzivaji tohoto vzorce platného pro kalen-
dar gregoridnsky (u nds platny od po¢atku ledna 1584, po
6. lednu ndsledoval ibned 17.).

Znadi-li d, m,l tadové cCislo dne, mésice, let ve stolet,
8 pak pocet uplynulych stoletf, pfi ¢emz pro leden a tnor
m = 13, 14 a oba mésice se poéitaji k minulému roku,
vypocéteme nejprve &islo

d+4+ f5m+1)26+ 1+ H 4+ 45 —26,
pfi éem? pri déleni ponechdvime jen éisla celd; zbytek pri
déleni toho éisla sedmi uddva den v tydnu, pii tom nedéle
jest ddna zbytkem 1, pondéli 2, ..., sobota 6. Na pf. kterym
dnem zadinaji stoleti poinaje stoletim sedmnictym? Podi-
tejme 31. prosinec roku pfedchoziho, tedy d = 31, m = 12,
=0,

d+ fgm+126+ 14+ H =31+ 33+ 04 0= 64,
jest tedy pocdtek stolet{ uréen zbytkem pii déleni 65
+ (38 — 28) sedmi. Na pt. pro § = 20, jest 1. leden 2001
pondéli, ponévadz zbytek pfi déleni éisla 65 + 5 — 2. 20
sedmi jest 2.

Zjistéte, Ze v dvacatém stoleti pouze v letech 1920, 1948, 1976
mé unor pét nedéli.

Cirkevni i vefejny Zivot potfebuje zndti datum veliko-
nocénich svitki a s nimi souvisicich pohyblivych svitku.
Velmi jednoduché pravidlo ustanoviti datum velikonoéni
nedéle v gregoridnském kalendafi pochézf od Gausse: Je-li
! dany letopocet, stanovme zbytky a, b, ¢, d, e vzniklé pFi
déleni 1:19, 1:4, 1:7, 19M 4+ N :30, 2b-} 4dc+ 6d 4
+ N : 7, pti éemZ M a N jsou ddny v této tabulce:
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M N

do 1699 22 2
1700—1799 23 3
1800—1899 23 4
1900—1999 24 5
2000—2099 24 5
2100—2199 24 6
2200—2299 25 0
2300—2399 26 1
2400—2499 25 1

velikonoce jsou pak bud 22 +- d + e bfezna nebod + ¢ —9
dubna. Nejnizs{ mozné datum jest 22. brezna, t.j.d = e = 0;
Ize snadno ukdzati, Ze v dobé 1600—2499 nastalo nebo na-
stane v letech: 1693, 1761, 1818, 2285, 2353, 2437. I datum
nejblize vySsi jest vzdcné, 23. III. byla velikonoéni nedéle
posledné v r. 1913.

O nejzaz$im datu pak plati: Vyjde-li d = 29, I = 6, takZe
velikono¢nf nedéle by méla byti 29 4+ 6 — 9 = 26. dubna,
voli se vidy datum 19. dubna; tak tomu bude r. 1981.
Vypotéteme-li viak d = 28, e = 6, a je-li mimo to zbytek
pii déleni 11 (M 4 1) tficeti mensi neZz 19, jsou velikonoce
18. IV, nikoliv 25. IV. Nejzazsi datum 25. dubna jest velmi
vzdcené: bylo na pi. 1886, bude 1943 a pak aZz v r. 2038.
Stfedovéky vers o tomto datu pravi: Usque Marcus pascha
dabit, Antonius pentecosabit, totus mundus vae clamabit,
t. j. AZ na sv. Marka (25. dubna) budou velikonoce, na sv.
Antonina (13. VI.) svatodusni svitek, zabéduje cely svét.

V r. 1848 byla velikono¢ni nedéle 24. dubna.

12.
ULOHY Z KOMBINATORIKY.

Slovem kombinatorika v tomto odstavci budeme rozumséti
néco vice nez obvyklou nauku o permutacich, variacich

a kombinacich; budeme miti na zfeteli jakékoliv fadénf da-
nych piedméti bud viech danych nebo nékterych z nich.
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Stopy kombinatoriky lze postihnouti jiz u Reki; k velikému
rozkvétu kombinatoriky piispél v X VIII. stoleti pocet prav-
dépodobnosti; v posledni dobé zijem o kombinatoriku
(v uz8im slova smyslu) mizf. — Méloktery problém, jimiz se
zabyvdme, prilikal tolik zvuénych matematickych jmen,
jako nékteré z iloh, jimi% se budeme zabyvati.

1. Chovanky pensiondtu denné se prochédzeji; jak je
sestavime do pdru, aby kaZdd s kaZdou béhem uréitého
poctu dni se mohla prochdzeti a to jen jednou? Nutno roze-
zndvati piipady dva: pocet
chovanek jest bud sudy nebo
lichy, druhy pripad pfevedeme
ihned na prvni, pfibéfeme-li
k chovankdm je§té vychova-
telku, s kterou zbyvajicf divka
vytvori dalsi par. Méjme tedy
2n divek. Rozdélme obvod
kruznice na 2n—1 dilka,
délici body (n=4) budtez 4,,
Ag, Ay, Ag, Ag, A,, Ag. Stied
kruZnice oznaéme 4,. Spojnice

Obr. 3. AzAg 4,4, 4,44, nimudivajf

tfi pary; uéitime 4,4, | Ay4,,

pak 4,4, ndm uddvd Stvrty par. Otoéme nyni kruznici a s ni
pevné souvisicim polomérem tak, aZ polomér prejde do bo-
du 4,, pfi tomto otdéeni poloha pivodnich délicich bodi zia-
stala nezménéna. Spojnice 4, 4,, A,4,, AgAq, AgA, ndm pak
uddvaji piry, v pichz 8 divek jde na prochizku druhy den.
Tak pokradujeme, aZ se polomér opét vrati do polohy z4-
kladn{, nade% seskupen{ pdra se poéne opakovati. Dikaz, Ze
kazdy den jde ka%d4 divka pokazdé s jinou, jest jednoduchy;
plyne z toho, Ze spojnice uddvajici piry kteréhokoliv dne,
jsou riznobézny se spojnicemi, uddvajici piry pro jiny den.

2. Timto zpisobem lze seskupiti 2n Sachisti hrajici v tur-
naji, v ném? kazdy hréé s kazdym béhem za sebou jdoucich
2n — 1 dnf jen jednou; je-li podet Sachisti lichy, doplnime
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jich potet my3lenym hrédem — jmenujme jej mistrem Ima-
gindrnim — m4-li kdo z hrdéd s timto mistrem hrati, mé
toho dne volno.

Av3ak 8 naSim feSenim by pravovérn{ Sachisté asi spoko-
jeni nebyli, ni¢eho jsme totiZ neustanovili o tom, kdo m4
kameny bilé a kdo éerné. S timto Fefenim bychom vystaéili
tenkrdte, hral-li by kazdy hra¢ s kazdym hrdéem dvé partie
— pak by se vlastné turnaj rozpadl v turnaje dva; mél-li
hri¢ A4,, pii hie s hritem 4, kameny bilé, m4 v druhém
utkdni s timto hrdéem kame-
ny cerné. Ale takové turnaje
trvaji — zejména prFi vétSim
pottu hrdéu — piili§ dlouho
a proto nejsou oblibeny. Uva-
Zujme na pf. deset hrdéa
A, A4, ..., A, Viimnéme si
Pripojeného obrizku (obr. 4),
na ném? jsou zakresleny pary
pro prvoi dva dny; spojnice
tvofi uzavieny tah. Prvni den
hraje A4, jako bily s 4,, druhy
den hraje A; s A4, jako Gerny,
ktery minulého dne jako éerny
hril s A4,,. Podobné tomu jest ddle, az projdeme vSemi
vrcholy uzavieného tahu. Jest tedy pro prvnf dva dny tento
potad A4, 4,, AA,, AgA,, AgAs AjgAy; AjA,, Agdy A4,
Agd,o, 4,4,, pri ¢emZ hraé uvedeny na prvnim misté hraje
jako bily. Podobné stanovime pofadi hraéh pro treti ctvrty,
Pro pity a Sesty, sedmy a osmy den. O devitém utkdni
nutno rozhodnouti bud dmluvou nebo losem. Je-li pocet
déastniki lichy, pozvéme opét mistra Imagindrniho, oznaé-
me jej 4,. Ten hraje postupné s hrac¢i A,, 4, A, A, ...,
pii ¢em# hradi se sudym indexem maji figury éerné, hraéi
8 lichym indexem bilé. Ve skutetnosti nehraji a ztriceji sudi
jednou ¢éerné a lisf jednou bilé figury. Ale posledni utkani, jak
se snadno piesvédéime, jest tak upraveno, Ze vidy hraje sudy

53



hri¢ s lichym, takfe v tomto utkini jest moZno tuto ne-
rovnomérnost odstraniti, sudi hraji jako ¢erni, 1iS{ jako bilf.

3. Kirkmann predlozil r. 1850 v zdbavném ¢asopise tuto
tlohu: Patnédct divek chodi denné na prochdzku, jak jest je
seskupiti ve trojice, aby béhem tydne kazda divka kazdy den
§la s dvéma jinymi divkami, s kaZdou pak peuze jedenkréte?
Ulohou zabyval se na pf. Cayley, Sylvestr, Burnside; znime
raznd fefeni této tlohy, z nichZ nejsnadnéj§i pochdzi od
B. Peirce. Ozna¢me jednu z divek p, ostatni a,, a,, a,, a,, a,
Qq, g, by, by, by, by, by, by, b,. Pak sestava pro prvni den jest
Paby, byasq, beaa,, biasae, bbyby. Refeni pro dalif dny obdr-
#{me, zvétsiime-li indexy o 1, pfi emZ misto 8 piSeme opét 1;
tymZz zpusobem stanovime pofad pro tfet{ a dalsi dny.
(Dukaz viz na pr. Ahrens: Mathematische Unterhaltungen
und Spiele, II, str. 104.)

Pocet vSech trojic fesicich na8i dlohu jest 5 X 7 = 35,
kdeZto pocet viech moznych trojic jest (1°) = 35 . 13 = 455;
i nadhodil Sylvestr tlohu, moZno-li téchto 455 trojic roz-
vrhnouti ve 13 systémi tak, aby kazdy systém byl feSenim
Kirkmannovy ulohy — tedy aby divky po cely étvrtrok
mohly se prochézeti podle danych podminek; zd4 se, Ze tento
poslednf poZadavek splniti nelze.

4. S naukou o permutacich souvisi rozfeSeni ilohy obsa-
zené ve hie Boss Puzzle (hra s knofliky, Fiinfzehnerspiel,
Taquin), kterd v letech sedmdesétych minulého stoleti jako
epidemie zachvitila cely svét. Seydleriv ¢ldnek o této hie
v Casopise pro pést. matem. a fysiky, roé. X, jest ohlasem
tohoto zdjmu i u nds. Hra vypads takto: V dfevéné ploché
skiince jest Styfikrdte Gtyfi pole, v nichz

jest umisténo patndct desticek oznade- 11 2] 3| 4
nych éisly 1,2, 3, ...,15. Posledni misto T
v posledni fadé ponechdvime volné; po- 5| 6| 71 8
sunovanim desticek pres toto volné a |—|—-

v daldim vidy uvolnéné jedno misto jest 9110|1112
z libovolného uspofddani desticek prejiti | 13114115

v toto schema IR
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Zéhy hraci zjistili, Ze z nékterych podateénich postaveni lze
predepsaného postaveni dosici, z jinych pak nikoliv. Nutné
a postadujicf podminky, dle nichZ by se z podédteéniho posta-
venf poznalo, zda lze k predepsanému postaveni prijiti ¢i
nikoliv, stanovil Sachovy problémista S. Loyd; a ku podivu:
ihned ustal vysoko zvifeny zdjem o tuto hru.

Nutno se predevsim zminiti o tom, co nazyvame inversi
v dané permutaci na pt. péti prvka a, b, c, d, e; prvek b
poklddéme za vySSi ne? a, ¢ za vy$si nez b ia, podobneé prvek d
jest vy5& neZ oba predchozi, prvek e jest nejvyssi. Piichdzi-li
vy&&{ prvek v dané permutaci pfed niZ§im, pravime, Ze tvori
inversi; na pf. v permutaci 5, 3, 4, 1, 2, tvori 5 inversi viadi
viem prvkim, 3 pak jest v inversi vaéi 1, 2, jest tedy v dané
permutaci 4 + 2 = 6 inversi; pravime, Ze dand permutace
jest sudé; je-li podet inversi lichy, jest permutace lichd. —
Kterd permutace nemd Zddnych inversi? (Zdkladni: pocitd-
me ji k sudym). Kterd permutace md nejvy33i pocet inversi
a ktery? (Permutace psand v opa¢ném sledu viéi zdkladni.)
Je-li prvka =n, jest poéet inversi v takové permutaci

m—1)+ (n—2)+ ...+ 2+ 1=(;).

Loydovo kriterium pak zni: Nutnou a postacujici pod-
minkou FeSitelnosti dlohy jest, aby zdkladni postaveni bylo
sudou permutaci ¢isel 1,2, 3, ..., 15.

5. Velmi stard jest tato dloha; budeme ji zviti ulohou
o 15 Turcich a 15 kiestanech. Z téchto 30 muZi mé byti
15 popraveno, o jejich osudu mé se rozhodnouti ndhodou.
Postavi se do fady, kaZdy devdty bude popraven, pii ¢emz
dojdeme-li konce fady, poitdme znovu. Kam jest umistiti
ktestany, aby byli v8ichni zachrdnéni? O jejich umisténi lze
rozhodnouti pokusem: NapiSme si vedle sebe 30 &4rek,
vyskrtnéme kaidou deviatou — poétitajice uvedenym pred-
pisem — na mista vySkrtnutych prvnich patndcti Gdrek
umistime Turky. Postaveni pak jest toto: 4K, 57, 2K, 1T,
3K, 1T, 1K, 2T, 2K, 3T, 1K, 2T, 2K, 1T *)

*) 4K, 5T, ... znadi, Ze stoji vedle sebe 4 Lkiestané, pak
vedle nich (dole) 5 Turka atd.
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Tvrdivé se, Ze tato wloha pochdz{ z 1. stoletf po Kr., jini
na pf. Ahrens (Unterhaltungen, II. dil, 123 a n.) jest viak
minéni, Ze hra pochdz{ aZ z poédtku druhého tisicileti po Kr.,
vyskytujic se v nejrozmanitéjiich obméndch. Jedna —
velmi jednoduchd — pochazi od némeckého basnika Sevce
Hanse Sachse. — Velmi zajimavé znéni této tilohy zndme
z Japonska. Statkdr jest po drubé Zenat, s prvni i druhou
pani mé po 15 détech. Macecha touZi, aby celé jméni otcovo
piipadlo jednomu z jejich déti; i uprosi manzela, aby véc
ponechal ndhodé. I sestavi viech tticet déti a odpocitdva do
desfti; dité, na néz padne deset, musi z fady vystoupiti a jest
z dédictvi vylouéeno. V krdtké dobé jest vyloudeno 14 déti —
vesmés nevlastnich. Zbylé patndcté si vyprosi, aby se pocalo
potitati znovu, rovnéz do desiti, aviak pocéinaje od ného
a smérem opa¢nym. Macecha jista svym vitézstvim svoluje
— a ejhle: postupné odpadnou vechny jeji vlastni déti.
I toto usporddéni lze zjistiti pokusem a jest:

2v, 1n, 3v, 5n, 2v, 2n, 4v, 1n, lv, 3n, 1v, 2n, 20, 1n.

Zpét potne se poéitati od nevlastniho ditéte stojiciho na
misté 14.

I touto ulohou zabyvali se vynikajici matematikové
Euler, Cesaro a nejdikladnéji Busche, jenZ v Mathema-
tische Annalen, roé. 47, fesil tuto tlohu: BudiZ ddno na
obvodé kruhu n bodd oznadenych 1; 2; 3; ...; n. Vyluéujme
zpusobem popsanym kazdy d-ty bod, pii ¢emz d muZe byti
rovno, vét$i nebo mensi nez n. Tdzeme se, jaké poradi mi
v zdkladni poloze bod 7-ty, jenz bude vylouéen jako e-ty.

Ceské verse této tlohy jest tato: Rychtat vede k odvodu
30 branci, mezi nimi své tfi syny; odveden jest ten, na néhoZ
pii odpotitivani padne deset; mé-li byti odvedeno 27 branci,
kam umisti své syny, nemaji-li byti odvedeni? (Na 17., 25.
a 28. misto.)

6. Némecky matematik Jakob Steiner fefil tuto ulohu:
V roviné jest dino n pfimek vesmés mezi sebou ruznobéz-
nych, z nich% Z4dné tfi neprotinaji se v témZ bodé. V kolik
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oblast{ déli tyto pfimky rovinu? Oznaéme toto éislo pro
n pi{mek a,, pripojme dalsf pi{fmku spliiujici uvedené pod-
minky; pivodnich n pfimek protne ji v # bodech, prochizi
tedy n -+ 1 dosavadnimi oblastmi délic kazdou na dvé ddsti,
plati tedy ap+1 = an + n + 1. PoloZme n = 0;1;2;3;...;
n—1,a,=1 a seéteme tak vzniklé rovnice, tak obdrzime

=14+ 142434+ ...F+)=mr+1)4+1=
= {n* 4+ n+ 2).

Steiner Fefil podobnou tlohu i pro prostor. Méjme # rovin,
jichZ pruseénice jsou vesmés mezi sebou riuznobéZné; prostor
se pak rozpadd v 4, = }(n® 4+ 5n + 6) oblast{.

Uvedeme jeité dvé tlohy sloZitéjsi.

7. Pidi n dopisi & » prisludnych obélek; kolikerym zpuso-
bem mohu vSechny dopisy zasunouti nesprivné? Znaéme
dopisy a,, a,, ..., a,, obilky pak 4, 4,,..., 4, hledany
podet oznatme x,. UvaZujme nejprve dopisy a,, a, a obdlky
A,, A,; kolik jest pfipadi, Ze a, se dostane do 4, a a, do 4, ?
Jest jich x,_g; kolik je dédle piipadi, Ze a, se dostane do 4,,
kde%to a, se neoctne v 4,? Téchto pripada jest z,—;. Tedy
pocet viech piipadd, kdy a, se octne v 4,, jest 2,3 + zz—s.
Podet pripadd, kdy se octne a, v A, Ay, Ay, ..., Ay jest
stejné veliky, jest tudiz z, = (n —1)(2p—1 + 2n—g). Délme

tuto rovnici n! a poloZme %‘ = &g, pak predchozi rovnicilze
pséti ve tvaru
1 1
b= (1 ——) bnt + ~ aa
n n
nebo téz

En — g =— %(fn—l - £n—2)'

Pifme nyni » = 3;4;...; n, ndsobme tak vzniklé rovnice
a obdriime:
(— 1)"(52 — '51)

‘5 —En—l 3.4.5.
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ponévadi & = 0, & = 4, jest £ — ép—1 = (_nl_) Dosad-

me postupné za n = 2; 3, ...; n, seCteme-li jest:

takze

na pf. pro n = 6, jest
1
=720 ( . 1 !

2131 T4 5T 6

8. UvaZujme mriZ vzniklou m rovnobezka.mi 8 osou Y
a n rovnobéZkami s osou X; tyto rovnobéiky mohou byti,
ale nemusi byti od sebe stejné vzdaleny. TdZeme se, kolikerym
zpusobem lze se dostati z bodu (0; 0) do bodu (m; n), je-li
dovolen pouze pohyb mfizovymi body od leva napravo
a zdola nahoru a to o libovolny pocet dilcu.

)— 325.

(O.n) (m-1.n){m.n)

00) (mA.0im0)
Obr. 5.

Prisludna éisla pro body (m — 1;0), (m —1;1), (m —1;
2)) A (m_ lv n) znacme Cm—1,00 Cm—1,1, ..Cm—l,Z; L)
Cm—1n, 8 SeSt'rojme fadu /m—l(x) = xm_-l(cm—l.o + Cm—1,1% +
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+c¢m—1,222+...). Kolikerym zptisobem lze dosici jednotlivych
miizovych bodd na piimce x = m? Do bodu (m;0) dojdeme
pouze z bodu (m—1;0), tedy cmo = cm—1,0- Do bodu (m; 1)
Ize dojiti jednak z bodu (m — 1;0) jednak z bodu (m —1;1);
jest tedy €m1 = cm—1,1 + Cm—1,0- Podobné do bodu (m; 2)
Ize dojiti jednak z bodu (m — 1; 0), jednak z bodu (m — 1; 1)
a posléze z bodu (m—1; 2); jest tedy ¢ 2 = cm—1,0 + Cm—1,1+
+ ¢m—1,2 atd. Sestrojme novou fradu

fm(z) = =™ (cm0+cmlz+ cmZx +..0)=

™[ cm—1,0F (Cm1,0 + Cn—1,1) T+ (Cm—1,0 + Cm—1,1+

Cm—1, 2) ¥® —

2 em—1,0(1 + 2:—{- 1’2 4+ .. )+ en—a1x (14 2422+
)+Cm—1235(1 z+ 224 .0)+ . ]—

zm—1 (Cm—-l 0+ Cm—1,1Z + Cp—1, 2132 yoa(l + o+

+ a4 ) =altatatt .. /m—1 x).

Bez ijmy obecnosti 1ze pfedpoklédati, Ze | z| < 1, a fadu
v zdvorce pokliddati za nekoneénou, souéet této nekonedné

II+II+II

1
geometrické Tady jest T—> takie lze psdti fu(xr) =
=7 d x/m_l(a:). Napidme tuto rovnici prom — 1, m — 2,
., 1 a zndsobme tyto rovnice, vysledek jest
xm
fm() = HT_T),,.fo(it),

kde f,(x) se vztahuje na body poloZené na ose x =0, do
jejichZ bodit lze se dostati pouze jednou; jest tedy

1
l—=z

’

@) =1+ 2+ 22+ ...=
takZe
zm
fm(x) = (—l—_w
Koeficient pfi (m 4 »)-té mocniné v rozvoji pro zlomek
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mn
T—zm jest tedy éislo uddvajici, kolikrdte predepsanym
zpisobem lze prejiti z bodu (0; 0) do bodu (m; n). Tento
koeficient uréime takto: V zdkladech se binomickd véta
dokazuje pouze pro celé kladné mocnitele, pripustme
formaln{ jejf platnost i pro zdporné mocniny, pii ¢emz defi-
nujeme

(—m\: (=m)(=m—(=m—=2)...(—m—n+0)

n | 1.2.3.....n
_(_l)nm(m—{—l)(m+2)...(m+n—1)_
- 1.2.3.....n B

. fmt+rn—1
)

Jest tudiZ koeficient (m + n)-té mocniny rozvoje pro
xm
(1 — z)m+1

ddn vzorcem
= (5[4

Na pf. z levého dolnfho rohu (mista al) na Sachovnici lze se
dostati do pravého hornfho rohu (mista h8) celkem

8+8)_ 16\
8 )= \8)™
=9.10.11.12.13.14.15. 16 = 518 918 400 zpisoby.

PFiklady. 1. Kolikrate v tomto schemat¥

dobrou
obroun
brouno
rounoc

= z™(1 — z)—m—1

1ze &isti dobrou noc?
5+ 3y [s) _
[(*57)=(3) = o0
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2, Sest chlapct a Sest divek ma vytvofiti kolo, v n&m¥ by se
chlapec a divka stfidali. Kolik jest moZno sestav, aby kaZdy
chlapec vedle ka¥dé divky stal pouze jednou? (Naznadte si
6 chlapcti jako Sest vrcholi pravidelného Sestiuhelnika vepsa-
ného do kruhu, na obvod soustfedného kruhu o mensfm polo-
méru tymZ zpiusobem naznadte si Sest divek, takZe kazda jest
uprostied mezi dvéma sousednimi chlapei. To jest prva skupina;
druhou obdrZite otoenim mensiho kruhu o 120 stupid; jak
obdriite tfeti a posledni skupinu? Upravte tento postup pro
pét para!)

3. Ulohu 8 tohoto odstavce lze uva¥ovati i v prostoru; podet
cest, jimiZ se lze dostati z bodu (0; 0; 0) do bodu (m; n; p) jest

(m Y n+ p) (m + ") IR+ P! yreste, kolik jest
m—+ n n min!p!

moZnych cest z bodu (0; 0; 0) do bodu (4; 4; 4)! [(142) = 495.]

13.
RADY.

Radou nazyvéme posloupnost éisel vytvorenych dle jistého
vytvarného zdkona a spojenych znaménkem kladnym nebo
zdpornym; i o sledu téchto znamének budeme predpoklddati,
Ze se F{di dle jistého pravidla. Vytvarny zdkon mazZe byti
dén dvojim zpisobem; explicitné; na pf. a,=2n—1,
viechny éleny budteZ spojeny znaménkem kladnym; piSme
n=1;2;...;10, tak obdrZime fadu 1 +3 4+ 5+ 7+ ...
...+ 21. Jiné explicitni pfedpisy jsou a,,=-7lb—, viechna zna-
ménka budte? kladnd, nebo necht se znaménko kladné sti{idd
se znaménkem zipornym: tak vznikaji rady

11 1
I+ 5+ g+ bt

1 1 1 1
l—-—2—+—3—'—z+---i7+---,

z nichZ dfive uveden4 se jmenuje harmonickd. Predpis, jimz
byla déna posloupnost ¢isel Fibonacciovych ap=an—14 an—2
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(viz odst. 5) nazyva se rekurentnim; jiZz v uvedeném odstavei
jsme se zabyvali fadami z téchto ¢isel sloZenymi.

Lidé velmi zdhy se zabyvali fadami bud objevujice nové
vysledky teoretické nebo Tesice nékteré zajimavé priklady:
ty vlastné se stavaji schrinkou objevenych teoretickych vy-
sledkid. I my jsme jiz nékolikrite k feSeni uzili na pi. fad
geometrickych (viz odst. 5, nebo v pfedchozim odst. pt. 8).

1. JiZ Archimedes dovedl selisti aritmetickou fadu
1+243+4 ...+ n=34n(n+ 1); tak vlastné dovedl jiz
se¢isti obecnou fadu aritmetickou: .

o+ (@, +d)+a,+2d+ ... +a,+n—1d=
= na, -+ 4n(n — 1) d = §n[a,+ a, 4 n — 1d] = in(a, + a).
2. RovnéZ znal jiZ soudet prvnich = élend fady 12 4 22 +
-+ 324 ...+ n?; kritce dojdeme k cili takto: Sec¢téme
téchto n rovmic:

(1—1P=0=1—3.124+3.1—1,
2—1P3=DP=22-3.2243.2—1,
3—13=28=33-3.324+3.3—1,
n—1P=m—1PF=n?—3n*4 3n—1,

vysledek jest, zna¢ime-li S, = 12 + 22 4 32 - ... + n%:
0=n3—38,+31+243+ ...+ n)—n,
odkudZ snadno vypocéteme
Sp=1{nn+ 1)(2n 4+ 1).

3. Soucet tfetich mocnin S, =13+ 24+ 3P+ ... 4 nd
znali jiZ odvoditi geometrickou tdvahou Arabové. Tento
gsoudet lze odvoditi takto: VSimnéme si, Ze 13 4 23 = 9 =
=142 1P+ 284 3=36=62=(1+ 2+ 3)3, (B +
+ 2394+ B+ 43)=100=(1+ 2+ 3+ 4)2; i naskytéd se
otdzka, neplati-li obecné 13 284 3P 4+ ...+ n¥= (14

2
+2434 .. Fn)=4nn4+ 1= (n%z— l) . Pripust-
me, Ze tento vzorec jest sprdvny pro n, pak

Sps1=1n2n+ 1)+ (o + 1P =1}(n+ 1) (B3 + dn 4 4) =
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2
= ot 2t 2= (" T F)]
ale to jest niS piuvodni vzorec, v némz jsme misto n psali
n -+ 1; plati-li tedy pivodni vzorec pro =, plati i pro n + 1.
Ukézali jsme, Ze plati pro n = 2; 3; 4, plati tedy i pro
4 4+ 1 = 5, ponévadz plati pro 5, plati i pro 5+ 1 = 6, ¢ili
plati pro viechna celd, kladna x.

Uvedme nékteré priklady k uvedenym vzorciam.

4. Mam 200 K, prvni K proddm za 1 hal., 2. K za 2 hal,,
3.K za 3 hal, ..., 200. K za 200 hal. — z{skdm &i prodéldm
pii tomto obchodé? Celkem obdriim 1+ 24 34 ...+
+ 200 = 4 . 200 . 201 hal. = 201 K.

Jaky jest stav pri podobném obchodé se 199 K?

5. (Stard némeckd tdloha.) Na nejvyssi pFicce Zebfiku sedf
1 holub, na druhé 2 holubi, aZ na nejnizsi 50. pficce sedf
50 bolubt, kolik jest jich celkem? (1275.)

6. Kolik jest vSech moZnych ¢tverci na Sachovnici?
Ctvercti o strané 1 jest v prvn{ fadé 8, ve vSech ostatnich
rovnéz po 8, tedy vSech téchto étverci jest 82 Ctverct
o strané 2 jest v prvni fadé 7, ¢tvercu o téze zékladné v druhé
fadé rovnéz 7 atd., celkem 72. Jest tedy vSech &tverci
824 724 62450 42+ 324 22 12=14.8.9. 17=§o4.

7. Uka#te podobnou tvahou, Ze viech obdélniki na’&a-
chovnici jest 83 4 7 + 634 534434 334 23 I3 =
(4 .8.9)2 = 362 = 1296.

8. Jiz v Ahmesové udebnici probleskuje znalost soudtn
n &lent geometrické fady a 4 aq + ag® +ag®+ ... + ag 1=

=a 7 _11. Ahmes tesi tuto tlobu: 7 osob m4d po 7 koékéch,

q —
z nichZz kazdd zaddvi 7 mySi; kaizdd my$ zniéila 7 klasa,
z nich? by kazdy dal 7 mérek zrni: kolik jest kterych tvora
a véci a jaky jest celkovy jich soudet? 7 4 724 73 4 74 4
5

+ 7= 777—-—11 = 19607.

9. Nesdetné variant md tloha, kterou vymyslili Indové:
Jde o odménu, kterou si vyzddal na krdli vyndlezce Sachové
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hry. — Za prvni pole chce jedno pSeniéné zrno, za druhé 2,
za tfeti 4, za &tvrté 8 atd.; kolik 24d4 celkem? Zad4: 1 +
+ 224234 ... 4 28 =204 __ ], my zaslouZilému vyni-
lezci priddme jesté jedno zrno. Cislo vyjidiené mocninou 294
unikd svoji velikosti jakékoliv lidské predstave; jaks taks lze
sl piiblizné toto ¢islo predstaviti takto: Svételny rok neni
doba, nybrz driha, kterou urazi svétlo (rychlost 300000 km
za vt.), tedy za rok jest to 9,5 . 1012 km, ¢ili 9,5 . 10'7 cm. Na
jeden centimetr podle sebe lze poloZiti 4 pSeni¢nd zrna, tedy
podél délky svételného roku 38 . 10'7 zrn; ono mnoZstv{ zrn
1ze tedy poloZiti podél drahy dané podilem 284 : 38 . 107, t. j.
asi 4,9 svételnych roki. — NejbliZi stdlice k Slunci jest alfa
Centauri vzdilens asi 3 svételné roky.

10. Podet obyvatelstva na zemékoli odhaduje se na 2 mili-
ardy. Stala-li se o pllnoci néjakd piihoda, kterou objevi do
¢tvrt na jednu jediny ¢lovék a jenZ ji béhem piisti tvrt-
hodiny sdéli opét jednomu ¢lovékovi a tito dva béhem pii§t
¢tvrt hodiny daliim dvéma lidem atd., kdy o této udélosti
budou védét viichni lidé na svété? Stane se tak za x étvrt-

L op1 o 930108 _ ao.
‘hodm. 2 =2.10%, z—1 —0~—,30103_31, = 32;
tedy asi po 8. hodiné réno.

C?;sla. rostouci dle geometrické rady s podilem vét3{ jedné,
rostou, jak z poslednich dvou pifkladi vidno, velmi rychle.
Jmenuji se téz éisla lavinovd, rostou jako Fitici se lavina.
S pokusy sestrojiti co nejvétsi éisla, setkdivime se jiZ u nej-
starich orientdlnich ndrodi; ziejmé jest tu snaha néjakym
zpusobem zndzorniti si ¢islo nekoneéné velké, nebo nekoned-
né velkou délku ¢i nekoneéné dlouhy éas.

Listy lekninu zapliuji plochu nddrZzky tak, Ze denni pfi-
ristek jest roven véerejsimu stavu. Jaka &ast plochy byla za-

rostla den pfed dplnym rozSifenim se lekninovych listd po
hladind nadrZky?! (Polovina.)

11. RovnéZ ve starovéku — a to Rekové — se setkalis dru-
hym pi{padem geometrickych fad, t. j. s konvergentnimi fa-
dami. Tak nazyvdme rady, jeZ, a¢ maj{ nekoneéné mnoho
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¢&lenu, prece jen majf koneény soucet. Tento pifpad nastdvs,
kdy o podilu geometrické fady ¢ platf: — 1 < ¢ < 1. Prvni
setkdn{ Feckych filosofi a matematikd s témito fadami ne-
bylo pravé nejitastnéjsi. Zénon eleatsky (490—430 pf. Kr.)
uéil, Ze existuje podstatny rozdil mezi smyslovym vniménim
a skuteénosti; smysly utkvivajf na povrchu véci a neproni-
kaji k podstaté a jadru jejich. Zkritka: svét je subjektivni
vytvor nasi mysli. Smysly na pf. konstatuji, Ze Sip let{, ale
uvahou lze zjistiti, e tomu tak neni. S8ip by musil proletéti
polovinu dréhy, pak polovinu zbylé drahy a opét polovinu
nové zbylé drihy a tak do nekonecna, a to nenf moZné: ve
skutecnosti se §ip ze svého mista ani nepohnul. Zenon ne-
védél (i nechtél védéti?), oznaéime-li Cas potfebny k prole-
tén{ poloviny drihy ¢, Ze ¢asy potfebné k proleténi dalsich

polovin dréhy jsou 4¢ 4+ 1t 4 1, jichZ soudet jest =t

3
T—%
— Podobné by bylo moZno dokdzati, ze rychlonohy Achilles
nedohoni Zelvu plazici se pfed nim ve vzddlenosti sto stop,
aé jeho rychlost jest dvandctkrate vétsi.

Archimedes (287—212 pt. Kr.) mél viak jiz spravnéjsi
predstavy o konvergenci geometrické fady: Pri studiu plochy
paraboly a jejiho téZisté sedetl fadu

1 4

1 1
1+T+E+"'=ﬂ=?'

T
12. Stanovte hodnotu nekoneéného soucinu pzl'/ al/al/ava —
Lze psdti p = SgHi+E+.+1

Jakub Bernoulli po8atkem XVIII. stoleti podita takto:

p? = al/aVaVaV;..—., takie p2 =ap a p = a.
Tohoto matematika piimo fascinovala konvergence nekone&-
nych fad, jak sv&déi jeho latinské verse, jeZ zde uvaddime v pii-
zvuéné metrice:
Jako ma fade nemajic konce konefny soudet,
v Clenech pak bezmeznd mez mé kone¥nou pfec,
pravé tak vidi8 Nejvyssi vile v nejmensf véci
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spér, le¢ zmizela mez, jeZ prv’ pfiddna byla.
Vidéti v nejmen&im malé, fekni, jaké to rozkos,
natoz pak spatfiti Jej, bytost Nejvyssi v malém!
13. Z neséetnych slovnich tiloh o konvergentnich faddch
uvedme tuto: Do kruZnice jest vepsén trojihelnik o vrcho-

lech 4, B, C a thlech «, 8, 7. Pak jest AB = 2y, BC = 24,
CA4 = 2f; tyto oblouky rozpulme body C,, 4,, B,. Tak
vznikne trojuhelnik o vrcholech A4,, B;, C), proti nimz lei
oblouky o velikostech g+ v, v 4+ «, f + «, takie thly

nového trojibelnika jsou o, = ${(8 + 9) = R — &, B, =

=R—4f, n=R—4y
Opakujeme-li konstrukei, ziskdme trojﬁhelnik A,, B, C,,

jehoz whly jsou x, = R — 3o, =R— 3R+ — 22 ,
i B3, 7. Opakujeme-li tuto konstrukei n-kréte za sebou, jest

podobné

R R
ﬁn=R—-§-+z‘ :E +2n+1,
takZe pro ustaviéné rostouci » jest
R R R o

Podobné i fo = yo = 60°. BliZime se tedy stdle opako-
vanou konstrukef rovnostrannému trojihelntku. Vypoétéme
jedté, kde jsou vrcholy vyslednfho trojuhelnika. Po n-té
konstrukei jest: Ad4d, =2y + o«, A 4dy,=2y, 4+ &, ...,
—
Ap 14, =2yp_1+ oap—1, sectenim téchto rovnic dostaneme
Adp=2(y+ N+t - T+ @t +opt... +
+ 6n—1). Aviak odvodili jsme &; = R — }&, xy = B — }a,

v Op=R—}an_1 & znatime-li 4, 3=+ o, + ... +
+ oy—1, jest po seéteni poslednich rovnic Ay — o + ox,, =
=nR—344,_; a odtud: A4, ;=2nR+ }(x —oax,) +
+ 4(y — ya) a podobné, B,_; a C,_;. Nutno rozezndvati dva

prpady: 1. » jest sudé; pak 44, 1 ~ {(x—on) + $(y —
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— 7n); 2 7 je liché: Adg 3~ 180° + §(x — o)+ $(y —
— ¥»). PonévadZ pro n ustaviéné rostouct jest o = f =

= Yo = 60°, jest v prvnim piipadé Ad, = x4 $y —
—120° = (180 — f§ —y) — 120" = §(y —f) a v druhém
piipadé A4, = §(y — B) + 180°, takie vysledné trojuhel-
niky (oba rovnostranné) jsou vlastné dva. (UvaZte divod.)

O konvergenci geometrickych fad viz v odstavei nésledu-
jlefm.

14.

ARITMETICKA PARADOXA A SOFISMATA.

Matematickymi sofismaty nebo paradoxy nazyviame zfej-
mé nespravné vysledky odvozené zdénlivé sprivnym zpua-
sobem. Skoleny ¢tensf snadno nalezne chybu; vidy se jedn4
o nesprévné, nebo nelplné pouZiti nékteré matematické
poucky.

1. Budiza 5= b,a + b = ¢, pakjesta=c—b,b=c—a.
Jisté jest a(c — a) = b(c — b), odeétéme na obou strandch
ab: vyjde ném a(c—a-—b)=b(c —b—a). Kritime-li
nyni ¢ — a — b, obdriime a = b, coZ jest v rozporu s pfed-
pokladem. Jest totiZz ¢ — a — b = 0, a nulou déliti ani kra-
titi nelze.

2. Budiza® — b = ¢® — d, @ = ¢ a predpoklddejme b : a =

b2 d?

=d :c. Pri¢téme na obou stranich — = —; na obou
4a®  4c?
strandch dostaneme tiplné ¢tverce, po jichZz odmocnéni jest
b d b
4 —p-=0— 5 Pri¢téme nynf na obou strandch i
d

= 25 ¢im# obdrzime @ = ¢. Pfi odmochovani jsme totiZ

zapomnéli, Ze nutno psiti
b d
“—z—ik—%)
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a Ze jest nutno vzfti znaménko dolnf; pak je a — 2—ba- = —

d .. b d_bc—l—ad_2bc_b
et g et o=t T T T 2w
a posléze a(a + ¢) = b; k témui vysledku vSak dojdeme,

be "
kdy% do prvn{ rovnice dosadime d = = jest totiz a? — b =
be .. b
= c? — ¢ili (@ —c)(a + ¢) =—a—(a —c¢) a po kricenf

a — ¢ skuteéné a + ¢ = e

3. Vyjdéme z rovnice 2 log ¢ > log a, ¢ili log a* > log a,
a proto a* >a. Na pi. pro a =}, jest 1 > }. Nesmime
zapomenout, Ze prvnf rovnice platf, pokud loga >0, t. j.
a > 1.

Podobné jest 3 > 2, a téz 3™ > 2™, tedy pro m = —1
je 3 > }; drubd rovnice vak plati jen pro m > 0.

4. Ve vy$8i matematice se dokazuje, Ze soudet nekoneéné
Fady 1 — 14+ + — 4 + ... jest log 2, kde log znadi pfirozeny

logaritmus. Nésobme tuto fadu dvéma:

2log2=2—14+34—34++—3%+3+4—14+ -
¢ili
logd=1+F—4+4++—1+-

Séitance kladné i zdporné zustaly tytéZ, jen jejich potad se
vyménil a prec jen souéet fady zvétsil se dvakrite. — Zde
se dopoustime této chyby: Véta, Ze ve séitdni lze zaméniti
pofad kladnych i zdpornych séitancl, plati jen v tom p¥i-
padé, Ze pocet s¢itanci jest koneény; toto pravidlo nesmime
tak beze vSeho pfenésti na souéty o nekoneéné mnoha séi-
tancich ¢ili na nekoneéné rady.

4. Néco podobného plat{ i o nekoneénych soudinech.
UvaZujme o nekoneéném soudinu (1 4+ 1)(1 —§)(1 + 4).
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.(1 —14) ...; podrifme-li prvnich » éiniteld, obdrzime s,,=1,
podriime.li 2n + 1 prvnich ¢&initeld, jest jejich soucin

;%1;? =14 270%, nechdme-li » ustaviéné vzristati, jest
I l=O, takZe hodnota soudinu jest opét 1. Pravime prosté:
Soudin ¢ md hodnotu 1. — UkaZme pfedeviim, Ze souéin

1
s=1+)1+HA+ ... (l —+ m) s rostoucim n
roste nad kazdou mez; jest totiZ
1
15

1 1 1 1 1
31>1+1+(§'+?+7)+(?+-1—1'
1
17

_|_

2 4 1 1
)+...>2+ TtEt =2+ g+t

1
+stEt

_|_

takZe ucinime-li takovych souhrni =, jest s, >2 4 —Z-;

zfejmé tedy 8, s rostoucim n roste nad kazdou mez, nebo jak
fikdme, roste do nekonecna.

Ukdzeme nyni, Ze prvni soudin s lze zménou poradu &ini-
teld zméniti v jiny souéin, jehoZ dinitelé jsou vesmes vétsf
nez 1, takZe jeho hodnota jest vétsi neZ 1, coZ jest v rozporu
s prvnim tvrzenim. Vezméme vidy tolik ¢initeld se znamén-
kem kladnym a jeden se znaménkem zdpornym, aby jejich
soudin byl vétSinez 1, na pf. 14-1; (1 + H)(1 + H(A1 + 4).
A1+ P — )= &4

Nyni vytvoime dal3i soucin tak, aby

1 1 1 1
N

1 ] ] 4 1
ili {1 4- —— ... BN PN RS
c‘h( +11)(1+13) (1+11+2n—2)> =113
Staci tedy voliti » tak, aby



1

9+2n

co nastane, volime-li » tak, aby 9_—I—n2n > 5

3,1;.j.n>9;

na pr. = = 10. Jest tedy

3] o33

Nyni bychom hledali » tak, aby

1 1 1 1

tymz postupem bychom stanovili n > ‘39—, staéf tedy » = 10,

3
atd.

Vhodné n jsme s to vidy nalézti, jelikoZ hodnota souéinu s

roste nad katdou mez. takZe nale zdsoby jsou nevyderpa-
telné.

5. Ctensi obeznimeny s derivovédnim funkef jedné pro-
ménné vi, Ze derivace sin? z a —cos? x jest t4Z jsou rovna
2sin x cos z; nelze v8ak z toho usuzovati, Ze sin?xz =
= (—cos? z)! Pfisluind poucka zni: Funkce lidic{ se o kon-
stantu maji derivace stejné, skuteéné v naSem pripadé jest
sin? x — (—cos? z) = 1.

6. Pojem konvergence fad se tiibil velmi zvolna a lze
Fci, e uplné objasnén byl aZ matematiky z pocdtku pre-
deslého stoleti. Jest tedy pfirozeno, Ze v d¥ivéjsich dobédch
objevily se nékteré vysledky, na néz se dnes divime s Gsmé-
vem, predklddajice je za¢iteénikim jako snadno vysvétli-
telnd sofismata. Soudasnik Jakuba Bernoulliho, italsky ma-
tematik Grandi, provedl obvyklym zpisobem déleni 1 :
(14 x) s vysledkem 1 —2x + 2?4 234 2¢— ... a po-
lozil do tohoto vysledku 2 = 1. Na levé strané obdrZel §;
sefetl-li na pravé strané sudy pocet ¢lenu, obdrZel 0, soucet
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lichych ¢lenu pak jest vidy 1. Jest tedy bud 0 = 1, nebo
0 = } a tedy téZ § = 1, takZe po ndsobenf dvéma jest 1 = 2
atd. Vysvétlen{ jest pro nds velmi jednoduché: podil 1 —
—z+ 22+ 2*+ ... jest vlastné geometrickd rada, kterd
konverguje jen tenkrdte, kdyz — 1 < = < 1: nelze tedy
dosazovati ani x = — 1, ani £ = -4 1. Grandi si v8ak pfi
svém vykladu pomdhal touto historkou: Otec umird, mé dva
syny a rozkdZe, aby se o zbylé jménf rozdélili naprosto stej-
nym zpisobem. Jeho pfdni jest splnéno, zbyvd viak jen
drahocenny prsten, ktery dédicové nechtéjf rozpuliti. I do-
hodnou se, Ze jeden rok bude nosit tento prsten prvni, druhy
rok pak druhy syn a opét prvni a po ném druhy atd. Majetek
vztahujicf se k prstenu pry jest ddn fadou 1 —1+41—
— 1 4 ...: tedy kaZdy z bratru prsten mé i nem4 a oba jej
maji na poloviéku.

l+x+:v“‘+...+:c”‘_1_
14+ 2+ 22 4 ... a™!
= 1™+ afh __ gm0 g2 gmt2 L m < n; dosa-
dime-li x = 1, jest napravoop&t fadal1—1+1—1 4+ 1 —...,

vlevo pak 21; takie 0 = 1 = 29
n n

Jak vygsvétlite toto paradoxon:

7. Paradoxné znf i tento vysledek: Obec md povinnost
jednou za tficet let provésti opravu mostu ndkladem
1000 K; kolik musf najednou sloZit, aby se své povinnosti
jednou pro vidy zbavila? Pii prvni uvaze zd4 se, Ze se jednd
o ¢astku nesmirné velikou, ne-li nekoneéné velikou; aviak —
postavila-li obec pravé most, jest hodnota pristich povinnych
splatek ddna konvergentni geometrickou radou:

1000 1000 1000 1000 P
mt e o TSy T g

p pocet procent.

8. MnoZinou nazyvédme soubor véci presné definovanych
— na pf. mnoZinou jest prvnich deset éfsel celych, nebo
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vBechna éfsla celd, nebo viechna ¢isla délitelnd sedmi; mno-
%inou jsou vSechny body, v nichZ se protind n pfimek, nebo
vSechny body na kruZnici; mnoZinu vSak tvoff na pf. viechny
body v Batové prodejné. MnoZinou jest v8ak i soubor i jinych
mnoZ%in, na pf. mnoZina mnoZin éisel délitelnych 7, nebo 11,
nebo 13. Jsou pak dva druhy mnoZin: Prvni druh jsou mno-
Ziny, které obsahuji samy sebe jako prvek; sem patii na pf.
mnoZina vSech abstraktnich pojmi, ponévadi pojem mno-
Ziny abstraktnich pojmi jest rovnéz abstraktni pojem.
K druhému druhu nélez{ mnoZiny, které nejsou samy sobé
prvkem, na pf. mnoZina 2, 4, 6, 8. Kazdd mnoZina jest tedy
bud prvniho, nebo druhého druhu. UvaZujme nyni mnozinu,
jejiz prvky jsou viechny mnoZiny druhého druhu, nazvéme
ji M. Mé-li patfiti k prvnimu druhu, musi obsahovati sebe
jako prvek, ale to odporuje zplsobu, jakym byla utvofena.
Musi tedy patfiti k mnoZindm druhého druhu. Tu by vsak
ndleZela M do M — coz jest opét proti jejimu vytvarné-
mu zakonu.

Jdsou viak dlohy, jez svym feSenim prekvapuji ne méné
ne% paradoxa. Na pf. 1ze dokdzati, Ze v Praze jsou aspon
dva lidé, ktefi maji tyZ pocet vlasi na hlavé — vysledek jest
samoziejmy, uvédomime-li si, Ze podet obyvatelstva Prahy
bli%i se milionu, kdeZto poSet vlasi nedosahuje étvrt milionu.
Zékladni myS$lenky této tlohy, za jejihoZ pivodce byvi po-
klddan Voltaire, uzivd se Casto v matematickych dikazech,
a lze ji diti tento prehledny text: Mdme-li m skiinek a v nich
n > m penizi, jisté aspon v jedné skiince jsou dva penize.
Nebot kdyby v kazdé skiince byl nejvy3e jeden peniz nebo
Prévé po jednom penizi, bylo by ve skiinkéch nejvyse m pe-
nizti, bylo by nejméné n — m penfz mimo skiinky —
proti predpokladu.

P¥eklady. 1. Divka ma na pid$ p&t pAri punéoch bilych a ps&t
dernych. Jde-li si po tm& pro pundochy uréité barvy (na pf.
bilé), kolik péeir pundoch si musi vziti, aby maéla jistd 2 punéo-
chy volené barvy? (12.) (Chce-li v8ak obléci punéochy stejné
barvy — ani? ji zale¥{ na tom, zdaZ jsou bilé nebo &erné, staéi,
pfinese-li si punéochy tfi.)
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2. Pavel jest dluZzen Karlovi 102 K; Karel ho vyzve, aby mu
dluZnou &astku poslal jedinou poStovni poukédzkou. Porto na
dastku &inf 2 K; strhne-li si je Pavel, mé poslati pouze 100 K, na
n&Z staéi porto 1 K; vyd&lavd tedy 1 K proti svoleni Karlovu.
Strhne-li si viak pouze 1 K, mé poslati astku 101 K a musi
platiti porto 2 K, zkracuje tedy sebe o 1 K. — Jest to tedy tloha
v jistém smyslu nef'eSitelnd, le¢ bychom pripustili zaslani této
&astky dvéma posStovnimi poukézkami po 50 K; pak na kaZdou
nutno dati korunové porto, éimZ povolena sraZka jest vyderpana.
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Cesta k védént, sv. 5.

Ing. Dr. J. Strnad

TECHNIKA ZVUKOVEHO FILMU

Ne zvukovém filmu je vid&t piekotnou
rychlost technického vyvoje.

Ptred 20 lety to byl vzdéleny ideél, o jehoZ
uskuteénéni bylo moZno véaZn& pochybovati.
Dnes je jim proniknut denni Zivot a zd4d se
ném samoziejmosti. Zménil se vSak i nés
zdjem o zvukovy film: tehdy se o ném
mnoho mluvilo a psalo — v&tsinou to byly
fantasie. Dnes, kdyZ je zvukovy film soudastf
dennfho Zivota, pfestalo se o ném mluvit
a psat. A pFece: kolik z nds rozumi aspoii
v hlavnich rysech tomuto divu moderni
techniky, ktery opravdu zasluhuje nasf po-
zornosti? Sbihd se v ném jako v ohnisku
mnoho a mnoho zajimavych a cennych vy-
sledkd préice na nejrazndjsich polich fysiky
i techniky.

Nezdjem o zvukovy film byl vét§inou zdén-
livy — bylo dosti t&%iko opatiit si sroz-
umitelny a spravny vyklad. ,,Technika
zvukového filmu‘‘ odstrarniuje tuto zavadu.
Vykladdé o tom, co miZe na zvukovém filmu
zajimati inteligentniho divaka, piistupns
a pfesnd. Psal ji autor, ktery ovladé teorii
i praksi a ktery dovedl vybrat i vyloZit
latku tak, Ze Cetba jeho knizky opravdu
upouté.

1940. 142 stran, 1 pifl., 96 obr. BroZ. K 25,—
U véech knihkupcti

JEDNOTA EESKYCH MATEMATIKU A FYSIKU, PRAHA NI, ZITNA 25



Cesta k védént, sv. 14.

TELEVISE

Prof. Dr. J. Sahdnek

Televise jako pokrafovéani — takika pfirozené —
rozhlasu je z t8ch technickych objevi, k nim¥ se
v dnesnf dobd upird mnoho nadéji a olekdvani.
Mnoho z nich je pfemriténych, ndkteré zcela
klamné.

Dennf tisk informuje sice dosti &asto o pokrocich
televise, pfesto vSak v&tSin® étenafa uniké zédsadni
rozdil mezi pfendSenim na ddlku vjemud zvuko-
vych a optickych. Takovi &tenéii se pak divi, pro&
technika ,,nefesi* dosti rychle otdzku televise, kdyZ
otédzky rozhlasu jsou ,,u¥ rozfeSeny‘. A zatim ko-
lik damyslu a kolik tuhé préce je skryto ve viech
dosavadnich televisnich soustavich od téch nej-
primitivné&jdich aZ po nejmoderndjsi, které po-
uZivajf i ultrazvukovych vin.

Je tedy opravdu véasné vydéni moderni srozumi-
telnd psané a pokud mozZno pfesné knfZky o te-
levisi. Prof. dr. J. Sahédnek splnil vzorné tento
ukol. Jeho kni¥ka opravdu spojuje pfesnost vy-
kladu s jasnosti a srozumitelnosti podénf. KaZ-
dému, kdo zna stfedoSkolskou fysiku, umoZni Sa-
hdankova kniha vniknouti znaén& hluboko do
viech otézek dileZitych pro vyvoj televise.

1941. 117 stran, 50 obr. BroZ. K 24,20

U véech knihkupct

JEDNOTA

CESKYCH MATEMATIKU A FYSIKU, PRAHA 11, ZITNA 25



Cesta k védéni, sv. 6.

DOC. DR. F. LINK:

JAK POZNAVA ASTROFYSIKA
VESMIR?

Zprévy o vysledeich astrofysikdlniho badéni jsou napina-
vou &etbou, p¥i niZ ¢tendf nevi, demu se diviti vic: vzddleno-
stem, rozm&rdm & rychlosti obrovskych zmén na hv&zdéch
a jejich teplotdm. A p¥i tom je hv&zddfam jedinym zdrojem
poznatkd svételny paprsek. Jak je moZno tolik se dov&d&ti
z tak kusych novin? Odpovéd na tuto otdzku je ovSem obtiZné,
ale pro myslivého &tenéfe je tim ldkav&jdi. Takovému &tenéii
jo urfene kniha doc. dr. F. Linka, jemuZ se podafilo t&Zkou
latku velmi p¥ibli%iti neodbornikim. Ctené¥ se poznénim astro-
fysikdlnich method naud{ ocefiovat vysledky hvézdarského
badéni a pozné, kolik zdénliv® vedlejsich vysledka fysiky tvoff
uhelné kameny nasSich védomosti o sv&té.

Cena broZ. K 17,—. 1940. 94 stran, 1 pfil., 29 obr.

(TE
)/
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VZNIK SVETLA
V PLYNECH

PROF. DR. JOSEF SAHANEK

Zavadénim vybojek se mdni osv&tlovaci technika v poslednf
dobd tak hluboce, Ze lze tuto zmé&nu srovnati s prechodem
od petrolejovych lamp k Zarovkam. Technika se tak bliZi
svému idedlu — proslulému ,,studenému‘ sv&tlu. Vzhled
mdstskych ulic i silnic ukazuje nejlépe, jak tato zména za-
sahuje na§ ¥ivot. A pfece jsme dosud neméli v nesi literatufe
knizky, kterd by bezpeénd a jasnd informovala o t&chto otéz-
kach. KniZfka Sahdinkova seznamuje s otdzkou vybojek po
strdnce fysikélni i technické velmi jasn® a srozumitelnd. Dava
vBak Stendfi vic neZ sleduje: na konkretnim pfikladu vzniku
svétla v plynech uvddi étendfe do atomové fysiky hloubdji
a bezpeénéji, neZ je to moZno obecnym vykladem. A zaroveri
ukazuje, jak nas denni Zivot t&snd souvisi s nejmodernd;jsimi
fysikalnfmi vyzkumy. 1941. 112 stran, 25 obr. BroZ. K 20,40

Cesta k védént, sv. 9

U VBECH KNIHKUPCU

JEDNOTACESKYCH MATEMATIKUAFYSIKU,PRAHAIl, ZITNA 25
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