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PREDMLUVA.

Jako si dnes nedovedeme piedstavit Zivot bez motoriso-
vanych prostfedki dopravnich na pevniné, na vodé i ve
vzduchu, tak nenf jiz moZno £iti plnym Zivotem obdana na
dosaZeném celkovém priméru kulturni drovné bez umeéni
statistického mysleni, stejne jako by to nebylo moZno bez
schopnosti éteni a psani. Je proto vere]nym zdjmem prede-
vSim dobré organisace statistiky, kterd je uclenénym pfre-
hledem ndrodntho Zivota a jeho existenénich podminek.
K jejimu napliiovdni je tieba 8kolenych péstitelt statistiky
ve vech velmi éetnych a rozmanitych -oborech ¢innosti
a statisticky vzdélané verejnosti, kterd by mohla sledovat
vysledky jejich praci a uZivat jich k vieobecnému dobru.
Mohutny rozvoj statistickych metod v tomto stoleti prostiel
teprve statistice u spoleéného stolu s ostatnimi védami, které.
ji difve povaZovali za pomocnici ve své domdcnosti, kde
v tomto postaveni pracovala nékolik tisicileti, nazveme-li
statistickymi akcemi nékteré soupisy obyvatelstva a jeho
majetku u jednotlivych kulturnich ndrodu étyfi tisice let
pi. Kr. Jeji obor se oviem za tak dlouhou dobu velmi
zmeénil, takZe z pivodni nauky o stdté — disciplina politico-
statistica — odkud dostala své jméno, se vyvinula véda,
kterd se zabyvd netoliko hospodidfskymi a socidlnimi po-
méry ve staté, nybrz poskytuje velmi vyhledivany nastroj
véddm pifrodnim i technickym. UmoZnila podrobné mé-
feni sloZitych jevi populaénich, nové védni obory jako bio-
metrika nebo ekonometrika vdééi za sviij vznik statistice;
pokrok ve vyrobé zemédélské, hromadnd vyroba pramyslova
a obchod se dnes neobejdou bez podnikové statistiky a bez
statistické kontroly jakosti vyroby. Celé tdseky nirodniho
hospodéfstvi, jako pojiftovnictvi na statistice pfimo spodf-
vaji. Vitalni statistika pronikd do mediciny a prohlizime-li
1ékafskou literaturu, presvédéime se, Ze preventivni medicina
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bude brzo zahrnovati ,,preventivni* statistiku a lékafi budou
uzivati therapie ve svétle smérodatné odchylky a Pearsonova
kriteria. Statistika pronikd do psychoanalytickych méfend,
jimZ podléhaji komplexy, ziliby, energie, & dodala vyznamu
testu inteligence. To je jen nékolik pestrych ukézek, které
mohou osvétlit vyznam Pearsonovy véty v Galtonové ivoto-
pise, kde prohlasil, Ze je stejné dileZito vyudovat logice
statistiky jako analyse matematiky. Vniknuti do védeckych
zdkladi statistiky vyZzaduje uréitych znalosti matematickych
a ovlddani technického slovniku uZivaného ve statistice ¢ili
nové vytvorené Yterminologie. Aby byl jiz co nejiplnéji
snat lesk duchaplnosti s tslovi, Ze ,,statistikou lze vSechno
dokézat nebo ,statistika je piesny soucet néspraviiych
&sel™ je tieba popularisace elementarni statistiky a pronik-
nut{ jejfho do nejirsich kruhu hlavné tim, Ze budou metody
co nejvice normalisoviny a poddny na zjednodusenych
typech. Ujal jsem se proto rad napsini tohoto svazku Cesty
k védéni, ktery ma pojednati o zdkladnich metoddch statis-
tiky, pouZitelnych ve viech oborech, maje na zieteli také
potiebu pievésti statistiku z ryzi odbornosti k ié¢inné sluzbé
na velkych tkolech nérodniho spoledenstvi.

Nejednd se v tomto svazku pouze o metoddch, jimiZz se
vytvéieji statistické obrazy, nybrz také o metoddch tvori-
cich néstroj, ktery zbystfuje statisticky pohled na obrazy,
z nichZ teprve tak lze nad¢erpati hlubdtho pouceni. Byla a je
celd stupnice statistickych hiichi. Proto je treba, aby je
bylo co nejvice umoZnéno rozeznivat a pozndvat, které
vznikly z nevédomosti nebo i ze zlomyslnosti. Nesmime se
oviem domnivati, Ze jiZ uZivinim matematiky nebo jedno-
duchych v¥poéta je zabezpetena vétsi spravnost a presnost
odvozenych vysledki. Jak muZe byti nebezpeéno statistic-
kému postupu poufiti jen matematického mysgleni, osvétluje
se nékdy timto vtipem: Potfebuje-li 1 muZ 120 dni, aby
vystavél -domek, pak s nim musi byti hotovo 12 muZi za
10 dni a podle toho ddle 120 mu%i za 1 den, 960 muZi za
hodinu, 57 600 muzi za minutu. To je tedy obrdzek, pred-
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stavujici, jak by mohl vésti automaticky postup mySleni
ad absurdum.

Ctendf, ktery si osvoji zdkladni poznatky z tohoto svazku,
bude moci se zdarem pokraovati ve studiu daliiho, obsahu-
jiciho teorii a praksi ndhodného vybéru kvantitativniho znaku
a representativni metody wvubec.

Odkazy na literaturu, vzadu uvedenou, jsou provedeny
v textu ¢isly v lomeny. h zdvorkdch. Tabulky integrdlu
Laplaceova a exponentiely Poissonovy, pottebné k nékterym
vypottim, najde étendt v knihdch cltovanych vV seznamu
literatury, zvlisté v [6] a [8].

Dékuji p. doc. dr. Fr. Vy¢ichlovi, redaktoru této sbirky,
za laskavé opatfeni obrdzkiti a Jednoté deskych matematiki
a fysikd za dpravné vydani knihy.

V Praze v kvétnu 1942.
Jareslav Janko.



CAST I

(1,1) Hromadné pozerovini je praktickou eceston k po-
znivani.

‘Chee-li majitel nakladniho automobilu uréité vyrobni
znadéky a typu zndti dobu Zivota tohoto svého vozu, musi
miti moZnost zméfit casovy interval od okamiku, kdy byl
viiz dén jako hotovy vyrobek do provozu, do okamiiku
skondeni jeho posledni jizdy. Tento &asovy interval bude
pro kazdy jednotlivy viz tého# typu jiny, tak%e rozmanitost
vyslednych ¢isel ndm ned4 pfesnou odpovéd na dalsi otézku,
jaké je doba Zivota vozu tohoto typu vibec.

Podle ziskané zkuSengsti pFifazujeme ke kaidé radio-
aktivni substanci uréité ¢islo (konstantu) znamenajici po-
mérnou &dst atomi, které se rozpadnou v néjakém daném
¢ase. Tento rozpad se pozoruje pomoci fluoreskujiciho
stinftka. Vezme-li se na pf. pro radium za jednotku éasu
den, je zminéné ¢&fslo pribliZné jedna miliontina. Urdité
mnoZstvi radioaktivni substance klesi tedy a zredukuje se
na polovinu po dobé mérné zminéné konstanté, kters je
_pro tu substanci charakteristickd. Tato pravidelnost se pro-
jevuje vzhledem k tomu, %e i nejmensi ¢dstedka substance
obsahuje veliky potet atomi a lze ji potvrditi tim lépe, ¢im
je pozorovin vy38{ podet rozpadi. MuZeme-li pozorovati
piistrojem jen maly zlomek téchto rozpadi, pozorujeme
piibliznou stdlost. NemuzZeme v3ak diti pfesnou odpovéd
na otdzku, kolik atomi se rozpadne v piikti minuté, nebot
ten pocet se méni; ale je tu jista pravidelnost t. zv . statistic-
ké. Pro ni hledime vyjddfeni.

Utrhneme-li néjaké mno#stvi vyspélych listi kodatého
stromu a zméiime jejich délku, nebudou vSechny stejné;
mezi nejkratiim a nejdelsim bude tieba znaény rozdil. Opét
byckom nemohli dati uréitou odpovéd na otdzku, jak dlouhy
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list m4 dotyény strom. Proto hleddame zpiisob, jakym bychom
m ohli diti odpovéd, kterd by jasné vyjidfila vysledky nadich
méfeni.

Sefadime je tedy nejprve podle naméfené délky od nej-
menstho do nejvétifho a zobrazime tuto posloupnost vseé-
kami v obr. 1 stejné od sebe vzdilenymi. Shleddme, Ze konce

il ”IH

Obr. 1. Délka 60 listtt s vyznafenym mediénem.
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tsetek ddvaji uréity pribéh, zvlasté kdyby byly spojeny,
ktery svédéf tomu, %e zmény délek vytvéreji sled naznacujfei
jistou pravidelnost. Chceme se presvédé¢it zda tento obraz
bude jiny, vezmeme-li v dvahu jiné mnoZstvi listd téhoz
stromu. Provedeme tedy s druhym mnoZstvim tyZ postup
a shleddme, Ze prubéh v této posloupnosti je zcela podobny;
opét Gsecky kolem prostiedni, kterd m4 skoro tou délku jako
v prvnim pripsde vykazuji od ni malé odchylky a smérem
k obéma krajim je mensf pocet vétsich odchylek Prostred.ni
¢len této posloupnosti se nazyvs mediin a lze j

potu Slenih 2k -1 urdit—jako.k-1.-&len-od . kraje, pH
sudém poétu 2k json dva prostfednf clcny_(k_t:y;od kaZdého
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kvmjsj_a,_hmmileﬁm_mm_jako_jejich_pﬁxmén
naSem zobrazen{ je jeho velikost vyznadena rovnobézkou
8 osou zdkladni. Tak se pfresvédéime, zvlasté kdybychom
tento postup opakovali vicekrit, Ze velikost medidnu
a zobrazeny tvar prubéhu délek je pro méfeny druh pied-
méti piiznaény &ili charakteristicky. Ale velmi podobné
tvary bychom dostali, kdybychom si zndzornili vysledky
méfeni promménlivého znaku jinych predmétd, nebot jsme
svuj pifklad zvolili zcela nahodile. Jsme pak vedeni k do-
mneénce, %e za témito pozorovanymi jevy je néjakd vie-
obecni pravidelnost, kterd ndm muZe pomoci k zjedno-
duseni predstav o velikosti hodnot znaku néjakého druhu
piedméti.

Zvoleny piiklad davé tusiti jisté spoletné podminky, za
nich? vyristaji listy téhoZ stromu a vytvéfeji jejich délku,
takZe jsme tu ochotni ofekdvati néjakou zdkonitost. Po-
kro¢ime proto dile ve své ilivaze, budeme-li pozorovati
néjaky jev, ktery patii mezi t. zv. ndhodné, jako je hézeni
kostkou nebo minef. Hodfme do vy#&e étrndct stejnych minci
a po dopadu stanovime podet rubi. Provedeme to tieba
201krit a vysledky, které jsme dostali jsou tyto:

7,9 17,10,6, 7, 56,7,7, 9, 5,7, 9, 8,10, 7,7,6, 5,
8,8 8 7,811, 8,9,5,5, 7, 6,4,11, 6, 8,10,2,5, 7,
7,8 3 68 6 7,9,88, 6 8,8, 5 7, 7, 47,910,
5,7, 8 4,7,10,11,7,5,7, 6, 8,8, 8, 9,10, 7,9,7, 8,
8,6, 7, 71,7, 7, 5,5,7,6, 7, 8,9, 5, 7, 4, 5,8,7, 4,
4,5, 5, 8,7,11, 7,9,5,7, 8, 9,8, 4,10, 5, 5,9, 4, 6,
7,8 17, 49, 7,13,6,4,7, 6, 6,9, 6, 7, 4, 6,9,6, 7,
6,5, 6,11,6, 4, 5,8,7,6,10, 4,9, 6, 8 4, 88,7, 9,
9,810, 7,7, 5 6,6,7,8 6, 6,8, 811, 3, 45,7, 4,
6,9, 4, 6,6, 7, 8,7,4,6, 5,/11,6, 8,11, 6, 3,7,6, 9,7.

Tak jako jsme sefadili listy podle délky, tak sefadime
nynf pokusy se &trndcti mincemi podle poétu rubi a vy-
sledek si zase zobrazime (obr. 2). Kaid4i tisedka kromé
krajnfch pipadi zastupuje ptiblizné étyfi vysledky. Dostd-
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vime podobny tvar jako v difvéjsim pfipadé, takZe prichd-
zime k my$lence, Ze by ndm snad bylo usnadnéno zkouméni
takovych pripadi, kdybychom odvodili teorii vysvétlujic
vysledky pokusi s jevy ndhodnymi. Tuto mySlenku budeme
sledovati pozdéji.
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_Obr. 2. Poéet rubti na 14 mincich.
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(1,2) Hromadny jev. Nyni si pfedev3im dobfe viimneme,
Ze k ziskdn{ uréitych poznatki ndim nestac¢i pozorovini, po
pripadé méfeni jednoho piedmétu (jedince) uréitého druhu,
nybrZz je tteba nahromaditi pozorovén{ vétifho mnoZstvi
predméti téhoZ druhu (prvku) ¢ili nastoupiti cestu hromad-
g’égunzm:oné-ni,-mi je vlastni metoda statistiky. Z jevu
pozogovaného na jednotlivych predmétech téha? druhu se
sklddd jev hromadny, ktery vznikd pusobemm urditého
vyseku vieobecnych podminek déni. Hromadny jev lze tedy
pozorova.tl na souboru mnoZstvi prvku odpovidajicich uréi-
tému pojmu.

(1,3) Statistickf soubor. Abychom sestrojili potrebny
statisticky soubor odpovidajici uréitému pojmu (¢lovék;
dim, podnik, motorové vozidlo, strom, jablofiovy list, Gmrti,
shatek), musime definovat statistickou jednotku. Vymezime
tudiZ nejprve vécné statisticky soubortim, 2@_&"@:‘111

odstatné znaky, které i miti ;




MMM& piejdeme od skuteénych pied-

méti nebo jevil vnéjitho svéta k myslenkovému predmétu
(statistické jednotee) tim, Ze yytkneme-znaky, jei povaiu-
Jeme s hledigka -cile—Setieni—pa—podstatné; uZijeme tedy
logického postupu zvaného abstrakce.

(1,4) Statistickd jednotka. Statistickd jednotka vy-
kazuje znaky a) shodné, obsaZené v obsahu pojmu, které

jsou spoleéné vSem prvkim, jeZz budou pojaty do souboru;
b) vySetfované, které se u nékterych prvka vyskytuji

a u druhych nikoliv (znaky alternativni) nebo se u nich
vyskytuji v rizném stupni (znaky kvalitativni nebo kvanti-
tativni);

¢) ostatni, které jsou jednak postiZitelné, jednak ne-
postiiitelné a mohou byti viem prvkim souboru spoleéné,
ale nemusi.
Deflmce statistické ]ednot i shod-

né -sestrojen zkonmany -statisticky
soubor, , ktery je vzhledem- k—mmfstemorody—thomogen
nf). [1]. Neni viak stejneredy—vzh

znakim a’k nékterym ostatnim znakim. Tak na p¥. soubor
lidi neni stejnorody vzhledem k znaku (alternativnimu)
poblavi nebo vzhledem k znaku (kvantitativnimu) vék.
MizZeme viak zkoumany statisticky soubor roztriditi podle
nékterého vySetfovaného znaku a tak z ného odvoditi nové
édsteéné soubory, jejich? prvky maji kromé shodnych znaki
puvodniho souboru jesté jeden nebo nékolik dalsich shodnych
znakt (muZi tiicetileti, Zeny dvacetileté). Tyto soubory jsou
stejnorodejél ne% puvodni soubor, nebot mnoZina shodnych
znaki je u nich vétsi. Jsou tgdymzn&stn.pne stejnorodosti.
¢ili formalni_homogenity statistického souboru, jejiz mez
jé déna predeviim clem dotyéného statistického Setien.

(1,5) Statistické &islo. Statistika se sna%{ udati, jako
jeden z prvnich vysledki statistického Betfeni, kolik prvki

je-zahrnuto definic{ statistické jednotky éili jaky je rozsah
ewo_rlo_dpovidjjicfho uréitému pojmu. Tak vznikd ze
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statistickych jednotek prvni statistické éisla. Tato statis-
tick4 éisla osvétlujf nejdilezitéjsi skuteénosti lidského Zivota
ve spoleénosti a stdté, jakoZ i poméry v piirodé; patii
tudiz k zdkladnimu stavu lidského védéni.

Pro bhodnoceni vyznamu statistickych éfsel je dualeito,
abychom méli na paméti:

1. Prvky statistického sonhoru jsou vzéjemné vhzdny
pojmovym spoletenstvim, které je vyznaceno urélt‘?mgtun-
IIWW

omeé pojmového ¢ i
vzéjemns ;_jsou_tedy na sobé nezéviglé. Mezi
]ednothvjrml prvky neni struktumich vzta.hu které viak

jsou mezi sou e jem k
mezi nimi a puvodnim).
3. Cim je stupen h i §&{, tim je zpravidl

souboru mensf.
e —————ie

(1,6) Statistika. MiZeme nynf také Fci, co rozumime
statistikou, abychom vyznacﬂl zorny uhel daléich vykladu

tatistika j

soubor. Je to véda empirickd, jejiz jednotnost je zaloZena
]ed.notnym zplisobem hromadného ¢ili kolektivntho pozoro-
vani vztahujicfho se na mnoZstvi predmetu nebo uddlosti.

Jako ka¥d4 véda empirickd mé jednak tikol povahy mate-
rielni, ktery plni ve své éasti popisné a pouiivd k tomu své
techniky BSetfenf a zpracovani pozorovanych dat, jednak

wﬂﬁw v _&ésti teoretické. Tato Gdst
musi odvozovati prvky pro své zdklady ze zkuSenosti, aby
lwwm Spojeni &&sti
abstr se skutednosti tvoli véta o stdlosti statistickych

¢etnostf, odvozend ze zkufenosti, jiZ se budeme pozdéji bliZe
zabyvati.

MiZeme rozeznivat dva obecné typy hromadného
pozorovaéni.

" a.) Prvni typ je piedstavovan posloupnosti &fsel Ty, Ty -
., %, kterd jsou ‘_rxsledky Bozorovéni resp. meéfeni tého
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znaku na 7 pfedmétech ¢i uddlostech téhoz druhu; jedns-li
se o znak alternativni, pak zjistujeme u kaZdého prvku
toliko m4-li tento znak nebo nem4 a oznadujeme obycejné
jeho piitomnost éfslici 1 a nepfitomnost &islici 0, takZe
vysledkem pozorovini je sled jedniéek a nul (na pf.
010011101....).

b) Druhy typ je rovnéZ piedstaven posloupnosti ¢isel
x, Ty, ---, X, kterd vlak jsou vysledky r méteni téhoZ znaku

Eng_ﬂl{gg_@gc_lgém Tyto ¢iseln€ Gidaje shromaZdujeme,
ceme-li si opatfiti pro uréitou ovéfovaci_metodn odhad
chyby méfeni.

%i'esto, ze metody zpracovan{ vysledki obou typa hromad-

ného pozorovani jsou obdobné, zabyva se druhym typem
zvI43té teorie chyb [7]. Pfi nasich Gvahidch budeme miti na
mysli prvni typ hromadného pozorovani.

(2,1) Technika statistického Setfeni a vysledek jého
v nashrom#Zdénych datech.

Ciselné tdaje ziskané statistickym Setfenfm &ili hromad-
nym pozorovinim, nazyvime také statistickd data nebo
statisticky materidl jakoZto souhrn vSech zédznami o prveich
zahrnutych do souboru; zé4znamy museji byti metodicky
bezvadné, aby bylo icéelno vyvozovati z nich dalsi dsudky
pomoc{ statistické teorie, jejiz pevné zaklady tvofi metody,
o nichZ budeme déle jednati. Proto musi odpovidati logickym
podkladim, vylofenym v predchédzejicim oddilu, vyspéld
technika statistického Setfeni, a to nejen rozsihlého, jakym
je séitdni lidu nebo séitdni zdvodi, statistika zahraniéniho
obchodu, statistika mezd a pod., nybrz i mensiho rozsahu
jako pfi studiu souboru néjakého poétu lebek, nebo ne-
velkych vzorku predmétii vyroby primyslové ¢i zemédélské.

Cesta ziskévini statistickych &isel hyvala pryvnim zdrojem
MMM Musi proto odborné a piesné pfi-

praviti souhrn vSech definic a pfredpistd, jakoZto rovinné
zrcadlo, v ném¢ se mé hromadny jev éiselné zobraziti, aby
pokud mozno nic nedeformovalo.
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KaZdému statistickému Setfeni musi pfedchézeti jeho pri-
prava. Ma byti formulovan iéel Setfeni ¢ili stanoven kol
nebo problém, Ktery 4 byti dotyénym Setient ¥elen riebo
objasnén. (Na pr. zjisténi velikosti a sloZeni obyvatelstva
podle Tady hledisk.)

(2,2) Plan Setfeni povahy logické. S hlediska tcelu

Setfeni musi byti vyprecevénplin Xetfeni jednak pro

ziskani (sbirdni), jednak pro zpracovini statistického
ga.mué.lu._ﬂ' 4n Zetfeni musi obsahovati:

a cmﬂ-ﬁ_& zjistiti prl s&{tani 11d_u soubor p¥i-
tomného obyvatelstva na uréitém tzemi, je to obyvatel na
uritém uzemnim prostoru v kritickém okamZiku (tfeba
o pulnoci na 1. prosince) pritomny. Znaky shodné majf byti
udény tak, aby bylo moZno v kaidém konkretnim piipadé
rozhodnouti o tom, patf-li do souborn _¢i _nikaliv. Casové

vymezeni je dino uréitym okamZikem pri zkouméni t. zv.
jevu trvalych, a ur¢itym casovym i intervalem u jeva okam¥j-
tych (porod, shatek, umrti, x-édstice vysilané radioaktivnim
zéfenim). Vécné vymezeni se setkavd s obtiZemi v tom, Ze
pojmy, jak je dévd Zivot, nejsou viZdy jasné a jednoznaéné
(nezamestna,ny) a pojmy, které divd véda nebo prévni rid,
nejsou vidy vSeobecné pfijimény, ale byvaji éasto sporné
(redlnd mzda). Proto musi statistik k uréitému icéelu se-
strojiti-casto-sém—definiei jednotky k uréeni pojmu. To_je
mo#né pri provédém’ statistiky primérnf, t. j. statistik_y
uréené jen k poznam pozorovanych hromadnych jevi. Musi
tedy definovati pojmy podle moZnosti tak jak to vyZaduji
prisluiné védni obory, technika, nirodni hospodérstm apod.;
kde véak to vyZaduje dcel Setfeni, miZe se odchyliti a vlast-
nim zdsahem nékteré skupiny zahrnouti & vylouéiti. P¥i
zpracovéani musf{ ovSem dbéti toho, aby dal piisludné vy-
svétleni o pojmovém vymezeni a tim také sprivny vyznam
ziskanym ¢&fslim. Tak na pi. pii séiténf domi je nutno
urciti, je-li jednotkou dim ve smyslu jednotky stavebné
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technické nebo administrativni a v definici musi byti roz-
feSeno, jak se zafadi nouzové kolonie bez popisnych &isel,
weekendové chaty, obyvané bardky a pod. Kon4-li se Setfeni
za téelem fiskdlnim, musi tvofit zdklad definice jednotky
statistické, definice zdkona o dani domovni. Je ziejmo, %e
v kaZdém piipadé bude okruh zahrnutych piipadd, a tedy
soubor, jiny. Tam, kde m4d byti statisticky zpracovdn mate-
ridl, ktery byl pivodné urden jinému wcelu (na pf. spriv-
nimu), vznikd statistika sekundérni. Zde na rozdil od
primérni statistiky je statistik vdzdn materidlem, jehoZ.
pojmy mus{ pFevziti a neznd vlivu na jejich vytvifen{; musi
.je jen jasné uvésti, aby kazdy statisticky spotreblTéI tyto
zdkladni skuteénosti znal a musil jich dbati pfi posuzovéni
¢fsel a porovndvén{ s vysledky jinych statistik.

2. Stanoveni vyéeti"ovan)'rch zna,ku (na_pf. ¢k,
povo je splnén{ déelu Setfeni,
ktery nekdy sdruiu]e fadu z4jmi. PFi statistice poZdrd na
pi. mé véda hospodifskd hlavné zdjem na Skoddch vzniklych
nédrodnfmu hospoddistvi, poZzérnf pojistovny potiebuji zjistit
Pro vyméru pojistné prémie éetnost poZdra a fadu vlastnosti
poskozenych predméti, aby mohly sestrojit nebezpecenské
tHdy.

3. Urdeni, které édsteéné soubory jest odvoditi z paved-
niho souboru. To vyZaduje stanoveni podrobnosti o tom,
podle kterych znakd mé byti pivodnf soubor roztifdén
a v jakych kombinacich.

4. Rozhodnuti, kterd statistickd éisla maji byti vypoctena
(absolutni, relativni, rizné charakteristiky, s nimiz se dile se-
zndmime) a do jakych tabulek budou sefazena a publikovéna.

(2,3) Plan organisafné techmicky pro sbirani a zpra-
covani materidlu. Tato _mzhgdwmké_mu

pak doprovizena vpatfenimi organisaéné technickymi pro
wumckého_m&tﬂuﬁm Podle statis-
tické jednotky a vyZetfovanych znaki jakoZ i hledisek celého
zpracovani se vypracuje dotaznik nebo séitaci arch, v ném%
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jsou poloZeny v3echny potrebne otazky co nejjasnéji se
zietelem k osobdm, které jej budou vyplnovat aby odpoveédi
byly snadné a spravné Obycéejné se pripojuje také mvod
k vypliovani
individudlnimi listky, t. j. pro kaidy prvek souboru,
nebo hromadnymi, tedy sbérnymi listinami pro celé skupiny
(domécnost, bytova strana), které nabyvaji znaéného roz-
difen{ vzhledem k zpracovini pomocf{ elektrickych stroju,
ponévadZ usnadiuji béZné vyznadovani znaki podle pfedem
vypracovanych klasifika¢nich schemat a dirkovéni, kterym
se pfendfeji znaky na tuhé Stitky vhodné k tiidéni. Tridéni,
se muZe provideéti pii malém rozsahu souboru pomoci édrko-
vand, lepeni zndmek z ttrikového bloku nebo vklidénim
séftacich listka &ili $titkd, pfi velkém rozsahu pomoci
stroju [3]

b,
jaKym se provede shirdni a zpracovini. Rozdéli se vhodnym
mistim a orgdnim ukoly rozeslini dotaznikd, vyplnéni,

revise, sbirdnf a kontroly bud’ 8 hlediska statistického z
vani centr ateridl shroméidl

v jednom mijsté nebo decentralisovaného v nékolika
mistech. Moderni Potteby vyZaduji pfi rozséhlejsich Setie-
nich mnoistvi znakovych kombinaci. To vyZaduje sloZitého
zpracovani pomoci vyspélé techniky, které muZe byti pro-
vedeno jen dobfe vyzbrojenymi statistickymi centrdlami,
jeZ museji viechen puvodni materidl do svych rukou pfevziti
a presvédéiti se o.jeho vplnosti. Nespadd do rdmece naSich
ivah o obecnych metoddch vyklad podrobnosti technického
procesu, ktery musi byti vidy prizpisobovan konkretnimu
Setfenf a studovin z uéebnic k tomu cili sepsanych jako [2]
a [3]: do pripravy pldnu uréitého Setieni patii také studium
metody & techniky uZité pri takovém Setfeni snad jiz difve
nebo jinde a posouditi jak dobfe vedls K zamyslenému cili.

(2,4) Plan publikaéni. VyloZili jsme si metodicky po-
stup, jimZ vznikaji statistickd cisla, kterd se pak jako vy-
sledky statistického Setfeni po pfezkoumdni &iselné sprav-
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nosti a vmtrm shody sestavujl QQLlSﬁl-Déldl.pmh]ad.um

pa.k..p]:eh.ledne,
srovnavaci a jiné. Pro form4lni dpravu jednotlivych tabulek,
jeZz jsou vyznaceny ndpisem, hlavickou sefazujici logicky
sloupce a legendou popisujici obsah fadku, plati duleZité
2dsady; jejichz splnéni vyZaduje poslini tabelarnich pfe-
hledu [2]. Vysledky rozséhlych Zetieni statistickych dtadd
jsou publikovény v publikacich jednak periodickych, jednak
v obsédhlejsich dilech pramennych [3]. Vyskytuje se také
Jovy systém , mikroskopickych archivii‘. Podle ného se
obsshlé tabulky, jichZ je viak tieba k néjakému déelu éasto
uiivati, fotografuji na velmi malou plosku, takZe se sto
¢tverednich jednotek tabulky psané nebo tisténé objevi na
tiech ¢étverecnich jednotkédch filmu. Tabulky tohoto mikro-
skopického archivu se promitaji, aby je bylo moZno &fsti.
Takovy postup urychli nékteré prace uZivajici tohoto mate-
ridlu a chrani jej pfed opotiebovanim.

Ke konci tohoto odstavce tieba jeSté zvldst zdirazniti,
ie jakmile vyjadifme rozeah souboru ursitym cislem, které
se vztahuje na prvky s jiston mnoZinown spoleénych znaka,
zmocni{ se potom tohotn &isla gla,_‘ggmatlka. Pii jejich ope-

racich zmizel empiricko-statisticky vyznam tohoto ¢isla.
Kdyby se jednalo na pf. o pojem ,,hodiny*‘ definovany jako
,,zafizeni k méfeni ¢asu’, jehoZ obsah je tedy ddn dvéma
znaky, zahrnoval by hodiny sluneéni, presypaci, kyvadlové
véZni, pokojové, kapesni, ndramkové ve v8ech rozmanitych
druzich atd. Tomuto pojmu odpovidd jisty statisticky sou-
bor, jehoZ rozsah je dén statistickym ¢islem, sloZenym ze
statistickych jednotek, které maji dva znaky spoletné,
v ostatnich pak ponechdvaji velikou rozmanitost; a tyto
statistické jednot]f se tu séitaji. Zpracovani matematické
piibliz{ k takovému éislu jako k ryzimu éislu, kde mezi
jednotkami neni vibec rozdilu. Proto musi statistik pri
rozboru vysledki na konec vidéti vidy za ¢islem jasné jeho
podklad empiricko-statisticky.
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CAST 1II.

(3,1) Metody k zhu5téni informaee vyjid¥ené posloup-
nosti pivodnich dat. (Sefazeni a tviprava materidlu.
Variaéni obor. Kvartily.)

Sebrdnim materidla jsou prvky zkoumaného empirického
souboru zastoupeny dotazniky nebo séitacimi Hstky, v nich%
jsou jejich vydetfované znaky zapsiny a na né se vztahuje

dal¥f zpracovéni. (Jdaj, ktery popisuje urdity znak se nazyvs
gtatistickd proménné (e Je-li znak uréen jednou proménnou,
nazyvé se jednorozmérnym, jinak vicerozmérnym. Zjistu-
jeme-li idaj i ych ¢

éili studujeme stav souboru v ném, pfihlizfme tedy k sta-
tické strénce problémi. Uréujeme-li Casové zmény znakii
a gledujeme tak zménu piislusnosti prvki do souboru v éase
éili kinematiku souboru, piihlizime k dynamické strince
problémi. V dalsim se budeme zabyvati jen statickou
strénkou. '

Pozorovéinim uréitého kvantitativniho znaku jsme na pf.
dostali v jednotkich miry (nebo védhy atd.) konkretni po-
slouprost hodnot odpovidajicich rozsahu r = 270 prvka
souboru

101 140 78 63 138 110 90 135 58 89
110 102 80 102 99 98 96 110 106 70
103 122 92 107 111 118 106 125 108 103
87 95 140 74 124 80 80 82 88 114
101 118 86 101 84 57 107 107 70 100
88 82 101 86 80 117 97 97 107 115
109 102 83 103 115 84 89 110 92 74
112 99 110 73 133 106 108 97 83 151
83 82 83 105 27 94 66 103 110 104
138 128 123 119 115 98 87 97 132 83
86 86 82 118 100 134 99 75 81 109
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118 74 107 87 46 117 80 88 87 92
88 102 69 99 83 67 110 99 91 86
71 92 103 91 98 131 102 110 108 120
80 139 102 76 118 89 84 86 89 92

111 83 124 78 161 148 104 96 130 86
85 108 80 104 66 104 87 108 102 78

115 119 118 79 92 110 91 72 95 114

123 107 96 97 100 91 163 86 86 89
85 106 117 106 94 87 94 123 92 124
73 115 90 103 138 95 138 106 88 107
85 98 94 101 108 117 119 95 97 109

106 136 78 109 86 82 112 127 89 133
97 81 101 76 126 96 98 90 114 73

110 94 88 118 113 100 91 111 90 100
89 110 100 82 79 108 136 98 126 113

116 101 71 70 201 124 89 115 93 86

Na téchto datech uvedenych ve formé neuspofddané
prvotni tabulky ukd?eme metody sefazeni a soustfedéni do
mensifho poétu ¢&isel. Prvnim krokem v ﬁprave mnoimy
pozorovanych hodnot jedné proménné z je sefazeni jejich
podle velikosti, a to v pofadi hodnot neklesajicich z, <
< 2, < ... < «,. Pii tom tedy najdeme nejmensf pozoro-
vanou hodnotu proménné z, = 27 a nejvétsi z, = 201,
jejichZ rozdil 2, — x, = 174 se nazyv4 variaéni obor nebo
va.rla.cni rozpeti, a snadno na]Heme medién & = 99, pred

iz je jev sera.zené posloupnosti 7' ¢lent a za nim 7” clenu,
i)gxcemi 7’ = 7". Vyjmeme-li ta.kovy ¢len pied nim% je r
a 28 nim 7" &lend tak, %e 3 = r” dostdvéme dolnf kvartil

= 86 pred nfm3 je tudiZ étvrtina élent posloupnosti & za
nim tii étvrtiny.

Jelli ¥ = 37", nazyvdme pHsluSny vynaty ¢len hornf
kvartil , = 110. Tak rozdéluji oba kvartily a medidn
pozorované hodnoty na ¢tyfi skupiny o stejném podtu
prvki.
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Serazeni hodnot z:

27 78 83 87 92 97 102 107 110 118 131
46 78 83 88 92 98 102 107 110 118 132
57 78 83 88 92 98 102 107 110* 118 133
58 79 84 88 92 98 102 107 110 118 133
63 79 84 88 92 98 102 107 111 118 134
66 80 84 88 93 98 102 107 111 118 135
66 80 85 88 94 98 102 107 111 118 136
67 80 85 89 94 99 103 108 112 119 136
69 80 85 89 94 99 103 108 112 119 138
70 80 85 89 94 99* 103 108 113 119 138
70 80 86 89 94 99* 103 108 113 120 138
70 80 86 89 95 99 103 108 114 122 138
71 81 86 89 95 100 103 108 114 123 139
71 81 86 89 95 100 104 108 114 123 140
72 82 86 89 95 100 104 109 115 123 140
73 82 86 90 96 100 104 109 115 124 148
73 82 86 90 96 100 104 109 115 124 151
73 82 86%* 90 96 100 105 109 115 124 161
74 82 86 90 96 101 105 110 115 124 163
74 82 86 91 97 101 1056 110 115 125 201
74 82 87 91 97 101 106 110 116 126

76 83 87 91 97 101 106 110 117 126

76 83 87 91 97 101 106 110 117 127

76 83 87 91 97 101 106 110 117 129

78 83 87 92 97 101 106 110 117 130

(3,2) Momentové charakferistiky (obecné, kolem arit-

metického priméru, momenty smérodatné promén-

né). Takové uspofdddni hodnot mi nékdy svij vyznam
v potéteénim stadiu rozboru. Nelze vEak ani pfi pomérné ne-
velkém rozsahu souboru, jakym je n48 piiklad, zachytiti v my-
sli takové mnoZstvi Gisel v celku, proto je tfeba zhuitovani.
K nému spéjeme dvoji cestou. Prvnf cesta spoéivéd v tom,
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%e si definujeme uréité konstanty, které charakterisuji takové
posloupnosti. SnaZime se, aby byly definovény jednoduchym
zpisobem, aby byly snadno pocitatelné a zahrnovaly
viechny tdaje.

Nejjednodusdi charakteristikou, spliiujicf tyto podminky,
jearitmeticky primér proménné z, ktery se rovnd soudtu
\zgg_cmm _promépiné, délenému jejich. poctem ‘Oznadi-
me-li a.ntmetlcky prumér nebo krdtce primér hodnot
Z,, Zy, ---, 2, pak tedy plati rovnice

,/E=—(x1+z,+ +z,)——2 . (1)
(e Ti=1
Aritmeticky primér se nazyv4d také prvnim momentem.

cela obdobné se pak definuji dals{ momenty, takfe k-ty
moment ', ;. ktery se také nazyvé momentem k-tého
Yadu, jest prumérem k-tych mocnin hodnot proménné, je

(te_d_y_zyj@'ﬁnlmmici-—-
{pep = (zl + gt + .. +z,‘>=—2 z* (2)

Ti=1

v

aritmeticky primér oviem plyne z této rovnice pro k =1,
takie = u',; a dalsf momentové charakteristiky dosté-
véme, klademe-li k=2, 3,4, ...

Vedle téchto obecnych momentd majf ve statistice zvl4&tns
vyznam momenty kolem aritmetického priméru.

Oznaéfme-li odchylku jednotlivych hodnot proménné od
aritmetického priméru_§; = z;— Z, potom momenty kolem
aritmetického priméru u,; definujeme

tap= 7 3 B ®

Prvnf{ moment kolem aritmetického priméru je roven nule,
nebot’ pro k=1
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1< o
pm_—ZL —;m—ﬂ= ;
" )
= —Z Z"—-—= 5—2_?=0.
7= r
Pro vypotet dalifch momenti kolem aritmetického priméru

pro k=2,3,4, ... maji vyznam vztahy, které plati mezi
nimi & momenty obecnymi. Snadno je odvodime takto

§2= zl — 2zy7 + 22
ot = xy* — 22,7 | 22

e =2 — 2:1:,-% + z
T
Sen-
i=1

Odtud plyne délenim r

M-.

—2;1:2:1:, + rz?

—Z&=—Z%—%z+ﬁ

T i=1

¢ili
Obdobns | Ma2 = Wap— T (5)
obne M T
E3= 23— 3%z + 32,22 —1*
3 = 23— 32,7 4 a2 —
£2 = 25— 32,% + 32,80 — 2
r r r r
DER=222 350 22 + 372 4i—r2®
i=1 i=1 i=1 i=1
takZe
1< 1< 1<
—_ —_ —_ .2 - T o
rg ’_g 3zrigl:t. +322. 72—
a tedy -

LHos = Was— 35lan + 2. (6)
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Stejné se odvodi

Mza =t s 4 — 4T 3 + 627 1,9 — 32t (7
Dalsfch momenti se uZivd velmi zif{dka a obecny vztah se
snadno najde rozvedenfim (z;— z)* podle binomické véty
[11, 12].

Druhého momentu kolem praméru si zvl4$té poviimneme,
nebot’ spodivd na souétu &tverci odchylek proménné od
priméru a proto charakterisuje rozptyl pozorovanych
hodnot proménné. Obylejné se uZivd k méfeni rozptylu ¢ili
variability jeho druhé odmocniny, kterd se nazyvé sméro-

datnd odchylka
105 = V2o = ERXS ®)
nebot pak je mira téhoZ Fozméru jako pozorovany znak.
Pii vypodtu vychdzi tedy v téchie jednotkach, v nichZ jsou
napozorované hod.noty promeénné a jeji dtverec 6. = g
nazyvé -
Zavidime ]eéte pojem ,,smerodatné_promenné.“ t
tak, Ze méfime odchylky promen.né od priméru smérodat-
nou odchylkou éili vyjidifme je v jednotce ,smérodatni
odchylka‘, potom _
L m—zx & 9)
Oz Oz
&m% dostdvime cisls. ‘bez 1 rozmeru, “miZeme Fici abstraktni;
poskytuji viak vyhody pfi mnohych matemstiokych opera-
cich a usnadiuji nékterd srovnivéni.
Vyznamné jsou nékteré vlastnosti momentd sméro-
datné proménné

- ﬂm—iJl’
pa=t=- i-1 s Z—T_igl& =0
(w.—:r)2 1 1 &y, e
- 1S _ta2_
,ut,2 z G Gzz r ,Zl's' 0‘,’
L S@m—3P 1 1<, ps
Hes = 7121 o ol 2:15' "o



Ackoliv te:dy He1 =0, sr2 = 1, hodnota trettho momentu
smérodatné proménné u,gs z4visf na hodnotdch promenné
Je zndma pod ndzvem Sikmost nebo kosost a oznaduje se
symbolem o3, takZe
“z’a /“13 ﬂ2,3 . (10)

O'zs Uz,20

Postoupime-li déle ke &tvrtému momentu, vidime, Ze

Mg = 'l::': (11)

a oznacujeme jej pak obyéejné oz 4. Je vyrazem Spicatosti
nebo plochosti; uzivé se ho k tomu Géelu ve tvaru oz 4 —3
& nazyvé se koeficientem Spi¢atosti nebo excesem. ;

Sezndmili jsme se tedy se zdkladnfmi momentovymi
charakteristikami souboru, jimi% jsou:

1. rozsah souboru 7,

2. aritmeticky prameér hodnot proménné z,

3. smérodatnd odchylka o,

4. Sikmost (kosost) oz,3, .

5. §pitatost (exces) oz — 3. /

Jejich prakticky vypoéet vyZaduje zjednodudeni vypoctu
momentl. K tomu lze ufiti zdkladniho teorému o ‘mo-
mentech, ktery zni: Mﬂgetwkého 10_pru-
_m@ry se nemsni, zveétsi-li se nebo zmens{-li se viechny hod-
noty Promenné o _stejnou_konstantu.

Dikaz provedeme snadno, odedteme-li na pi. ode viech
hodnot proménné z hodnotu z,, které se nékdy fiké pred-
béZny prumeér. Potom je z;— x, = 7; novd proménnd, pro
ni% jsou charakteristiky definovdny stejné jako pro z, &ili
prameér
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a k-ty moment kolem primeéru

Pore =~ Z (s — )%
t=1
Predeviim dostdvdme

.le.' = 77T, -|—_Zl’r], gili z = Z, _}-;]
MizZeme tedy psdti
Hi—n = (Ti— T)— (T— 2g) = mi— & = &

a tudiZ moment

1< — 1<
pne = — 2, (hi— ) = — 2 & = o, (12)
i=1 Ti=1

cot je dikazem, Ze se nezménil.

(3,3) Tabelarni podévéni vysledkd. Rozd¥leni Eetnosti.

Druh4 cesta ke zhustén{ pozorovanych dat vede pres tabulku
rozdéleni Cetnosti. )

Statisticky soubor prevedeme do tabulky rozdélenf
tetnosti, kterd m4 dva sloupce. V_prvnim jsou_gefazeny
podle velikosti jen rizné hodnoty proménné, které byly

pozorovény. V_druhém sloupei je uveden pofet prvkil, na
nich? byla ka¥d4 z téchto hodnot pri etient zjisténa. Tomuto

pottu prvkd 8§ hodnotou proménné z; ifkime cetnost 7;.*)
I tato tabulka rozdélenf detnosti je jeSté mdlo prehledna.
Proto postupujeme ddle ke skupinovému rozdélenf éetnosti.

(3,4) Skupinové rozddleni &etnosti. Tento typ tabulky
vznik4 tak, Ze nékolik hodnot proménné se sdruZi k utvofeni
]ednoho intervalu a éetnost se uvaddi jedna pro cely interval,
zvany ti{da. Tak médme v prvnim sloupei t¥{idn{ intervaly

a v druhém sloupei celkovou éetnost véech hodnot proménné,

*) Ctenér si laskavé sAm napiSe tuto tabulku z ¢isel naSeho
piikladu na str. 19.
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M___B_%_J_,_WM'HE\ Ze tato tabulka jiZ nepodavd
detnost kazdé pivodni pozorované hodnoty, nepfedstavuje
je jiz pfesné a néco z pivodni informace se ztrici v zdjmu
piehlednéjiiho obrazu o vieobecném tvaru rozdéleni éet-
nosti.

V nasem éiselném pifkladu sdruZime tieba hodnoty 83,
84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, do jednoho
intervalu, ktery bude zastupovdn zpravidla jejich primeé-
rem, zde 90, a pocet prvki spadajicich do této tiidy bude 80,
coz je tedy tFfidni detnost ;. Tento interval m4 délku
15 jednotek, v nich% byl znak méfen. Postupujeme pak
podél stupnice méfeni a zachovivajice stdlou délku inter-
valu, rozdélime celé variaén{ rozpéti na stejné intervaly
a cely soubor na tfidy. Pfi této konstrukei jak patrno,
vznikaji dvé dileZité otdzky. Jednak tieba stanoviti délku
&li velikost intervalu s éfm% souvisf jejich polet, jednak
vymeziti hranice intervald. S tim souvisi také otdzka po-
g4tku prvniho intervalu. ReSenf téchto otdzek se pongkud
lisf dle toho, jednd-li se 0 znak rozpojity, kdy proménna
nabyva jen isolovanych hodnot, nebo o znak spojity, kdy
probihd viechna redlnd &isla urditého intervalu. Nejprve
prihlédneme k prvnfmu pifpadu.

(3,5) Délka a hranice t¥dniho intervalu, Neni-li spe-
cielnich potfeb danjch pifmo uéelem Zetfeni, pak wuréu-
ji_volbu vel.ikosti tiidniho intervalu dvé vieobecné pod-
minky: ™

1. hodnoty proménné, zafazené do tiidniho intervalu lze
mklﬁﬂitl 8 hlediska cile Setfenf za zastupitelné primérnou
hodnotou tHdnfho mtervalu. J;teré 1__pmwd.la._mtoiné

rozhodneme se pro interval 3. nebo 5-1ety, podle toho,
stacf-li pfi pouZiti této tabulky zastoupen{ \mrtnosti kraj-
nich véki intervalu pétiletého ¢&i tifletého tmrtnost{ véku
prostiedniho.)
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2. Pti zachovéani prvnf podminky mé byti délka intervalu
co nejvétsf. V praksi byvaji tyto podminky splnény nej-
¢astéji volbou intervalu takové délky, %e se soubory podle
velikosti rozsahu rozpadnou do 10 a% 20 tiid. Vychdzfme-li
z této zkuSenosti, gtanovime piiblizné-délku—intervalu;
délime-li variadni rozpéti—(#—z;) poitem tifd, ktery je
zvolen tak, aby pfi malém rozsahu souboru byly tfidy
obsazeny, ¢ili mély dostateénou detnost a pfi velkém roz-
gahu, a g’y bylo rozdélenf éetnosti piehledné.

Také lze uréovati velikost tiidniho intervalu se zietelem
ke smérodatné odchylce, kterou k tomu téelu zhruba od-
‘hadneme z predpokladu, Ze variaéni rozpéti se pribliZné
rovnd Sestindsobku smérodatné odchylky (pravidlo BSesti
sigma [5]), Velikost tidnfho intervaly b potom uréfme tak,

aby splfiovals nerovnosti 2h < (z,— ;) : 8 < 4h._

Tato liboviile v uréovéni velikosti tiidnfho intervalu a tim
podtu tid je oviem pro matematickou statistiku velmi ne-
piijemnd. Jsou proto odvozeny také zplsoby uréovéni,
spotivajfc{ na porovnini s binomickym rozdélenfm éetnost{
[str. 66. rovnice (37)].

8110 j n{ hranic intervald. Pii
znaku rozpojitém se snaZime stanovit dolni a horni hranici
intervalu tak, aby bylo o kaZdé hodnoté proménné jasno,
do kterého intervalu patii. Obyéejné se stanovi v poloviné
mezi jednotkami posledniho mista, v némZ byly hodnoty
proménné uvedeny. V nafem pifkladu se jednd o ¢isla celd,
takZe interval svrchu zminény vyznaéime hranicemi 82,5 a%
97,5. Stied intervalu, ktery zastupuje véechny hodnoty do
ného spadajicf, zistévd tak &slo celé.

Zpravidla' zavédime vSechny intervaly téie délky, aé
materidl si nékdy vynuti vyjimky, zvlisté tehdy, kdy by
byl rozsah stupnice pfili8 veliky a nékteré obory na pi.
vysokych hodnot velmi Fidce obsazeny. Také nékdy prvni
interval byvd dolu neohranideny, takie jsou do ného za-
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tazeny vSechny hodnoty aZ do stanovené horni hranice
jeho; podobné je nékdy posledni interval nechraniéeny
nahoru. Poloha intervalu stanovens dolni hranicf byvé
dosti libovolnd a jeji volba nemd wvelkého vlivu na hod-
noty charakteristik; nékdy vSak vyplyvd z povahy ma-
teridlu.

Kupi-li se na -pi. hodnoty pozorované ndpadné kolem
urditych é&fsel na pf. 5 nebo 10, snaZime se, aby tato &isla
padla do stfedu intervalu, ktery jej zastupuje. Hodnoty,
které zastupujf intervaly, budeme opét znaéit x;, : =1,2...,
takZe hranice intervali délky A budou

xi— 3h, z; + k.

V ptipad$ spojitého znaku nemiZeme uvésti viechny jeho
hodnoty. Rozdélime zase jeho celé variadni rozpéti na I
ste]nych g4st{ a dostaneme intervaly (x; — }h, =i + }h),
pii demZ x; + 1h = x; 1 — }h. Zafazovini prvkia do tiid
se miife providét trojim zpisohem: do intervelu spadaif
hodnoty znaku « spliujici nerovnosti

N gh< 2< i + $h,
2 z—h< o< 7 + }h,

" 3. zi— th < T < xi + 1k, pii CemZ tam bude zafazena
polovina prvka se znakem z;— }% a polovina prvki se
znakem z; 4 }Ah. Neni-li stanovena dolni hranice prvntho
intervalu, zafadi se tam viechny hodnoty proménné z <C
< z, + }h, po piipadé z < x, + }h. Do posledniho inter-
valu neohraniéeného shora jsou pak zahrnuty hodnoty pro-
ménné z > z;— 1k, po pfipadé x > x;— b, .

Hodnoty spojité proménné mohou byti méfeny jen s uréi-
tou plesnosti, takie také v tomto piipadé vychdzeji ze
statistického Setfeni jednotlivé hodnoty isolované. Je dile-
Zito, aby stanovené hranice ukazovaly, na které desetinné
misto bylo méfeno {5]. Toho docilujeme bud tim, Ze jsou
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v hranicich pfimo vyznadeny krajni hodnoty, které do inter-
valu spadaji, nebo hranice vymezuji hodnoty spadajici do
intervalu pomocf dalitho desetinného mista.

Objasnfme si to pfikladem. Predstavme si, %¢ byl stanoven
znak u ka?dého prvku souboru na setiny uréité jednotky
miry (cm, kg, ...) a hned zaokrouhlovin na desetiny; to
znamend, Ze dostaneme vysledky, o.nich fikdme, %e byly
méfeny s piresnosti na desetiny.

Zaokrouhlen{ bylo provddéno tieba podle dohody, Ze
zlomky 0,01 aZ 0,04 se zanedbaji, 0,06 aZ 0,09 divaji 0,1
& 0,05 u sudého ¢fsla na pfedchozim desetinném misté dﬁvé,
0,1, u lichého se zanedb4.

Kdybychom tvofili na pf. intervaly délky 0,5, tedy po
péti hodnotach znaku (pocet lichy) dostali bychom tieba
80,0—80,4, 80,5—80,9, ... a stfed intervalu &ili tFfdnf znak
bude 80,2, 80,7, ...

Kdybychom tvofili intervaly délky 1,0, tedy po de-
siti (sudjv potet), byl by stied intervalu a tedy znak
80,45.

Mohli bychom viak pfi méfeni s presnosti na desetiny
vyznalit hranice v prvnim pifpadé éisly 79,95, 80,45,
80,95, ... coz také uréuje jednoznaéné, Ze v prvém intervalu
jsou hodnoty 80,0, 80,1, 80,2, 80,3, 80,4 a podobné ve
druhém. Tim je soudasné vyjidieno, Ze z hodnot stanove-
nych na setiny spadaji do prvniho intervalu 79,96—80,44
a do druhého 80,45—80,95, z cehoZ také vyplyvd stied
80,2, 80,7.

V drubém pripadé pak spadaji do intervalu hodnoty
79,96—80,95, takZe stfed je 80,45, nebot 5 na dalsim nfsté
se zanedbdvsd, kdyZ predchéz{ liché éfslo.

(3,6) Sestrojeni tabulky skupinového rozdEleni Cet-
nosti pro dany pfklad. Sestrojme nyni skupinové roz-
déleni Getnosti pro materidl nadeho pifkladu. Znak byl
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méfen na celé jednotky. Stanovime hranice na pf. druhym
zpisobem pomoc{ dalifho desetinného mista. Zvolime inter-
val délky A = 15. Dolni hranice prvnfho intervalu pak bude
z;— +h = 22,6. Dostaneme tak tabulku o 12 tfiddch, kde
v prvnim sloupci uvedeme hranice intervali, v druhém pra-
mér hodnot proménné spadajicich do intervalu ¢&ili tiidnf
znak a ve tfetim sloupci pfislu¥nou pozorovanou Getnost
tiidnd.

Tabulka 1.
Tiidni Kumula-|| Rela- K"tlimwl:ila"
Cetnost tivni tival |
hranice znak getnost (| &etnost Sotnost
1 2 3 | 4 5 6
gg'g 30 1 1 0,4 0,4
52'5 45 | 1 2 0,4 0,8
67'5 60 6 8 2,2 3,0
82’5 75 38 46 14,1 17,1
97’5 90 80 126 29,6 46,7
e 105 83 209 30,7 77.4
127’5 120 39 248 14,6 91,9
142’5 135 17 265 6,3 98,2
157’5 150 2 267 0,7 98,9
172’5 165 2 269 0,7 99,6
187’5 180 0 - 269 0,0 99,6
202'5 195 1 - 270 0,4 100,0
Celkem ..... 270 100,0
r= 270

Vzhledem k pomérné malému rozsahu souboru lze pro-
vésti rozti{déni do skupin stanovenych tiidnimi intervaly
bud metodou skldddni listki nebo metodou éé,rkovaci
kterou si znizornfme takto:
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22,6 137,56 52,56 | 67,6 | 82,5 | 97,5 |112,56(127,5)|142,56(157,5/172,5| 187,6
af | a¥ | aZ | a% | a% | a% | a¥ | a% | aZ | a¥ | a¥ | a%
31,6| 52,6 | 67,5 | 82,5 | 97,5 |112,5/127,5|142,5{157,5{172,5(187,5|202,5
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1|l|6|38|80|83|39 17|2‘|2 0|1

K nékterym Géelim je dileZito zniti potet prvki, jejichz
hodnota znaku nepievysuje hranici uréitého intervalu tifd-
ntho; ten podet uddvéd kumulativni ¢ili souétové rozdéleni
detnosti, které dostdvidme z rozdéleni Cetnosti (sloupec 3)
zapsén{m &etnosti prvni tfidy a postupnym nacitdvanim
jednotlivych t¥idnich éetnostf k pfedchozimu souétu (slou-
pec 4) 8;=8;_1 +n;, 8, =n,. -

Tato tabulka ndm ud4va na pf. ihned potet prvki, jejich
hodnota znaku =< z; + }» a tedy snadno pak pocet
ostatnich, jejichZ hodnota znaku je vétsf éili detnosti ti-
dénf dichotomického. V nalem piipadu, se jednd o znak
kvantitativni; pfi ném dichotomické tfidéni znamend, Ze
bud se vyskytuji jeho hodnoty a% do x; -+ $h nebo se ne-
vyskytuji. Je to obdoba alternativy pfi znaku kvalitativnim
(mu% — %ena). Ttidfme-li podle mnoha stupfii znaku, na-
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zyvime tekové ti{dén{ polytomické. Kromé napozorované
detnosti prvki, t. zv. absolutn{ etnosti tiidni, m4 v dalsich
tivahich velky vyznam relativn{ fetnost tidnf, kterd je
podilem absolutn{ tf{dni Getnosti a celkového rozsahu sou-

boru f; = —7:—' Velmi éasto se uvddsji relativni éetnosti

—

v procentech (sloupec 5),
Tabulka relativnich

éetnostf, jejichZ soudet

!
se rovng jedné ZI.- =1
i=1

je jen tehdy dpIng, je-i |
soucasné uveden rozsah ° 1
souboru r. Z ni se zase b)
odvozuje kumulativn{ o
rozdéleni relativnich éet-
nost{ (sloupec 6) F;—= o
=Fi 14 |

Sezndmili jsme se - Lt
8 hlavnimi metodami * / \ )
zhusténého poddvinivy- « — - 0
sledkti jednak pomoci \
charakteristik, jednak VRN o
formou tabeldrni. P

. (3,7) Gratické poda- —

vanf statistickyeh vys- a)
ledkii. K dal$imu usnad- * 20
néni prehledné a jasné
predstavy o studovaném r u
souboru uZfvd statistika |
grafického poddvéni vy- - ;-'_I BT
sled].{l'l Setfeni. VytvdH - Obr. 3. Grafické zndzornéni
grafické profily souboru - rozdsleni %etnosti z tab. 1.
tim, Ze zndzorfiuje jeho
rozdélenf Getnost{ podle vySetfovanych znaki.

L]
g

Jo

P o

200
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Pouzivé se k tomu iéelu v systému pravothlych soutadnic
vodorovné osy usedéek pro stupnici hodnot statistické pro-
ménné a osy poradnic pro ¢etnosti. Znizornénf lze pak pro-
vésti nékolika zpusoby.

Diagram tyékovy vzniké vzty¢enim fady pruhu vysky
rovnajici se tiidni ¢etnosti, jejichZ stfed je v prostfednich
bodech tid, t. j. v bodech zndzorfiujicich tfidn{ znak
(obr. 3a). Sffka pruhti byvé rizni; zvldité dasto se uZivé
tizkych isecek délky rovné tifdnf éetnosti (obr. 3b) vztyce-
nych v bodech t¥dnich znaki. Velmi vhodnym prostfedkem
grafického zndzornéid je mnohothelnik (polygon) &et-
nost{ (obr. 3c), ktery dostaneme, jestlize tetky nebo krouzky
Ve vy$i tifdnich Getnost{ nad body ti{dnich znaka spojime
tsetkami. Krajové teCky se spoji se stiedem nejbliZitho
intervalu na ose tsecek, ¢imZ je polygon uzavien. Oblibenym
je zndzornéni pomeei histogramu Getnosti &ili sloupkovy
diagram sestdvajici z obdélniki, jejich? zékladna se rovnd
Intervalu tfidnimu a vyska tifdnf Eetnosti, délené délkou
intervalu (obr. 3d). V histogramu predstavujf plochy obdél-
nfkd tfidni éetnosti; je to jako bychom meéfili stupnice t¥d-
nfm intervalem jako jednotkou. Kraje sloupki predstavujf
tidn{ hranice. V obraze a) aZz d) je soucasné patrno, Ze
zndzornuji také relativni éetnosti uvedené na pravé strané
obrazu, takie byvd vyhodné uZiti obou stupnic. Jako pii
tabulce, tak i pfi diagramu relativnich etnosti nem4 sché-
zeti uvedeni rozsahu souboru.

Znézornfme-li zpisobem c) data sloupce 4. nebo 6., ale
pro horni hranice pifsluiného intervalu, dostaneme kumu-
lativni diagram é&etnosti neboli ogiv (obr. 4a), kde je
vyznacens na levo aritmetickd stupnice pro etnosti abso-
lutni a napravo pro éetnosti relativni, vyjddfené v procen-
tech. UZfvd se s prospéchem pro relativni Cetnosti také
stupnice nomografické (pravdépodobnostni, obr. 4b),
kterd prevddi souétovou kiivku Gaussovu (str 84) na
primku {9], [7]. K vykladu stupnice a téelnosti jeji miuZeme
pristoupit a% pozdsji.
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Obr. 4. Grafické zndzorn&ni kumulativni &etnosti. (Soudtové
kiivky.)
a) V aritmetické stupnici pro absolutni i relativni &etnosti.
b) V pravd&podobnostni stupnici pro relativni &etnosti.
¢) V logaritmické stupnici pro absolutni i relativni &etnosti.
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Stupnice logaritmické se uiivd tam, kde je tfe-
ba diagramu méné citlivého na malé variace, kde by tedy
v citlivém diagramu nevynikl celkovy hlavni pribéh
(obr. 4c).

Uloha: Znizornéte pomooi histogramu a) imrtnost muzi
na rakovinu a b) umrtnost obojtho pohlavi na chiipku,
ktera je uvedena v poétu piipadi na 10 000 Zijicich v letech
vékové stupnice s nestejnymi intervaly. Cetnost v prvnf
vékové ti{dé se vztahuje na 10 000 Zivé narozenych. V pfi-
padé a) dostanete tak zv. J-kfivku a v piipadé b) tak zv.
U-kiivku.

Vé&kova tiida a) b)

0— 0,1
1— 0,1
5— 0,0
15— 0,2
30— 9,4
60— 65,0
70— 100,9

Dalsiho zhuSténi pozorovaného materidlu dosahujeme
spojenim obou dfive naznafenych cest, které vyZaduje,
abychom upravili zpasob vypodtu momentovych charakte-
ristik pro skupinové rozdéleni éetnosti.

(3,8) Zikladni charakteristiky a jejich vypofet pro
skupinové rozddleni &etnosti. Je-li z celé posloupnosti r
hodnot z; jen I hodnot od sebe riznych, sestavujeme jedno-
duchou tabulku rozdélen{ Getnosti

251, Tgy -y g
_— .
Ny, Ngy - .., MYy

pro niz pak obecné momenty jsou vyjadfeny rovnici
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Wap=— (nlxl F gt o ) = — Zn.z.*, (13)
pn cemi n, +ny +... +ny=r. Vidime totli ie soudty

Zn.x; jsou numericky ekvivalentni souétim Zx;‘. Na
i=1 i= 1

pf. pro k=1 bude me.- Za:.prok_2jez:cg“m—

iw=l
z z2 atd. V soudtech z x{n; jeou jiZ sefteny urdité sku:

pmy hodnot 2%, a to tech které jsou stejné.

Pro momenty kolem aritmetického priméru plat{ totéz
co jsme diive odvodili a rovnéZ vztahy mezi nimi a momenty
obecnymi se neméni.

(3,9) Vypofet momentii metodou vhodn¥ zvoleného
pofitku. Pristoupfme nyni k vypoStu momentd pro sku-
pinové rozdéleni Getnosti. Vypodet se zjednodusf zpravidla
metodou vhodné zvoleného poidtku nebo metodou
soudtovou. Provedeme jej nejprve pro nd8 numericky pifklad
prvoni metodou.

Mdme ! tiid Cetnosti a tedy ! tiidnich znakd, které za-
stupuji vSechny hodnoty proménné. Cetnost n; nileZf celé
tiidé, v niZ vSechny hodnoty proménné jsou zastoupeny
tiHidnim znakem ;. Je tudiZ obecny moment ddn vyrazem

: 1
, .
Wk =— 2 zin;.
ri=1

Zjednoduseni vypottu dosdhneme tim, %e zavedeme novou
proménnou, pro -niZ zvolime novy vhodny poddtek =z,
a budeme ji méfit délkou intervalu jako novou jednotkou.
Cely vypocet tedy bude proveden v jednotce 2, v délce
tiidnfho intervalu. Novéa proménmi bude

Xi— Io

h h ’

U = takZe x; = hu; 4 x,. (14)
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Aritmeticky prﬁmér se vyjédi'i takto
— 1
= —sz.-— —Z(hu. + zp) s =
= [ k 2 wni + x.,z m]

z GehoZ je patrno, ie
T = hit + z,. (13)

Druhy moment kolem aritmetického priméru pro promén-
nou %; odvodime podobné.

Druhy obecny moment pro proménnou i = Xi— Ty je
,u n2 = 7277:27% = —hzzuiznt
Vime 2 rovnice (5), Ze
’ ot
Hn2 =M a2—TN §
a vzhledem k zédkladnimu teorému o momentech p, ;. = uy, 1.
tedy také

B 12 1 d 2
pre=pez—nt=h? [—zufﬂi—(—zumi) ]
Ti=1 Ti=1

Pz = B[y v — @],

éili

cot lze pesti také

Brg = Mg (16)
a smérodatni odchylka bude tudiZ vyjidfena rovnici
0, =hou. (17)

Pro treti moment dostaneme

1
Png = 7_21775'"-' =— h" Z uim,
i=

i=1

Hns = W'n3— 3'—7..“ 72 T 27) .
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& podle zdkladniho teorému o momentech

Uz,8 = fn3 =
14 1< 1
= A3 [-—Zu{’nl—3(—2um.) (—Zu;’ng) +2’li3:|
Ti=1 Ti=1 ri=1

- Mr3 = hs[a""“.ii - Mﬂ'u,‘.’ + 249
éili
Ko = Bpus. (18)
Vzhledem k tomu je patrno, Ze Sikmost nebo kosost se touto
zménou proménné neméni, nebot
Hz3 Hul _
dag="TF =55 = Fus (19)
Stejnym zpusobem si étendf ukaZe, Ze plati pro ¢tvrté mo-
menty
#;4=hﬂu43tUdlZ Ky = Ky4- (20)
Obecné odvozeni pro k-ty moment nedini potiZi.
Kontrola numerického vypodtu momenti proménné u se

provadi t. zv. metodou posunutych momentu éili Charliero-
vym testem. Tento postup se zaklidd na binomické vété

(wi +10° = u® + 3u? +3u; + 1,

takZe vynisobime-li tiidni Getnosti n; a setteme pro viechna
7 dostaneme

{ i 1 ! 1
D (i + 1P ng= D uPni+3> ulni+3 2 umi + > ni. (21)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Poéitdme.li momenty a% do étvrtého f4du, pak providime
kontrolu podle (u; + 1)

(3,10) Vypolet momentd metodou soultovon. Také
pii této metodé zvolime pomocny poédtek na prfklad tak,
Ze prvni hodnoté znaku, pro kterou se v-tabulce vyskytuje
néjaka ¢etnost, piidélime znak » = 1, znak dali{ tfdy ozna-
¢ime u = 2 atd. S&itdme pak cCetnosti zdola pfes celou
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tabulku a pro kaZdou tiidu vyznaéime pfisluiny mezisoudet.
Tento souétovy sloupec pak znovu seéitdme zdola a to opa-
kujeme tolikrdt, kolik momenti potfebujeme. Posledni sou-
¢et v kazdém sloupci oznaéime postupné Sy, 8;, S, ..., S ...
MuiZeme si odvoditi, Ze

Sp=2im=N, 8 =iin,

S2= Zii(Z;!_—l—z’n;, ,SL=Z?/ (l +I;c— l)ni, vee

Oznatime-li s, = g—‘ a tyto hodnoty s, vyjadiime pomoci
0 ’

momenti proménné « kolem pocétku # — 0, dostaneme
4 =pu1=1%
8 =32 +9)
8y =} (u'u3 + 3p'uz2 + 24)
.34 = ‘21‘((,“'14,4 =+ 6["u,3 + llll'u.2 -+ 64).
Z téchto hodnot pak plynou vzorce pro obecné momenty
proménné u
U = ,u'u,l =8
Mg = 28y—8
#u3 = 68;— 68, + 3,
L ﬁ’ﬁ",‘_: 248, — 368, + 145, — 3,.
Momenty kolem aritmetického priméru uréime obvyklym
zpusobem difve uvedenym. Vyrazy pro vypoéet momentiu

kolem aritmetického priméru pFimo z hodnot & jsou dosti
sloZité a proto je neuvidime.

" Soudtové metody se méné pouZivd, protoZe pracuje s vel-
kymi &fsly, zvldsté pii vétdim poétu tifd & vysSich momen-
tech.: Podetni{ postup pfi jejim pouZitf je nejlepé patrny
z piikladu podle tab. 2.
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x; uil > Z(3)

1) 2) 3 4
30 1 1 270
45 2 1 269
60 3 6 268
75 4 38 262
) 5 80 224
105 6 83 144
120 7 39 61
135 8 17 22
150 9 2 5
165 10 2 3
180 11 — 1
195 12 1 1
xz 27:0 13530
/]
So= 270 A
8, = 1530
S, = 5345
8, = 14723
S‘ = 35069

Pul=10=28
Wuz=286—38
# g = 68— 63, + 8

Z@) Z(5)
5 6
1530 5345
1260 3815
991 2555
723 1564
461 841
237 380
93 143
32 50
10 18
5 8
2 3
1 1
5345 14723
£ 2
8 = %; =  5,6667
8, = g—z — 19,7963
83 = :—: = 54,5296
8, -
5= 5+ = 120,8852
0
= 567
= 33,926
— 214,087

Wus = 248,— 3683 |+ 148, — 8, = 1425,661

Z(6)
7
14723
9378
5563
3008
1444
603
223
80
30
0
4
1

35069
(.

7
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Hu2 = ,U"u,2_77'2 = 1,815

Hu,3 = M'u,s — 3,”',15,272 + 24° = 1,250

Mup = g W'u sl + 6’y g — 30t = 16,456
Je moZno voliti potdtek na pi. pobliz tifdy s nejvétsi cet-
nostf, tak¥e se dosihne dvojimi souéty nahoru a dolu
men¥ich ¢&isel, ale vyrazy pro momenty jsou zase trochu
sloZitéjsi.

(3,11) Opravy momentii. Tim, %e pfi skupinovém roz-
délen{ éetnosti zastupuje prostiedni hodnota tifdnfho inter-
valu v3echny hodnoty znaku dotyéného intervalu, vznika
Pfi vypoétu momenti jistd odchylka (chyba) od momentd,
které by byly poéitiny ze vSech hodnot znaku, jak byly
napozorovany nebo pro spojitou proménnou jako funkcio-
nilnf momenty !

Mg = %f(x— )t n(x) d=.

Proto se momenty, vypoditané svrchu uvedenym postupem,
opravuji t. zv. Sheppardovou korekei, takZe pro opravené
momenty plati rovnice

oMz,2 = U2 — '1"1'2”"2, (22)
oldz,3 = HUz,3 (23)
odr4 = HUra— }hz,u:.z + '2"1’0""‘ (24)

a je-li délka tiidniho intervalu rovna jedné, poloZzime b = 1.
Tak tedy v pfipadé proménné u, kde je délka intervalu
zvolena za jednotku, bude na pf.
, ofu2 = Mu2— Ty
Ponévadz
Uz = Wuug, bude tedy guro = hiopius.

(3,12) Schema vypoltu. Je udelno zachovivati pri vy-
poctu momentu urdity poiddek v zapisovdni vysledki; pro-
vedeme tedy podrobny vypotet pro ni8 numericky ptiklad.
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Tabulka 2.

T¥idni Cetnost . . . "
u, u.n ulng | v3n, | widn, ((u;+ Ne
h:anloelmlk ng (] (4 4 | St 3 [ ¢ 1 t(n ]
22,5 .
375 30 1 —5] — 5| 25 1—125| 625 256
52’5 45 1 |—4] — 4] 16 |— 64| 256 81
_67’5 60 6 |—31 —18| 54 |—162| 436 96
72’; 75| 38 (—2| —76]| 152 [—304| 608 38
97’5 90| 80 |—1| —80| 80 |— 80 80 0
“2’5 105 83 0 o] o 0 o . 83
127’5 120 39| 1 39 39 39 39 624
. 2’ 135 | 17 2 34 68 136 272 1377
1:7’2 150 2 3 6 18 54| 162 512
™| 165 2 4 8| 32 128 512 1250
172,5 ~
180 0 5 0| »0 0 0 0
187,6 -
195 1 6 6] 36| 216 1296| 2401
, 270 —183 —735
Soudty ... { + 93 1573
Célkem . . . — 90 520 —162 4336 6718

2, = 105, h = 15.

0 sprévnostx vypoitu se presvédéime testem Charllero-
vym, nebot jsme si k tomu cfli pripravili posledni sloupec
tabulky.

4336 —4 x 162 4+ 6 X 520— 4 X 90 +270_ 6718,
coZ je provedeno podle souétu rovnic .
(us + 10y = udng + dudng + 6udng + dum; +n;
proi=12...,1L
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Momenty pomocné proménné u,

obecné:
#uy =4 =—0;3333
Hazg=  1;9259 %= 0,1111
M w3 = — 0;6000 — 'y 2 = 41,9257
iug= 16,0593 93 = — 0,0741
— dap'ys = — 0,7999
+ 6%’y o = + 1,2838
— 3at = —0,0370
kolem praméru 7:
Hug = 18148 oy, = 1,3471
Hus = . 1,2534 Oullug = 2,4447
Hu,e = 16,5062 Hu2? = 3,2935
ouz = 1,73156 o0 = 1,31569
oMu,8 = 1:2534 o0u o4u,2 — 2,2785
otu,s = 15,6280 * olu,2? = 2,9981

Momenty proménné z kolem priméru
z = 100,00

pro= 408,33 o0,= 2021 gu,0o= 389,59 (o,= 19,74
M8 = 4230 Kz3 = 0,51 oi4z,3 = 4230 0%z,3 = 0,55
HBra= 835600 «x,4= 5,01 gu;0="791200 ox,4= 5,21

O rozdéleni cCetnosti nabyvime pomoci charakteristik
jisté priblizné pfedstavy. Tak primér je charakteristikou
polohy souboru na stupnici hodnot znaku, smérodatnd od-
chylka nebo jeji étverec je vyrazem rozptylu, Sikmost nebo
kosost uddvd miru nesoumeérnosti rozdéleni &etnosti. Na
obr. 5 jsou zndzornéna dvé symetrickd rozdéleni etnosti

a) s tymi rozptylem, ale riznou polohou,

b) s riznymi rozptyly a tou polohou,

¢) s riznymi rozptyly a riznou polohou.
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Obr. 6 ukazuje soumérné rozdéleni jakoZ i zdpormou
a klatinou 8ikmost. Koneéné obr. 7 osvétlnje kladnou a z4-
pornou Spicatost (exces), kterd se méff srovnividnim s nor-

ol i
....||I|f“|f|5|5|u-. .
A..ullllnl....A11I||JJ_1...

Obr. 5. Dv& zakladni charakteristiky rozdéleni &etnosti. (Polo-
ha — Rozptyl.)

a. - 100 gs0 o, +1,00

ol ol

Obr. 6. Teti charakteristika rozd&leni &etnosti. (Sikmost pro
tfi zvlastni hodnoty.)

H”h'dmu.

Obr. 7. Ctvrté charakteristika rozdé&leni &etnosti. (Exces kladny
' a zdporny pfirovnén k normélnimu x,, = 3.)

| ""nhh““”:”‘\

4
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miln{ kiivkou Laplace-Gaussovou (viz 82), jejiz éplca.tost
je 01— 3 =0 (tisecky silnéji vytaZené).

(3,13) Pfesnost priiméru a smérodatné odehylky. Otdz-
ku po pfesnosti, které docilime pro primér a smérodat-
nou odchylku, miZeme zodpovédéti tak, Ze staéf obydejné
uvidéti to desetinné misto, na které jsou méfeny hodnoty
znaku.

Casto se také postupuje déle podle smérnice, Ze podet
desetinnych mist v numerickych hodnotdch charakteristik
se Fdi podle smérodatné odchylky. Vyjddii se tedy sméro-
datni odchylka tfemi, resp. dvéma vyznamnymi &islicemi
a charakteristiku uvedeme na ty% poéet desetinnych mist
jako smérodatnou odchylku nebo o jedno misto méné. Pfi
tom se doporuéuje dbéti, aby zaokrouhleni vzniklé vynech4-
nfm desetinnych mist nepfekrodilo 0,1 smérodatné odchylky.

Jinak byva éasto pro usnadnéni price tfeba zaokrouhlovat
bhodnoty znaku. Pak je nutno odhadovat nejvétsi moZné
hranice uéinku zaokrouhleni na vysledek. Takovy odhad
lze provédéti vhodné na pf. takto: Nahradime.li pfesné
¢islo « éislem «’, je absolutni chyba & = 2 — &', takZe je
presné ¢islo x = 2’ + &, col miZeme také psdti z =

=a (l + % . Potom zlomek % se oznacuje symbolem ¢
nebo e a nazyvi se relativni chybou éisla 2’. Presné &islo
je pak vyjadfeno z= 2’ (1 4 ¢). Mdme nyni dvé édisla 2’

a y', jejichz relativni chyby jsou e resp. e, pak dostdvime
relativni chybu souétu a rozdilu jejich

zlty=a(l+e)ty(l+e=2 Ly +76+ye=

=@+ y)(l+“if;e) (25)

Muzeme-li povaZovati relativni chyby obou éleni za stejné,
dostaneme jednodude x + y = (2’ — ¥') (1 + ¢), takZe rela-
tivni chyba souétu nebo rozdflu se rovnd relativni chybé
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jeho ¢lenti. Tento vysledek a oviem také rovmici (25) lze
snadno rozéifiti na libovolny podet élenu.

Jsou-li chyby € a ¢ malé, dostaneme provedenim naznade-
nych operaci pribliZné vyjidieni chyby

soutinu z.y=2 .y (1 +e)(1 +e)=2'¢y (1 +¢ +e¢)
mocniny 2" = [2' (1 +&)J" = 2™ (1 4 me)

podiln. =S oD (e

Uvaiujeme-li o chybé priméru vzniklé zaokrouhlenim
hodnot znaku z;, které jsou nahrazeny hodnotami z’;, pfi
dem% miZe byti ¢ nejvétsi relativni chyba ze zaokrouhleni
a tu vezmeme pro viechny hodnoty, pak 2'; (1 — &) < ;<
< 2 (1 +¢€). Utvotime-li ze viech tfi bhodnot prameéry
vidime, %e z' (1 —e) < 2 < 7 (1 +¢), ¢&ili hranice chyb
priméru zaokrouhlenych é&isel nepfekroéi nejvétsi mo%nou
chybu vzniklou zackrouhlenim jednotlivych hodnot znaku.
Je zajimavo, Ze vypotitdme-li si pro nd§ piiklad prumér
z hodnot sefazenych na str. 19, dostaneme r = 92,5, kdeZto
prumér z hodnot zastoupenych tfidnimi znaky v tabulce
é. 2 je 100,0. Ponévadz nejvétsi mons chyba je 7,5 vidime,
Ze je tato hodnota primeéru pravé na hranici mo#nych chyb
vzniklych seskupenim do tfid, aé velmi éasto se chyby
znacné kompensujf.

(3,14) Piehled charakteristik. Vzhledem k tomu, Ze
kromé momentovych charakteristik se uZivd casto k né-
kterym déelim také jinych, sezndmime se s témi nejdialezi-
t6jsimi.

1. Charakteristiky polohy. a) Aritmeticky pramér je
nejrozéffenéjif charakteristikou polohy nebo také mirou
tstfedni tendence. Jeho prvd podstatnd vlastnost je, Ze
soudet odchylek hodnot znaku u viech jednotek souboru od
aritmetického priméru se rovmd nule. u,; = 0. Druha
vlastnost je, Ze souéet ¢tverci téchto odchylek je minimem.
Zname-li pruméry jednotlivych ¢é4sti souboru, ndsobime je
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jejich rozsahem a délime rozsahem celého souboru, abychom
dostali primér souboru. Zvét#i-li se nebo zmensSi-li se
vSechny hodnoty znaku o konstantu, zvét${ nebo zmensf se
o ni také primeér.

, 1
‘u,+,,,1=7(x1—4-_a+a:2ia+...+x,ia)=

1 T
=—Data=pata
7 =1
Nigobi-li se hodnoty znaku konstantou, je primér ndsoben
touZz konstantou

p 1 1< ,
Bazy = (az; +az; +... +az,)=a 721""' =G z,1-
i=

b) Poznali jsme jiz také medidn, jehoZ se zvliité uZivd
tehdy, kdyZ jsou hodnoty znaku nesnadno méfitelné, ale
Ize je snadno aspon sefadit podle velikosti. Nezévis{ na kra-
jovych hodnotéch znaku, které maji na pf. znaény vliv na
pramér aritmeticky. MiZeme jej uréit i kdyZ jsou intervaly
nekoneéné velké, takie znemoZiujf vypodet praméru.
Rekneme-li, %¢ medién je velky, vime, %e polovina pozoro-
vans je jisté velkd, kdeito u aritmetického priméru ne-
miZeme niéeho Fci o celém mnoZstvi pozorovani, nebot
jeho vysokd hodnota miuZe byti zpisobena nékolika isolo-
vanymi pifpady. Proto se Gasto ddvd medidnu pfednost
pied primérem na pf. pii statistice mezd. Stanoveni medidnu
ze skupinového rozdéleni detnosti provedeme pro nd8 pii-
klad. Ze sloupce kumulativni ¢etnosti vidime, %e prostifedni
dva éleny (pfi sudém rozsahu) jsou v intervalu 97,5 a%z 112,5
mezi 135. a 136. pozorovinim ¢ili mezi 9. a 10. prvkem inter-
valu. Budeme predpoklddati, Ze hodnoty proménné jsou
v intervalu stejnomérné rozloZeny, take délku intervalu
8 Cetnost{ 83 rozdélime umeérou a dostaneme pro devitou
hodnotu

97,5 4 15 ¥y = 99,13 a pro desdtou 99,31.
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Mezi témito dvéma ¢éisly lezi medidn, za néjz vezmeme
jejich stfed, takfe r = 99,22.

MiZeme psdti obecné vyraz pro medidn, ktery ma byti
v intervalu z,— 1A, a:,,, + -}h pfi lichém rozsahu souboru r

o=y {’“—am_l} (26)

-

a pii sudém 7 je mezi dvéma vyrazy
h |k

Ty ——

B - {2 sm-1}<z<:c,,,
h h
LA { +1— _}

2 N
jak ¢étensf snadno sim nahlédne.

¢) Modus je nejéetnéj$i hodnota znaku. Z rozdéleni cet-
nost{, které zachovavé jednotlivé pozorované hodnoty pro-
ménné, se uréf modus jednodule jako hodnota, jiZ prislusf
nejvétsi detnost n,. ObtiZ vznikd, mime-li uréiti tuto hod-
notu pro skupinové rozdéleni Cetnosti, které se nejcastéji
v praksi vyskytuje. UdAvati stfed intervalu s nejvétsf tridni
detnost{ by mélo maly vyznam, nebot ten zdvisi na volbé
stupnice pro tifdn{ intervaly. Proto se uréuje obyéejné
modus pfibliZné jako hodnota, kterd piislusf maximu kiivky
proloZené co nejtésnéji skutednym rozdélenfm Getnosti.
V ptipadech mirné nesoumérnych rozdéleni éetnostf si po-
mshdme proloZenim paraboly druhého stupné y = c,2® +
=+ ¢,% + ¢, bodem znédzornujicim nejvétsf Getnost prifazenou
jejimu tidnifmu znaku a obdobnym bodem sousednim
s kaZ%dé strany. PoloZime-li poddtek do tiidniho znaku tiidy
8 ne]vetél cetnosti, dostaneme k uréeni konstant p&raboly
t¥i rovnice [10][11]

Na—p = Ch:—c;h + ¢
ng = ¢,

Ng.p = cgh? +ch + ¢y,

(27)



takZe fefenim dostivdme
Na—p + Ng -y — 2m, = 2c,h*
Nyt h— Ny—p = 2clh

Modus, jakoZto tdsecka vrcholu paraboly je stanoven pod-
minkou, %e prva derivace se rovnid nule ¥y’ = 2c,xz +¢, =0

viys ¢ - . .

Gili ' =— j, takie dosazenim z rovnic dostévdme
2
x'——l Mg p— Ta—p

2 ngpn— 204 + Na—u

coZ je tedy poloha modu méfens od potdtku v tiidnim znaku
intervalu s maximélni Cetnosti, takZe modus z bude pak
vyjddien vztahem

h Nap— Nqg—h . (28)

A
X=Xy 5
2 nypn—2nq + nu—p

Pro nas$ numericky pitklad skupinového rozdéleni éetnosti
z toho vyplyva toto vyjidfeni z, = 105, h = 15, n,.. 5 = 39,
ng = 83, n._; = 80, takie modus

£ = 98,46.
V dokonale soumérnem rozdéleni éetnosti spadd prumér z,
medidn Z i modus 7 do jedné hodnoty, kters je stredem sou-
meérnosti.

V nesoumérném rozdéleni Getnosti se tyto tfi charakteris-
tiky od sebe li¥i a je-li rozdélenf mirné nesoumérné (obr. 3
nebo 6), ukazuje zkuSenost, fe medidn lezf piiblifné ve tre-
tiné vzddlenosti od pruméru k modu, ¢ili osvédéuje se
s prekvapujici pn]éha.vosti priblizny vztah

I—T= 3(x— z), (29)

z néhoZ je také moZno pfiblizné modus uréit, zndme-li jiZ
primér a medidn. Zvl4§té u nesoumérnyeh rozdélenf éetnosti
mivd modus velkou dileZitost jako hodnota znaku, kters se
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v souboru nejéastéji vyskytuje, takZe se nékdy nazyvé
typickd hodnota.

V nékterych odvétvich praktické statistiky maji zvlaStni
opravnéni jesté jiné charakteristiky polohy.

d) Geometricky prumeér je r-ti odmocnina ze souéinu
viech 7 pozorovanych hodnot znaku vy3etfovaného souboru.
Pii skupinovém rozdéleni éetnosti, kde je n; hodnot pro-
ménné zastoupeno tiidnim znakem z; bude pii ! tfiddch
definovdn geometricky primeér g rovniei

1
g= (™. .z ...5") T,

Logaritmovanim dostaneme

1 !
logg = —Zm log z;,
Ti=1

z ehoZ patrno, %e logaritmus geometrického priméru je
aritmetickym prumérem logaritmi jednotlivych hodnot
znaku, takZe jeho vypodet se tim prevddi na metody za-
vedené jiZ pro aritmeticky prumér. Spoéivd na vSech hod-
notdch znaku jako aritmeticky pramér, ale je na krajové
hodnoty méné citlivy. Castého uziti se dostalo geometric-
kému priméru ve statistice cenové a pfi konstrukei éfsel
indexnich. Pro danou fadu éisel je vidy mensi neZ jeji
aritmeticky priamér. Jednoduchy dikaz pro dvé &isla z,, z,
od sebe riznd vyplyvd takto (V:::l—l/:v:,)2 > 0 tedy

2y + 2 — 2|72, > 0 & tudi (z; + 7)) > |77,

e) Podime je§té definici harmonického pruméru, jehoZ
pouZivé statistickd prakse pomérné ziidka. Pfevratni hod-

1 :
nota 5 harmonického priméru je aritmetickym primérem
prevratnych hodnot znaku

1
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Uvahy o harmonickém priméru lze tedy vhodné prevésti
na Gvahy o aritmetickém priméru.

2. Charakteristiky rozptylu. a) Abychom vystihli
zpusob rozdélenf prvka v mezich celkového variaéntho roz-

étf, nZfvime nejéastéji smérodatné odchylky o, = V,uz,z.

m je pifi téZe jednotce méfeni hodnot znaku ¢, mendi,
tim jsou hodnoty proménné a tedy prvky souboru tésnéji
seskupeny kolem aritmetického priméru.

b) Pro srovnivini nékdy uZfvime za Géelem eliminovdn{
vlivu jednotky méfeni poméru smérodatné odchylky k pri-
méru, tedy miry relativntho rozptylu vyjadfované v pro-
centech. Nazyva se koeficient variaéni a je dén vyrazem

Oz
v = 100 = (30)

¢) Utvoiime-li pramér ze viech odchylek hodnot pozoro-
vaného znaku od nékteré charakteristiky polohy, nepiihli-
Zejice pfi tom ke znaménku odchylek, dostdvime t. zv.
primérnou odchylku §. Piirozenym vychodiskem je tu
medidn, takZe je ddna rovnici

172 .
9 = 71‘Z:1| ri— x| (31)

Lze dokdzati, Ze pramérnd odchylka je nejmensf, méfi-li se
odchylky od medidnu [4]. Podle empirického pravidla se
obyfejné pramérnd odchylka velmi bliz{ 4 smérodatné
odchylky pro soumérné nebo jen mirné nesoumérné rozdé-
lenf éetnosti.

d) Také vzdilenost obou kvartili muZe slouZiti za mfru
rozptylu. Rozd{l mezi medidnem a dolnim kvartilem x — z,,
ktery se pfi soumérném rozdéleni &etnosti rovnd rozdilu
mezi hornim kvartilem a medidnem #,— z, divé ziejmé
mo?nost posouditi soustifedovéani prvku kolem medidnu.
PonévadZ pozorovand rozdélenf Getnosti nejsou presné sou-
mérnd, voli se za miru rozptylu poloviéni soudet obou
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uvedenych hodnot, ktery se rovnd rozdilu mezi kvartily
%(5'—5'1 +5:f§')=}(;2—51)=9 (32)
a nazyvd se kvartilovd odchylka.

e) Vypotet smérodatné odchylky nebo stfedni odchylky
spotivd na odchylkéch hodnot znaku od priméru nebo od
medidnu. Tim se zavddi do podtu prvek, kter§ neni ne-
vyhnutelné nutny, nebot rozptyl élent fady statistické je
mo%no méfiti také jejich absolutnimi diferencemi bez pro-
stiedkovéni jiné charakteristiky. Tak vznikla mira zvand
stfedni{ diference 4.

Piedpoklddejme, Ze jsme ze viech hodnot znaku pozoro-
vanych na prvefch souboru s rozsahem r vytvorili fadu ne-
klesajfci

<5< . L.

Utvofime pak diference
Tp—Xy, Tp— gy Xp——Tgy o0y Er—Xp—8, Xy—Tp—2, Lr—1— Tp—1
Tr1— &y, Tr—1— Xy, Lr—1— Ty, --oy Tr—1—Tr—g, Tp—q — Tr—gp,
Ty— Ty, Tyg— Xy, Xyg— Ty,
Tyg— Ty, Tyg— Ty
Ty — Z,.
Viechny tyto diference jsou kladné nebo nula a jejich potet
je zfejmé
r(r—1
r—1) +r—2) +... +3 42 +1 =L2_).
Secteme-li nyni viechny diference, zruif se édst séitanci, jak
se snadno-presvédéime, a dostaneme celkovy soudet S
8= (r—1)(z,— ) + (r—3) (x,—1 — x) +
+ (r—5) (x—2— z3) + ...
Posledni ¢len pro sudé r = 2k bude 1. (z,.1— x;) a pro
liché r =2k + 1 je 2. (ng— zk).
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Stiedni diference tedy bude

S
4= 97'("'—1) r (r— 1)/S Z (r +1—2i) (Zr—i+1— ). (33)

Vypocet souétu se provede sestavenim tabulky

r— lr z, — ),
r— 3’ ZTr—1— T2,
r— 51 Tr—o— I3,

kterd se k-tym Fddkem ukonéi, kde k se uréi bud ze vztahu
r = 2k, nebo r = 2k 4 1. Souéinitel r + 1 — 2 pak musi
miti hodnotu bud 1 nebo 2

f) Nejprost$im odhadem rozptylu rozdélenf éetnosti je
variaéni rozpét{; obsah jeho informace je viak pomérné
maly.

3. Charakteristiky 8ikmosti éili kososti. a) O mo-
mentové charakteristice Bikmosti «, 5 jsme se jiZ dostateéné
zminili (str. 23).

b) Miru Sikmosti ¢ili nesoumérnosti, nezdvislou na jed-
notce, v niZ je méfen pozorovany znak, miZeme také se-
strojiti, stanovime-li pomér mezi rozdilem odchylek kvartila
od medidnu a vzddlenost{ obou kvartila

(z —:r)—(:c—zl) z, +5:,—25:=
z, —z, Ta— I
pii ¢emz —1 < v < + 1.

Tato mifra Sikmosti charakterisuje spife tvar rozdélenf
cetnost{ mezi obéma kvartily a nepfihliZi ndleZité k vy-
znamu hodnot znaku, leZicich vné. MaZe se tudi% v nékterém
piipadé podstatné liSiti od momentové charakteristiky o g
Tim se také vysvétluje v piipadé zvoleného rozdéleni éet-
nost{ (41), Ze hodnota v = — 0,02 nasvédéuje soumérnému
rozdéleni mezi obéma kvartily, kdeZto momentovd charak-
teristika uddvd malou kladnou Sikmost.
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¢) Misto této miry zavedl Pearson vyraz 7, =

]

. H>

Oz

V piipadé soumérného rozdéleni Getnosti je z = za tudiz

7,=0.

Ponévad? se modus elementérnim zpusobem nesnadno

zjistuje, nahrafuje se né-

kdy ditatel zlomku pfi-

blifZnym 8(z — z) podle

rovnice (29), takZe touto

obménou dostdvéme
3(z—u)

=" 4

Jako je Gdelno zachovéivati
jisty porddek, ktery jsme
zavedli pfi vypoétu cha-
rakteristik a zapisovén{ vy-
sledki, tak se jevi také
piehlednym stdlé schema,
na které si zvykneme pro
charakterisovdni pozorova-
ného souboru. Pro nd8 nu-
mericky piiklad je sesta-
vime a vyplnime.

Do tohoto schematu o-
viem zapiSeme jen ty cha-
rakteristiky, které jsme po-
tiebovali a tedy poditali.
Neznéme-li pfi skupinovém
rozdéleni éetnosti nejvétsi
pozorovanou hodnotu z,,
zapfSeme si tidni znak po-
sledni tfidy z;; z, znadi
bud nejmens{ pozorovanou
hodnotu znaku, nebo t¥idni

1% 195,00
. { 7, - 111,24
81974 7 « 100,00

I v 15,72 | ¥.99,22

o,,20,55 { ¥-9846
| %8063
4 X 30,00
s 0
4., » 52 x-x, « 16500
g - %4 y = 19,74
Obr. 8. Prehledné schema
charakteristik.
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znak prvni tHdy. &= 40,. Sikmost zapiSeme nahoru nebo
dold, podle toho, je-li zdpornd ¢i kladn4.

(3,15) T#i druhy Fad. 1. Rozdéleni detnosti se také
nazyvd statistickou Ffadou vécnou, kterd podiva roz-
tiidén{ pozorovaného souboru podle hodnot néjakého znaku,
bez ohledu na ¢as nebo prostor. Vedle téchto fad se roze-
znivaji

2. fady &asové, v nichZ jsou jednotlivé hodnoty nebo
éetnosti uspofdddny podle souslednosti ¢asové. Mohou se
také nazyvati chronologické nebo historické. Casové stup-
nice, podle ni% je fada uspofddina, je déna jednotkou, nej-
¢astéji rok, nebo mésfc, tyden, den. (Na pf. hodnota dovozu
nebo vyvozu za kaZdy mésfc.) Znizornujf se chronologickym
diagramem.

3. fady mistni, kde éfselné ddaje o jevu pozorovaném
v uréitém okamZiku jsou uspofddiny podle mfstni piislus-
nosti (do obce, okresu, zemsé, ...). Zndzorfiuji se obycejné
kartogramem. '

(3,16) Od skupinového rozddleni Eetnosti ke spojité
k¥ivee. Vidéli jsme, Ze pfi volbé délky intervalu tfidnfho
méime znadénou volnost. Tvar rozdélenf éetnostf pak do
jisté miry z4dvisf na této volbé. Budeme sledovati tifdéni
spojitého znaku na pozorovaném souboru dosti velikého
rozsahu r = 10 000, ktery m4 pfi délce intervalu A = 2 roz-
déleni Getnosti ve druhém sloupei tabulky 3. Provedeme-li
prefazeni do tifd dvojnisobné délky intervalu a étyindsobné
délky intervalu, dostdvdme sloupce (3) a (4) tabulky 3.

Roztiidénim prvki souboru a ziskdnim rozdéleni detnosti
jsme zjistili jak jsou rozdéleny prvky vzhledem k vySetio-
vanému znaku v daném mnoZstvi 10 000. Mdme v tom viak
také odpovéd na otdzku: Vezmeme-li ndhodné 10 000 pied-
méta drubu definovaného statistickou jednotkou a rozdélime
je do skupin, jak ¢asto vezmeme prvek do kaZdé z téchto
skupin? — Zn4zornime-li si hrubé rozdéleni (sloupce 4)
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histogramem (obr. 9), ktery vystupuje po stupnich nahoru
a pak zase sestupuje (coZ ji% pro tsporu mista a piehlednost
neni vykresleno), vidime, Ze poéet prvka v tiiddch blizkych
pruméru je nejvétdi a k obéma krajim klesi. Vzhledem
k tomu odekivime, Ze rozdélime-li nékterou ze tiid na dvé,

N

Obr. 9. Vznik hladstho rozdéleni detnosti zkracovdnim t¥idniho
intervalu.

bude ¢dst bliZ&f priméru obsahovati vice prvki neZ st
vzddlenéjsi. Tak rozdélime-li interval 162, 164, 166, 168
na dva 162, 164 a 166, 168, vidime, Ze jeho ¢etnost 1036 se
rozpadne na detnost intervalu bliZ$tho praméru 722 & na
éetnost 314 intervalu 162, 184 vzdilendjitho od priméru.
Podobné je tomu v piipadech ostatnich intervali. Stupné
jsou uisi a jejich polet vzrostl, jak je patrno ze zobrazeni
levé &4sti rozdélen{ Setnosti histogramem, kde je tedy &et-
nost zndzornéna plochou pfisluiného pravothelnika. Opaku-
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Tabulka 3.

Cetnost pro interval

Vyika
v em 3 2h 4h
(1) (2) 3) ° (4)
154— 37
156— 52 89
158— 71 '
160— 96 167 256
162— 140
164— 174 314
166— 315
168— 407 722 1036
170— 632
172— 841 1473
174— 1003 .
176— 1232 2235 3708
178— 1232

. 180— 1003 2235
182— 841
184— 632 1473 3708
186— 407
188— 3156 722
190— 174 ]
192— 140 314 1036
194— 96
196— 71 167
198— 52 _
200— 37 89 256




jeme-li tento postup dile (sloupec 2), stupné se ziZujf
a priubéh je hladsf. Kdyby byl dostateéné velky rozsah sou-
boru a hodnoty znaku pozorovdny na dosti velky potet
desetinnych mist, zmizely by stupné a pfi nekoneéné velkém
rozsahu souboru dostali bychom spojitou kfivku.

Je tedy jasno, Ze stupné jsou nééim umélym, nebot
vznikaji tim, Ze musime volit do znaéné miry libovolné
hranice tfid vzhledem k tomu, Ze znak je méfen riznymi
mérami at délky nebo vihy éi
véku, atd. Ponévadi tvofeni Lo
ti{d je libovolné, byvime nu- |~
ceni rozdéleni ¢etnosti nahra-
dit nédim, co nesouvisf s uspo-
fddénim podléhajicim této l-
bovili. MiZeme proloZit spoji-
tou kfivku vrcholky polygonu
Getnosti nebo ji nahradit také
histogram. Spojitd kfivka je
nezdvisld na tfididch a proto
je obecnéjif povahy neZ hruby
polygon. Mimochodem se zmi-
nime o moZnosti uZit{ spojité
kfivky éetnosti, znédme-li jen
tabulku skupinového rozdéleni
cetnosti v uréitych tfidnich
intervalech a potfebujeme je zndti v tH{ddch utvofenych
jinak. Dostaneme na pf. pfi séitdni lidu tabulku éetnostf
'L(x) jen pro pétileté nebo desetileté vékové tHdy a po-
tfebujeme k uréitému tcéelu zniti pofet osob véku 16—22
let. Z pivodntho materidlu to jiZ neni mo%né, nebo by
to bylo pfi rozsdhlosti souboru pili§ nikladné. Ulohu
rozieffme potom tak, Ze histogram pro pétileté tiidni
intervaly nahradime pfiléhajici kiivkou, kters uzavird s osou
z plochu stejnou jako s nf uzavird obrys histogramu (ob-
raz 10) a zméfime plochu odpovidajici uvedenému inter-
valu. Druhy je pifpad uZit{ kiivky ¢etnosti je-li rozsah

Obr. 10. Stanoveni &etnosti
pro zménény interval.
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souboru maly, tedy pozorované éetnosti tiidni malé a vy-
znadujic se nepravidelnosti. ProloZime tedy lkiivku, abychom
odstranili nahodilé vykyvy a dostali celkovy pribéh, ktery
by se piibliZoval pribéhu spojitému, jejz bychom dostal,
kdyby rozsah souboru rostl nade vSechny meze. P pro-
kldddni kfivky pozorovanymi hodnotami volnou rukou je
tteba velké opatrnosti, nebot muZe d4ti nékdy velmi ne-
spravny odhad idedlntho vysledku. Proto se k tomu ecili
uziv4 zvlastnich metod matematickych.

(4,1) Vznik hlavnich typi rozd¥leni &etnosti.

Typy kiivek, které se uplatiiuji ve statistice, vyvozujeme
dvoji cestou: jednak dedukci pomoci kombinatorickych
tdvah, zabyvame-li se problémy ryzi ndhody, jako hézenf
minc{, kostek, ... jednak indukef, studujeme-li tvary kiivek,
které se obecné vyskytuji pii zkouméni soubord velkych
rozsahd z riznych oboru statistiky.

Obé cesty se dopliiuji a pomooi modeli sestrojenych
dvahami kombinatoriky [10], [11] osvétlujeme vysledky po-
zorovéni, u nichz miZeme souditi na analogické podminky
vzniku dotyéného jevu (pomér poétu narozenych chlapei
a dévéat), pro ktery viak opakované provedeni néjakého
statistického experimentu je vylouéeno.

Udéldme si nejprve predstavu o spojeni mezi ndhodnym
jevem a spojitymi kiivkami. '

Zvolime si za pokus hézeni minci a pozorovany znak
bude pocet rubu a lick, které se objevi. UZijeme pracovni
hypotésy, Ze kaZdd mince, kterou hdzime, je spravnd, éili
vykazuje pisluinou geometrickou a mechanickou symetrii.
Neni tudiZ divodu k tomu, aby se rub objevoval u téZe
mince Sastéji neZ le.

Zaznamenejme si viechny piipady, které mohou nastati,
kdyZ hézime tiemi stejnymi mincemi. Sestavime si je podle
podtu rubd; oznaéime-li pfsmenou , L* lic, ,,R‘ rub, pak
vidime:
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RRR..... 1 piipad: tfi ruby

RRL..... )
RLR..... } 3 pripady: dva ruby
LRR.....

RLL.....

LRL..... } 3 piipady: jeden rub
LLR.....

LLL..... 1 pfipad: Z4dny rub

MiZeme tedy sestaviti tabulku:
potet rubii 0 1 2 3| celkem
podet pifpadi 1 3 3 1| 8

Kdybychom takto postupovali déle pro éty¥i mince, dostali
bychom podet pifpadu, éili Getnost, vyjddienou fadou éfsel
1, 4, 6, 4, 1 a obecné jak znimo fadou binomickou
(I +1

Tato éfsla tvof{ pro I =0, 1,2, ... zndmy Pascaliv troj-
thelnfk [10, 11]. KdyZ bychom provddéli skuteéné pokusy,
dostaneme oviem vidy néco jiného. Tak na pf. pro 14 minei
dostdvidme nadi dvahou fadu detnosti a) 1, 14, 91, 364,
1001, 2002, 3003, 3432, 3003, 2002, 1001, 364, 91, 14, 1
a v difve jiZ uvedeném piipadé, kde jsme vykona.h 201 vrhu
se 14 mincemi, dostdvime tabulku:
b)

podet rubu. .. [0]1]2|3] 4] 5| 6] 7| 8! 9]10]11]12]13|14] celkem

pocet_ pripadu |0[0[1[3]17[23[3549[35|20] 9] 8]— 1j 0] 201
Porovnéni miifeme oviem provésti pomocf relativnich det-
nost{, ¢ili pfevedenfm souboru na rozsah jednotkovy. V na-
Sem pifpadé pro:l= 14 je soudet absolutnich Cetnosti
(1 4 1)14 = 214 — 16 384, takie timto ¢islem délime kaidy
¢len fady a); Getnosti pozorované a sestavené pravé v tabulece
pak délfme celkovym rozsahem 201.

. Dostdvdme tak v procentech tyto dvé fady relativnich
detnostf
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0 1 2 3 4 5 6 7
a) 0,0001 ,0008 ,0056 ,0222 ,0611 ,1222 ,1833 ,2094

8 9 10 11 12 13 14
,1833 ,1222 ,0611 ,0222 ,0056 ,0008 ,0001

b 0 1 2 3 4 5 6 1
0 0 00050 0140 ,0846 ,1144 1741 ,2438

8 9 10 11 12 13 14
1741 ,0995 0448 ,0398 0 ,0050 O

fada b) se v jistych mezich méni, takfe bychom pii druhém
pokusu o tém% poétu vrhi dostali detnosti odlifné.

O mezich téchto odchylek budeme uvaZovati pozdéji
(str. 110).

Uloha:
Jest stanoviti aritmeticky primér a smérodatnou odchylku
rozdéleni relativnich &etnosti daného binomickou fadou
p 1
| (1+1) rE
hodnoty znaku: 0

1 2 i
relat. Zetnosti: 1 —l—l l) ll (l) il ’l) 1
2t W] 28 \2f 2 1) 2
Nésobime-li hodnoty znaku pfisluSnymi relativnimi detnostmi
a sefteme, dostdvdme po vytknutfi I

f1—1 1—1 I— 1\l 1
z{1+( , )+( Z )+...+(l_l)}?___.
1 1
=l{1+1}’—1?=l?
1
5

tedy

X =

Rozptyl stanovime, vynédsobime-li &tverce hodnot znaku p¥i-
sludnymi relativnimi &etnostmi a od souétu odeiteme Z2.
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UG) + o) e o)+ m )} 5= (5) -
N R Ry
=1 Z)la=—(6) -
=e{ (50 (%) () e (Z0)
) (%) 55+ +<’—”(z(1))}

HlEe 3 oo a3
e R

Je tudiZ

Zabyvejme se nyni bliZe rozdélenim &etnosti v pfipad® ! mincf
a zkoumejme, jaké dostaneme rozddleni, jestliZe ! se stdle
zvétduje.

Relativni detnosti v ptipadd obecném ! minei jsou tedy vy-
jédfeny jednotlivymi ¢leny fady

1 l I l
w{t+ (1) + () -+ ()}
takZe &etnost x rubu &ili pfiznivych vysledkd, je
14
9l (x) Tont(l— )
Cetnost = + 1 rubi je dina nésledujicim élenem, a dost,avéme

ji z ptedchoziho vyrazu, ndsobime-li jej zlomkem z T Z. Pokud

bude Il —z >z + 1 &ili z < l—;——, bude nAsledujici &etnost

vétsi neZ pfedchdzejici. Uinime pro zjednoduSeni dalsi avahy
pfedpoklad, I = 2v. Pfi sudém ! je nejéetndjSim piipad »
pHiznivych vysledki (viddli jsme na ptiklad, %Ze pro ! = 4, je
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nejvétsi Zetnost pro 2 ruby); jeho relativni &etnost je ddna
vyrazem 1 (20!

y":?'v!v!

To by byla v grafickém zndzorndni nejvétsi pofadnice, od ni%
se svaZuje mnohovhelnik relativnich éetnosti ne ob& strany
soum&rnd. Vezméme tedy v uvahu relativni &etnost, kterd pti-
sludi » + z piiznivym vysledkium, ktera je
_ 1 (2v)!
Y2= B + a) v —a)!
a utvofime podil

- Ys _vr—1...v—ax+ 1)

o OFDETZ .0+ )
ktery miZeme dSlenim &itatele i jmenovatele »*° uvésti na tvar

Yr (l_%)(l_%)m(l_zTI) — (34)
)

R R

Stanovime p#ibliZznou hodnotu tohoto zlomku za piedpokladu,
Ze v je veliké u porovnéni 8 = a to tak, Yo mi¥eme zanedbati

2
(-:—: u srovnani s %— PonévadZ nemusime vzhledem k pravidlu

Sesti sigma ptihliZeti na jedné strand symetrického rozdslenf
k hodnotdém z > 30,, miZe byti né§ pfedpoklad splndn. Pfi

naSem binomickém rozdé&lenf je o, =V§ a tedy —::— je pak
%, coZ je pti velkém » é&islo malé. MiuZeme nyni pouZiti, za

v
uvedeného piedpokladu, rozvoji jednotlivych &Einiteli v &itateli
i ve jmenovateli (34) v logaritmické ¥ady (Cech sv. 20, str. 91)
podle zndmého vztahu
Ig(1 +¢&) =e— e + }e®— et + ...
a podriime vZdy jen prvni élen.
Tak dostaneme pt#ibliZné vyjédieni pro logaritmus zlomku (34)

Yz 2 z
1ga=_7[1+2+3+...+(z—-1)]—7=
__ el = = 2°
- 1 4 4 - i 4
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a prejdeme-li od logaritmu k &islu
=
Yz = Y%t *
Vzhledem k tomu, %e v = 20,?, mufeme kone&nd psdti
Z. .

Yy = Y¢ 207" (35)
coZ je vyraz ]io t. zv. normélni funkci Laplace-Gaussovu.

Pofadnice y, kterd odpovidd hodnotd z = 0, je maximélni
potadnici, coZ je zfejmo také z toho, %e pti x = 0 je
z
—_— 5 1
e 205 = 7 = 1
oz
a pti jakékoliv jiné hodnot®d z bude
1
—<1

Tak jsme dospéli postupnym zvétSovanim podtu hodnot znaku
a% ke znaku spojitému a od rozpojitého rozdéleni Zetnosti ke
spojitému, vyjddfenému symetrickou kfivkou norméini.

Jsou ‘viak také jiné kifivky, vyjadfujfei rozdé&leni Zetnosti
jevii, které nejsou symetrické; miZeme je odvoditi podobnymi
Uvahami. Tak ndém dévaji zndmé Gvahy kombinatoriky polet
pHpadd, v nich¥ se objevi pfi hézen{ osmi kostkami jednotky
nebo élvlolky binomickym rozvojem: (1 4+ 2)8, ktery ndm ddvé
tato &fsla:

potet jednotek |
nebo dvojek.. | 0| 1 2| 3| 4|5)|6]|7|8]|celkem
1{ 3

detnost....... 256/1024{1792|1792(1120|448|112|16

Asymetrie je patrna; pfi mnoZstvi pokusii bychom na pf.
dostali v praméru jen jednou ze 6561 = 3% vrhii piipad, Ze
by vSechny kostky divaly na horni stran& bud jednotky nebo
dvojky.
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CAST 1M1

(5,1) Teorie ndhodného vyb¥ru. (Znak alternativni.)
Hodnota relativni ¢etnosti v zdkladnim souboru
— pravdépodobnost.

Jakmile pfechdzime od popisnych tkold k bliz&imu vy-
svétlovani pozorovanych jevi hromadnych, opirdme se
o pojem pravdépodobnosti a véty odvozené pottem pravde-
podobnosti. Pfi t. zv. statistické definici pravdépodobnosti
vychdzime od posloupnosti jevi. Prochazime-li zdpisy
v matrice néjakého vétitho mésta, které jsou vedeny Gasové
za sebou tfeba po dvacet let a zaznamendvdme porody podle
znaku pohlavi, takie oznaéujeme chlapce ¢, dévéata d,
dostaneme posloupnost, jejiz cleny opatfime pofadovymi
¢isly (v drubém fadku)

ddcccd ¢c d d d ¢ ¢ d ¢
4 567891011 12 13 14 15 16 17
223455 6 6 6 6 7 8 8 9

ey
N R
W

Abychom nabyli pfehledu o Getnosti narozenych chlapci
v uréitém Gseku posloupnosti, s¢itdme v ném pfsmena c.
Jednd-li se o Gsek od zad¢dtku aZ do nékterého pofadového
¢isla ¢, napiSeme pod néj v tietim Fadku zjiStény potet
pismen c, ktery oznatujeme jako absolutni éetnost n;, takZe
v nadf posloupnosti jsou Getnosti chlapci postupné

nm=1,n=1,n=2,...,n,—=4,ng=05, ..., n,—8, n,,=9,..

Vidime, %e k pivodni posloupnosti porodi nilez{ posloup-
nost absolutnich ¢etnosti znaku ¢ a tudif také posloupnost
relativnich detnosti f; — % , kterd m4 pro nafe daléf tdele
. P ettt —

zvldstni{ vyznam, nebot jsme vidéli, Ze zdkladni formou
poddvéni vysledka statistického Setfen{ je relativni Getnost
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znaku v pozorovaném souboru. Je ziejmo, Ze absolutni
Getnosti jsou mezi 0 a 7, takle plati nerovnosti 0 < n; < @
a pro relativni Cetnosti tedy 0 < f; < 1.

Posloupnost relativnich éetnosti je v naSem pripadé

bbb Eb44 4%
Usek posloupnosti, ktery jsme uvedli, je zcela nepatrny.
Kdybychom sledovali v dlouhém tseku péti let, Sesti, sedmi,
osmi, ... let vyvoj éisel /,, pozorovali bychom, Ze se stéle
bliz{ urcitému ¢islu na pf. 0,51, od néhoZ se liff na desetin-
nych mistech vidy vzdilenéjsich.

Cislo 0,51 dostdvame pro cely soubor, ktery predstavme
posloupnost prvku za celych dvacet let. Tento soubor je
vysitho f4du ne% soubory Gasteéné, jeZ tvoli posloupnosti
pozorované za krat&i éasové vseky. PovaZujeme jej za soubor
zékladni.

Relativni ¢etnost v zdkladnim souboru nazyvdme statis-
tickou pravdépodobnosti, kterou budeme oznatovati p

~ Zékladni soubor si budeme ptedstavovati jako soubor, ]ehoé
prvky jsou dobfe promichiny, cof znamend, Ze ve viech
jebo ¢dstech je relativni éetnost pozorovaného znaku pii-
blizné taz. Budeme nejprve pfedpoklddati, e zndme relativ-
ni Cetnost znaku ¢ v zdkladnim souboru ¢ili pravdépo-
dobnost p. Rozsah zdkladniho souboru je N.

Budeme briti nidhodné ze zdkladniho souboru vybéry
o r prvcich, tak jako bereme kulicky z osudf. Takové sou-
bory budeme nazyvat nihodné vybéry. Na vyhatém
prvku zjistime, mi-li pozorovany znak, a zase jej vrétime
do zékladniho souboru, takie se v ném p neméni. V ndhod-
nych vybérech rozsahu r prvkiu se bude vyskytovat rizny
podet prvki s pozorovanym znakem ¢, ktery oznatime x.
Budou vybéry, v nichZ nebude ani jeden prvek se znakem c,
tedy 2 = 0, v jinych bude z = 1, 2 ... a v nékterych z = r.
Délime-li tento pocet prvki se znakem ¢ rozsahem vybéru r,

dostaneme relativn{ Getnost ; Viech moZnych vybéra
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a tedy také hodnot = bude ( » |, nebot tolika zpisoby lze

kombinovat N prvki po r; pledstavime si, Ze tyto hodnoty
tvoif novy soubor. Chceme predeviim stanovit, jaké jsou
v ném relativn{ éetnosti jednotlivych hodnot x = 0, 1, 2

., 7, tedy konkretnich kombinaci s # prvky znaku c.

Z pottu pravdépodobnosti zndme pra.vdepodobnost Ze
nastane v souboru 7 pokusi pravé x-krit jev, jehoZ pravdé-
podobnost je p. Je déna t. zv. Newtonovou formul{

Pi{z) = (;) P, (36)
kde g =1—p.
Bude tedy celé rozdéleni detnosti uréeno viemi ¢leny P(z),
t.j.pro z=0,1,2, ...,7, coZ jsou jak znimo ¢éleny bino-
mického rozvoje

@+ =q +rpg? +(;) -l S
(37

+(;)p=q—~’+---+p',

jak se odvozuje v podtu pravdépodobnosti [10], [11] pro
pravdépodobnosti opakovanych jevi. Jednotlivé ¢leny maji
charakter statistickych pravdépodobnosti, jak je patrno
z odvozen{, nebot jsme je nedostali jako vysledky skuteéné
provedenych vybéri.

(5,2) Binomické rozdd¥leni &etnosti, jeho primér a roz-
ptyl. Rozdéleni Zetnosti, jehoZ tffdni Getnosti jsou imérné
¢lenim tohoto rozvoje, se také nazyvé rozdéleni Bernoul-
liho.

Jeho dilefitost neni jenom v tom, %e ud4dvéd nejpravdé.
podobnéjsi rozdéleni vybéri z osudi, nybrz vyst1hu1e typ
rozdélen{ relativnich detnosti, které dostdvidme pfi nej-
jednodusdich operacich ndhodného vybéru ve statistice. Tak
povaZuje na pf. biolog rozvoj (37) za teoretické rozdélen{
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relativnich Getnosti chlapci v ndhodnych vybérech o roz-
sahu 7 porodi. Pojistny technik na pf. povaZuje rozvoj (37)
za teoretické rozdélenf rotnich mér imrtnosti v ndhodnych
vybérech rozsahu r mu#ua téhoz véku, tfeba 26 roki. PFi
tom nutno zdirazniti, Ze tyto vybéry jsou briny stdle za
tychZ podminek, zde ze souboru mu%i stile stejného sloZeni
vzhledem k znakim, které mohou miti vliv na dmrtnost,
tedy vzhledem k povolini, zdravotnimu stavu a pod. Pfed-
poklad stéle stejnych podminek &ili stdlého p je podkladem
zdkladnim pfi odvozovani Bernoulliova rozdéleni; jinymislo-
vy provadéni jednoduchého ndhodného vybéru piedpoklida,
Ze zékladn{ pravdépodobnost p vyskytu znaku zistdvé kon-
stantni od vybéru k vybéru, v némz jednotlivé prvky jsou
vzéjemné nezdvislé, t. j. na zahrnut{ prvku do vybéru nem4
vyznamného vlivu zahrnut{ prvku pfedchézejictho.

Nejpravdépodobnéjdi potet z’ prvka, se znakem ¢ ve'
vybéru Tozsahu r najdeme, utvoiime-li pomér obecného
¢élena rozvoje, k predchézejicimu a pak k ndsledujicimu; tyto
dva poméry budou rovny nebo vétsf nez 1.

o1
T2 AP S il < prtp
z q= =

a stejné druhy pomér

z+1lgqg
r—zp=

> 1 ¢l x> pr—q.

Z toho plyne, Ze pro celd ¢&isla x je nejvétsi hodnota uréensa
nerovnostmi
—gS = pr+p
nebo vzhledem ku p+g=1
r+p—1Z @< pr+op,
takZe zanedbdme-li pravy zlomek, nejéetnéjsi hodnota poctu
prvki se znakem ¢ je pr. Jsou-li pr—qapr+p ¢éisla celd,

existuji dva stejné nejvétsf cleny rozvoje. [UkaZte, Ze prvni
dva éleny rozvoje (§ + 4)3 jsou stejné.]
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Odvodime si pro toto rozdéleni ¢etnosti prvni dvé charak-
teristiky, jimZz budeme iikati parametry, jefto jsou to
hodnoty v zdkladnim souboru, kde relativni etnost znaku
pozorovaného je rovna pravdépodobnosti p. Hodnotu pri-
méru v zdkladnim souboru oznaéime E(r) a dostaneme
podle definice, je-li x hodnota znaku

-3

z=0 z! (”

T

F—2r . r! XAl —T ___
Ae—ai Pl r= Z(z—l)!(r—z)!pq =

£=0

_ O
=2 T

nebot

—1
Z' ) ¢ =(p+g =1

z—1
Dostdvame tudiZ vysledek !
E(z) = rp. (38)

Kdyby hodnoty znaku byly —:;: {, je patrno, Ze bychom

dostali primér &(f) = p. Abychom odvedili v tomto roz-
déleni Getnosti hodnotu rozptylu o%(z), utvorfme soudet
&verci odchylek od priméru & = z—rp, takfe podle
definice bude

r (39)
= go( x) Pg (22 —2arp + 12p?).

Misto z? uZijeme idemntického vyrazu a?—= 2z + z(z— 1),
tak¥e prvnd ¢len miZeme pedti
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r ""

z=ox! (r—

I (r— 2)!
— Pt x 4r(r—1)p Z(———I T o —7)1

< pFi—t = rp 4 r(r—1) 7,
druhy élen je
T
2rp D, ( r) g . x = 2rtp?
z=0\7T
a tieti ¢len
rzpa Z ( ) pzqr—:r —_ rzpz
z ¢ehoZ plyne, Ze rozptyl
oz) =rp 47 (r— 1) p*— 2rp? L ript =
=rp—rp*=rp(l—p)=rpg. (40)
UvaZujeme-li odchylky relativni éetnosti znaku, od pravdé-
podobnosti vyskytu znaku %— p dostaneme prameér étver-
cu téchto odchylek, délime-li vyraz (39) étvercem 72, takde
piisludny rozptyl je din zlomkem o2%(f) = qu— Je tudiz

patrno, Z%e rozptyl absolutnich éetnosti roste s rostoucim
rozsahem r vybéru, kdeZto rozptyl relativnich éetnosti klesd
s Tostoucim rozsahem r vybéru.

Podotkneme jesté, Ze bychom dostali obdobné rozptyl pro
piipad, t. zv. hypergeometrického rozdéleni detnosti (str. 90),
jez vystihuje brani vybéri ze zdkladniho souboru tim zpi-
sobem, Ze se prvky nevraci zpét. Rozptyl pak je dén vyrazy

T 1 1
pg I_F resp. pg|-— )

Tento piipad pfechdzi v binomicky, je-li rozsah zdkladniho
souboru velmi velky N — oo. Také tyto vyrazy pro rozptyl
prechézejf pak na (40) resp. (40').
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~ Budeme déle zkoumati, zda neni mozno udati pro odchyl-

ky%—— p, tedy odchylky relativnich éetnesti znaku ¢ ve

. x . " . .
vyberech7 od relativni fetnosti v zdkladnim souboru p,

takové hranice, v nich bude vétSina vSech mo#nych vy-
sledki. K tomu cfli si napfed odvodime diileZitou vétu.

(5,3) Vita Bienaymé-CebySevova. Piedstavme si, Ze
méme napozorovdno mno#stvi hodnot statistické proménné
%y, Xy, ..., 7y s Telativnimi Getnostmi resp. v, v,, ..., v, takie
»+v%+... +n=1 Jeli jejich primér z a oznatime
zase odchylky z;, — z = £;, bude rozptyl

0 =& + bt ... +uél

Rozdélme nyni odchylky £; na takové, které nedosahuji
numericky urditého ndsobku smérodatné odchylky 7o, pfi
¢emZ 7>1 a na ostetni |&|=> 7o, Relativnl Getnost
prvnich odchylek oznaéfme P,, tak¥e relativni éetnost ostat-
nich bude 1— P,. MaZeme pak psiti rovnici pro rozptyl

14 l
02 =D Evi + 0, &,
i=1 j=l'+1

Kde se prvni soudet vztahuje na viechna &;, kterd nedosahuji
10, & druhy souéet na viechna &;, kterd se mu rovnajf a pre-
vySuji. PonévadZ méme viechny séitance obou souétd klad-
né nebo rovny nule, je

l
0,2 2> Z s
j=V+1

Plati tudif zfejmé nerovnost



Vzhledem k tomu, Ze jsme oznadili

]
z yy=1—P;
jel' 41
je také
1
6.2 > 1200.2(1— P) éili-T—2 >1—P,
a konedné

1
Pi>1—— (41)

coZ znamens, Ze relativni éetnost prvki, jejichz hodnota
znaku se bude odchylovati od priméru méné neZ o 7o,

| - .
je vétsinez 1 — o Tato véta se nazyvé kriteriem Bienaymé-

Cebysevovym.

Viimneme si jesté, Ze pravédpodobnosti odchylek podle
véty Bienaymé-CebySevovy maji povahu obecnou, kters
nez4visi nijak na tvaru rozdéleni &etnostf. Za to viak jsou
tyto pravdépodobnosti uréeny v tzkych mezich éasto ne-
postacdujicich, nebot je tu udins dolni mez stanovenim, Ze
pravdépodobnost odchylky v mezich 7-ndsobné smérodatné

odchylky je vétsi nez 1 — l Vznikd zase otdzke, jak

12
blizko je tato dolni mez skuteéné hodnoté pravdépodobnosti.
Tato otdzka mé prakticky vyznam, nebot je-li tato mez znaé-
né nize neZ skuteéni pravdépodobnost, musfme provésti
k dosaZeni uspokojivého vysledku zbyteéné mnohem vice
pozorovani, nez kdybychom znali skuteénou pravdépodob-

1
nost. Podle véty Bienaymé-CebySevovy lezi vic net 1 — =

z celkového poétu r prvka souboru v mezich z 1 v, (kde
oviem -7 > 1) a tato véta plati pro jakoukoliv mnoZinu
koneénych é&fsel, bez ohledu na to, jak byla ziskéna. Pro
nékolik hodnot 7 si sestavime piehled:
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r|1|1¢|~2|3|4_
1

==

0 ’ 0,56 0.750'0,889’ 0,937

Znéme-li tedy z a ¢,, miZeme hned fici, Ze vic nez 759,
&sel lezi v intervalu z 4+ 20;, ¢ili méné neZ 259, se lisi od 2
o vice nez 20, atd. '
Také vyplyva z véty B.-C., Ze pii rozsahu 7 = 4 budou
viechny prvky souboru v mezich z 4 20,, nebot jich tam
bude vic nez 1— 1, tedy ze étyP vice ne% tii étvrtiny.

5

4 >

, jr
L

1

0 S 10 5 290 25

Obr. 11. Hodnoty t, pro né% viechny prvky jsou v intervalu
x + To,.

Podobné pro r = 10 vidime, Ze budou vSechny prvky v inter-
valu x 4 3,160;, nebot jich tam bude vic nez 1— {4;
a pod. MuZeme si graficky zndzorniti obory, v nichZ jsou
podle véty B.-C. obsaZeny viechny prvky souboru; budou
vyznaceny kiivkou 12 = r (obr. 11).

(5,4) Teorém Bernoullifiv. Budeme nyni s hlediska kriteria
B.-C.uvaZovati zminénou jiz tilohu, kters je jednfm z uhelnych
kament moderni statistiky, totiZ najiti pravdépodobnost, Ze

odchylka relativnich detnost{ ';— P ‘ bude men3{ ne% libo-
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volné kladné &islo &. Zvolime tedy & = 7 o(f), kde o(f) = Vﬂ,
r

potom plat{ podle véty Bienaymé-Cebyfevovy, Ze pro
| & 1> 7 olf) bude P,<—cmp,< P4 nebot 1 "(’)

Muze tedy byti pravdepodobnost P, pro rostouci r pfi uréité
zvoleném ¢ libovolné . mald. Naopak pro pravdepodobnost

1— P, %e ——p|<ebudepla.t1t 1— P, >l——cnh

n.
1— P, >1—2% (42)
Tato pravdépodobnost se blizi 1, kdyZ r roste nad vSechny
meze. Odhad na pravé strané (42) miZeme provésti nezavisle
na uréité hodnoté p, nebot soudin pg nemiZe byti vétsi nez
}, vzhledem k tomu, Ze p + ¢ = 1, takZe bude 1 — P, >

1 R .
>1 — o Tento odhad je pfirozené slabii.

Tak jsme dospéli k teorému Bernoulliovu, ktery je jednim
ze zdkladnich pilifa statistiky. Vyraz (42) vyjadiuje teorém
Bernoullitiv jako vétu o mezni hodnoté nejjednodusdi formou.
Osvétluje’ otdzku, jak se bliZ{ relativni detnost znaku ve
vybéru o r prveich své hodnoté v zdkladnim souboru, t. j.
konstantni pravdépodobnosti P, kdyZ rozsah r roste a vy-
slovime jej takto:

Je-li p pravdépodobnost vyskytu znaku pro kazdy prvek
nahodného vybéru rozsahu r, pak se pravdépodobnost P,

odchylky %—p relativn{ detnosti znaku ve vybéru od

hodnoty p v zédkladnim souboru, kterd se rovnd libovolné
malému kladnému é&fslu ¢, bliZf k nule jakoZto limité, roste-1i
rozsah nihodného vybéru r nade vSechny meze. Pravdé-
podobnost 1 — P,, Ze odchylka relativni éetnosti znaku ve
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vybéru ; od hodnoty p v zdkladnim souboru bude mens{

net ¢, se bliz{ 1 neboli jistoté.
Zpiisob, jimZ jsme piedli od rozdéleni ¢etnosti absolutnich

x k rozdéleni relativnich éetnostf % = f miZeme povaZovati

za transformaci soufadnic, kterd sesunuje k sobé tsedky
funkce P.(z) v poméru r:1. Primér transformovaného

rozdéleni je konstanta p a rozptyl o*(f) = (x) %’
nebot rozptyl se mé-

ni se Ctvercem isedek.

Rozptyl tedy klesé k nu-

le 8 rostoucim 7. Rozdé-

4 rn9 leni P,(f) je zndzornéno
v obr. (12) pro p=14;
pro r = 100 bylo moz%-
no zobrazit jeh kaZdou
druhou pofadnici. Uby-

vani rozptylu tu jasné

| |, vidime a souéasné se jevi,

]

1 2 J 4 o 3 6 9 muZeme Fei, zhudtovani

rozdélen{ &etnosti, ¢imZ

I je vyjéddiena podstata
o % L 0 Bernoulliho teorému.

il ‘ MuZeme jej také for-
it ‘ mulovati vétou:
L °o & o Relativni cetnost
Obr. 12. Zhustovéni binomického DRéjakeého znaku, zji-
rozd&leni ¢etnosti & klesajici rozptyl. 5ténd v ndhodném
vybéru rozsahur na
sobé nezdvislych prvkid, se bliZi hodnoté p v z4-
kladnim souboru a% na odchylku (chybu) ¢ napied
danou s pravdépodobnostf, kterd se miZe zvétso-
vénim rozsahu r pfibliZiti libovolné blizko éislu 1.
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V tomto smyslu tudiZ representuje nihodny vybér roz-
sahu 7 cely soubor viech prvki, odpovidajicich pojmu
uréujicimu statistickou jednotku, tim lépe, éfm je rozsah
vybéru r vétsi. Je to zdkladni véta o vétsi bezpeénosti delsi
statistické fady, kterd tvori v podstaté obsah t. zv. zékona
velkého éisla. Véta o vétsi bezpednosti deldi statistické Fady
dévé oprdvnéni principu statistické indukee; mohla by byti
oznalena také jako véta o vétdi bezpednosti zdvéru provede-
ného statistickou indukei na zdkladé ndhodného vybéru
o vétSim rozeahu neZ na zékladé vybéru o men3fm rozsahu.

Zskon velkého ¢éfsla souvis{ piimo s principem stejnotvar-
nosti pfirodniho déni, podle ného# za podobnych okolnosti
jev probfhé podobné. Predpokldd4d se tedy, Ze stejné skupiny
(komplexy) pii¢in maji za ndsledek stejné pochody. Aby-
chom vak z teorému matematicky odvozeného mohli éinit
zdvéry na skuteéné dénf, musime udinit jesté daldf krok.

Budeme se dovoldvat zkuSenosti, Ze v souborech, které
maji povahu naseho zékladntho souboru, pozorujeme sku-
teéné ziidka prvky o znaku s malou relativni cetnostl

Vyvodime z toho potom zaveér, Ze velké odchylky ——p

se budou u statistickych soubori rovnéz jen ziidka vysky-
tovat. To je podstatny obsah véty Cournotovy a jeho
formulace zdkona velkého &fsla.

Na konec ndm zbyvé urditi celkovou relativni ée'tnost
vBech téch prvka nadeho nového (myslenkového) souboru

rozsahu (lf), u nichZ se vyskytuje znak ¢ nejméné (rp— &£,)-
krit a nejvySe (rp + &g)-krat, neboli u nich% je relativn{
tetnost znaku ¢ v mezich od p—%’ do p —}—5—:. Pro prvni

piipad dostaneme hledanou celkovou relativni Getnost
P, (x— &y  + &), kdyZ seéteme vBechny relativni éetnosti
P,(x) pro hodnoty z v uvedeném intervalu. Pro druhy pii-
pad obdobné P, (p— z, p + z,) dostaneme seétenim piislug-
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nych hodnot P,(f); pfi tom je oviem P.(z) = P/}), %’ =

Vzhledem k tomu, %e vypodet jednotlivych élent je dosti
pracny a tedy také jejich soucet
1_+5|
P, (2 — & & + &) = 2 Pia) = [Pz + &) +
T—§,
+ P (z— &) +[Pr (@ +&—1)+ P (e—& + 1] +
+ oo+ [P (@ + 1) + P (z—1)] + Pi(a)
najdeme ddle — rovnice (52) nebo (563) — vyhovujici feSeni
PpribliZné.

Priklad: relativni éetnost narozenych chlapci v zdklad-
nim souboru je p = 0,513 é&ili 51,3%,. Pramérnd absolutn{
detnost chlapei narozenych roéné v misté, kde se rodf roéné
r = 100 déti, je tedy rp = 51,3; v misté, kde se rodf roéné
10000 détf, bude rp = 5130. Smérodatné odchylka é&ini
v prvém pipadé |/rpg = }/0,513 x 0,487r — 0,5)r = 5,

kdeZto v drubém pifpadé 50. Smérodatnd odchylka relativ-
nich ¢éetnosti chlapei viak klesd, nebot je v prvém pripadé

qu 95 = 0,05, tedy 59,, kdeito v druhém piipadé

jen 5promllle. Vysledek se povaZuje za tim pfesnéjsi, ¢im
mé menSi rozptyl a tedy také, éim md mensi smérodatnou
odchylku. Je z toho ziejmo, Ze ¢im jsou nihodné vybéry
vétsiho rozsahu, tim davaji vysledek blizsi hodnoté v zi-
kladnfm souboru.

(6,1) K¥ivky rozd®leni &etnosti. (Kiivka Laplace-
Gaussova.)

Lze Fici, 2¢ Bernoulli zaéal studovat binomické rozdéleni
detnosti a vyjadiil jednu jeho zvlditni vlastnost ve vété
Po ném pojmenované, kterd ukazuje, Ze vytkneme-li libo-
volné maly interval kolem hodnoty p a uréime si &islo
libovolné blizké jednotce, pak miZeme zvoliti soubor o dosti
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velkém poétu prvki, takZe relativni éetnost pozorovaného
znaku padne do zvoleného intervalu s uréenou pravdépodob-.
nosti. Nahraditi binomické -rozdéleni spojitou Idivkou se
podafilo Laplaceovi (1812), take bylo tplné déno soumér-
nou zvonovitou kfivkou e—*, jeji? pofadnice klesaji od
priméru tak, %e se jejich pfirozené logaritmy (se zdpornym
znaménkem) chovaj{ jako étverce vzddlenosti od primeéru
(viz obraz 13).

Obr. 13. Krivka Laplace-Gaussova.

Odvodili jsme si jiZ z binomického rozdéleni éetnosti spo-
jitou kiivku Laplace-Gaussovu, ¢ili normdlni ve zcela zv1ast-
nim pipadu, kde zdkladni relativni etnosti pfi alternativ-
nim znaku byly sobé rovny, tedy p =g = }. Lze viak
ukdzati, Ze obecné rozdéleni binomické (p + ¢)” se bliZi pro
velké r kiivce normédlni. Abychom tento postup naznadili,
vyjédfime ¢leny binomického rozdéleni (37) hodnotami y(&)
v jednotkovych intervalech tak, %e pro rozdil mezi primeé-
rem r = rp a Getnost{ = znaku ve vybéru rozsahu r zvolime
symbol £. Potom jednotlivé éleny rozdélen{ éetnosti budou

y(§) = AL s (43)

r!
(pr + &) (gr— &)
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K piibliznému vyjédieni faktoriel poutijeme Stirlingovy
formule

f — pRo—n
n! = n" V27m(1 +l2n+288n2+“')'
Ut#ijeme-li jen prvniho &lenu této fady, dostaneme pfibliz-
nou hodnotu, kterd se rovn4a presné hodnoté délené néjakym
¢islem mezi 1 a 1 +ﬁ. Stadi tudfZ vétdinou toto pfibli-

Zen{ pro n, kterd pfichdzejl v dvahu. S timto piibliZenim
pak dostdvime

(pr + &) = (pr 4§+ e +0)on (pr + ) =
= (p,.)pr+e-(1 + Z%)WITE 4 e—(?’+€)]/27p—r
a podobné
(g — &) = (g (1 — 5)4'—5*%_(«,_91/27,;,

takZe po dosazen{ do (43) a jednoduché vpravé bude pfi-
blizné

1 S E\—er+e+d) E\—ar—¢+ 1
= = 1 — 1— _ .
v V2mm( T ) ( qr) (44)

K osvétleni, jak se piiblizuje tento vyraz k (43), srovnivdme
odchylky § od primeéru se smérodatnou odchylkou ¢, =
= Vrpq, kter4 je Fddu Vr, nenf-li p ani ¢ prili§ malé. Musfme
tedy pfedpoklédati 7 tak velké, aby bylo moZno zanedbati
&

- ale l/é mus{ mfti takové konedné hodnoty, jaké se ndm

vyskytujf, kdyZ posuzujeme odchylky & srovndvdnim se
smérodatnou odchylkou.

MiZeme tedy vyraz (44), ktéry" napiSeme ve tvaru
y(§)=75=—=4.B,

Vaarpg
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zjednoduSiti s uvedenou pfibliZnosti, nebot

1 2 3

log A =— (Tp +&+ E)[ 2::1’2 L ¢1(§)]

1

log B=— (rq— &+ E) [—‘ g %— Fdsz('f)].

takZe '
_ 2
log y(6) V2mrpg = T 2% — 2f—m + =
& 5

kde P;(&) a D(§) jsou koneéné, nebot predstavujf souéty
kom;ergentn.{ch fad mocnin zlomku -—f—, ktery je libovolné
maly.

Je-li tudiZ r tak velké, Ze —f—tb(a je malé, a tedy zane-
dbatelné, dostdvime

e'
e 2nrpq.

1
y(&) = Vemrre

Vzhledem k tomu, Ze 0,2 = rpg, miZeme také psdti
|
Yy = —==2 %7, (45)
cr,V2n

co? je normalnf kiivka rozdéleni detnosti.
T—2x £
F A

= t m§ pak tvar

Ve smérodatné proménné p
. I

y(t) = V— —, (46)

Krivka j ]e symetrickd podle prumeru, do néhoZ jsme po-
lozili podatek soufadnic, ktery je tedy v bodé ¢t = 0 a této
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hodnoté odpovidd maximdlni poradnice
4(0) = i — 0,39804.
V27t

Uvedeme si pi'ehled nékolika pofadnic v intervalech 0.50,:

£lo, = 0,5 1,0 1,3 2,0 2,5 3,0
y = 0,35207 0,24117 0,12952 0,05399 0,01753 0,00443
y/y(0) = 0,88250 0,606563 0,32465 0,13534 0,04394 0,01111

Podrobnéjii tabulku poméru pofadnic y : ¥(0) moino na-
jiti na pf. v [9]. Druhd derivace vyrazu (45) je

2 &
d_y=__1__ ﬁ_l)e 201’,
B~ Vanep o

z ¢ehoZ plyne, e kiivka m4 dva inflexni body pro & = + oy,
nebot’ nejblizs{ derivace v téch bodech od nuly ruznd je
tieti, tedy lichého stupné. Teény v téchto bodech kiivky
protinajf osu & v bodech £ = + 2¢,.

Momenty lichého Fddu kolem priméru jsou pro symetric-
kou kiivku Laplace-Gaussovu, jako pro kazdou symetrickou

kfivku, rovny nule, tedy p;1 = 3= ttz5=...=0. Pro
momenty sudého Fddu lze odvoditi rekurentni vztah [6]
Bar2i = (2l— 1) U.tz,ur,%;z (47)

takZe
Mr2 = gz Hz,4 = 30,4, Ure = 150.8, ... (48)

Jako jsme vidéli u histogramu, Ze celd jeho plocha pfed-
stavuje rozsah souboru, tak jej také zde zndzorfiuje plocha
ohraniéend kiivkou a osou z. Tato plocha je ddna pfi spo-
jité proménné integrilem

i
—J —irdt =1
Vﬂfe



vzhledem k tomu, Ze
+.w
j e dt = |2z
—0
Mdme-li soubor rozsahu 7, pak je rovnice normdlni kiivky

£

4 e 205 (49)

o\om
a maximdlni pofadnice pro £ = 0 je ¥,(0) =

yl&) =

_r .
py

Vzhledem k soumémosti kiivky, je édst ohrani¢end osou &

! +o
Obr. 14a. Useky plochy normAln{ kiivky Eetnosti.
a kfivkou v mezich od — oo do 0 rovna (viz obr. 14a) polo-

viné celé plochy, tedy 0,5. Cdst plochy od — o a% do
& = to,, kde ¢ je kladné &islo, bude

t
F(t) = VITT: f et dt = 0,5 + alt), (50)

kde jeme zavedli v
t

$a(t) =l—/—;—” f e—it dt. (51)
)
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Bude tedy plocha pésu (obr. 14b) mezi é = — o, a £ =

= +toy,
t t

0

—t

Tyto hodnoty miuZeme sestaviti do tabulky [6] pro
razné ¢, t. j. pro rizné hodnoty odchylky od priméru vy-
jédfené ve smérodatné odchylce jako jednotce. Tak je na pi.

Obr. 14b.

Gﬁ —t 06145 1 ) 2 3
o) 05 06827 08427 09545 09973
B..C. 0 05 0750 0,889

Hodnota &, = 0,67450,; se nazyvé také pravdépodobnd
chyba. Je patrno, Ze v mezich z 4 £, je polovina celého
souboru a tedy rovné% polovina vné téchto mezi. Je tudiz

tato hodnota kvartilovou odchylkou. Hodnota £, = )2,
se nazyvd modul. U%ivé se ji také nékdy za jednotku, v niz

se vyjadiuje proménni, takZe ¢ =
a,]/2
funkei

=9 ‘a dostdvime pak

Y
D(y) = Viz_z- f e—72dy, (53)
0
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kterd byvé tabelovina. Presvédéime se ovSem snadno, Ze
o(t) = D(y), provedeme-li substituci ¢ = yVE

Ve tretim f4dku byly pro srovnini uvedeny hodnoty vy-
plyvajici z teorému Bienaymé-CebySevova.

Z uvedenych éfsel vidime, jaké procento prvki souboru
s norméln{m rozdélenim &etnosti je v uréitych mezich od-
chylek od priméru.

Tak bude prvki:
68,279, s odchylkou | & | é o;, ostatnich je tedy 31,739,
95,459, ’s | I3 | < 20, . w o o» 4559
99,73%, ' | 3 l _S_ 3o, ’ »oon 0,27%

V souboru s norméalnim rozdélenim Getnosti podle toho
bude na pi. 0,1359, prvki s vétéfmi hodnotami nez z + 3o,
a rovné? tolik s men3fmi hodnotami nez = — 3o, ¢ili 0,279,
prvkid bude mimo interval 4 3o;.

Vlastni prakticky vyznam kfivky Laplace-Gaussovy se
jevi teprve pfi téchto daleko duleZitéjdich otdzkdch, kde
potfebujeme soucet velkého poétu jednotlivych relativ-
nich &etnosti, nebot méné nis zajimd otdzka, jakd jest
pravdépodobnost, Ze pfi 1200 vrzich kostkou padne préveé
xz = 180krdt Sestka, jako spiSe otdzka, jaki je pravdé-

podobnost, Ze nebude odchylka od priméru z = 200 vétsf
220

ne% 200 — 180 = 20. To vy¥aduje zjistiti soudet D, P(z) &ili
z=180

vypoditati podle Newtonovy formule (36) celkem 41 jed-
notlivych hodnot pravdépodobnosti P,(x) a secisti. Integraci
kifivky Laplace-Gaussovy dosahuje se zde dalekosdhlého
zjednodudeni. Pro tento t. zv. Laplacetv integrdl existujf
razné tabulky sestrojené pro rizné argumenty; proto je
tieba znaéné opatmosti pri jejich uZivdni a predeviim Fid-
ného seznimeni se s nimi.

Znizornime si hodnoty funkece F(t), probthd-li promenmi. ¢
cely obor redlnych ¢isel; dostdvdme tak k normélnfmu roz-
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déleni cetnosti souétovou krivku, kterd je zndzornéna
v obr. 15. Jeji pofadnice je v stupnici pétkrit zmenSené

e % « - o 3 B 3 3 2 %

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

8
N

3 3

8 3

2 4 6 8 0 12 # 16 18 20 22

Obr. 15. Soudtové kiivka k normélnimu rozdsleni &etnosti.

proti pofadnici piislufné normalnf kiivky nahore. Pomoci
soudtové ldivky se snadno urduje, jak jiZ vime, medidn
a kvartily.
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(6,2) Normélni rozdé&leni &etnosti kvantitativniho znaku.
Odvodili jsme Laplace-Gaussovu kfivku normélntho rozdé-
leni &etnosti, pomocf nihodnych vybéra, z nichZ kaidy

vykazuje uréitou relativni éetnost znaku% = | a pochopili

jsme tak vznik této kiivky na zdkladé binomického rozdé-
len{ éetnostf. Normalni rozdéleni v3ak vznikd také, pro-
vedeme-li mnohondsobné méfeni kvantitativntho znaku na
jednom predmétu (fada méren{ néjaké délky) nebo pfi mé-
fen{ uréitého kvantitativnfho znaku na ruznych pfedmétech,
je jsou prvky jednoho statistického souboru (na pt. délka
listd uréitého stromu). Pro vyklad, jak vznikd normdlni
rozdéleni, v prvnim piipadé si miZeme pfedstavit, Ze vy-
sledek ka’dého méfeni zavisi na velikém podtu t. zv.
elementdrnich piiéin, z nichZ ka%d4 je s to zpusobiti né-
jakou elementdrni odchylku od skuteénosti. Tyto odchylky
jsou v obou smérech stejné pravdépodobné a vzéjemné
nezivislé. Je to tedy analogie s ndhodnymi vybéry kouli
z osudf se stejnou pravdépodobnosti pro bilou i éernou nebo
analogie hdzeni mincf. Takovy vyklad byl sestrojen pii-
vodné pro teorii chyb pfi méfeni; pfendSel se pak také na
druhy piipad, jim% se zabyvdme ve statistice. Je vlak také
jiny vyklad, ktery snad lépe vystihuje skutecnost, takZe se
ho muZeme pfidrZeti. Vychdz{ od hypotesy, Ze ka¥dd hod-
nota kvantitativniho znaku je souétem mnoZstvi nezndmych
a nezdvislych séitanci. Na pf. délka néjakého predmétu
(listu) se sklidd z délky velkého mnoZstvi nezévislych sou-
&astek (bunék). Také tudiZ kaZdd jednotlivd odchylka je
soubtem mnoZstvi malych nezndmych velitin, elementdrnich
odchylek. Rozdéleni téchto souétd je blizké normélnimu
i kdyZ by rozdéleni séitanci nebylo normaln{. (Tak si mi-
Zeme vysvétlit, e se vyskytuje norméilni rozdéleni éetnosti
také pro kvantitativni znak ve statistickych souborech.)

(6,3) Pravd¥podobnostni stupnice. Souétovou kfivku
patifci k normélni kiivee lze zndzorniti pifmkou, zvolime-li
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vhodnou stupnici pro pofadnici. Souvislost pravidelné stup-
nice relativnich Cetnosti v procentech se stupnici t. zv.
pravdépodobnostni rovnéZ v procentech je vyznaéena nomo-
graficky v obr. 16, kde jsou patrny body pfimky odpovida-
“jief bodtm souétové kiivky. .

V této stupnici je zndzornéna soudtové kiivka rozdéleni
¢etnosti na str. 29 (obr. 4b). Podle toho, jak se odchyluje
od pfimky, miZeme posou-
diti, Ze pozorované rozdé-
lenf Getnosti se li¥f od nor-
maélniho.

Norméln{ kfivku lze rov-
néZ prevésti ns primku,
zvolime-li v pravoihlé sou-
stavé na ose tisecek kvadra-
tickou stupniciana ose po-
fadnic logaritmickou stup-
nici [7, str. 19].

(6,4) Poissonovo roz-
d¥leni &etnosti. (Expo-
nenciela Poissonova.)
L4 Abychom z binomického
o bk rozdélen{ detnosti odvodili

r. 16. Pfevod pravidelnéstupni. JeSté jiné kfivky rozdélend
(?el;lasl?upn?ciggvdépoedoblslosfm. Cetnostf, budeme hledati

pro funkei

|
« 3 8 st8tzt 3 0

_— r! Z,
y=z (r—a)! 4

vhodny vyraz, ktery by ji vyjédfil pfiblizné v téch pfi-
padech, kdy zékladni pravdépodobnost vyskytu pozorova-
ného znaku p je mald, ale tak, Ze rp = A je éfslo koneéné
pro libovolné veliké 7.

Predevifm je

(r—r!xﬁz rir—1)(r—2)...r—=z +1).

F—z
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Déle pifme
A 2
p=-—a tedy ¢ = 1—7,
takZe bude tedy

(=) (e

Priblizny vyraz dostaneme pro velks r, zanedbidme-li veli-

¢iny Fddu %, takZe pfedeviim soudin prvnich z — 1 &initeld

.i(x—l)

v zévorkdch, ktery je mezi 1 a 1 — 5

» poloZfme
roven priblizné 1.

Déle miZeme misto |1 —%)r kldsti pfibliZné e—4, cok je
limita, k ni{¥ vyraz spéje pro r - . Koneéné ¢g—2 spéje

pro velkd r k 1, nebot ¢g—*= [(l—%)_ ]7, coZ spéje
z .
k (e')7, a tedy pro velks r se; bli#{ k nule. Z toho vieho

tudiZ vyplyvd, Ze miZeme piiblizné kldsti

e-_l lz
por (54)

tento vyTaz se obylejné oznaluje symbolem y(x) a nazyvd
se exponenciela Poissonova, uddvajici pravdépodob-
nost, Ze se vyskytuje z-krdt pozorovany znak, ktery patii
mezi tak zv. FHdké jevy, jejichZ pravdépodobnost p je mald.
Bortkiewicz jej nazval zdkonem malych é&fsel.
Pravdépodobnosti, Ze se objevi pozorovany znak praveé
0,1,2,... krit, jsou diny jednotlivymi ¢leny fady

2 3 .
e—‘(l +1+%!- +%+)
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Ackoliv jsme predpoklidali pfi odvozovéni Poissonovy
exponenciely, Ze = je malé vzhledem k 7, dostdvdme k roz-
déleni cetnosti, vyjédienému touto exponencielou, klademe-li
za = vSechna celd &fsla od 2= 0 do z = r, jednoduché
a duleZité vysledky pro prumér a smérodatnou odchylku
Pro. velk4 r plati pFiblizné

e—"(l—|—}.+§!—+...+—§!—)=l, (55)

nebot soudet v zavorce je pfibliZné roven e?. Jednotlivé
&leny pravé strany jsou tedy relativni éetnosti. Vynisobime-li
kaZdou z nich pFisluSnou hodnotou znaku 0, 1, 2, ..., 7, do-
staneme prumer
lr
0 +4+ 2 -l- -|- o R Ty
e—Di) ~
1 (56)
=21 +2 + + =4
(r—1)!
nebot soudet v zévorce je pro velkd r piibliZné tyZ jako
v rovnici (55).
Podobné dostaneme pro druhy moment obecny

Fz2—6_1(0+}-+27~2+ + .. +( lr])!)
tak¥e rozptyl

Uz,2 = ,u’z,2 — z?
bude

- i
e = Ao (1+21+ +..+(r_1)!) 2,
coZ lze také psiti

_a 12 lr_
Pz = e l+l+-2—!+...+—-.+
- 12 2r—2
_{_pe—l(] + 4 +g +--. +—)_;_z;
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vidime tedy vzhledem k (55)
=A+A2—22= 4 (57)

Je tedy rozptyl roven primeéru. Vzhledem k tomu, %e
A=rp, je to tedy hodnota blizkd rpg, kterou jsme nasli
pro normilni rozdéleni éetnosti, nebot g se lisf velmi malo
od 1.

Hodnoty Poissonovy exponencidlni limity (54) byly tabe-
loviny pro riznd 1 a z; lze je najiti na pi. v tabulkich [8].
Pribéh jejich je znidzornén na obr. 17 pro 1 = 0,5, 1, 2, 6.
Je jasné vidéti, Ze od vplné

o — nesoumérnosti pfechizeji
s T kfivky pro rostoucf Ak tva-
o N - ru stile soumérnéjSimu.
ar S (6,5) Pearsonitv systém
310 1 kfivek Setnosti.Vidéli jsme,
T T Ze lze odvoditi z binomic-
<Y REN kého rozdéleni Getnosti &ili
o . z formule Newtonovy (36)
R NLRE T Ll cely systém kfivek rozdeé-

leni Cetnosti. Mohou viak
Obr. 17. Exponenciela Poissonova, byti odvozeny jesté obec-

néjsi systémy. Predstavme
-gi, %e¢ zdkladni soubor koneéného rozsahu N obsahuje
k prvku, majicich pozorovany alternativni znak a N
prvki, které jej nemaji. Vyjmeme-li z tohoto zdkladniho
souboru ¢dste¢né soubory o rozsahu r prvki, miZeme tak

udiniti celkem (11\_’) riznymi zpusoby, ¢ili mi%eme dostati
tolik raznych vybéri. Kaidy z téchto vybéru md urdity
potet z prvki s uvafovanym znakem. Kladné celé ¢islo x
je v intervalu od 0 do r, kdy: piedpokléddme k> r.
Abychom stanovili, kolik muZe byti ruznych vybért, jez
maji uréity pocet z prvku s pozorovanym znakem, uvédo-

mime si, fe je celkem (’;) skupin, jeZ obsahuji z riznych
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prvki z danych % prvki s uvaZovanym znakem v zdkladnim
souboru, a ke ka?dé z téchto skupin lze pfifaditi (1’\.7——2]:)
riznych skupin tvofenych ze zbyvajicich r — x prvku, které
nemaji uvaZovany znak a dopliuji skupinu na celkovy roz-
sah vybéru r. Vidime, %e tedy bude hledany podet riznych
vybért ¢ili absolutni detnost (’;) (1;’: :) Relativni Get-
nost jejich dostaneme, délime-li posledni{ vyraz celkovym
pottem riznych moZnych vybéri rozsehu », takZfe bude
vyjddrena funkef

f(z) = L (k) (N - ) {58)

(1;7) zf\r—=

pro hodnoty 2=20,1,2,...,7; jsou to postupné za sebou
jdoucf &leny koneéné fady hypergeometrické. Z této funkee
vy3el K. Pearson, aby odvodil t. zv. Pearsonuv systém kfivek
rozdélen{ etnosti, v ném? jsou kiivky (45) a (54) zahrnuty
jako zvldstni piipady [6], nebot také binomickd funkece (36)
je zvldStnim piipadem hypergeometrické, kterd v ni pfe-
chdzi pro nekonedny rozsah zdkladniho souboru, takZe

N = o0, k= 0, ale jejich pomér %: p je konstantni a ko-
neény.

Vhodnou volbou typu kfivky je pak moZno s postaduji-
cim pribliZenim vyjidfiti statisticky pozorovand rozdéleni
Getnosti. Tato volba je tu usnadnéna tim, Ze bylo odvozeno

— pomoci{ momentiis — kriterium, které umotiiuje rozhod-
nouti se mezi moZnymi typy pro vhodnéjsi.

(6,6) Pélyove vyb¥rové schema pro jevy vézané.
K urdité funkei hypergeometrické jsme vedeni, providime-li
ze zdkladntho souboru o N prveich, z nichZz mé %k prvki
pozorovany znak, vybér rozsahu r tak, Ze vyjmeme prvek
a zjistime, mé-li pozorovany znak. V kladném piipadé se
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potet prvki s pozorovanym znakem v zdkladnim souboru
zvétdi o 1 + A; nemél-li prvek pozorovany znak, zvétdi se
o 1 + A podet téchto druhych prvki v zdkladnfm souboru.
V okamiiku, kdyZ jsme vynali r prvki, bude miti zdkladni
soubor celkem N + rA prvki.

Bylo-li mezi nimi 2 prvka s pozorovanym znakem a tudiZ
r — x ostatnich, je v zdkladnim souboru % 4 24 .prvkia
s pozorovanym znakem & N —k + (r— z) A4 ostatnich.
Pravdépodobnost vyskytu pozorovaného znaku je na za-

é4tku v zékladnim souboru JEV = p a opacnd —Nlc q;
mén{ se po vynéti kazdého prvku do vybéru, tak¥e po vynéti
. k+2xA4 N—k+4+(@r—=x)4
-téh ; .
r-té OleN-{—rAIesP N 14

Pravdépodobnost, Ze prvnich z prvkid bude miti pozoro-
vany znak ve vybéru rozsahu r, bude jako sloZend pravde-
podobnost déna soudinem

k k+4  k+(@—1)4 N—k N—k+4
N N+a ‘N+@—1)AN+zd N+@+1)4ad
—k+(r—x—-l)A.
N+ (Fr—D4
Zavedeme-li ozna.éeni ;iV = ¢, prechézi posledn{ vyraz na tvar
P P+é p+(x—1)6 q g+6
T1+6 1+(z—1)0 14286 1 +(zx41)0
g+r—x—1)4
I+ (r—1)0

Pravdépodobnost, Ze bude ve vybéru téhoZ rozsahu 7 jinych
x prvku se znakem pozorovanym, bude déna tym? vyrazem,
jen pofadi jednotlivych faktord bude jiné.

Kombinaci, v nichZ se miZe vyskytnouti mezi r prvky z

8 pozorovanym znakem je (;), takZe celkem pravdépodob-
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nost, Zze mezi r prvky vybéru provedeného ze zékladniho
souboru, ktery se uvedenym zpisobem méni, bude = prvkia
8 pozorovanym znakem, je

f(z’r) ="
X

PP+0)...[p+(x—1)bl¢glg +4]...[g + (r—2z—1) d]
I46J +20]...101 + r—1) 8]
Je-li pravdépodobnost p mald, ale pro velkd r je rp = A
koneéné ¢islo, a pfi kladném ¢ oznadime 76 = d > 0, plati
priblizné

i
flz,r)= l'}. A4+d)(A+2d)...(A +2—1d) (1 +d) ¢

z! (59)
coZ se nazyvé zikonem Pélyovym a je zobecnénim exponen-
ciely Polssonovy (564), kterd z ného vyplyvd jako limita pro
d —

Pro uvedené schema vybérové to znamens, ze 4 = 0 éili
redukuje se na piipad schematu Bernoulliho o konstantni
pravdépodobnosti p. )

Jiny piipad dostaneme pro 4 = — 1, ktery znamend, e
prvek se vyjme do vybéru a rozsah zdkladntho souboru se
tim vidy o jeden prvek zmenSuje, coZ je pripad Pearsoniv,
odpovidajfci koneénému souboru zdkladnimu, do néhoZ se
vynaty prvek nevraci zpét.

Zékon Pélyuv uvddime vzhledem k jeho obecnosti a také
proto, Ze se osvédéil k vystiZen{ piipadd, kde se nejednd
o jevy nezivislé, nybri néjakym zpisobem vazané, jako je
piipad dmrtnosti vlivem nakaZlivych nemocf, nebo smrti
cestujicich ndsledkem nestésti na drahdch a pod.

(6,7) Rozvoje v Fady. (Rada Brunsova.) Prakticky
problém vyjddieni pozorovaného rozdéleni Cetnosti analy-
ticky je také velmi obecné feSen pomoci fady, jejimZ prvnim
¢lenem je funkce Laplace-Gaussova jako vytvoiujicf a dalif-
mi ¢leny jeji derivace.
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Omezime-li se jen na prvni dva éleny, od nuly rizné, do-
stdvame vyjddieni

_ _ Uzs [3E . &
16) = PO — 9() 225 (_a, —a,s)’ (60
kde
1 25; (3.5 53) — ")
(p(f) - O'IV2TZ € (5) 0'33 (P

tak?e z pozorovaného rozdéleni éetnosti musime stanoviti
prvni tfi momenty, abychom uréili potfebné tfi konstanty,
jez se ve vyrazu vyskytuji z, oz, s 5.

(Rada Poisson-Charlierova.) Také jiné funkce mohou
slouziti k podobnym rozvojim v fadu. Zvldsté jednoduchy
a pro vystiZeni nesymetrickych rozdéleni Getnosti vhodny

je rozvoj pomoci exponenciely Poissonovy, ktery uvedeme
také bez odvozovani

f(x) = p(2) + $(pz,e — ) 4% y(a). (61)
y(z) znadf exponencielu Poissonovu (54) a druhd diference je

A y(a) = p(z) — 2y (x—1) +p (x—2).

Na rozdil od Pearsonova systému kfivek nemime zde
kriteria, které by ndm pomohlo rozhodnouti, zda méme po-
uZiti fady Brunsovy nebo Poisson-Charlierovy pro rozpo-
jitou proménnou z, takZe musi rozhodnouti statistik sdm
podle vhodnosti a ddelnosti.

Prakticky vyznam rozvoju vytvofenych pomoci jinych
funkef je omezen pozadavkem rychlé konvergence rady, aby
bylo moZno se omeziti jen na nékolik mélo ¢leni.

(6,8) Vicevrcholovia rozdéleni etmosti. Nékdy se vy-
skytuji soubory, jejichZ rozdéleni Getnosti mé dva vrcholy
(¢ili dvé maxima) jako v obr. 18a nebo vice vrcholi. Vznik
takového rozdéleni detnost{ se vysvétluje tim, %e soubor
zahrnuje prvky nestejnorodé podle nékterého znaku, takZe
bychom dostali dvé riznd rozdéleni éetnosti, kdybychom
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podle ného soubor roztiidili. Pfedstayujeme si tedy, Ze vy-
slednd kiivka rozdéleni ¢etnosti{ vznikla superposicf dvou
jednoduchych kiivek; pfi tom by oviem mohla vzniknouti
také kiivka jednovrcholovd (obr. 18b).

'Za Celem oddéleni obou jednoduchych kiivek je moZno
pouZiti pro nékteré tvary dvojvrcholovych rozdéleni d&et-

a) b)
Obr. 18a, b. Dvojvrcholové rozdéleni detnosti.

nost{ kiivek normilnich, takZe pak dané rozdéleni je vy-
jddFeno rovnicf
’ _(z—z) ’ _ (=
rfle) = —j=e ¥% 4+ —T—e uu,
1-0,]/27: 20z} 27

kde &fsla 7, a 7, uddvaji, v jakém pomeéru se vyskytujf v celko-
vém rozsahu r prvky prvntho a druhého souboru slozkového.
Konstanty vypoéitime pomocf momenti celkového rozdé-
len{ Cetnostf.

Uloha: Vypotitejte konstanty pro jednoduchy p¥ipad, kdy
oba vrcholy spadaji do tého mista, takle z, = x, = f"a:,l-
V tomto pfpad® je rozdéleni symetrické, takZ¥e momenty
lichého stupnd kolem praméru se rovnaji nule, tedy Bgq =
= p,3 = #y5 = 0 & ostatni jsou vzhledem k rovnictm (48) po-
htupné

r=r1+1
Thz2 =" 19.* + 7240,°
Thyy = 3(n 104 + 7330,4)
Thyg = 15(r110,% + 7940.°).
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Reenim t&chto &ty rovnic je moZno urditi ry, ry, ,6,, 30, nebot
10, 8 ,0,? dostaneme jako dva kofeny jedné rovnice druhého
stupns.

(6,9) Priklady.

1. (Normélni rozdé&leni &etnosti.) Vyjadiime skupinové

rozdéleni &etnosti dané v sloupci (1) & (2) pomoci kiivky
Laplace- Gaussovy Pouil]eme k tomu &ésti jeji plochy, danych

13—1: u—u

vyrazem F(t) = Von f e dt, kde ¢t = = “vzhle-
z a“
—cn
dem k (15) a (17).
xg ng U ugny ulng U —a
N 2) (3) 4) (5) (6)
17 14 —3 — 42 126 —2,095
22 121 —2 —242 484 —1,095
27 335 —1 —335 335 —0,095
32 349 0 0 0 0,905
37 150 1 150 150 1,905
42 29 2 58 116 2,905
47 2 3 6 18 o)
z 1000 —405 1229 ’
u,—u
t = F(t) 4 F(t) r.AF()
Oau
(7) (8) (9 -(10)
—2,1140 1—0,9827 0,0173 17,3
—1,1049 1—0,8654 0,1173 117,3
—0,0959 1—0,5382 0,3272 327,2
0,9132 0,8195 0,35677 367,7
1,9223 0,9727 0,1532 153,2
2,9314 0,9983 0,0256 25,6
) 1,0000 0,0017 1,7
1,0000 1000,0
% = — 0,405 z = 20,975
,u'u'2 = 1,229 by g = 0,982
Byg = 1,065 o0y = 0,891

Vysledek v sl. 10. davé t. zv. teoretické rozddéleni Eetnosti.
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2. (Poissonova exponenciela.) Podet umrti %en starSich
85 let, pozorovany denn& v obdobi t#i let je uveden v (1) a (2)
sloupei tabulky rozdé&leni 8etnosti. Vzhledem k jeho nesymetric-
kému tvaru se pokusime o vyjddieni exponencielou Poissonovou.
Potfebujeme k tomu cili zjistit prim&r rozdsleni 4. Celkovy
rozsah je 7 = 1086.

Polet umrti

denna Poéet dni
£ ng - Ty xfing p() r y(x)
(1) (2) (3) 4) (6) (6)

0 364 0 0 0,30360 329,7
1 376 376 376 0,36179 392,9
2 218 436 872 0,21568 234,2
3 89 267 801 0,08576 93,1
4 33 132 528 0,02559 27,8
5 13 65 325 0,00611 6,7
6 2 12 72 0,00122 1,3
7 1 7 49 0,00025 0,3
z 1086 1295 3023 1,00000 1086,0

A=z =1,1924

,u’:,:'2 = 2,7836

Bre = 1,3618

3. (Rada Poisson-Charlierova.) Pryskyinik (Ranun-
culus) je rostlina s korunou zpravidle péti¢etnou, vyskytujf
se viak i piipady s korunou vicedetnou. Pozorovédnim 222 kvt
bylo zji§téno dole uvedené rozdé&leni etnosti. Pro jeho analy-
tické vyjadienf pouZijeme fady Poisson-Charlierovy (61). Potre-
bujeme vy&islit koeficient druhého &lenu a dalsi postup je
patrny z tabulky vypoé&ti.

A=a =063l
Wyg = 1,315
typ = 0,917

$pgpa— A =c = 0,143
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Podet listka  Cet-

v koruné nost,

x; n; u; un; u*ng w(u)

(1 (2). (3) (4) - (5) (6)
5 133 0 0 0 0,53262
6 55 1 55 55 0,33497
7 23 2 46 92 0,10588
8 7 3 21 63 0,02243
9 2 4 8 32 0,00359
10 2 5 10 50 0,00051
z 222 140 292 1,00000
4 yp(u) A% p(u) cd? p(u) y r.y
(7 (8) (9) (10) (11)
0,53262 0,53262 0,07616 0,6088 135,2
—0,19765 —0,73027 —0,10443 0,2305 51,2
—0,22909 —0,03144 -—0,00450 0,1014 22,5
—0,08345 0,14564 0,02083 0,0433 9,6
—0,01884 0,06461 0,00924 0,0128 2,8
—0,00308 0,01576 0,00225 0,0028 0,7
' 222,0

Ve sloupei (8) urfena hodnota yp(u) pro znak w = 5, aby se
docililo souétu relativnich &etnosti 1; diference pak byly po-
éitény tak, jakoby to byla hodnota 'y (5), nebot vliv této
apravy je zanedbate]n)

Uloha: Vyjadfete pomoci fady Poisson-Charlierovy rozdélem
fetnosti pouZité v pfedchozim ptikladu.

(7,1) Aplikace a zobecnéni Bernoulliova teorému. (Od

Bernoulliova teorému k zivérim o skuteéném
pribéhu jevi.) Laplaceovym integrilem jsme ziskali
duilezity prostiedek k Fefeni nékterych uloh praktické statis-
tiky, jez se Casto opakuji. Proto umoffiuje statistikovi
ohromnou tsporu préice a ¢asu. Nesmime vak nikdy zapo-
minati, e pro koneény rozsah souboru r znamen4 jen pfibliz-
nou formuli, jeji% meze chyb nelze oby&ejné ani dosti pfesné
odhadnout. Piedeviim muZeme vhodné pouiit Laplaceova
integrélu k takové formulaci Bernoulliova teorému, jeZ by
usnadnila jeho praktickou aplikaci. Zikladn{ problém

7-22 97



Bernoulliiv jest v uréeni pravdépodobnosti P,(z), Ze v ndhod-
ném vybéru rozsahu r bude prdvé x prvka s pozorovanym
znakem alternativnim je-li p jeho relativni éetnost v zdklad-
nim souboru. Tato pravdépodobnost je uréena Newtonovou
formuli (36). MiZeme pak snadno uréit pravdépodobnost, Ze
¢etnost x znaku ve vybéru ze zdkladntho souboru o kon-
stantni relativni éetnosti p se odchyli od priméru rp nejvyse
o + &, Pro dosti velkd r je hledand pravdépodobnost

Pr (E—Eoyi + Eo)
dana Laplaceovym integrdlem
Yo

9 ) )
D(ye) = V—;fe—y dy pro y,= o
0

Vorpg

Bernoulliiv teorém dostaneme z toho malou zménou pro-
ménné. UvaZujeme misto Getnosti x znaku jeho relativni

cetnost | = % a ptime ‘se, jakd je pravdépodobnost, Ze

relativni Getnost znaku ve vybéru m4 uréitou hodnotu f.
Oznadime-li tuto pravdépodobnost P.f), bude ziejmé

P,(f) = Py(z). Déle je “— Eo i 752 = p—z, pileme-li

2y = E‘l. MuzZeme tedy udati pravdépodobnost, Ze relativni
T

¢etnost znaku ve vybéru se bude odchylovati od relativn{
detnosti v zakladnim souboru nejvyde o z, nebot je opét
déna Laplaceovym integrilem

P, (5_5", = fé’

r

24

V2rpq

)= P, (p—zyp +zo)=¢(
éili .
Pr(p—20,0 +2)=® (zo VE,I‘TQ) (62)
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Na pravé strané této rovnice je funkce z,, ktera s rostoucim »
spéje k 1 pfi kazdé hodnoté z,, nebot @(o0) = 1. Plati tedy
pro pevné z,
lim P, (p—2¢, P +20) = 1, (63)
r—w
co? je vyrazem Bernoulliova teorému, ktery znovu vyslovime:
Je-li rozsah  ndhodného vybéru dosti velky, je pravdé.
podobnost, Ze relativni éetnost alternativniho znaku v ném
se odchyli od své relativni éetnosti v zédkladnim souboru
oméné ne? z, libovolné blizka 1, at je 2, jakkoliv malé.

Pravdépodobnosti velmi blizké ‘1 se také iikd méné
piesné ,,skoro-jistota‘“. Potom muze pfedchazejici véta zniti:
Je skoro jisto, Ze relativni ¢etnost bude libovolné blizko
statistické pravdépodobnosti, je-li jen r dosti velké.

Je dileZito si uvédomiti, Ze vyvody aZ potud byly pro-
vedeny jen matematickymi divahami z oboru t. zv. kombi-
natoriky. Proto nemiZeme za tohoto stavu nic #eci o tom,
jakd Cetnost znaku ¢ by se ve skutecnosti objevila, kdyby-
chom vzali r prvki ze zdkladniho souboru rozsahu N.

Mohli bychom dostati relativni (':etnost% = 1, kdybychom

vzali prvky vybéru z jedné dsti zdkladniho souboru, ktera
m4 jen prvky se znakem ¢. Kdyby v3ak byly viechny prvky
se znakem ¢ v jiné ¢dsti zdkladniho souboru, dostali bychom
Pri téZe relativni detnosti p v zdkladnim souboru vysledek

0

- = 0 pii platnosti viech formuli, jeZ jsme si odvodili.
Abychom mohli se svymi vyvody pokrofiti k néjakym za-
vérim o vztahu mezi ; a p museli jsme udélati dodateény

predpoklad, Ze zdkladni soubor rozsahu N je dobfe promi-
chén éili prvky se znakem ¢ jsou v ném vice méné stejno-
mérné rozdéleny. Tomu promichéni jsme rozuméli technicky,
tedy asi tak-jako vznikne beton pedlivym promichdnim
cementu, Stérku, pisku a vody. Podati pro pojem dobrého
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promichdni ryze matematickou definici je oviem tkol zcela
jiny. Byly takové definice sestrojeny a zaloZen na nich cely
pocet pravdépodobnosti. Tak na pf. Misesova definice vy-
chézi od zdkladniho souboru nekoneéného rozsahu zvaného
kolektiv, ktery m4 tfi vlastnosti: 1. Prvky tvoii posloupnost
nepravidelnou. 2. Relativni ¢etnost f; znaku c spéje pri
neomezeném poctu prvka k pevné mezni hodnoté p; pied-
pokldds se tedy, Ze existuje limita lim f; — p, zvand pravdé-

=
podobnost. Rikdme, %e relativni Getnost f; spéje ku p
stochasticky a tato konvergence ve smyslu teorie pravdé-
podobnosti ¢ili stochastickd je charakterisovdna vétou
Bienaymé-Cebysevovou a Bernoulliovou. 3. V ka%dé posloup-
nosti libovolné odvozené ze zikladni, je t4%Z mezni hodnota
relativni éetnosti.

Tim, %e v definici pravdépodobnosti predpoklddime né-
jakou limitu relativni Eetnosti, idealisujeme pozorovanou
skuteénost k tdelu definice. V nékterych smérech je to
analogickd idealisace jako piimka nebo koule v geometrii
¢i hmota a sfla ve fysice.

Piesvédéili jeme se, Ze lze jen matematickou cestou do-
spéti k zdvéru, Ze relativni Getnost vybéru ¢ili jednotlivych
kombinacf 7-té tFidy bude tim mensi, éim je podet & prvku
se znakem c¢ vzddlenéjsi od priméru z = rp. Dokonce
muZeme snadno pomoci integralu Laplaceova uvésti ¢isla
udévajici, Ze celkovéd relativni éetnost vybérd, u nichZ je
odchylka £ = z— rp v mezich 4 2¢, je rovna 0,9545 a tedy
celkova relativni éetnost téch piipadi, v nichZ £ je mensi
ne%z — 20, a v nichZ je vétsi nez + 20, jerovna 1—0,9545 =
_=0,0455. Relativn{ ¢etnost pfipadi, v nich je

|E| > 30, je 0,0027, pro || > 40, je 0,000063 atd.

Od téchto ryze matematickych vysledki nds prevddi ke
skuteénostem svéta nés obklopujfciho véta, kterd je vy-
sledkem nafich zkulenost{ a moZno Fici skoro axiomem
denntho Zivota, t. zv. véta Cournotova. Tato véta konsta-
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tuje, Ze ziidka se stane, abychom vynali nihodné (t. j. bez
zvli$tniho vybirdni a hleddni) z promichaného zikladniho
souboru prvek se znakem, jehoZ relativmi cetnost v ném,
éili pravdépodobnost, je velmi mald. Kdyby v mnoZstvi
10 000 zrnek hrachu bylo jedno &erné, pak ziidka vyjmeme
ndhodné z promichaného mno#stvi pravé to &erné zrnko.

Odvodili jsme pak, e vétSi odchylky cetnosti x (resp.

relativni detnosti ; v ndhodnych vybérech od jeji hodnoty

7P (resp. p) v zdkladnim souboru maji pfi dostatecéné velkém r
velmi malou relativni éetnost v souboru rozsahu , viech

mo#nych vybéri rozsahu r ze zdkladniho souboru rozsahu N.
Soudime tudiZ, %e ve statistickych souborech dostatecné
velkého rozsahu se vyskytuji také ve skuteénosti jen velmi
ziidka vétdi odchylky relativnich Getnosti od odpovidajici
jim statistické pravdépodobnosti. Tato véta byva nazyvina
zdkonem velkych ¢isel a je jednou z téch, které vyjadiuji
princip velkych disel.

Nafe védéni spotivajici ra principu velkych &isel nenf
prosto jisté subjektivni libovile. Vidime to, chceme-li Tici,
do které hodnoty mime povaZovati relativni éetnost za
.,velmi malou®, takZe pozorovany znak se ve skuteCnosti
objevi jen ,,velmi zfidka‘ nebo jakou hodnotu relativni
¢etnosti mdme nejvyse pripustiti, abychom mohli oéekivati,
%e se pozorovany znak ,prakticky neobjevi‘‘. Rozhodnuti
nez4visi jen na absolutni velikosti pravdépodobnosti a na-
zoru badatele, nybrz také na stupni dileZitosti, jakou by
pro ného subjektivné mohl mit nepravdépodobny jev, kdyby
pfece nastal.

V praksi se ustdlila zvyklost, Ze za mez pravdépodobnosti,
na které se je§té béfe zietel, se voli celkova pravdépodobnost
odchylek, které pfresahuji -4 30,. NaSli jsme, Ze pravdeé-
podobnost odchylek vétSich neZ trojndsobek smérodatné
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odchylky je déna éislem 0,0027 = 3}5. Toto ,,pravidlo tif
sigma‘‘ je nyni velmi populdrni. Kdyby oviem zdvisel nis
vlastni Zivot na vyskytnuti se jevu, ktery m4 tuto pravds-
podobnost 0,3%,, nezdila by se ndm jisté iplné zanedbatel-
nou. Zavadi se také v posledni dobé jisty decimélni systém
meznich pravdépodobnosti a sice 59, pro optimisty, 2%,
a 1%, pro pesimisty.

(7,2) Poissonovo zobecn&ni teorému Bernoulliova.
Uvazujme vybér prvku se znakem alternativnim, které majf
rizné zékladni pravdépodobnosti. Mdme tedy r zdkladnich
soubori, které maji relativni detnosti pozorovaného znaka ¢
a dopliky na jednotku postupné p;, ¢;; Pa o5 -+ Prsqr-
Zobecnéni vztahu (62), které podal Poisson (1837), spoéivd,
v tom, %e se vezme z ka%dého z téchto zakladnich soubori
jeden prvek a urdi se pravdépodobnost P,(z), Ze vybér
bude mit x prvki se znakem ¢. Klademe-li zase

z = rf, je Pix) = P,(f),
kde P.(f) znac¢i pravdépodobnost, Ze dostaneme vvbeér roz-
sahu 7 8 relativni éetnosti f. Poisson dokizal, Ze také pro
toto rozdéleni P,(f) plati vztah (63) o mezni hodnoté, v ném#
p musi byti prumér &sel p,, p,, ..., pr, takie v Laplaceové
integrdalu bude hranice
24"

Vo=g5/—0———

V2kzlm (1— pr)
(7,3) Primér a rozptyl rozd&leni Zetnosti vzniklého
tvofenim soulti z nékolika nihodnych promé&nnyeh.
— (Bernoulliiv problém jako zvld3tni pfipad.)

V jednom zdkladnfm souboru jsou hodnoty, jichZ nabyvé
kvantitativni znak, oznaleny é&fsly =z, z,, ..., x;, jimZ od-
povidd rozdéleni relativnich detnosti p, (2,), P, (%,), ..., P (@),

l
ta.kieZpl(x.-) = 1. Tak se stdvd znak ndhodnou promeén-
i=1

1
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nou. Primér je podle definice

xl P1(%y) + 2o (py (%) + o0 + Tipy(25) = lepl (7). (64)

i=1

Tato hodnota, jakoito parametr zdkladniho souboru se
oznaduje Sasto zvlaitnim symbolem E(z), jehoZz jsme ji%
uZili; je obdobnym na pf. znaménku integraénimu a odliduje
se tim jasné od prumeéru jako charakteristiky vybérové.
Budeme ji nazyvati oéekdvana hodnota; vyskytuji se v poétu
pravdépodobnosti také ndzvy stiedni hodnota nebo mate-
matickd nadéje. V druhém zdkladnim souboru budte hod-

noty kvantitativnibo znaku g,, 9, ..., ¥m 8 rozdélenim cet-
nosti p,(y;), p,(yz), voes Do(Ym)- Ocekava.né, hodnota této n4-
hodné proménné je

€= 2 Yyipa(Yi)- (65)

i=1

Odvodime nyni o¢ekdvanou hodnotu souétu dvou néhod-
nych proménnych. Vezmeme nihodné z prvniho zédkladniho
souboru jeden prvek. Pravdépodobnost, Ze hodnota znaku
bude z; je p,(x;). Obdobné bude p,(y;) pravdépodobnost,
Ze z drubého zékladnfho souboru vezmeme nshodné y;.
Pravdépodobnost, Ze se soucasné vyskytne znak z; & yy,
je podle pravidla o sloZené pravdépodobnosti ddna souéinem
P1(2:) Polyr) = pir, & to je tedy také pravdépodobnost, Ze
dostaneme urcity soudet x; 4 yi.

Pro souet obou ndhodnych proménnych chceme najiti
ofekdvanou hodnotu jako primér. Sestavime si tedy hod-
noty pravdépodobnosti ¢ili relativnich Cetnostf v nové
vzniklém zékladnim souboru, pro jednotlivé moZné péry
hodnot z; a y; do této tabulky

X, Zy ...2

Y Pu Pa ---Pn

?{2 Ps2 Pyz -+ Prs

ym Pim Pom -+ Pl
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Soudet pravdépodobnosti v prvnim sloupci je p,; + By, + ---
«eo 4+ Prm = Py (x,), nebot je to pravdépodobnost hodnoty
znaku z, at’ ¥ nabude kterékoliv z moZnych hodnot. Podobné
je tomu v ostatnich sloupcich. Soucet pravdépodobnosti
v prvnim #4dKu je pyy + Py + --. + Pn = Pa(y), nebot je
to pravdépodobnost hodnoty znaku y, at z nabude které-
koliv z moZnych hodnot. Utvoiime-li primeér podle definice,
dostaneme
Cz +y) = (v, + Pyt - (@ + Ym) P +
+ (xy + 4) Py + --- + (X3 — Ym) Pam—+

....................................

+ (Ze + ?/1) y o +... 4+ (-’U[ + ?/m) Dim-
Kdyz roznisobime a pak seéteme hodnoty znaku z v kazdém
tddku, kdeZto hodnoty y seéteme v kazdém sloupei, dosté-
véme
C(z + y) = 21, (2) + 20y (73) + .. + TPy (@) +

+ 1P (Y1) + YePa(¥s) + - T+ YmPalYm)-

Z toho je vzhledem k (64) a (65) patrno, Ze
=z + y) = E=) + E(y),

coz lze snadno rozsifiti na libovolny koneény pocet séi-
tancl:

Cz+y+2z+..)=CE@) +Ey +E@E +... (66)
Obdobns véta plati pro otekdvané hodnoty rozptylu. Podle
definice je )

o(z) = €[z — E(=)
a oznadime-li x — &(x) = £, bude
o¥(z) = €(&%) = &py(2y) + &0y (%) + - + &py (%)
a podobné pro y — E(y) = 5
o*(y) = €(?) = m’Pa(¥1) +nPa(%a) + -+ + P2 (Ym)-

Pro soudet obou nihodnych proménnych muiZeme psati
rozptyl opét pomoci hotejsi tabulky
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o*(z+y) = E(&+n)? = (& +mP pu+t - - (E1+0n) Pim =
= (62425 402 Pu + (6328 1+15%) Pr2 + -
- et (512+2E17]m+77m2) P1m +

+ (&2 +28m+m®) Py + (62 +28me+7e?) Pie + -
oo (62 +2Emm+1m®) Pim-
Secteme opét étverce £2 v kazdém fadku a étverce 7* v kaz-
dém sloupci a dostaneme
@ +y)=&2n(@) + ... +8p(m) +
+ 1P (%) + -+ + P2 (Ym),

o*(z + y) = o*(z) + o*(y),
nebot soudet vSech souéini Z&gpi; se rovnd nule. O tom
se snadno presvédéime, jeito jej dostaneme provedenim
soudinu soudti

¢ili

] m
2 Emu() - 2 mipa(e)

a kaidy z téchto souétd je roven nule, nebot je to prvni
moment kolem aritmetického prameéru.
Také zde plat{ obecné

2z +y+z+..)=0z) +0*(y) +0*@k) +... (67)

Podobné bychom odvodili )
o*(z — y) = o*(z) + a*(y)- (67)

Bernoulliiv problém se jevi jako nejjednodudsi zvldstni
piipad tvofeni sou¢tu. Vznikd, kdyZ se pravdépodobnosti
P (i), Po(Ye), P3(2j), ... vztahuji na alternativu, takfe se
hodnoty kaZdého znaku redukuji na dvé, jeZ oznaéfme 1, 0.
Potom je

n)=pl)=...=p p0)=p0)=...=¢
Pravdépodobnost, ¢ v nihodném vybéru bude z prvka
8 pozorovanym znakem ¢ je tdZ, jako pravdépodobnost, Ze
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soudet jednotek bude x a tedy podet nul r — z. Vysledky,
jez jsme nadli, odpovidaji pravé odvozenym vétém, nebot
bylo &(x) = rp, 6%(z) = rpg pro rozdéleni &etnosti P,(x).

Pro odekdvané hodnoty plati jeité daldi véty, které stadi
uvésti:

%) €)= a,

kde a je konstanta. Z toho divodu také
B) CE[E(2)] =E€(=),

¥) Caz) = a E(x).

Ocekdvand hodnota souéinu dvou néhodnych proménnych
na sobé nezdvislych se rovnd souéinu jejich oéekdvanych
hodnot. :

0) E(zy) = E(=) E(y).

Dvé nihodné proménné jsou na sobé nezdvislé, zistdva-li
rozdéleni Cetnosti jedné proménné stile totéz, at druhd
proménns nabyvé kterékoliv hodnoty. Rikd se také, Ze jsou
stochasticky nezdvislé.

Plati déle analogick4 véta jako (5) mezi obecnym druhym
momentem a druhym momentem kolem aritmetického pri-
méru ' .
€) E(z*) = (&) + [E(=)]%

(7,4) Zakon velkych &isel. Muzeme nyni odvoediti podle
Misesa daldi obecnou vétu, kterd zahrnuje jako zvladtni
piipady teorém Bernoulliiv i Poissonovo zobecnéni tvoiic
soucdst vét vyjadfujicich princip velkych éfsel.

Odvodili jsme si ofekdvanou hodnotu a rozptyl rozdéleni
pravdépodobnosti vzniklého tvofenim souéti ndhodnych
proménnych. Hledejme nyni tyto parametry nikoliv pro
soucet nshodnych proménnych, nybrz pro jejich primér.
Vyjdeme od r zikladnich souborti a vezmeme z kazdého
z nich jeden prvek; budeme na nich sledovati (pro jedno-
duchost) znak alternativni, ktery bude vyznaten 1 a 0.
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Celkovy soucet hodnot znaku bude tedy soudtem jedﬂotek
na pf. z. Budeme tvofit priméry tim, Ze souéty x délime
podtem prvkia r, tedy f= ;.'Pi*echod od pivodnich zai-
kladnich souborii k novému se znakem f oznaéujeme jako
tvoreni praméru.

Hleddme pravdépodobnost P,(f), e z r prvki bude z

prvki s pozorovanym znakem, takZe dostaneme z nich
‘pramér f. Tato pravdépodobnost priméru souvisi vztahem

P,(f) = Py(z) = Pylrf)
8 pravdépodobnosti P,(z) souttu z, jak j jsme jiZ konstatovali

(str. 98).
Prumér rozdéleni pravdépodobnosti P.(f) je

€N =3/ P =3 Py = =7 D (e
Rozptyl
2 _ 2 — r — G(x) > _
a2 (f) =2 (f — @M P(f) = O |——=) Pya)=
1 z r
o () (69)
— 22

Znaéi tedy prechod od P,(z) ku P,(f) sesunut{ isetek
(obr. 12) v pomeéru r: 1. PonévadZ pro r zédkladnich soubora
jsou otekdvané hodnoty &(z,), ..., €(z,) a tedy podle (66)
E(z) = C(z,) + €(2,) + ... + E(a,), bude vzhledem k (68)

@(/) _ 6(11) + @(xz) —+... + G(xr) )

r
Podobné miZeme psati vzhledem k (67) a (69) rozptyl
a2 (f) = o*(z)) +0%(2,) + ... + a’z(x,.).

/'-2
Zavedeme-li predpoklad, Ze rozptyly 6%(z;) téch jednotlivych
rozdéleni detnosti maji horni hranici o2, Ze tedy o?(%;) < o?
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pro ¢t =1,2,...,r pak z posledni rovnice plyne, Ze
e
2
@h= —
¢ili lim 62(f) = 0.

r—o
Rozptyl rozdéleni pravdépodobnosti P.(f) spéje s rostou-
cim r k nule privé jako v piipadé Bernoulliové. '
Pravdépodobnost, Ze f bude v mezich L z, kolem prumeru,
bude vymezena zase nerovninou
a?

P (G(f) — 2o, (1) +2z) 2 =1 —z_oz

¢ili _
r]-in:DPr (€(f) — 20, E(f) +20) = 1.
MuZeme tedy vyslovit vétu:

Pravdépodobnost, Ze priamér r velidin, z nichz ka?dd
podlébé néjakému libovolnému rozdéleni pravdépodobnosti,
le#{ v libovolné malém intervalu u své odekavané hodnoty,
je libovolné blizka 1, kdy% r je dosti velké. Pfedpokladem je,
%e rozptyly o%(z;) jednotlivych rozdéleni maji uréitou horni
hranici, nebo jejich souéet roste slabéji nez r2. Lze také Fici
struénéji: Pri velkém r je skoro jisto, Ze priamér é&isel, kterd
podléhaji néjakym r rozdélenim, bude ptibliZné roven své
otekdvané hodnoté.

(8,1) Odhad parametrd zikladniho souboru podle p¥i-
slufnyeh charakteristik vyb&rovyeh.

Dosud jsme se zabyvali hlavné otdzkou, co miZeme fici
o relativni éetnosti f pozorovaného znaku v ndhodnych vy-
bérech, znime-li jeho relativni etnost p v pifsluSném z4-
kladnim souboru, z ného% byly vzaty. Odvodili jsme velmi
uzZite¢né véty o rozptylu alternativniho znaku v ndhodnych
vybérech.

Pri statistické praksi vSak je castéji tfeba usuzovini
smérem’ obrdcenym. Ze znalosti charakteristiky v jednom

-
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nebo nékolika pozorovanych vybérech mime odhadnouti
neznsmou hodnotu pisludného parametru v zdkladnim sou-
boru. K tomu cili hleddme odpovéd hlavné na tyto éty¥i
typy otdzek: '

1. Jakd je pravdépodobnost uréité hodnoty neznimého
parametru?

2. Jaky je tudif rozptyl jeho hodnot?

3. Kterou hodnotu mame podle pozorovini uréitého na-
hodného vybéru povaZovati za nejblizii a tedy nejlepdi
hodnotu neznimého parametru?

4. Lze povaZovati dva nebo nékolik souborii za nidhodné
vybéry z téhoz zdkladniho souboru?

Statistikovym iikolem tedy je predeviim, udati na zdkladé
pozorovaného vybéru meze, v nichZ je nezndmy parametr
zdkladniho souboru, ¢ili stanoviti jeho rozptyl a najiti,
kterou hodnotu lze pro tento parametr poklddati za nej-
lepsi.

(8,2) Meze zakladni relativni &etnosti. Ponévadi se
v tomto oddilu zabyvédme jen znakem alternativnim, budeme
Tediti naznafené tikoly pro relativni éetnost f a ji odpovi-
dajici parametr p.

Refeni ném zase usnadni Laplaceiv integral, ktery uddva
pravdépodobnost «(t), Ze odchylka éetnosti  od priméru
z = rp bude v mezich + tg(z), éili s pravdépodobnost{

¢
x(t) = 2[4y (70)
V2n
0
plati nerovnosti

—toa@) S x—rp< Fto(x). (71)

Znamend to, %e v souboru, ktery mi za prvky viechny
kombinace 7 prvka z celkového poStu N, a m4 tedy rozsah

(1:7 ), existuje zcela uréité relativni éetnost takovych kombi-
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nacf, v nichz potet prvka s pozorovanym znakem se ne-
odchyluje od 7p vice neZ o ¢ o(x) dolit nebo nahoru. Uréitymi
nerovnostmi (71) je v daném souboru stanovena pravde-
podobnost (70); také obrdcené, predepifeme-li si uréitou
pravdépodobnost, (70) plynou z ni pfimo uréité nerovnosti
(71); Tyto nerovnosti miZeme psdti také v jiném tvaru, pfi-
éteme-li na kazdé strané rp

p—to(@) S x < rp +to(x)
nebo

D B p 12D 12)

—th</<p+ zl/f’q

Tim je tedy relativn{ éetnost 7 = f seviena do uréitych
mezi pii daném p, ¢, r, N, nebot smérodatnd odchylka o(x)

je bud V;pg, nebo rpq(l ——;r—), nevraci-li se pfi provadén{
vybéru prvky do zdkladnfho souboru koneéného rozsahu N.

Jedné se ném nyni o to, abychom odvodili pifpustné

meze, v nich% musf byti p pfi uréitém, daném ; =1

Dolni hranice (72) je _to® _ f—p a horni hranice
¢

+U—1(_x) = f—p. Jejich &tverec je tyZ, a dosadime-li

v ném za g(z) druhy obecnéjdi vyraz, mame
1 1
2 (1 — o) [— — —) = (f — p)2.
#p (1 p)(r N) (f—p)

To je rovnice druhého stupné pro p a jejim fefienim dostd-
vidme dva kofeny
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p—/+{t2(——1‘)(——— e

l//(l—/) . ———)2}={1+t2(7—}v)},

které tvoii horni a dolni mez pro p. Tento vysledek miZe
byti zjednoduSen predevsim tim, Ze klademe vyraz v déliteli

(73)

ptibliZné roven jedné, nebot' vzhledem k ¢ = ——E———_—
r
V’” (1 _N)
bude-
L1
1+t2(l_.l_)= 1+ _"—N_= 1 +_'?_
r N r r’pq
| - mfi—g)

2
a velidiny fidu ;— jsme pfi odvozovéni kiivky Gaussovy

zanedbdvali, takZe také zde miZeme zistati v obdobnych
mezich piibliZnosti.

Dostali jsme tak pro relativni ¢etnost v zdkladnim sou-
boru nerovnosti, jimiZz je seviena pfi znimé relativni det-
nosti vybérové f

o)

—te<p<f+ 22 (——l) (———ﬁ+ to,
—Vf“—” (G—5)+ _(7_F)2'

Je-li rozsah r tak velky, Ze sta¢i prihliZeti k veliéindm Fddu

(74)

kde

1
i a zanedbati veliéiny ré,du —, dostaneme pfibliZné ne-
r
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rovnosti

f—t]/fa—n L Dsesirifn-n(t-3)

(75)
a pro zdkladni soubor nekoneéného rozsahu N = oo éili
pro piipad vybéru s vracenim prvku

f—tl/’—”r_”gpgf+tl/’——‘lr_’3. (76)

Je zfejmo, Ze nerovnosti (76) jsou inversi nerovmost{ (72),
nebot p a } si vyménily misto. Nerovnosti (76) tedy uddvaji
hranice, v nichZ je seviena pravdépodobnost znaku p pii
dané relativni éetnosti f a uréité zvoleném ¢ s pravdépodob-
nosti «(t). Velky prakticky vyznam-této inverse je v tom,
ze dostdvdme i pfi nezndmém p dobré pfibliZeni pro a(t)
z tabulky Laplaceova integralu, nahradime-li p ve vyrazech
pro smérodatnou odchylku hodnotou f, kterou jsme stano-
vili z vybéru. PouZijeme pak zase véty Cournotovy, abychom
piedli od matematickych vysledki k zdvérim o skuteénosti.
Nejprve si stanovime uréitou nejmensf hranici pro pravdé-
podobnosti, na né% jeété chceme bréti zietel. Potom povaZu-
jeme hodnoty znaku nebo odchylky, jejichZ celkové pravdé-
podobnost je mensi, za ,,velmi ziidka se vyskytujici* nebo
»prakticky se nevyskytujici“. Tyto nejmensi hranice se
v literatufe nazyvajf také , fiducidlni meze*, nebo ,,interval
konfidence*‘. Rozhodneme se na piiklad, %Ze nebudeme pfi-
hliZeti k pravdépodobnostem 0,0027 == 1 — «(?); tato hra-
nice odpovidé hodnoté ¢ = 3. Tim fikdme, %e odchylky od
pruméru vétsf neZ 4 30, pozorujeme v nihodném vybéru
z dobfe promichaného zikladniho souboru ,,velmi ziidka“
nebo ,,prakticky nikdy“. Potom uréime pomoci této hod-
noty ¢ = 3 meze pro p v nerovnostech (74), (75) nebo (76).
Koneéné pak vyvodime zavér, ktery je obricenim Courno-
tovy formulace zdkona velkych éisel a odpovidd na otédzku,
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v jakych mezich je nezndmy parametr p takto: Pfihodi se
,,velmi zfidka‘‘ nebo ,,prakticky nikdy*, aby pravdépodob-
nost pozorovaného znaku byla vné uréenych hranic (pro
t = 3), byl-li vzat ndhodny vybér rozsahu r ze zdkladniho
souboru dobfe promichaného. Piedpokladem je, Ze r je tak
velké, %e uZiti Laplaceovy formule je pfipustné.

(8,3) PfibliZnd hodnota parametru p. Nyni mime déiti
odpovéd na druhou otdzku: Kterou pfiblizZnou hodnotu
mime nejlépe prijmouti pro parametr p. Obyéejné se po-
vazuje za nejlepsi ptibliZnou hodnotu pro p relativni Get-
nost f nejéastéji pozorovand, t. j. ta, kterd md v zdkladnim
souboru nejvétsi relativni éetnost, nebo primér viech hod-
not f, které se vyskytuji. Obé cesty, o nichZ se bliZe zminfme
a% v druhém dile, vedou zde k témuZ vysledku, Ze za nej-
lep&i pfibliznou hodnotu parametru p bereme pozorovanou
relativni detnost f. Trochu jiny vysledek dostaneme, kdy%
vyjdeme od nerovmost{ (74), nebot tam vidime, Ze se od-
chylky nepoéitaji od f nybrz od

1 1 1
2 — — — — ==
refz =) ()
coZ nds muZe vésti k hodnoté opravené druhym é&lenem,
ktery vymiz{ pro f = } a je tim vétsf, éim je f vzdilenséjsi

od % a éim je vét3f L. Tato oprava posunuje vidy pfibliZznou
hodnotu f bliZe k 4. MiZeme si uvésti pro N = oo nékolik

¢éisel pro ilustraci. Pro r =100, ¢t = VlO dost4vdme pn
pozorovaném f

0,10 020 0,30 0,40 0,50 0,60 070 0,80 0,90
opravenou pribliZznou hodnotu pro parametr p
014 023 032 041 0550 059 068 0,77 0,86.

Tfeba%e nemii¥eme stanoviti jednoznaéné pribliznou hod-
notu pro p, ponévadz stoji v cesté obtffe vyplyvajici z po-
vahy problému, piece je opravdovym tspéchem matema-
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tické teorie, Ze muZeme dosfci za uréitych podminek velmi
cennych odhadd parametru tim, Ze lze zkoumati a od-
hadnouti rozptyl resp. smeérodatnou odchylku hodnot,
z nichZ jsme jednu zjistili ndhodnym vybérem.

Otekdvans hodnota &(f) relativni detnosti f = %, kterd

je primérem jejich hodnot, zjiténych ve viech moZnych
vybérech rozsahu r je rovna pfisluSnému parametru p v zé-
kladnim souboru. Jako pfibliZnou jeho hodnotu dostdvdme

x
relativni Getnost — Z pozorovaného nihodného vybéru,

kterd je mu tim bliz3f, ¢im je r vétdi. Potfebujeme tedy vy-
jadFit ofekdvanou hodnotu rozptylu §(o2) pomoci pozoro-
vanych hodnot pfibliZnych. Vime jiz (str. 69), Ze odekdvand

hodnota rozptylu relativnich detnosti je %q, jakoto hod-

nota rozptylu v zikladnim souboru. Znime v3ak pro p a ¢
jen pfibliZné hodnoty f a 1 — f. NemiZeme vziti za pri-

bliznou hodnotu rozptylu jednoduse %f(l —f), kterd by

vyplyvala, kdybychom kladli za p pfibliznou hodnotu f.
O tom se presvédéime, kdyZ si vypoditdme, jakd by byla

otekdvana hodnota soudinu ; 1 —; daného vysledkem
pozorovani. Stanovime tedy otekdvanou hodnotu vyrazu
xr 22 =z x . x o
—— == —[1——] Ocekdvané hodnota — je p; oleka-
r 7 r r r

. a* | . Pq
vand hodnota T Je podle véty (y) rovna " -+ p%, nebot

druhy moment kolem priméru je %q a Ctverec obekdvaného

priméru, ktery je totofny s primérem v zikladnim souboru
je p*
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Bude tudiz celkova otekdvanid hodnota uvaiovaného sou-

¢inu podle (66)
1
p—%—zﬁ=p(l—p)—¥=m(l——)

r

a je odli¥nd od souéinu pg. Kdybychom pﬁjali%(l —%)

za piibliZnou hodnotu ofekdvané hodnoty pg, dopoustéli
bychom se tedy jednak chyby systematické, jez se jevi

r—1 , jednak druhé chyby v tom, Ze existyje

v souéiniteli "

odchylka mezi zvlitni pozorovanou hodnotou; nihodné

proménné a jeji otekdvanou hodnotou p. Systemaiickou
chybu miZeme opravit tim, %e vezmeme za pfibliZnou hod-

notu ; r,l —;_x—(l —;), nebot jeji ofekdvani hodnota je
pak pravé pg. Z toho tedy vyplyva, fe
li(l _i) _r—lp (1)
rr r r r

Dali otédzkou, kdy lze povaZovati dva nebo vice soubori za
ndhodné vybéry z téhoZ zékladniho souboru, budeme se
zabyvati v druhém dile. Zde se omezime jen na konvenci,
které se ujala dnes ve statistice. Dostaneme-li pro jednu
charakteristiku, v naSem piipadé pro relativni detnost ze
dvou ruznych vybéri hodnoty f, a f,, povaZujeme souhlas
mezi nimi za dobry, kdyZz rozdil |f, —/,| je mensi neZ
smérodatnd odchylka této diference podle (67') tedy
Va;,z + 012, aza uspokojivy, je-li mensf neZ dvojndsobek,
nékdy i trojndsobek jeho smérodatné odchylky.

Presahuje-li rozdil trojnisobek smérodatné odchylky, ne-
povatuje se souhlas za uspokojivy a& vznikd domnénka, Ze
Ize najiti vysvétleni této odchylky zvldstni pficinou, nikoliv
ndhodnym vybérem.
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(8,4) Pearsonovo kriterium 2. Podle vysledkd, jeZ jsme
dosud odvodili, miZeme stanovit meze, v nichZ je relativni
éetnost v zdkladnim souboru p seviena, zvolime.li si za
pipustny interval odchylek délku 4 3¢,. Tak pro tabulku 1.
nadeho pifkladu (str. 29) mame pro hodnotu ttidniho znaku
¢y = 75 relativni etnost f; = 0,141, takZe smérodatnd od-
chylka oy = 0,021 a tudiz meze jsou f; - 0,063. Tak si
muiZeme vypoditati meze pro parametr p; kaidé tiidy
z pozorovaného rozdéleni éetnosti.

Klademe si viak dile otdzku, jak bychom vystihli, do
jaké miry se liS{ rozdélen{ pozorovaného souboru jako celek
od zékladniho souboru, nikoliv jak se lisf jednotlivé ¢etnosti
od pHsluinych parametri. V odpovéd na to sestrojil
K. Pearson t. zv. kriterium y2.

V zikladnim souboru jsou statistické pravdépodobnosti
hodnot znaku kvantitativntho resp. t¥idnich hodnot znaku
Py Dgy -+ - P1- VYbér rozsahu r, ktery by mél tytéz relativni
cetnosti, by vykazoval tfidni ¢etnosti », = rp,, ...,y = rpp.
Tyto detnosti porovndvdme s pozorovanymi rf; tak, Ze
tvorime jejich rozdily; étverce rozdili pak vyjadiime v po-
méru k teoretickym éetnostem »; a se¢teme. Tak dostaneme
vyraz .

o5 Ch—rp 7
i=1 TP

Viechny &tverce rozdili se séitaji a je zfejmo, Ze &fm jsou
rozdily obojich Setnosti v&tsi, tim je véta{ y2; jsou-li obé roz-
délent shodn4, je 2 = 0. Uvedeny vyraz miZeme také psdti

v tvaru

_Um—w_(‘m )

D Py
nebot

2 l f -

2: ——2f§+p) 21;:—'_—21- +r,
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vzhiedem k tomu, Ze

! 1
2h=2p=1
i=1 i=1

Vidime, %e je to charakteristika, vztahujici se k uréitému
vybéru rozsahu », kterd ndm poddvd zhufténou informaci
o tom, jak se tento viybér v celku lif{ svym rozdélenim cet-
nosti od odekdvaného. Pro kaidy vybér bychom dostali

pravdépodobné jinou hodnotu, tak¥e ze viech l;’) hodnot

bude utvofeno rozdéleni cetnosti této charakteristiky.
K tomuto rozdéleni cetnost! se utvofi souétovd kfivka
Fy(x*) integraci obdobné jako jsme dostali Laplaceiv
integrél (53) nebo (50), kterd vSak zdvisi jeSté na druhé
veliéing I — 1, kde I je potet tFid.

Z nf se tedy dovime, jak4 je pravdépodobnost, Ze pfi uréi-
tém 7 a danych hodnotdch p; dostaneme vétsi hodnotu pro
%%, ne% je pozorovani. Je to tedy pravdépodobnost, s ni%
miZeme otekdvati horsi souhlas s teoretickym rozdélenim,
neZ je pozorovany.

Piesvédéime se, jak vystihuje v piikladu 3. str. 97 teore-
tické rozdéleni éetnosti pomoci dvou éleni fady Poisson-
Charlierovy rozdéleni pozorované tfm, Ze vypotitdme cha-
rakteristiku 2.

— rp:)2

o oomo rpi [m—rpi] (s —rpe)? %
5 133 1352 2,2 4,84 0,04
6 55 51,2 3.8 . 14,44 0,28
7 28 225 0,5 0,25 0,01
8 7 96 2,6 6,76 0,70
9 2 28 08 0,64 0,23
0 2 07 1,3 1,69 241
z 222 2220 3,67
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Vidime, Ze y% = 3,67 a podle pifsludné tabulky Elderto-
novy mu odpovidd pro I —1=175 Fy(y%) = 0,60, coZ je
pravdépodobnost, %e dostaneme v ndhodnych vybérech
vétsi hodnoty x2, ne% je pozorovani; bylo by to tedy pti-
blizné v 60 piipadech ze 100. Takové vystiZeni neni pifli§
dobré. OvSem v tomto pfipadé se uplatiuje pfili§ vliv
poslednich dvou mélo obsazenych tiid; pifsluind éisla rpg
ve jmenovateli pak pili§ zvySuji hodnotu #2, jak vidime na
posledni tiidé a neni to tedy jen vlivem rozdili. Proto
a také z divodi spotivajicich v odvozeni, jez predpoklida,
%e odchylky od ofekdvanych éetnosti vyhovuji normdlnf
kiivce, se obytejné krajni tfidy madlo obsazené spojuji
dohromady, aby detnost byla aspoi 5.

Spojime-li tedy posledni dvé tfidy, bude pak »?= 1,1
a jemu odpovidd pro I — 1 = 4 pravdépodobnost Fy(y?) =
= 0,78. Z toho miZeme usuzovati, Ze bychom dostali pfi-
bliZzné v 78 pi{padech ndhodnych vybéra ze sta fadu pozoro-
vanych éetnosti, jeZ ddva skupinu odchylek od teoretického
rozdéleni tedy 2, jeZ je méné pravdépodobné neZ pozoro-
vané; méli bychom tedy odekdvati zhruba v kaZdém stu
nshodnych vybéra 78krat horsf souhlas s teoretickym, neZ
je pozorovany, vyjidfeny charakteristikou y2= 1,1.

(8,5) Ptiklady. 1. Rodni mfra timrtnosti 60letych osob byla
v ndjakém rozsdhlém souboru zji§téna a uvedena v tabulce
amrtnosti gg, = 0,0287. Jakd je pravd§podobnost ndhodné od-
chylky mensi neZ + z, = 0,01 roéni miry pozorované v souboru

rozsahu » = 2500 a mensi neZ 4 z, = 0,006 v souboru rozsahu
r = 10 000.

Tuto pravd&podobnost udavé Laplaceﬁv integrél, jehoZ horni

mez urdime ze vztahu y, = z, 2_ =z, 2_f(Tr——f)’ kde bude

z, = 0,01, » = 2500, f = 0,0287, 1 — f = 0,9713. Tak dosté-
viame y, = 1,339 a tedy ¢(‘y,,) = 0,997 a stejnou hodnotu
méme v druhém piipads.

2. Mezi 1369 671 narozenymi chlapci bylo 58 744 mrtv®
narozenych a mezi 1 285 086 déviaty 44 224 mrtv® narozenych.
Vypodéitejte podle pohlavi procento mrtv® narozenych, které je
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primérem za nékolik let, z nichZ jsou tato &isla thrnem uddna,
pak rozdil obou procent a jejich rozptyl. Jaké jsou zavéry
z t&chto &isel? _
Mrtv® narozenych mezi chlapcei bylo 4,3209,, rozptyl je 0,0179,
2 » 133 déVéaty ” 3’44l%l ” ” 0’016%
Rozdil téchto procent je 0,879%, » 0,0239%,.
Mezi chlapei a dévéaty je skutednd rozdil v embryonalni imrt-
nosti, coz se potvrzuje také rozsdhlejSim jinym statistickym
materidlem.
3. Pravidelné zkouSky obsahu popela v uhli (Pearson) daly
primér z = 16,999, a smérodatnou odchylku ¢, = 2,66%,.

Kolik vagoni z dodévky 250 vagoni bude miti obsah popela
mezi 12 a 209,? Meze zkoumaného intervalu, vyjédiené ve

smérodatné prom&nné budou #, = W = — 1,88 dolni
a ty = W = + 1,13 horni. Plocha kfivky Laplace-

Gaussovy mezi pofadnicemi pFisluSnymi tdmto mezim je
47,00 + 37,18 = 84,18 procent. Bylo by podle toho 250 x
X 0,8418 = 210 vagonit s udanym obsahem popela; skutetn&
jich bylo 211. .

4. Znazornime-li si graficky, jaké procento impregnovanych
drevénych sloupt, zasazenych do suché pudy uhnivé v jednotli-
vych letech, dostaneme p¥ibliZng norméaln{ kfivku. Sestrojime-li
si k nf soudtovou kfivku, bude to kfivka %ivota t&chto sloupi.
Srovnej s obr. 15. Pomoci ni snadno vidime poloas — t. j.
dobu, kdy uhnila polovi¢ka sloupii, vedeme-li rovnob&Znou

usetku s osou rokd, ve vydi 509, je potom z = 12 roki;
podobnd &as &tvrtinovy z; = 10,5 jakoZ i minimiln{ Zivot, t. j.

&as, kdy uhnije prvni sloup z fady soudasng postavenych x, = 6
a maximdlni z; = 18, kdy uhnily vSechny.

5. Pfi tfid¥ni cihel bylo zji§téno za cely rok 709, cihel
1. jakosti. PFi poslednim vyvéZeni z pece bylo v 10 000 kusech
jen 689, 1. jakosti. Lze povaZovati tuto odchylku za nahodilou?
Relativni getnost f = 0,7, 1 —f = 0,3 tedy

oy = J/0,7 x 0,3: 10 000 = 0,0046.

Vzhledem k tomu, %e odchylka 29, pfekrafuje znaén& interval
+ 3oy = 1,389, ktery za normélnich podminek kiivky Laplace-
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Gaussovy je prekroéen s pravdépodobnosti 0,0027, nepovaZuje
se v praksi za odchylku nahodilou.

6. Ve skldrnd se zjisti, ¥e automat na vyrobu lahvi dal pk
ptejimaci zkousice 29, vadnych lahvi ze 4000 kusi udé&lanych
pii zkouSce. Jaké bude asi mezni procento vyméta pfi plynulé
vyrobd? Vezmeme tedy ze pfibliZnou hodnotu oekdvané hod-
noty f = 0,98, 1 — f = 0,02, tak¥e

oy = /0,02 X 0,98 : 4000 = 0,223 procent,
tak¥e mez pro vyméty je pravdspodobnd 2 4 3 X 0,223 = 2,7

procent.

7. Urdité kiiZeni hrachu dalo 5321 Zlutych a 1804 zelend
zrnka. Podle hypotesy Mendelovy je ofekdvany polet zelenych
zrnek 269,. Lze povaZovati tuto odchylku od ofekidvané hod-
noty za vzniklou jen ndhodnym vyb&rem?

Odchylke pozorovaného vysledku od olekdvaného je & = 23.
Smérodatné odchylka o, = /0,25 x 0,76 x 7126 = 36,6. Po-
ndvad% odchylka & je jen asi 0,60;, mohla vzniknouti zcela
dobfe jen ndhodnym vybérem.

8. Za viceleté obdobf se objevil ve statistice détskych sebe-
vraZd roéni prameér z = 1,96. MiZeme uvésti jako piiklad po-
uZiti Poissonovy exponentiely tento jev & nepotiebujeme znéti
explicitnd r a p. Tak dostaneme pravdépodobnost, Ze se v jed-
nom roce nevyskytne ani jedna sebevraZda, pek Ze se vyskytne
v jednom roce jedna, dvs, atd. Z rovnice (54) dostdvéme
v(0) = 0,141, (1) = 0,276, p(2) = 0,271 ¢(3) = 0,177, y(4) =
= 0,087. Soudet t&chto pravddpodobnosti je 0,952, takZe na
viiechny ostatnf dohromady zbyvé 4,89, coZ je pravddpodob-
nost vice ne% ¢tyf piipada d&tskych sebevraZd v roce. Nejvstsi
pravd®podobnosti maji pfipady £ =1 a z = 2, mezi nimi¥
leZi priimér, a to blife k z = 2 hlavns v dusledku toho, Ze (3)
je vStdi neZ (0).

(9,1) Lexisova teorie. Vdimli jsme si, ¥¢ pro teorém
Bernoulliiv a teorii s nim souvisejici aZ na zobecnéni
Poissonovo je podstatnym znakem, %e pravdépodobnost p,
kterd je podkladem relativnich Getnosti ziskanych pozoro-
vénim, je konstantni. Pozorované statistické soubory byvaji
sloZeny z prvkdu mnohotvirnéjéich a sloZitéjich neZ odpo-
vidé schematu Bernoulliovu. Zekladatelé matematické statis-
tiky, i Laplace, povaZovali totoZnost pozorované statistické
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fady s fadou Bernoulliovou za samoziejmou. Teprve Lexis
ukézal nepostaditelnost dosavadnich ivah & podal jasnéjsi
pohled na povahu statistickych fad. PouZivani smérodatné
odchylky (40) pro rozbor pozorovanych tad diva piflis
hrubé vysledky, které jsou tim vzddlenéjsi od skutecnosti,
¢im jeji podklad se vice liSf od podkladu typické binomické
fady. Kolisdni numerickych hodnot pozorovaného znaku na
prveich souboru se nefid{ jednoduchymi zékony jako schema
Bernoulliovo, pisobi-li na statisticky studovany jev ruSivée
vnéjsi vlivy, a proto potiebujeme miru k hodnoceni zjisté-
nych rozdili. Tuto miru ddvd Lexisova teorie fad. Lexis
a soutasné Dormoy, formuloval otdzku, jak uréit miry
podobnosti nebo rozdflu ‘mezi strukturou statistické rady
pozorované a piislufné binomické.

Tomuto uréeni slou?{ srovndvani{ rozptyla resp. smérodat-
nych odchylek fad, s nimiZ se potkdva statistickd prakse;
k nému u#{vé Lexisova teorie tff typa statistickych fad jako
norem. Metoda rozboru pak spoéivd v tom, Ze pozorovany
soubor se rozloZzi na éistedné soubory, v nichi by mohly
byti zkoumdny zmény relativni &etnosti znaku. Hledisko
pro odvozeni téchto édsteénych soubord neni déno jen
vieobecnymi zdsadami, nybri uplatnénim statistikovych
zkuSenost{ a znalost{ védntho oboru, do néhoZ spad4 studium
pozorovaného souboru, jako% i podrobné znalosti pivedniho
materidlu a jeho prameni. K objeveni a vysvétleni podstat-
nych zmén lze pak proniknouti pfedevsim statistickym
uménim, které poméhd zvoliti vhodny védecky postup.
Tyto vSeobecné +ivahy dédle objasnime na pozorovaném
materidlu. Nyni se sezndmime s uvedenymi tfemi typy fad,
odpovidajicimi jednoduchym schematim ndhodnych her.
Srovnivinim s nimi je osvétlovdna ndhodnd strénka ve
statistickém dénf.

1. S prvnim typem fad jsme se jiZ sezndmili. Je pied-
stavovan fadou, jejiZ zdkladni pravdépodobnost p vyskytu
pozorovaného znaku je konstantni a nazyvd se Fadou
Bernoulliovou. Jeji oéekdvand hodnota primeéru podle (38)
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je G(z) = rp a obekivand hodnota smérodatné odchylky
(40) teoretického rozdéleni &etnostf{ byla odvozena ve vy-
razu o(z) = (rpg)}; ofekivani hodnota smérodatné od-
chylky piisluSného rozdélenf relativnich &etnosti je dina

i
vyTazem (%q—) a otekdvand hodnota primeéru je p.
UvaZme nyni, e nezndme hodnotu pravdépodobnosti p,
nybr# jen pozorované hodnoty relativnich éetnosti f; = ;‘

z n vybéri rozsahu r prvkd.

Musime pak vziti za pribliZnou hodnotu parametru p
zlomek, ktery je primérem pozorovanych hodnot f;

— 1 1
f=-‘n—(/1 +fot--- ‘|"/n)=r_ﬂl‘(1'1 + x4+ ...+ xa)

a za této hypotésy je obekivans hodnota E(f) = p a také
otekivand hodnota kazdé jednotlivé relativni é&etnosti
G(f;) = p. Déle olekidvand hodnota

(i —pr =2, (78)

nebot je to primér étvercu odchylek relativnich éetnostf
z vybéru rozsahu r od jejich priméru, éili rozptyl vyjaddieny
pomoci hodnot zdkladnifho souboru.
Dile je
_ 1 n 2 pq
—_ S — s — — 22
Cf—pr=—3 c‘r:[g (fs p)] = (19
vzhledem k tomu, Ze

F—p=r =P +la—P) + -+ — D] =

1 n
=—2(i—p) (80)

ni=1
a obekdvané hodnoty souéini E(f; —p) (f; — p), kde i k4
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jsou rovny nule, jeZto obekdvand hodnota kazdého &initele
se rovng nule. Zbyva tedy n &tverci a oéekdvand hodnote

ka%dého z nich je podle (78) rovna qu Z toho je patrno,
Ze kaZd4 relativni éetnost f; je pribliZnou hodnotou s roz-
ptylem . p_q_ a jejich pramér f je pnbhinou hodnotou, kterd,
je bhiéi ve smyslu teorie pra.vdepodobnostl 8 mendim roz-

pg. 1
ptylem el

Statistickdé fada pozorovanych relativnich Cetnosti md
tedy projevovat rozptyl —pri kolem hodnoty zdkladntho

souboru p.

Znéme viak jen pribliznou hodnotu f parametru p, tak¥e
musime zkoumati rozptyl pozorovanych relativnich etnosti
/s kolem jejich priméru f;; pfi tom musime miti na paméti,
Ze budou hrdti svoji roli uvedené jiz dvé odchylky (str. 115).

Abychom stanovili oéekdvanou hodnotu tohoto rozptylu,
vypotitime si nejprve olekdvanou hodnotu &tverci od-
chylek od prfibliZného priméru f, takZe

Cfi—Nt=Clfi—p)— f—p)=
P P oG (T
==+ —26(—n) (—»)

nebot oc¢ekivané hodnoty étverci znéme podle rovnic (78)
a (79) a otekdvanou hodnotu posledntho souéinu stanovime
za predpokladu, %e vybéry jsou na sobé nezivislé, tekZe
dosadime-li tam z rovnice (80) vidime, %e n — 1 ofekdva-
nych hodnot souéinii, kde 7 = j, je rovno nule a zastivé

1
jediny — (f; — p)?, jeho? otekévans hodnota je 7-?7%'
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Je tedy ‘
)2 — n _i .
€h—fr =2 (1—
Ponévad? rozptyl fady empirickych hodnot kolem jejich
1< —
priméru je — > (i — /), bude -také
=1

1S, m_M 1),
G7gm—m—70—7) (81)

Vzhledem k (78) je zfejmé 2} otekdvanou hodnotou pri-

méru &tverci odchylek pozorovanych relativnich &etnosti
od p.

1< P
- EPAC R
¢ " igl(f i— D) ’

Tojerozptyl fady Bernoulliovy, ktery budeme oznatovat oz

Pro piibliZnou hodnotu op? tedy staéf vzhledem k rovnici
(81) briti vyraz

1 n _

Z (l i f )21

n— 11'=1

jehoZ olekdvand hodnota je privé op?.
Méme tudiz dva vyrazy pro pfibliZnou hodnotu rozptylu

op?. Jednak tvofime t. zv. hodnotu potitanou fA—1) ;— h

jednak t. zv. hodnotu méfenou o2 Za predpokladu stélého
gloZeni v zdkladnim souboru a nezdvislosti prvkia nihodné
vybiranych, mohou se tyto dvé hodnoty mdlo lifit, takze
jejich podil (nebo jeho odmocnina)

2 O

Q p

musi byti blizky jednotce. Rikime pak, Ze statistickd fada

— Uf’,

124



mé normélni rozptyl, je-li @ = 1. Pozorovéni je pak repre-
sentovéno schematem Bernoulliovym, jestliZe seskupeni re-
lativnich Setnosti f; kolem jejich priméru f odpovid4 bino-
mickému rozdéleni.

MiZeme jej také vyjddiit podrobnéji
[0=D_ g n =110 (g

r )

1 3 —
@@= migl(fi—f)z :
kde

n

Z -—f)’

2 —

Gy* = n

2. Druhy typ si pfibliZime pfedstavou n zalidnénych
‘okresli, v nichi pozorujeme tmrtnost z-letych (na pi.
30letych) mu¥i; tato pravdépodobnost je v katdém okresu
jind, ale konstantni. Pripad si znizornime modelem, se-
strojenym z n osudi O,, O,, ..., O,. Stild pravdépodobnost
vytaZeni ¢erné kulitky z osudi O, budiz p,, ..., a z O, budiZ p,.

T

O | P-4
Oy | P2 Py ---Dq

On | Pn Dn.. - Pn
Z kaZdého osudi vytéhneme 7 kulidek; otekdvany prumér
pottu éernych kuliek z i-tého osudi je tedy rp;. Oznatme
Pt P + «+ P

pramér pravdépodobnosti p =

Vezmeme-li z ka?dého osudf né.hodny vybér r kulitek,
bude celkovy olekdvany primér podtu &ernych kulidek
mezi nr vytafenymi rp, +7py + ... + 7pn = nrp.

JestliZe je nrp olekdvany primér poétu dernych kulicek
v ur tazich, je rp ofekdvany prumér v r tazich, jeZ uéinime
vidy z jednoho osudf{ nihodné vybraného. Tato hodnota
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otekdvaného priméru je totoZnd s oekdvanym primérem
podtu éernych kuliek ve vybérech r kuliéek fady Bernoul-
liovy s konstantni pravdépodabnosti p.

UvaZujme nyni, jak velky bude rozptyl. Rozptyl ve vy-
béru r kuliek z osudi O;, kde pravdépodobnost Serné je pi,
je ddn vyrazem rpig;. Je to prumér étverci odchylek od
pruméru vybérového z osudi O;, jenZ je rp;. Hleddme viak
primérnou &tvercovou odchylku od hodnoty rp misto od
vybérového priméru rp;. Chceme tedy stanovit obecny
druhy moment kolem poédtku v rp, ktery se podle rovnice (5)
rovnd drubému momentu kolem aritmetického priméru
zvétSenému o Ctverec rozdflu mezi primérem a zvolenym
potitkem. Je tudiZ dén vyrazem rpyg; -+ (rpi — rp):.

Kdybychom vzali z jednoho osudi O; takovych ndhod-
nych vybéri na pi. N, byl by oviem ofekdvany primeér
souctu étverci odchylek od rp vétdi N-krit, tedy

Nrpgi + N7*(pi — p)*. (83)
Utvolime soudet vyrazi (83) pro viechna osudi, pak do-
staneme

Nr _Zlmq; + N T”ZI(IR —p)3 (84)

cot je obekdvany prumeér souétu étverci odchylek od rp
pro n osudi, z kaZdého z nichZ jsme vzali N mi.hod.nych
vybéra rozsahu r kuliéek.

Celkem méme Nz vybéri a ponévadZ hleddme primérnou
étvercovou odchylku od hodnoty rp, pripadajicf na jeden
vybér, kterou oznadéime Sr2, musime déliti jejich pottem
posledni vyraz (84), ¢imZ dostaneme

r < r2 &
Sit= — D pigi + — 2. (pi— p)*.
ni=1 ni=1

Soudet v prvaim ¢lenu na pravé strané rovnice viak
miiZeme upraviti poloZfme-li p; = p + (p; — p), & vzhledem
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k pi +¢=1 tedy ¢i= q— (pi — p). Potom soudin
Pigi = pg — (pi —P) (P — @) — (i — P)*
a soucet jejich
- n n
2. pigs = npg — 2 (B — P, (85)
t= i=
jeZto
n
(»— q)Zl(pe —p)=0,
j=
vzhledem k tomu, Ze
n
2 (pi—p) =0,
i=1
nebot

. P+ P+ .- + Pn=np.
Na zékladé (85) bude tedy

82 =

i — p). (86)

Oznaéime-li Sp? rozptyl vybéru o rozsahu r z hypotetic-
kého souboru spoéivajictho na schematu Bernoulliové
s konstantni pravdé podobnosti p, kterd se rovnéd pru-
méru danych pravdepodobnosti Prt+Pet- + P mi-
Zeme posledni rovnici psaitl

812 = St + 7 i — p)?

a vidime, Ze rozptyl Lexisovy fady je vétsf neZ fady Bernoul-
liovy, spodivajiei na pravdépodobnosti p.

Pifsluiny vyraz pro Lexisovy fady relativnich éetnosti
dostaneme délenfm pravé strany rovnice (86) étvercem roz-
sahu vybéru 72, takZe potom .

' 1

1__
ot=opg® + Z (pi — p)%
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pro velkd r pak se uZfva pfibliZné

’ v 1 <
or't=05"® + 7,21 (ps — p)? (87)
a piSeme-li
1 n
72:1(1%‘ — p)* = op?,
bude

o = og® + o (88)

Druhy ¢len na pravé strané této rovnice se ¢asto nazyvé
podstatnou komponentou kolisdni. Jiny zpisob vy-
kladu podévé analysa rozptylu, o nf¥ pojedndme pozdéji.

Pii pozorovanych statistickych faddch bude tedy sméro-
datnd odchylka vétdi neZ smérodatnd odchylka vypoétend
z prumérné relativn{ Getnosti znaku, kterd vystihuje n4-
hodné kolisini bez vlivii rusivych.

Schema osudi s riznym slofenim nidm tedy zobrazilo
rozptyl fad, ktery se tim vice lifi od normélniho, &im se
zékladn{ pravdépodobnosti téchto osudi od sebe vice lisi.

Rozptyl o2 viak nemiZeme podle rovnice (87) poditati,
jeito nezndéme pravé hodnoty p; resp. p, které se v ni vy-
skytuji a musime uZiti pfiblizné hodnoty rozptylu

kid —
2 (f—fr
p=
n
Stanovme tedy ]e]i otekidvanou hodnotu.

Priméru p = —Zp. odpovidd empiricky stanoveny

Ni=1
prumér f= ;Zf.-. Zavedeme si k FeSeni naseho tkolu
i=1
identitu : ~
ti—f=(li—p) + (i —p) — (f—»),
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‘tak¥e jeji dtverec bude
(h—Hr=i—pP +@m—p +(f—p2 +
+2(fi—pi) (2 —p) —2(fi —p) (f —P) —
—2(pi—p) (f —p)-

Abychom stanovili odekdvanou hodnotu &(f; — f)? uvédo-
mime si, Ze

€)= pi, €fi—p) =0, €)= p, &f —p) =0,
podle rovnice (78) je

€ — pir = B2
- 1<
Ponévads f —p = ;ZI (fi — 24, je dile
i<

— 1 »
Clfi—p) (f —p) = @[— (fi—m) Z (fi— ps)] =
= G:—‘— (i—m)?= P; q‘

nebot’ odekdvans hodnota ostatnich n — 1 élen, v nich% se
indexy lifi, se rovnd nule.

Ef—pr= 65[2 (f— pa)] =

[GZ(/:—Pt)z +2¢ 2 (fi — ) (/I_P/)]

i=1,j=1
kde ¢ % j ; éleny, kde by bylo ¢ = 4, se v tomto druhém
soudtu nevyskytuji.
Ocekdvand hodnota jednotlivych éleni v druhém souctu
ge rovni nule a fedy i celého souétu, takie

G(f—pr= o @‘Zl(/i —p)t= 1% Z
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Muzeme tudiZz psiti celkem

€ — 17 =BL4 i—pr + ZM‘ 2BR

Zmu n
CEZU.—/)’— +Z(p.—p)=
n_zpeqe 221’-%

i=1 i=1 _
+;i r  m
Piqi n
_rn—10
=—0 ;T t_Z:I(Pi—ﬁ’)z-

Tento vysledek jesté miZeme upraviti, pfSeme-li p; =

= p + (pi — p), take potom ¢; = g — (p; — Pp), & soucet
je jako na str. 127.

iglm":nm—@—q);l(pc—?) Z(p. PR,

jetto prostfedni len se rovné nule, bude

n
2. Pids = npg — noy?
a konetny vysledek tedy je

— lpq nir—1)+1
€ ng:(l—f)2 — ot %%

a pri dostatetné velkém 7 se uzivé obydejné vyrazu

G(O’y = »—1

B o (89)
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Jsou-li véechny pravdépodobnosti v zékladnim souboru
gobd rovny p, = p,= ... = Py = P, pak je 0,2 =0 a do-
stdvdme jiz zndmy vysledek

y_"—1m
C(o?) o

Obé hodnoty smérodatnych odchylek se srovndvajf utvo-
fenim podflu. Oznaéme o; smérodatnou odchylku fady
relativnich &etnosti pozorovanych ve studovaném souboru.
Za predpokladu konstantni pravdépodobnosti p je pro pi-
sludné rozdéleni Bernoulliovo t. zv. teoretickd hodnote smé-

Pq 3
rodatné odchylky og= (T) .

Podil L = :—’ se nazyvé Lexisiv pomér nebo koeficient.
’ B

Také se nazyvd v teoreticko-statistické literature koefi-
cient divergence (podle Dormoye). Misto smérodatnych
odchylek rozdéleni relativmich detnost{ bychom mohli po-
uZiti smérodatnych odchylek rozdélenf absolutnich éetnostf,
nebot!

o, = roy a také Sp= rop.

Lexisiv pomér je tfm vétsf, ¢fm se vice odchyluje (diver-
guje) statisticky zkoumany jev od dénf nihodného.

Riké se, Yo fada pozorovanych relativnich Setnost{ mé
rozptyl normélni, je-i L =1, nadnormélni (super-
normélni), jeiL>1a podnormélnf (subnormélnfi),
jeli L< 1. |

Vzhledem k (89) musime tedy pii zkoumdnf rozptylu
n—1 pg,

r

pri demZ za qu musfme vzfti pfibliZnou hodnotu 1C r—/)'

grovnivati empirickou hodnotu ¢2 s vyrazem
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Lexisiv koeficient pak bude

Q2'=1 _l_n(r—l)—}—lapa:n—lﬂ

bl
nr n T

(90)
nebo piibliZné

Q2=1+u,,2:n;1%- (91)

Méme tedy v koeficientu divergence dilezity prostfedek
k Feenf nejvyznamnéji vlohy statistiky, spodivajicf v zjiste-
nf, zda miZeme souditi na pfitomnost zmén v zikladnich
podminkéch vyskytu znaku nebo na stéle stejné, tedy kon-
stantni, plisobeni a sloZen{ zdkladnich podminek.

Nen{ sice absolutnim kriteriem, ale dobrym voditkem
k posouzen{ kolisan{ vyskytu znaku, jak u hromadnych jevii
fysikdlnich, tak sociglnich.

V praktické statistice se velmi casto vyskytuji fady, které
daleko piesahuji miru ofekdvaného rozptylu. Za piiklad si
zvolime statistiku dmrti s nadnorméilnim rozptylem, jejiz
rozbor provedeme podle Misesa k objasnéni uvedené teorie.

Ve stété se 45 miliony obyvateli byla na pf. cifra Gmrt-
nosti obyvatelstva, t. j. podet umrt{ pripadajici na 1000 oby-
vateld v desitiletém obdobf, v ném% stejnomeérnost Zivotni
trovné nebyla rufena néjakymi pozoruhodnymi vnéjsfmi
jevy, zaznamendna v téchto promilech 28,0, 27,8, 27,2,
21,5, 26,9, 27,2, 27,3, 274, 27,2, 27,6.

Tyto relativnf &etnosti napliuji ddivem svou stélosti toho,
kdo na né pohliZ{ bez znalost{ matematické teorie statistiky.
Skuteéné difvéjsf statistikové byli v iZasu nad mimofddnou
stabilitou lidskych poméri, jevici se ve statistice. Dojdeme
viak ke zcela jinému zdvéru, vypotitdme-li skuteény roz-
ptyl a srovnime jej s ofekdvanym podle Lexisovy teorie.

Prumér uvedenych deseti &isel je 27,41 promile, tudi%

f=0,02741. Rozptyl pak dostaneme o2 = 0,000 000 0949.
Oéekdvand hodnota rozptylu fady Bernoulliho bude 6% =
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/ (1 — f ). n—1 , kde koeflclent

né.hod.ného vyberu podle (82), a hod.nota. p je nahrazena
pribliznou hodnotou z pozorovini, takZe pro r = 45 000 000
(pramérny pocet obyvatelstva v uvaZovaném desetileti)

}=0,02741, n = 10 dostaneme o¢? = 0,000 000 000 533
a Lexisiv pomér je L = 13,34. Pfesahuje tedy skutedné
pozorovand smérodatni odchylka ofekdvanou teoretickou
vic nez 13krite.

Naznaéme, jak moZno provésti rozbor tohoto vysledku.
Lexisova teorie tu srovnavé prubéh roéni imrtnosti s deseti
vybéry, z nichZz kaidy vznikl provedenim 45 milioni tahu
z osudi, v ném? je stdle mezi 100 000 kuli¢kami 2741 éernych
a 97 259 bilych. Kdyby na zaditku kaZdého z uvaZovanych
roku pfidel kaZdy obyvatel stdtu pied toto osudi a vytahl
z ného svij los Zivota nebo smrti, museli bychom olekdvati,
%e \imrtnost v tomto obdobi vykdZe rozptyl op? ktery je
178krét mensi neZ skuteéné pozorovany. Tento obraz ne-
vystihuje hru o Zivoté a smrti pfiléhavé, nebot ze zkuSenosti
vime, %e mnohé piiéiny smrti plisobi soucasné na fadu lidf,
jako na pf. nepiiznivy vyvoj povétrnosti v néjakém zimnfm
nebo letnim mésici, endemické onemocnéni atd. Vzhledem
k tomu bychom se pfibliZili skuteénosti lépe, kdybychom
predpoklédali, Ze za cely soubor prijde k osudi mensi cdst
a kazdy se otdZ%e po osudu celé skupiny, kterou zastupuje.

vyplyvé. z teorie

Je ziejmo, Ze podle vzorce %q- L : ! bude tato oceké-

vand hodnota rozptylu tolikrdt vétsi, kolikrdt bude podet
nezévislych jednotlivych piipadi r mensf. Kdybychom tedy
predpoklddali v naSem piipadé, Ze pro kaidych 178 oby-
vateld bude taZen spoleény los, ktery rozhodne o Zivoté
nebo smrti celé jejich skupiny, dostali bychom tiplny souhlas
mezi pozorovénim a otekivanim. Zda lze v konkretnim pfi-
padé povaZovati vysvétleni silné nadnormilntho rozptylu
solidaritou jevi za piipadné, je tieba ddle zkoumati. Bylo
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by nutné, aby rozsah skupiny solidarity (178) zustdval
zachovdn, kdyZ pozorujeme jiné analogické Fady, na pf.
z jinych desftiletf. Kdyby to nebylo v dostadujici mife
splnéno, bylo by tfeba hledati jiné teoretické vysvétleni.
V tomto piipadé lze je podati pomoci podstatné komponenty
kolfséni. Ponévad% se pravdépodobnost dmrti rok od roku
méni, jedn4d se o druhy typ Lexisovy fady, ¢ili pomér ¢ernych
a bilych kulidek je kaZdy rok jiny. Potom, jak vime, je
obekdvand hodnota rozptylu déna vyrazem (89), &ili k éislu
nahofe vypodéitaného rozptylu pristupuje dalsi sloZka, kters
nezdvisi na 7, nybrZ jen na kolisdni pravdépodobnosti od
jednoho roku ke druhému. V tom, Ze podstatnd komponenta
kolisdni nezdvisi na r, v nafem piipadé na poétu obyvatel-
stva, médme kontrolu teorie, nebot pfi kolfsin{ pravdeé-
podobnosti imrt{, ndsledkem hospodéiskych nebo klimatic-
kych poméri v celém stité, musi se tato komponenta vy-
skytovati v pfiblizné stejné vydSi v jednotlivych vétdich
oblastech stdtu.

3. Tietim typem jsoufady Poissonovy. Jejich schema
si predstavime tak, Ze ndhodny vybér rozsahu r se sklidd
z prvka, z nich? kazdy byl vzat z osudf jiného sloZeni;
pravdépodobnost vyskytu pozorovaného znaku je tedy
u kazdého prvku vybéru jind, takZe schema miZeme napsati
takto

0,0,...0,

P Pg---Pr
P Ps---Pr
Py D2 .- Pr

kde p je pravdépodobnost vytaZeni ¢erné kulicky z osudf Oy.
Oznadime-li primér téchto pravdépodobnosti p, pifeme

p= Pt P —l— o TP Odekdvany primér podtu &ernych

kulidek ve vybéru rozsahu 7, jeho? kaZdy prvek je z jiného
osudi, je rp a rovné se obekdvanému priméru poétu éernych
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kuli¢ek, bereme-li ndhodny vybér rozsahu r z jednoho osudi
o konstantni pravdépodobnosti p.

Odvodime nyni rozptyl poétu fernych kulitek v fadé
Poissonové. Rozptyl pro osudf O, je dén vyrazem S;? = rpqx,
kdyby byl cely vybér z ného vzat. Vezmeme-li jen jeden
prvek z ného, poloZime r = 1. Jsou-li pravdépodobnosti
Py, Py +--» Pr 0 s0bé nezdvislé, pak plati véta o séftdni roz-
ptyla (67), tak¥e celkovy rozptyl

Sp2=82+82+4... + 82 (92)
Dostévdme tudiZ pro nds nihodny vybér

Spt =@ +pts + -+ + Pty = Prge
k=1

a tento vyraz opét upravime tak, Ze poloZime

=P+ (Pr—P)
9 = ¢ — (P — D),
takZe
g = g — (pe — P) (p — @) — (P — P)?
a tudiZ soudet
T r
D Peqi = rpg — 3 (P — D),
=1 ¥<1
nebot

S m—p) =0.
k=1

Pro rozptyl teoretického rozdéleni poétu éernych kulicek
ve vybérech rozsahu 7 podle schematu Poissonova dostdvame
tedy

St = rpg— 3 (P — )"

k=1

Je tedy rozptyl i'aidy Poissonovy mensf ne% rozptyl pi-
sludné fady Bernoulliovy s konstantni pravdépodobnosti
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rovnou pruméru proménné pravdSpodobnosti:
. r
8p? = 8g* —> (; — p)*. (93)

Obdobnou rovnici pro rozdéleni relativnich etnost{ lze
snadno napsati jako v piipadé fad Lexisovych

-

o5t = 032——2i (P — PP (94)

- (9,2) Koeficient nestilosti. Vedle Lexisova koeficientu
zavedl Charlier koeficient nestélosti nebo disturbaéni, ktery
rovnéz méff vnéjd{ vlivy plsobicf na zménu pravdépodob-
nosti v zédkladnim souboru. Definuje jej

0— Vorr —op® (95)
r
Jeho piibliznou hodnotu dostdvime, klademe-li
P2
misto ¢z2 pribliZnou hodnotu Zg'—l]‘),
misto og? » ’ fa r_ N
a misto p A

Jako piiklad si zvolime pomér pohlavi Zivé-narozenych
déti, coZ je velmi probddanym predmétem statistického
Setfeni. Bylo minéni, Ze Fady téchto ¢&fsel odpovidaji po-
mérim nshodné hry o konstantni pravdépodobnosti, tedy
fadé Bernoulliové. Pfesto méme vysledky konkretnich &etfen,
kde se objevuje rozptyl podnormélni, coZ je v praksi statis-
tické Fidkym pifpadem. Tak byly na pf. ve Vidni (Wien) po-
zoroviny ve 24 mégfcich let 1908 a 1909 tyto relativn{ éet-
nosti chlapct mezi celkovym podtem %ivé narozenych:
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0,5223 0,56125 0,5141 0,5246 0,5126 0,5136
0,5187 0,5213 0,5105 0,5203 0,5124 0,5141

0,5143 0,5093 0,4904 0,6097 0,5140 0,56089
0,5129 0,5275 0,5178 0,5130 0,5177 0,5027

Jejich primér je f= 0,514 a rozptyl o = 0,0000533.
Celkem se tam narodilo v té dobé 93 661 déti, takZe pri-
mérné pripadid na jeden mésfc r = 3903 déti. Ve smyslu
Lexisovy teorie se nyni ptdme, jaky je otekdvany rozptyl
pfi konstantni pravdépodobnosti p, ktery by odpovidal
24 vybéram rozsahu 3903 z osudi st4dlého sloZeni, kde mezi
ka¥dym tisicem losi je 514 oznadeno znakem c¢ (chlapec).
Vypotitéme tedy tento rozptyl podle formule 1—)} En—l:
kde n= 24, r = 3903, p = f = 0,514 a dostaneme ¢2=
= 0,0000613, takze pro Lexisiv pomér dostdvame L = 0,93,
tedy rozptyl je podnormdlni. To nasvédéuje tomu, Ze piipad
neodpovid4 osudf téhoZ sloZeni, nybri jsou tu édsti obyva-
telstva, jimZz pifslud{ rozmanité pravdépodobnosti porodu
se znakem c.

V podobném statistickém Eetfeni, provedeném na pt. ve
Svédsku, byl zji¥tén rozptyl ponékud nadnorméilni, kdeito
na pi. pro pofet dvojéat v poméru k jednotlivym porodim
ge projevil rozptyl silné podnormélni. Kdy% byla pomoci
&sla L konstatovéna existence rusivych vlivi na statistické
fady, je .pak tkolem statistikovym, patrati po pifiéiné po-
ruch. Obecnou metodu k tomu dévd teorie korelace.
Na zékladé uvaZovdni predlofené Fady lze dospéti jen
k uréitym zédvéram o povaze rudivych vlivi, jim? je vystaven
statisticky pozorovany jev. Podle teorie Lexisovy vznikaji
tyto poruchy tim, Ze pravdépodobnost pro vyskyt znaku
se méni. '

Ulcha. Méme schema deseti osudi, z nich% ka%dé obsahuje
15 kulidek, ale mé postupn® mezi nimi 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 bilych. Primér pravd&podobnosti téhnouti bilou kulitku
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je 0,56. Tvoime pokusem nadhodné vybdry po 10 prvcich tak, e
z kaZdého osudi vytdhneme jednu kuliéku, pak je zase vrétime
do osudi a vytdhneme novych deset kulitek. Porovnejme
potom ¢&isla L pro 200, 500 po piipads 1000 vybéri, abychom
si pomoci tohoto kriteria zjistili stupefi shody, po p¥fipadé
neshody pozorovéni s tim, co ofekévame podle teorie.
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(7,4) Zékon velkych &fsel ...........coovvuinnnn
Odhad parametri zdkladntho souboru podle pi#islus-
nych charakteristik vyb&rovych. (8,2) Meze zdkladni
relativni &etnosti. (8,3) Pfibliznd hodnota parametru
p. (8,4) Pearsonovo kriterium x2. (8,5) Pifklady ..
Lexisova teorie. (9,2) Koeficient nestalosti .......
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