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CESTAKVEDENI

Dr Boh, Hostinsky:

POCET
PRAVDEPODOBNOSTI

Prvni &4st.

Polet pravdépodobnosti, ne-
divno jests east t. zv. ,zdbavné
matematiky”, je dnes dileZitym
oborem peélivé vybudovanym,
ktery zejména v aplikacich sta-
tistickych a fysikdlnich m4 vel-
ky vyznam.

Neni ndhodou, 2e v posledni
dob& je velmi pé&stovdn a axio-
maticky budovén zejména ma-
tematiky sov&tskymi.

Pvnf ¢4st prdce prof. Hostin-
ského vychézi od elemen-
tarni definice pravddpo-
dobnosti ndhodného zjevu. Na
jednoduchych pfikladech praxe
autor presvédéuje &tendfe, Ze
poéet pravdépodobnostl urluje,
co lze na zfklad® danych okol-
nost{ a predpokladd logicky oce-
kdvat, kdyz vime, Ze ndhodny
zjev mé pravddpodobnost p.

JEMF BroZ Kis 47,—
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PREDMLUVA

Tento spis o poétu pravddpodobnosti, rozvrieny na dvé
d4sti, vznikl z pfedndSek, které jsem mél na Masarykové
université. Predndsky o poétu pravd&podobnosti, jeZz jsem
konal poédtkem let dvacatych, lifily se znadné od pfednddek
konanych v létech tficdtych a pozdéji. R. 1928 jsem zadal
studovat Markovovu theorii fetézi, kterd, ad je v Markovo-
vych pracich vyloZena bez vyslovn® uvedeného vztahu
k aplikacfm, md4 vyznamnou tlohu ve studifch o vyvoji
soustav uvaZovaném se statistického hlediska. Na prvnim
sjezdu matematikii ze slovanskych zemi, konaném r. 1929
ve VarSavé, jsem poukdzal k tomu, jak Poincaréovy a Smolu-
chowského préce o theorii difuse jsou zahrnuty v Markovovg
theorii, zavedeme-li do ni spojité promé&nné velidiny. Vyklad
o Markovové theorii staly se souddst{ mych ob&asnych pfed-
néddek o podtu pravdépodobnosti.

Proni &dst tohoto spisu je vénovdna pravdépodobnostem
zjevil vzdjemné nezdvislych. Drukd jedn4 o zjevech zdvislych,
zejména o Markovovych Fetézech. Volim zpilisob vykladu
co moznd elementdrni; odvozeni nékterych pomocnych vét
(n. pt. Stirlingovy formule) vyZaduje znalosti vy&si matema-
tiky. Nevyhnul jsem se nékterym obtiZnéjsim dlohdm, které
jsem povaZoval za vyznamné jakoZto pkipravu k aplikacim
poétu pravddpodobnosti ve fysice. V tomto spise o fysikdl-
nich aplikacich nejedndm a omezuji se ve vykladu Marko-
vovy theorie na lohy vyZadujici k svému Fefien{ jen elemen-
térnich prostfedkd algebry. Ulohy, které vznikaji rozire-
nfm Markovovy theorie na piipad spojité proménnych veli-
¢in, vyZadujf k svému fedeni sloZitych vivah z vy3si analyse;
nepojal jsem je do téchto pfedndsek a doufdm, e je vyloi{m
Prfi jiné pileZitosti v souvislosti se statistickymi methodami
ve fysice. Na nékterych mistech jsem uvedl vyznad&né spisy
tykajfcf se poétu pravdépodobnosti; zejména jsem se snaZil
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upozorniti &tendfe na rozvoj nauky o retézech v posledni
dobé.

De&kuji srdeéné panu prof. Dru Frantisku Vyéichlovi za to,
#e se staral o pfipravy a vydini tohoto spisu, a Jednoté
teskoslovenskych matematikil a fysikl za to, Ze jej vydala
tiskem.

V Brné dne 12. fijna 1949.
Bohuslav Hostinsky.



KAPITOLA PRVN{

JEDNODUCHE ULOHY A DEFINICE

. Ndhodné zjevy a statistické zdkonitosti. Elementarn{ definice
pravddpodobnosti. Dovedeme pfedvidati nékteré zjevy s men-
8f nebo s v&t3{ piesnosti, ponévadZ zndme jejich pfidiny nebo
asponi uréditou pravidelnost v jich pribéhu; jiné zjevy jsou
viak takové, Ze jich nedovedeme piedvidati.

Méjme na pf. kostku, jejiZ stény jsou obvyklym zpisobem
oznaleny ,,0ky* (na jedné sténd je jedno oko, na druhé dvé
oka atd.). Hodime-li ji z vétsf vzddlenosti na vodorovnou
rovinu (na stil), kostka po dopadu na stil nejprve odsko&i
(po pfipadé nékolikrit), pak se vali po stole a na konec se
zastavi. Koneény vysledek, t. j. podet ok na vrchni strané
kostky v koneé&né poloze, zévisi zajisté na jeji podéteéni po-
loze a na zpiisobu, kterym byla vrZena (kritce fedeno: na po-
éatedni rychlosti kostky), a nelze jej pfedvidati. Pfedstavme
si, Ze kostkou hodime po druhé; i kdyZ jeji po&étedni poloha
a poddteéni rychlost jen malo se lisi od poditeénich podminek
v pfedeslém hodu, piece miZe byti koneény vysledek pa
druhé docela jiny neZ po prvé. Koneény vysledek neni mozno
predvidati; objevi-li se uréity pfedem odekivany podet ok,
pravime, Ze je to zjev ndhodny.

Opakujme pokus s kostkou mnohokrit a zaznamendvejme
vysledky; ve statistice vysledki se objevi uréitd pravidel-
nost. Hodime-li kostkou n. pf. 6000krit, padne jedno oko
pfiblizné 1000krdt, dvé oka také pfibliZné 1000krit atd.,
oviem za predpokladu, %e kostka m4 piesné tvar krychle, Ze
je z homogenniho materidlu a Ze ji hdzime z vétsf vzddlenosti
na stil. Kdyby dfevénd kostka méla kovovou vloZku pobliZ
jedné stény, padala by éasté&ji na tuto sténu a zminén4 pravi-
delnost ve statistice pokusii by se tim porusila. Kdybychom
kostku, kterd leZi na stole, opatrné a jen mdlo zdvihli a pak
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pustili, dopadla by jisté na tu sténu, na které piivodns leZela;
za tdchto podminek zjev neni néhodny a zminénd pravidel-
nost ve statistice pokusi byla by vyloudena.

Pravidelnost jevict se ve statistice dlouhé ¥ady pokusi (hizi-
me-li kostkou, vyjde dany potet ok pfiblizné tolikrat, kolik
je Bestina z celkového podtu pokusil; hdzime-li minci, padne
Piiblizné v poloving pfipadd na lic), povaZujeme za disledek
uréitych podminek, za kterjch se pokus kond (kostka je piesnd
krychlového tvaru, je homogenni; mince je soumérnd a ho-
mogenni; v obou piipadech je tfeba hdzeti z v&t3f vzddle-
nosti).

Mira pravdépodobnosti, se kterou oéekivime néjaky zjev,
odvodi se takto: je-li » pofet viech t&ch piipadi, které viibec
mohou nastati jakoZto vysledek pokusu, a m podet viech
téch mezi nimi, které vedou k oéekdvanému zjevu (,,piipady
pfiznivé*), je pravdépodobnost p, Ze zjev nastane, rovna
poméru m : n,

m
P= M

Pravdépodobnost zjevu vypolteme, délime-li polet pripadi,
které jsou zjevu pFiznivé, poftem viech pfipadd, kieré vibec
mohou nastati jakosto vijsledek pokusu.

Vypotet pravdépodobnosti podle této definice pfedpo-
kldda: 1. Ze ustanovime, které pfipady povaZujeme za mozné
a 2. Ze spoditdme piipady piiznivé uvazovanému zjevu.

Pravdépodobnost, Ze pfi hodu kostkou vyjde pét ok, je 1,
nebot mezi viemi ze Sesti moZnych pfipadi (» = 6) je jediny
pHznivy (m = 1). Pravdépodobnost, Ze vyjde sudy podet ok
je 3, nebot zde n = 6, m = 3. Pravdépodobnost, Ze hozen4
mince padne na lic je 4 (n = 2, m = 1).

Krajni pfipady pravdépodobnosti jsou: nemoZnost (zjev
vilbec nemiZe nastati jakoito vysledek pokusu; m = 0,
p = 0) a jistota (zjev nastane v kazdém z n moznych piipady;
m = n, p = 1). Vidy plati, Ze
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0<pL 1L
Pravdépodobnost, Ze zjev nastane, budiZ p; pravdépodob-
nost, Ze tyZ zjev nenastane, je
n—m

q= =1_p)

nebot je celkem » — m pfipadd nepfiznivych. V piipads, Ze
p =3}, je téZ ¢ = 4; pravdépodobnost, Ze zjev nastane, je
v tomto piipadé rovna pravdépodobnosti, Ze zjev nenastane.

Definice pravdépodobnosti (1) pfihliZi jen k jedné strénce
néhodného zjevu, totiz k podminkdm pokusu (v piipad®
kostky je déno, Ze pokus musf miti jeden ze Sesti moZnych
vysledkt a Ze jen v jediném z téchto pfipadd vyjde dany
potet ok). Proto nazyvdme nékdy pravdépodobnost takto
definovanou pravdépodobnostt a priori, lisice ji od t. zv. prav-
dépodobnosti a posteriori, kterd je déna druhou strinkou nd-
hodnych zjevi, totiz pravidelnosti jeviei se ve statistice
dlouhé fady pokusi. V kaZdé dloze, kde se vyskytuji jakkoli
zfskané &fselné hodnoty pravd&podobnosti, je mozn4é kontro-
la, uZijeme-li dat plynoucich ze statistiky dlouhé fady po-
kusi.

Definice (1) nenf logicky bezvadnd, nebot obsahuje logicky
kruh, jak poznamenal Poincaré. Klademe-li totiz, pfi daném
n, veli¢inu p dmérnou podtu m pifznivych pfipadi, povaZu-
jeme vlastnd viechny moZné pFipady za stejné pravdépodobné.
Tak v pfipadé kostky vede definice (1) k tomu, Ze kaZdy
z moZinych vysledkt (jedno oko, dvé oka, ...) mé stejnou
pravdépodobnost }. Pravime-li zde, Ze je ,Sest piipadi
moZnych*, vlastnd implicitnd uz pfedpokliddme, Ze kazdy
ze Sesti pfipadli md stejnou pravdépodobnost. ObtiZ je
v pojmu ,,pf{padd stejnd pravdépodobnych‘ (viz pozndmky
k idloze b, v odst. 2.); v ka?dé tloze musime rozhodnouti,
které piipady povaZujeme za stejné pravdépodobné.

Nadim ikolem bude objasniti pojem pravdépodobnosti
rozborem rozmanitych tloh; z toho vyplynou rozmanité do-
pliky a objasnéni k pilivodni definici (1) pravdépodobnosti.

7



2. Jednoduché alohy, a) V osudi je m kouli bilych a m' &er-
nych, celkem m + m' kouli; jak velikd je pravdSpodobnost,
%e vytdhneme bilou kouli? Za pfedpokladu, Ze tah kterékoliv
koule m4 stejnou pravdépodobnost, obdriime

m

p=m+m"

b) Jak velikd je pravd&podobnost, Ze vrhneme dvéma kost-
kami dany soudet ok? UvaZujme nejprve o soudtu 2; ten se
vyskytne jen v tom jediném ptipads, Ze na jedné i na druhé
kostce se objevi 1. Oznadime tento piipad znakem (1, 1).
Soudet 3 miZeme dostati dvojim zplsobem: bud (2, 1) nebo
(1, 2); soudet 4 tiemi zplisoby: (3, 1), (2, 2) nebo (1, 3) atd.
Délice tato ¢&isla &islem 36, které udivé poéet véech moZnych
pfipadi (pfipad je dén, je-li ddno, kolik ok vyjde na prvni
kostce a kolik na druhé), dostaneme pravdépodobnosti
vrhnouti soudet 2, 3, 4, ... Hodnoty pravdépodobnosti sesta-
vime do tabulky:

Soudet ........... 234|5678|9101112

Pravdépodobnost .. |3%|¥s| % |3 | ¥ |3% fch’z. 75| 7% | %

Predpokldddme, Ze kaZzdy ze tficeti Sesti piipadid (a, d)
(kdea=1,2,...,6,b=1,2,...,6) mé stejnou pravdépo-
dobnost; rizné souéty ok maji proto rizné pravdépodobnosti,
ponévadi kazdy se uskuteéfiuje jinym poétem onéch pfipadd.
Nebylo by sprivné usuzovati takto: ponévadi soudet ok,
ktery padne na obou kostkich, ma jednu z jedendcti riznych
hodnot (od 2 do 12), je na pf. pravdépodobnost vrhnouti
soudet pét rovna ;. — Vrhneme-li nékolikrit dvé kostky
a vyjde-li po kazdé jiny soudet ok, maji tyto vysledky obecné
razné pravdépodobnosti. Statistika velkého podtu hodd
dvéma kostkami dala by vysledky odpovidajici hofejsi ta-
bulce; kdybychom hodili 3600krdt, vysel by soudet 2 asi



100kr4t, soudet 3 asi 200krat, soudet 4 asi 300krat, ..., soudet
12 asi 100krat.

KaZdému, kdo chce vniknouti do poétu pravdépodobnosti,
se doporuduje, aby sém pokusy s kostkami provadél, vysledky
zapisoval a srovndval je pak s theoretickymi vzorei pro prav-
d&podobnost.

3. Permutace, variace a kombinace. K vypoétu tloh o pravdé-
podobnostech potfebujeme nékterych vzorc kombinato-
rickych, jichZ odvozeni zde uvddime.

a) Je déno n riznych prvki a hleddme potet P, permutaci,
které z nich lze utvofiti, t. j. pofet viech moZnych zpisobd,
kterymi lze ty prvky sefaditi.

Jsou-li dény dva prvky a, b, jsou celkem dvé permutace:
ab a ba; jsou-li ddny tfi prvky a, b, ¢, je celkem Sest permu-
taci: abc, ach, bac, bea, cab, cba.

Je-li zndmo P, ,, je

Py, = nP,_,,

nebof z kazdé permutace « utvofené z » — 1 riznych prvki
dostaneme permutaci z » prvki, zafadime-li n-ty prvek do
permutace « pfed jeji prvni nebo pfed druhy, ..., pfed
(n — 1)-ty nebo koneéné za (n — 1)-ty prvek; naopak kazdd
permutace z n prvki dd se takto vytvofiti. Napisme shora
uvedeny vzorec postupné pro 7= 2,3,...; ponévadi
P, =1, bude

P,=2.1,P,=3P,=1.2.3,P,= 4P,=1.2.3 .4, ...

Obecné plati pro pocet permutact bez opakovdnt (t. j. z riznych
prvki) z n prokd
P,=1.2.3....,n=n! 1)
Predpoklddejme nyni, #e mezi danymi n prvky je =,
stejnych; pofet navzdjem riznych permutaci, které lze z n
prvki utvofiti v tomto pfpads, je



Kdyby obecné bylo mezi n prvky k skupin takovych, Ze prvni
by se sklddala z n, stejnych prvkd, druhd z n, stejnych
..+, k-t8 2 np stejnych (pfi demZ dva prvky vzaté ze dvou riz-
nych skupin by byly vidy rizné), bylo by

my+ mgt . m=n,

a podet permutact s opakovdnim z n prvki, t. j. podet riiznych
permutaci, by byl roven

Pn'= (n1+ n2+ vt nk)!'

nyl gl Lyl

@)

Nékterd z &isel n,, 7y, ..., n; mohou byti rovna 1; jsou-li vie-
chna rovna 1, pfechdzi vzorec (2) v (1).

b) Variace bez opakovdni r-té tFidy z n rizngch prokd (r < n)
jsou skupiny po 7 riznych prveich, pfi ¢emZ pfihliZzime k po-
Fadi prvkd ve skupiné. Abychom ustanovili podet V,(n)
variaci bez opakovéni r-té tiidy z » prvki, zvolime nejprve
jeden z n prvkd, ktery ddme na prvni misto; pak zvolime
jeden z (n — 1) zbyvajicich, ktery ddme na druhé misto; pak
dalsi z (n — 2) zbyvajicich, ktery ddme na tfeti mfsto atd.
Tak najdeme, Ze

Vin)=n(n—1)(n—2)...(n —r + 1). (3)
Ze t¥i prvkd a, b, ¢ [n = 3,r = 2, V,4(3) = 6] je Sest variacf
druhé t¥idy:
ab, ac, ba, be, ca, cb.

Variace s opakovdnim r-té tFidy z n prvkdi jsou skupiny po
r prvcich, pfi demZ kaidy prvek se miZe na kterychkoli mis-
tech opakovati. Na prvnifmisto miZe piijiti kterykoli z n
prvki, na druhé rovnéZ, na tieti také atd. Podet variaci V,'(n)
s opakovénim 7-té t¥idy z » prvki je tedy dén vzorcem

V, (n) = n'. 4)
Tak na pf. ze dvou prvkia, b (n = 2, r = 3) moZno utvofiti
osm variaci tfetf tiidy s opakovénim:
aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb.
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¢) Kombinace bez opakovdni r-té tHidy z n riznyjch proki
(r £ n) jsou skupiny po r prveich, ve kterych se nepiihliZi
k pofadi prvkd. Permutujeme-li viech r prvkl"l tvoficich
urditou kombinaci, dostaneme viechny variace bez opako-
véni, které lze utvofiti z téch r prvki. Oznaéime-li znakem
C,(n) polet kombinaci bez opakovénf z » prvki, méme podle

(1) a @)
Ve(n) = Cy(n) . r!
(n) n(n—l)(n—2)...(n—r+ 1)
Celm) = 1.2.3...r
nebo n!
Ci(n) = Hm—n

Vzorec (5) vyjadfuje vétu: z n prvki je tolik kombinaci r-té
tiidy kolik je kombinaci n — r-té t¥idy (na p¥. ze sedmi prvki
je tolik kombinac{ étvrté t¥dy kolik je kombinaci tfetf t¥dy).
Diéle plyne z (5), Ze

n! n!

Cr(n) + Criy(n) = (n—r)! + r+n—r— 1)

_nllr+14+n—r) (n + 1) _

T+ )N m—n) T D n—r)

Cisla C,(n), kters zna&ime té% (n),, jsou binomické koeficienty,
které vytvoruji t. zv. Pascaliv trojuhelntk. NapiSme je tak,
aby v n-tém fddku byla &isla (n)g, (n)y, ..., (n)s; pEi tom kla-
deme pro kazdé n, (n)g = 1. Dostaneme tak

(5)

(5a)

Cr4-1 (n )'

n=1 1, 1

n=2 1, 2, 1
n=3 1, 3, 3, 1
n=4 1, 4, 6, 4, 1
n=2>5 1, 6 10, 10, 5, 1

Podle (5) je kazdy fddek Pascalova trojihelniku soumérny
podle stfedniho &lenu; podle (5a) je kaZdy koeficient roven
soudtu obou nad nim stojicich.
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Kombinace 8 opakovdnim r-té tfidy z n rdznych prokd jsou
skupiny po r prvecich, pii éem% se prvky mohou libovoln&
opakovati a nepfihlii se k jich pofadi. Abychom uréili podet
kombinaci s opakovédnim druhé tfidy ze &ty prvkii a, b, ¢, d,
pfipojme k nim pidty prvek e a utvofme viechny kombinace
bez opakovéni druhé tfidy z téchto péti prvki [podle (5) je
jich Cy(5) = 10]:

ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce, de.
Nahradme nyni prvek e v kaZdé z téchto kombinacf, kde se e
vyskytuje, tak, aby vznikla kombinace s opakovinim; dosta-
neme deset hledanych kombinaci:

ab, ac, ad, aa, be, bd, bb, cd, cc, dd.

Plati tedy, znaéime-li znakem C’,(n) podet kombinaci s opa-
kovédnim r-té t¥idy z n prvka,
Cy'(4) = Cy(5).

Podobné, abychom dostali kombinace s opakovdnim tfeti
tiidy z ti prvkd a, b, ¢, utvofme nejprve viechny kombinace
bez opakovéni tieti tiidy z péti prvki a, b, ¢, d, e [podle (5)
je jich deset]:

abe, abd, abe, acd, ace, bed, bee, ade, bde, cde.
V kazdé z kombinaci, kde se vyskytuje néktery z prvkid d, e,
nahradme jej nékterym z téch prvki a, b, ¢. které se vysky-
tuji v téZe kombinaci. Tak dostaneme deset hledanych kom-
binaci s opakovadnim:

abe, aab, abb, aac, acc, bbe, bee, aaa, bbb, ccc.
Je tedy

03,(3) = Cy(5)

a obecné plati, Ze
(n+4+r—1)

C/(n)=Ci(n+r—1)= i —1)

(6)
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4. Pravdépodobnost dhrnnd. V&ta o stitinf pravd8podobnost!.
Budiz » podet viech piipadd, které mohou nastati jakozto
vysledky pokusu. Z nich necht m, pf¥ipadi je piiznivo zjevu
A,, my pHpadi jinému zjevu 4,, ..., m; piipadid zjevu 4;.
Pravdépodobnost, Ze pokus povede ke zjevu A;, je podle
definice (1) odst. 1. déna vzorcem p; = m; : n. Pravdépodob-
nost whrnnd p, Ze nastane bud zjev 4,, nebo zjev A,, ..., nebo
Ay, jest urdena vzorcem

p=m‘+%j"'+m"=pl+pz+...+m,

nebof pifznivych pfipadd je nyni m, + my + ... + m;.
Smysl vzorce vyjadfime takto:

Jsou-li py, Dy, ..., Pr pravdépodobnosti k vzdjemné se vylu-
Sujicich zjevdl, které se mohou dostaviti jakoZto vyjsledky pokusu,
je pravdépodobnost, Ze bud prvni, nebo druby, ..., mebo k-t
z nich se dostavi, rovna soultu p, + py+ ... + pg.

Kdyby kromé uvaZovanych pfipadd (v celkovém po&tu
my, 4+ my + ... + my), jeZ jsou piiznivé kaidy jednomu ze
zjevii Ay, A,, ...,, Az, nebylo jinych moznych vysledki po-
kusu, bylo by

My + Myt ...+ M= n
a tedy

ntmt. .. +tm=1
bylo by jisto, Ze se dostavi jeden ze zjevii A4;.

Priklady: a) Pravdépodobnost vrhnouti jednou kostkou
bud pét ok nebo Sest je § + + = §.

b) Pravd&podobnost vrhnouti dvéma kostkami soudet ok
rovny bud péti nebo Sesti je (podle odst. 2b) 4 + % = .

¢) V osudi je b bilych kouli, ¢ ervenych a m modrych.
Pravdépodobnosti: p, vytdhnouti bilou, p, fervenou a p,
modrou jsou
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c . m
b4+c+m’ P = b+c+m’
P+ P+ Pmn=1.
Pravd&podobnost vytdhnouti bud bilou nebo &ervenou je

b+e
b+cec+m
5. Pravd&podobnost sloZend. Vita o nésobeni pravddpodobnosti.
Zavislé a nezdvislé velitiny. a) Budiz =, podet viech pii-
padi, které mohou nastati jakoZto vysledek pokusu, m, pak
podet téch z nich, které jsou pfiznivy zjevu 4,. Pravdépo-
dobnost p,, Ze 4, nastane, je déna vzorcem

b+c+m, Pc=

= Dp + Pe-

Oznadme pismeny m,, 7, & p; obdobné velidiny pro né&jaky
jiny pokus, ktery se koné za jinych podminek neZ prvnf a pfi
kterém otekdvdme zjev A, Pravdépodobnost, e nastane
zjev A, je
My
P Ty
Piedpoklddejme, Ze mezi vyskyty zjevii 4, a A, neni
souvislosti, Ze tedy A, a Ay jsou vzdjemné nezdvislé.
a hledejme pravdépodobnost p, Ze prvni pokus povede k 4,
a druhy k A;. Polet viech moZnych piipadii, jeZ se mohou
vyskytnouti jakoZto vysledky obou pokusi, je =, . n,, nebof
kazdy z n, moZnych vysledkid prvého pokusu miZe se kombi-
novati 8 kazdym z n, moZnych vysledki druhého. Podet
piiznivych pitipadd je z podobného diivodu roven m, . my,
je tedy

_ Mmymy
P= nyng
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Je-li p, pravdépodobnost, fe nastane zjev A, a p, pravdépo-
dobnost, Ze nastane zjev A,, nezdvisly na A,, je p, py pravdépo-
dobnost, Ze nastanou oba zjevy.

Priklady: a) Pravdépodobnost, Ze ve dvou hodech kostkou
vyjde po kaidé pfedepsany podet ok (na pf. po kazdé dvé
oka), jerovna } . } = 5.

b) Pravdépodobnost p, Ze ve dvou hodech kostkou vyjde
po kaZdé tyZ podet ok (pfedem nezndmy), vypodteme tfemi
zpisoby:

1. Podet piiznivych piipadi (= 6) délime poétem vsech
moznych (= 36), tedy p = & = }.

2. p jakoZto pravdépodobnost dhrnnd rovnéd se souétu
pravdépodobnosti 8esti vzdjemné se vyluujicich piipadid
(1, 1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) a (6, 6); viz oznaeni zave-
dené v odst. 2b. KaZdy z mich md pravdépodobnost 45, tedy
P=6.4=1%

3. Uifvajice pravidla o pravddpodobnosti sloZené uvaZu-
jeme takto: pravdépodobnost p, = 1 (jistota), Ze vibec né-
kolik ok vyjde, kombinujeme s pravdépodobnosti p, = %, Ze
pravé tolik ok, kolik vyslo v prvnim hodu, vyjde také ve
druhém; je tedy p = pp. = §.

b) Podobné jako jsme odivodnili pravidlo o nésobenf
dvou pravdépodobnosti, odvodime pravidlo platné pro souéin
libovolného podtu pravdépodobnosti: Jsou-li p,, p, ..., Pi
pravdépodobnosti zjevit navzdjem nezdvislyjch, je pravdépodob-
nost p, Ze viech k zjevi. se uskutelni, rovna soulinu p,py ... Pr,

P="DPa2 .- Pr-

¢) Neni.li splnéna podminka nezdvislosti, nelze uZiti pra-
vidla o ndsobeni pravdépodobnost{ (viz odst. 48. a nisl.).

6. Obecndjsi pojem pravddpodobnosti. Dvd zdkladnl vity o poti-
tanl s pravddpodobnostmi. AcZkoli definice pravd8podobnosti
podand v odst. 1. se hodi jako zéldad vypodtu v mnohych
tlohéch, nebudeme se na ni vézati, nybrZ ptipustime obecné,

16



e pravdépodobnosti mohou byti vyjédreny &isly p,, p,, -- -,
obsaZenymi v mezich 0...1 (pfi éemZ p = 0 znaéi nemoz-
nost, p = 1 jistotu), bez ohledu na onu definici; dkolem podtu
pravdépodobnosti pak je studovati vztahy mezi pravdé-
podobnostmi, pfi ¢emz vychdzime z téchto dvou zdkladnich
vét:

1. Véta o dhrnné pravd€podobnosti neboli o seditdni pravdé-
podobnostt: Jsou-li p, Py, ..., pr pravdépodobnosti zjevi
vzdjemné se vylubujicich, je p,-F p,+ ...+ pr pravdé-
podobnost, %e asponi jeden z téch zjevi nastane.

II.V&ta o slofené pravdépodobnosti neboli o mndsobent
pravdépodobnosts: Jsou-li py, p,, ..., pr pravdépodobnosti k
zjevl vzdjemné nezdvislych, je pip, ... pp pravdépodobnost,
%e viech k zjevii se uskutedni.

- Tyto dvé véty bereme za axiogy. V piipadé, %e ufijeme
definice (1) odst. 1., daji se obé véty na zédklad® této definice
dokdzati (viz odst. 4. a 5.); piipoustime vSak s obecné&jsiho
stanoviska, Ze lze s pravdépodobnostmi poditati (algebraicky),
i kdyZ jejich &iselné hodnoty nejsou znimé a kdyz tedy
nemiifeme tvrditi, Ze byly odvozeny uZitim definice (1)
odst. 1.

7. PFiklady na uZitf zakladnich v&t. a) BudiZ p pravdépodobnost,
Ze néjaky pokus se zdaifi. Vykondme-li fadu % pokusi,
je pravdépodobnost, Ze vech k pokusid se zdaii, rovna p*.
Je-li p malé¢ &islo, ubyvé p* rychle s rostoucim k.

b) Je-li p pravdépodobnost, Ze se pokus zdaii, kolik je
tieba vykonati pokusi, aby pravdépodobnost, Ze aspon jeden
z nich se zdaff, se rovnala danému &slu r (0 < r < 1) —
Pravdépodobnost, Ze se pokus nezdaii, je 1 — p. Pravdé.-
podobnost, %e ani jeden z k pokush se nezdafi, je (1 — p)*.
Tato posledni pravdépodobnost dopliiuje se s danou pravdé-
podobnosti 7 na jistotu (bud se ani jeden pokus nepodaif,
nebo se podai{ aspon jeden), takZe

(l—pf+r=1
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a tedy _ log(l —1)

log(1 —p)
Tento vyraz neni obecnd roven celému &slu. Je.li podet
pokus® mensi nez &islo & zde vypodtené, bude pravdépodob-
nost, %e se aspon jeden pokus podai, o néco mensf neZ r;

je-li potet pokust v&t3{ neZ k, bude ona pravddpodobnost
vétsf neZ r.

Héz{me-li na pf. dvéma kostkami, je pravdépodobnost,
Ze na kaZdé z obou se objevi jedno oko, rovna 3%. Kolikrit
musime hoditi, abychom se stejnou pravdépodobnosti mohli
&ekati, Ze aspon jednou se objevi po jednom oku soudasnd
na obou kostkéch, i Ze se to nestane ani jednou?

Zde je
P=vpr=1%
a tedy ne log(l1 — %) — 246,
log(1 — 3)
Musili bychom tedy hoditi 25krdt.

¢) Pravdépodobnost p, Ze ve tfech vrzich dvéma kostkami
vrhneme soudty ok 5 a 7, kaZzdy jen jednou, vypodte se takto:

Pravdépodobnost, ¢ v jednom hodu vyjde soulet 5,
je 3% = 1, pravd&podobnost, Ze v jednom hodu vyjde soutet
7, je % = }, pravdépodobnost, Ze v jednom hodu nevyjde
ani 5ani 7, jerovna 1 — } — 1 = }§.

Oznalme pismenem a jakykoli soudet ok, jenZ neni roven
ani 5 ani 7; v serii t¥{ vrhéi mohou se vyskytnouti tyto
piiznivé pripady:

6,7a; 5,,7; a,5,7; 7,5,a; 7,a,5; a,7,5.
Kazdy z nich mé (pfi neuréitém a) pravdépodobnost
P41
hledand pravddpodobnost p je Sestkrat vétai, tedy

p=6.%.}. 1 = A4
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d) Hodime pét penizfi. Pravd&podobnost, Ze tfi z nich
padnou na lic a dva na rub, je

(5)9: 25 = .
e) Pravdépodobnost, Ze k kostkami vrhneme soudet ok N,

rovnéd se koeficientu pfi =¥ v rozvoji (uspofddaném podle
mocnuin veliéiny z) vyrazu

é(z—l—xz—i—x’—*—x‘—}—xf'-t—z“)".

f) Bilé a &erné koule jsou ve tfech osudich. V prvnim je m,
kouli bilych a n, éernych; ve druhém m, a n,, ve tfetim pak
mq & ny. Pravdépodobnost voliti ¢-té osudf je p;(i =1, 2, 3).
Volime jedno osudi a vytédhneme kouli; jak velkd je pravdeé-
podobnost p, Ze vytihneme bflou? — p uréime jakoZto
pravdépodobnost dhrnnou. Bylo-li zvoleno =n-té osudi,
je pravdépodobnost, Ze vytdhneme bilou kouli, rovna

; pravdépodobnost, Ze jsme volili :-té osudi a pak
it p P ] P

z ného vytéhli bilou kouli, je p; —
mi + ng

Volby jednotlivych osudi jsou piipady vzdjemné se vyludu.-
jlci, takze

_ my ™My my
y4 P1ml+ n1+ Pam2_|_ n2+ Pama_i_ Ty
Kdyby viechny koule byly smichdny v jediném osudi,
byla by pravdSpodobnost p’, Ze vytdhneme bflou koul,
uréena vzorcem
p = my + my + my .
my + my+ mg+ Ny + Ny + 7y
8. Matematicka naddje neboli stfedni hodnota proménné velltiny z4-

vislé na ndhodd. a) Osoba 4 hédzi kostkou a ziskd, padne-li
jedno oko, vyhru 1 Ké&s. V fadé 6000 hodii padne jedno oko
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piblizng 1000kr4t, tak¥e A miZe odekdvati vyhru ptiblizng
1000 Kés. Na jeden hod pfipadd tedy primérné vyhra
1343 Kés = 1 Kés, t. j. Sestina z vyhry moZné v jediném
hodu.

Je-li obecné p pravdépodobnost, Ze se n&jaky pokus zdat,
a dostane-li osoba A za kady zdafily pokus k korun, jest
otekdvati, Ze po provedeni N pokusi ziskd celkem p¥ibliZné
Npk korun.

Z toho pfipadd na jediny pokus primérné pk korun;
kterdito &dstka se nazyvd matematickou nadé&ji osoby A4
(nebo také m. n. zisku) pro jeden pokus.

Pojem matematické nad&je rozifujeme na vSechny ilohy
o pravdépodobnostech takto: Ptedpoklidejme nejprve,
%e néjakd velitina z nabude uréité hodnoty z,, zdai-li
se pokus a Ze p je pravdépodobnost, %e se pokus podafi;
matematickd nadéje velitiny « je pak rovna soudinu px;.
V nejobecnéjdim ptipadé budiZ = ,,ndhodnd velidina‘ t. j.
veli¢ina, kterd miize nabyti kterékoli z n hodnot

Ty, Ty, « vy Tny
kaZdé s uréitou pravdépodobnosti; necht jsou

pl’ pZ’ L pﬂ

pFisludné pravdépodobnosti; p; je tedy pravdépodobnost
rovnice £ = z;*). Za pfedpokladu, Ze  nemiiZe nabyti jinych
hodnot nezZ z,, x,, z5, ... ¥, plati

Pt ot ..+ Pa=1 (1)
a matematickd nadéje velidiny x je ddna vzorcem
P1%y + P¥a + ... + PaZn. (2)

Slovy: matematickd nadéje (nebo: stfednt hodnota, pravdé.
podobnd hodnota) velifiny z se vypodte, ndsobime-li katdou

*) Zkrécend oznateno: P(z = z;) = p;. Obecnd znamené P(R)
pravddpodobnost, Ze vztah R platf.
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hodnotu, které ta velikina midfe nabyti, pravdEpodobnostt,
Ze oné hodnoty nabude, a sefteme-li vSechny soudiny tak utvofené.

Znaky pro matematickou nadé&ji velitiny z jsou s. h. (z)
nebo E(z).

b) Pojem matematické nadéje se shoduje v podstatd
s pojmem aritmetického stfedu. Méfime na pf¥. néjakou délku
n-krit a obdrizime tak n» hodnot (obecnd riznych, pondvadz
se vyskytuji pozorovaci chyby) =,,x,, ..., x,; za ,,pravou
hodnotu** z méfené délky bereme obyéejné aritmeticky stfed
hodnot z;

R e e
= m ]

Pii tom predpokliddme, Ze kaZdé jednotlivé z n» méfeni
zaslouZf stejnou divéru jako kterékoli jiné z nich. Kdybychom
viak z jakychkoli divodd pfisoudili veli¢éindm a; kladné
,»,Vahy* 8, poditali bychom pak ,,pravou hodnotu‘* méfené
délky podle obecnéjitho vzorce (zobecnény aritmeticky stfed):

£= 812y + 825 + ...+ Snn,
$1+ 8+ . A8
je-li 8, =8y, =...= 8,, je hodnota £ totoZni s obytejnym
aritmetickym stfedem, ktery jsme shora nazvali z.
Polozme

takZe
Pt Pt ...+t Pa=1
Stfedni hodnota £ veliiny « bude, jak plyne z pfedchozich
vzorcl, rovna
§=p% + pFa+ ... + Paa

(2) jest obecnd definice stfedni hodnoty velidiny z za téchto
pfedpokladi:
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1. £ nemiZe nabyvati jinych hodnot neZ nékteré z fady
Xy, Ty, «ery Ty

2. Hodnot® z; pfisuzujeme vdhu \imérnou nezdpornému
koeficientu p;.

3. Soudet viech téchto koeficientt rovné se jedné.

Jsou-li viechny hodnoty p; kladné a jsou-i mezi velidi-
nami z; asponi dvé rizné, plati nerovnosti

Zpin < 8. h. (7) < Zpgs,

kde Zpip & Zpya, znadi nejmensi resp. nejvsti z &isel z; ... z,.
Nebot nahradime-li v soudtu pz; + ...+ Pz, kaidou
veliéinu z; hodnotou z,,;,, zmens{ se tim hodnota soudtu
DA Zp;, vzhledem k (1); podobné se dokdZe druhd nerovnost.

c) Priklady: Hé4zime kostkou; jakd je s. h. podtu ok?
Zde je patrn&
=1, p=13(0=1232345,86)
a tedy
sh@=4+4+i+4+4+8=1
Hé4zime dvéma kostkami; jakd je s. h. soudtu ok? Podle
odst. 2b méme zde

s.h.(a:)=%:7,kdeM:2.1+3.2+4.3+5.4+

4+6.54+7.6+8.5+-9.44+10.34+11.2412.1; N=36.
Ve velkém poé&tu hodii dvéma kostkami je primérnd hodnota
soudtu ok rovna sedmi.

Kdybychom hézeli m kostkami, byla by stfednf hodnota
soudtu z ok rovna

s.h.(x)=m .,
nebot
z=¢4+n+0+ ...

kde & znadi potet ok na prvni kostce, # na druhé, { na treti
atd.; podle obecné véty (viz odst. 10a)
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g.h.(z)=8h. ()48 h. (p) +sh &)+ ..,
kde kaZdy stitanec se rovnd .

9. Matematicka naddje pti hazardnlch hrich. Hra je hazardni,
je-li vyhra &i prohra podminéna ndhodnymi zjevy. Hazardni
hra je spravedlivd, maji-li v8ichni hrédi stejné matematické
nadéje na vyhru, &ili jsou-li stfedni hodnoty ziskd, jeZ mohou
jednotlivi hr4&i otekdvati, navzdjem rovny. Pfedpoklddejme,
Ze hraji dva hrddi; budiZ p, pravdépodobnost, Ze vyhraje
prvni, a p, pravdépodobnost, Ze vyhraje druhy; a, a a,
necht jsou pfipadné vyhry prvého resp. druhého. Podminka
spravedlivé hry zni

Pry == Pally,
¢ili
;- Q3= P3Py

Rozumi se, Ze vyhra jednoho hréée je vidy na wdéet dru-
hého; a, je tedy vklad, ktery ddvé prvni hrié do hry, e, pak
vklad, ktery ddvd druhy hrdé. Podminka spravedlivé hry
dé se vyjadiiti také takto (plati pro jakykoli podet hrddd):
stfednd hodnota zisku pro kaidého hrdée rovnd se nule; piihlizi
se ke viem moZnym vysledkiim jedné partie, zisky se poéitaji
kladné a ztrity jako zdporné zisky. Budi? x zisk prvniho
hride (médme na mysli stdle pfipad dvou hridt); podle obecné
formule o stfedni hodnoté mdme

8. h. (z) = pyz; 4 po7,,

pii dem% 2z, = a;, ¥, = — a, . 2, je zdporné &islo, pondvadz
uddva ztrdtu prvnfho hrdde pfi prohie. Hledand podminka
zni tedy

s.h. (z) =0, &ili p,a, — pya, = 0,

ve shodé s hofejsim vysledkem. Posledni rovnice vyjadiuje
zérovenn podminku, e zisk y druhého hréfe m4 stfedni
hodnotu rovnou nule; nebof pravdépodobnost, %e druhy
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hrd¢ prohraje ¢istku a,, je p, a pravdépodobnost, Ze vyhraje
téstku a,, je p,, tedy

8. h. () = — pya, + Ppaa,.

Priklad 1. Héz{f se dvéma kostkami. Je-li soudet ok 7
vyhrou pro prvniho hride a soudet 8 vyhrou pro druhého, je

=% P2=73
a podminka spravedlivé hry zni
1a, = 4%a, aneb a,:a,= 5:6.
Hra bude tedy spravedlivd, zaplati-li druhy hrié prvému
5 K&, padne-li soudet 7, a prvni druhému 6 Kés, padne-li
soudet 8.

Hraje-li se mnoho partif, bude z celkového jich podtu asi }
téch, ve kterych vyhriva prvni hrié¢, a asi 4i; t&ch, ve kterych
vyhrdvd druhy. Je-li na pi#. viech partif 3600, vyhraje prvni
asi 600krét, druhy pak asi 500krdt. Kazdy hrd¢ miZe ode-
vati, Ze b8hem 3600 partii pfijme asi 5.600 = 6.500 =
= 3000 Kés a Ze asi zrovna tolik vyplati.

Kdyby vyhry v jednotlivé partii nebyly v poméru 5 : 6,
nebyla by hra spravedlivd; byla by vyhodnéjsi pro jednoho
z hrd&d neZ pro druhého, coz by se ukdzalo ziskem jednoho
po velikém poétu partii.

Priklad 2. Loterie md 10000 losd a jsou &tyfi vyhry
po 5000 Kés. Jakou cenu mé jeden los? Pravdépodobnost,
Ze urdity los vyhraje, je

_(9999);  [9999.9998.9997.1.2.3.4
P = 10000), ~ 10000.9999.9998 .9997.1.2.3
4
—'l—o-mo

Cena losu se rovné matematické nadéji, kterou mé majitel
losu vzhledem k olekdvané vyhte; tato nadéje &ili stfednf
hodnota vyhry je p . 5000 = 2 Kd&s a to je prdvé cena losu. —
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Jiny zptisob vypodtu: Uhrnnd cena viech vyher je 20 000 Ké&s;
to je zdroven uhrnni cena viech losh, tak¥e na jeden los
pripadd 20 000 Kds : 10 000 = 2 Kds.

Takovéto loterie je spravedlivéd; podnikatel loterie m4 zde
jistotu (prodé-li oviem viechny losy), Ze sém nemutZe nic ani
zfskati ani ztratiti, nebot na &éty¥i vyhrdvajici losy vyplati
celkem 20 000 Kéds, coZ je priavé ddstka strZend za viechny
losy. M4-li loterie podnikateli néco vynésti, musi byti ceny
losti vy#&i; loterie neni pak spravedlivé hra.

10. Dv& obecné véty o stfednich hodnotich. a) BudiZ = velidina
z4visld na ndhod$; z mife nabyti ka%dé z hodnot z,, z,, ..., z
8 pravdépodobnostmi po fadé p,, p,, ..., ps. Podle (2) odst. 8.
plati, Ze

h
8. h. (z) = Zp,z,.
a=1

Budi y jind veli¢ina, kterd mie nabyti ka?dé z hodnot
Y1> Yz + - Yi 8 pravdépodobnostmi po Fadé p,’, ps’, ..., P&’
8 z tieti velidina, kterd mlZe nabyti hodnot 2z, 2, ...,2%
8 pravdépodobnostmi p,", p,”, ..., p;". BudiZ pak p,s,
pravdépodobnost, Ze soudasné plati

T= T, Y= Yp 2=12,
kde
a=12,...0 f=12,...,y=12,...,L

Uhrnné pravdépodobnost pa, %e = z,, jo déna vzorcem

Z zpaﬁr'

=1 y=1

podobné pravdépodobnost p,’, Ze y = y;, je

Pa= z Zpaﬂr

am] y=l

a pravdépodobnost p,”, Ze z = 2,, je
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Podle definice je
A E I
b @yt =22 gy @ + 9+ )=
3 =1ly=1

= s 1 ZPﬁ ys + zpr 2y =

= 8. h. (=) + s. h. () + 8. h. (2).

Platf tedy véta (a to pro libovolny podet stitancd), Ze stFedni
hodnota soultu nékolika veliin rovnd se soutu jejich strednich
hodnot.

Pifklad: Hodime-li jednou kostkou, je stfedni hodnota
poétu ok rovna 4. Hodime-li m kostkami, je stfednf hodnota
soudtu ok rovna souétu stfednich hodnot pro jednotlivé
kostky, tedy m . §; (srv. odst. 8c).

b) Poditejme nyni stfedni hodnotu soudinu ti velidin
z, ¥, z podriujice zavedené oznaéeni Vyraz

8. h. (zyz) = Z Z Zpap, T.Yp2y,

a=1f=1
ned4 se obecné redukovati na stredm hodnotu jednotlivych
veli¢in z, y, 2. Jen ve zvldétnim piipads, Ze velidiny z,y, z
jsou navzdjem mezdvislé, plati podle véty o slofené pravdé-
podobnosti, Ze

Papy = Pa - P8 - Py

A k !
8. h. (zyz) = (gpiaa;‘) (ﬁzjﬂfyﬁ) (yzﬁ””z’) —
= [s. h. (z)] . [s. h. ()] . [s. h. (2)].

Stredni hodnota soudinu nékolika velitin navzdjem nezdvisljch
rovnd se soudinu jejich stfednich hodnot (srv. té% odst. 38).

a tedy
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Poznamenejme, %e véta a) plati zcela obeend ¢ pro navzdjem
2dvislé veliing.

¢) Je-li a konstanta, je s. h. (a) = a, nebot a je velidina,
kterd s jistotou (p = 1) se rovnd a. Je-li @ konstanta a z
velitina zavisld na ndhodé, je s. h. (ax) = a s. h. (z), nebot

a a z lze povaZovati za velidiny navzdjem nezdvislé, takZe
podle odst. b) plati

s.h.(@az) =s.h.(e).s.h. (zx) = a .s. h. (z).

I1. Stfedni hodnota druhé mocniny. Budi¥ zase z velidina
zdvislé na ndhodd, =z,,z,, ..., z, necht jsou jeji moZné
hodnoty a p,, p,, ..., pp pFisluiné pravdépodobnosti. Je tedy

s.h () =02, 4+ s+ ... PuZps Pr+ P2+ .-+ Pon=1.
Pro libovolnd &isla a,, a,, ..., as, by, by, ..., b, plati Lagran-
geova identita
(a®+ a? + ...+ @) (b + b2 + ... + bp?) —
— (@1d) + agby + ... + apbu)? = (@10 — arhy)® +
+ (@yb3 — @b ) + ... 4+ (@p—1bn — Apbp—y)*.
Dosadme sem

n
;= Vpi, b; = Vpizi; zlpi =1
i=
vychdzi
n n 2
2piEd — [ZP-‘%’] = 2, 2 pipe(@: — ),
i=1 i=1 ik

kde posledni soudet se vztahuje ke vSem riiznym dvojicim
indexita k (4, k= 1,2,...,n). Tento soudet rovnal by se
nule jen tehdy, kdyby viechny hodnoty z; byly si navzdjem
rovny. Obecné je kladny a proto

é?i:c.-ﬁ — [ég;,-x,-]z =0

8. h. (x%) = [s. h. ()]

aneb
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Uvedme piiklad: Je-li # pofet ok, ktery vyjde pfi hodu
kostkou, je podle odst. 8¢

8. h () =1
stfedni hodnota velid¢iny 22 je
s.h. (@) =3}{14+4+ 9+ 16 + 25+ 36] = % = 15,16...
a tedy
8. h. (%) = 15,16 ..., [s. h. (x)]* = 4 = 12,25.

(2. Véta Bienayméova-CebySevova. Budiz = velidina, kterd
nabyvd nezdpornych hodnot =z, z,, ..., 2, s resp. pravds.

n
podobnostmi p,, P, ..., Pn; Zp.- = 1. Je-li « kladné é&slo, je
- i=1

8. h. (Z“) = zlp,-x,"’.
i=

Oznaéme znakem Z' soudet, jen% se vztahuje k tém a jen
7

k tém indextim i, pro které plati, ¥e z; > 4; 4 je dané
kladné &islo. Pak je

8. h. (%) > D'p* > A*) 'p; = A*P(4 < ),
3 [

kde P(4 < z) znadi pravdépodobnost, fe 4 < , a tedy

PAL a2,
aneb 1)
Pz < 4)> 1—*‘;1;—0("”“—).

Jedna nebo druhd nerovnost (1) vyjadiuje vétu Bienayméovu-
Cebysevovu pondkud zobecnénou dle Chindina.
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Cebysev pivodnd uvafoval o pHpads, %e &« = 2. Pak jest*)

PA< <> 114,(’),
aneb (2)
Pe<A)>1— s.l;a(zz)_

Témto nerovnostem (2) ddme ponékud jinou dpravu tim,
%e zavedeme proménnou z, kterd po pifipadd nabyvd téz
zdpornych hodnot. Pak bude

P(a|2 )< 208,
8 h (xﬁ) (3)
Pl <A)=P—A<e<A)21———F—

Posledni rovnici lze psdti té2 v tvaru
2
P(EI— < 1) >1—s.h ("’—)

Diikaz nerovnosti (3) provede se zcela obdobnd jako pro (2):
Znadi-li Z' soudet, jenZ se vztahuje k tdm a jen k tdm inde-

xiim, pro které platf |z;] > 4 je
8.h. (@) = D"pa > A" p= AP(z > A),

z &ehoZ plynou nerovnosti (3).
PiSeme-li pro struénost

8. h.(x)=u? A=1tu, t >0, u>0,

*) Dvé znaménka < v prvni nerovnosti (2) jsou nezdvisla;
pravdépodobnost P(A < z) %o z je bud v&tsi nez A nebo rovna A
je vyjédfena urditym Zlslem a toto &islo muZe byti bud mensi ne
8. h. (z?) : 4%, anebo muZe byti rovno s. h. (z?) : 4%. Podobnd je tomu
ve druhém vzorei (2) i ve vzoreich (3) a (4).
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e Ptu< |o) < %

. . @
Pl > |z)) 2 1 — 5.

Jeli ut stfednt hodnola velidiny %, je pravdépodobnost,
Ze |x| < tu, bud rovna &slu 1 — 7125, nebo v&tH.
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EAPITOLA DRUHA

OPETOVANE VZAJEMNE NEZAVISLE POKUSY

13. Pravd3podobnost rdznych vysledkd v Fad® opakovanych vza-
jemn8 nezavislych pokusd. a) BudiZ p pravdépodobnost, Ze zjev
Z se dostavi jakoZto vysledek né&jakého pokusu; 1 — p pak
je pravdépodobnost, Ze Z se nedostavi. Pokus, jehoZ vysled-
kem je Z, nazveme zkritka zdafenym, v opainém piipadé
nezdafenym.

Vykondme postupnd n vzdjemné nezdvislych pokusi;
pro ka%dy z nich je pravdépodobnost p, %e se zdafi, stejnd.
Klademe si otdzku: jak velikdé je pravdépodobnost P,
%e v fadé n pokusi bude privé m zdafenych a tedy n — m
nezdafenych (0 < m < n)?

Oéfslujme n pokust pofadovymi &fsly 1,2, ..., = a vyvol-
me nejprve urditych m z tdchto &sel jakoZto pofadovd &fsla
pokusil, které se maji zdatiti. Pravdépodobnost, Ze v fadé =»
pokusi budou zdafené prdvé na téchto m piedepsanych
mistech, m4 hodnotu

Pl —py—m
Ale v otdzce shora poloZené nepfihliZime k pofadi, ve kterém
se vyskytuji pokusy zdafené nebo nezdafené, nybrz jen k cel-
kovému poétu m zdafenych. Proto musfme ndsobiti hodnotu
Privé nalezenou poétem kombinaci bez opakovini m-té
tidy z » prvkd (viz odst. 3c). Tak dostaneme vzorec pro
hledanou pravdépodobnost P,,:

n!

Pp = i —m) ™ (1 —p)—, (n

ktery se n&kdy nazyvéd vzorcem Newtonovym. Pro m =
=0,1,2,..n dévd vzorec (1) » - 1 &sel Py P, P, ... Py,
kterd uddvaji pravdépodobnosti, e v fadé n pokusi se ne.
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zda¥{ ani jeden, resp. %e se jich zda¥ 1, 2, ..., n. Poznamenej-
me, e, pokud 0 < p< 1 a pokud man ]sou celd kladnd
Ysla, je hodnota pravé strany (1) mens{ ne% jedna nebo nej-
vy#e rovna jedné.

b) Ponévadz
n!
nl(n—m)!

= (M)m,

méme podle binomické formule
l=[p+{1—p)=
= p"+ (n);p" M1 —p) + (n)p" (1 — PP+ ... +
+ (e (1 —pf + ...+ (1 —p)™

Jednotlivé &leny tohoto vyrazu pfedstavuji pravd&podob-
nosti, Ze v fadé » pokusd bude 2, —1,...,n—k, ..., O
zdafenych; soudet vech téchto pravd&podobnostf{ se rovni

jedné,
Po+ Py+ Pyt ...+ Pp=1.

¢) PoloZme si dalsi otdzku: Je-li n ddno, jak voliti m, aby
pravd&podobnost P, uréend vzorcem (1) méla co nejvEétsi
hodnotu?

Vypoldteme, neménice &sel p a =, veliéiny Py, P,, ..., Py
a utvofme podil u,, m-té velidiny k veli¢iné (m + 1)-té:

— Py, =1——pm+1.
" Ppy P n—m

Hledanéd hodnota indexu m, pro ktery P, dosahuje nej-
vétsi hodnoty, mé tu vlastnost, Ze u, <1 a Ze u, , < 1.

Z toho plynou dv& nerovnosti:

1—p m+l>l’l—p m

1
p n—m P n—m-|-1< ’

které upraveny dajf
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(m+ 1)1 —p) > (n—m)p, m(1 —p) < (n —m + 1)p,
aneb
npt+p—l<m<np+p 2)

Cislo m je takto uzavieno mezi dvéma mezemi, jich%
rozdil se rovnd jedné. Neni-li prdvé jedna z mezi rovna
celému é&fslu (druhd mez je pak také celé &islo), je celé &slo m
jednoznalné ur&eno nerovnostmi (2). Je-li » dosti veliké,
takZe lze &isla p a p — 1 vynechati vedle n, vychédzi z (2) np
jako#to pfibliznd hodnota pro m (s chybou mensi neZ 1).
Je tedy, za predpokladu, Ze P, méd co nejvétsi hodnotu,
piblizné np zdafenych a pFibliZné n(l — p) nezdafenych
pokusil. Vysledek vypoétu vyjadiime takto:

Ze viech pripadi,*) kieré se mohou vyskytnouti, vykondme-li
pokus n-krdat, md nejvétsl pravdépodobnost ten, ve kierém polet
zdafenyjch pokusii se md k poltu nezdatenyjch jako p k (1 — p).

I4, Stfedni hodnota poltu zdafenych pokusi. a) Podet m zdafe-
nych pokusi mize miti hodnoty m = 0, 1, 2, ..., n; pfisluiné
pravdépodobnosti jsou P, P;, P,, ..., P,. Pofet pokusi n
povaZujeme za dané neproménné &islo. Podle definice stfednf
hodnoty (odst. 8) bude

8. h. (m) =Dm. Pp.
m=0
Abychom ustanovili hodnotu tohoto soudtu, poloZme
g=1—p, p+ g=1, takie
l=@p+q"=
= p"+ ("' + (n)ep" 2 + ... + npgl - g™
Derivujme tuto rovnici dle p a ndsobme pak velidinou p;
vychézi
2(p + @) 'p = np" + (n — 1)(n), p* g +
+ (n—2) (n)ep"*q + ... + npg*,
*) Pfidanémn jecelkemn + 1riznych pfipadi(m =0,1,2,...,n).

{1
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aneb, zavedeme-li
P+4q9 =1, po= P, (0)p"'q=Pp_y, ..., npg" 1 = P,,

np=nP,+ (n—1)Pp_;+ ...+ P1=Zm.P,,,.
m=0

Je tedy
8. h. (m) = np. 2)

b) Uvedeme jeit® jiny ditkaz rovnice (2) uzivajice methody,
kterd se hodi i k jinym vypo&tim.

BudiZ = hodnota piifadénd i-tému pokusu takto:
2 = 1, zdafi-li se ¢-ty pokus,
z( = 0, nezdafi-li se -ty pokus.
Podle toho je
me= 2D+ & . Lz,

nebof v soudtu na pravé strané je tolik s&itanci rovnych 1,
kolik pokusii se podafi (t. j. m); ostatni séitanci jsou rovni
nule.

Podle véty dokdzané v odst. 10a je
s.h.(m)=1s.h (24 2® 4 ... 4 ™) = is. h. (2®);
ponévadZ pak i
8.h. () =1.p+0.(1—p)=1p,

8. h. (m) = np. (2)
Pro ka?dy jednotlivy pokus mé piisludnd velidina z®
hodnotu bud 1 nebo 0; jeji stfedni hodnota je p; souéet viech

n velidin 2 mé stfedni hodnotu n-krdt vétdi, totiz np.
Vysledek (2) vyjddiime vétou:

V #adé n pokust postupné provedenych je sifedni hodnota
poltu zdarenyjch pokusd rovna np. (Srv. odst. 22.)

je
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15. Sttednl hodnota druhé mocniny Gehylky. Velidina b = m —
— np, kterd se rovnd rozdilu mezi poltem m skute&nd
zdafenych pokust a mezi stfedni hodnotou np &sla m,
nazyvé se uchylka.

Stfedni hodnota dchylky se rovnd nule, nebot
8.h. (m — np) = s. h. (m) — 8. h. (np) = np — np = 0.
Potitejme stiedni hodnotu étverce tchylky; podle definice je

8. h. (m — np) = ZP,,,(m — np)2.
m=0

Vypodet pravé strany provedeme dvojim zpiisobem:

a) Derivujme rovnici (1) odst. 14 dle p a ndsobme pak
veli¢éinou p. Vychdzi

plr(n — 1)(p + ¢*Pp + n(p + ¢*~ ] =
= w4 (n— 17 ()P + ...

Dosadime-li sem

p+gqg=1, p»= P, (n)lp"_14= Pn—p ceey
bude

n
pln(r — 1)p + n] = Dm?P,, = s. h. (m?).
m=0
K této rovnmici pFipojime daldf dvé (uZivime vztahu
8. h. (m) = np)
— 2n2p? = — 2. h. (mnp),

nip? = 8. h. (n®p?).
Sedtenim vsech tii rovnic vychézi
8. h. (m — np)? = np(l — p). (1)

b) Druhy ditkaz vzorce (1) provedeme uZivajice methody
vyloZené v odst. 14b. Budiz zase z(® velidina pfifadénd
i-tému pokusu; 2) = 1 nebo 0 podle toho, zdafil-li se i-ty
pokus nebo ne. Mdme
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8. h. (m —np)? =
=g h (2D 4 2@ 4 .., 4+ 20 —ppP2 =
=s.h [V —p)+ @@ —p)+ ...+ (™ —p)P =

—s.h. [i;(z“) — )+ 2;<Zk(x<i> — p)a® — p)] =

= D8.h @D —pp+ 2> s h (20 —p)a® —p); (2
i=1 i<k

dvojndsobny soudet se vztahuje ke viem dvojicim indexd ¢
a k (1 < k) utvofenym z &isel od 1 do n.

Ponévadz 2 miiZe nabyti jen hodnot 1 a 0 s pravdé-
podobnostmi p resp. (1 — p), je

8. h. (z® —pP= (1—pP.p+ (— p)*(l — p) = p(1—p)
a tedy

35 h. (29— pP = np(l — p). 3)
i=1

Jektd je tieba vypodisti s.h. (at) — p)(z® — p) pro
¢ £ k. Vypotet provedeme dvojim zpisobem. Pfedné uvé-
%ime, Ze soudin (z® — p)(z® —p) m4 (pro = =1, 0,
) = 1, 0) moZné hodnoty

Q—pP 1—p).—p, —p.(1—p), —p.—p
a Ze pifsludné pravdépodobnosti jsou
P p(l—p), L —p)p, 1 —pP
Nésobice kazdou z uvedenych hodnot piisluSnou pravdé-
podobnosti a sedtouce tyFi soudiny tak utvorené dostdvdme
8. h. () — p)}(x® — p) = 0.
Druhgy zpasob vypoétu se zaklidd na vété dokdzané

v odst. 10b: ponévadZ vysledek ¢-tého pokusu nemd vliva
na podminky k-tého pokusu, je
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8. h. [(z® — p)(z® — p)] = 8. h. (2D — p) . s. h. (zh) — p),
a jeZto
s.h. (@) —p)=(1—p)p+ (—p)1 —p) =0,

mime zase

8. h. (z® — p)}(=® — p) = 0.
KaZdy &len dvojitého soudtu v (2) je tedy roven nule a vzhle-
dem k (3) obdrZime zase

8. h. (m — np)? = np(l — p); (1)
tento vzorec udavié stfednf hodnotu &verce dchylky. Kondme-li
jen jeden pokus (n=1), je s.h. (V) — p)2= p(l — p);
kondme-li n pokusl, jest s. h. druhé mocniny dchylky
n-krit vetsi.

¢) N&kdy se zavadi do podtu t. zv. relativnt uchylka, t. j.
tchylka m — np délend podtem pokusi: (m : n) — p.

Patrné je

m : p(l—p)
shh—ﬁ_—T—. @)

16. Bernoulliova véta. Podle CebySevovy véty (nerovnosti
(3) odst. 12) je pii e > 0

2

8. h. 7—”—1))

Pl— n_ )>1_ n__
e<n P<el= T e

a tedy vzhledem ke vzorci (4) odst. 15.
e _p1—p)
P( e< p<s)gl —aa
Z toho plyne déle, Ze
limP(-—s< ;f—p< s)= 1,

fi=w

coZ je pravé Bernoulliova véta:
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Pravdépodobnost, Ze relativni vuchylka (m :n) — p nebude
Sselné vét¥t net dané, jakkoli malé, &slo e, bUH se jistots,
kdyZ polet pokusii n roste do nekoneéna.

Tato véta dokdzand ve spise Ars conjectandi Jakuba
Bernoulliho vy$lém r. 1713 (osm let po autorové smrti),
je jednim z hlavnich vysledkii poétu pravdépodobnosti;
v odst. 24 pojedndme o tom, jak byla pozdéji zobecnéna.

Pripomenme, Ze v uvedeném ditkaze Bernoulliovy véty
a vibec ve vypoltech odst. 13—16 uZivdme pfedpokladu
o vzdjemné nezdvislosti jednotlivych pokusii; pfi kazdém
pokuse je konstantni pravdépodobnost p, Ze se pokus zdafi,
nezdvisld na tom, jak dopadly pokusy ostatni.

17. Wallisova formule. V odst. 17—19 uvedeme diikazy nékte-
rych pomocnych vzorei, kterych se uzivd v riznych vypo-
&tech pravdépodobnosti.

BudiZ m celé kladné &fslo a poditejme hodnotu integrdlu

in
Ay = [sinmz dz.
0
Integrujice po édstech obdrzime
i i
Ay = [— cosz sin™12] 4 (m — 1) f sin™ 2%z . cos?z dz;
0 0
ir
vyraz [...] je roven nule. Pifeme-li 1 — sin% misto cosir,
0
je
in ir
Ap = (m — 1) fsin™—2z dz — (m — 1) fsin™z dz =
0 0
=(m—1)A4ns— (m—1)dn
a tedy

m—1
An =" dns,
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Ra,da rovnic, které takto dostaneme sniZujice index m
postupné o dvé jednotky, kondf, je-li m = 2p sudé ¢islo,
rovnici

o

T

dr = ix;

o\

je-lim = 2p + 1 liché &slo, kondi fada rovnici
i
4,= fsim: dr=1.

Znésobme viechny rovnice; v pf 1padé sudého m dostaneme
2p—1 2p
2p " 2p— 2 SR L

Agp =

a v piipadé lichého m
_2p 2p—2
A2p+1—2p+l-2p—1---‘}-
Ponévadz uvnitt integraéniho intervalu (0, }) plati

sinz < 1, sin™+1x < sin™z,
zmensuje se A,, s rostoucim m, takze

Agpir < Agp < Agp
&ili
2p 2p—2 . 2p—l2p—3
i1 <" g gy i<
2p—2 2p—4
1 353+
Po ﬁpra.vé dostaneme
22 .42, (2p — 2)% (2p)? 22.42... (2p—2)2.2p
3.5 ...(2p—1)2(2p+ <t <g g . gp_ip
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Poloime

2.2.4.4 .29 .2
F(p) = P-7P

1.3.3.5.5. (2p—l)(2p+1)

predeslé nerovnosti daji se napsati takto:

2p+ 1
2p

F(p) < in < F(p) . (1)

Funkce F(p) roste, roste-li p, nebot

Fp+1)_ (2p+2)2p+2) _ 4+ 8p+4
F(p) 2p+1)(@2p+3) 4p°+8p+3
ponévadz je stdle mensf neZ 4w, mé limitu pro lim p = oo
Vzhledem k (1) je lim F(p) = 4=
p=wo

> 1

nebo

. 2.2.4.4...2p.2p
it = }n.
[l.3.3.5...(2p—l).(2p—|—l)] in

To je Wallisova formule z r. 1655.

@)

18. Stirlingova formule. BudiZ » celé kladné ¢islo. Hodnota
vyrazu 1.2.3.... n = n! d4 se vyjidfiti pro piipad, Ze n
je veliké &slo, pfibliznou formuli, kterou méme odvoditi.
Polozime

n!
@(n) = Vom o mtd
Ze vzorci
(PN = e Tptom = e
plyne, Ze
[} = (2n41).2.2.4.4...(20).(2n)

@) =x.n.1.3.3.5.5...2n—1).(2n+ 1)
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Podle Wallisovy formule (2) odst. 17. ma pravé strana této
rovnice za limitu 1, roste-li » do nekoneé&na. Je tedy

. [pm))t )
o TpnE L Artohe Im—my = @
Dile je
p(n) n! e l(n 1)"+f 1\n+}
pn+ 1)~ (o4 1) eh pnti =° 1(1 T -17) ’
g 2™ __ 1g(1 4+ 1),
g¢(n+l) 1+(n+%)81+n

Rozviime lg(l +%) v Maclaurinovu fadu postupujici

. oo 1 (s
podle mocnin proménné —. Vychdzi
n

1 (— l)" (_1)k+1
(”+’1’)lg(1+7)= 2HT T2 ke

p(n) _°°(—1)"[ 1 1]_

pln+1) & oF |k+1 2

_a(=Eke—1 1 1
L2k (k4 1) 1202 1203

Cleny této fady se zmensuji co do absolutni hodnoty, roste-li
index %, a maji stfidav4 znameni. Proto plati
1
p(n) 1 p(n) 2

st D) T “gmrn<°
Pripojme k posledni nerovnosti daldich (» — 1), které dosta-
neme dosazujice postupné (n+ 1), (n 4 2), ..., 2n—1)
na misto n:

+ ..

0<lg

1
p(n +ﬂ< o TZAFIT

1
<on+2)




1
o(2n 4+ 1) o IEER—TY

@(2n)
Znisobme viech t&chto » nerovnosti; mocnitel &isla e na-
pravo bude

1<

1 1 1 1 1 1
1—2[? Tarmtot (2n_1)z] <"z = 12w’
1
takze g(n) T2n . @(n)
l<<Ll—<e ™, lim——=1
= p(2n) n=o P(21)

Délme vyraz, jenZ stojf za znamenim lim v posledni rov-
nici, vyrazem, jenz se vyskytuje v rovnici (1). Pro limn = oo
vychdzi limg(n) = 1 aneb, vypiSeme-li p(n),

n=w
!
lim—— " —1. @)
n=w V21t e—nqurti
Je-li tedy n veliké &islo, miZeme nahraditi n! asymptotic-
kym vyrazem:
n! ~ Vﬂ e~ prti,

Formule (2) pochézi od Stirlinga (1730). Dikaz na zdkladé

Wallisovy formule zde uvedeny pochézi od J. 4. Serreta.

19. Laplaceiv integrdl a jiné pomocné vzorce. a) Abychom
urdili hodnotu L Laplaceova integrilu
+ o

L= [e—2dz,

zavedeme v roviné Oxy polérni soufadnice. Druhou mocninu
integrdlu L povaZujeme za dvojndsobny integral:
+o +o
L= [ [e—vdzdy
vztaZeny k celé rovind Oxy. Polarni soufadnice: priivodié r
a poldrnf thel @ souvisi s z, y podle rovnic
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D= y) _ ,.
Dir,¢)
element plosného obsahu v polarnich soufadnicich je roven
rdr de (je to obsah ¢tyrihelnika omezeného jednak dvéma
privodidi piislu§nymi poldrnim dhlim ¢ a ¢ + d¢, jednak
dvéma kruhovymi oblouky o spole¢ném stiedu 0 a o polo-
mérech r a r 4 dr). Je tedy

2n

Lr= [ [e—rrdrde,
o 0

kteryZto integril je roven souéinu dvou integrald
2r
fd(p— 2r a fe—"rdr— b

X = rcosp, y = rsing; —

je tedy L? = & a z toho plyne hledany vzorec pro L:
L= }:—x' dz = |/=.
Pondvadi e—=' je sudd funkce, je
fe"" da = of:—z' dz = %}:—" dz = }|/=. (1)
b) Abychom ustanovili hodnotu in_tegrélu
I, = fe—" x" dz,
kde r je libovolné celé kladné &islo, vyjdéme z rovnice platné

prokazdér > 2:

uor—l‘”

I,=[—}e* 2] + fe—z 2 dx
0

ﬂuneb
= r—2.
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Je-lir sudé, r = 2m, je

2m—1 2m —3
fg—. —2—...*-10,

I, jest integral (1), tedy

1.3.5...2m—1) ;—
om+1 Vﬂ'

Ipm=

(2)

Iym=

Prolichér,r=2m + 1, je

2m 2m —2
Izm+1—T-‘— 4.1
a ponévadi
@ —z' @0
= fe—"xda:_ — ]=§,
0
vychdzi
2.4.6...2m !
Iem+1=——2;;1—)-= 5 3)

20. PFiblizny vzorec pro P,,. Zavedeni spojité promdnné. a) Podle
Newtonova vzorce (viz (1) v odst. 13.) je

n!

o n —m)! p" (1 —ppr—m

m =
pravdépodobnost, Ze v fadé » pokusit bude m zdafenych.
Zavedeme-li ichylku % rovnicf

m=mnp-+h,
nabude hotejsi vzorec tvaru

n!
nP+h (1 — py—np—h,
p—— T (1—mp)

P, =
(np + B)! (

Pfedpoklddejme, Ze n je tak veliké &fslo, Ze 1ze faktoridly
nahraditi pfibliznymi vyrazy podle Stirlingovy formule
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(odst. 18.). Po tpravé dostaneme tuto pfibliZnou hodnotu

pro P,,:
—np—h— —n+np+h—
(‘ + n—’;) i(l _n—_—n—p) *

P,= —_—

V2= np 0 —p)

PoloZme
=(1 + i)—m)—h——%’ B (1 . h )—n4-np+h—§
np n—mnp

a rozvinme lgd a lgB v Maclaurinovy fady postupujici

podle mocnin velidiny -%—, pfi éemZ budeme pfedpoklidati, ze

—h: je mendt net urbité koneéné &islo a ze tedy velidiny
n
B h 1 B [R)1]
TR T \Te Ve

jsou libovolné malé, roste-li » neomezend. Tak dostaneme

lgA=_(np+h—|—%)lg(l—|—ni)=

=(—""P_‘h‘—;‘)(n_};_'%,.bzpz+'k )

h2
=—h—} o+

h
lgB=(—n—+ np+ h——%)lg(l—————ﬁ)=

=(—n+npt+h—1)|— b _ P )=
= P ‘-3)( —— %(n—np)z )_
hz
— st
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V obou fadéch jsme podrieli (vedle ¢lenu & nekonedné vel-
kého) jen konedné velidiny; vynechané ¢leny jsou nekonetnsd
malé. Mdme tedy
hl
h? , AB — e_ 2np (1—p)

A = g =)
hl

-
e np (1—p)

"'=]/2nnp(1-—p)'

Z tohoto vzorce plyne, %e pravdépodobnost P, dosahuje
maximalni hodnoty v piipads, Ze b = 0, t. j. kdyz m = np;
v tom pFipadé je podet zdafenych pokusd (= np) v poméru
p : (1 — p) k podtu nezdafenych (srv. odst. 13¢) a mdme

1
P, =
Mmaz J2rnp (1 —p)
Roste-li thrnny podet pokusii n do nekoneéna, konverguje
i tato maxim4lni hodnota pravdépodobnosti Py, k nule.

b) Ve vzorci h=m —np miZe m nabyvati hodnot
0,1,2,...n a tedy A jen hodnot — np,—np+41,...,
— np + n. Ale k nékterym vypoétim se ndm hodi povaZo-
vati ve vzorei (1) k za spojité proménnou velidinu.

Pro veliké = je nejen Py, vyjidiend pfibliZné pravou stra-
nou vzorce (1), mald, nybr? také derivace podle & je mald,
nebot

(1)

)

hl
de h e_ 2np (1_?)

" Jam e 1 — 8
Tato okolnost dovoluje vyjadriti P,, jakoZto plochu. V dia-
gramu (obr. 1), jen% udiva P, jakoZto funkci proménné A,
je, ponévad? tedna kfivky m4 pfiblizné nulovy sklon k ose

Ok, (vyddrkovand) plocha omezend dvéma pofadnicemi, p¥-
sludnymi tsedkdm h a kh + 1, pfibliZné rovna obdélnfku
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NN'M'M o zédkladn& =1 a o vySce NM = P,(h). P, je
&iselnd rovna ploSe obdélnika a tedy také velmi pfibliZné oné
vydarkované ploSe. Pravdépodobnost, Ze ichylka jest rovna
bud A,, nebo k; 4+ 1, nebok, + 2, ... nebo A, (jinymi slovy:
%e jest obsaZena v mezich k, aZ h,), rovnd se soudtu Pp(h,) +

Bth)

:’

0 N N h
ONah, ON'=h+1
Obr. 1.

4+ Pu(hy+ 1) + ... + Pplhy). Tento soudet se d4 nahraditi
soudtem obdélnikd takovych jako je NN'M'M anebo sou-
¢tem vydarkovanych ploch, ktery se rovnd integrélu (h, <

< ha) hat1 m

e 20 (1—p)
T — dh-

7 Vemap(T—p)

Pro piipad, Ze n a kg jsou velkd &isla, miZeme pséti by na
misto kg + 1 a mdme vzorec

by M
e 2 (0—P)
2 Vemap (1 —p)

Vysledek vypoéti shrneme touto vétou:

Budif p konstantni pravdépodobnost, Ze néjaky pokus se
z1aft, n poéet vzdjemné nezdvislych pokusi, m podet zdafenyjch
mezi nimi a tedy np stfedni hodnota poltu zdafenyjch pokusii;
pravdépodobnost, e dchylka m — np jest obsafena v mezich
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hy a hy (hy < hy), jest uddna pFiblizné vzorcem (3) a to tim
presnéji, &im je n vét3i.

Pfipomerime jesté pfedpoklady, za kterych byla odvozena
formule (3); » je tak veliké, Ze faktoridly v péivodni formuli
pro Py, (viz (1), odst. 13.) se daji nahraditi pfibliZnymi vyrazy

podle Stirlingovy formule; i_ zlstdvd mensi neZ uréité ko-
n

ne&né &islo; h, je tak veliké, Ze v horni mezi integrdlu (3)
miZeme psati ky misto ky, + 1.

Podftdme-li podle (3) pravdépodobnost, Ze uchylka,
m — np jest obsaZena v mezich — o0 ... 4 00, vychézf

+ o _ ht
e 2np (1—p)

bl T —P

a zavedeme-li integraéni proménnou » rovnici
ul/2np (1—p)=h, V2np (1 — p) du = db,
je (viz odst. 19a)

+

P(—oo<m—np<+oo)=i_ [e'“'du:l.

Tento vypodet viak neni pfesny, nebot vzorec (3) plati jen
pro velké n; h nemize byti vétsi nez n, zde se viak integruje
podle %, pfi konstantnim », od — 00 do + 0. K pfesné&jdim
vypoltim se doporutuje uZivati pivodni Newtonovy for-
mule (1) odst. 13. pro Py,.

¢) Jakozto piiklad uvedme pokusy s minci. Padne-li na lic,
povaZujeme pokus za zdafeny, padne-li na rub, za nezda-
feny. Ponévadz je zde

plati
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n n n! 1
mp=grh=m— P = o W Gn =) o

Niésledujici tabulky udévaji hodnotu P,, jakoZto funkei
veli¢iny 4 a to pron = 2, 4, 6, 8:

A1 0 1 |Al—2—1 0 1 2‘
n=2|0——mF—— n=4
P T 11 Pal s 7 s 7 B
|h|-3—2—10 1 2 3
n=6 15 o 1 1] 1
|Pm| s & 3% 32 3t & o
_glhl—4 -3 -—2-10 1 2 3 4
\Pm| 785 vie ¥ ¥¥s 255 56 P56 8§ ¥HE

Prisludné &ty¥i diagramy (obr. 2. az 5.)

14
[~
n=2 /"\‘\
,I \\
hn
4 0 1
Obr. 2.
1
4
ne4
a'“‘\‘
- -~ N
— "' \\‘ h
2 -1 0 1 2
Obr. 3.
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ukazuji, jak se lomend ¢4ra, spojujici po dvou sousednf body
diagramu, bliZi — roste-li n — ke kfivce, kterd probihé velmi
blizko osy Ok a kterd m4d také viude velmi maly sklon (srv.
hofejsi graf v odst. b), obr. 1.).

x)
R
b ]
_,——""——— \“'\\ M
3 -2 <1 0 1 2 3
Obr. 4.
1
B
n=8
Rt e
-4 -3 2 4 0 1 2 3 <
Obr. 5.

2|. Laplaceova vdta. Ciselné pFiklady. a) Rovnice (3) odst.
20. vyjadiuje t. zv. Laplaceovu vétu (kterou viak znal jit
d¥ive Bayes). K odhadu pravdépodobnosti, %e tdchylka je
v danych mezich, upravime onu rovnici na jednodussi tvar.
Za tim itelem zavedeme pomocnou funkeci proménné #:
t

O1t) = 1/2—1_: fe—" dz,

0

Bv. 58 — 4 49



jejiZ hodnoty najdeme v tabulkdch. Uvedme vytah 2z tabulek:

t o) t O()
0,00 0,0000000 1,20 0,9103140
0,20 0,2227025 1,50 0,9661052
0,40 0,4283922 2,00 0,9953223
0,50 | 0,5204999 3,00 0,9999779
1,00 ’ 0,8427008 4,00 0,9999999847

O(t) se tedy velmi rychle bliZi jedné, roste-li ¢.

Zavedme do rovnice (3) odst. 20. integraéni proménnou
x rovniei

xv2np (1 — p) = b, V2np (1 —p).dz= dh;

pro b, < h, a pro veliké n dostdvame

Phy < m—np < hy) =

h 3 (1)
— 10 ___2_) _ o(—-———)
b (l/znp 1—p) : J2np (=)
Klademe-lih, = 0, k; = k > 0, je

3
P — h) = . —
O0<m—mnp<h) w(l/znp(l—p))

klademé-li — hy = hy = & > 0, je

3
P (—k<m—np<h)=@(——__)
J2np 0 =)

nebo

h
P (jm— By=0|—010 ).
(jm = el < B (V2np a— P))
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b) Pifeme-li
hl h!
] = t, _
J2np (1—p) V2np(l —p)
vyché,zitaplaceova véta (1) v této uprave (prot, < ¢,):
Plap+t, )2np (T —p) <m < np+t, |2np 1 — p)] =

ty

e (2)
= _Td .
=
[

Véta (2) plati pfiblizné pro velké hodnoty &isla n; piesnd
vzato je

LimP{np+ t, |2np (1—p) < m < np+t; |2Znp (1—p)] =

=@ t.
e
= f S — dx. (2a)
t Vn

Pravdépodobnost, fe v fadé n pokusit bude polet zdafenych
obsaZen v mezich

np —t|/2np (1 —p) & np+ tJ2np (1 —p)
rovnd se O(t) pro velké n.

Tato pravdépodobnost zdvisi tedy jen na &fsle ¢ a nikoli na
p ani na n.

t

Volme za ¢ postupnd &fsla 0,476936, 1, 2, 3, 4. Z tabulek funkce
O(t) najdeme tyto pravddpodobnosti:
Nésledujfcf tabulke obsahuje v levém sloupci meze pro tchylku
h a v pravém sloupci pFisluiné hodnoty pravdépodobnosti, Ze h je
v téch mezich:

np + 0,4769 . |/2np(1 —p) 0,5
np + |2np(1—p) 0,8427 @)
np + 2|/2np(1 —p) 0,9953
np + 3}/ 2np(1 — p) 0,09998 J
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Ptiklad 1.: Hézime penizem; pravd&podobnost, Ze padne
lic, je p = 4. Dosazujeme-li do pfedeslych &tyF Fadki za »
postupné

n = 20 000; 2 000 000; 200 000 000,
takZe
2np (1 —p) = 100; 1000; 10 000,

dostaneme tuto tabulku:

Meze, v nichZ mé byti obsaZen podet m zdafe- .
nych pokusit Pifslusnd
pravdépodobnost

pron = 2.104 | pron = 2.10% | pron = 2.10°

10¢ + 48 10% 4 476 10 + 4769 0,5

10¢ + 100 10¢ 4- 1000 108 + 10 000 0,8427 ..

104 4 200 10® + 2000 108 + 20 000 0,0953 ..

10¢ + 300 10* 4 3000 108 4 30 000 0,99998 ..

Pfiklad 2.: Hazime kostkou; pravd&podobnost, Ze padne
jedno oko, je p = }. Zase dosazujeme postupné n = 18 000;

1 800 000; 180 000 000, takze V2np (1 —p)="171, 707, 7071
(ponévadz l/50 = 7,071, ...) a dostaneme tyto vysledky:

-Meze, v nichZ mé byti obsaZen potet m zdafe-
nych pokusi Pifsluiné
pravdépodobnost

pron = 18.10% | pron = 18.10% | pro n = 18.107

3.10° 4 34 | 3.10° 4+ 337|3.10" + 3372 0,6

3.108 £ 71 | 3.105 + 107(3.10° + 7071 0,8427

3.10° + 141 3.105 + 1414 3.107 £+ 14 142 0,9953

3.10° 4 212 | 3.10% 4+ 2 1213.10° 4+ 21213 0,99998

22. Srovnéni theoretickfch vzorch s vysledky pokusd. Vzorce
uvedené v piedeslém odstavei daji se kontrolovati, srovné-

52



me-li je s vysledky skuteénd provedenych pokust. Rozdélme
viechny pokusy v s serii; provedeme nejprve » pokusi prvé
serie, mezi kterymi bude m, zdafenych, pak n pokusii druhé
gerie, mezi kterymi bude m, zdafenych atd. Pfedpokldddme,
%e pravdépodobnost p, Ze se jeden pokus zda¥i, je konstantni,
Ze jsou pokusy nezdvislé jeden na druhém a %e dan4 &isla n
(potet pokusit v jedné serii) a s (pofet serif) jsou velikd.
Srovndni theorie s pokusy je zajimavé hlavné v téchto v&-
cech:

a) Empirické (t. j. odvozend ze statistiky pokusi) stfedni
hodnota podtu zdafenych pokust v jedné serii je arithme-
ticky stied &fsel my:

my+ Mg+ ... 4 my

s.h'.(m) = p

(1)

8. h'. znadf empirickou stfedni hodnotu. Toto &slo se m4 p¥i-
blizné shodovati s theoretickou stfedni hodnotou s. h. (m),
kter4 je rovna np (odst. 14a).

b) Empiricks stfedni hodnota &tverce (m — np)? vichylky
pro jednu serii je

s.h'. (m —np): =

(my — mp) + (my—npf + .+ (m—np) ()
8

Toto &islo m4 se shodovati s theoretickou stfedni hodnotou
étverce uchylky, kterd je podle rovnice (1) odst. 15. 8. h.
(m — np)® = np (1 — p). Stiedni hodnota &tverce relativni

tchylky (viz odst. 15¢) je
2
s. h'. (ln- — p) =

n

s ey

8
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2 _—
theoretickd hodnota je s. h. (71,"1 — p) = ?Ln-—p)

c¢) Napidme uchylky pro kazdou z s serii:
My — NP, My — NP, ..., My — NP
a spoditejme, kolik z nich jest obsaZeno v mezich A, aZ k,;
toto ¢&islo délené poftem s serii, uddvi empirickou hodnotu
pravdépodobnosti, Ze ichylka je v onéch mezich a m4 se sho-

dovati s theoretickou hodnotou té pravdépodobnosti (vzorec
(1) odst. 21.).

Jinak vyjddfeno: theoreticky podet serii, ve kterych jest
odchylka obsaZena v mezich A, a% h,, je podle citovaného

vzorce
8 h h
2 [ (Vznp 1—p) J2np (1 —p)

Prohy = —hy =k > 0 bude

[2np (T—p)
theoreticky potet téch serif, u nichZ absolutni hodnota
tdchylky je mensi neZ A.

d) Oé&ekdvdame, Ze &isla m,, m,, ..., m, budou se liiti od
np nejvyde asi o 4 3}/2np (1 —p), nebot podle &tvrtého
vzorce (3) odst. 21 je jen nepatrnd pravdépodobnost, Ze m
by se ligilo od np vice neZ o + 3V2np (1—p).

Statistika o vysledcich velkého poétu pokusii miZe slou-
Ziti, podle toho, co bylo uvedeno v tomto odstavci, ke kon-

trole theoretickych vzorcl o pravdépodobnostech a stfednich
hodnotéch.

23. Zobecndnl Laplaceovy véty. Vyjdeme z Laplaceovy véty
vyjédiené rovnicf (2a) odst. 21. (pro ¢, < ty):
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limPlnp + t, |2np (1 —p) < m < np + t, Y 2np (1 — p)] =

fn=a
Ly
= fi_e—" dzx. (1)
/=
ty

Veli¢ina m (podet zdafenych pokusi) dé se podle odst. 14b
pojimati jakoito soudet » wveli¢in: M 4 2@ + ... 4 2™,
z® zdvisi na vysledku i-tého pokusu.

Laplaceova véta nazyva se nékdy také véta o limité prav-
dépodobnosti, ponévadZ se vztahuje k limité pravdépodob-
nosti (pro n = o), Ze tento soulet jest obsazen v mezich z4-
vislych urditym zpisobem na n. S tohoto stanoviska lze
Laplaceovu vétu zobecniti jak ndsleduje.

Predpoklédejme, Ze kondme Fadu pokusd vzdjemné nezé-
vislych, takZe vysledek nékterého z nich nem4 vlivu na prav-
dépodobnosti, se kterymi se odekdvaji vysledky jinych.
i-tému pokusu pfifadime veliéinu z(), kterd miZe nabyvati
riznych hodnot, podle toho k jakému zjevu vedl onen pokus.
Necht jsou E,®, E,, ... zjevy, které se mohou vyskyt-
nouti jakoZto vysledek i-tého pokusu a necht nabude z(®
hodnoty o ¥, vede-li 1-ty pokus ke zjevu E,®. Pravdépodob-
nost, Ze se £ vyskytne, budiZ p,®; plati, Ze pp® = P(z® =
= 0¥, a médme

a® = 5. h. (1) = DM o, Jppd = 1;
% )

soudty se vztahujf ke viem moZnym eventualitdm -tého po-
kusu (soudet mé tolik &lentl, kolik mé -ty pokus riznych
moZnych vysledki).

Zavedme do pottu absolutnt moment d;®) stupné 6 (8 > 0)
velidiny z():

di® = 5. h. [z —a®)P = Zp,‘(-‘) |0 — a®)o.
P2

Absolutni moment d;(? druhého stupné je totoZny se stied-

nf hodnotou &tverce tchylky.
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d® = s. h. (20 — @) = > p (oD — a®)2.
k

Uchylka se zde polits tak, Ze se kaZdé velitina x() odeditd
od své stfedni hodnoty a(®, kterd sama zévisi na ¢ (v jedno-
duchém pripadé 15b) byla s. h. viech veli¢in = stejnd,
rovni p).

Zobecniti Laplaceovu v8tu znamend nalézti podminky, za
kterych plati (pro ¢, << ¢3)

limP[tl Vz Z dy@ < Z 2D — a) <ty Vz 2. d¢(2)]

n=oa0 t=1

= (2)
V?v'

Rovwnice (1) je speclalmm piipadem rovnice (2). Ptipusti-
me-li totiZ, Ze z() miZe nabyti (jako v odst. 14 a 15) jen hod-
not 1 aZ 0 a to s konstantnimi pravdépodobnostmi p resp.
(1 — p), bude

n
al®) = P, Za;(") = m, d;{® = s. h. (¥ — p)z = p(1 — p),

=1

Z(x(') —a®) = m —np, ng(z) = np (1 — p) (podle odst. 15);
i=1

rovnice (2) pak pfejde v (1).

Laplace se zabyval mySlenkou odvoditi obecny zdkon pro
pravdépodobnost, Ze soudet velikého podtu n ndhodnych
velid¢in jest obsaZen v urditych mezich (zdvislych na ). Do-
kézal vétu ve zvliStnim piipadé (1). Obtiz zobecnéni je
v tom, Ze tfeba voliti pra.vdepodobnostl £® i hodnoty o®
tak, aby bylo vyhovéno rovnici (2). Cebydev uéinil v tomto
sméru dalsi kroky, a a&koli ne]sou jeho vysledky tplné, uk4-
zaly se jeho methody cennymi. Cebysevovy diikazy zdoko-
nalil Markov. Pozdéji Ljapunov dokdzal Laplaceovu vétu
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v obecndjdim znéni neZ Markov. Nové vysledky a nové
methody v tomto oboru jsou uvedeny v knihdch: A.
Khintchine (Chindin): Asymptotische Gesetze der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Berlin 1933); S. BernJtejn: Téorija
vérojatnostéj (Moskva 1946, 4. vyd.).

24. Zakon velkych tisel. Markovova véta. a) Konime neome-
zenou fadu pokusi; vysledek i-tého pokusu uréuje hodnotu
velid¢iny z(®. MoZné hodnoty velidiny z( necht jsou a;®,
ag®, ... 8 pHsludnymi pravdépodobnostmi p;®, p®, ....
Budiz a® jako v odst. 23., s. h. velid¢iny 2, tedy

8. h. (@) = a® = DpDog®, i=1,2,3,....
k

Utzivajice ndzvoslovi obvyklého u ruskych matematikd
pravime, %o velidiny 21, 2(®), ... spliiujt 2dkon velkych &sel,
je-li
2 2@ 4 2™

n

f=wo

lim P(

aV) 4+ a® + .. 4 a™
n

_<__e)= I, M

kde ¢ je libovolné volend kladné konstanta. Smysl rovnice (1)
je ten: pravdépodobnost, Ze aritmeticky stfed velidin =V,
.«., 2™ ge 1idi od aritmetického stiedu jejich stfednich hod-
not o méns ne? ¢, bliZi se jistots, roste-li » do nekoneéna.

Kdybychom volili hodnoty o, kterych mohou nabyvati
velidiny z() jako% i ptisludné pravdépodobnosti p# docela
libovolng, neplatil by zékon (1) obecné. Aby platil, je tfeba
omeziti néjakym zpisobem tyto veli¢iny. Uvadim zde Mar-
kovovu vétu, kterd stanovi postadujici podminky k platnosti
zékona velikych &isel a kterd je pozoruhodnd tim, Ze plati
také pro veli¢iny 2 vzdjemné zdvislé: BudiZ

By=1s.h.[2® 4 2@ 4 .. 4 2™ (a0 4 a® 4
+ .-+ e
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velidiny = spliiuji zdkon velkyjch &tsel, je-li

lim 32— 0. @)

n2
Markovoviv dikaz uzivd CebySevovy nerovnosti (viz odst.
12.). PoloZme pro struénost
Yn =2V 4 2@ . 4 ™ — (aV) 4 a® ... | aM);
B, = 8. h. y,2.
Podle druhé nerovnosti (4) odst. 12. je

—_ 1
P(lyn|<tl/Bn)g I_F

P(@«V&')zl—l.
n ntl = A

Kladné é&islo ¢ miZe byt libovolng veliké, takze 1 — % se lisi

aneb

libovolné mélo od jednotky; vzhledem k pfedpokladu (2)
miizeme voliti pak » tak veliké, Ze ¢ li;' = ¢, kde ¢ je libo-
n

volné dané kladné é&islo. Je tedy
P( L B e S L

n
a® 4 a® | ... 4 a™
n

1
<€)g l—t—z,

z &ehoZ plyne platnost limitnfho vztahu (1), t. j. zdkona vel-
kych ¢&isel.

b) Uvedme nékteré specidlni pi{pady, ve kterych je splnéna
podminka (1). Zdkon velkych &isel plati, jsou-li velidiny x®
vzdjemné nezdvislé a je-li
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8. h. (@9 —aOP = Sp0 (® —aPP < 0, (3)
E
kde C je konstanta (Cebysev). Nebot v tomto piipads je

n
B, = 8. h. (z® —a®) 4

i=1

+ 2> s h. [z — a®) (B — a®)].

1<i<ksn
Ponévadz prvni souéet md n &lend, z nichZ kazdy je mensf
ne¥ C a ponévadi

8. h. (z® — ) = o)) — q= 0,
a vzhledem k nez4vislosti veli¢in 29 (odst. 10b)
8. h. [ — a®) (20 — a®))] =
= 8. h. () —a®) . 8. h. (z® — a®) = 0,
je B, < nC; rovnice (2) plati.
Poissonova véta: Je-li p pravdépodobnost, e v neomezené

fad& navzdjem nezdvislych pokusi t-ty pokus se zdaft a je-li
mezi pronimi n pokusy m zdafenych, je

1 =
— ()
n izlp

Nebot zde jsou pro kaidy pokus dva mozné vysledky, a

limP( m_
n

n=@

< £)= 1. (4)

a,® =1, 7, =0, p,® = p® p,& = 1 — p®,
8. h. 290 = a® = p®, g h. (z{) —a®)2 =
= p@ (1 —p¥) <1,
takZe je splnéna podminka (3) pro C = 1. Jeito z 4
+ z® + ... 4- 2™ = m, piechdzi rovnice (1) ve (4).

Bernoulliova véta (odst. 16.) je specidlnf pfipad Poissonovy
véty (4); obdriime ji ze vzorce (4) pfedpoklddajice, Ze kaZzdy
pokus mé konstantni na ¢ nezdvislou pravdépodobnost

p(') = p,
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25. Néhodné rozd8lovanl pfedmdtd do pFihrddek. a) N pied-
mé&ti se rozdéli do v pfihrddek; kazdy pfedm&t m4 stejnou
pravdépodobnost, Ze pfijde do jedné uréité piihridky jako
do jakékoliv jiné (pravd&podobnost dostati se do urdité pfi-
hridky je p=1:). Jak velkd je pravdépodobnost, Ze
v dané pfihrddce bude pravé n predmétd (n < N)? Za pied-
pokladu nezivislosti (dostane-li se nékolik pfedmét do jedné
pfihrddky, nem4d to vliv na pravdépodobnost, se kterou se
tam mizZe dostati dalsi pfedmét) je podet vech moZnych p¥i-
padil »¥, t.j. pottu variaci N-té t¥idy z » prvki (odst. 3b).
Pfiznivy pfipad je ten, Ze do zvolené ptihrddky se dostane »
predméti a Ze zdroven viechny ostatni pfedméty budou jak-
koli rozdéleny do ostatnich » — 1 pfihrddek. Poéet piizni-
vych piipadd je tedy roven poétu kombinaci n-té t¥idy z N
prvkd, coz je (N), podle odst. 3¢, ndsobenému poétem variact
(N — n)-té t¥idy z v — 1 prvki. Hledana pravdépodobnost
P je tedy ddna vzorcem

N(N—1)..(N—n+4+1) (r—1)¥
1.2.....n ) W 1)

Vzorec (1) je v podstaté totoZny s Newtonovym vzorcem (1)
odst. 13. Nebot poloZime-li p = 1/v a ndsobime-li &itatele
i jmenovatelev (1) &islem »¥—7,vychdzi{ P=(N),p™(1—p)¥ =,
coZ se shoduje aZ na oznadeni s vzorcem (1) odst. 13. Srovnej-
me tlohu o zafadovéni pfedméti s dlohou o opétovanych
pokusech (odst. 13): Dvéma moZnostem: zafaditi pfedmét
do uréité pfibradky A & nezafaditi, odpovidaji dvé mo-
nosti: pokus se bud zda¥i nebo nezdaii; N (podet pfedméti)
odpovid4 dhrnnému poétu pokusil; » (podet prihrddek) jest
obricend dmérny pravdépodobnosti p, Ze se pokus zdafi
(p=1v1)); n (potet pfedméti v piihridce A4) odpovidd
podtu zdafenych pokusi.

b) Ve vzorei (1) uddvéd pomér N /v kolik pfedméti je pri-
mérné v jedné pfihrddce. Piedpoklddejme Ze N i » rostou
do nekoneéna, ale tak, %e je vidy primérnd k pfedmétd
v jedné piihradce; & je dané &islo. Bude tedy

P=
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im E:k,
a0 14
N (N 1 N n—-1
lmP — li v o\ v v v {1 1\
— 1.2.3...n | —
nebo
in
LimP = —e—+. (2)
r=m n!

Je-li tedy velmi velky podet pfedméth rozdélen do velmi
velkého pottu pfihridek a to tak, Ze na jednu piihrédku
pripadne primérné k pfedméti, uddvéd prava strana rovnice
(2) pravdépodobnost, %e v dané piihrddce je pfesné m pfed-
méth. (2) se nazyvd Poissonovou formuli.

Uhrnné pravdépodobnost, ze v dané pfihrddce bud neni
zddny pfedmét (n = 0), nebo jen jeden (n = 1), nebo jen
dva (n = 2) atd. je

k K2 o
(1+ﬂ+ﬁ+§!—+...).e_*=ek-e_k= 1,

rovnd se tedy jistotd.

c) Poissonovu formuli lze vylofiti geometricky takto:
Na neomezené pfimce ¢ jsou rozsety body tak, Ze na jednotku
délky pfipadne primérnd k bodi; pravdépodobnost, Ze jich
bude pfesné » na zvolené dsedce o délce 1 cm, rovn4 se pravé
strané rovnice (2).

Pravdépodobnost, Ze na tiseéce o délce z, zvolené na pfimce
¢, bude piesné n bodi, je podle (2) rovna

(k)™

e—kz,
nl
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nebot, volime-li usetku o délce x za jednotku délky, bude
na této novée zvolené jednotce primérné kz bodi.*)

*) Pro &tenéafe, ktefi se zajimajf o podet pravdépodobnosti, uvidim
nézvy ndkterych uebnic urdenych pro zadatelniky:
Fréchet-Halbwachs: Le Calcul des probabilités & la portéc de tous

(Paris, 1924).

Borel-Deltheil: Probabilités, erreurs (Paris, 1923).

Coolidge: An Introduction to Mathematical Probability (Oxford,
1925).

Vyslo téZ némecky:

Coolidge-Urban: Einfilhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Leipzig, 1927).

Castelnuovo: Calcolo di Probabilitd, seconde ediz., ve 2 svazcich (Bo-
logna, 1925—28).

Uspensky: Introduction to Mathematical Probability (New York,
1937).

Borel: Eléments de la Théorie des probabilités, 31¢me édition (Paris,
1924).

Czuber: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen auf
Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung, 3. Aufl.
(Leipzig, I. 1914, I1. 1921).

O pottu pravdépodobnosti v souvislosti a jeho uZitim ve fysice,
v biologii a psychologii a s otézkemi filosofickymi jednA spis:

Borel: Le hasard, Paris 1920.

Konednd upozortiuji na encyklopedické dilo, které ddvé pfehled

o otézkdch pottu pravddpodobnosti a o jeho aplikacich v raznych

oborech:

Traité du Calcul des Probabilités et de ses Applications publié par

E. Borel. Vyslo ve &étyfech svazcich v PafiZi 1925—39.

Jako doplndk uvad{ redaktor knihu:

V.J. Glivénko: Téorija vérojatnostdj (Moskva, 1939).

Spis obsahuje axiomaticky budované zéklady podtu pravdépo-
dobnosti s obsahem men&fm, ne% tato knitka. Cesky preklad spisu
od prof. Dra K. Rychlfka je v tisku.
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KAFITOLA TRETI

GEOMETRICKE PRAVDEPODOBNOSTI

26. Definice geometrickych pravdépodobnosti v nejjednodusSich
Glehdch. a) Je ddna setka A B a volime bod M nékde uvnitt
AB nebo na kraji. MnoZstvi viech ptipadi, jez zde mohou
nastati (t. j. mnoZstvi viech bodl lezicich na tse&ce AB),

métime délkou 4B useCky AB a pravime, Ze mnofstvt viech

bodi leficich na dané dsebce md za miru délku této dsetky.
Zvolme nyni na AB dva body C a D. (Obr. 6.) Mnozstvi

Obr. 8.

viech bodid leZicich na CD mé za miru délku vsedky CD.
Pravd&podobnost p, Ze bod M voleny na usebce AB le£t zdroves;
na jejt &dsti CD, uréujeme vzorcem

D
=
Definice (1) je zcela obdobné definici pravdépodobnosti

podané v odst. 1. Na misto &isla n, které uddvalo polet
moZnych piipaddi, nastupuje zde mira 4 Bbodového mnozstvi
na tusefce AB, a na misto &sla m, které uddvalo pocet
piiznivych pfipadi, nastupuje mira CD bodového mnoZstvi,
jehoZ body odpovidaji ,,pfiznivym piipadim”.
Pravdépodobnost (1) se neméni, podine-li se usetka CD
beze zmény délky uvniti AB. Jeou-li tedy C,D; a C,D, dvé
polohy useéky CD uvnitf 4B, povazujeme piipady, Ze bod M

y (1)
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voleny na 4B le#f bud na C,D,, nebo na C,D, za stejnd
pravdépodobné. Tento pfedpoklad odpovidé pfedpokladiim
o piipadech stejné pravdépodobnych, o nichZ jsme jednali
v odst. 1; viz pozndmku na konci odst. 1.

N4s predpoklad lze vyjddfiti téZ tak, Ze hustota pravdé-
podobnosti je konstantnf; viz odst. 31.

Je-li AB délka oblouku AB néjaké kiivky a CD délka
oblouku CD, jenz je &4sti pfedeslého, udédvd (1) zase pravdé-
podobnost, Ze bod voleny na A B lezi zdrovei na CD.

b) Podle vzoru (1) tvoii se tyto dal3i definice.

Vedme bodem O dva polopaprsky svirajici duty thel a.
Za miru mnozstvi v8ech polopaprskii o vrcholu O a probiha-
jicich uvniti dhlu o bereme velikost x toho dhlu. Mnozstvi
viech polopaprskii vedenych bodem O mé tedy miru 2.

Pravdépodobnost p, Ze polopaprsek vedeny v roving danym bodem
O lezt v daném 1dhlu & o vrcholu O, je ddna vzorcem

[2.4
= (2)

Za miru bodového mnoistvi, které jest utvofeno viemi
body néjakého oboru A v roving, povaZujeme jeho plodny
obsah P. Je-li A, st oboru A a P, jeji plodny obsah, je
pravdépodobnost p, Ze bod M, voleny v 4, le%f zéroven v 4,,
déna vzorcem

P
p=—75 (3)

Tento vzorec by platil také pro ktivoplochy obor 4 voleny
na libovolné plo3e a pro jeho 84st 4,; P a P, by byly pfisludné
plosné obsahy.

Za miru bodového mno%stvi, které jest utvofeno viemi
body n&jakého trojrozmérného oboru 4, povaZujeme jeho
objem V. Je-li A, &4st oboru 4 a V, jeji objem, je p pravdé-
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podobnost, Ze bod M voleny uvnitf 4 lei{ zdroveir v A,,
déna vzorcem
"

P= 4)

27. PHimky v rovind. Pfimka v roviné budiZ urédena soufad-
nicemi g a @ tak, e v bodovych pravoihlych soufadnicich
x, y md rovnici

z cosp + ysing —q = 0;

@ jest uhel, ktery svira kolmice spusténd na piimku z podatku
soufadnic O s osou Oz, a q vzdilenost piimky od O (0 g <
< 2x; ¢ 2 0). V dalsim se budeme zabyvati dvojrozm&rnymi
mno#stvimi pfimek; soufadnice ¢ a ¢ piimky, jei je &dsti
takového mnoZstvi, jsou spojité a vzdjemné nezdvislé
proménné.*) Takové mnozstvi miZe byti na pf. utvofeno
viemi pfimkami, jichZ soufadnice ¢,  vyhovuji nerovnostem

el Flg,9) <1,

kde a a ! jsou konstanty a F(q, ¢) dand funkce dvou promén-
nych. Za miru dvojrozmérného piimkového mnozstvi M
bereme integral

[/ dg dg, (1)
M

vztaZeny ke viem piimkim mnoZstvi M. Pravdépodobnost,
%e pFimka obsazend v M je zdrover obsaZena v édsti M, mnoZstvl
M, je ddna vzorcem )
{Jdgde: [[dgdg. @)
M, M
Tak na pi. viechny pfimky protinajicf kruznici K opsanou
polomérem R kolem poditku soufadnic jsou stanoveny

*) Kdyby mezi g a @ byl urdity analyticky vztah, takZe kazdé hod-
notd @ by odpovidala urgitd hodnota g, bylo by pfimkové mnozstvi
jednorozmé&rné (obecné byly by ty pfimky teénami rovinné kfivky).
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nerovnostmi 0< g< R, 0L ¢ < 2n; mire mnostvi
utvofeného témito pfimkami je

27 R
f[ dgdp = 2aR.
oo

Je-li K, kruZnice o poloméru R, soustfednd s K, R, < R,
je mfra pfimkového mnoZstvi utvofeného pfimkami protina-
jicimi K, rovna 2nR,. Pravdépodobnost, Ze piimka protfna-
jici K protind ziroven K, je rovna 2= R, : 2nR nebo R, : R.

28. Uhrnna a sloZena pravdipodobnost geometrickd. a) Predpo-
kldddme, Ze pravdépodobnost piipadu, kdy volime bod
na tsedce, potitd se podle vzorce (1) odst. 26.1 Rozdélme
tsedky AB o délce I na = dild, jichz délky jsou 1,1, ...1,.
Pravdépodobnost py, Ze bod zvoleny na AB leii uvniti*)
k-tého dilu, je podle onoho vzorce
L
Pr= T
Pravdépodobnost, %e bod zvoleny na 4B le#f bud uvniti
i-tého dilu, nebo uwnitf j-tého, je ve shodé s obecnou vétou
I. odst. 6.

L+

Li_—’- = pi + P
Pravdépodobnost, Ze bod zvoleny na AB lezi bud uvnit¥
¢-tého dilu, nebo j-tého nebo k-tého jest

L+1441
L{_'__k.zp‘—i—p’-l-p‘

atd.

b) TotéZ pravidlo o séitdni pravdépodobnosti plati v p-
padech, kdy béii bud o polohu polopaprsku, nebo o polohu

*) Misto ,,uvniti‘‘ miZeme ve viech tdchto dvahéch Fci té% ,,uvnitd
nebo ng kraji*.
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bodu v rovind nebo v prostoru (viz rovnice (2), (3) a (4)
odst. 26) nebo o polohu piimky v rovin& (rovnice (2) odst. 27).
Tak na pf. budiz ddna uzaviena plocha, jeZ omezuje &4st T
prostoru o objemu ¥; uvnitk 7 jsou dény dalsf dvé vzdjemns
se vyludujicf uzaviené plochy, které omezuji ¢dsti T, a T,
prostoru o objemech ¥V, resp. ¥V, Pravdépodobnost p,,
%e bod zvoleny uvnitf T'le#f uvnitf T',, a pravdépodobnost p,,
%e bod zvoleny uvnitf 7' leZi uvnité 7', jsou dény rovnicemi
Vi V,

P = v P = v
Pravdépodobnost, Ze bod voleny uvniti T lezf bud uvnitf 7',,
nebo uvnitt 7', je

Obecnd véta o uhrnné pravdépodobnosti zni takto: Je-li T
mnozstvi prvki (bodd, pfimek a pod.) a ¥ jeho mira, jsou-li
pak T,,T,... T, &sti mnoZstvi T bez spoleénych prvki

a Vy,V,y...V, po fadé miry onéch &isti, je pp= KVE—

pravdépodobnost, Ze prvek voleny v T je zdroveii v T, a

Vi+ Vet ...+ Vy -
A ’JIS it pat ot e

pravdépodobnost, Ze prvek zvoleny v T je bud v T,, nebo
v T,, ... nebo v Ty, (srv. vétu I. odst. 6).

¢) Budiz CD &4st dselky AB; poloime I, = CD,l= AB.
Volme na 4B dva body; mno#stvi viech takovych péri
mé mfru [2.*) Podobnd mno#stvi utvofené véemi piry bodi
volenymi na CD m4 miru [,2. Pravdépodobnost, Ze dva body
volené na A B leZi zdroven na CD, rovné se

*) Podle odst. 26a je ! m&rou mnoZstvi viech bodi na tselce
o délee I.
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2

R (1)

Pravdépodobnost, Ze tfi body volené na AB jsou na CD,
je podobné
1,3

- 2)

Obecnd véta o sloZené pravdépodobnosti zni takto: Je ddno n
mnoZstvi Ty, k= 1,2,..., n a v kazdém z T} je vytlena
jeho uréitd ¢dst M. Pravdépodobnosti pz, Ze prvek zvoleny
v T je zdroven v M (k= 1,2, ..., n), jsou

‘)_Ml M, _ M,

11" 111 ’ Pz— sz cer T’n— Tﬂ’
kde miru kaZzdého z mnoistvi T} nebo M, znadime tym%
znakem jako mnoistvi samo. Pravdépodobnost sloZend,
¥e prvek zvoleny v T, je v M, a %e z4rovefi prvek voleny
vT,jev M, ...a%e prvek voleny v T, je v M, je ve shodé
8 obecnou vétou II. odst. 6, rovna

M, M, M,... M,
=T, T,...T, ~PiPePope )

Bezi-li na pf. o polohu dvou bodi na dseéce o délee I, kteréd
zdroven lezi na jeji ¢4sti o délce I,, dosadime do (3) n = 2,
T.=T,=1 M,=M,=1, a vzorec (3) pfechdzi v (1).
Obecné je M* mira mnoistvi sloZeného ze viech skupin
po n riznych prveich, které lze voliti uvnitf daného mnoZstvi
o mife M. Pfiklad:

Na dané tisedce A B o délce l volime n bodl 4,, 4,, ..., 4y;

délku A4y oznalme a; a piedpokliddime, 7e 0 < a; < ... <
< ap < l. Jak velikd je pravdépodobnost*) g(x)dx, Ze a,
je v mezich z a = + dx a kolik je primérné mezi tise¢kami

*) Hledana pravd®podobnost se blif nule pro lim dz—»0; proto ji
predpokléadédme ve tvaru g(x) . dr.
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AA,, A\A4,, ..., A,B téch, jich% délka jest obsaZena mezi z
az - dx?
Pravdépodobnost, %e jeden bod A; mé od bodu A vzdéle-

nost v&t3i nez z(z < I) je 1 — %; pravdépodobnost, Ze kazdy
zbodi 4,, ..., 4, méd od bodu A vzdilenost vétsi nef z, je
n
z
plx) = (1 _T) . 4)

p(x) je pravdépodobnost, Ze a, = z (nebot a; >a; pro
k > 1). Hledand pravdépodobnost p(x) dz souvist s p(x) podle
rovnice

p(x) = @(x) dz + p(x + dz),
nebot v piipads, Ze @, > x miZe byti bud 2z < a, < z + da,
nebo z + dz < a,. Mame tedy

n—1
p(z)de = — de:) dz= % (1 —;) dz. (5)

Body A,, 4,,..., A, jsou na AB voleny zcela libovolné
a nezdvisle jeden na druhém. Proto povaZujeme vétu (4)

odvozenou pivodné pro pravdépodobnost, ze délka 04, = a,,
je v danych mezich, za platnou pro kaZdou z daldich tsedek
A A, 4,4, ..., A,B. Soudin (n + 1) p(z) &li

(n+1)(1—%).

uddva stiedni podet téch z (n 4 1) tsedek AA;, 4,4,,...
.., A4B, které jsou delsi neZ z. Konetné (n + 1)p(z) dz &ili

) n—1
&11)1(1 _;) da o

je hledany prémérny podet téchz (n +- 1) dselek AA,, 4,4,, ...
.o, Ay B, jichZ délka je mezi x a z + dz.
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Viimnéme si je&td limitniho tvaru, kterého nabude vzorec
(5), rostou-li » a I do nekonedna tak, e pom&r n:[ zistiva
rovny konstanté 2 (k = poétu bod A4, ptfipadajicich na jed-
notku délky). V tomto pfipadé je I = n: ha tedy

]

limp(z) dz = k e—hz da. (8)

To znamend: Jsou-lt body po neomezené pfimce tak rozsely,
Ze primérné jich pfipadd h na jednotku délky, je pravdé-
podobuost, te vzddlenost dvou sousednich bodd je v mezich x
at x + dz, ddna pravou stranou vzorce (8).

29. Pravddpodobnost, e smér voleny v prostoru vyhovuje danym
podminkdm. Volime ur¢ity neproménny smér p, a ptdme se, jak
velkd je pravdépodobnost, Ze jiny smér p svird s p, ihel
obsaZeny v mezich & a ¢ + df, kde & je pfedepsany thel.

Predpokldddme, Ze sméry p, a p jsou uréeny piimkami
(polopaprsky) vychdzejicimi z daného bodu O. Diti smér
znamend diti bod P na kulové plofe opsané jednotkovym
polomérem kolem O; vektor OP mé dany smér. Necht
je smér p, dén bodem P,, smér p pak bodem P; podminka,

Ze smér p m4 sviratis p, Ghel
A obsaZeny v mezich #a & | dd,
vyjédii se geometricky takto:
bod P lezf na jednotkové ku-
lové plofe uvnitié kulového
pésu, jenZ vznikd otodenim
oblouku AB kruZnice o po-
lom&ru OA = OB =1 kolem
OP, (viz obr. 7). Povrch to-
hoto kulového pésu je 27 sind
d?® povrch celé kulové plochy
: jo 4m, takZe hledand pravdé-
Obr. 7. podobnost, %e smér voleny
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v prostoru md od pevné dancho sméru dchylhku obsafenou
v mezich 8 a & 4 49, je

27 sind d® _ sind
47 )

Pfi tomto odvozeni povaZujeme za platnou zédsadu vyslove-
nou v odst. 26b: pravdépodobnost, Ze bod zvoleny na povrchu
koule lezi v n&jaké &4sti tohoto povrchu, je imérnd plodnému
obsahu té &dsti.

30. O pravd3podobnostech zévislfch na tase. V nékterych
fysikdlnich Glohdch uZivd se pojmu geometrické pravdé-
podobnosti tak, Ze nékteré soufadnice maji vyznam &asu.

Pravdépodobnost, Ze bod M voleny na tsedce délky I lezi

ds. 1)

na jeji nekonednd malé &4sti o délce dz, je rovna de Pravdé-

podobnost, %e ze dvou bodi M, N volenych na té dseéce
jeden leZi v jeji &4sti o délce dz a druhy v jiné jeji 84stio délce

Zavedeme-li proménny ¢as misto proménné délky, nabu-
dou uvedené vzorce tohoto vyznamu:

Pravdépodobnost, Ze zjev, ktery se vyskytuje v dasovém
intervalu (x znad¥f &as poditany od poéitedniho okamiiku
z=0) od £ = 0 do z = [, vyskytne se pravé v nekonedné
dz

T
Pravddpodobnost, Ze jiny zjev, o kterém je také znédmo,
Ze se vyskytne v asovém intervalu 0 ... [, vyskytne se privé

malé &dsti 2 ...’z 4 dz tohoto intervalu 0 < z <, je

v intervalu y ...y + dy, je Ell (0 < y < I).. Pravdépodob-
nost, Ze dva zjevy, o nichZ je zndmo, %e se oba vyskytnou
béhem intervalu 0...7, vyskytnou se jeden v intervalu

dzdy

z...z -+ dz, druhy v intervalu y ... y + dy, jeT'
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Uvedme jedtd za idelem srovndni dvé dlohy:

a) Vypotisti pravdépodobnost p, Ze dva body M, N volené
na vsedce o délce ! maji vzddlenost mensi nez e. Vzdalenost
prvého bodu od kraje dsetky budiz x, druhého y. Volba obou
bodl bude zndzornéna v roviné Ozy jedinym bodem 4’
o soufadnicich z,y (obr. 8).
VSechny moZné pfipady, t. j.
vSechny péry M, N takové, Ze

jsou zndzornény body A4’

vyplinjicimi &tverec OABC

o strané l. Viechny pfiznivé

piipady, t.j. vSechny pary M,
X, N takové, Ze

MN = [x—y| <e,

Obr. 8.

jsou zndzornény body A’ leZi-
cimi v pruhu omezeném rovnobé&ikami, které maji rovnice

y=z+¢e y=2—e¢.
Plodny obsah &tverce je I2, plodny obsah tohoto pruhu (pokud
lezi ve &tverci), je I2 — (I — ¢)? takie

p= o M

b) Dvé osoby si umluvi, Ze bdhem uréité doby (x znadi ¢as)
od z = 0 do z = [ se sejdou na urditém mistd a Ze ten, kdo
pfijde diive, potkd na druhého nejdéle po dobu ¢ a pak
odejde, nepfijde-li druhy. Jak velikd je pravdépodobnost p,
Ze se setkaji? Je-li  okamZik, kdy se dostavi prvni osoba,
a y okami?ik, kdy druhd, zndzornime zase v3echny moZné
ptipady body A'(z, y) leZicimi uvnitf dtverce OABC jako
v piedeslé dloze. Obor piiznivych pfipadid je ddn podminkou,
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e tasovd odlehlost mezi pfichodem prvého a druhého neni
v&ti ek &, tedy |z — y| < ¢, jako v pFedeslé uloze. Vychézi
vzorec (1) pro hledanou pravdépodobnost.

Vzorce a zpiisob vypoétu v dloze b) jsou dplnd stejné jako
v tloze a). Rozdil v iilohdch je v interpretaci proménnych,
které maji v jedné iloze vyznam délek, ve druhé vyznam
¢asovych intervald.

31. Zobecndnf plvodni definice. Hustota pravddpodobnosti. a) Bu-
diz AB tsetka délky I a vytknéme na ni dva body CD,

tak, ze CD = jednotce délky. Pravdépodobnost, Ze bod M,

voleny na AB, leii na CD, je podle odst. 26a rovna %

Kdybychom vytkli jiné dva body E, F na AB, zase tak, aby
EF = jednotce délky, byla by pravdépodobnost, e bod M,

voleny na AB leii na EF rovna opét%.Pravdépodobnost,

které v jednom i ve druhém piipad® pfipadé na jednotku
délky (bud na CD nebo na EF), &ili hustota pravdépodobrosti
je stejnd. Uzivajice definice (1) odst. 26. pFedpokldddme tedy,
Ze hustota pravdépodobnosti je konstantni.

Jsou viak piipady, kdy mdme divody, pro které pfi-
poustime, Ze hustota pravdépodobnosti je proménna podle
toho, kde na AB volime tseéku CD nebo EF o jednotkové
délce. V takovych ilohich potitime s proménnou hustotu
pravdépodobnosti podobné jako s proménnou hustotou
hmoty v mechanice. Pravdépodobnost p, Ze bod voleny
na usedce AB o délce ! leZi na jeji nekoneéné malé &asti CD
(viz obr. 9).

x0 ' — Xxe{

Obr. 9.
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AB=1, AC =z, (D = dx,
vyjéddfime — to je zdkladni piedpoklad — ve tvaru f(x) dz,
kde f(z) je spojitd funkce proménné x, vyhovujici podminkdm
!
f) >0, of f(z) dz = 1.
Velidina f(z), kde z znadi vzddlenost bodu C na AB od 4,
je limita poméru

P ; =0
PO lim dz = 0;

jinymi slovy f(z) je proménnd hustota pravdépodobnosts.

Vytknéme nyni na AB dva body A’, B’ o tsetkach
AA'= 2, AB' =z, (0 < 2, < z, < l) a hledejme pravdé-
podobnost p(x,, 2,), Ze bod M voleny na AB leii na A'B’.
Tato pravdépodobnost je soudet nekoneénd malych pravds-
podobnosti f(x) dx vztahujicich se na viecky dx, na které
si myslime Gsetku A’B’ rozdélenu. Vzhledem k (1) je tedy

p(ey, ) = [f(z) dz, ]
kde - @)

!
f(z) >0, Off(x) de=1.
Ve specidlnim piipadé konstantni hustoty je f(z)= ¢,

l
a tedy podle (2) [c¢ dz = ¢l = 1; z toho plyne
0

1  Zy—xy A'B
&) = playz) = 2T = =,

coZ je pravé definice (1) odst. 26.
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b) Uprava vztaht (2) pro pipad, Ze jde o pravdépodob-
nosti vztahujfci se k dhlim, nebo k bodéim v roviné nebo
v prostoru, je nasnads.

BudiZ z tdhel (O < z < 27), jehoZ vrchol a jedno rameno
se neméni; druhé rameno dhlu se ot4& kolem vrcholu.
Pravdépodobnost, Ze tihel z jest obsaZen v mezich & a 9+dd
budiz /(&) d¥. Pak pravdépodobnost, Ze z je v mezich &, a B,,
se rovné

[
5{ f(9) a8,
8 podminkami: '
2n
f(® >0, of/w) do = 1.

c) Je-li f(z,y)dxdy pravdépodobnost, Ze bod zvoleny
uvnit} urdité ddsti P roviny leZi uvniti nekonednd malého
obdélnika, ktery mé jeden vrchol v bodé (z,y) a rozméry
dz, dy, a je-li P, &4st oboru P, je

p=[ ;/(z, y) dz dy,

pravdépodobnost, Ze bod zvoleny v P le#i uvniti P,. Hustota
pravdépodobnosti f(z, y) vyhovuje podminkém.

flx,y) >0, f!]‘(z, y)dzdy = 1.

Je-li na pF. Ozy vodorovn4 rovina a hdzime-li z v&tsi vzdile-
nosti zrnkem tak, abychom trefili bod O, mé funkee f(z, y)
vétsi hodnoty pro body blizké bodu O neZ pro body vzdile-
néjéi od C, nebot pravdépodobnost, %e zrnko dopadne do
plosky o obsahu 1 em? poloZzené blizko O je v&t3i, ne% Ze do-
padne do plosky stejné veliké, ale vzdilendjii od O. V pfipads,
%e hustota pravdépodobnosti je konstantni, takZe podle
odst. 26b je f(z, y) = 1/P, kde P zna&i ploiny obsah oboru P,
je hledand pravdépodobnost, Ze bod leif v P,,
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p=ff/(z,y)dxdy= %,
P,

coZ se shoduje s rovnici (3) odst. 26; P, je obsah oboru P,.

d) Je-li f(z, y, z) dy dy dz pravdépodobnost, Ze bod zvoleny
uvnitt uréité ¢isti ¥ prostoru leZi uvnité nekonedné malého
pravotihlého rovnobéinosténu, jenZ m4 jeden vrchol v bods
(z, 9, ) a rozméry dz, dy, dz, a je-li V', &ist oboru V, je

ffff(z! Y, Z) dxdydz
vy

pravdépodobnost, Ze bod zvoleny ve V lezi ve V,. Hustota
pravdépodobnosti f(z, y, z) vyhovuje podminkim

2,9,2) >0, [[[fz,y,2)dedydz=1.
14

V piipadd konstantni hustoty je f(z,y,2) = 1:V, kde V znadi
objem oboru V; hledan4 pravdépodobnost je pak

[[ff(e.y,2) dedy dz= 11,
v, V

kde V, je objem oboru V,. Tato rovnice se shoduje s rovnici
(4) odst. 26.

Obdobné by se zavedla hustota pravd&podobnosti v pfi-
padé pfimek v roving, jich% polohu stanovime soufadnicemi
q a @ podle odst. 27.

Pozndmka. Véty o Ghrnné a o sloZené pravdépodobnosti
dokdzané v odst. 28. pro pfipad konstantni hustoty plati
i v piipadech, Ze hustota je promé&nn4. PonévadZ pak poditéni
8 pravdépodobnostmi se zaklddé na téchto dvou vétdch,
piend3eji se vysledky odvozené v kapitolich I. a II. na geo-
metrické pravdépodobnosti. Totéz plati o vétidch tykajicich
se stfednich hodnot (viz odst. 32).

32. Stredni hodnoty pti geometrickych pravddpodobnostech. a) Po-
dle definice uvedené v odst. 8a vypo&te se stiedni hodnota
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vefiéiny zdvislé na ndhodd tak, Ze kaZdé jeji moznd hod.
nota se ndsobf p¥islusnou pravdépodobnost{ a soudiny se se-
&tou. Tato definice se piend$i na geometrické pravdépodob-
nosti s tou zménou, Ze na misto souétl se zavedou integraly.

Piiklady: b) Na tseéce 4B délky ! volime dva body C, D.
Jak velkd je stfednf hodnota vdsetky CD?

Piedpokldddme, Ze hustota pravdépodobnosti je konstant-
ni. Useka A4 B necht leif v ose Oz, tak¥e koncovym bodiim
odpovidaji hodnoty x=0 a x=1. Pravdépodobnost,
Ze usetka bodu C je v mezich 2 aZ z + dr a Ze soudasné

tseka bodu D je v mezich y aZ y + dy, je —(1";# Délka

CD = |y — x|, tedy

8. h. 0D~ff|y Ildzd f[f(y—:v)dz+
1 l
+f(x‘—y) dz]dy: l—zf(?lz-i‘ —2-—11’/)‘1?/:?- ()
v 0

Vypodet 1ze provésti také takto: Predpoklddejme, Ze bod C,
bliz§i bodu A4, m4a dGsedku z, bod D pak usetku y; z < y.
Pakje0 <z <y, 0< y <l atedy

8.h. (CD)=15.h. (y—x) = 8. h. (y) —s. h. (z) =

1 Y
_ dy dx | dy
[l A [
0o 0

¢) Stfedni{ hodnota &tverce vzdélenosti dvou bodd C, D
volenych na usedce o délce [ je

(=]
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s. h. (y-—x)’—s h (y’)—28 b. (#) .s.h. (%) + 8.h. (2P =

- . dx dy_l
fessfoe f fon e o
0

Ph vypoltu uzivime véty (odst. 10b), Ze s. h. (xy)=s. h. (z) .
. 8. h. (), nebot volbu jednoho bodu C povaZujeme za ne-
zdvislou na poloze druhého bodu D.

d) Ulohy b) a c) lze Fediti té% uZitfm vzorce (1) odst. 30,
podle n&hoz

2 e
PET T

je pravdépodobnost, Ze dva body C, D volené na usedce
o délce ! maji vzddlenost mensi nez e. Pravd&podobnost,
%e ona vzdélenost je mensf neZ ¢ + de, je p + dp a tedy

2 2e

je pravd&podobnost, Ze ona vzdilenost jest obsaZena v me-
zich ¢ a ¢ + de. Z toho plyne, Ze

1
—— 2 2¢e l
S.h.C.D: fe('l__'ﬁ-)d“::?’
I2
2 __ 2 de=_"_
5. h. CD f ( -

ve shodé s rovnicemi (1) resp. (2).

¢) Dva body M, M’ jsou zvoleny uvniti ¢tverce o strané
a. Stfedni hodnota &tverce vzddlenosti MM’ je

L[ [l + o] Jacswasar=5
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Pozndmka. V tlohéch o geometrickych pravd&podobnos-
tech a stiednich hodnotidch pfedpokliddd se zpravidla, Ze
hustota pravdépodobnosti je konstantni.

33. Setny konvexni kFivky v rovind. Buffonova dloha o jehle.
a) BudiZ k uzaviend, vypukld (konvexni) kfivka v roviné
(t. j. takovd, Ze kterdkoli pfimka ji protind nejvyse ve dvou
bodech) neboli ovdl. Volme pocdtek O soufadnic uvnitt .
Je-li @ iihel ktery svird vnéjsi normédla (t. j. normila vystu-
pujici z vnitfku kiivky k& ven)
8 osou Oz, je vzdédlenost OP
tetny od potétku O uréitou
funkef dhlu @, kterou oznaéime
f(®) (obr. 10). KaZdému Ghlu
?(0 < ¢ < 27) odpovidd je-
diny bod dotyku A na k;
funkce f(p) je jednoznatni a
periodickd s periodou 27z (je
definovéna pro viechny hod-
noty uhlu ¢). Kazdd piimka

x cosp.} ysing —qg =0,
protinajici kfivku k vyhovuje
podmince

¢—f@) 0.

Znamen{ rovnosti plati zde jen pro piipad, %e piimka se
kiivky k dotykd. Mérou mnoZstvi utvofeného viemi se¢nami
kiivky k je podle vzorce (1) odst. 27 vyraz

Obr. 10.

2%
m — fqudq): fthp=dff(?’)d9”

ktery mizZeme psiti také v tomto tvaru:
2n
m = }[((@) + flg + m] do.
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Vyraz v hranaté zdvorce udivéd vzdilenost dvou teden

t a t’ kolmych k normdle ON uréené tihlem @ (obr. 11). Tuto
délku miZeme povaZovati za polovinu priimétu celého
obvodu kfivky donormély ON;
pii tom si pfedstavujeme cely
jeji obvod rozloien na ne-
kone&né malé elementy a séi-
tame absolutni hodnoty jed-
notlivych primétia. Pramét
obvodu do ON oznadime pis-
menem A; obdrZime

27

m=1 f A dg.
0

Posledni integrdl vypoéteme
podle Cauchyho takto: Pro-
mitneme-li né&jakou usetku
délky s do piimky, kterd s ni
svird thel @. jest absolutni hodnota primétu s.|cose|.
Integrujme tento vyraz dle ¢ od 0 do 2:: vychézi
2n in
s . [|cosg| dp = 4sfcosp dp = 4s.
0 0

Obr. 11.

Obvod kiivky % si myslime rozdéleny na nekoneéné mnoho
nekonen& malych &4sti; napiSme poslednf rovnici pro kazdou
takovou &ést s a viechny rovnice seétéme. Dostaneme

2n
fAdp=14L,
0
kde L znadi obvod kiivky %; je tedy
m= L. (1)

Mira pFimkového wmnokstvi, wulvofeného viemi pFimkami
protinajicimi dany ovdl, se rovnd jeho obvodu.

BudiZ %, ovél obsaZeny cely uwvniti k a L, jeho obvod.
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Pak je*) L, << L a podle vzorce (2) odst. 27 pravdépodobnost p,
%e pFimka protinajict ovdl k protind zdrovert jiny ovdl k, lefict
uvnitf k, je rovna poméru L, : L obvodi obou ovdld,

p=0L,: L. (2)

b) UZijeme rovnice (2) k FeSeni této iilohy: V roviné jsou
parysovany ekvidistantni rovnobéiky a mimo to ovél &,
o obvodu L,; vzdilenost 2a dvou sousednfch rovnobézek
je tak velikd, Ze kiivka &, nemfize protinati dv& z nich.
Je vypotitati pravdépodobnost p, Ze kfivka k; je protata
n8kterou rovnobéikou (piisluiny pokus se providi tak,
%e se rovnobéiky nakresli na vodorovnou rovinu a na nf
se hodf ovil k,, vystfiZeny z papiru).

Narysujme kruznici ¥ o priméru 2¢ a uvnitf k narysujme
k,. Obrazec u sloZeny z k a k, povaZujeme za neproménny
utvar; méni-li k; polohu, méni ji soudasnéi k. PoloZme
obrazec u jakkoli na rovnobiiky; v ka?dém ptipadé je k
profata nékterou rovnobéZkou (a jen jedinou, nehledime-li
k pifpadu, Ze & se dotykd dvou sousednich rowvnobézek).
Vypodet pravdépodobnosti p se tedy pfevadi na FeSeni dlohy:
pfimka protind kruZnici k o obvodu L = 2na; urtiti pravds-
podobnost p, Ze protind soufasné ovél k, o obvodu I,
le#{cf uvnitt k. Podle vzorce (2) bude

L, _ L

P=T = Zna @)

c) Pfedpoklidejme, Ze se k, redukuje na usecku délky 2b;

kiivka k, je v tom piipadé vlastné zplostél4 elipsa, jejiz hlav-

ni osa = 2b a vedlejsi osa nekoneénd mald. Mame L, = 4b
a rovnice (3) déva

p=2 (4)

na’

*) Nerovnost L, < L je dusledek vdty: Le#i-li konvexnf{ mnoho-
thelnfk cely uvnitf jiného konvexnfho mnohothelnika, mé prvnf
kratif obvod neZ druhy.
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Rovnice (4) ddva felend Buffonovy 2lohy o jehle, kters zn{
takto: hdzime jehlu (nebo hilku) o délce 2b na rovinu, na ni%
jsou narysoviny ekvidistantni rovnobézky; je-li 2a vzdéle-
nost dvou sousednich rovnobéiek (2b < 2a), jak velkd je
pravdépodobnost p, Ze jehla protne nékterou z téch rovno-
bézek? — Stran pokusdi, kterymi se potvrzuje sprdvnost
vzorce (4) viz odst. 35.

d) UZijeme nyni rovnice (1) k feSenf dlohy: Nalézti prav-
dé&podobnost p, Ze pfimka protinajici obvod vypuklého &tyt-
thelnfka A BCD protind jeho dvé prot&jéi strany AB a CD.

Vedme 1hloptitky, jez se protnou v O a poloZme (viz obr.
12)

AB=a, BC=1b, CD=¢, DA=d, AC=m, BD=n.

Predeviim hleddme miru M pro mnoZstvi piimek, které
protinaji strany a a c. MnoZstv{ pfimek, které protinaji obvod
trojihelnika AOB, m4 podle (1) za miru délku jeho obvodu;*)
podobné pro obvod trojihelnfka COD,

Soudet obou t&chto mér (obvodi) totiz a + ¢ + m + n je
mérou mnoZstvi U sloZeného ze viech pifmek protinajicich
obvod AOB a ze v3ech pfimek protinajicich COD. V mnozstvi
U je kazd4 piimka protinajici strany a i ¢ obsaZena dvakrit.
Kazd4 piimka protinajici obvod A0B nebo obvod COD pro-
tind zdroven obvod &tyfdhelnika ABCD. Naopak kaZdd
piimka protinajici A BCD protinéd obvod bud jednoho, nebo
druhého trojithelnika (nebo oba). Proto je

at+ct+m+n—M
mérou mnozstvi viech pfmek, které protinaji obvod &tyi-
dhelnika 4 BCD; tato mira je podle (1) rovna jeho obvodu
a-+ b4 c+ d, tedy

*) Véta (1) byla dokézéna pro uzavienou vypuklou kfivku. Plati
viak i pro vypukly mnohothelnik, ponédvad lze sestrojiti uzaviend

vypuklé kfivky, které probthaji libovoln& blizko jeho obvodu & jichZ
délka obvodu v limit® se rovné délce jeho obvodu.
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a+c+m+n—M=a+b+c+d

M=’m+ n—b—d.

Podobné mnoZstvi piimek protinajicich strany b a d mé
mfru

nebo

M=m+n—a—ec.

Pravdépodobnost p, fe primka protinajict obvod vypuklého
SyFihelntka protind jej ve dvou protéjdich strandch, je (viz
obr. 12)

MM, min
T atbtcid “atbtetd

Pro &tverec (a = b=c=d,m=n=aV§-)j°

p=]2—1=0414...

1.

Pro obdélnik, jeho# strany jsou v poméru 3:4 (a = ¢ = 3,
b=d=4,m= n=5)je*)

p= %: 0,428...

34. Bertrandovo paradoxon a jeho vyklad podle Borela. Na3f
tlohou bude nyni srovnati Fedeni téchto tif dloh:

*) Viz G. Polya: Uber geometrische Wahrscheinlichkeiten (Sitzber.
der Ak. d. Wiss. Wien, Bd. 126, 319; 1917).
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a) Na vodorovné roving je narysovdna fada ekvidistant.
nich rovnobéZek; vzdélenost dvou sousednich rovnobéZek
budiz 2r. Na rovinu hodime kruhovy kotou& o poloméru r,
jenz vidy protne jednu z rovnobézek (v krajnim piipadé by
se kotoué dotykal dvou sousednich rovnob&zek); jak velkéd je
pravdépodobnost p, Ze tétiva vymezend na kotoudi onou rov-

nob&zkou je véts nez r|/31¥)

Poloha kotoude na roviné jest urdena soufadnicemi z,y
jeho stiedu a Ghlem m, ktery svird néjaky polomér na kotoudi
vyznaéeny s pevnou pfimkou. Necht dané rovnob&zky majf
smér osy Oy. Je zfejmo, Ze délka tétivy vymezené na krui-
nici nezdvisi ani na y ani na w, nybr? jeding na x. Staéi srov-
névati jen seény kolmé na urdity primér kotoude a tloha se
d4 vysloviti takto: na pevném priméru 4B kotoude volime
bod a vedeme jim tétivu kolmou k 4 B; jak4 je pravdépodob-

nost p, Ze takto sestrojend tétiva bude deldf nez rV3? Prav-

dépodobnost se zde vztahuje k volbé bodu M na priméru

AB. Pokud je bod M ve vzddlenosti men3i ne% 4r od stfedu

kotoude, je pfisluind tétiva deldi neZ rl/§, jinak je krat#i (obr.

13). Bodové mnoZstvi na AB = 2r odpovidajicf ,,pfiznivym
pifpadim* (t.j. usetka CD),
mé tedy miru r a

p=5-=} (1)

Ny

b) Na pevné roving narysu.-
jeme pfimku a a v jednom jejim
bodé A piipichneme k roviné
list prihledného papiru, na

Obr. 13.
*) r1’§ je délka strany rovnostranného trojuhelnika vepsaného do

kruZnice. p je tedy pravddpodobnost, Ze tstiva bude deldi neZ strana
tohoto trojuhelnika.
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ndémZ je narysovéna jednak kruZnice o poloméru » prochéze-
jicf bodem A, jednak rovnostranny trojihelnik 7' s vrcholem
4 do ni vepsany. Roztodime list prudce kolem bodu 4; list
se otddi ve 8vé roviné a zastavi se koneéné v urdité poloze,
takZe piimka a protind kruZnici v tétivé urdité délky. Je
vypodisti pravdépodobnost p, Ze tato tdtiva bude delsf nek

r)/3 (obr. 14).

Obr. 14.

Za miru mno#stvi v¥ech poloparskid vedenych v roviné
bodem A vezmeme 2n. Za ,,pFiznivy pfipad* povaZujeme,
kdy# polopaprsek (nebo polopaprsek protivného sméru) pro-
chédzi vnitfkem trojthelnika 7'; p¥islusné mnozstvi polopa-

prskit m4d miru 23—7!, takZe (vzorec (2) odst. 26)

27
p=T.2n=§. (2)

¢) Hizejme na kruhovy kotoud o poloméru » malé zrnko
tak, aby kterdkoli ¢dst kotoude mohla byti zasaZena se stej-
nou hustotou pravdépodobnosti. Bod, ve kterém zrnko do-
dadne, povaZujme za stfed tétivy. Jak velkd je pravdépo-

dobnost p, Ze tétiva takto urdend bude delsi neZ rV§ ?
Je-li stied tétivy ve vzddlenosti mensf neZ }r od stiedu

86



kotoude, bude tdtiva del’i neZ rV§ (obr. 15). Mnozstvi v8ech
piipadl moZnych (polohy zrnka uvnitf kruhu) m4 za miru
obsah kruhu 7% mnoZstvi pfipadi pfiznivych (body uvnitf
kruhu soustfedného o poloméru }r)
m4 obdobné za miru }mr%. Protoje

(vzorec (3) odst. 26)
' _ nr? . 3
‘ pP= —4- AT = i ( )

Kdybychom vSechny tfi Glohy a),

b) a ¢) vyjadFili jedinou otdzkou: jak

velikd je pravdépodobnost p, Ze té-

Obr. 15. tiva volend v kruZnici o poloméru

r je delsf neZ rV?; ?, dospéli bychom
k paradoxnimu vysledku, Ze tiloha m4 tfi riznd fedeni (1),
(2) a (3). J. Bertrand napsal proto, Ze ona otdzka, a viibec
pojem geometrické pravdépodobnosti, nem4 uréitého smyslu.
E. Borel rozebiraje otdzku ukdzal, Ze v kaZdé iloze o geo-
metrickych pravdépodobnostech je tieba pfihlizeti k pod-
minkim, za kterych se provdd&ji pokusy.

S tohoto hlediska nestadi se ptati: jak velikd je pravdépo-
dobnost, Ze tétiva bude del3i nez rV§, nybrz je nutno udati
zplisob, kterym se ,,ndhodné& zvolena tétiva‘‘ sestrojuje. PFi-
hliZejice k tdmto podminkdm rozezndvdme tfi riizné dlohy
a), b) a ¢); kazdd sama o sobé m4 dobry smysl a uréité feseni,
jak jsme ukézali.*)

Kdybychom volili tétivu tak jako v tloze a) (hdzenim ko-
toude), dostali bychom v fad® 1000 postupné vykonanych

pokusii asi 41000 = 500krit t&tivu delsi neZ rVE Kdyby-
chom volili tétivu tak jako v tloze b) (roztodenim listu papi-
ru), dostali bychom v fadé 1000 pokusi asi $1000 = 333krat

%) Viz Borel: Le hasard, No 34, 35; Borel: Eléments de la Théorie
des probabilités, No 46.

/
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tétivu delsf nez r]/3. Kdybychom kone¢né volili stfed titivy
podle ¢) (hdzenim zrna), vysla by v fadé 1000 pokusi tétiva

delii nez rl/g' asi 1000 = 250krét.

35. Statistické ovdFenl vzorcl pro geometrické pravddpodobnostl.
V odstavei 22 bylo uvedeno, jak se data odvozend ze sta-
tistiky o vysledcich dlouhé fady pokusi srovnavaji s theore-
tickymi formulemi o pravdépodobnostech; ponévadZ odvo-
zeni té&chto formuli (podané v kap. II. pro nespojité pravdé-
podobnosti) se opird o zdkladni véty o pravdépodobnosti
dhrnné a o pravdépodobnosti sloZzené, a ponévadz ob& tyto
véty platf i pro geomatrické pravdépodobnosti, plat{ vzorce
odst. 22 beze zmény i pro pFipad, Ze p je geomelrickd pravdépo-
dobnost. B&%i hlavné o kontrolu té&chto theoretickych vzorci:
a) V fad& n postupné provedenych nezdvislych pokusi je
podle theorie stfedni podet zdafenych roven zp; p je pravdé-
podobnost, Ze jeden pokus se zdafi. Vykonejme veliky poéet
ns pokusi; je-li s serif pokusi, v kazdé n pokusi (s a n veliks
¢isla) a je-li my podet zdafenych pokusid v k-té serii, mé byti
pfibliZzné

mytmat .t my O

P np.

b) Je-li = m — np dchylka poéitand pro fadu o n poku-
sech, ve které je m zdafenych, je podle theorie s. h. (k%) =
= np(l — p). Délime-li zase pokusy na s serii po n pokusech,
mé byti pFiblizns )

(my —np)*+ (mz—nsp)’+ oot (g —np)® ap(l — p).

¢) Utvofme tichylku pro kaZdou z s serii:
my, — np, My — NP,..., My — NP

a spodftejme, kolik z téchto tdchylek m4 absolutni hodnotu
men&i ne? k; je-li takovych dchylek celkem », md byti podle
theorie pfibliznd
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. h -«
Y == 8@ (Tp(l———i)—) ’ (3)

O je funkce zavedend v odst. 21.

Uvedme jakoZto pfiklad Buffonovu dlohu o jehle (odst.
33c). Je-li 2a vzdilenost sousednich rovnobézek a 2b délka
jehly, je pravdépodobnost, Ze se pokus zdafi, t. j. Ze jehla

protne nékterou rovnobézku, rovna‘%bl- = p. Vykondme-li s
gerii po » pokusech, ekdme podle (1), Ze
my o+ myt .k my 2

n.8 = 7a

Vzorec (1) byl od riznych autorli ovéfovdn pokusy.*)
Bylo by zajimavo ov&fiti téZ vzorce (2) a (3) pro geometrické
pravdépodobnosti p; dosud, pokud vim, se tim nikdo neza-
byval.

36. Methoda libovolnych funkci. Regularisace pravd&podobnosti.

a) Uloha o rulets. Ruleta je kotoud rozdéleny na veliky
potet stejnych vysedi, které jsou stiidavd fervené a derné.

*) Polozime-li pro struénost m;, + my + ... 5- ms = m, dévé rov-
2b on .
nice v textu 7 = — —. Na pravé strand jsou dané velidiny; ze sta-
a m

tistického pozorovéni prusekd dé se tedy nalézti ptibliZné hodnota
tisla 7.

Bvycarsky matematik R. Wolf konal v letech 1849—1853 takové
pokusy a odvodil ze serie 5000 pokusi hodnotu 3,159 pro &islo z. Viz
o tom Czuber: Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte
(Leipzig, 1884, p. 88); Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrech-
nung (Leipzig, 1912, p. 164); Markov: Iz8islénije vérojatnostéj, 4. vyd.
(Moskva, 1924, p. 263). — Byvaly posluchag pfirodovédecké fakulty
Masarykovy university J. Bafa v préci: Nékteré pokusy o geometric-
kych pravdépodobnostech (Spisy vydédvané piirodovédeckou fakultou
Masarykovy university &. 80, 1927) uvéad{ vysledky pokusi, jimZ se
potvrzuje Buffoniv vzorec, Bertrandovy vzorce (viz odst. 34 textu)
e fada jinych theoretickych vzored.
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Uvedeme ruletu do rychlé rotace. Kotoud se mnohokrat otod
dokola a pak se zastavi. Jak velkd je pravd&podobnost p,
%e, kdy% se kotoud zastavil, pevny ukazatel ukazuje na &er-
venou vyse&? (V obrazci 16 je ruleta se 12 vysetemi.) Uhrnny
thel, o ktery se ruleta otoéi, souvisi s tim, jak velikou poé4-
tedn{ rychlost jsme ji udélili.
Predpokléddme: pravdépo-
dobnost, Ze thrnny,; ihel,
o ktery se ruleta otodi,, jest
obsaZen v mezich & a 4 4.d9,
dé se vyjddfiti formuli f(3) d9.
Pfitom je hustota pravd&po-
dobnosti f($#) kladné a’spojitd
funkce, kterd vyhovuje pod-
mince

0ff(f}) d9=1. (1)

(To znamen4: je jisto, e onen thel jest v mezich 0 a2+ c0.)
BudiZ ¢ stfedovy thel jedné vysede na ruleté; zndzornime
funkei y = f(#) graficky a rozdélime osu & d&licimi body na
stejné dlouhé intervaly o délce ¢ a délicimi body vedeme po-
fadnice a% k priseku s kfivkou y = f(&#). Plocha omezend
kiivkou a osou O# je tak rozdglena na svislé pruhy o &ifce e,
jez odpovidaji sttidavé vyse&im dervenym a ernym. V obraz-
ci odpovidaji bilé pruhy dervenym tuseéim a vydirkované
dernym. Pravdépodobnost p se rovné soudtu ploch bilych
(obr. 17).

' /W
[ 4

Obr. 17.
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Ruletu nesmime rozt4deti ani p¥ili§ mdlo*) ani pfili mnoho
(s ohledem na jeji pevnost). Je-li 4 maximélni hodnota Ghlu,
o ktery se miiZe ruleta otoéiti a » podet pruhii v obrazei 17**),
je ne = A. Piipustme, Ze funkce f({#) m4 derivaci, jejiz abso-
lutni hodnota je mensi neZ konstanta M. Rozdil ploch dvou
sousednich pruhii je mensi nez e(u’ — ), kde u’ a u jsou resp.
maximum a minimum funkce f(#) v intervalu o délce 2¢ od-
povidajicimu obéma pruhiim.

Velidina y’ — u je men3i nez 2M ¢, rozdil plosnych obsahii
obou pruhi je tedy mensf ne 2M 2 Soudet ploch viech bi-
lych pruhfi (kterych je celkem }n) lidf se od soudtu ploch
viech vyéirkovanych pruht o méné nez }n . 2M e = Mnel=
= MAe.

Je-li ¢ nekonedné malé, je také tento rozdil nekonelné
maly, t. j. Ghrnnd pravdépodobnost p Ze vyjde dervend =
= uhrnné pravdépodobnosti, Ze vyjde dernd.

Kdybychom nic nevédéli o funkei f(#), nemohli bychom
nic poéitati; jen proto, Ze néco o ni vime, miZeme tvrditi, Ze
hledand pravdépodobnost je rovna }.})

Vysledek je pozoruhodny tim, Ze moZno funkei f(&#) v 8iro-
kych mezich libovolné voliti a Ze tyto zmény nemaji vlivu na
konedny vysledek; pfi velkém podtu vyseéi je p piibliznd
rovna jedné poloving, necht je f(#) jakdkoli (methoda libo-
volnyjch funkci).

Podle Frécheta pravime, Ze zde nastdvé regularisace prav-
dépodobnosti; v jednoduchém vysledku p = } neprojevuji se
podrobnosti z prib&hu funkee f(#). Tato funkce zdvisi obecné
na konstrukei rulety a na individualité hriéové; pro rizné

*) Kdybychom ji udélili jen velmi maly néraz, take by se otodila
méné neZ o thel ¢, dovedli bychom piedvidati vysledek; zjev by nebyl
ndhodny (srovnej s tim, co bylo fedeno o hdzeni kostkou na zadatku
odst. 1).

**) n jo tim v&tsf, &im vice vyseli mé ruleta.

1) Uvedeny dikaz pochézi od Poincaréa. K dikazu stadi pfedpo-

klédati, Ze () je spojité nebo jen integrovatelné.
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hréde bylo by tieba zavésti riizné funkce f(#), ale vysledek
p = } platf stejnd pro viechny rulety a pro vSechny hréde.

b) Methoda libovolnych funkef, kterd pravé byla vyloZena
na problému rulety, je velmi obecn4 a d4 se ji uziti takika ve

viech dlohdch o poétu pravdépodobnosti; ukéZeme to na pii-
kladech v dalich odstavcich.

37. Pomocnd véta o pFirdstku funkce ndkolika promdnnych; zobec-
néna methoda libovolnych funkel. a) BudiZ f(z, y, 2) kladnd funk-
ce spojitd v okolf bodu z=a, y= b, z = ¢ se spojitymi
parcidlnimi derivacemi f;/, f," a f,’. PoloZme

()= Ha+ ht, b+ kt, c + It);
@(t) je spojitd funkce proménné ¢ se spojitou derivaci. Plati
tedy
o) —@(0)=(1—0)¢'(0), 0 <O <1 (1)
kde ¢'(t) znadi derivaci funkee @(t). PonévadZ

p1)=fla+h, b+ k, c+ 1), p(0)= f(a,b,¢),
@) =ht@+ ht, b+ kt, o+ 1) +
+ klll,(a’-l_ ht, b+ ktv 0+ lt)+
+ l/ll(a + ht: b + kt) c + lt)l
je podle (1)
fle+h, b4+ k c+1)—fa, b,c)=
=ht,/(a+ O, b4 Ok, ¢+ Ol +
+ kf)/(a+ Ok, b+ Ok, c+ A1)+
+Uf/(a + Ok, b+ Ok, c+ O1).
Rovnice (2) vyjadfuje v&lu o priristku funkece tii pro-
ménnych.*)

(2)

b) V odst. 36 byla vyloZena Poincaréova methoda libovolnych
funkei pro p¥ipad, ze hustota pravdépodobnosti f(z) byla
funkei jedné proménné. Vezmeme nyni v uvahu pfipad, Ze

*) Tento dikaz je uveden podle knihy N. N. Luzin: Differencial-
noje iztislénije (Moskva, 1946, p. 377—378).
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hustota f(z, y, z) pravd&podobnosti je spojitd funkce tfi pro-
ménnych z, 5, z se spojitymi parcidlnimi derivacemi f,’, f,’,
fz' v urditém oboru 4. Predpokliddme, %6 A je &dst prostoru,
v némi bod je uréen pravoihlymi soufadnicemi z, y, z, ome-
zend uzavienou plochou. Pokud bod z, , z je v 4, nechf tyto
derivace vyhovuji podminkdm

ItZ| < K, |ty| < K, |t/| < K (3)
kde K je konstanta.

Rozdélme obor A na m oboril stejného objemu, které na-
zveme ,,elementdrni obory*. Je-li 4 objem oboru 4, md
ka%dy elementdrni obor objem

&= % 4)

P¥i tom pfedpokladdme, Ze vzddlenost dvou bodd volenych
uvnitf téhoZ elementdrniho oboru je vidy kratif neZ délka I
aZe
lim! = 0. (5)
m—>x
Jinymi slovy: roste-li m do nekoneéna, bliZf se vSechny roz-
méry elementirniho oboru nule.

Rozdélme pak kaZdy elementarni obor ve dvé ¢dsti; kazdd
z téchto &4sti miZe byti sloZena z mensich dild, jeZ lezi oddé-
leny jedny od druhych. Objem prvé &asti, kterou nazveme
bilou, budiZ A¢ objem druhé &isti, kterou nazveme &ernou, je
(1 — A)e. Pomér A objemu bilé &isti k objemu celého elemen-
tdrniho oboru budiZ konstantni; pomér ten je &islo obsaZené
mezi O a 1, které nezdvisi ani na uvaZovaném elementdrnim
oboru ani na &isle m.

Zavedme integrily I a I,:
I= fAfff(z.y,z)dzdydz, I, = fAfff(z,y,z)dzdydz
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integrdl I m4 za integradni obor 4, integradni obor 4, inte-
gralu I, je sloZen ze viech bilych &4stf obsaZenych uvnit# 4.
Hodnota integrélu I, zdvisf na &isle m. Roste-Ii m do neko-
neéna, je
limI, = Al (6)
m—rx
Abychom dok4zali rovnici (6), oznaéme pismenem & libo-
volny elementdrni obor sestrojeny uvnité 4. Uvnitt d je bod
(z, y, 2), ve kterém nabyv4 funkce f(z, y, 2) nejvétsf hodnoty
M a bod (z + Az, y -} Ay, z + Az), ve kterém ta funkce
nabyv4 své nejmensf hodnoty M'. Podle pfedpokladu je

|42) < 1, [4y| <1, |47 < L.
Vzhledem k (2) a (3) je
M—M = fz+ Az,y + Ay, z + Az) —
— f(=, y,2) < 8IK. @)

Nésobme &islem 4 tu &4st integrdlu I, kterd patif k uvaZo-
vanému elementdérnimu oboru §; soudin je mensi neZ AMe,
je-li ¢ objem oboru 8. Ta &ést integrdlu I,, kterd se vztahuje
k bilé &4sti oboru J, je véti nez AM'c. Rozdil onoho souéinu
a této Edstiintegrdlu I, je mensf ne

(M — M') eA < 3lAKe = 3”;{5‘4 ,

jak plyne z (7) & (4). Trojndsobny integrdl (Al — I,) je limita
soudtu m takovych rozdili; proto je
|AI —I| < 3IAKA. (8)

Vzhledem k (5) konverguje (AI — I,) k nule, roste-li m do
nekoneéna; tim je dokdzdna sprdvnost rovnice (6).

Obdobny vysledek plati pro funkei libovolného podtu nez4-
visle proménnych. V pfipadé, %e f je funkece jen jedné nez4-
visle proménné a Ze A = }, vyjadfuje (6) Poincaréovu vétu
uvedenou v pfedeslém odstavei.
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¢) Vratme se k funkei f(z, ¥, z) tFf prom&nnych a pFedpo-
klddejme, %e f nezdvisf na z. Pak je tfetf élen na pravé strans
rovnice (2) roven nule a proto budeme miti na misto (7)
nerovnost

M— M < K. 9)

Predpoklddejme nyni, Ze utvofime integrily I a I, s troj-
rozmérnymi integraénimi obory A resp. 4, jako dfive, s tim
rozdilem, Ze ,,elementdrni obory* budou miti s rostoucim m
do nekoneéna, nekoneéné malé rozméry ve smérech Oz a Oy;
plipustime vBak, %e rozméry elementdrnich oborf nejsou
nekonedné malé ve sméru Oz. Bude tedy

|42 £ 1, |[4y| £ 1, liml = 0,
m—>o

bude platiti nerovnost (9), a z nf plyne, Ze (8) se proménif na
|AI — I,| < 2IAKA. (10)

Z toho pak ndsleduje, Ze rovnice (6) plat{ i v tomto piipadé:
f(z, y, z) nezavisi na z arozméry elementérnich oboril, méfené
rovnobéiné k Oz, nemajf za limitu nulu.

38. Nové Fefenl ulohy o jehle. a) Na vodorovné roviné jsou
narysovény ekvidistantni rovnobézky; vzdélenost dvou sou-
sednich rovnobézek budi% 2a. Hodime na rovinu jehlu o délce
2b. Ulohou je vypoéitati pravdépodobnost p, Ze jehla protne
nékterou rovnobézku.

Vyjadiime nejprve podrobné piedpoklady, za kterych
kondme pokusy: Rovnobézky jsou narysoviny na vodorov.
ném &tverci C, jehoZ strana m4 délku 2na (podet rovnobézek
= n + 1). Jeden vrchol &tverce je v poédtku O pravoihlych
soufadnic a dvé jeho strany leii v osdch Oz a Oy. Vrcholy
étverce majf tedy soufadnice

(0,0), (2na, 0), (2na, 2na), (0, 2na).
RovnobéZky narysované na &tverci majf rovnice

y=0y y=2a, y=4a, ceey y=27ba,
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a d2lf jej na n shodnych obdélnfki o rozmérech 2na a 2a. Na
zalatku kaZdého pokusu umistime jehlu ve stfedu dtverce C
tak, %e jejf osa je svisld a udélime ji pak uréitou rychlost ve
sméru svislém vzhiiru. Jehla oviem nenf na poditku v na-
prosto pFesné svislé poloze, podétedni ndraz, kterym se jehla
uvadi do pohybu, méni se od pokusu k pokusu co do sméru
i velikosti, tfebaZe jen v malych mezich. Proto dopadé jehla
v riznych pokusech na riznd mista ¢tverce. Ale odchylky
v poddtednich podminkdich nesméjf byti pfli§ veliké, poné-
vadz jehla nem4 padnouti mimo &tverec. Pfedpokliddme, Ze
je mélo pravdépodobno, Ze jehla dopadne na obvod &tverce.
Budi% p, pravdépodobnost, Ze stfed jehly dopadne dovnitf
étverce o strané 1 cm, jenZ je narysovédn pobliZe stiedu
¢tverce C; budiz pak p, obdobn4 pravdépodobnost pro plosku
1 cm? poloZenou pobliz obvodu é&tverce C. Patrné bude
D1 > Pa-

Nazveme z,y soufadnice bodu, do kterého padne stied
jehly a pismenem @ prostou velikost jeji odchylky od osy
Oy, pfi tom nepfihlizime k orientaci jehly, takZe je vidy
0 < w < 3n. Hustota pravdépodobnosti pro dopad stfedu
jehly na uréité misto x, y a pro uréity dhel w budiZ f(z, y),
nezdvisld na w. Funkce f(z, ¥) je kladn4, m4 spojité parcidlnf
derivace 1. fddu takové, zZe

| < K, lfy| < K
a vyhovuje podmince

f{ff(x,y>dxdydw= 1, o))

kde A zna&i obor viech moZnych pifpadi uréeny podmin-
kami:

05z 2na, 0Ky 2na, 0 w< 4.
b) Hledan4 pravd&podobnost p je vyjddiena vzorcem

p= fif [z, y,) dz dy do, @)
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kde A, je obor viech piipadfi, ve kterych jehla protne ndkte-
rou rovnobé&zku. Je-li & vzddlenost stfedu jehly od té rovno-
bzky, kterou protind (h < b), je

0 < w £ arccos —%—;
obor 4, je definovdn nerovnostmi
0< 2L 2na, 212 < y< 2va + b,

0 < w < arccos l:b-gﬂ

=012, ..,n—1)

pro piipad, Ze pofadnice y je v&tsi neZ pofadnice protaté
(v-té) rovnob&zky, a nerovnostmi

0525 2na, 21a—b < y< 2va,

2va —y
b

=12 .., n)

0 < w < arccos

pro pipad, Ze pofadnice y je mendf ne% pofadnice profaté
(v-té) rovnobézky.

Povaiujme z,y a w za obydejné pravotdhlé soufadnice
bodu v prostoru a sledujme tvary oborii 4 a 4,. Obor 4 je
pravouhly rovnobéinostén, jehoz zdkladnou je &tverec C
a jehoZ vyika se rovnd 477. Rozdélime obor 4 na n? elementér-
nich obori dvéma soustavami rovin kolmych k roviné
&tverce C; jednak rovinami, které prochdzeji kazdd jednou
z danych rovnobéZek:

y=2va, =12, ..., n—1),
jednak rovinami kolmymi k piedeslym:

z=2va, =1, 2, ..., n—1).
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KaZdy elementdrni obor je tedy pravothly hranol, jeho%
zékladna je &tverec o strané 2a a jehoZ vyska je rovna §.
Rozdélme ddle tyto elementérni obory vélcovymi plochami
(jichZ hrany jsou rovnobéiné s osou Oz):

a)=arccos-'2:b2w, »=01,..,n—1; y>2a)
8
2va —y
w= arccos—b—, =012 ..,%y< 2va).

Kazdy elementarnf obor se tak rozdéli na dvé& &isti. Jedna,
kterou nazveme bilou je tvofena body (z, ¥, @) zndzorfiuji-
cimi piipady, kdy jehla protind jednu ze dvou sousednich
rovnobéZek; druhd, kterou nazveme &ernou, je tvorena zbyt-
kem oboru. V obr. 18 je fez elementirniho oboru rovinou
kolmou k Oz; je patrno, Ze bil4 &4st (nevydirkovand) se
skldd4 ze dvou vz4jemnd nesouvisicich dild.

w

Ny
Njx

2a '
Obr. 18.

Obor A4, je tvofen souborem viech bilych &4stf. Pomé&r bilé
d4sti k celému elementirnimu oboru je roven poméru bflé
plochy v obr. 18 k celé plose obrazce, tedy
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b
h 2b
A= (2farccos—b- dh) 1 2a4m = — (3
0

V oznadeni nerovnosti (10) odst. 37 je

l=;12£, 2=w,m=nl= 2a, A = 2n%aln,

takZe podle (10) bude
[AI — I,| < 16ba*n*mK.

Ptipustme, Ze podet rovnobézek n roste do nekonedna a Ze
pii tom se neméni ani pomér b/a ani plocha P &¢tverce C. Je
tedy P = 4a®n?, lima = 0, limb = 0, tak¥e plati podle (6)
odst. 37

lim(Al — I,) = 0;
N—> D
podle (1), (2) a (3) odst. 38 je

. 2b
I=1, p=llmIl—}.I_l_-E.

n—ao
Vysledek vyjddiime takto: Je-li podet rovnobéiek narysova-
nyjch ve étverci C velmi veliky, je za pfedpokladii uvedengjch
v odst. 38a pravdépodobnost. %e jehla protne nékterow rovno-
b&kku, rovna pFiblitné 2b : na.
¢) Kdyby hustota pravdépodobnosti, Ze stied jehly do-
padne na dané misto &tverce C, byla konstantni = f, méli
bychom misto (1)
i‘.-: 2na 2na

t.f [ [dedydw = 2n%2a.f=1;
=00 0

hledan4 pravdépodobnost by byla vzhledem k (2) rovna

[/ [ dzdy dw
—_—“"—__-;1:2
P [/ dz dy dw a’
4
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nebot viechny elementdrni obory jsou stejné a pomér obou
trojndsobnych integrild je totoiny s pomérem bilé &4sti ele-
mentédrniho oboru k celému oboru, kteryito pomér je uréen
rovnicf (3). Tento vysledek se shoduje s diive podanym di-
kazem Buffonova vzorce; viz rovnici (4) odst. 33.%)

39. Valivy pohyb koule po vodorovné rovind. a) Na povrchu
koule o poloméru a je ddn sféricky obrazec S omezeny uza-
vienou kiivkou bez dvojného bodu. Polozime kouli na vodo-
rovnou rovinu « tak, Ze z poditku bod O kulového povrchu
dotykd se ji v bodé O,; v daldim budeme znaditi body leZici
na povrchu koule pismeny O, 4, B, ... a body leZici v roviné
o pismeny s indexy: 0,, 4,, B,, ... . Udélme kouli vodorovny
niraz, tak?e se vali po roviné a zastavi se posléze (vlivem
tfeni a pod.) v urtité koneéné poloze; budiz T, bod dotyku,
v ném# se rovina « dotyk4 koule a T pfisluiny bod kulového
povrchu, splyvajici v koneéné poloze s T',. Pravdépodobnost
p, %e T lezi uvniti obrazcé S, vyjadiime za t&chto pfedpo-
kladu:

1. Poddteéni poloha koule viiti roviné « je ptedepséna (bod
O splyvé s 0,).

II. Koule se vali po roviné bez klouzdni a jeji poéiteéni
rychlost nepfekrodi urdité meze, take stfed koule opise
usedku ne delsi nez 27zna (koule se otodi nejvyse n-krit kolem
vodorovného priméru). Bod O opisuje pfi tom cykloidu obsa-
Zenou ve svislé roviné prochézejici bodem O,. Smér iiseky
opsané stfedem koule miiZe byti jakykoli, oviem vodorovny;
n je veliké kladné celé &islo.

*) Vysledky uvedené v odst. 38 jsem uveiejnil v pracich Nové fe-
#eni Buffonovy ulohy o jehle (Rozpravy (eské Akademie, II. ti.
R. 26, &. 13, 1917); Sur une nouvelle golution du probléme de I'aiguille
(Bulletin des sciences mathématiques, 2¢ série, t. 44, 126—136, 1920).
M. Fréchet doplnil moje tivahy v &lénku Remarque sur les probabilitéas
continues (Bull. des se. math. 2e série, t. 45, 87—88, 1921). Viz téZ
Fréchet-Halbwachs: Le calcul des probabilités & la portée de tous p. 49
(Paris, 1924); Fréchet: Recherchea théoriques modernes sur le Calcul
des probabilités, fasc. 1. (Paris, 1925).
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1. p 1ze vyjddtiti integrdlem
p=[/Fle)ededp (1)

kde g a @ jsou poldrnf soufadnice v roviné « s pélem v bodd
0;; o dp dg je element ploSného obsahu v roving; hustota
pravdépodobnosti F(g) (t. j. pravdépodobnost pfipadajief
na 1 em? roviny) je kladnd spojitd funkece privodide g, jejiZ
derivace je men3{ nez dand konstanta K, a plati, Ze

2nna

fcf Flo)pdodp = 2nof Flo)ede=1, 2)

kde C zna&f kruh opsany v roviné « kolem bodu O, polom&.
rem 2znna. P znadi obor viech pfiznivych pfipadd, t. j. mnoZ-
stvi viech bodii, které mohou byti body dotyku 7', roviny
8 kouli v jeji koneéné poloze.

b) VEimnéme si pfipadu, Ze hustota F(g) pravdépodobnosti,
kterd nezdvisf na @, nezdvisi ani na p. Polozime-li F(p) = ¢,
d4 rovnice (2)

2nna

27¢fp dp = 4n¥cnad = 1,
0

tedy
o= 1
T 4ndn%a?

a podle (1) bude

1
P=mffed9d¢~ 3
P

Dvojndsobny integral (3) se rovnd ploSnému obsahu ,,0boru
piiznivych pfipaddr”; ve jmenovateli je obsah kruhu C.

¢) V nékterych pfipadech, i kdyz funkce F(p) neni kon-
stantni, 1ze potitati, aspon pfiblizZné, hodnotu p hledané
pravdépodobnosti methodou. obdobnou methodé vyloZené
v odst. 36 (zobecnén4 tloha o ruletd) nebo v odst. 38 (problém
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jehly). Misto elementdrnich oborii mdme zde mezikrui, kterd
vzniknou, délime-li kruh C kruZnicemi o stfedu O, a polomé&-
rech 2na, 4na, 6na, ... , (n — 1)27a. TH takové piiklady jsou
uvedeny v ndsledujicim odstaveci.

40. TFi pFiklady valivého pohybu koule. a) Na kouli narysu-
jeme hlavni kruZnici, kterd déli jejf povrch na dvé stejnd
veliké &4sti; jednu ,,8ervenou‘ a druhou ,,bilou‘*. Kouli polo-
Zime na vodorovnou rovinu « tak, aby stfed O dervené &asti
splyval 8 bodem O, roviny, jenZ je tedy bodem dotyku roviny
a koule. Uvedme pak kouli do pohybu za podminek uvede-
nych v odst. 39. Jak velik4 je pravdépodobnost p, Ze se koule
zastavi v takové poloze, Ze se dotyk4 roviny bodem leZicim
v dervené &4sti kulového povrchu?

Vypotet obdobny vypottu v odst. 37—38 vede k vysled-
ku:¥)
|p — 3| < 4n®na*K, 1)

kde ve shodé s oznadenim odst. 39 znaéi

a = polomér koule,

n = nejvetsi potet obritek, které koule pfi valivém pohybu
miiZe vykonati,

K = horni mez derivace hustoty pravdépodobnosti F(p),

p = je obecné ddna rovniei (1) odst. 39.

Je-li pravé strana nerovnosti (1) dosti mal4, je p pfibliZnd
rovno 3. V piipadé, Ze F(g) = comnst, je K =0, a tedy
p=1%

b) Do koule je vepsina krychle o vrcholech A BCDEFGH.
Sestrojme nad kaZdou hranou krychle oblouk hlavni kruz-
nice, takZe se povrch koule rozdéli na Sest kiivodarych &tyk-
tihelnikii, které oznaéime I, I1, ..., VI. Ctyi'ﬁhelnik VI budiz

*) Uvéddim zde jen vysledky; stran podrobnostf viz muj &ldnek
Sur la méthode des fonctions arbitraires (Acta Mathematica, 40,
95—113, 1926), moje spisy Geometrické pravd&podobnosti (Praha,
1926, odst. 40), Méthodes générales du Calcul des Probabilités (Mémo-
rial des sciences mathém. 52, Paris, 1930, No 2).
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protilehly k I. V pogdteéni poloze necht koule lezf na roving
o tak, Ze stied ¢tyfihelniku I splyvé s O, (obr. 19). Pravdd-
podobnost p,, Ze se koule zastavi tak, Ze bod dotyku bude
v &tyfihelniku I, rovnd se pfisluSné pravdépodobnosti py;
pro &tyhihelnik VI a plati

|p1 — 4| < 8n*n?alK A, (2)

Obr. 19.

Je tedy, pokud pravs strana (2) je dosti mald,

Déle plati

Mm=pm=nv=pv=1—2p=0466... (4)
Rovnice (3) a (4) plati pfesné, je-li F(p) = const, tedy
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¢) Do koule je zase vepsina krychle jako v predeslé uloze.
V poléteéni poloze dotykd se koule roviny &« ve vrcholu 4
krychle (viz obr. 20). Pravdépodobnost, %e bod dotyku koule
s rovinou bude leZeti v jednom ze Sesti kfivodarych tyrihel-
nikd je stejnd pro viech Zest &tyitihelnikl a rovnd se, pro
piipad, Ze F(g) = const, jedné Sestiné.*)

Obr. 20.

*) Je-li F(g) konstantni, vede vypolet pravdépodobnosti p pro
kterykoli ze 8esti &tyfdhelnikd k hodnot®

in
2

1 .
p=—farcsm — - d
n o Vﬁ—sin(%n + 2¢) v

arcsin je uréen podminkou, %e s rostoucim ¢ v intervalu (0,37) stéle
roste a rovné se §=, kdyZ ¢ se rovné §z. PondvadZ soudet Sesti pravds.
podobnosti je 1, musf byti p = }. Pan prof. O. Borivka mn& sdélil
(v dopise ze dne 8. z&F 1925) dikaz, kterym se pfimo odivodiuje, Ze
uvedeny integral se rovné §n, takiep = }.
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41. Poznimky o geometrickych pravddpodobnostech. V odstavci
3740 jsme uk4zali, jak se ,,regularisace‘* zavedend Poin-
carém v tloze o ruleté (odst. 36) pFendsi na jiné dlohy o geo-
metrickych pravdépodobnostech. I kdyZ hustoty pravdépo-
dobnosti, ze kterych se vychdzi (n. pf. pro zastaveni rozto-
&ené rulety nebo pro dopad stiedu jehly) nejsou konstantn,
Ize odiivodniti, Ze hledané pravdépodobnosti (Ze ruleta se
zastavi u &ervené vysele, Ze jehla protne nékterou rovno-
bézku) maji pfiblizné takové hodnoty, jaké jim pkisuzuje
elementdrni theorie zaloZen4 na poétu s konstantnimi husto-
tami pravdépodobnosti. Elementérni definice geometrickych
pravdépodobnosti (odst. 26, 27) zaloZené na obdobé s plivodni
definici pro nejjednodu3si dlohy (odst. 1) se dopliiuji zvl4st-
nimi vztahy, které v odst. 36—40 byly odvozeny mezi urdi-
tymi pravdépodobnostmi s proménnou hustotou a pravdépo-
dobnostmi hledanymi. Srovnajice elementérni zpsob s timto
obecnéjiim dochdzime k odiivodnéni a vysvétleni pojmu
,,5tejné pravdépodobnych pfipadi‘, které n. pf. pro hod
kostkou shrneme takto: vriend kostka kond sloZity valivy
pohyb nez se zastavi a poéitdme s tim, Ze je nekonedné mnoho
poloh, ve kterych se miize na konec zastaviti a Ze ka%d4 z nich
m4 obecné jinou pravdépodobnost. Pfece viak usuzujeme,
e pravdépodobnost kteréhokoli pottu ok je rovna . Nebylo
by snadné vziti do poétu valivy pohyb kostky a podrobnd
odiivodniti, prod dekdme se stejnou pravdépodobnosti kazdy
ze Sesti pfipadii. Ale cesta k tomuto cili je naznadena felenim
tilohy (viz hlavné odst. 40¢) o valivém pohybu koule po rovi-
né; povrch koule je rozdélen na #est shodnych sférickych
Styfihelnikdl, jichZz vrcholy jsou zdroveh vrcholy krychle
vepsané do koule. S tohoto hlediska jsou nejen tdlohy o vrhu
kostkou nebo penizem, nybrZ viibec viechny dlohy o pravdsé-
podobnostech tykajici se pohybu téles dlohami o geometric-
kych pravd&podobnostech; adkoli nds zajimé pravddpodob-
nost zjevu zd4nlivé zcela jednoduchého (kolik ok padne pfi
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hodu kostkou, padne-li peniz na lic & na rub), nezapomindme,
Ze moinych piipadil je nekoneénd mnoho.*)

*) O geometrickych pravdépodobnostech jednaeji mimo knihy ji
dfive uvedens, tyto spisy:
Crofton: Probability (¢l4nek v Encyklopedia Britannica).

Czuber: Geornetrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte (Leipzig,
1889). Vyslo téZ francouzsky:

Czuber-Schuermans: Probabilités et moyennes géométriques (Paris,
1902). '

Hostinskij: Sur les probabilités géométriques (Spisy vyddivané p¥iro-
dov&deckou fekultou Masarykovy university &. §0, Brmo, 1825).

Hostinsky: Geometrické pravdépodobnosti (Praha, 1926).
Deltheil: Probabilités géométriques (Paris, 1926).
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KEAPITOLA CTVRTA

RUZNE ULOHY

42. Pravddpodobnosti sloZitych zjevd. a) Budiz p, pravdépo-
dobnost, Ze se vyskytne zjev E,, p,, pravdépodobnost, Ze sc
vyskytne E, a p,, pravdépodobnost, Ze se vyskytne E,. P¥i
tom nepfedpokldddme nic o tom, jsou-li zjevy E; zdvislé
jeden na druhém, nevyluéuji-li se vzdjemné; soudasné s jed-
nim z nich miZe se vyskytnouti i druhy z nich nebo oba zby-
vajici. BudiZ pak p; pravdépodobnost, Ze E; se vyskytne
sdm (bez druhych dvou); k = 1, 2, 3. Obdobné oznaéime zna-
kem py = pi; pravdépodobnost, %e se vyskytnou E; a Ej
(bez ohledu na to, vyskytne-li se tfeti zjev) a znakem
Pit = Pri’ pravdépodobnost, Ze se vyskytnou jen E; a E
s vyloudenim ttetiho; ¢,k =1,2,3,% & k. Koneéné budiZ
P12s pravdépodobnost, ze se vyskytnou viechny tfi zjevy

v By By,

Ponévadi E, se vyskytne bud sim, nebo doprovizen zje-
vem E,, nebo doprovizen zjevem E,, nebo kone&né doprova-
zen ob&ma zjevy E, i Es, plati rovnice

P1=0~+ P12 + P13’ + Pros-

Ponévadz zjevy E, a E,, vyskytnou-li se oba, bud nejsou
nebo jsou doprovdzeny zjevem Ey, je

P12 = P12 + Piss» P1s= P13 -+ P1ss
a méme, vyloudice z prvni rovnice p,," & p,5’,
P =P —Pra—Pis + Pias

P12 = P12 — Pig3» P13’ = Pis — Piss-

Podobné rovnice bychom odvodili zimé&nou indexd pro p,’,
Py’ 8 Pro Py’
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Pravdépodobnost PO, ze se vyskytne jediny ze zjevl E,,
E,, Eybez druhych dvou (neni ddno, ktery), je

PO =p'+p'+ p'=
=P+ Pa+ Ps— 2(P1a + P1s + Pm) + 3P1as-

Pravdépodobnost, Ze se vyskytnou jen dva z uvaZovanych
t#f zjevil bez tFetiho (neni dano, které dva), je

PO = piy' + Py’ + Doy’ = Pra+ Prs + Paa— 3Pyps-

Pravdépodobnost P, e se vyskytne aspon jeden ze zjevid
B, E,a E,,je

P= PO 4 P® 4 p.—
= Py + Py + P3— (P1a + P13 + Pas) + Praa:

b) Vezmeme-li v dvahu # riznych zjevi E,, E,, ..., E,,
Ize odvoditi rovnice, obdobné pfededlym, které vyjadiujf
razné pravdépodobndsti jako funkce pravdépodobnosti p;
(Ze se vyskytne viibec zjev E,), py (Ze se viibec vyskytnpu
dva zjevy E; a E;), Pkt (Ze se vyskytnou vibec t zjevy E;,
Ey a E)) atd. BudiZ p;’ pravdépodobnost, %e se vyskytne jen
zjev E; s vyloudenim ostatnich, '’ pravdépodobnost, Ze se
vyskytnou jen E; a Ej s vyloudenim ostatnich; P®) budi%
pravdépodobnost, Ze se vyskytne jen jeden ze zjevi E; (neni
déno, ktery), P® pravdépodobnost, Ze se vyskytnou jen dva
z nich (neni déno, které); budiZ kone&né P pravdépodobnost,
e se vyskytne aspon jeden ze zjeviL K, El, ..., E,.

Plati tyto vztahy.*)

*) @. Castelnuovo: Calcolo delle Probabilitd, seconda ediz. I., 29,
Bologna. — H. Poincaré: Calcul des Probabilités, 21éme &dition, 60;
Paris, 1912. — M. Fréchet: Recherches théoriques modernes sur la
Théorie des probabilités, premier livre, 12, Paris, 1937. O fad$ podob-
nych tuloh jedné spis M. Fréchet: Les probabilités associées & un sys-
téme d’évenements compatibles et dépendants (Actualités scienti-
fiques et industrielles No 859, 942, Paris, 1940—43).
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Py = Px—z_Pu + gpm--- (1)

P’ = P1a— ani + gplzib- . (2)
PO =3p/ = p;— 22?& + 3%1’&1- . 3)
1 1 k] L7 (7
PO = Spy’ = Dy — (3)s 2Pur + 4 X Pitim-.- (4)
k ik Tkl ikim
P=2PO=73p— gpik + %P«'kt- .- (5)
t L] 1 17

kde soudty vztahuji se ke viem kombinacim indexi 1, 2,
3, ..., n bez opakovéni. K odfivodnéni rovnic (1) a (2) pfi-
pomefime samozfejmé rovnice

n=p+ an-' + Z":Puk' + ...
13 1
Pu = P + gpm' + gf’uu' +... (6)
Dyt = Puit’ + zpukz' + ’zpn'klm, +...; (N
m

zde znadf p,', P, ikts - .- pravdépodobnosti, Ze se vyskytnou
jen zigvy E,, Ey, E;, resp. jen E,, E;, E;, E; atd. Utvotice
sef{tdnim rovnic tvaru (6) a (7) soudty

Zpli: Zpub
i tk

a vyloudice pak soudty
pr' 2P’
i tk

dostaneme vztahy (1)a (2).

¢) V osudi je n kouli o&islovanych &isly 1, 2, ..., n. Koule
se vytahuji postupné jedna po druhé, vytaZzené se nevklidajf
zpét. Jak velkd je pravdépodobnost P, Ze aspon v jednom
z téchto n tahii se shodne jeho pofadové &islo g dislem vyta-
Zené koule?
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BudiZ p; pravd&podobnost, e pfi i-tém tahu vyjde koule
s &islem 4; pg, Ze pi ¢-tém vyjde i-td a pi k-tém k-t4 atd.
Pak je podle (5)

P=Dpi— Dpu+ D pu.-.
< & ikl
Zde je pro libovolné 4, k, ...

1
Py= Pik=m’ P = wn—1)(n—2) " "
a tedy
1 1 1
P=n.7‘-—(n),.m+ (n)’n(n—l) (n—2) cos
nebo
(=1

1 1
P=1 2l+3! e n!

43. vytvofujlel funkce. V n&kterych ulohich je vyhodné
povazovati hledané pravdépodobnosti P;, P,, P, ... za koe-
ficienty ur¢itého mnohotlenu F(x) proménné z. Dovedeme-li
sestrojiti mnohoélen F(x), uréime hledané pravdépodobnosti
jako jeho koeficienty.

Tak pravdépodobnost Py, Ze k kostkami vrhneme soudet
ok rovny N, je podle odst. 7e rovna koeficientu pfi z¥ v roz-
voji mnohoélenu F(z), kde

F(z)=%(z+ R e e Al ol A z°)5‘=

= kak + Pk+1:b‘k+1 oo + Pok.‘l:u.

V tomto rozvoji se nevyskytuji mocniny proménné z niZ3f neZ
k-t4 ani vy33i neZ 6k-t4. Patrnd je

1 1
P],:E, Pok=-6—i.

1)
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Jiny piklad poskytuje rozvoj dvojélenu podle binomické
véty v dloze o pravddpodobnostech pfi opstovanych poku-
sech. Budi% p pravdépodobnost, %e se pokus podafi, a po-
loZme

F(z)= (pr+ 1 —p)*= Po+ Pz + Pgz*+ ...+ Py (2)
koeficient p¥i ™, totiz

Py = n)pp™1 —p)»™, m=0,1,2,...,n,
je podle (1) odst. 13 roven pravdépodobnosti, Ze v fadé »
pokusi se vyskytne m zdafenych a (n — m) nezdafenych.

Funkce F(z) (mnohodlen), jejiz koeficienty se rovnaji
hledanym pravdépodobnostem, se nazyvé podle Laplacea
vytvorujict funkcf. Mnohodlen (1) je vytvofujici funkef
v 1iloze o soudtu ok na k kostkdch, mnohoélen (2) je vytvorfu-
jicf funkef v iiloze o opakovanych pokusech.

44. Andrédv princlp soumérnosti. a) Vratme se k dloze o opako-
vanych pokusech (odst. 13) za pfedpokladu, Ze p= }.
Nékdo hézi penizem; padne-li lic, zfské 1 Kds, padne-li rub,
ztraci 1 Ké&s. BudiZ » podet hodil v jedné ,,partii‘,

m ... podet hodi, kdy peniz padne na lic

m' ... polet hodd, kdy peniz padne na rub mom=n

tchylka 4 je definovéna rovnief

h=m—in,
takze
m=4n-+h, m'=kn—h. (1)
Hriéav zisk na konci partie o n hodech je
m —m’ = 2h. (2)

Pravdépodobnost P,,, Ze v partii o n hodech bude m hodl
pfiznivych (hodi na lic) je podle (1) odst. 13 pro p = %;
n! 1 (m+m)! 1
min—m) 20 mlm’l 2mim”

Pp=
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V tomto vzoreci je prvni &initel, totis
(m 4 m')!

mim'!

&)

roven podtu partii o celkovém po&tu m 4 m’ hodd s m
hody pHznivymi; 2* je podlet viech moZnych riiznych
partif oz hodech.

Znizornéme viechny moZné partie diagramem (obr. 21).
Na osy Om a Om’ naneseme, poéinajice bodem O, stejné
veliké dily o délce a; vedeme pak délicimi body rovnobézky
k osdm, takZe se celd rovina rozdéli na &tvercovou sit. Prvni
hod budiZ zndzornén dsetkou 00,, padne-li peniz na lic,
a 1dsedkou 00,, padne-li na rub. Ka?dy daldi hod bude
zndzornén tsedkou o délce a rovnobéinou bud s Om nebo
8 Om' podle toho, padne-li peniz na lic nebo na rub. Obrazem
partie bude lomen4 &ira zadinajici v O a konéici v bodé M
o soufadnicich m, m’. Podet hod v partii je m + m' = n
(v obrazci je bod M volen tak, ze m = 6, m' = 4, n = 10).
Podle (2) je hrativ zisk odpovidajici takové partii roven
m —m’ (pro zobrazeny bod M je m — m' = 2). Pohybuje-
me-li se po lomené &ife od O smérem k M, jdeme vidy bud
v kladném sméru Om nebo v kladném sméru Om’, nikdy
v zdporném. Uhrnny podet
viech lomenych &ar takto se- m. A7
strojenych, které zadinaji v O | d
akondi v M(m,m'), se rovna /
vyrazu (3). Kdybychom ke
ka?dému vrcholu sité piipsali

pFisluSinou hodnotu vyrazu - 4
(3), dostali bychom Pascaliiv [*. 2
trojihelnik (viz odst. 3c); [
vrchol trojihelnika je v bodé pgt—
0 a jednotlivé fidky ve sche-

matu na str. 11 odpovida- ,0 O, =
jici hodnotdm n =1, n =2, Obr. 21.
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n=3, jevli se v obr. 21 jako pHe¢ky kolmé k 04 (prvni
tfi jsou v obrazci vytedkovény).

b) Sledujme, jak se postupné méni hradiiv zisk prib&hem
partie zndzornéné lomenou ¢arou OM: jak veliky je po prv-
nim hodu, jak po druhém atd. Zisk miiZe byti po nékterych
hodech roven nule (kdyZ pkisludny vrchol lomené &ary leZf
na OA) nebo zdporny (kdyZ piisludny vrchol lezf nad tseé-
kou 0A4); lezi-li pFisludny vrchol pod OA, je zisk kladny.

PoloZzme si otdzku: Je-li bod M pod 04 (jako v obr. 21),
kolika lomenymi &arami lze spojiti O 8 M(m, m') tak, aby
celd &ira zustala (nehledé k bodu 0) pod 0A4? Jinymi slovy:
kolik partif, kazdd o m + m’ hodech, mi tu vlastnost,
Ze prib&hem partie zustdvé zisk stdle kladny a Ze na konec
m4 hodnotu 2k = m — m’, kde m je podet pkiznivych hodii
a m’ polet nepfiznivych? (m a m’ jsou dand celd &isla,
m > m').

D. André roziedil tilohu tim, Ze vzal v uvahu ke kaZdé
lomené &afe OM, kterd protind dsetku 04, &iru k ni soumér-
nou podle OA4. Budiz x hledany podet lomenych &ar OM, které
neprotinaji OA. Nechf O, je bod (a,0) a O, bod (0, a); viz
obr. 21. Podet viech &ar, které zadinajf v O, a kondf v M,
je podle (3) roven

(m 4+ m' — 1)!
mi(m’ — 1)! ° )
Tyto véechny &iry protinaji OA. Je-li P posledni priseéik
tiry s OA, nahradme jeji &4st omezenou body O, a P &arou
soumérné poloZenou podle OA. Tak dostaneme &iru O, M,
kterd protind OA. Podet viech dar OM, které protinaji OA
a z nichz kazdd zadind bud dsedkou OO0, nebo usetkou 00,,
rovnd se tedy dvojnasobn® vzatému &slu (4); abychom
dostali z, odedteme od (3) dvojndsobnd vzaté &islo (4):
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_(m 4 m')! __2(m+ m' —1)!
mim'! ml(m’' — 1)t
(m+m)'—2m (m—+ m' —1)'
mim']

nebo po snadné tpravé
_(m4+m) m—m 5
mm't  Tm+4m' (5)
Pravdépodobnost, Ze pribéhem partie, kierd se sklddd z m

pHznivich hodd a m' nepfFiznivijch (m > m'), bude miti hrdé
stdle kladny zisk, je

_ (m+m)! 1 m—m'
Qn = mim't T 2mEm o o
nebo
m—m'
=P, —,
Qm m m + mr

kde P, znadf pravd&podobnost, e partie se sklddd z m
pfiznivych hodd a m' nepiiznivych bez podminky, %e zisk
m4 byti stdle kladny pribéhem partie.

¢) Privé fefend tloha je v jddfe totoind s Andréovou
tlohou o volebnim osudi: pf¥i volbé dostane z celkového
podtu hlast kandiddt A m hlasi a kandidat Bm' hlasd
(m > m'). Jak velké je pravdépodobnost P, Ze, kdyZ hlaso-
vaci listky jsou jeden po druhém vybirdny z osudi, je ve
prospéch kandiddta A stdle vétiina vytaZenych listkii ?

Polet vSech moZnych pofadi, ve kterych mohou byti
lstky jeden po druhém z osudi vybrény, rovnd se vyrazu (3);
potet prlznivych pofadi, t. j. t&ch, pfi kterych méd A stdle
vétdinu, je roven ¢&islu 2 danému rovniei (5). Je tedy hledand
pravdépodobnost P rovna

P (m-+m') m—m' (m4 m')
= TmmT  mym o mlm]
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nebo*) P_m—m’
T m4+m

45. Gaussiv zékon chyb. a) Mé&fime-li n. pf. n&jakou délku
milimetrovym métitkem, odedteme na ném celé milimetry
a odhadneme desetiny milimetru. P¥ méfenich se dopousti-
me chyb**); kdo je zbéhly v méfeni, nedéld velké chyby,
nybrz jen malé (v desetindch mm). Statistiky chyb (zejména
v astronomii a v geodesii pfi mé&Feni dhld) ukdzaly, Ze pravdé-
podobnost chyby je tim mensi, ¢im je chyba vétsi. Dochdzime
tak k pojmu ,zdkona chyb*, ktery, pripoustime-li, Ze
hustota pravdépodobnosti je spojitd funkee f(z) velikosti =
chyby, je vyjadfen takto: Pravdépodobnost, Ze chyba lezf
mezi z a = } dz, kde dx znaéi nekonedné malou velidinu,
je vyjadiena vzorcem

f(z) dz.

Gauss volil funkei f(x) zvlaStnim zplsobem, ktery lze
pochopiti, pfipustime-li tento pfedpoklad: Kazd4 chyba =z
rovnd se algebraickému souétu malych ,,elementirnich
chyb, které maji vSechny stejnou prostou velikost &; pFi-
poustime, Ze pravdépodobnost, Ze chyba je kladné rovnd

*) O Andréové tloze psali v patiZskych Comptes Rendus de I'Aca-
démie des Sciences t. 105 (1887) J. Bertrand (p. 369, 437), E. Barbier
(407), D. André (436). Mimo to: @G. Dumas (Nouvelles Annales de
math. 4¢ série, 7, 1907, p. 546, Bertrand (Calcul des probabilités, Paris,
1889, p. 17), H. Poincaré (Calcul des probabilités, Paris, 1912, 2¢ édi-
tion, p. 44), Czuber (Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre An-
wendung, 3 Aufl,, Leipzig, 1914—21, Bd. I, p. 37). Andréiv princip
soumndrnosti mé vyznam pro fefeni rozmanitych tloh; viz o tom
P, Lévy: Sur les processus stochastiques homogénes (Compositio
mathematica vol. 7, 1939, p. 283—339).

**) Chybou nazyvéme rozdil pravé hodnoty z hodnoty nalezené
méfenim. Pfedpoklédéme oviem, Ze lze pravou hodnotu zjistiti. Tak
n. pf. stanovime-li soudet 1hlu v trohujelniku tak, Ze zmafime jeho tfi
thly a pak tato t#i mdrné &isla seéteme, jo chyba v souttu rovna tomu,
kolik chybi do ,,pravé hodnoty*, t. j. do 180°. V jinych piipadech
musime vhodnymi kombinacemi méfeni odvoditi ,,pravé hodnoty*’.
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se pravdépodobnosti, Ze je zdpornd (= }). Pfirovndvime
zde vznik elementérni chyby k tahu z osudf, ve kterém
je tolik bilych kouli kolik &ernych. Tah bilé koule znamen4d
elementdrni chybu & kladnou, tah &rné zdpornou — e.
Pravdépodobnost chyby bude tedy totéZ co pravdépodob-
nost dichylky (viz. odst. 15), kterd se vyskytuje v serii obsa-
hujici n tahd; po kazdém tahu klademe vytaZenou kouli zp&t
do osudf. Uchylka k souvisi s chybou z podle rovnice

x = 2he.

nebot celkem }n 4 A tah@i vede k elementdrni chybd - e,
a n — h tahd k chyb& — &. Je-li # velmi veliké &{slo a nenf-li

h Pédovd vétdi nei V;, plati podle rovnice (3) odst. 20,
(klademe p = })

| N
P(h1<h<h,)=fl/—7;.e » du;
hy

poloZime.li

S S G SR SRS A . )
h—2_e' hy = 2¢’ he = 2" T 25 du = 2e’
b= e
VZne'
obdrifme

zy
k
Pz, <z < g)= f E e~k dy,

coZ je Qaussiv zdkon chyb. Pravdépodobnost, Ze chyba leZf
v mezich z aZ z + dz, je

k (P ]
V;e-kz dz. (1)
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Veli¢ina £ se nazyvd presnost! méfeni. K¥ivka uddvajic
,;hustotu pravdépodobnosti*

flw) = o= b,
T

jako funkci velikosti chyby « mé tvar ,zvonu‘‘ (viz odst.
20b, obr. 1). Pravdépodobnost, Ze chyba mé absolutni
hodnotu nejvjrée rovnou z, je rovna integrdlu

z
e—2

k
o=k dy = 2 dz = O(kz); 2
f V= V=

O(t) znadi funkei dfive zavedenou (odst. 21a).
b) Stfednf hodnota chyby je (viz. odst. 32a)

l Z=+4+
Ko tr gy [ L e =0.
V"{e Tl [ 2V71 ¢ z]z=—-ao

StFedni hodnota, dtverce chyby je (viz rovnici (2) odst. 19

prom:l)
e~k dr — —* dy =
vn - fvn” '

@«

2 1
— 2 o—° —
N lczl/nfy Y= g
0

je tedy tim vétai, &m je £ mensi. Qdmocnina z této hodnoty
se nazyva stfedni kvadratickd chyba u. Je tedy

TR T AR
Pravdépodobnost, Ze chyba je nejvyie rovna y, je podle (2)

3)
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1
Olkp) =0 |—|= ©(0,707...) = 0,683 ....
(k) (V2) o ) =06

Pravdépodobnost, Ze chyba je rovna nejvyse 3y, je
3
V2

Pravdépodobnost, Ze chyba je rovna nejvyse 4u, je

O(3ku) = @( )= (2,121 ...) = 0,997 ....

4 .
O(4ku) =06 (Vé—) =0(2,82...) = 0,9999 ....

c) Budte X a Y dvé velidiny zdvislé na ndhodé&. Prvni necht
se df Gaussovym zdkonem chyb s pfesnosti k, druhéd pak
Gaussovym zdkonem s pfesnostf [; je tedy

Pao< X<z+4+dz)= %e”"”' dz,
n

l
Py<Y<y+dy= Te—"”' dy.
7
Hleddme pravdépodobnost P=P (2 < X + ¥ < 2+ dz),
Ze soudet X + Y jest obsaZen v mezich z a (z + dz) pfed-
poklédajice, e X a ¥ jsou dvé vzdjemnd nezdvislé velidiny.
Pak je podle véty o nisobeni pravdépodobnosti

F= f f B e—poivtdzay,
T
A

kde integradni obor A v roviné Ozxy je ddn nerovnostmi

r<r+y<z—4 da

Je to pruh omezeny dvéma rovnobéZkami o smérnici = — 1,
jejichz prisediky s osou Oy maji pofadnice z a z 4 dz
(viz obr. 22; obor 4 je vyé&irkovin).

Zavedme na misto y novou integraéni proménnou wu
rovnici
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y=1u—=z,

tak¥e v transformovaném integrdlu budou integra¥nimi
proménnymi z a «. PonévadZ

D(z,y) _ 1,o|=1.

Diz,u) |—1,1

Obr. 22.
je

z4+dz 4@
P= ﬁl_ f f o—k'z—"u—2)' dz du.
nu-z F=m—m
Zavedme dédle misto x proménnou £ rovnici
Py

Tere o
Vychézf z+dz +o

P Kl g o
=— P odu . [ em dS
a)ke + B2 f ° f

z JEFE—

pondvadZ pak (viz odst. 19a)
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e+de 4
ffu) du = f(z) dz, [~ = |/m,
je z -0
H
== = —H*
T e dz, (4)
kde
1 1 1
TE-ETTE ®

Smysl rovnice (4) vyjédiime takto:

Soudet X + Y dvou velilin, kterd se Fidf Gaussovym zdkonem
8 presnostmi k resp. 1, Fidi se tymZ zdkonem s pFesnosti H,
kterd je dana rovnici (5).

Kdybychom nazvali x4 a x’ stfedni kvadratické chyby pro
X resp Y a u" stfedni kvadratickou chybu pro (X 4 Y),
dostali bychom — viz (3) — rovnici (5) ve tvaru

pr=pt ot

Ve zvld¥tnim p¥ipadé, Ze X i ¥ #idi se Gaussovym zdkonem
8 toutéZ pfesnosti k, je h = k a tedy

1 _2 g_F*
H? — k2 - Vz.
misto (4) mdme pak
ko_E2
)

V:?;z 1 dz. (6)

Pe< X4+ Y<z+d2)=

46, Dvd vity o stfednf hodnotd chyby. a) Rozdélme méfenou
délku na n &4sti (ptibliZné stejnych) o délkich a,, a,, ..., ay
a hledejme stfedni hodnotu &tverce chyby, které se do-
pustime, vezmeme-li soudet nalezenych hodnot (x; znaéi

hodnotu nalezenou méfenim délky a;) za hledanou délku.
Predpokléddme, Ze 8. h. chyby pfi méfeni kazdé jednotlivé
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délky a; je rovna nule a Ze s. h. étverce chyby pfi mé&feni
délky a; je rovna konstant® u? a Ze jednotlivd mé&feni délek a;
nez4visi jedno na druhém. Z rovnic

s.h.(a; — ;) = 0, 8. h. (@; — 2;)2 = pu?, (1)

plyne vypoétem obdobnym tomu, ktery jsme provedli
v odst. 15b, Ze hledana s. h. étverce chyby je

s.hfla+a,+...4+a)—(z,+ 2,4 ... +z4)P =

= 8. B [(@— %) + (@g— %) + - + (@0 — 70) P = nps?.
Tedy: Stfedni hodnota étverce chyby, kterd vznikne, rozdélime-li
danou délku na n Edsti, méFime-li katdou &dst zvld3té a vysledky
selteme, je n-krdt vétsi nez stfedni hodnota &tverce chyby vzniklé
pri méfent jednotlivé Edsti.

b) Méfime-li néjakou délku @ n-krit a je-li pfi kaZdém
jednotlivém méfeni (x; znadi hodnotu nalezenou pfi i-tém
méfenf)

s.h.(@ —z) =0, s. h. (e — z;)* = u?, (2)
jak velikd je s. h. ¢tverce chyby, které se dopustime, vezme-
me-li aritmeticky stfed méfeni

Ty + Xy ..o+ xg

n

za pravou délku?
Hledan4 s. h. étverce chyby je

s.h.[a— Z, + 2+ ...+x,,]= _

n
L ple—mt@—a)+ ..+ @—m)P
n2

Vypoéet obdobny vypodtu v odst. 15 b vede k vysledku,
Ze hledand s. h. je rovna

u?

n
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Tedy: Mé&ftme-li néjakou délku n-krat a vezmeme-li za hledanou
hodnotu aritmeticky stfed vdech méfeni, je stfedni hodnota
&verce chyby, kieré se tak dopustime, n-krdt mendi nef stfedni
hodnota &verce chyby vaniklé pfi jediném méfens.

Poznamenejme, Ze ob& véty dokdzané v tomto odstavei
byly dokdzdny jen na zdkladé nezédvislosti chyb vznikajicich
pki jednotlivych méfenich a na zdkladé rovnosti (1) resp. (2);
plati obecné&, i kdyZ rozdéleni chyb se nefidi Gaussovym
zdkonem uvedenym v odst. 45.*)

47. Borelova véta o spoletnych pravdépodobnostech. a) V ne-
omezené posloupnosti navzdjem nezdvislych pokusii budiZ
pravdépodobnost, Ze se pokus zdafi, rovna }. Pak je podle
(1) odst. 13 (p=})

1
P, = (n)m-F, m=20,1,2,...

pravdépodobnost, Ze mezi prvnimi » pokusy bude m zdafe-
nych.
Ay= limP,=0

n—w

je pravdépodobnost, Ze se nezdai{ ani jeden pokus.
4, =lmP, =0

n—xo

je pravdépodobnost, Ze se zda¥f jen jeden pokus atd. Obecné
jeprok=0,1,2,...

A = limP; = lim [(n)k .—21;]=0 (1)
n—>o n—rw

pravdépodobnost, Ze se zdaif pravé & pokusili. Pravdépodob-
nost, Ze bude vice neZz m zdafenych mezi prvnimi n pokusy,

*) Ctenéf nejde podrobndjsi vyklad o theorii chyb v knize: B. Kla-

dive: M&tické chyby a jejich vyrovnavani (Cesta k v8déni, ev. 24,
1943); viz téz Zd. Hordk: Praktické fysike, 1947,
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je 1—(Py+ Py+ Py ... + Pp).
Roste-li » do nekonelna, je vzhledem k (1)
1—(A0+A1+A2+---)=1 (2)

pravdépodobnost, ¢ v neomezené fadé bude nekonend
mnoho zdafenych pokusi.

b) BudiZ v neomezené fadé nezavislych pokush } pravdé-
podobnost, Ze se prvni zdafi, (})? pravdépodobnost, Ze se
druhy zdafi, (})? pravdépodobnost, Ze se tfeti zdaFi atd.
Pravdépodobnost, ze se nezdaif ani jeden pokus je

T A

nekonedny soudin je konvergentnf, md urditou kladnou
hodnotu. Pravdépodobnost 4,, Ze se jen jeden pokus zdaff,

dostaneme, nahradice v sou¢inu 4, jeden &initel (1 —2%)

¢initelem ?lm—, a seftouce pak vSechny tak vzniklé soudiny.

Tedy 1

2m 1
A1=Ao."2:1 __I_=Ao.2127_—1-.
1——
om
Pravddpodobnost, Ze se zdafi jen dva pokusy, je
1

om on

R

1
=42 ZrhE—T

mn
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kde soudet se vztahuje ke viem kombinacim dvou riiznych
kladnych celych &isel m, n. Podobn8 se uréf pravdépodobnosti
45, A, ..., Ze se zdafi jen tfi nebo jen &tyfi pokusy atd.

Méme tedy

1

Ao+Al+Aa+---=Ao[1+Zl'2;—_—l'+

+2

1 1
2 == h2,F-ne—ne=0 "

+...)]=Ao(l+—2—:l_—1)(l + 221_1)(1 + 231_1)....
4)

Ponévadz pak

1 1 )\ @ —nm
(1_5"‘ (1 * 2"—1>)‘ PE—1

je vzhledem k (3) a (4)
A0+A1+Aa+ Aa+ =1,

a tedy pravdépodobnost, Ze v neomezené fad® bude neko-
neénd mnoho zdafenych pokusiy, je

1—(A0+A1+A2‘FA:;+---)=O- 5)

¢) Ptiklady prdv® uvedené objastiuji obecnou v&tu, podle
niZ levé strana rovnice (4) nebo (5) nemiiZze miti jinou hodno-
tu neZ nulu nebo jednu: V neomezené posloupnosti nezdvislijch
pokusd budif py provdépodobnost, %e k-ty pokus se podafi;
O<p<],(k=1,2,3,..). Jeli fada

Pt Patpat .,
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divergentni, je pravdépodobnost P, fe se vyskyine nekoneénd
mnoho zdafenyjch pokusit, rovna I, je-li ona fada konvergentni,
je P = 0.%)

*) E. Borel: Sur les probabilités dénombrables (Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo t. 27, 1909; viz téZ E. Borel: Traité du
Calcul des Probabilités et de ses Applications, T. I. Fascicule 1.
(Paris, 1924), p. 24.
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CESTA K VEDENI

Vyklady autorovy maji dva
vyznainé body: Pledevaim je to
theorie pravdé&podob-
nostfi opakovanych, vzi-
jemné nezdvislych zjevh se
zékonem velkych &isel. Druhym
dileZitym bodem je kapitola o
geometrickychpravdsé-
podobnostech, v niZ autor
uloZil fadu ptivodnich my3lenek.

Klasické dlohy, jichZ reSeni
vyZaduje n&kdy odvozeni po-
mocnych analytickych vzored,
predkladd <&tendfl zajimavou,
lehkou formou a umoZiiuje mu
tak stdle sledovat uZiti zdklad-
niho principu. Tu oviem bylo
potrebi, aby n&kde pfesnost na-
hradil ndzornym vykladem.

Tak seznamuje &tendie s po-
mérné hlubokymi v&tami poétu
pravdépodobnosti, uéf jej resdit
rozmanité dlohy a ptFipravuje
jej k studiu zejména zAvislych
pravdépodobnostf a Markovo-
vych fretdzfi, kterym je vé&no-
véna druhd &dst,

JOMF BroZ Kiés 47,—
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