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PREDMLUVA

Pii studiu matematiky je vidy zajimavé a velmi poudné
sledoval vyvoj dané otdzky od nejstariich dob. Zdvojeni
krychle (delicky problém) a trisekce uhlu jsou vedle rektifi-
kace a kvadratury kruhu problémy, které maji témét dva
tisice let starou historii. Zde oviem poddvame jen nejpod-
statnéjsi myslenky tohoto vyvoje.

Uvédét historické prameny, které jsou vétdinou nepfistup-
né, povazuji za zbytedné. Obsahly vypodet piisluiné litera-
tury najde &tendf v dile

Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften, IIIABS,
IITAB9Y a ve snadno pFistupnych spisech:

Enriques, Questions riguardanti le matematiche elementars,
dil II.,

Enriques-Fleischer, Fragen der Elementargeometrie,
dil I1.,

Vahlen, Konstruktionen und Approximationen.

V poslednim spise je snad vypodet pfislusné literatury
nejliplné;jsi.

Pfirozenym doplnénim tvah uvedenych v tomto spisku
by bylo sledovdni method, jimiZ byly postupné feSeny rovnice
&tvrtého stupné. Mdme na mysli geometrické interpretace
Cardanovy, Ferrariho atd. Podobné dvahy postupuji od
Descartesa az do novéjsf doby k Darbouxovi a Salmonovi.
Sledovat uziti kuZelosedek v téchto Gvahéch je ve'mi zaji-
mavé. Ostatné zde je nutno hledat i plivod obecné theorie
algebraickych rovnic. Do tohoto spisku jsem viak nechtél
zafadit tyto tvahy proto, Ze by se tim znalné rozsifil.
Mim za to, Ze spisky, které sleduji shora vytéeny ikol,
nemaji byt piili$ obsdhlé.






1. TvoD

Reeni tloh bylo hlavnim cilem starovéké geometrie.
Pfedmétem téchto iivah bylo uréit, jak nékteré &isti geo-
metrického utvaru zavisi na jinych &ili do jaké miry jsou
jimi urleny. Ze zvolenych &4sti se snaZili sestrojit jiné.
Odtud vyplyva klasickd methoda Feseni geometrickych loh.
Nejprve se provadi rozbor & analysa tlohy, jejimZ tdkolem
je stanovit zdvislost ¢dsti hledanych na &astech danych, t. j.
pfevést tdlohu na jinou, jednodussi nebo dfive feSenou. Pak
nasleduje skuteénd konstrukce, potom diikaz, Ze sestrojené
¢asti vyhovuji tloze, a nakonec diskuse, t. j. uréeni poétu
feSeni a stanoveni podminek, za kterych lze iilohu provést.
Jako néstroji se pouZivalo pravitka a kruZidla, jimiZz lze
provést dvé nejjednodussi konstrukce (postuldty):

1. Dva body lze spojit pFimkou,

2. Kolem daného bodu lze opsat kruZnici danym polomérem.

Pfi tom vSak jiZ ve starovéku narazili na tlohy, jez se ne-
podafilo redukovat na tyto zdkladni tdlohy, na pf. déleni
kruZnice na 7 nebo 13 dili, rozdélenf ihlu na tFi stejné &¢dsti,
rektifikace a kvadratura kruhu atd. Jen tlohy, jeZ se daly
Fedit kruzidlem a pravitkem, pokladali za dokonale FeSitelné.
K feseni jinych uloh pouzivali novych prostfedkid, na pf.
narysované kuzeloseky, konchoidy nebo jiné kiivky, a také
riznych apardti. Vyznam pouzivanych prostiedkti zhodno-
tila teprve nejnovéjsi kritickd doba a bylo ukdzéno, které
konstrukce lze provést na pf. pouhym kruZidlem, které
pomoci dané pevné kuZelosetky pouzitim pravitka a kru-
Zidla nebo jinymi prostfedky. K takovym uvahdm je vhod-
nym nastrojem pfedevsim moderni analysa a theorie funkei.

Na zékladé téchto kritickych studii je moZno rozdélit
konstruktivni tilohy na takové, které



a) lze provést presné pravitkem a kruZidlem (ptipadné jen
pravitkem nebo jen kruzidlem),

b) nelze provést témito prostiedky.

Abychom zabrénili nedorozuménti, je tfeba si dobie uvédo-
mit, co nazyvime piesnou konstrukci. Pravime, Ze tloha
je danou konstrukei feSena pfesné, jsme-li jisti, Ze bychom
dostali vysledek dokonale pfesny, kdyby pomiicky, jichz
uiivime (pravitko a kruZidlo), byly dokonalé a pouZiva-li
se jich jen v koneéném poétu operaci.-Tak rozumime pfes-
nosti v theorii.

V praxi ovSem muZe t. zv. pfibliZnd konstrukce dat

presnéjdi vysledek neZ konstrukce theoreticky pfesnd, nebot
pii theoreticky pfesné konstrukei je &asto mnoho vykoni
pomickami, jeZ nejsou vidy dokonalé nebo s nimi nezacha-
zime vidy dosti pozorné. Tim se dostane do konstrukee vice
chyb nez p¥i konstrukei oznadené za pfibliznou, pfi niz se
zpravidla spokojime jen nejmensim podétem operaci.

Je-li pfedloZena néjaks tloha, neni &asto snadné rozhod-
nout, do které kategorie patii. V mnohych otdizkich mize
dit uspokojivou odpovéd zase jen algebra nebo analysa.
Uréime-li dané body nebo jiné dtvary v roviné a prostoru
soufadnicemi, lze vyjddfit vztahy mezi danymi a hledanymi
utvary rovnicemi; soufadnice hledanych bodid nebo utvaria
jsou feSenim téchto rovnic a dospéjeme k nim postupnou
eliminaci. Je-li vyslednd rovnice algebraickd irreducibilni
stupné =, t. j. takovd, Ze ji nelze fesit postupné uZitim rovnic
niz8ich stupnd, Fikdme, Ze 1loha je stupné n-tého. Nevede-li
feSeni k rovnici algebraické, je tloha transcendentni. Podle
tohoto principu, ktery zileii pfedevSim v uZiti algebry,
rozeznavame wlohy stupné prontho &ili linedrni, Glohy stupné
druhého &ili kvadratické, stupné tfetiho &ili kubické, stupné
Gturtého Cili bikvadratické atd.l

1 Obsdhlejsi a velmi instruktivni poudeni o geometrickych tlohdch
je v &lanku J. Vojtécha: Theorie geometrickych konstrukei, Casopis
pro péstovénf mat. a fys., roé. 31.
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V konstruktivni geometrii se jevi nejiéelndji{m rozdéleni
na lohy projektivnd, afinnd a metrické. To je stanovisko
souhlasné s tim, 7e kaZd4 geometrie studuje invariantni
vlastnosti pfi transformacich jisté grupy, tedy grupy trans-
formaci projektivnich, afinnich nebo transformaci t. zv.
hlavni grupy, kterd zahrnuje pohyby (shodnost) a podob-
nost.?

Uloha %4d4 sestrojeni ttvaru, ktery md dané vlastnosti.
Jsou-li to vlastnosti projektivni, nazyva se tloha projektivni.
Takové konstrukce se neméni kolinedrni transformaci é&ili
stfedovym promitinim. Jde-lina p¥. o rovinnou konstrukei
a promitneme-li ji z jistého stfedu (v konednu) na jinou
rovinu, je cesta, kterou dojdeme od téchto Gtvarh k Zddanym,
praveé takovd v druhé roviné jako v prvni. Rozeznivame pak
projektivni tlohy stupndé prvmiho, druhého, tfetiho atd.
Speciilné projektivni 1ilohy prvniho stupné jsou feSitelny
pouhym pravitkem.

Afinnf vlastnosti rovinnych utvart maji vztah k nevlastni
(nekoneénd vzdilené) pifmce a zhstivaji invariantni pfi
afinnich transformacich, pfi nichZ nevlastni (nekoneé&né
vzdilend) piimka pfechdzi sama v sebe, tedy pfi promitani
rovnobéZzném. K promitdni a protindni pFistupuje jesté
vedeni rovnobéiek. Pojem rovnobéZnosti tdzce souvisi,
jak zndmo, s pojmem rovnosti usedek.

V metrickych tlohdch pfistupuje k rovnobéinosti jedté
konstrukce pravého whlu. Metrické transformace 1ze pojimat
jako projektivni transformace, pfi nichZ zlstdvaji invariantni
v roviné t. zv. kruhové body na nevlastni piimce
(v prostoru t. zv. absolutni kuZelosetka v nevlastni roviné).

Ulohy lze také klasifikovat podle toho, jakymi prostfedky
je lze provést; v tomto ohledu ptinesla novéjsi doba opravdu
zajimavé vysledky. Na pf. rovinné afinni vlohy linedrni lze

 Dusledné rozdéleni uloh na projektivni, afinni a metrické je pro-
vedeno ve spise: Vahlen, Konstruktionen und Approximationen,
Lipsko, 1911.



fesit pouhym pravitkem, jsou-li ddny dva pary rovnobézek,
metrické linedrni tilohy lze Fesit jen pravitkem, jsou-li dany
v roviné dva pravé thly, po pFipadé ¢tverec nebo kruznice
s danym stfedem. Projektivni kvadratické dlohy lze provést
pouhym pravitkem, je-li dina v roviné kruznice, po piipadé
jind kuZelosetka. Jsou-li to metrické ulohy kvadratické,
musi byt din jeSté stfed kruZnice (Steinerovy konstrukce).
Nékteré kvadratické tlohy lze feSit pravitkem ve spojeni
s pienaSenim délek. Kubické konstrukce v roviné lze provést
kruzidlem a pravitkem, je-li ddna na pf. pevni elipsa atd.

Pokud se tykd methody pii feSeni geometrickych iloh,
pouzivaji starovéké Eukleidovy ,Zaklady‘ synthetické
methody, kterd se dlouho udrzela na niZ$im i vy38im stupni
nadich 8kol podobné jako v ostatnich evropskych zemich,
adkoli ndbéh k jinym methoddm je patrny jiz ve starovéku
na pf. u Archimeda. Znaény pokrok v elementarni geometrii
zplsobily analytické methody: uZiti algebry, theorie éisel
a predeviim zavedeni soufadnic. Prvni krok zde udinil
Vieta (1540—1603), ktery je vlastné zakladatelem alge-
braické geometrie, daldi pokrok pfinesl Fermat (1601 aZ
1665) a pak oviem Descartes (1596—1650).

Methody, jichz budeme v dal3im pouzivat, jsou:

a) Methoda algebraicko-geometrickd (algebraicko-trigono-
metrickd), kterou rozumime odvozeni vztahu mezi geo-
metrickymi elementy algebraickou cestou bez vyslovného
uziti soufadnic.

b) Methoda analytickd v uisim smyslu, pfi niz zavidime
kartézské nebo jiné soufadnice, t. j. uréime body, pfimky,
roviny atd. soufadnicemi a pfevedeme geometricky problém
na algebraicky. Pak oviem musime provést rozbor tohoto
vysledku a zkouméni jeho geometrického vyznamu.?

3 Z cizojazyénych spisi, které pojednévaji o geometrickych kon-
strukcich a zhodnocuji razné prostiedky, jimiz je lze provadét, lze
kromé& prvnich dvou dél uvedenych v predmluvé uvést spis:

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen, Videri (1906).
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2. ELEMENTARNI KONSTRUKCE

Elementarnimi konstrukcemi budeme rozumét konstrukce
linedrni a kvadratické, t. j. ty, které lze provést pravitkem,
jeZz slouZi k narysovani pfimky dané dvéma body, a kruZid-
lem, jehoZ pouzijeme k narysovini kruZnice uréené stfedem
a polomérem. V algebie odpovidd témto konstrukeim reSeni
linedrnich a kvadratickych rovnic.

Kromé kruzidla, jeZ se viibec povaZuje za nejpfesnéjsi
matematicky nastroj, pouzivime pfi praktickém provddéni
nejradéji dvou pravitek s pravymi ihly nebo aspon jednoho,
abychom mohli pohodlné vést rovnobézky a rychle sestro-
jovat kolmice. Jsme si oviem védomi toho, Ze tyto konstrukce
lze provést pouhym pravitkem s jednou hranou a kruZidlem.
Pouziti pravitka s pravym thlem nepfindsi pfi tomto zpu-
sobu pouziti nic nového, slouZi jen k usnadnéni konstrukece.

Dvéma pravouhlymi trojihelniky lze v3ak provést i jiné
konstrukce, které pfesahuji obor iloh, jez jsme nazvali
elementarnimi.

Tyto elementdrni konstrukce provadime obyéejné pra-
vitkem a kruZidlem, a¢ je znimo, Ze je lze provést jen
kruzidlem.!

Pridrzme se tedy zde uvedeného stanoviska a pFipomenme
si nékteré nejzdkladnéjsi konstrukce.

1. Jsou-li dény tsetky a,b,c,..., lze sestrojit iisetky
b atbie ab abc abcd

a i T
=0 c’ de’ efg

z danych s¢itanim, odéitdnim, ndsobenim a délenim, zkratka
raciondlnimi vykony.

které vzniknou

1 Konstrukeemi pouhym kruzidlem se zabyvé kromé spisi uvede-
nych v prededlé poznamce zajimavé dilo:

Lanascol, Géométrie du compas, Pariz (1925).
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O séitdni a odé&itdni neni t¥eba se &ifit. Chceme-lisestrojit
. ab o "
vyraz z = —, napiseme jej v podobé uméry
z:a="b:c,

naneseme na jedno rameno uhlu 04 = a, na druhé OB = b,

OC = ¢ (O je vrchol) a vedeme BX | CA. Potom je OX = z
(obr. 1).

Obr. 1

Jde-li o vyraz z = ‘%, sestrojime napfed y = ‘;—b, pak

yc
==
Slozitéjsi raciondlni vyrazy lze sestrojit postupnym uzitim
téchto konstrukei.

2. Nejjednodussi vyrazy, které obsahuji kvadratickou
irracionalitu, jsou tvaru l/az + 52, Vﬂ
Prvni piSme ve tvaru

x? = a? + b

x sestrojime podle Pythagorovy véty jako pfeponu pravo-
dhlého trojihelnika s odvésnami a,b nebo jako druhou
odvésnu, je-li a ptepona, b odvésna,

T
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Usetku « = ]/ ab sestrojime ufitim Eukleidovy véty
(2% = ab). x je vySka pravodhlého trojthelnika, a, b tseky
na preponé (obr. 2) nebo x je odvésnou, je-li a pfepona, b
usek prilehly (obr. 3).

Postupnym uzitim t&ch-
to konstrukei lze sestrojit
kazdy vyraz, ktery do- ~.
staneme z danych tsedek ~.
racionilnfmioperacemine- ~
bo druhymi odmocnina- .
mi.? .

Timto zptisobem Ize b—l
také proviadét grafické
vypoéty, pokud obsahuji Obr. 3
raciondlni vykony a druhé
odmocniny. Je oviem tfeba zvolit jistou jednotkovou délku.
Jsou-li na pt. a,b dvé ¢isla a zdroven dsetky, které jim v da-
ném méfitku odpovidaji, a mame-li sestrojit * = ab, stadi na-

—a

ab e ;o "
psat = = T sestrojit iméru x :a = b: 1. Mdme-li sestrojit

.1 -
Tz = g, napiSeme x = a—b-. Podobné pfi z = ]/a polozime

x = Vm'a pouZijeme Eukleidovy véty atd.

Cviceni:
al a4+ b2

1. Jsou dany uselky a, b, c; sestrojte uselky: a) e e

a® 4 b b a’h /ot + bt a® 4+ a%h?
arw Yo Ve [eera
« Y— e
2. Sestrojte graficky vyrazy: Vﬁ_, V3, ]/1 -+ VZ, Va‘ + b% + ¢,

4

ab
[y

% O rovnicich, jeZ lze Fedit druhymi odmocninami, nalezne &tenéf
pouteni ve spisku 8. Sechwarz, O rovnicich, Cesta k vddéni, sv. 1,
2. vyd., Praha (1950).
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1

3. Sestrojte vyraz z = ‘%, kde m je celé ¢islo. Ndvod: Na ramena
pravého dhlu (osy Oz, Oy) nanesme délky OA = a, OB = b, vedme
AA, | AB, kde 4, je na Oy, déle 4,B, | AA,, kde B je na Oz atd.;

2 a3

pak je 0A, = a tgp — % OB, = 04, . tgp = % atd. (¢ =
= < OBA).

4. Reste graflicky rovnici druhého stupné z2 4 px - ¢ = 0 nebo
agx® 4+ a,x + a, = 0.

3. KUBICKE ULOHY A KONSTRUKCE

Ulohami tietiho stupné ¢i kubickymi rozumime takovs,
které vyjaddieny algebraicky obsahuji mimo raciondlni
vykony a druhé odmocniny je$té odmocniny tieti, tedy
irracionality kubické. Na takové vyrazy vedou rovnice
tretitho a &tvrtého stupné.

Nejstarsi kubické ilohy, jiz ve starovéku znamé, jsou:

1. Zdvojent krychle (delicky problém): Je dana krychle
o hrané a, jeZ mi tedy objem a®. Mame najit hranu krychle,
jez ma dvojndsobny objem 2431

2. Trisekce whlu: Dany tdhel nebo kruhovy oblouk rozdélit
na tfi stejné dily.

Prvni tlohu lze algebraicky vyjadfit rovnici

z3 = 2a®
&ili

a_
= a]/2.

1 Néazev delicky souvisi s Feckym ostrovem Delos. KdyZz bylo
obyvatelstvo ostrove téice suZovano morem, jak vypravi legenda,
obrétilo se na Delfskou v&stirnu s dotazem, co &init, aby byla odvréa-
cena t¢Zkd4 riana. Bylo to asi v dob® Plutarchové (400 1. pi. Ki.).
Dostalo se jim odpovédi, Ze je tfeba pfeménit oltéf, ktery mél podobu
krychle, tak, aby mél dvojnésobny objem. Timto problémem se pak
zabyval Platon a jeho Zéci.

14



Jde tedy o konstruktivni fedeni rovnice tfetiho stupné
(a=1)
»—2=0
nebo obecnéji
28 —m = 0.

Na jakou rovnici vede problém trisekce dhlu, je vidét
ze vzorce

3tgp —tgdp 2
tedp =3 tgip(p ’
Polozme
tg3p = a, tgp ==z
a dostaneme tplnou kubickou rovnici
2 — 3ax® —3z +a =0.
Substituci x = y + a ji pfevedeme na redukovany tvar
¥* —3(1 + a®)y — 2a(1 + a?) = 0;
tato rovnice m4 feSeni y = x — a = tgp — tg3p.
K jinému tvaru dospéjeme, pouZijeme-li Moivrovy poudky
(cosp + ising)® = cosng + isinng.
Pro n = 3 dostaneme
(cosp + ising)? = cos’p — 3 cosg . sin’p +-
+ 1(3 cos?p . sinp — sin3p) = cos3p + isin3p.
Srovndme-li ¢dsti redlné, vychézi
cos3p = cos’p — 3 cosp sin%p = cos’p — 3 cosp + 3 cosip

a odtud
4 cos¥p — 3 cosp — cos3p = 0.
2tgp _ -
T—teig’ tgdp = ®B(2¢ + @) =
_ tg2p + tgp _ 3tgp—te'p
1—tg2¢. tgp 1—3tglp

2 Je totii tg2¢ =

15



Zavedme _
2 cosp =z, cosdp =a
a maime rovnici
2} —3x—2a = 0;
jejf feseni je
z = 2 cosg.
Také lze vyjit z rovnice
sin3x = 3 sinx — 4sin®x
¢ili
sine = 3 sindo — 4 sin®}«.
PoloZzme
sinfx = z, sina = a
a mame rovnici tvaru
428 — 3z +a =0,
kde oviem a <C 1; jeji kofeny jsou sinix, sind(x + 2z),
sind(« + 47).

To jsou nejstarsi kubické problémy. Zajimavé je sledovat,
jakymi prostfedky je hodlali zvlddnout matematikové od
nejstardich dob az do druhé polovice predeslého stoleti, kdy
po obrovském rozmachu, zpisobeném rozvojem diferencial-
niho a integralniho poétu, nastdva doba revise stardich
method. Teprve tato doba postavila uvazované problémy
do pravého svétla a ukdzala, Ze kubické a bikvadratické
problémy nejsou FeSitelné kruzidlem a pravitkem, a zhodno-
tila zdroven jiné prostiedky, jimiz je lze Fesit.

Diive nez pristoupime k vlastni uloze, uvedeme struény
piehled riiznych zptsobil, kterymi byly kubické a bikvadra-
tické ulohy béhem doby feSeny a které namnoze davaji
svédectvi o dimyslu starych matematikd.
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4 PREHLED STARSICH METHOD
RESENI PROBLEMU ZDVOJENI KRYCHLE

Konstruktivni feseni rovnice
3 —2=0
nebo obecnéji rovnice
BP—m=0

povaZovali stafi matematikové za zvlastni pfipad obecnéjsi
tlohy, jeZ lépe vyhovovala prostiedktim, jez méli po ruce.
S algebraického hlediska miZeme ji vyslovit takto:

Jsou-li dany tsetky a,b, midme nalézt stfedni imérné
uselky z, y, t. j. usedky, které vyhovuji rovnicim

a x y

z y b
Tyto podminky lze rozepsat ve vztahy
z? = ay, y* = bz
&ili
3 = a%, y® = ab?
odtud

z =%, y = @

s s__
Proa =1,b = 2 dostaneme x = ],/2, Y= V4.
Uvedeme charakteristické ukazky starSich fefeni, oviem
v roule moderni algebry.

4,1. Vsichni historikové matematiky se shoduji v tom,
Ze autorem nejstariiho feSeni tohoto problému je Archytas
z Tarentu (430 1. pi. Kr.). Jakkoli toto FfeSeni nemd prak-
tickou cenu, je rozhodné zajimavé tim, Ze uzivd prostoro-
vych dtvari k feSeni rovinného problému. Tohoto principu
se v moderni geometrii mnohokrat pouZilo. Zakladn{ myslen-
ka uvedeného feSeni je tato: Jsou dény dsedky a, b (a > b)
a hleddme stfedni umérné usedky r, s, které tedy vyhovuji
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rovnicim 72 = as, s> = br. Sestrojme v pravouhlé soustavs
(poditek soustavy budiz O) tii plochy

2?4yt 422 = aVa:2 ¥ 2,
z? + y* = ax,

2
zz—i—yz—{—zz:%xz.

Prvni plocha je anuloid (prstenec), ktery vznikne, otddi-li
se kruznice o poloméru la kolem své teény Oz v bodé O.
Druh4 plocha je kruhovy vélec s podstavou v rovind z =0
a polomérem }a, tieti plocha je rotadni kuZel s vrcholem O
a osou Oz, ktery v roviné z = b md kruhovou zdkladnu
o poloméru |/a® — b2 Jeden z prisetikd, ktery snadno
sestrojime methodou deskriptivni geometrie, budiz P(z, y, z),
jeho ptdorys P,. Pak je

OP=r=)a + ¢ + 25, OP, = s = |/a? + 4%

Hofejsi rovnice Ize skutedné psat

2
r2=aqas, s*=ar, r= —,
b
z &ehoZ
a r s
r b

4,2. Recky geometr Menichmus (asi 300 1. pf. Kr.)
poddva Fefeni, které v principu vypad4 asi takto: Parabola
y? = ax a parabola 22 = by maji spoleény bod (x = l/ ab?,

3

y:la—zy);jetedy

Yo _ %o

a
Yo To b
3 __
Volime-li b = 2a, je y = av2 hrana dvojndsobné krychle.
18



Jiné feSeni tého autora zdlezi v hleddni prisediku paraboly
4% = az s rovnostrannou hyperbolou zy = ab. Pro priseéiky

L 3 _
dostaneme r = l/a,bz, Yy = Vazb.

4,3. Myslenka pouzivat kuZelosedek, po piipadé jinych
kiivek k fefeni problémi, jez nelze Fefit pravitkem a kruzid-
lem, byla pfevzata pozdéjsimi,i modernimi autory. Prvni po-
krok spodivé v tom, Ze se misto dvou narysovanych kuzelo-

selek pouZivd jen jedné. Descartes pouZivd paraboly
72 = ay a stanovi priisedfky s kruZniei

(e — 30 + (v — 30 = }(a* + 1),

kterd m4 stfed S(3b, }a) a jde vrcholem paraboly (obr. 4).
Resenim obou rovnic dostaneme soutadnice spole¢ného bodu

(]/a_z_b, ]/El;é); volime-li & = 2a, je z-ovd soufadnice spoled-

ného bodu a/2.

4,4.Grégoire (1668)
uvidi toto feleni: Budiz
ABCD obdélnik o stra-
nach a, b (obr. 5).
OpiSme mu kruZnici;
jeji rovnice je

22 4 y* = ax + by.

Sestrojme dile hyper-
bolu zy = ab, kterd md

stfed v bodé O= A4 a
jde vrcholem C(a, b).
Dosadme x = abjy do
prvni rovnice a dosta-
neme po odstranéni
initele (y — b) rovnici

s 3
y3 = a?b. Dali prisetik P m4 tedy soufadnice (]'/a,bz, Vazb).
Asi z téZe doby pochézi FeSeni, jeZ poddvd Slusius a které

19
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- neuviddime. Pouiva také jen
L jedné kuZelosedky (elipsy) a
D 7 c kruznice.! Zajimavé je, Ze po-
. - uziva elipsy, kdeZto v jinych
4 FeSenich se uzivd paraboly nebo
- . hyperboly.

k— o —3
N
A\ Y2
\
\

4,5. U feckych geometra je
obliben zpisob FeSeni ,,zasou-
Obr. 5 vdnim'‘. Tim se rozumi kon-

: strukce vsecky, jejiz koncové

body jsou na dvou danych kiivkdch a jeZ sama nebo jeji
prodlouzeni jde danym bodem. Mechanicky lze to snadno
provést prouzkem papiru, na kterém jsou vyznadeny oba
koncové body usetky. Pohybujeme prouikem tak, Ze jde
stdle danym bodem a jeden koncovy bod se pohybuje po
jedné kiivce tak dlouho, aZ druhy koncovy bod padne
na druhou kfivku. Tento prouZek miize nékdy nahradit
kruzidlo a pravitko, ale jde mnohem dile. Jaky je jeho theo-
reticky vyznam, pozndme zkoumanim kfivek, které opisuje
druhy koncovy bod, pohybuje-li se prvni po dané kiivce

)

Obr. 6 Obr. 6a

1 Toto feSeni je uvedeno ve spise Enriques-Fleischer II,
str. 198.
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a prochézi-li pfitom hrana prouzku stile pevnym bodem.
Takové kfivky se nazyvaji konchoidy. Nejjednoduss{ je p¥i-
rad, kdy je dand kfivka pfimkou. Druhy bod pak opisuje
konchoidu Nikomedovu, jez byla dobfe zndma jiz v dobé
Archimedové (250—1501. pf. Kr.). Je nutno, abychom
se na tomto misté o ni zminili.

Konstrukee N. konchoidy je patrna z obr. 6. Necht je dina
pfimka p a mimo ni bod O ve vzddlenosti OR = a. Bodem O
vedme piimku a od prisediku M s pfimkou p nanesme na obé
strany délku b (MQ = MQ' = b). Otddi-li se tato piimka
kolem bodu O, opisuji body @, Q' dvé vétve konchoidy.
p je zdkladna (basis), O pdl, b interval konchoidy. Volime-li
soufadné osy tak, jak je v obrdzku oznadeno, je rovnice
konchoidy v poldrni soustavé

a

= b.
Q Si.rl¢ :I:
Piejdeme-li k pravothlym soufadnicim (x = p cosp, ¥ =
= g sing), dostaneme rovnici
(@ + )y — a)* = b3y~

N. konchoida je raciondlni kfivka d&tvrtého stupné.
V pdlu O mé dvojny bod s teénami redlnymi p#i b > a, bod
vratu pfi b = a a bod isolovany pfi b << a. Nevlastni bod
X osy Oz je dotykovy uzel.

Velmi snadno lze sestrojit ptistroj — konchoiddlni kruzidlo,
kterym lze tuto kfivku spojité opsat, coZ je velkou pfednosti
pfi konstruktivnim FeSeni tloh. Tento piistroj sestdva ze dvou
na sebe kolmych pravitek, pevné spojenych AB, CD a opa-
ttenych drdzkami (obr. 6a). Pohyblivé pravitko EF je rovnéz
opatfeno drazkou, ve které se pohybuji dva koliky M, P . P
spojme pevné s CD (SP = a) tak, aby se pravitko EF mohlo
jinak volné pohybovat, a M, N (piSici hrot) spojme pevné
s EF (MN = b). Pii pohybu opiSe N jednu vétev konchoidy.

Konstrukce stfednich tmérnych zasouvdnim & uZitim
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konchoidy je znaé&né slozitd a svéd& o nemalém dimyslu
starych geometri.

Obr. 7

Sestrojme obdélnik ABCD, kde AB = 2b, AD = 2a,
a predpoklidejme a@ <C b (obr. 7). Stanovme bod E tak, aby
AE = 2a. V pilicim bodé M strany AD sestrojme kolmici
a na ni bod P, pfi ¢emz AP = DP = b. Bodem D vedme
piimku ¢ rovnobéiné s PE. P je pdl, ¢ zakladna konchoidy
s intervalem b. Jedna vétev protinid AD v bodé H, je tedy
HG = b; to je zasunuti Useky b, aby jeji prodlouZeni 8lo
bodem P. Spojme H s C a dostaneme na AB bod K. Hledané
uselky jsou DH =y, BK = z.

Dilkaz: Z konstrukce plyne PM = ]/bz— a?, HM = a +
+ y, tedy

PH=|B—a*+ @+ yp* = |y + 5 + 2ay.
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Z obréazku je ziejmé
EH:DH = PH :GH
¢ili
Ma+9y):y=|y*+ 0+ 2ay:b,
z &ehoZ po tipravé vychazi
y* + 2ay® — 8ab%y — 16422 = 0.
Leva strana je délitelna dvojélenem (y + 2a), lze tedy
posledni rovnici psat
(¥ + 2a)(y® — 8ab?) = 0.
Ponévadz (y + 2a) je razné od nuly, je
y® = Bab?
Podobné plyne z obrdzku
BC:BK =DH:DC
neboli
2a:2=y:2b,
takze
zy = 4ab,

z &ehoz

x3 = 8a?b.

Je tedy

2 _z_Y Obr. 8
Ty 2 "
Volime-li a =}, b=1, je 2 =2B; z je tedy hrana
krychle o objemu 2I3.
K sestrojeni bodu H lze uZit zasouvéni nebo konchoid4l-
niho pravitka.
Podobnd konstrukce pochdzi od Newtona (obr. 8).
OpiSme kruZnici polomérem OA = }a, nanesme OB = a,
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AC = b a zasuhme délku }a tak, Ze jeji prodlouZeni jde
stfedem O kruznice, pfi ¢emz body D, E jsou na piimkich
AC, BC. Pak je OE =z, CD = y. Zde hraje tlohu N.
konchoida s pélem O, zdkladnou BC a intervalem %a.

Dikaz: Uzijme na trojihelnik OAD véty Menelaovy.
Strany tohoto trojihelnika jsou protaty ptimkou v bodech
B, C, E a soudin vzniklych délicich poméri je roven jedné,
t. j.

OB AC DE _
AB DC’ OE —

Dosadime-li délky, jak jsou vyznadeny na obrizku, je

1.

&ili
ab = zy. (a)
Je viak (mocnost bodu D)

yb +y) = (z + $a)* — (J0)? = (x +- a)z
&ili
y?—a? = ax — by. (b)
Z rovnic (a), (b) vychézi
8 8
xr = l/"abz, Y= Vazb.
V pravouhlé souradnicové soustavé znaéi rovnice (a), (b)
.dvé rovnostranné hyperboly, velidiny z, y se tedy pfi danych

a, b jevi jako soufadnice spoletného prisetiku dvou kuzelo-
sedek.

4,6. Kromé N. konchoidy se uZilo i jinych k¥ivek k FeSeni
delického problému a k hledini stfednich dmérnych. Pro
jednoduchost je zajimavd Diokletova cissoida. Lze ji
sestrojit takto (obr. 9): Je ddna kruZnice se stfedem § a polo-
mérem r. Primér OSA volme za osu Oz, teénu v bodé O
za osu Oy. Sestrojme jesté teénu v bodé 4. Libovolna pfimka
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bodem O dava prisetiky M, N. Nanesme vidy OP = MN.
Bod P probih4 cissoidu.

Dle obrazku je

in
NA = 2rtgp, MN = NA sing = 2r -2 ? _ op,
cosg

Polarni rovnice kfivky je tedy
sinp

=2r ;
cosp

y piejdeme-li k pravothlym sou-
fadnicim, dostaneme

()
T
i
1
]
;
\]
\
\
\
\
\
e
Prd
<
o~

K——Fr —ﬁ
»
Obr. 9 Obr. 9a
Cissoida je tedy kfivka tfetiho stupnd s bodem  vratu O.

Pfimka z = 2r je asymptota, jeji nevlastni bod je bodem
obratu (inflexnim).

Cissoidy lze uiit ke grafickému umocfiovéni na tieti
a odmochiovéni. Je-li P bod kiivky, je AN = 2r tgp. Spoj-
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nice AP divd na Oy bod @ a je OQ:y, = 2r: (2r — xz,);
3

. . . ve x
_dosadime-li z rovnice kfivky 2r — x, = —‘2’, dostaneme
Ye

2ry Yp\2
0Q=-—"22 =2r —") = 2r tgp.
2r—ux, ( P
3 —
Je-li tedy 2r = 1, je 0Q = AN3, AN = |/0qQ.
Z rovnice kiivky plyne

Y T _ Va:(2r—x) .

z Vx(2r —2x) 2r—z
to podle obrazku znadi
ppP OP, PP
OP, PP AP,
Tedy OP, = x,, P,P’ jsou stiedni geometricky tumérné
k tsetkdm PP = y,a AP, = 2r — .

Jak l1ze ke dvéma danym tselkdm a, b sestrojit uzitim
cissoidy obé stfedni imérné? K tomu lze uiit jednou pro vidy
narysované cissoidy. Sestrojme bod P tak, aby P,P : AP, =

N
= a:b¢ili tgP.1P; = a/b. Oznadme zatim P,P—=a’ AP, =
= b’ a pak podle pfedeslého je
a  OP, PP
OP, PP b

Hledané usedky p, ¢ sestrojime pak jako &étvrté timérné

z rovnic

a p b ¢

o OP’b PP’
Oblibené pouziti Diokletovy cissoidy spoéivd v jejim jedno-
duchém vytvarném zikonu a také v tom, Ze ji lze opsat
jednoduchym mechanismem podobné jako N. konchoidu.

vvr

Podinaje Descartesem povaZujeme obydejné za jednodu3si
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cwyw s

tu kiivku, kterd je niZsiho stupné. Na jiném stanovisku stdl
Newton; u ného rozhoduje jednoduchost mechanismu,
kterym lze kiivku opsat, a ten je pravé u D. cissoidy jedno-
duchy; pochézi od Newtona. Je ddn pevny bod S a pfimka p
(obr. 9a). Pravy thel s vrcholem V se pohybuje tak, Ze jedno
rameno jde stdle bodem 8, pevny bod druhého ramene R
ge stile pohybuje po pfimce p. Pulici bod P ramene VR
opisuje cissoidu.

Dilkaz: Volme soufadnicové osy jako na obrazku. Pak
bod § mé soufadnice (— r, O), pfimka p md rovnici z = r.
Délka VR = 2r. Zavedme thel ¢ a délku SV =g. Bod ¥V
m3 pak soufadnice (g cosp — 7, — p sing) a je

o cosp —r - 2rsing =7,

z Seho%
1 — &
o = 2r L= 0P
cosp
A D
E N F|
0 N
M l p———
\
AN c
T <
Obr. 10

Pro soufadnice bodu P vychdzi snadno
Z = g cosp — r + rsing = r(l — sing),

(1— sinq)lz_

Yy =-—psing + rcosp =r cosp
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Po vyloudeni ¢ dostaneme rovnici D. cissoidy
¥ (2r — z) = 23,

4,7. Vedle riznych kiivek a zasouvdni se jiZ ve starovéku
vyskytuji také rtizné mechanismy, jimiz lze fesit delicky
problém. Podle historiki matematiky pochézi takovy nej-
starsi apardt od Platona (429—3471. pt. Kr.); vedle kru-
zidla je povaZovin za nejstarSi matematicky pfistroj vibec.
Sestdvd z pevného rimu ABCD, kde pfi vrcholech B, C jsou
pravé uhly (obr. 10). EF je pohyblivé pravitko, jez zlistavi
stdle rovnobéiné s BC. Na listu papiru je dan pravy thel
8 vrcholem O, na jehoZ ramena naneseme délky a = OM,
b = ON. Zatidme pak aparit tak, aby M bylo na BC, N
na EF a aby prodlouZeni ramen 3lo body E, B. Pak je
z obrdzku patrno, Ze

22 = ay, y* = bz,
a odtud

3 s ____

xr = Vazb, Yy = Vabz.
Jiny aparat, zvany mesolabium, pochdzi od Eratosthena
(soudasnik Eukleidiiv). Sestdva ze t¥i stejnd velikych obdél-

nikovych tabulek
\ Z I, II, 111, které se

.\

v i, "y pohybuji mezi dvé-
‘“: ] O ‘-: ma rovnobéznymi
/ N Z PRI u N kolejnicemi tak, Ze

se mohou &istednd
pokryvat (obr. 11).
Jsou na nich vyzna-
¢eny uhlopficky u,,
. Uy, Uy Vzdalenost
) kolejnic budiz a; na

' %\ krajni stranu tabul-
ky III vyznaéme
délku C"P" = b.
Pak zafidme aparat
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tak, aby tabulka 1T byla pod tabulkou I, pti dem? Ghlop¥idka
u, protind stranu CD v bodé P. Déle at je tabulka III pod
tabulkou I7 a ug af protind C'D’ v bodé P’. Posunujme tabul-
ky tak dlouho, aZ jsou body B, P, P’, P" v jedné piimce.
Pak snadno vychdzi z podobnosti trojuhelnikt podle
obrazku

a:y=BC:PC'=y:a=PC :PC"=z:b
¢ili
a:y=y:x==z:b.

Také Descartes sestrojil mechanismus, ktery ma po-
dobny utel a jimz lze Fediti tlohy mnohem obecné;jsi.

4,8. Zajimavé jsou pribliZzné konstrukce. To jsou takové
konstrukce, jez lze provést pravitkem a kruZidlem a jeZ
ned4vaji theoreticky presny vysledek, ale éasto daji vysledek
velmi mdlo se liSici od pfesného. Tu je tfeba dat pFednost
konstrukeim, ve kterych lze opakovdnim jisté operace dojit

k libovolné piesnému vysledku. Velmi obecnou methodou
k ziskdni takovych vysledkid je pouziti Fetézovych zlomku.
Na pt. V§ lze rozvinout v
}= 1
Je=14—"F
34+ -
14+ —
54— -
+ 1
1+

1
14— ..
T 4
Bereme-li postupné zkricené zlomky, dochézime k vysledku,
ktery se stéle vice blizi pfesné hodnoteé.

S praktického hlediska oviem nutno dat pfednost kon-
strukei, kterou lze provést s nejmensim podtem piimek
a kruZnic a pfi niz je odchylka od spriavného vysledku tak
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mald, Ze s nf musime poéitat pfi prdci s naSimi pomfickami

nebo Ze ji nelze smysly ani postfehnout.

Jedna takovd pfibliznd konstrukce se pfipisuje Apol-
loniovi (270—186 1. pf. Kr.). Na ramena pravého thlu
nanesme délky AB = a, AD = b, dopliime obdélnik ABCD
a urdeme jeho stfed S (obr. 12). Pak hledejme zkusmo

&

Obr. 12

kruZnici o stfedu S, jeZ protind strany obdélnika v takovych
bodech M, N, Ze body M, C, N jsou v jedné piimce. Pak
z =DM, y = BN jsou hledané délky. Skutetné je dle

obrazku
x+b a4y
by

éili
2y = ab,
MS = NS neboli

(x + 30)* + (3a)® = (y + }a)® + (30)%,

t. j.
72 — y? = ay — bz.
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Z rovnic (a), (b) vychdzi

x = ]/azb y= l/ab2
V rovnicich (a), (b) pozndvame opét rovnostranné hyperboly,
které se vyskytuji také pii FeSeni Newtonové (4,5).

Dobrym piikladem pfiblizné methody, pii niz dochézime
postupnym provddénim kvadratickych konstrukef k libo-
volné pfesnému vysledku, je konstrukce Vargiova (1877).
Budiz ! =1 hrana krychle; dhlopiitka &tvercové stény

je u= l]/ 2= V2_
Sestrojme stfedni méficky dmérnou obou uselek m; =
V l. l]/2 = l/2 = 2%, potom stfedni méFicky Gmérnou
usedek u, my, t. ). my = Vu m, = 2%, ddle my = lml my =
= 27 atd. Tak se postupné pfiblizujeme piesné hodnotd

|/§. Pro m, = 27¥ dostaneme hodnotu 1,25878 ... Srovni-
me-li s pfesnou hodnotou

3 —_

V2 =1,25002 ...,
vidime, Ze prvni hodnota je asi o jednu tisicinu mensi.
D c

£k

A 8 D A 8
Obr. 13 Obr. 14

G. Buonafalce uvefejnil nékolik pfibliznych FeSeni

delického problému (1876). Uvddime jen jedno, pozoruhodné

gvou jednoduchosti. Sestrojme &tverec ABCD, jehoZ strana

AB =1 (obr. 13). Uhlop#itku BD rozdélme na Zest stejnych
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dili a nanesme DE = }BD. Délka BE je pak velmi pfiblizné
rovna a]/é. Skutetné je AL =1 — -‘1;-]_/5, a tedy
2 B et
Po propoéteni dostaneme
BE =1,25863 ...,
coz se od spravné hodnoty lisi aZ tfetim desetinnym mistem.

Pro svou presnost je rovnéz pozoruhodnd pfibliznd kon-
strukce, kterou uvefejnil Boccali (1884). K tsedce AB =1
pri¢teme jeji vétsi dil, je-li rozdélena zlatym fezem, t. j.
stranu pravidelného desetiihelnika vepsaného do kruZnice
poloméru jedna (obr. 14). Tu sestrojime, jak zndmo, takto:
Budiz AC = }AB, opisme kruZnici se stfedem C a polomé-
rem CA4. Dostaneme na BC bod E, ddle pfeneseme BE = BD.
Pak je BC —}|/5, BE=3(1+)5) a AD=BE—1 =
= }(— 1 + |/5) = 0,61803398 ... Kruznice nad primérem
BD protind AC v bodé F a je

BF = /4B . BD = /1. 301 + |/5) = 1,27201964 ...
Dile je
3(AD + BF) = 1,26003575 ...

Porovnanim s pfesnou hodnotou ]/Q vidime, Ze rozdil je mensi
nez 0,0001. Hrana dvojndsobné krychle je tedy s velkou
piibliznosti rovna délce (4D + BF).

Lanascol ve svém spise ,,Géométrie du compas‘‘, ktery
je vénovan feSeni kvadratickych a linedrnich uloh pouhym
kruzidlem, uvadi také nékolik ptibliznych konstrukei pro
zdvojnasobeni krychle, jez lze provést jen kruZidlem. Uva-
dime pouze jednu z nich.

Sttedem O opidme kruZnici polomérem rovnym jedné
a nanesme AB = BC = CA’ = poloméru (obr. 15). 4, 4’
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jsou koncové body priiméru.
Oblouky o stfedech 4, A4’,
které jdou body C a B, pro-
tinaji se vbodé D. Sestrojme
déile bod X tak, 7e AX =
= A'X = OD (X leii na
ptvodni kruznici). Ze stfedu
X opiSme kruZnici polomé-
rem X0 a dostaneme bod S.

Pak se DS pfiblizné rovnd
3

}/2. Skutens podle obrizku
je AD = AC =3, OD* = AD*— 04 = (|3)2—1=2,
0D = VQ. Pak DS2 = OD? + 082 — 2. 0D . 0S . cos60° =
=24 1—2.V§. 1. cos60° = 3—1?230‘8:]/@:
= 1,259281 ...

Odchylka od sprivmné hodnoty je aZ na ¢tvrtém desetin-
ném misté.

Obr. 15

5. STARSf METHODY TRISEKCE

5,1. Prvni tvahy o trisekci thlu pochédzi ze IV. stoleti
pi. Kr. od Hippiase. Jemu se pfi¢itd pouziti kfivky, kters
pozdéji byla nazvina keadratriz, ponévadz se ji pouzilo
také pfi kvadratufe kruhu. Je to transcendentni kfivka.
Jeji jednu vétev, jiZ se pouzivd k naSemu udelu, Ize mecha-
nicky vytvofit takto (obr. 16): BudiZ dan &tverec ABCD;
nechft se jeho strana 4D ot4é&i stejnomérné kolem A z polohy
AD do AB a souéasné strana DC se stejnomérné pohybuje,
zistavajic s plivodni polohou rovnobéind, az se obé sejdou
v poloze AB. Pohyb je oznaden na oblouku DB rozdélenim
na 3est stejnych dili a rovnéZ na strané CB. Polomér A1
se s rovnobézkou bodem 1’ protind v bodé 1° kiivky, polomér
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A2 s rovnobéikou bodem 2’ v bodé& 2° atd. VEimn&me si na pf.
bodu 2. Pak podle obrizku je pomér y: b (42" : AD) roven

poméru ¢ : 4z (oblouk B2: BD),
Yy 9 . 2b
—=¢ ="o.
b in ili y ] 14

y-ova soufadnice kiivky je

y tedy imém4 thlu ¢. Je-li

c dan thel ¢ a chceme-li se-

D strojit thel ig, vezmdme

’ % na kfivee bod o soufadnici

3 ¥, ktera pat#f dhlu ¢. Sou-

z & fadnici 4y patii bod, ktery
o & s odpovida vihlu 4¢.

K témuz téelu muize
¥ : ¢ . slouZit i Archimedova spi-
P S el ekt W rdla, dand v polarni soufad-
W ——’,/;' . x nicové soustavé rovnici

s
A B 0 =ag,

Obr. 16 kde a je konstanta. K dhlu

@ patii pravodid g, k dhlu 3¢ privedis 4.

Podobné definovanych kfivek se ¢asto pouZilo i v pozdéjsi
dobé. Sem patfi na pf. trisekiriz Maclaurinova (1749),
definovand v bipoldrni soustavé rovnici

v =3p;
jeji pouziti je zfejmé.

Catalanova trisektrix (1885) mé v poldrni soustavé
rovnici

osinly = k;
jeji tecna v bodé (g, @) svira s privodiéem g dhel }{R — ¢).
Podobnou vlastnost ma Gaussova spirdla
1 .
¢ = Gosilp
jeji normila v bodé (p, @) svird s priivodiéem g thel }¢.
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Konstrukee téchto kfivek je oviem znatné slozitd.

5,2. Jiné methody trisekce zdleii opét v zasouvdni disecky
dané délky & v uZiti Nikomedovy konchoidy. Nékteré
pochézisnad jiz z V. stoleti pf. Kr. Vyskytuje se také u Archi-
meda. Ostatnd uZiti této methody je ziejmé mnohem spise
neZ p¥i hledéni stfednich imérnych. Uvedme tuto konstrukei:

Obr. 17 Obr. 17a

Budiz ddn tGhel AOB = ¢ (obr. 17). Z bodu B na jednom
rameni spustme kolmici B4 na druhé rameno. Necht BO =
= a. Bodem B vedme rovnobéiku ¢ s pfimkou OA a za-
suiime tisetku CD = 2a mezi A B a ¢ tak, aby jeji prodlouZeni
8lo bodem O. Pak je

X A0C = < BDC = «.

Trojihelnik BCD je pravoihly, E pilici bod pfepony, tedy
trojuhelnik BED je rovnoramenny, ¢ DBE = < BDE = ¢;
vnéjsi dhel BEC = 2¢. AvSak BE = CE = a = BO, troj-
thelnik OBE je tedy rovnoramenny a < BOE = < BEO =
= 2¢. Pak <t DOA = ¢ = }¢.

Jind podobnd konstrukce je na obr. 17a. Dany thel je
AOB = ¢. Kolem vrcholu O jako stiedu opiSme kruZnici
polomérem r. Zasuiime usedku délky r tak, aby jeden kon-
covy bod C byl na kruZnici, druhy T na OA4 a prodlouZeni
prochizelo bodem B. OF || BC oddéluje dhel ¢ = 4, jak
je snadno vidét z obrazku.

5,3. Jako k FeSeni delického problému pouzivalo se k feSeni
trisekce ve starovéku kuZelosedek a tyto konstrukce prevzali
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v principu i geometfi v dob& renaissance. Po prvé snad
pouzil kuZelosetek k feSeni trisekce Pappus. Mezi jeho
konstrukcemi je jedna,
kterd zaslouZi pozorno-
sti. Pouziva zde hyper-
boly, jejiz asymptoty
sviraji dhel 120° a jejiz
rovnice jetedy (b =a =

x 22y
a?  3a?
= 3x% — 3a2.

Vrcholy redlné osy budte
4, B (obr. 18). Sestrojme
na hlavni ose bod C
(OC = 2a). Libovolny

' bod P na hyperbcle
Obr. 18 spojme s 4 a C. Pak je
X ACP = 2. CAP (B = 2u),

jak ukazuje jednoduchy vypoéet. Skutedné dle obrdzku je

=1 &li o2 =

__Y =
tgx = +x’tgﬂ_2a—z'
Snadno vypodteme
_ 2tgx 2y(a+ %) _
tg2 = 1—tg?x  (@a+a2)2—y2
2y(a + =) y

St @) da—a B

Sestrojme kruznici body 4, P, C. Obvodovy thel patfici
oblouku 4PC je « 4 fi = 3x. Chceme-li tedy uZitim naryso-
vané hyperboly sestrojit tfetinu uhlu ¢, sestrojme kruZnici
nad tétivou AC tak, aby stfedovy thel ASC = 2¢ (obvo-
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dovy @). Je-li P pfislusny prisetik kruznice s hyperbolou,
je X CAP = x = }¢.

Pozndmka: KruZnice protind hyperbolu jesté v daldich
dvou bodech, které maji stejny vyznam pro jeden nebo druhy
oblouk 4C kruZnice, jsou-li oviem oblouky vzaty s patfiénym
znaménkem.

Descartes uvazuje takto:

Na kruzZnici o stftedu O a poloméru r = 1 budiZ oblouk 4D
rozdélen body B, C na tii D
stejné &dsti (obr. 19). Oznad-
me AD =¢q, AB =BC =
=CD =z Vedme BF | ¢
|l CO. Trojuhelniky AOB,

BAE jsou podobné (thly

pii B jsou stejné, <t BAD 8
= 3}< BOD & = & AOB). A
Pak

AO: AB = AB: BE 0 A
&ili Obr. 19

l:2==z:BE
a odtud
BE = 22,

Avsak také A\ ABE ~ A BEF, z ¢ehoz
AB:BE = BE : EF

&ili
2:22 =22 FE
a odtud
FE = 28,
Aviak AB = AE = HD =z, EH = z — 2%, tedy
q=3z—2%

Jde tedy o grafické FeSeni rovnice
B—3z2+q¢g=0
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a to lze snadno provést parabolou a kruZnici. Skutedns
parabola
y¥=z
a kruZznice
(#—27+ (y + 39° = 22 + {4,
jez ma stied (2, — }q) a jde vrcholem paraboly, divaji
po vyloudeni z a vypusténi faktoru y rovnici
¥—3y+qg=0.
Nejmensi koten je tétivou daného estrého uhlu.

Obr. 20

Clairautova konstrukce. Budiz AOB dany thel, C, D
body, které dé'i oblouk AB na tii stejné &asti (obr. 20).
Zvolime kolmé osy z, y jako na obrazku a vidime, ze bod D
je od B dvakrit tak vzddlen jako od osy y. Geometrickym
mistem takovych bodd je hyperbola s ohniskem B a Fidici
pfimkou y. Pro bod M je

BM = V(u — )2 4y — 2z
a rovnice kiivky je
(v —2)% 4 y? = 4a?
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¢ili
y?—3a2 — 2ux + ut = 0.
Tuto rovnici lze napsat ve tvaru
3(x + fu)? — y? = $ul
Uvazovand hyperbola méd tedy stied S(— 4u,0), jeden
vrchol A(— u, 0) a druhé ohnisko B’'(— %u, 0). Poloosy jsou

2
a=3%u, b= G u, thel asymptot ¢ = 120° (tgp =b:a =

= ]-/ 3). Je to tedy t4Z hyperbola, se kterou jsme se shledali
jiz pfi methods Pappusové.

Zde lze dobte nahradit hyperbolu v okoli vrcholu @
oskulaéni kruznici.!

in

I
Obr. 21

1 Velmimalo odli¥nou konstrukei uzitim hyperboly, jejiZ asymptoty
sviraji uhel 120°, se zabyval Lampe v Sitzungsberichte der Berliner
Mathematischen Gesellschaft (1905) a ukdzal, Ze uZije-li se oskulaéni
kruZnice, ¢ini rozdil pfi hlu ¢ = 60° asi jednu minutu.

Tato uvaha se zajimavou uvahou o pfibliznych konstrukeich je
uvefejnéna také v Archiv der Mathematik und Physik (Grunert),
fada 3, sv. 10.
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Chaslesova methoda. Budiz AOB dany tuhel (obr. 21).
OpiSeme kruzZnici ¢ stfedu O a v bodé A4 sestrojime tednu.
Je-li N hledany bod, je <t BON = ¢, < NOA = 2¢,
L NAt = ¢, tedy <X BON = L tAN. Nechime otacet
paprsek p kolem bodu O, paprsek ¢ kolem bodu 4 z pived-
nich poloh OB, ? stejnou rychlosti, takZe svazky se stiedy
O, A jsou shodné a opatného smyslu. Prisetik X vytvofi
rovnostrannou hyperbolu, kterd protind kruZnici mimo A4
jeSté ve tfech bodech. Jeden N padne do oblouku AB

a BN = }B4.

Tuto hyperbolu lze snadno bliZe uréit. Teény v bodech
0, A jsou kolmé k OM, stied S tedy plli O4. Asymptoty
jsou rovnobéziné s pfimkami, které¢ pili uhel OMA a Ghel
vedlejsi.

N
Obr. 22

5,4. Kromé toho je mnoho kfivek, jichZ lze pouZit nejen
k déleni na tfi dily, nybrz na libovolny polet dili. Jedna
z nich je Pascalova zdvitnice. Budiz dan ihel MON (obr. 22).
Na rameni ON volme bod § jako stied kruznice, jez jde bo-
dem O. Bodem O vedme piimku a od pruseéiku P s kruZnici
nanesme na obé strany délku PQ = PR = OS = r. Body
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@, R opisi P. zdvitnici. Je to kfivka ¢tvrtého stupnd s dvoj-
nym bodem O a dvéma imagindrnimi body vratu v kruho-
vych bodech v nekoneénu.

Abychom rozdélili ihel MON na tti stejné 8asti, sestrojime
bodem 8 rovnobézku s ramenem OM, kterd protind zdvitnici
jedté v bodech 4, B, C. Spojnice 40 protind kruZnici v bodé
D a ze vzniklych rovnoramennych trojihelnikd ADS, DSO
a rovnosti thld pfi zdkladnach je vidét, Ze <L MOA = ¢,
<X AON = 2¢.

Podobné lze ukdzat, jaky vyznam maji body B, C. Je
X MOB = }n + <L MON), <X MOC = 4(2n + ¢ MON).

5,5. Cevova cykloida. Sestrojme kruZnici se stiedem O
a polomérem r a osu Oz (obr. 23). Bodem O vedme pfimku ¢,
y

>
~
~
-
.

Obr. 23

jeji prisedik s kruznici budiz M. Necht M4 = ra AN =r.
Bod N opisuje C. cykloidu. Jeji rovnici 1ze snadno nalézt.
Dle obriazku je ON = r + 2r cos2¢; pfejdeme-li k pravo-
uhlym soufadnicim,

Va:2 + y® = r(1 + 2 cos2¢),
x2— g2

cos2¢ = cos?e — sin%g = ——
xz + y2’
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dostaneme rovnici kiivky
(1}2 + y2)3 — 1-2(31‘2 — y2)2.

Poditek O je &tyimdsobny (tedny splyvaji po dvou),
kruhové body v nekoneénu jsou trojnisobné. Obrizek
ukazuje, jak lze pouzit C. cykloidy k trisekei dhlu. Dany
thel ¢ umistime tak, aby jedno rameno bylo VX, na druhé
naneseme VE = r a bodem R vedeme rovnobéiku s OX.
Ta protne kiivku v bodé N a tthel NOX = }¢.!

Z &etnych pfistroji sestrojenych k mechanickému pro-
vedeni trisekce uvedu jen jeden nejjednodusd$i. Sestiva
z pravitka CAB, polokruhu se stfedem O, pfi ¢emz 04 =
= OB = AC, a jiného pravitka AM, které se dotykd kruhu
v bodé A (obr. 24). Tyto t4sti jsou spolu pevné spojeny.
Chceme-li dany tdhel @ rozdélit na tfi stejné dily, umistime
aparat tak, aby vrchol V byl na hrané AM a aby jedno
rameno Slo bodem C; posunujme pak aparit tak, aby se
druhé rameno dotklo kruZnice. Jak patrno, je <¢ CVA =
=X AV0 = L OVT = }p.2

M
4
| > 4
\\\
.
c
/ / 0 B

Obr. 24

10 téchto a jingeh kiivkach a jejich poufiti viz citovana dila
Enriques a Enriques-Fleischer.
? Jiné aparéity jsou popsény ve vyie uvedenych spisech.
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5,6. Priblizné konstrukce jsou konstrukce provadéné
pravitkem a kruZidlem, které se co nejvice pfiblizuji pres-
nému vysledku.

Jedna z nejstarsich konstrukei rozdéleni kruhového oblou-
ku na tfi stejné dily, jeZ byla védoms prohldSena za ptibliz-
nou, pochdzi od A. Diirera a zilezi v tomto: Tétivu AB
rozdélme na tii stejné ¢asti body C, D, sestrojme kolmice
CE,CF k AB (obr. 25). Aritmeticky A
stied tétiv AE, EF, FB je tétiva pfi-
sludejici tfetiné oblouku 4 B. Konstruk-
ci i vypoétem se snadno presvéddi-
me, Ze piibliZeni je dosti znadné.

Jind methoda zdlezi v tom, Ze naj-
deme kvadratickou konstrukei, jejiz
opakovéni vede k libovolné pfesné-
mu vysledku. Na pfiklad geometrickd

fada
t—t+i st _B
mi soudet %. PiSme tedy Obr. 52

lp=to—tp+ip—Tep +...
Dany thel ¢ rozdélme tedy na 2, 4, 8, ... dili, coz znamend
jen postupné pileni, a po dostateéném poétu operaci piijde-
me k vysledku libovolné pfesnému.

Cominotto a Monti (1895) uvadéji nékolik pfibliznych
konstrukef, které jsou snad jiz star§tho pivodu, a zkoumaji
jejich pfesnost. Pfesnost je sice zna¢nd, ale konstrukce jsou
piilis sloZité. Pomérné nejjednodussi je tato: Kolem vrcholu
O thlu opiSeme kruZnici, kterd protind ramena v bodech
A, B, prodlouzeni prvniho ramene v bodé C (obr. 26). Budiz
D pilici bod oblouku AB; naneseme DF = OD a spojime F
s bodem C; pfimka CF protind kruZnici v bodé E. Oblouk
BE je pfiblizné tfetina oblouku 4 B. Konstrukei i vypoétem
se pfesvédéime, ze pro ostré vihly je chyba mala.

K pomémmné dobrému vysledku vede pouZiti t. zv. piibliz-
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ného trisekéniho bodu. Vsironéme si obrazku 17a, kde jsme
provedli trisekci zasunutim tset¢ky CT = OA = 1. T se na-

Obr. 26

zyva trisek&ni bod. Zfejmé je OT = 2 cosiep. Je-li ¢ dosti
maly dhel, 1ze vzit OT = 2; T se nazyva piibliZny trisekéni
bod a muZe slouZit k prFiblizné konstrukei. Je-li ddn 1hel
COB = ¢, stati jen spojit Bs T a <. BTC = 1¢.

6. OBECNA KUBICKA ROVNICE

Nejprve uvazme, Ze specidlni kubicka rovnice, t. zv. bino-
micka,
#¥—1=0
mé tii kofeny
— 2.

Ut | PPl S |

2 2

Cisla 1, ¢, €2 jsou tedy tfeti odmocniny z jedné, & = 1.
Z toho plyne, Ze rovnice
»—a=0
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s _ L 8 _
mé koteny |a, el/ a, ¢2|/a, pti dem prvni hodnota znamend
jednu, nejlépe redlnou, tfeti odmocninu &sla a.
Obecnou rovnici

B+arttax+a,=0 (1)
pfevedeme substituci = y — 14, na redukovany tvar
¥+ry+q=0, (2)
v némz
p=a,—}a}, ¢ = a3 — Ja,a, + H4ai. (3)

Jedna methoda FeSeni rovnice (2) zdlezi v tom, Ze misto
jedné nezndmé zavedeme dvé nezndmé u, v vdzané vztahem

y=v+v; (4)
tedy
(w+ v+ plu+v)+g=0
¢éili
w®+ v* + (Buv + p)(u +v) + ¢=0. (8)
Volme mezi %, v mimo (4) jeSté dalsi vztah, totiz
3uv = —p. (6)

Z rovnice (5) vychdzi
Wt =—g (™)
a rovnice (6) a (7) davaji
®=—1q+ Q9" + 3p°,
w = — 3¢ — [ (3o + Gp)%

z toho

v=|— 1+ V3o + Gor, -

u=|— 3¢ —Vide® + G
Ka?dy z téchto virazii md tfi hodnoty, musi vdak byt
splnéna podminka (6), a proto pro y dostdvame jen tii rizné
hodnoty
Y1 =1u+ v, Yy = eu+ %, y; = u + €v. 9)
Vzorce (9) se shrnuji pod ndzvem Cardaniiv vzorec.
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Pokud jsou kofeny od sebe rizné, mé kubickd rovnice tii
kofeny redlné nebo jeden reilny a dva komplexni sdruzené.
P#i tom pfedpokliddme, Ze koeficienty rovnice jsou reélné.
Chceme-li provést diskusi, musime si povSimnout vyrazu
pod druhou odmocninou ve vzorcich (8). Tento vyraz je

qz p3 27q2 + 4p3
¢ 7271 7 108
Vyraz v &itateli s opadnym znaménkem nazyvime diskri-
minantem rovnice (2) a znatime jej D; je tedy
D = —(27¢% + 4p°).
Jak znidmo, je
D = [(n — o)1 — ¥) (¥ — ¥3) 1%
o Sem?% se muZeme piesvéddit pFimym dosazenim hodnot (9).
Vyrazy (8) lze pak napsat
3

v=J—4a+=75D.
(10)

]
w= |4 —= 195D

Jsou-li yy, ¥,, y¥; Tedlné a rizné, je D &islo kladné. Jsou-li
y, redlné, y,, y, komplexni sdruzené, je vyraz (y, — y,)?
zéporny, [(y, — ¥2)(¥1 — ¥,)]* kladny a D je tedy zdporné.
Pfi D = 0 jsou dva kofeny stejné. Tedy:

JestliZe diskriminant rovnice (2) je kladny (D > 0), mad
rovnice tFi redlné kofeny, je-li zdporny (D << 0), je jeden kofen
redlny, dva komplexni sdruiené. Pfi D = 0 md rovnice jeden
dvojndsobny kofen.

V piipadé D < 0 podédvaji vzorce (10) a (9) fefeni v po-
hodIném tvaru, v pfipadé D > 0 poddvaji tyto vzorce feSeni
ve tvaru komplexnim, ad jsou redlné. Tento pfipad — ,,casus
irreducibilis* — se obchdzi tak, Ze si pomdhdme Fefenim
goniometrickym.*

* Ohlednd dalstho poudeni o rovnicich 3. a 4. stupnd poukazuji

na spisek 8. Schwarz, O rovnicich, Cesta k v&dénf sv. 1., JCMF,
2. vyd., 1949.
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7. BIKVADRATICKE ROVNICE

Rovnici &tvrtého stupné lze fe.’t podobnd jako rovmici
kubickou.

Obecnou rovnici
Ht+axdtaxtazxta,=0
lze substituci x = y — }a, opét pfevést na tvar
v+t +ay+r=0. (1)
Misto nezndmé y zavedme tfi nové nezndmé wu, v, w,
vézané vztahem
y=u+v+w, (2)
a volme opét dva nové vztahy. Ndsobme rovnici (1) ¢islem
16 a dosadme z rovnice (2). Dostaneme po kratké dpravé
(u? + v + w?)? + 4luv + vw + wu)(W? + v* + w? + 2p) +
+ 4p(u? + v® + w?) + B(uvw + q)(u + v + w) +

1T 4(u? + o%w? + utu?) 4+ 16r = 0. 3)
Volme dva nové vztahy
Wl o 4wt = —2p, ()
ww = —q. (5)

Z rovnice (3) ztstava jen
u2? + v2w? + uPw? = p2 — 4r. (6)

Podle rovnic (4), (5), (6) jsou w2, v?, w? kofeny rovnice
tfetiho stupné

8 4 2pi 4 (p* — 4r)t — g = O, (1)
kterou nazyvdme resolventou rovnice (1).
Necht jeji kofeny jsou £, t,, ¢,; pak je
w=1Vi v=n w=g.
Znaménka volime tak, aby byla splnéna rovnice (5); dosté-
viame &tyfi kofeny, jeZ lze napsat

47



2y, = Vt1+]t —+—]/t3,
2y, = ]( l ts’
2y, z—l/t_l ]t_z—]/t_a»
2y, =— th - Vtz + Vts-

Z toho je patrno, Ze feSeni rovnice ¢tvrtého stupné vede
na feSeni rovnice tfetiho stupné — resolventy prvni rovnice;
fesice problémy kubické, fesime ziroveni i problémy bi-
kvadratické. Ostatné éisté geometrické ivahy vedou k témuz
vysledku. Za nejobecnéjsi projektivni bikvadraticky problém
lze povaZovat sestrojeni spolednych bodd dvou kuZelosedek,
je-li kazd4 z nich ddna na p¥. péti body. Tento problém vede
k sestrojeni spoleéného poldrniho trojthelnika, coz je ku-
bicky problém, pfi kterém jde o tfi priseéiky dvou kuZelo-
sedek; jejich jeden spole®ny bod je zndm, coz bude v dal3im
ukézdno.

8. PREVEDENf KUBICKE ROVNICE
NA TRISEKCI NEBO DELICKY PROBLEM

Lze ukdzat, Ze obecnou rovnici tfetiho stupné lze pfevést
raciondlnimi operacemi a druhymi odmocninami na rovnici,
na niZ vede bud trisekce nebo delicky problém.

Stadf uvaZzovat redukovany tvar

2+ pz+q=0. (1)
Trisekce uhlu vedla na rovnici (odst. 3)
¥ — 3(1 + a?)y — 2a(1 + a?) = 0. (2)

Substituci z = Ay lze pfevést prvni rovmici na druhou.
Dosazenim do (1) vychazi

APy +ply+q¢=0
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¢ili

¥+ 5 Py + ==0. 3)
Srovnénim rovnice (2) s (3) dostaneme
;’2 —3(1 + a?), %: — 2a(1 + a?). 4)
Délenim obou rovnic
_ 34
o= (5)

Dosazenim do (4)
12p%12 = — 4p3 — 2747,

z SehoZ
P T4p*+21¢¢ 1/D
VT T 3 T T 2%y
a podle (5)
3¢

“Twp
Tato transformace ma geometricky vyznam: jen pokud

jsou vyrazy pro 4 a a redlné, t. j. D > 0. Pak lze uvedené
vyrazy sestrojit kruZidlem a pravitkem.

Konstrukei kofent kubické rovnice lze pfevést na trisekei
tehdy, kdyZ je diskriminant rovnice (1) kladny.

V piipadé zéporného diskriminantu (D <C 0) m4d rovnice,
jak zndmo, jeden redlny kofen a ten je dén t. zv. Cardanovym
vzorcem (odst. 6)

3 3
1 I T 1T |71 1
2= V_ 3¢+ | — 135D + V— t¢—1— 13D
a zbyvi jen sestrojit vyrazy
| [y

l’ e
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jeZ obsahuj{ pouze druhé odmocniny, a pak vyrazy

o T
coZ je uiloha delickd.

Konstrukce tietiho stupné lze tedy pfevést pravitkem
a kruzidlem na trisekei 1ihlu nebo delicky problém.
Provedte podobnou uvahu pro rovnici

»—3x+a=0 (g <1
na kterou vede také trisekce (odst. 3).

9. DUKAZ, ZE NENf MOZNO DRUHYMI
ODMOCNINAMI RESITULOHU,KTERA VEDE NA
IRREDUCIBILNI ROVNICI TRETIHO STUPNE

Teprve moderni algebra nasla prostfedky, jimi% lze sta-
novit, lze-li danou tdlohu provést jistymi ndstroji ¢ neni-li
to viibec mozné. Tak je tomu i v uvaZovaném piipadé, kdy
jde o problémy kubické a bikvadratické. Pfedesleme kratkou
ivahu z theorie algebraickych rovnie.

Télesem se nazyvd mnozina ¢&isel, kterd m4d tu vlastnost,
Ze provedeme-li zdkladni podetni ikony — séitdni, odéitdni,
ndsobeni, déleni (vyjma déleni nulou) — s kterymikoli
jejimi ¢&isly, dostaneme vidy é&islo, jez do této mnoZiny
patii.* BudiZz R takové téleso. Pak je zfejm4 véta:

Jsou-li vSechny prvky télesa R obsaZeny v jiném télese R,,
je R délitelem télesa R, a R, nazyvime nadiélesem télesa R.

Nejzndméjsi téleso je téleso &isel raciondlnich, které
budeme nadaile oznadovat R. Toto je délitelem kaZdého
jiného télesa, nebot kazdé téleso obsahuje aspon jednu veli-
¢inu w + 0, a tedy i w:w =1 a z jednitky lze koneénym

* Tento pojem zavedl Dedekind. Viz Dirichlet-Dedekind.
Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 1871.
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poltem zdkladnich podetnich vykond ptijit ke kazdému
raciondlnimu ¢&islu.

Pripojime-li k télesu R velidinu « a zaroven vSechna &isla,
kterd vzniknou zdkladnimi podetnimi vykony z &isla o
a &isel télesa R, dostaneme nové, obsdhlejsi téleso R, ¢&ili
nadtéleso, které obsahuje R i x. Takové pfipojeni se nazyvi
adjunkce. R, vzniklo z R adjunkef velidiny «.

Budiz

f(x) = ag@@e™ + a1 + gxm—2 4 ... 4 a,
cela funkce, jejiz koeficienty patii télesu E.

Jsou moiné dva pFipady: f(z) lze rozlozit ve dva mnoho-
¢&leny nizsiho stupné, jejichz koeficienty patii télesu R, nebo
to neni moZné. V prvnim piipadé nazyvame f(x) reducibilni,
v drubém irreducibilni. Linedrni funkce je samozfejmé
irreducibilni. Funkce f(x), jejiZz koeficienty patii télesu R
a kterd je irreducibilni, mize byt reducibilni v jiném télese
R, (na pt. v nadtélese, které vznikne z B adjunkei nékterého
kofene rovnice f(z) = 0).

Thned je zfejm4 véta:

Irreducibilni funkce f(x) nemiZe mit s jinou funkct F(z),
jeZ patfi témuf télesu, Zidny spoleény délitel, neni-li F(x)
délitelna mnohoélenem f(x). Nebotf nejvétsi spoleény délitel
lze nalézt postupnym délenim a je tedy v R obsaZen.

Irreducibilni funkce f(x) nemd délitele obsafeného v R, jen
sebe a konstantu.

Nyni miZeme pFistoupit k rovnici kubické. Budiz R stdle
téleso raciondlnich &isel, a uréité raciondlni ¢&islo, které neni

druhou mocninou jiného é&isla. Adjungovdnim éisla VE
dostaneme nadtéleso R,. V8echna &isla tohoto télesa maji

tvar M + N],’c—z, kde M, N jsou ¢&isla télesa R. Jsou-li na p¥.
T, =m + "1]"/“’ Ty = my + myfa, je

T, . Ty = mmy + ann, + l/a(mln2 + myn,)
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a podobné

I _ (m; + nll/’;)(mz — nz]’/‘;)

2 __ an2
z, mi — an}

téhoZ tvaru. -

Budiz a, &slo télesa R,, aviak |'a, nikoli. Adjunkei &isla
V a, k télesu R, dostaneme nadtéleso R,, jez zahrnuje &isla
tvaru p + q]/;p pfi demzZ p, q patii télesu R,. K télesu R,
pFipojme opét 1/52, kde a, patii télesu R,, nikoli viak VI,
Dostdvame nové nadtéleso R,. Takto pokraéujice dostaneme
téleso R, adjunkei ¢&isla ],"(T_l k prededlému télesu. Cisla
posledniho télesa maji tvar r + 3] IcT_l, kde r, s patii pred-
chozimu télesu R, ;.

Na pf. &islo
V5 +13

j
se dostane z télesa raciondlnich é&isel B postupnym pFipoje-
nim druhych odmocnin. Adjunkei &isla V§ dostaneme z R
téleso R, ve kterém je 5 + V§. Adjunkei éisla ]/ 54+ Vﬁ
dostaneme téleso R,. Dalsi adjunkeci ¢&isla VTI_ dostaneme
téleso R,, ve kterém je obsaZeno &islo .

Nyni miZeme ukdzat, Ze rovnice tfetiho stupné, kterd
nemd raciondlni kofen a je tedy irreducibilni, neni FeSitelna
druhymi odmocninami. Rovnici miZeme pFedpoklidat
ve tvaru redukovaném, nebof kdyby méla uplnd rovnice
raciondlni kofen, méla by jej i rovnice redukovani.

xr =

Méjme tedy rovmici
B+ax+b=0, (1)

kde a, b jsou racionalni &isla. Ta ma tii kofeny, pro které
plati (koeficient p¥i 22 roven nule)

2y + @y + 73 = 0. (2)
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Predpoklddejme, Ze Zddny z téchto kofenti neni raciondlni,
Ze viak je mozno na pt. z, vyjad¥it fadou druhych odmocnin.
Pak lze dle pfedeslé tivahy ziskat z télesa R pfipojovénim
druhych odmocnin téleso, ve kterém je z, obsaZeno. Budiz
Vp posledni z piipojenych druhych odmocnin. Pak z,
je tvaru

= m + n|/p, (3)
kde m,n, p patii pfedposlednimu télesu. Dosadime-li do
rovnice (1), dostaneme vyraz tvaru

P+Q)p=0, )
kde

P =m? + 3mn?p 4+ am + b, @ = 3m*n 4 23p + an.

P, Q, p patii pfedposlednimu télesu, V;J viak nikoliv. Ne-
mize tedy byt

‘I/— _ P

p=— o
ledaZe by bylo soudasné P = @ =: 0. Potom by vSak rovnice
(1) méla také kofen
Ty =m— n]/ P
a bylo by rowéz
Ty = — (2, + x,) = — 2m.

Kofen z, by patfil pfedposlednimu télesu.

Méame tedy vysledek: Lze-li jeden kofen x, rovnice vy-
jadfit fadou druhych odmocnin, lze postupnym pfipojenim
druhych odmocain utvofit téleso, jemuZ nalezi x; a mimo
to jestd druhy kofen x,. Tieti kofen ndlezi pak télesu pfed-
chizejicimu. PonévadZ x; patii pfedposlednimu tdlesu, lze
toutéz uvahou dokazat, Ze jeden z kofenli x, z, mu také
patii, tedy zbyvajici kofen patii télesu pfedchézejicimu atd.
Koneéné bychom dospéli k télesu ¢isel raciondlnich. Neni
tedy pripustny pfedpoklad, Ze jeden kofen lze vyjidrit
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druhymi odmocninami. Rovnice tretiho stupné neni felitelna
druhgmi odmocninami, nemd-li jeden kofen raciondlni.

Avsak iloha, jiz nelze feSit druhymi odmocninami, nedd
se konstruktivné provést pravitkem a kruZidlem. Takova
konstrukce se sklddd z pfimek a kruZnic. Vyjédfime-li tyto
utvary analyticky za predpokladu, Ze jsme zvolili soufad-
nicovou soustavu, dostaneme jen rovnice prvniho a druhého
stupné; prasediky ptimky s kruZnici a priseéiky dvou kruznic
vedou k rovnicim kvadratickym. Obracené vyraz, ktery
obsahuje jen vykony raciondlni a druhé odmocniny, lze
sestrojit opakovdnim konstrukei uvedenych v odst. 2, které
Ize provést pravitkem a kruzidlem. Podle toho tedy, vede-li
dloha na irreducibilni rovnici tfettho stupné, meni Fe¥itelnd
krugidlem a pravitkem.

10. JAK POZNAME, ZDA MA ROVNICE
S RACIONALNIMI KOEFICIENTY RACIONALNT
KOREN

Predevsim plati véta: M4d-li rovnice celistvé koeficienty
a je-li koeficient nejvyssi moeniny roven jedné, je racionalni
koten é&islo celé, které je délitelem absolutniho ¢lenu.

Budiz ddna rovnice

wt+arr-ldaar2?4 . ta,_x+a,=0 (1)
v niz a,,a,, ..., a, jsou celd &isla; pfedpoklddejme, Ze ma
kofen z = p: ¢, kde P, ¢ jsou celd nesoudélnd ¢&isla kladnd
nebo zdpornd. Dosazenim vychdzi '
P"+ @ pnTig + app T ot @ P9 A+ aag” = 0.
Délme ¢&islem ¢ a dostaneme

n
E + alpn-l + azp”_aq + ...+ an_lpq"‘2 -+ anqﬂ—l = 0.
Na levé strané jsou vesmés celd &isla mimo prvni &len. Ten
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musi tedy byt také celé &slo, t. j. ¢ = 1. Raciondlnf kofen
rovnice (1) je tedy dislo celé a zfejmé musi byt dslitelem
tisla a,. V daném piipads$ rozlozime tedy a, v &initele a do-
sazenim do rovnice (1) zjistime zkusmo, zda néktery vyho-
vuje této rovnici.

M4-li nejvyssf mocnina celistvy koeficient rizny od jedné,
jako na pf. rovnice

a4 a2 + ax + a; =0, a, + 1, (2)
polozime

a dostaneme
s Bpay Bpe,  Tags
R R L) (3)

Volme za k takové nejmensi ¢islo, aby koeficienty Z—lk, ? k2,
0 0

?ks byly celymi &sly. Md-li rovnice (2) raciondlni kofen,
°

mus{ mit i rovnice (3) kofen raciondlni, a tedy celistvy
kofen, ktery l1ze nalézt podle predeslého.
Podle téchto vét je tedy rovnice
»—2=0,
na niz zavisi delicky problém, a obecnéji i rovnice
?—a= 0,
pokud @ neni trojmoc racionilniho d&isla, irreducibilni.
Podobné jsou irreducibilni na p¥. rovnice
22— —2x+1=0,
2—3x—1=0.
Také rovnice

y*— 3(1 + a®)y — 2a(1 + a?) =0,
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na které zdvisi problém trisekce 1hlu, je obecné irreducibilni.
Kdyby byla reducibilni pro libovolné a, byla by reducibilni
i pro kazdé a celistvé. Aviak tomu tak neni, nebot na pf.
a = 2 vede k rovnici

¥y — 15y —20 =0,

ktera je podle hofejsich pravidel irreducibilni.
Pro nékteré zvli§tni hodnoty a je oviem tato rovmice
reducibilni; na pf. pro a = 1 = tg45° dostaneme rovnici
y—6by—4 =0,
kterd ma kofeny —2, 14 VZ?, jim odpovidaji hodnoty
r=—1,24 1/3, coZ jsou tangenty Ghli ¢ = 135°, 75°, 15°.
Kruzidlem a pravitkem lze provést také trisekei thlu
@ = 27 : n, kde n je celé &islo, jeZ neni délitelno tfemi. Nebot
pak lze vidy nalézt takovd celd ¢&isla x, y, Ze je splnéna ne-
uréitd rovnice
nr—3y = 1.
Potom je
2ane — . 3y = in
¢ili
2nx 2ny 2n

N

3@ se tedy jevi jako rozdil uhli 60°r a y@. Lze tedy provést
trisekei kazdého thlu ¢ = 27 : n, kde % neni délitelno tfemi,
a tedy i trisekci uhlu me, kde m je ¢islo celé.

11. RESENIULOH TRETIHO ACTVRTEHO
STUPNE UZITIM PEVNE KUZELOSECKY

Kubické a bikvadratické tlohy vedou na rovmice tfetiho
a &tvrtého stupné; jde tedy o grafické fedeni téchto rovmic.
11,1. Nejptirozenéjsi je FeSeni uZitim dvou kuZelosedek.
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MizZeme volit dvoji cestu. Bud k dané rovnici hledat vhodné
kuZelosetky nebo volit dvé kuZelosetky a hledat rovnice,
jez lze jejich uZitim Fesit.
Na pf. mdme-li rovnici
3 4 azx? 4+ b+ ¢ = 0,

miiZeme ji povaZovat za vysledek eliminace proménné y
Z rovnic
=y, zyt+ay+br+c=0.

Prvni je rovnice paraboly, druhd rovnice rovnoosé hyperboly
o stfedu (—a, —b). Narysujme tedy na milimetrovém
papife pevnou parabolu a pak hyperbolu. Stadi narysovat
jen &asti hyperboly v okoli hledanych pruseéikd, k uréeni
hyperboly staéi asymptoty a jeden bod.

Vyjdéme obricené od dvou kuZelosedek; v takovém p¥i-
padé je nejlépe zvolit za jednu kruZnici, abychom skuteéné
rysovali jen jednu kuZelosedku riznou od kruZnice. Volme
opét parabolu

y=2a?
a kruZnici
(z— m)? 4 (y—n)? = r=.
Eliminujeme y a dostaneme rovnici
4+ (1—2n)22—2mx+m24+n2—r:=0.

V této rovnici schdzi &len s z3, ale protoZe lze kazdou
rovnici 8tvrtého stupné prevést raciondlni operaci na tento
tvar, vidime snadno, Ze kaZdou takovou rovnici lze graficky
fedit danou pevnou narysovanou parabolou a kruZniei.
Nebot je-li takova rovnice

it a2+ bxr+c=0,
dostaneme srovndnim
1—2n=a, —2m =5, m® 4 n?—r2 =g,

stfed kruZnice mé tedy soufadnice
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m=—%b n=31—a)
polomér dostaneme pak z posledni rovnice.
.-V tomto je zahrnuto i fe3eni kubické rovnice (¢ = 0)

2 +ax+b=0.

Odpadd hledani poloméru r, nebot r = V m? 4+ n% kruZnice
jde tedy vrcholem paraboly.

Vidime tedy, Ze kubické a bikvadratické problémy lze
feSit kruZidlem, je-li déna pevnd parabola. UkdZeme dile,
ze to obecns plati o kazdé kuZeloseéce, oviem rizné od krui-
nice. To je rozdifeni Steinerovych tivah pro kvadratické
problémy. Kvadratické idlohy v roviné lze fesit pouhym
pravitkem, je-li ddna pevnd kruZnice; zde mime pevnou
kuZelosedku a pouzivame kruZidla a pravitka.l

11,2. BudiZ déna elipsa

11:2 y2
por + b =1 (1)
vyjddiime ji parametricky
x = @ cosp, ¥y = bsing, (la)

kde ¢ je t zv. excentrickd anomalie. Vyjidiime-li sing, cosp
tangentou poloviéniho uhlu, ¢ = tg4p, dostaneme raciondlni
vyjddreni
r—a P—e b 2¢
Ty YT Tre
Pro parametry priseéikti kruznice

224+ y2—2mxr —2ny +p=0 (2)

(1b)

1 Po prvé byla tato mySlenka a jeji uZiti na ndkteré problémy
zpracovana v dilech:

Kortum, Uber geom. Aufgaben dritten u. vierten Grades, Bohn
(1869),

Smith, Mémoire sur quelques probldmes cubiques et biquadrati-
ques, Annali di matematica, f. 2., sv. 3.
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s elipsou vychdazi rovnice

(a® + 2am + p)tt — 4bnt® 4+ (— 2a% 4 4b% 4 2p)i2 —
— 4bnt + (a* — 2am + p) = 0. (3)
Tato rovnice nemd oviem tvar obecné bikvadratické
rovnice,nebof koeficienty p¥i £2 a t jsou stejné. Je tedy otdzka,
zda lze obecnou bikvadratickou rovnici

xt 4 4ax® - 6bx?2 - 4cx +d =0
uvést na takovy tvar transformacemi, jez obsahuji jen vy-
kony raciondlni a druhé odmocniny. Pfedevsim miiZeme
linedrni substituci x = 2’ + « dosidhnout toho, Ze koefi-
cienty a’,¢’ budou mit v transformované rovmici stejné
znaménko (a’¢c’ > 0), nebot je
4a’ = 4x + 4a, 4¢’ = 40® + 4 . 3a0® + 6. 2ba + 4ec.

Ziejms je moZno « volit tak, aby a’, ¢’ mély stejnd znaménka
vV nové rovnici
28 4 4a'xd 4 66’22 + 4c’'x +d' = 0.

Provedme pak substituci x =VZ—, .t a dostaneme rov-
nici tvaru
14+ A3 + B2 + At + C =0, (4)
kde koeficienty pfi #* a ¢ jsou stejné. Takové redukee je tedy
vidy moznd uZitim jen druhych odmocnin.
Srovnanim rovnic (3) a (4) vychdzi
4bn — 2a? | 4b% + 2p

T @+ 2am+p @+ 2am+tp

(5)
_a?—2am +p
T a4+ 2am +p’

Obricend dostaneme pii danych 4, B, C veliiny m, n, p
z linedrnich rovnic

c
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m.2aA +n.4b+p. A =—Aa?,
m . 2aB +p.(B—2)=—2a%?—Ba?+45b2, (6)
m. 2a(C+1) +p.(C—1)= a*(1 —C)
ve tvaru
_ e}(C—1) n— Ae?
T a1+ C=B)’" " 1+ C—B)’
2e2(C 4 1) )
— g2t
P=—CtTr =B
kde e? = a® — b2. Piislusnd kruZnice m4 tedy rovnici
22 + y? + 2¢? B(C — )z + ady + (0 + ljab = a? (8)

ab(l — B 4 C)

Ptipad 1 — B 4+ C = O neni tieba brat v ivahu, nebot pak

Ize rovnici (4) psét ve tvaru
B+ AP+ (C+ 124+ At +C =0
a levou stranu lze rozlozit na
(2 + 1)(12 + At + C) = 0.

Vyrazy pro m, n, p (tedy i r) lze snadno sestrojit, a tedy
i piislufnou kruZnici. Prisedikim odpovidaji hledané hod-
noty ¢ (= tge). UZitim pevné elipsy lze tedy FeSit bikvadra-
tickou i kubickou rovnici.? _

Z ptedchozi tvahy plynou nékteré zajimavé vztahy.
Vsimnéme si jeSté jednou rovnice (3) pro parametry ¢,, ¢,, ¢;,
t, prusediki kruznice s elipsou. Koeficienty pfi £ a ¢ jsou
stejné, tedy

1
Ity = Tttty = bttt T (9)

1
tato rovnice vyjadfuje nutnou a postadujici podminku, aby
&tyti body elipsy byly na kruZnici. Jeji geometricky vyznam

? Toto feSeni uvefejnil Vahlen, Archiv der Mathematik, £. 3.,
sv. 3.
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vysvitne jedtd lépe, vratime-li se opét k excentrické anomalii.
Nebot podle vzorce

tgla + B8 +y +0) =
_ _tgx + tgf + tgy + tgd — (tgx . tgf . tgy + ...)
1 — (tgo . tgf + tgo . tgy + ...) + tga tgf tgy tgd’

dosadime-li tgox = tgdp, =1, tgff = tgde, =1, ..., je podle
(9) &itatel roven nule, a tedy

tgd @y + @2+ @3 + @) =0

¢éili
@1+ @2 + @3+ @y = 0 (mod2x). (10)

Ctyti body elipsy jsou na kruznici, je-li soudet exentric-
kych anomalii roven nule (modZ2zx).

Nechame-li tfi body elipsy splynout s bodem o parametru
¢(p), protind jimi urdend kruznice, oskulaéni kruznice bodu
t(p), elipsu jesté v daldim bodé o parametru t,(y). Z podminky
(9), do niZ dosadime t.= t, = t, = t (neboli ¢, = @, = @,),
dostaneme

. St+t, =1+ 3.1,
z &ehoi
8 —3t
ly = ——= 11
4 l . 3t2’ ( )

neboli podle (10)
3p +v =0, 4R, 8R, ... (11a)

Bodu ¢ patii jediny bod #,, obrdcené viak bodu ?, patif
t¥i hodnoty ¢ dané rovmiei

B3, —3t—t,=0; (12)

bodem elipsy jdou tedy oskuladni kruZnice tfi bodit elipsy
o parametrech T, T, T,. Pro tyto tfi hodnoty dostivdme
z posledni rovnice
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21y =—3, X1, = —3, 1,715 = £. (12a)
Pripojime-li k hodnotdm 7, 7,, 7, jeSté ¢,, dostaneme &tyfi
body elipsy, které jsou opét na kruZnici, nebot
2T 4ty =—2t, (X1 Tty + TiTTy = — 3, + 8 = — 24,
a podminka (9) je tedy splnéna.

Je-li p anomalie bodu ¢,, jsou anomalie piisludnych tif
bodi dle (11a)

o1 = 34B —v), ¢, = 3BE—v), 93 = }(12R—yp) =
=4R — Ly. (13)

Sestrojime-li tedy kruznici, jez jde body v, ¢;, @,, @3, TOZ-
feSili jsme problém trisekce. Pohodlnou a zajimavou kon-
strukei ziskdme touto ivahou.

PiSeme-li opét ¢, ¢y, {4, ¢, misto dosavadniho 7y, 7,, 74, {4,
dostaneme pro symetrické funkce téchto étyr hodnot podle
(12a)

2ty = —2t, Ztit, =—3(1 + t2),
(tytots) = — 2y, titototy = 12,
a tedy v rovnici (4) je
A=2, B=—3(141), C=1=8
Dosadime do rovnic (7) a dostaneme
S ez(ti-—l)_ezz " e?
T T @l @t T T e
(14)
a’ 4 b
2 L
Z,, Y, jsou soufadnice bodu P na elipse, jemuz patfi parametr
t, s anomalii 9. Rovnice hledané kruZnice je pak

3 Tyto _bodové trojice, zvané oskulaéni &ili Steinerovy trojice, jsou
piedmétem obséhlé studie M. Lercha v ¢&ldnku: Drobnosti z geo-
metrie, Casopis pro péstovéni mat. a fys., r. 45, str. 176.
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e 2e2 a? | b2
:v”—}-y“’—mzp.z—i-myp.y— g — =

Tato kruZnice jde bodem P(z,, y,). Jeji stied S(m, n) lze
snadno sestrojit z vyrazi (14) timto obratem (obr. 27):

0.

/.)lf;—"\p-

" , P

—

Je .

== (3 )= 5

Bod §(m, n) lezi tedy na polafe bodu Py(z,, — y,.) ke kruZnici
o stfedu O a poloméru e,
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nebof rovnice této polary je

o2
Ty — Y4 = 3
Dile je
71:-—?/_" fz_&" (_l= Yp» EZ_M
m xP ¢ b2 xP’ . b IP;, b x‘,lll’

Ppfi tom, jak je patrno z obrazku, je bod P’ na kruznici (O, a),
bod P”" na elipse a na spojnici OP’, P” opét na kruinici (0, a),
nebot y,.a/b =y, Yo . a/b = y,m. Déle necht je P," bod
symetricky polozeny s P” podle hlavni osy elipsy. Bod S
je pak na OPy" a na dfive nalezené poldfe bodu P, KruZnice
o stfedu S jdouci bodem P dévéa s elipsou tii prusediky
@1, @, Q5. Jim patfi na kruznici body @,°, @,°% @,° a jejich
anomalie jsou postupné (8RR — y), (4B — ), 1(12R — ).
Je tedy absolutni hodnota dhlu BOQS = iy.

11,3. Podobnou uvahu lze provést, je-li ddna hyperbola

x2 y2

t-f-1 (1)
Parametrické vyjidieni je

1 4 £ 2t

ety =b—p (1a)

vyznam parametru ¢ je patrny, piSeme-li rovnici pfimky
jdouci vrcholem hyperboly (— a, 0) ve tvaru

R et
F=t;+1
Dalsi priseéik s hyperbolou ma pak soufadnice (la). Pro
prisediky kruZnice
224+ yP—2mxr—2ny +p=20
8 hyperbolou dostaneme rovnici
(a® 4 2am + p)t* 4 4bnt® 4 (2a% + 452 — 2p)t2 —
— 4bnt + a* — 2am + p = 0,
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ve které se koeficienty p¥i¢ a t21i3i jen znaménkem. Chceme-li
s touto rovnici srovnat obecnou rovnici

x4 + 4aa® 4 6bx? 4 4cx 4+ d = 0,
musime ji napfed pievést substituci £ = 2’ + x na tvar,
v némZ a’, ¢’ majf riznd znaménka, coz jako v pi‘e@ém
odstaveci je vidy moiné, a pak uZit substituce z = l/— Z—,, .t
Tim pfijdeme k rovmici tvaru
t4+ AP+ B2 — At + C=0.

Srovnénim rovnic dostaneme pc jednoduchém vypodtu

B (0 — 1) 3 Ae?
T wl+B+O) "TIWI¥+BFO)
262(C + 1)
— __ 2
p=—a+ 1+B+C

Rovnice pfisludné kruZnice je tedy
b(C— 1)z — Aday—ab(C 4+ 1)
ab(l1 + B+ O) -

Piipad elipsy se pfevede na piipad hyperboly, zaménime-li
tzati,bza —bia A za Ai.

11,4. Descartes, ktery po prvé jasné vyslovil, Ze k FeSeni
kubickych a bikvadratickych tloh staéi jedna narysovani
kuZelosetka, vyslovil i poznatek, %e neni tfeba celé kuzelo-
setky, nybrz Ze stadi sebe mensi oblouk, ovSem koneéné
délky. Geometricky to plyne z toho, Ze lze vidy nalézt
kolineaci, jeZ kuZelosedku pfevidi v sebe a bod mimo dany
oblouk do bodu na tomto oblouku.

Také analyticky to snadno vychdzi. Budiz ddna na pF.
elipsa parametrickymi rovnicemi
1—1¢2 2t

=l Y=ty

x4 y% — 2¢2 2,




ana ni oblouk, jeho¥ body odpovidaji hodnotdm ¢ v intervalu
t' << t". Danou rovnici

x4+ 4az® + 6ba? +4cx +-d =0

lze vidy prevést transformaci z = « + §¢ (11,2) na takovy
tvar, Ze je FeSitelna uZitim dané elipsy a kruzidla. Dosazenim
a porovnanim koeficientl pfi 2 a ¢, jez maji byt stejné,
dostavame

a—+ «

Zslezi tedy na tom, jak zvolime «, aby piisluiné ¢ bylo
v intervalu ¢ << ¢".

ﬂ_]/oc3+3aoc2+3boc+c_

BudiZ z, redlny kofen dané rovnice a ¢, pFisludnd hodnota
parametru ¢. Pak je
L= + B4
¢ili, dosadime-li za f§ hofejsi hodnotu,
(@ + o)z — o) = £,3(x® 4+ 3aa? + 3bx + c).

To je vztah mezi «, t,. Vezmeme-li za ¢, hodnotu 7 z intervalu
¢’ < t", mame pro « rovnici tfetiho stupné. Budiz «, ptibliznd
raciondlni hodnota redlného kofene této rovmice a ¢," pii-
slusnd hodnota t;, kterd se milo Li§i od zvolené hodnoty 7.
Ke zvolenému «, dostaneme f8; a v transformované rovnici
odpovidd kofenu z, kofen ¢, v daném intervalu.

12. PROJEKTIVNIf ULOHY TRETIHO
ACTVRTEHO STUPXNE

Zékladni projektivni tlohou -¢tvrtého stupné je nalézt
spoleéné body dvou dostatetné uréenych kuzeloseéek (na pf.
péti body) nebo sestrojit jejich spoledny poldrni trojihelnik.
Jedna iloha souvisi s druhou. Konstrukce spoleéného po-
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lirntho trojuhelnika zédlezi v sestrojeni t¥i spoleénych bodt
dvou kuzelosetek, jejichZ jeden spoleény bod je din. Tato
posledni uloha byva dasto oznatovina za zékladni kubickou
projektivni dlohu.

V této Gvaze musime pFedpokliddat znalost zakladnich
konstrukei projektivni geometrie, zejména:

1. Jak se ke tfem bodiim na pfimce sestroji é¢tvrty harmo-
nicky.

2. Jak se sestroji dalsi body kuZelose¢ky dané péti body
nebo péti teénami (véta Pascalova a Brianchonova).

3. Jak se sestroji polira bodu ke kuZeloseéce dané péti
body nebo pol dané pfimky.

4. Jak se sestroji prisediky pfimky s kuZelosetkou nebo
dvojné body involuce.

Posledni iloha je kvadratickd, ostatni jsou linedrni.

Pri téchto projektivnich konstrukcich hraje dulezitou
dlohu kwvadraticka transformace, kterou zavedli Poncelet,
Chasles a Steiner a jeZz se obyfejné nazyva Steinerovou
transformaci. *

Dvé kuZelosetky K,, K, vroviné uréuji svazek kuZelosedek.
Piedpoklddejme, Ze &tyti spoleéné body jsou od sebe rizné.
Pak jsou ve svazku tii kuZelose¢ky degenerované v dvojici
piimek. Dvojné body X, Y, Z téchto degenerovanych kuzelo-
sefek tvofi spoleény polirni trojihelnik vsech kuZelosedek
svazku. Obecné bodu P v roviné patii ke K,, K, poldiry
P15 Ps & jejich prisedik P’ je s P sdruzen podle vSech kuZelo-
selek svazku. Takové body nazyvdme prosté sdruzené.

* Tato transformace je nejjednodudsim piipadem t. zv. biracionalni
involutorni transformace dvou rovin. Tyto transformace jsou jedno-
jednoznaéné, bodu obecnd odpovidd bod. Vyjimku &ini zékladni
elementy. Pfimce jedné roviny odpovidé v druhé rovind raciondlni
kiivka. Radé bodové ne piimce odpovidé projektivni fada bodové
ne piisludné kiivee, involuci involuce atp. Pro dalf studium t&chto
transformaci viz BydZovsky, Uvod do algebraické geometrie,
str. 620.
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Pohybuje-li se P po pfimece a, opisuji polary p,, p, ke kuZelo-
setkdm K,, K, projektivni svazky. P’ tedy opisuje kuzelo-
setku, ktera jde vrcholy X, Y, Z spoletného poldrniho troj-
thelnika [na pt. bodu p . (YZ) je sdruZea vrchol X]. Tak je
kazdé pfimce a ptifazena kuzelosetka K, opsani trojihel-
niku XYZ. Tato kuZelosetka je soutasné geometrickym
mistem polt piimky a ke kuZelosetkdm svazku. Nevlastni
piimece je piifazena kuZelosetka K., kterd obsahuje stiedy
viech kuZelosedek svazku.

Vrcholy a strany trojuhelnika XYZ jsou singuldrni ele-
menty uvaZované kvadratické korespondence. Jde-li pfimka
a jednim vrcholem, na pf. X, rozpadne se odpovidajici
kuZelosedka v ptimku YZ a piimku o', kterd jde také vrcho-
lem X a oddéluje s @ harmonicky dvojici stran XY, XZ
(@’ povaZzujeme za poldru libovolného bodu na a¢ vzhledem
k degenerované kuzeloseéce XY, XZ).

Z toho je patrno, Ze zname-li jeden vrchol X spole¢ného
polérniho trojuhelnika dvou kuZelosedek, lze ihned sestrojit
spoledné seény z;, 2, obou kuZzeloseéek, které jim prochdzeji.
Stali jen vzit dva pary bodid sdruZenych ke kuZelosedkdm
svazku, na pf. M, M’ a N, N'. Seény z,, z, jsou dvojné ele-
menty involuce uréené dvojicemi XM, XM'; XN, XN'.
Spoledné body kuZelosédek se pak sestroji jako prasediky
t&chto seden s jednou kuZelosetkou. Uloha sestrojit spoleéné
body dvou kuZeloseek je tak pfevedena na sestrojeni spoleéného
poldrniho trojihelnika.

Volime tedy dvé ptimky m, n, které maji spoleény bod S;
v uvedené kvadratické transformaci jim odpovidaji kuZelo-
seCky Ky, Ky, které jdou bodem S8’ sdruzenym s S. Zbyvajiei
t¥i spoleéné body jsou hledané vrcholy X, Y, Z. Vhodnou
volbou pfimek m, n lze dosdhnout toho, Ze jedna z kuzZelo-
setek bude kruznici; za druhou volime nejradéji rovno-
strannou hyperbolu nebo parabolu.

Necht jsou dany dvé kuZelosetky K,, K,, kazdd na pt.
péti body. Uréime kuZelosetku K, jejiz body jsou bod
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za bodem pfifazeny bodim nevlastni pfimky. Oznadime
A®, A,® dva body v nekoneénu ve smérech kolmych, 4', 4,’
body s nimi sdruZené a leZici na K. Piimce 4’4’ je v kva-
dratické transformaci naopak pfifazena rovnoosa hyperbola
jdouei body A=, 4,*.

Primce ¢, ktera se dotyka kuZelosedky K, v bodé T, je pfi-
fazena parabola, kterd se dotykd nevlastni pfimky v bodé
T'=,

Piimku, které odpovidd kruZnice, lze sestrojit takto:
Necht jsou A=, 4,* dva body ve smérech kolmych, B*, B;®
jiné dva body ve smérech kolmych. Témito dvéma dvojicemi
je na nevlastni pfimce urdena involuce a jeji dvojné elementy
jsou kruhové body I«, I,*. Piidruzené dvojice A'4,’, B'B,’
na K< uréuji involuci na K a jeji dvojné elementy I’, I,’
(imagindrni) odpovidaji kruhovym bodim. Jejich spojnice
m = I'l,’ je osa involuce uréené pary 4’4,’, B'B,’ a snadno
se sestroji; pfimce m je pfifazena kruinice K,,. Na pfimce m
je involuce indukovand kuZeloset¢kou K, s dvojnymi body
I', 1, a této opét odpovidd na kruznici K,, involuce s dvoj-
nymi body I®, I,®, a tudiZ se stfedem ve stfedu kruZnice
K,,. Je-li tedy na pf. @, R jeden par involuce na m, jsou
@', R’ koncové body priméru kruZnice K, Takovy pér
na m tvoti body Q = (4’'B’. 4,'B)'), R= (A'B,’ . A,/B’).

Nyni jde o to, provést konstrukei bodti X, Y, Z s danou
narysovanou kuzelose¢kou K. Mimo kruZnici uréime jeSté
kuzelosedku L, kterd jde body X, Y, Z a je podobnd kuZelo-
seéce K, t. j. ma tytéZ body v nekoneinu. Kiivkami K, L
je ddna podobnost, kterd kruZnici pfevede v krugnici, jeZ
8 L déva body X', Y’, Z’, a tém naopak odpovidaji hledané
body X, Y, Z.

Nejsnédze se tyto konstrukce provedou, je-li dana kuZelo-
setka parabolou. PopiSeme zde postup konstrukce.

V roviné budiZ ddna parabola P, jejiz pomoci providime
konstrukei, a dvé kuZelosetky K, K,, ka%d4 dostateénym
podtem bodl. Hledany spoleény poldrni trojuhelnik budiz
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XYZ. Najdeme nejprve piimku m, se kterou je sdruZena
kruznice K,, opsand polirnimu trojihelniku. BudteZ 4=,
A,® dva body v nekonenu ve smérech kolmych, 4’, 4,
body sdruZené, @ piimka jimi uréend. Podobné budte
B>, B,® dva body ve smérech kolmych, B’, B,’ body sdru-
Zené a b jimi uréend pfimka. Priselik obou je M = (a, b).
Jeho polara ke kuZelosetce K., jeZ odpovidd mnevlastni
piimce a jde body A’, 4,', B’, B)’, je uréena body @ =
= (A'B’, A,'B,’) a R = (4'B,’, A,'B’). To je hledan4 pfimka
m, jiz odpovidd kruznice K,,. Poznamenejme mimochodem:
Primce a je pfidruZena rovnoosd hyperbola, kterd jde body
A=, A,°, podobné pfimce b, bodu M je pfifazen bod M’,
kterym jdou obé a tedy vSechny rovnoosé hyperboly opsané
trojihelniku XY Z.

Budiz nyni U nekoneéné vzdileny bod pevné paraboly
P, U’ bod sdruZeny, ktery s A’, A,’, B’, B, lezi na kfivee
K. Tedna této kiivky v bodé U’ budiZ «. P¥imce u odpovida
parabola K, s nevlastnim bodem U®.

Paraboly P a K, maji rovnobézné osy (spoleény bod U®),
jsou tedy podobné poloZené podle jistého stiedu 0. Pouzijme
této podobnosti a sestrojme podobnou a podobné poloZzenou
kruznici 8 K,,. Oznadéme ji K,'. Piimky u, m se protinaly
v bodé S, jemu v kvadratické transformaci patfil S’, spoledny
bod kuZelosedek K,, K,. V podobnosti mu nalezi bod 8§,
na P, kterym prochazi i K,,". Ostatni tfi praseéiky P s K,,’
oznaéme X,,Y,, Z,. Obricené jim jsou zase v podobnosti
piifazeny hledané body X, Y, Z.

Vidime, Ze vSechny uZité konstrukce jsou linedrni aZ na
posledni, kde jde o prisediky kruznice s kuZelosetkou P.
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13. RESENI KUBICKYCHULOHUZITIM KRIVKY
TRETIHO STUPNE NEBO JINYMI PROSTREDKY

Uloha, kters m4 n fedeni a nenf transcendentni, d4 se pfe-
vést na sestrojeni prasetikd kiivky stupné n s piimkou,
na pf. paraboly n-tého stupné

y=a+ bx 4 cx®+ .. + mar

s pfimkou y = 0. Podle toho se d4 Feseni dlohy tfetiho nebo
&tvrtého stupné pfevést na sestrojeni prusedikti pFimky
s kiivkou tfetiho nebo &tvrtého stupné. Také konstrukce
spoleénych bodd dvou kuZelosetek nebo spoleéného poldr-
niho trojuhelnika vede na rovmici tfetiho nebo &tvrtého
stupné a lze ji Fesit uZitim kubické kfivky. Vidy viak byla
ddvéna piednost FeSeni uZitim pevné kuZelosetky, nebof
se zdd jednodussi a prirozenéjsi. Starsi geometii povaZovali
dokonce uziti vyssich kiivek v tomto pfipadé za methodicky
vadné (Chasles). Skutedné uzitim kuZelosetky ve spojeni
s pravitkem a kruZidlem lze FeSit jen 1lohy tfetfho a étvrtého
stupné a nikoli dlohy stupné vy3siho. Uzitim kiivky ttetiho
stupné ve spojeni s kruZidlem lze v3ak fesit i nékteré 1lohy
a% Sestého stupné. Mame-li piistroj k mechanickému ryso-
véni kiivky tietiho stupng, lze FeSit i nékteré dlohy devatého
stupné, kdeito piistroji k rysovini kuZeloseéek lze FeSit
jen kubické a bikvadratické ulohy. Proto se zda tato methoda
nejprirozendjsi.

Uzitim kiivek vyssich stupid pouZitim pravitka a kruZidla
fesil kubické a bikvadratické dlohy jiz Newton a Maclau-
rin. V novéjsi dobé pojednal o tomto pfedmétu London.!
Podobné jako o kvadratickych konstrukeich plati, ze je lze
provést pouhym pravitkem, je-li ddna v roviné pevni
kruZnice a po piipadé i jeji stfed, jde-li o ilohu metrickou,
plati i o iilohdch kubickych, Ze je lze provést pravitkem, je-li

! London, Die geomn. Konstruktionen 3. u. 4. Gr. etc., Zeitschrift
f. Math. u. Phys. (Schlgmilch), r. 41, str, 129.
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déna raciondlni kiivka tfetiho stupné. Jde-li o ilohu metric-
kou, musi byt jesté dan étverec nebo kruZnice se stfedem;
nejlépe je volit Diokletovu cissoidu a pfipojit k ni vytvotujici

kruZnici.
Volme napfed kubickou parabolu
y =z
Méme-li FeSit rovnici
22— pr—q=0,
sestrojime prasediky pfimky
y=pr+gq
8 parabolou. Soufadnice z daji hledané feSeni.
Nejvhodnéjsi se zda pouiiti cissoidy
23
=5 —z

y2
parametrické vyjadfeni zni
2rt? 2rt3
i e VTiye
Dosazenim do rovnice piimky
y=axr+b
dostaneme pro parametry prisedikl rovnici
23 — (2ar + b)2 —b = 0.

Nyni je nutno ukézat, Ze rovnici
a3 + pt+y =0

(h

(la)

(2)

3)

lze uvést raciondlni substituci na tvar, kde je &len s t? a nikoli
&len s t. To se stane jednoduse substituci ¢ = 1/’ a vychazi

p3 4 f2 4+ & = 0.

Jak lze provést zdvojeni krychle danou D. cissoidou, bylo

ukdzdno jiz v odst. 4,6,
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Chceme-li provést trisekei thlu ¢, vyjdeme z rovnice
42 —3t +1=0,
vniz A = sing a jeZ m4 kofeny f, = sinkg,t, = sink(p + 2x),
t, = sin}(p + 4x) (odst. 3).
Substitucf ¢ = 1 : ¢’ pfejde uvaZovand rovnice v rovnici
A3 —3t244=0
a srovnanim s (3) vychdai
7 8r
a= 7 b=— T
Piimka
Ay— Tz 48 =0
protind tedy cissoidu v bodech, kterym patfi parametry

¢, 8y, t;. Podle geometrického vyznamu je ¢ = Z’ tedy

g =, je rovnice pfimky, kterd spojuje poédtek O s prvnim
priisedikem. Volme z = 1; pak je y = f, = sin}p. Sestrojme
pravotihly trojihelnik s pfeponou = 1, odvésnou = ¢, a hel
proti ni je 4¢.

14 RESENf KUBICKE ROVNICE DVEMA
PRAVYMI UHLY

Toto je jen zvlistni pripad grafického feSeni algebraické
rovnice uZitim pravoihlého polygonu. Budiz déna rovnice
ayz® 4+ a,7% + a,x + ay = 0.

Sestrojme lomenou &iru ABCDE o strandch a,, a,, a,, a,,
jejiz sousedni strany jsou k sobé kolmé (obr. 28). AB = a,,
BC = a, lze volit libovolnd, CD = a, je rovnobéino s AB
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a téhoZ sméru, maji-li a,, @, riznd znaménka; maji-li a,, a,
znaménko souhlasné, udifime CD| 4B, avSak opaédného
sméru. TotéZ udiime s velidinou a; = DE. Volme nyni

Obr. 28

libovolné thel w a narysujme lomenou diru AF@H; potom
plati, piSeme-li tgw = 2:

FB = ay tgw = a,z,

FC = ayr + ay,

CG = (agx + o))z,

DG = CG 4+ a, = agx® + a,x 4 a,

(a, je v obraze zdporné),
EH = a@® + a,2% + a,x + a;.
Padne-li Hdo E, je EH = 0 ax = tgw je feSeni dané rovnice.

Lomcnou &iru AF,Q,E, kterda poddva feSeai, lze snadno
sestrojit uzitim dvou pravothlych trojuhelniki, nejlépe pri-
hlednych (celuloidovych nebo sklenénych), nebo jednoho
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plného, druhého s vyfezem. Podle obrazku je z, _ B4

4B’

Podobné druhd lomend é&ira AF,G,E diava druhé feSeni
__ BF,
s = 1B

Z toho je ziejmé, Ze dva pravoihlé trojihelniky jsou
nastroji vétiho rozsahu nez kruzidlo. Ani nékolika kruzidly
nelze fedit kubické ilohy. UZitim dvou pravych uhli lze viak
Fesit kubické problémy i bez pevné kuZelosecky.

Cvigeni: Refite timto zpisokem rovnice:

a) Az® — 3z% 4- 4 = 0, kterd dav4 trisekei (viz predesly odstavec);

b) 2 — 2% —2r — 1 = 0, na niZ vede konstrukce pravidelného
sedmiuhelnike (viz dalsi odstavec);

¢) ¥ — 3y + 1 = 0 (pravidelny devitithelnik).

15. PRAVIDELNY
SEDMIGHELNIK A DEVITIUHELNIK

Konstrukee nékterych pravidelnych mnohothelnikdi vede
na rovnici t¥etiho stupné. V§imnéme si znovu obrizku, ktery
se vyskytl pfi trisekei (obr. 29). Pfedpoklddejme polomér
kruZnice rovny jedné a také P4 = 1. NapiSme rovnici pro
délku OP = z. Z obrazku velmi snadno vychdzi

ﬁ_z—}-a 1+y
=

1+ 2y x
z éehoz
2oy=—at14y= 2019 (1)
a vyloudenim y
2 —3x —2a = 0. (2)

75



Tato rovnice vyjadfuje zdvislost mezi velidinami a, x.
Je-li ddn uhel BOC, tedy i délka OB = a, sestrojime délku
xz = OP, spojime P s B a dostaneme OPB = ¢ = 4 BOC.

Obr. 29

Uzijme toho ke konstrukei strany pravidelného sedmi-
dhelntka. Je-li polomér opsané kruZnice r = 1, je délka
strany s, = 2sin1180°, polomér vepsané kruZnice g, =
= cos4180°. Sestrojime v obrdzku je$té bod D tak, Ze BD =
= BO =1 Trojthelnik OBD je rovnoramenny Je-li
e = }180°, je 3¢ = $540°, L OBD = 180° — 6¢ = §180° =
= ¢ a trojuhelnik PBD je také rovnoramenny. Mame tedy
jesté rovmici

1+ 2y =2+ 2a. 3)
Eliminace y a a z prvni rovnice (1), (2) a (3) dd
2 —22—224+1=0. (4)

Jeji jedno Fedeni je délka x = OP. Pak AE je }s,.

Pro pravidelny devitiihelnik je s, = 2 sin}180° = 2 sin20°.
Pak je v obrazku ¢ = 20°, 3¢ = 60°, a = } a z (2) médme pro
z rovnici

23 —3x—1=0. (5)

Rovnice (4) a (5) jsou, jak vidno, irreducibilni. Nelze tedy
presné sestrojit pravidelny sedmi- a devitiihelnfk kruzidlem
a pravitkem.

Strana vepsaného sedmiihelnika je, jak zndmo, pfiblizné
rovna poloviné strany vepsaného trojtihelnika.
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Znadné sloZitéjsi jsou tvahy, které vedou k feSeni daliich
pravidelnych mnohoihelnikil, je% lze prevést na trisekei
{13, 19, 37 tihelnik) a jeZ proto neuvidime.

Zajimava je konstrukce pravidelného sedmithelnika ve-
psaného do kruZnice

x2 + ?/2 = a2
uZitim elipsy
zz y2
+ i =1 (b < a).

Vrcholy sedmithelnika zvolime po fadé 4 (a, 0), 4,, 4,, ...
., Ag. Promitneme je na elipsu kelmo k jeji hlavni ose.
Dostaneme tak na elipse body
A(a, 0), By(a cosim, bsinin), By(a cos2. 2xn, bsin2. in), ...
Body 4, B,, B,, B, jsou pak na kruZnici (soudet anomalii
je 2n), pravé tak body A, B,. B; B, Rovnice téchto kruznic
se snadno najdou ve tvaru!
ezl/ 7
4b
Podobné pro pravidelny tfindctitihelnik do teze kruznice
vepsany. Vrcholy ]eho budtez 4, 4,, 4,, ..., A, pFisludné
body elipsy 4, By, B,, ..., B, maji souradmce

2
(z—a)y +y* + (2a—%)(x—a)i y=0.

2k
X3 = a cos ,,=bsin1—;t(k=0,1,...,l2).

i

13°
Na kruznici ]sou body A4B,B B,, AB,BgB,, ABB(B,,,
AB,ByB,, arovnice téchto kruzmc jsou

e 3+ )13 JV13¢3w§_yL+m_
w2z “Tm 2 3

2+ Yy —
=0.
1 Vahlen, Archiv der Mathematik, F. 3., sv. 3.
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16. PROBLEM NORMAL KUZELOSECKY

16,1. Sestrojeni normdl bodem ke kuZeloseéce je problém,
kterym se zabyval jiZ starovéky Apollonius a od té doby
mnoho jinych. Dnes mé tento problém vlastni rozsdhlou
literaturu. Paty normadl vedenych bodem ke kuZelosedce lezi
na hyperbole, jeZz se nazyvi Apolloniovou. Lze k ni dospét
takto: BudiZ déna elipsa

E = b%? + a?y? — a?? = 0;
jeji normala v bodé M(z,, y,) ma rovnici*
a?yx — b,y — c?ryy, = 0 (¢ = a® — b2).

PovaZujme v této rovnici z, ¥ za pevné a oznaéme je x,, Yo;
z,, ¥, povaiujme za béZné (vypustime index) a dostaneme
rovnici A. hyperboly patfici bodu P(z,, y,)

A = a’xyy — biygx — clxy = 0.

Jeji priusetiky s elipsou jsou paty hledanych normal.
Geometrickou uvahou lze k A. hyperbole dojit takto: Budiz
p libovolny prameér elipsy, p’ pramér sdruzeny a ¢ kolmice
spusténd z P na p. Otidi-li se p kolem O, vytvéfeji p’ a ¢
dva projektivni svazky a prisedik (p’, ) opisuje A. hyper-
bolu. Je to rovnoosd hyperbola a je uréena stfedem elipsy O,
bodem P a teénou v tomto bodé, kterd je kolma k priméru
sdruzenému se smérem OP.

Jde tedy o prusediky dvou kuzelosedek. Ve spojeni s fe-
Senfm rovnice &étvrtého stupné se timto problémem zabyvali
de la Hirste a Legendre, ktefi vesmés pouZivaji kromé
dané kuZelosedky jedté A. hyperboly, tedy dvou kuzelosedek.
Klasické jsou uvahy Joachimsthalovy. Geometrickym
zplsobem fesi nejprve tlohu: Jsou-li ddny dva body 4, B
kuZelosedky a jejich normély, maji se sestrojit body C, D,

* V této kapitole budeme oznafovat excentricitu pismenem ¢
misto obvyklého e.
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jejich% normaly jdou présetikem prvnich dvou norm4l. Déle
fesi tlohu kubickou: Na norméle bodu 4 je ddn bod M.
Maji se z ného vést dalsi tfi normily. Koneéné pfistupuje
k obecnému piipadu — vést normily danym bodem. Uvahy
Joachimsthalovy daly popud k &etnym dal3im pracim geo-
metrického i analytického rdzu. Z éeskych autord uvedme
zejména Pelze, Weyra, Sobotku, Solina,- Junga
a Klimu. Posledni pouZivd methody deskriptivni geometrie.
Elegantni analytickou methodou odvozuje véty Joachimstha-
lovy a &etné jiné M. Lerch.?

16,2. ReSme nejprve problém normil u paraboly. Budi
déna parabola

y: = 2pz. (1

Normaéla bodu (x,, ¥,) je
Y= ==~z (2)

Povaiujeme-li z, ¥ za pevny bod a oznadime-li jeho soufad-
nice =y, Yo, ¥y, ¥; zZa béZné soufadnice, je (2) rovnici A.
hyperboly

zy + y(p — Zo) — Yo = 0.

Jeji stied je S(xy — p, 0), jedna asymptota y = 0 a hyper-
bola jde bodem (x,, ¥,), ¢im% je urdena. Mimo bod v neko-
neénu maji obé kfivky spoletné tii body, coz jsou paty
normél jdoucich bodem P. Jimi prochézi kruinice, ke které
Ize dospét takto: Podle rovnice (1) je

¢ Pelz, Zum Normalenproblem der Kegelschnitte, Sitzungsberichte
der Akad. in Wien (1882, 1887).

Solin, Kterak sestrojiti normély elipsy bodem mimo kfivku,
Caaopis, r. 15 (1885).

Weyr, Véstnik Kral. &. spoleénosti nauk, 1902.

Sobotka, Zpravy Kral. &. spoleénosti nauk, 1903.

Jung, Casopis, r. 34.

Klima, Casopis, r. 42.

Lerch, Casopis, r. 45.
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Rovnici (2) lze tedy psat
Y 222
=—=r+—=+uy.
y P m %

Pi%eme-li opét z,, ¥, misto z, ¥ a vypustime index, pfejde
tato rovnice v

A
W+¢—¢ﬁ—m=& (3)

Hledané paty jsou prisediky kiivek (1) a (3) a jimi jde cely
svazek kiivek

y*—2pr + l[2z2 + yz—yz%—yyo] = 0.
Ve svazku je kruznice pfi
A=1+1—22
4

z ¢ehoz
___P
P+

>
rovnice této kruznice je

2+ y* —z(p + %) — $yyo = O;
protind parabolu (1) ve vrcholu a ve tfech bodech, jez jsou
patami hledanych normdl. Konstrukce kruznice je snadni;
jeji stied je S[4(p + «,), $¥o] a prochazi vrcholem paraboly
(obr. 30). Pii této konstrukei se pouziva jen jedné naryso-
vané kuZelosetky, totiz dané paraboly.

16,3. U stfedovych kuZeloseek jsou konstrukce sloZitéjsi.
Solin a Jung transformujf centrilni afinitou svazek kuZelo-
sedek, uréeny elipsou £ a A. hyperbolou 4, ve svazek, ktery
obsahuje kruZnici, pfi éem? elipsa E pfejde sama v sebe.
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Solinova tivaha je synthetick4, Jungova analytick. Budeme
sledovat dvahu Jungovu.

Uvedenou afinitu uréime takto: Zvolime z, y za soufadnice

Obr. 30

ptivodniho bodu, §, 7 za soufadnice bodu odpovidajiciho,
smér afinity je v; pak je

y—n _
oy v. (1)
- Ponévadz elipsa £ mé odpovidat sama sobg, musi byt
b2 + aty? — a?b? = k(b%® + ay? — a?b?); (2)

k je konstanta, kterou muZeme poloZit rovnou jedné, a pak je

b2{z2 _ 52) + aZ(yZ _ 7]2) =0
&ili dle (1)
b2z + vaty = — b2 5 — vaty. (3)
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Z rovnic (1) a (3) vychdzi transformadni vzorce
242 ___ H2 — 2 I 2L (22 __ p2
zz(va 2bz)E 22va1],y= 21:b&'22(va2 b)n‘ @)
a2 4+ b 22 4+ b

Nyni zvolime konstantu » tak, aby novy svazek obsahoval
kruznici. Elipsa E pfechdzi sama v sebe, hyperbola A musi
tedy pfejit v jinou hyperbolu A’, jez neni rovnoosd; musfme
vSak dosdhnout toho, aby novy svazek u£ + A’ = 0 vytinal
na nevlastni pfimce involuci, jeZ obsahuje dvojici kruhovych
bodi (y = + iz, t = 0) a ma tedy dvojné elementy k sobé
kolmé. To se stane, budou-li osy hyperboly 4’ rovnobéiné
s osami elipsy E. Dosadme z rovnic (4) za z, ¥ do rovnice A.
hyperboly

A = a’ryy — bPygx —cyxzy = 0
a dostaneme rovniei hyperboly 4’; v této viak musi vymizet
koeficient pfi &7, maji-li byt osy rovnobéiné s osami elipsy,
t. j.
(v2a® —- b%)2 — 49%?b% = 0

&ili
a*yt — 6a2b%? 4 b4 = 0.
Odtud
B\2 - b _12
= (a) @+ 23 = [; 1+ 1/2)]
a tedy

b = b —
Ve = + 5(1 + ]/'2)’ Vasg = _a(l + ]/2)-

Kazdy z téchto sméri dostaneme, spojime-li néktery z bod it
b
(:t %, + E)’ t. j. koncovy bod jednoho z obou sdruZenych
priméra, které jsou stejné dlouhé a stejné naklonéné k osdm,
s nékterym vrcholem hlavni nebo vedlejsi osy. Volme smér
DR (obr. 31), t. j.

b ’
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a mime afinni transformaci
= - {b
= _%]/2(—5 +§77),?/: —-},]/2(55—}-17).

Touto afinni transformaci pfejde E samo v sebe a hyper-
bola 4 v hyperbolu
be? ac? =
A= —— 84 o+ | 2(abey + by)E +
+ lv”é(a%o —abyy)n = 0.

Ve svazku uE 4+ A’ = 0 je kruznice; je tfeba jen napsat
podminku, aby koeficienty pfi £% a 92 byly stejné, t. j.

be? ac?
jib? — - = na® + 5
z &ehoz
_ ar4 b
T

Dosadime-li za u, dostaneme rovnici kruznice
— b - [a
K=£&+ ’72_“/2(3'0 + E?/o) E_%l/2(5xo—yo)"l_

_a2+bf_

3 0.

Jsou tedy soufadnice stfedu a polomér
= b = la
Ty = %VQ (xo + c_zyo)’ Y = %]/2 (5 Ty — yo),
r=ad gk -+t Bet ot B,

coZ jsou vyrazy, které lze velmi snadno sestrojit.

Kru#nice K protind elipsu £ v bodech X', Y’,Z',U’;
vedeme-li jimi rovnobéizky se smérem afinity, dostaneme
body X,Y,Z,U.
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Pri tomto postupu se opét pouZilo jen jedné kuZelosetky,
a to dané elipsy.

V obr. 31 je konstrukce provedena pro bod P a upravena
takto: p, g jsou priméry elipsy, sdruzené a stejné dlouhé

q / .7
o P -
M 7 ,
. T~/ %

A 7 s 8
7 —7
’ 0 .
4 _/'
/'/ /'I
’ /
/' »/-
P S
Y D
X
Obr. 31

orovnicich y/z = 4 b/a, OF piili ahel os. BudiZ déle p’ piimka
bodem O kolmé k p, jejiZ rovnice je ax + by = 0, d, vzda-
lenost bodu P od ni, tedy d,l'a® + b2 = ax, + by,. Pak je

1,_ _le52 +b dﬁ’kde 0= M
2|2 a 2a 12

Ty —
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a podobné

= OR. Polomérem

da0
?/k - Eb_ ’
kde d, je vzdalenost bodu P od pfimky ¢’ | gq.
'L/az T b2

Nejprve sestrojime délku g =

¢ opiSeme kruZnici g. Nato sestrojime x; z uméry x; :0 =
= d, : 2a a podobné y; z Uméry y; : o = d, : 2b. Tim dosta-
vame soufadnice stiedu S. Dédle je OM | OS a bodem M
na kruZnici g jde kruinice K. Ta protind v naSem piipadé
elipsu v bodech X', Y’, kterym v uvaZované afinité patii
hledané body X,Y (X'X || Y'Y || DR).

16,4. Odvozeni vét, jez jsou spojeny s jménem Joachims-
thalovym, poddvime analytickou cestou, jak je uvadi
M. Lerch.

Necht je elipsa ddna parametrickymi rovnicemi
z = a cosp, y = bsing. (1)
Normala bodu ¢ ma rovnici
ax sing — by cosp = c* sing cosg, (2)
kde ¢? = a? — b2 Srovnejme s obecnou rovnici pfimky
ur+vy+1=0
a vidime, Ze Pliickerovy soufadnice normaly jsou

a b
T o2 2 U= e
c% cosyp c® sing

Vylouéenim ¢ dostaneme rovnici
a? b?
VAL

ct, 3)

coz je v primkovych soufadnicich rovnice evoluty obalené
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normilami. Je to ktivka ¢&tvrté tiidy, bodem jdou &tyfi
normaily.

Misto parametru ¢ zavadi Lerch imagindrni parametr

z = e¥ = cosp + ising;

pak je
e + e-te 24+1 ciP — e~ 9 221
=T T T T T T T
x=az2+l y:bzz—l l
22 2iz ' )
2az 2ibz
% = v =

C@+ 1) HE—1)

Povazujme ux + vy 4+ 1 =0 za rovnici bodu P(z,y)
(z, y jsou stalé, w, v béiné soutadnice), dosadme za u, v
hodnoty (4) a dostaneme pro parametry pat normil z bodu
P rovnici

et — (2ax — 2biy)z® + (2ax + 2biy)z —c2 = 0. (5)

Kofeny této rovnice oznadéime z,, z,, 24, 24 pro jejich
symetrické funkce plati

Sy = 2125 + 2123 + 2124 + 2923 + 2924 + 232, = O,
8y = 2129242, = — L. (6)

Tyto dvé rovnice vyjadfuji nutnou a postadujici podminku,
aby normdly &tyF bodi Sly jednim bodem. Dile je
_ 2ax + 2biy

_ 2ax — 2biy s
= -7 3

c?

$ 3= )
Méme-li ¢tyfi body elipsy, jejichZ parametry z; vyhovuji
rovnicim (6), vypolteme 8, = 2%z,, 83 = 27zz,2, a dostaneme
pak z rovnic (7) soufadnice prisediku normdl
c2

%
%o = 4o (81— 83), Yo = %(31 + 83)- (8)
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Pro smérnici tétivy, kterd spojuje body parametri z, z,,
vychdzi
p Y=Y _ b 2z, —1
T x—mz  aizz U
Tétivy zz,, 2'2," jsou tedy rovnob&Zné, vyhovuji-li parametry
podmince 2z, = z'z,".

Necht tétiva 2z, pfejde v tednu bodu z (z; = 2), rovno-
béZna sefna at jde vrcholem A(a, 0); pro tento vrchol je
@ =0, tedy 2,” = 1. Mdme pak 22 = 2.

Piimka vedend vrcholem A elipsy rovnobéiné s teénou
bodu z é&ili kolm4 na jeho normélu protind elipsu v bod$
o parametru 2.

Hledejme podminku, aby &tyfi body elipsy o parametrech
2, byly na kruZnici

2+ —2pz—2y+n=0 n=p"+¢—r). (9
Po dosazeni hodnot (4) vychdzi rovnice
(a® — b%)2% — 4(ap + bqi)z® + 2(a® + b2 + 2n)2® —
—4(ap — bqi)z + a®?—b? = 0.
Pro symetrické funkce kofenid dostdvdme

4(ap + bqi) 2(a® + b + 2n) 4(ap — bqi)
8 = o , 85 = o , 85 = = ,
s, = 1. (10)

Nutné a postadujici podminka, aby &tyfi body elipsy
o parametrech z,, z,, 23, 24 byly na kruZnici, je tedy
2129242, = L. (11)
Jsou-li dény é&tyfi body, které této podmince vyhowvuji,
vypodteme 8,, 85, 84, & pak dostaneme z rovnic (10)

c? ¢ c? a? } b?
P=§(31+33), ngg('sl_sa), n=-;82— 9

(12)
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Tim je uréena kruZznice, ktera jimi prochdzi.
Jedna z podminek, aby normily bodi z; 8ly jednim bodem,

byla 2,2,2,2, = — 1. Podle toho lezi body z;" = 2,2 na kruz-

nici, nebot z,'z,'24'z," = 1. Odtud plyne véta Joachimsthalova:
Spustime-li z vrcholu A hlavni osy elipsy kolmice na normdly

vychdzejici z bodu P, lezt dalsi &yFi prisebiky téchto kolmic

s elipsou na kruznici. (Plati také o vrcholu malé osy.)
Symetrické funkee velidin z;" jsou

8 =22 =22+ 2,2 + 22 + 2,2 = 8,2 — 25, = 3,2,

-

’
.93: = 221’22: = 22,2252 = 89% + 28, — 28,85 = — 2 — 23,3,
= ! — .2 _ — .2
83, = 2";1 2929’ = 8% —— 28,8, = 85,
s =s82=1;

8, jsou pii tom symetrické funkce piivodnich velidin z,.
Stfed kruZnice (C) urlené &tvefici z,” mé soufadnice (dle
rovnic (12))
c? ¢
=g (8.2 + 85%), ¢ = ‘8—b‘(312 — 8?%).

Je-li bod P(x,, y,) prisedikem normal, je (dle (8))

4bi 4ax,
0
31+33=—c_2?/0v 8 — 8= pr

z ¢ehoz
2(ax, — iby,)
o2

2 .
5= 153 T (az, + iby,). (8a)

Stfed kruznice (C) m4 tedy soufadnice

_ aPx® — by’ 2azqY,
BRI q= 2 (13)
absolutni ¢&len je
¢, a4+ b 2
n=gs =5 (a%ry? 4 b%yy?) —a®  (14)

Tim je kruznice (C) uréena. Abychom dospéli k pohodl-
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néjsi konstrukci, uvaZujme ddle: Necht priseéik normail
P(x,, y,) opisuje pramér elipsy g (obr. 32); piSme jeho rovnici
ve tvaru

Y :%tg@.a:. (15)

Bodu tohoto priméru
%y = A b cosB, y, = Aa sin@
nélezi kruznice (C) jdouci &tvefici 2,2 a jeji rovnice je podle
(13) a (14)

2+ g —at— 2abi®

c2

(bx 0820 + ay sin20 — ab) = 0.

(16)
Tyto kruZnice tvoii svazek s chordalou

bx cos2@ + ay 8in260 — ab = 0,

coZ je tetna ¢t v bodé T'(a cos26, b sin2@). Primérem jedné
kruZnice svazku (1 = 0) je velkd osa elipsy. Bod 7 dosta-
neme, vedeme-li vrcholem A kolmici na primér g. Spojnice
AT m3 skutedné smérnici
b sin26) b
—————— = — - cotg0.
a 0320 —a - a cotg®
Pro kruznici (C) mdme tedy dva body 1, 2, stfed je na
piimee s jdouci stfedem O kolmo k ¢. Stfed S této kruZnice
miZeme sestrojit uzitim poradnice
2azqy,
nebo z okolnosti, Ze na pf. vrchol A(a, 0) ma ke kruZnici (C)
mocnost 2b%y,2 : ¢2. Snadno se také vyjadii mocnost bodu O.
Z toho vyplyva Joachimsthalova konstrukce normal vede-
nych bodem P k elipse (obr. 32):
Spojime P s O, vrcholem A vedeme kolmici k OP a najde-
me jeji prusetik T s elipsou. Tedna ¢ v T protind kruznici
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sestrojenou nad hlavni osou 4B ve dvou bodech 1, 2.
Sestrojime ddle kruZnici (C), ktera jde body 1, 2 a protind

. . . byo /5 Y .
kolmo kruZnici se stfedem A a polomérem % V2. Kruznice

(C) protind elipsu v bodech X, Y, Z, U a hledané normaily
jdou bodem P kolmo k piimkdm A4X, AY, AZ, AU. Pata
normily je vidy bod, v ném# je tedna rovnobéini s AX, 4Y,
AZ, AU,

Obr. 32

16,5. Podminka, aby body z,, z,, z,, 2, byly patami norm4l
néjakého bodu, je z,z,2;2, = — 1. Nahradime-li z; bodem
diametrilné protilehlym 2’ = — z,, je 2,2,2;2’ = 1 & méme
&tyti body na kruZnici (soukruzné). Paty t¥i normal vedenych
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bodem P a bod diametrilné protilehly s patou dtvrtou ]sou
na kruZnici (Joachimsthalova kruénice).

MuzZeme tedy snadno Fesit kubickou tilohu: Z bodu na nor-
mdle bodu M (z, = ') sestrojit dal¥t t¥i normdly. Je treba
jen uréit kruZnici body 2y, z,, 23, 2’. Abychom ji uréili, oznaé-
me h, symetrické funkce velifin z,,z,, 2, 2" a zavedme
prozatim oznadeni
fr=2n 12+ 23 2= 2%+ 212y + 2% G2 = 2122
Z podminek pro paty normél, s, = — 1, s, = 0, vychdazi

93 = _—agz — %2
24
veliéina g, se urdi z rovnice (8a) odst. 16,4
2ax, — 2bi
8 =G + 24 = _—ocz—_gg

ve tvaru

2ax, — 2biy, — c*2,
9 = c? M

Pro J. kruZnici mdme ze vzorct (12) odst. 16,4

ct i c? a® 4 b2
P _—S_E(kl + ha),q = ﬁ(hl—hii)’ n = Z 2__2_.
Snadno nalezneme
hy =9,—2,
hy = 202y + 2,25 4 2523 — 24(2 + 23 + 23) = g3 — 9124 =
= 29124’

by = 212925 — 24(2122 + 2123 + 24%3) = 3 — Gy24 =
= — l/z4 + g2,
a odtud

1 1
by 4+ hy= (1 4 2,%) (91_?)’}’1—"3 = (1—2z28% (91——)-

4 2
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Podobné najdeme

1
S =10, + 24 33=93+92z4=_?—91242
4
a

1 1
8+ 53 =(1—2.? (91— Z:)’ 83— 83 =(1 + 2,%) (91 +z—)-
4

Odtud vychdzi podle rovnic (8a) odst. 16,4

hithy  1+zd by — hy ,
5 o 1—242_100tg0’ -?;Ta——ltg&

hy + hy = i cotg®(s, + sg) = 4y°b cotg®,

4xoa

hy—bhyg = — itg®,

déle
by, azx,
P —E—cotg@ q= b tg®.
Pro stanoveni n potfebujeme

. hy = — 2g,2,,
je vsak
2axyz, — 2biyez, — c2,2

c? ’

— %ha =013 =
Po dosazeni z, = e!® = cos® + isin@ vidime snadno, Zc
imaginarni ¢ast tohoto vyrazu
2az, sin@® — 2by, cos@ — c? sin20)
vymizi, ponévad (z,, y,) je na normale bodu M, a dostaneme
— n = az, cos@ + by, sin@ + a? sin®*@ + b2 cos?6.
Veli¢iny p, g, » uréuji J. kruZnici.

Necht bod (zy, y,) probihd normélu bodu M(z, = eif).
Na této normile je
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Zy —a cos®  y,— bsind
bcos® ~ asin®

tedy
xy, = a cos® + Ab cosO, y, = bsin® + lasin® (1)

a po dosazeni

Q
4,
N /

2

2
2p = Z— c0s@ + Ab cosO, 2q = %sin@ + Aasin®,  (2)

—n = a? 4 b% + Aab.
Probiha-li bod P(z,, y,) normalu bodu M na elipse, pro-
bih4 pt¥islusnd J. kruZnice svazek

2 2,
z? + y? — b{ cos® —%/ sin® — (a? + b%) +

+ A(bz c0s@ + ay sin® + ab) = 0.
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Chordila

bz cos® + ay sin® + ab = 0
je teénou v bodé @ +a (x = —acosO, y = —bsin@),
t. j. v bodé M’ diametrdlné protilehlém s bodem M. Tento
bod je i jednim vrcholem svazku. Stfednd s, kterou probihd
bod (p, ¢), ma rovnici

2a 2b
— 2 =
c0s® 5@ ¢ te=0

je tedy rovnobéZns s normalou bodu M a jde bodem R,
xp = 4a cos@, yp = — b sind,
ktery pili polomér bodu M'(@ -+ =).

Pohybuje-li se bod P(x,, y,) po normile bodu M, pohybuje
se stfed S(p, ¢) J. kruinice po centrdle poloviéni rychlosti.
Rady (P), (S) jsou podobné a spojnice PS jde pevnym bodem
Q. Podle rov. (1) a (2) je

% —2p  ctcos® _ Yo—2p
=13 T a T T2 T
_ c*sin®
)

Tento bod je diametralné protilehly s bodem 7' (obr. 33).

Chceme-li tedy sestrojit normély z bodu P leziciho na nor-
male bodu M, spojime P s @, dostaneme stied S kruZnice,
jez jde bodem M’ a protind elipsu v patdch hledanych
normal.

17. SESTROJENI OS KUZELOVE PLOCHY

Budiz dan k;radraticky kuZel; jeho zdkladnou at je kuZelo-
seCka &k v roviné z = 0, vrchol V(m, n, v). Osy kuZele necht
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maji na zdkladnd stopniky X, Y, Z. PHmky VX, VY, VZ
tvoii pravodhly polirni trojhran daného kuzele a stopy
X,Y,Z tvoFi polarni trojuhelnfk kuZelosetky k. Av3ak
pravouhly trojhran je zdroven polarni trojhran isotropického
kuzele

(#—m)*+ (y —n)* + (z—90)*=0.
Stopa tohoto kuZele na z = 0 je imagindrnf kruZnice

(x—m)l:+ (y—n)32+02=0

a trojuhelnik XYZ je také polirnim trojuhelnikem této
kruznice o stfedu V,(m, n) a poloméru i (i = V— 1). Jde
tedy o sestrojeni spoleéného poldrniho trojiuhelnika dvou
kuZeloseéek.

Tato tloha, kterd zdroveii poddva konstrukei os plochy
druhého stupné a konstrukei kruhovych prisekid, byla
tasto FeSena, nejprve pouzitim dvou kuZelosedek, pozdéji
jen jedné. Mezi nejstarsi feSeni nutno poéitat feSeni Chasle-
sovo a Fiedlerovo. Z fedeni, v nichz se pouZivd jen jedné
kuzelosetky, je pozoruhodné feSeni Pelzovo, ve kterém
je pouzito vlastnosti paraboly, kterou podle Sobotky nazy-
vame Steiner-Pelzovou parabolou.

Poddvime zde FeSeni, pfi némz je déna zikladna kuZele,
jiz v3ak netfeba rysovat, a pfi némz se pouZivé narysované
rovnoosé hyperboly. Toto feSeni byvé uvedeno v uéebnicich
deskriptivni geometrie a je skutedné konstruktivné nej-
vyhodnéjai.

Volme za zédkladnu kuzele elipsu

b%2? + a%y? —a?? =0 1)

v roviné z = 0, vrchol V(m, n, v). Jde pak o spoleény poldrni
trojihelnik elipsy (1) a kruZnice (imagindrni) '

(z—m)? 4 (y—n)* + o2 = 0, (2)

Bodu P(£, 5) v roviné z = 0 patii k tdmto kuZelosetkdm
bod sdruZeny, ktery dostaneme jako prisedik polar
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b2fx + alny — a?h? = 0,
z§ + yn —m(§ + 2) —n(n + y) + 0* = 0. 3)
Rovnice (3) jsou symetrické podle dvojic (&, ), (z, y), mezi
body P, P’ je tedy Steinerova pifbuznost (odst. 12). Opisu-
je-li jeden pfimku, opisuje druhy kuzelosedku. Viechny tyto
kuZelosedky jdou spoleénym polarnim trojihelnikem kuZelo-
gedek (1) a (2). Zvolime tedy takové dvé pfimky, aby pfi-

druZené kuZelose¢ky byly rovnoosa hyperbola a kruZnice.

Resenim rovnic (3) vychdzi
a®*(y — n) — a®y(mz + ny — v?)
- b2r(y — n) — a?y(x — m)

b}

(4)
_ b*z(mx + ny —v®) — a*b*(z —m)
b2x(y — n) — a’y(x — m)

V téchto vysledcich lze zaménit (£, %) za (z, y). Je okamiité
vidét, Ze nevlastni pfimce (&, 7 roste do nekoneéna) odpovidd
rovnoosi hyperbola

K> = (a® — b¥)ay + b® nx — a’*my = 0, (3)
kterd jde stiedem O eliptické zikladny, bodem V,(m, n)
a jejiZ stfed lze snadno sestrojit. Chceme-li sestrojit pfimku,
jiz odpovid4 kruZnice, dosadime z rovnic (4) do

uE+vy+1=0

a dostaneme pro u, v dvé rovnice, napiSeme-li, Ze se koefi-
cient pfi xzy rovnd nule, koeficienty pfi 2, y? jsou stejné.
Pro stfed a polomér dostaneme vyrazy raciondlni a druhé
odmocniny.

Skoro rychleji v8ak vede k cili geometrickd tvaha. Po-
hybuje-li se bod P po nevlastni piimce, ota¢i se jeho polira
k elipse (1) kolem stfedu O, poldra ke kruZnici (2) kolem
sttedu ¥V, (obr. 34). Tyto dva projektivni svazky primeéra
vytvafeji rovnoosou hyperbolu K= (5). Nebot nevlastnimu
bodu M=® osy 4B patii osa CD v elipse a v kruZnici primér
kolmy k AB; prisedik je tedy nevlastni bod M’y osy CD.
Obdobné patii tomuto nevlastnimu bodu osy CD nevlastni
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bod osy AB. Tim je dén smér asymptot. V koneénu jsou
stiedy obou svazkid O, ¥V, a snadno lze sestrojit dalsf bod,
ktery odpovid4d nevlastnimu bodu U® pfimky OV, . U’ do-
staneme jako priseéik pridruzenych praméra. OU’ je sestro-
jen afinni kruZnici nad priimérem AB, V,U’ je kolmy k OV,.
Tim je hyperbola K® ddna smérem asymptot a body O, V,,
U’. Stted H dostaneme snadno z vlastnosti, Ze uhel sdruze-
nych primérd rovnoosé hyperboly je pllen asymptotami.
Sestrojme tedy obdélnik o dhlopfidce OU’ a stranach v osich
elipsy. Jeho druhd uhlopfitka P@ je primér sdruZeny s OU’.
Podobné obdélnik s uhlopFitkou OV, ddva primér sdruZeny,
ktery se s prvnim protind v hledaném st¥edu hyperboly H.

Obr. 34

Abychom dostali pfimku m, které odpovid4 kruznice m’,
uvaZme, Ze kruZnice jde absolutnimi kruhovymi body roviny
I,®, I,», které jsou dvojnymi body involuce na nevlastni
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piimee roviny, jeZ se promitd z libovolného bodu roviny
pravoihlou involuci. Této involuci odpovidé na rovnoosé
hyperbole K= involuce a jeji dvojné body I,’, I, odpovidaji
absolutnim bodim roviny I,®, I,*. Ptimce m = I,'I,’, ose
této involuce na hyperbole, odpovidd kuZelosedka body
I,=», I,®,t.j. kruznice. Involuci na pfimee m, kterd ma dvojné
body I,’, I,’, odpovid4 involuce na kruZnici s dvojnymi body
I,», 1,2, t. j. se sttcdem ve stiedu kruznice m’.

Podle toho je provedena konstrukce v obr. 34. Involuce
na u® je dana bodovymi pdry Mo, M', a U®, E®, kde U™
jenevlastni bod na OV,, E® na V,U’. Témto dvojicim odpovi-
daji na hyperbole K= dvojice M, My, a U’, O. Stied
involuce je tedy R*® = (M, M',, U'0), t. j. nevlastni bod
pfimky OU’. Osa involuce je poldra bodu R®, t. j. primér
hyperboly PQ. P@ je tedy hledand pfimka m, jiZ odpovid4
kruznice. Na ni jsou imagindrni body I,’, I,’ a take body
P, Q, jez je oddéluji harmonicky (étyfroh M, M',0U’ je do
hyperboly vepsidn, jeho diagonalni trojuhelnik je PQR<).
Pridruzené body P’, @' jsou koncové body priméru kruznice
m’. Kfivky K®,m’ maji spoleény bod N a kromé toho
hledané body X,Y,Z. Prusetik vySek trojihelnika XYZ
je V,. K sestrojeni poldr bodd P, ¢ k imagindrni kruZnici
se pouZilo redlné kruznice o stfedu V,-a poloméru ».

O této uloze a riznych zpiisobech FeSeni nalezne &tendf
obsdhlou stat v dile B. Prochdzky, Vybrané staté z deskrip-
tivni geometrie, str. 51. Upozoriiuji zejména na Solinovo
feSeni, které je téz uverejnéno v Casopise, T. 16.

18. NEKTERE DALSI KUBICKE
A BIKVADRATICKE GLOHY

1. Na priméru koule uréete bod tak, aby rovina kolma
v tomto bodé rozdélovala kouli v daném poméru (tuto vilohu
Fedil jiz Archimedes).
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2. Je dén ostry dhel. Mezi jeho ramena zasuiite tsedku
dané délky d tak, aby jeji osu symetrie prochazela danym
bodem.

3. Déna je kolineace dvou soumistnych rovinnych poli
tak, Ze bodim 4, B, C, D jsou piifazeny body A’, B, C’, D’
(Zadné (¥ nejsou na jedné piimece). Sestrojte samodruziné
body. Viz Kadefdvek-Klima-Kounovsky, Deskriptivni
geometrie, dil 1.

4. Sestrojte praseéiky pfimky s kiivkou tfeliho stupné
danou deviti nebo s kiivkou &tvrtého stupné danou &trnécti
body.

5. Dvé kiivky tfetiho stupné v roviné necht maji Sest spo-
leénych bodl; mimo to je ka?dd ddna daldimi tfemi body.
Sestrojte zbyvajici tfi spoledné body obou ktivek. Viz
Smith, Mémoire sur quelques problémes cubiques et
biquadratiques, Annali di matematica, f. 2., r. 3 (1870).

6. Je-li ddno 13 bodl spole¢nych dvéma kiivkdm &tvrtého
stupné, jeZ jsou dostatedné urdeny, sestrojte zbyvajici tii
spoleéné body. Viz rovnéz Smith, Mémoire atd.
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