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PREDMLUVA
- @

Mili mladi pFatelé, dfive neZ zalnete Cist prvni sesit nové
sbirky (studijni text matematické olympiddy), chtéli bychom
vam rici n€kolik slov o jeho obsahu a o tom, jak jej mite
studovat.

Tento text m4 rozsifit vaSe znalosti ze stereometrie. Text
viak neni u¢ebnice: neobsahuje ob$irné teoretické vyklady,
ale ukazuje, jak fesir jednoduché stereometrické ulohy; jsou
uvedeny jen nejnutnéjsi pojmy a véty bez ditkazu. Uvédom-
te si, Ze matematické véty mliZete uzivat, rozumite-li dobfe
jejimu obsahu; dikazy vét studujeme hlavné proto, aby-
chom poznali rizné zpusoby odivodfiovini, potfebné pfi
feeni dloh. Pti Zddné prici v matematice se v3ak neobejde-
me bez pfesné vymezenych pojmi. Proto si musite zvykat
promyslet definice a spravné je vyslovovat, tiebas vlastnimi
slovy.

Ulohy naseho textu navazuji na to, co ze stereometrie
nejlépe znite: jsou to jednoduchi télesa. Mimo znalost
zdkladnich téles budete potfebovat i n€které poznatky z pla-
nimetrie. Nale dlohy se vétSinou nebudou tykat vypocta
objemi a povrchi téles, ale budou se zabyvat tim, {emu
obvykle fkdme ,,prostorové vztahy*; aZ pfirucku pfettete,
poznite sami, o jde.

Mnorz{ z vis asi je$té nestudovali Zddnou matematickou
kni¥ku mimo $kolské ulebnice; zvlast& t€mto " Ctenditim,
ale i viem ostatnim bychom chtéli dit nékolik dobrych
rad. Nepodcefiujte text proto, Ze obsahuje jen pfiklady.
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Jednim z cfld studia matematiky je naudit se fesit matematic-
ké problémy; teorie je k tomu pomickou. D¥ive neZ zalnete
fesit jakoukoli matematickou tlohu, musite dobfe pocho-
pit, o¢ vlastné jde, tj. musite si pfesné¢ uv€domit danou
situaci i to, co se md zjistit. P¥i kazdé dloze ze sterepmetrie
se doporuluje vymodelovat si situaci; k tomu uZijeme bud
modelu télesa zhotoveného tfeba z papiru Ci lepenky nebo
improvizovaného modelu sestaveného z desticek, tyCinek
apod. Pfi tlohich o kvddru byvé vhodné pfedstavit si situa-
ci na velkém modelu, ktery nis obklopuje — na mistnosti,
v niZ se zdrzujeme. Zvykejte si také naértnout obraz télesa
(zvl43t€ hranolu nebo jehlanu) ve volné projekci a na tomto
nilrtku vyznacit danou situaci; k tomu vés ostatné vedou
i obrazky v naSem studijnim textu.

Vzorové ptiklady, které tvofi nejvétdi jeho &ist, vim
ukazuji zpusoby FeSeni riznych dloh. Proto se nesmite spo-
kojit jen s tim, Ze porozumite vyloZenému postupu FeSeni;
musite si wvédomovat, proé ten ktery krok déldme, jak vds
k tomu text nabadi. To oviem znamend, Ze nesmite text
Jen Cist, nybrz opravdu studovat, tj. promyslet. Nejlépe je,
mite-li po ruce sedit, v kterém si provadite podrobné vy-
pocty, nalrtdvite obrdzky a konstrukce. Doporutujeme
vam, abyste si nakonec narysovali vysledny obrazec pra-
vitkem a kruZitkem.

Abyste si ovéfili, emu jste se ve vzorovych pifkladech
naudili, jsou na konci studijniho textu pfipojeny nefeSené
tlohy. Jsou dvojiho druhu: jednak jednodussi ilohy ke cvi-
Ceni, jednak sloZit&j§i stereometrické ,,problémy*, které
jsou asi téhoz druhu jako soutéini wlohy matematické
olympiddy — né&€kdy moZnd i obtiZnéjsi. Mimo to jsou
u jednotlivich vzorovych pfikladd ,,nadhozeny” rizné
dopliikové ulohy a drobné problémy, které nejsou ani
podrobné vysloveny. Pokuste se je vyslovir a roziesit. Uko-
lem matematika je totiZ nejen ulohy fedit, ale i vyhleddvat
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je kolem. sebe a matematicky pfesné je formulovat; sprivna
formulace je prvni podminkou Gsp&iného feSeni.

Nakonec jest€ jednu pozndmku k pouZiti nizornych po-
macek a nazoru vitbec. Neni nic nedovoleného, ,,uhodne-
te-li z ndzoru né&jaky prostorovy vztah, napf. kolmost
urlité pfimky a roviny nebo shodnost dvou usetek apod.
Musite si viak byt védomi toho, Ze jste tim ziskali jen
dohad — hypotézu Gili domnénku a Ze je tieba rozhodnout
ustidkem, je-li pravdiva.

Zivérem vim pfejeme hodn& zdaru pfi studiu vSech
se¥itl nové sbirky. Uastnifkiim Matematické olympiady,
jimZ jsou pfedeviim tyto texty urceny, piejeme, aby jim
pomohly pfi feSeni soutéZnich tloh; viem Ctendfim pak
piejeme, aby studiem texta ziskali co neivice pro syé mate-
matické vzdé€ldni a tim i pro svou budouci praci k prosp&chu
nadf socialistické spoleCnosti.

V Praze v Zervenci 1961 AUTORI






Cdst I

GEOMETRIE
NA POVRCHU TELESA

Kdyz zaCneme vySetfovat geometrické vlastnosti né-
kterého télesa, seznamujeme se nejprve s jeho povrchem.
Povrch se skladd bud z obrazcti, kieré u zndme z plani-
metrie, jako je tomu napf. u hranolu a jehlanu, nebo obsa-
huje n&které zakfivené plochy, neznimé z planimetrie;
takové plochy najdeme napf. u vilce, kuZele a koule.

Povrch télesa z prvni skupiny dovedeme zobrazit velmi
1ednodusc v roviné: narysujeme v nikresné ve vhodné vzi-
jemné poloze obrazce, z kterych se sklidd povrch télesa,
a vysledny obrazec je tzv. sif télesa. Jist€ si vzpominite,
jak jste sestrojovali napf. sit krychle, kdyZ jste chtéli vy-
robit model krychle z lepenky nebo plechu.

Sité viak slouZi v geometrii i k jinym delim neZ k se-
strojovani modelu télesa. Proto jim budeme vénovat trochu
pozornosti. Zalneme se siti nenednodusmho télesa —
Ctyfsténu. Nazev Ctyfstén snad zndte: jinak lze Fici, Ze je
to trojboky jehlan. Pro¢ jsme jej nazvali ne)]ednodu§sun
télesem ? Ctyrstén md nejmendi moZny polet stén — Ctyfi
— a jeho st€ny jsou nejjednodusii mnohothelniky — troj-
thelniky. Stény Ctyfsténu mohou byt ovSem trojuhelniky
ruznostranné a navzijem nikoli shodné; ve zvlaStnim pfi-
padé jsou stény Ctyfsténu Ctyfi shodné rovnostranné troj-
thelniky ; takovy Ctyfstén nazyviame pravidelny. Prvni ulo-
ha, kterou rozifesime, se bude tykat siti pravidelného &tyf-
sténu.



Uloha 1. Kolik riznych sitf md dany pravidelny Sryfstén ?

Refent. Dtive ne zalneme Ffesit jakoukoli matematickou
ulohu, musime se pfesvédc‘.it, zda jsme dobfe porozuméli
jejimu textu. Text nai ulohy je velmi jednoduchy; domni-
vdme se, Ze rozumime ndzvu ,,sit”; ale pfi jeho vysvétleni
jsme pouZili pfed chvili mlhavych slov ,,0brazce ve vhodné
vzajemné poloze”. Co z toho vyplyvd? Pro feSeni ulohy
musime zpfesnit, co rozumime slovem ,,sit“. Mluvme p¥i-
mo o siti pravidelného Ctyfsténu; tato sit se bude skladat

ze &yt shodnych rovnostrannych trojihelniki, které bu-

dou vyhovovat témto podminkam:

a) Z4adné dva z trojuhelnikii se nepfekryvaji.
b) KaZdy z trojihelniki sité ma spolenou stranu aspori
s jednim dalSim trojihelnikem sit¥ (neni ,,izolovany*).
¢) Dva trojuhelniky sit& mohou (ale nemus1) mit spolec-
nou jen takovou stranu, kterou maji spoleénou jako
stény télesa.
Nyni je$té musime vysvétlit vyznam slova ,,rizny*. ,,Riz-
nymi sitémi budeme rozumét néco obdobného jako ,,rtiz-
nymi feSenimi® pfi sestrojovani trojihelnika: dve sité bu-
deme pokladat za riizné, jestlize pfisluSné rovinné obrazce
nejsou shodné, tj. nelze-li je na sebe poloZit tak, aby se
kryly. Tato Umluva je zcela ptirozend, nebot stény pravi-
delného &tyfsténu se nijak na-
¢ vzdjem nerozli$uji.

Viimné&te si, kolik price nim
T dalo vysvétleni textu ulohy; zato
d 2 /, viak nyni pracujeme s jasnymi
b pojmy a feSeni dulohy bude

snadné.
V jakékoli siti daného tyFsté-
a nu se vyskytuje zcela jist& obra-
obr. 1 zec narysovany v obr. 1;je to




Obr. 2a

Obr. 2b

kosoftverecsloZenyze dvou
rovnostrannych trojihel-
nikd T,, T,, které zobra-
zuji dvé stény Cryfsténu.
K nim je tfeba ptipojit dal-
§i dva trojihelniky sit&.

PovaZujeme-linapf. troj-
dhelnik T, za podstavu
Ctyfsténu, je T, jedna sté-
na plast€; pak zbyvajici
dvé stény plasté¢ — troj-
thelniky T, T, — mohou
byt pfipojeny jednim z
téchto ti-zpisoba:

a) T,i T, jsou pFipoje-
ny k T;

b) T, je ptipojenk T,

4 2

c) T, je ptipojen k T,,

4 3

Prvni zplsob da& sit
zobrazenounaobr.2a. Dru-
hy zpiasob: piipojime-li
trojuhelnik T; ke strang
oznalené na obr. 1 pisme-
nem a, nelze ptipojit troj-

M dhelnik T,k strang b, ne-

bot strana b je na télese
spolefnd trojuhelnikiim T,
T, a nikoli trojihelnikim
T,, T,. Piipojime tedy T,
ke strané ¢ a vznikne sit
z obr. 2b. Ptipojime-li T,
ke strané d, je tieba pfipo-
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jit T, ke stran¢ b a dostaaneme sit shodnou se siti
z obr. 2b.

V poslednim ptipad¢ pfipojime trojihelnik T, napf.
ke stran€¢ b (obr. 3). Trojuhelnik T, pak nelze pfipojit
ke strané, ktera je na obr. 3 oznaCena e, nebot na télese né-
leZi tato strana sténdm T',, T a nikoli T, T,; proto je tieba
pfipojit trojihelnik T, ke stran& f, jak naznaCuje obr. 3.
Sit z obr. 3 je shodn4 se siti z obr. 2b; také sit, kterou by-
chom dostali pfipojenim T ke strang ¢ (na obr. 3 vycirko-
vand), je shodna se siti z obr. 2b.

Obr. 3

Pravidelny Cétyfstén miZe mit tedy jen dvé ruzné sit,
narysované na obr. 2a, 2b. Snadno se pfesvéd¢ime, Ze oba
tyto obrazce jsou skutelné sité pravidelného Etyfsténu;
Z kaZdé z nich sloZime model t&lesa.

Kdyby dany Ctyfstén nebyl pravidelny, bylo by feSeni
ulohy sloZit&jsi a CtyfStén by mél vice riiznych siti neZ dvé.
Vetsi pocet siti dostaneme také u télesa o vétsim poltu stén.
Tak napf. krychle — pravidelny Sestistén — ma4 11 raz-
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nych sfti. Pokuste se o feSeni n&které z uvedenych tloh
(pocet siti livobolného &tyfst€nu, polet siti krychle); tloha
1 vim aspoil ¢istené ukdzala cestu, kterou muZete po-
stupovat.

Také druhd uloha se tyka sit¢ pravidelného &tyFsténu.

Uloha 2. Je din pravidelny &ty#stén ABCD; oznalme P
té%15t€ trojuhelnika ABC, Q stFed usecky omezené vrcholem
D a t&%i5tém trojuhelnika ABD. Mdme uréit nejkratsi lome-
nou &dru spojujici po povrchu Cty¥sténu body P, Q, a to tak,
aby prochdzela a) pres stény ABC, ABD; b) pies stény
ABC, BCD, ABD; c) pies stény ABC, BCD, ACD, ABD.
Mdme porovnar délky viech t¥{ lomenych éar.

Resent. Pti fefeni ka?dé z uloh a), b), c) musime sestrojit
takovou sit, aby kaZdé dva za sebou nasledujici trojiihelni-
ky, pfes néZ spojnice postupn& prochdzi, mély spole¢nou
stranu. Tyto sité jsou nakresleny na obr. 4abc.

Vyznam oznaCeni vrcholt je z obrizki zfejmy. SloZi-
me-li napf. sit z obr.
4a v model t&lesa, sply-
nou body D, D', D”
v jediny vrchol; obdob-
né tomu je u ostatnich
dvousiti. Navsechobra-
zech jsou vyznaceny bo-
dy P, Q; usecka, ktera
je spojuje, lezi v sid,
nebot sif je bud troj-
thelnik (obr. 4a), nebo
rovnob&znik (obr. 4b,
c). Proto je kazd4 z t&ch-
to useCek obrazem nej-
krat3i spojnice bodl P,

D" C D
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Q, kterd vede po povrchu étyfsténu pfes pfedepsané stény.
Vypolteme délky téchto tfi uselek; oznalime je d,, d,,
d,; dle oznadime a délku hrany Ctyfst€nu. Pak na obr. 4a

le?i body C, D, P, Q v ptimce a plati CD = a|/3, CP =
= %]/5, DQ = %1/3_,atedy

dy = %]/3 = 0,866 a. (1)

Pro vypolet d, (obr. 4b) pouZijeme pravoihlého troj-

tihelnika POR. Platf PR = a, QR = %]/i a tedy podle
Pythagorovy véty

dy = ]/az + ((av3) —a l/g = 1,04a. (2)

Délku d; vypolteme z pravouhlého trojihelnika PQT (obr.

4. Zde je QT =a + & Za,BT_lz I3, PB=

= %Vi, atedy PT = %]/5 - '1_2V§ = TV3' Podle Pytha-
gorovy véty pak dostaneme

@)
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Z (1), (2), (3) vyplyva po- A, 5
rovnani . 2
d, < d; < d.

Tim ovSem neni nijak
dokizdno, Ze nejkratsi
spojnice dvou bodi na po-
vrchu Ctyfstnu jde vidy
jen pfes dvé stény a Ze
délka spojnice se zvétiuje,
prochazi-li tato spojnice
ples vice stén. Zkuste
napf. nahradit v pfedchi-
zejici uloze bod P stfedem
M useCky CP; pak bude
vysledek jiny ; nejkrat$i bu- . Obr. 4¢
de spojnice d,. ‘

Uloha 3. Je ddn (libovolny ) étyFstén ABCD. Mdme sta-
novit podminku pro to, aby se krufnice vepsané sténdm
(trojuhelnikim) ABD, ACD dotykaly. Jak zni obdobnd
podminka pro zbyvajict dvé stény Eryfsténu?

Refeni. Promyilite-li si
text ulohy, zjistite, Ze ndm
neni znim pojem dotyku
dvou kruZnic, které npele-
Zi v roviné. Stény ACD,
ABD daného Ctyisténu le-
Zi ve dvou rovinich, které
maji spoletnou jen pfimku
AD a nazyvaji se rizno-
bééné; spoleénd pfimka AD
je jejich prisecnice. Defi-
obr. 5 nici dotyku kruZnic leZf-
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cich v riznob&?nych rovindch snadno uhodneme: dvé kruz-
nice leZici v riznobéZnych rovinich se dotykaji, doty-
ka-li se ka’dd z nich prisecnice obou rovin, a to v témZ
bodé.

Jesté je tfeba vysvétlit viznam slov ,,stanovit podminku*,
ktera se vyskytuji v textu lohy. Cty¥stén, ktery mé %4da-
nou vlastnost, tj. Ze kruZnice vepsané trojithelnikiim ABD,
ACD se dotykaji, neni asi zcela libovolny; mezi délkami
jeho hran je asi néjaky vztah. Pfi odvozovani tohoto vztahu
budeme tedy vychdzet z ptedpokladu, Ze se kruZnice k,, k4
dotykaji v bodé T leZicim na hran& AD. Na obr. 5 je za-
kreslena &ast sité Etyfsténu ABCD, skladajici se z trojihel-
nikda ACD, ABD i s vepsanymi kruZnicemi k&,, &, a s jejich
bodem dotyku T. Oznacime-li U, V body dotyku kruZnice
ky se stranami AC, CD, plati AT = AU, CU = CV,
DV =DT. Je tedy CU= AC— AT, DV =CD —
— AC + AT, AT = AD — CD + AC — AT odtud

2AT = AC+ AD — CD. 4)

Obdobné vyjde z trojihelnika 4BD
2AT = AB + AD — BD. (5)

Spojenim vztahd (4), (5) dostaneme
AC+ BD = AB + CD (6)

Z dotyku kruZnic k,, k3 tedy nutné vyplyvé rovnost (6);
proto fikidme, Ze rovnost (6) jc nutnd podminka pro dotyk
krugnic ky, ks

Pfirozené se nabizi otdzka, zda také obricen& ze vztahu
(6) plyne dotyk kruZnic ks, k,, 1j. zda vztah (6) szaéf k tomu,
aby se kruZnice k,, k; dotykaly. Bude-li tomu tak, bude
ZWZOSI (6) také postalujict podminkou pro dotyk kruZnic

2y F*3.
Pfi zkoumdni této otdzky budeme pfedpoklidat, Ze se
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kruZnice k,, k; dotykaji ptimky AD v bodech T, T, které
mohou byt rizné nebo splynout (o tom zatim nic nevime).
Podle planimetrické véty, kterou jsme odvodili, plati pak

2 AT, = AG + AD — CD,

2 AT, = AB + AD — BD. 9
Ze vztahu (6), jehoZ platnost nyni pfepoklidddme, plyne
AC — CD = AB — BD. 8

Dosadime-li z (8) do (7), zjistime, Ze je AT, = AT,, tj.
T,= T, (body T,, T, leZi totiZ na téZe polopfimce AD).
Tim je dokdzéno, Ze rovnost (6) je nutnou i postacujicf pod-
minkou pro to, aby se kruZnice k,, k; dotykaly. Stru¢né
fikime, Ze kruZnice k,, k, se dotykaji prdod rehdy, kdyZ
plati rovnost (6).

Obdobnou podminku pro obé zbyvajici stény étyfsténu
dostaneme, vyménime-li mezi sebou dvojice vrchold B, C
a A, D; vyjde

BA + DC = BD + AC,
coZ je rovnost (6).

Z vysledku tlohy 3 lze odvodit dalsi zavéry: dotykaji-li
se kruznice vepsané st€éndm ABD, ACD, plati rovnost (6);
plati-li viak rovnost (6), dotykaji se i kruZnice vepsané
sténdm BCA, BCD..Z toho vyplyva, Ze pokud jde o dotyk
kruZnic vepsanych sténdm, je moZno Ctyfstény roztfidit
do tfi skupin. Pokuste se najit tyto skupiny a charakteri-
zujte kaZzdou z nich vztahy mezi délkami hran &tyfsténu.

Dalii ulohy se tykaji povrchu krychle a kvadru.

Uloha 4. Je ddna krychle ABCDA'B'C'D’; U je stied
jeji horni stény A'B'C’D’, V je stFed jeji pFednt stény ABB'A’.
Mdme spojit body U, V lomenou arou vedenou po povrchu
krychle sloZenou ze ti{ shodnych useCek a prochdzejict pFes
pravou sténu BCC'B’.
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D’ c’ Relent. Situaci si zobra-

U zime na nizorném obrazu

X krychle (obr. 6). Hledana

B lomena ara se skladad ze

tfi shodnych useek UX,

XY, YV, které lezi pofa-

/Y d& ve sténich A'B'C'D,

v BCC’'B’y, ABB’A’. Je

D _ —_Jc oviem tfeba si uvédomit,

s Ze rleni ,,urlete lomenou

e ¢arujistychvlastnosti““zna-

A - B mena nalézt vSechny lome-

Obr. 6 né ¢iry Zadanych vlastno-

‘ st, pravé tak jako tiloha

»Sestrojte kruZnmici vyho-

vujici danym podminkim* znamend sestrojit vSechny

kruZnice vyhovujici témto podminkim.

Ulohu 4 rozfesime nejprve pomoci vypoétu. Oznatime

a délku hrany dané krychle, x, y délky use¢ek B'X, B'Y.
Snadno odvodime podle Pythagorovy véty tyto vztahy:

2
a 2

2 __ (4 a _
Ux ———(2) + ) x| »
XY2 =2+ % 9
. 2 2
2 (4 é _
VY —(2) + 7~y

ProtoZe je podle pfedpokladu UX = V'Y, dostaneme
z 1. a 3. rovnice (9) po tprave

x—3E+y—a=0 (10)

Z rovnice (10) plynebudx — y = 0,nebox +y —a = 0.
Je-li x — y = 0, dosadime do 2. rovnice (9) y = x a po-
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uZijeme vztahu UX = XY: Z 1. a 2. rovnice (9) dostaneme
po upravé kvadratickou rovnici
2

x’—{-ax—%:o,

kterd ma jediny kladny koten
13—1
2

Pro tento kofen plati nerovnosti 0 < x < a; dosadime-li

do(9)y=x= %a (3 — 1), dostaneme UX = XY =
= V'Y; proto vztah (11) dévé jedno feSeni ulohy.

Je-i x +y — a=0 (druhd moZnost, kterd vyplyvi

z rovnice (10), dosadime do 2. rovnice (9) y =a — x

a pouZijeme opét vztahu UX = XY. Dostaneme kva-
dratickou rovnici

= 0,366 a.*) (11)

2
x’—ax+%=0;

ta viak nemd Zadny redlny kofen, proto v tomto pfipadé
nedostaneme Zadné dalsi feSeni dlohy.**)

Rozfesime tilohu 4 je$t& jednou pomoci sité. Na obr. 7
je Cdst sité, kterd obsahuje ty tfi stény, pl‘es n&% hledani
lomend &4ra prochézi, a je tu zakreslen 1 obraz / lomené
¢ary AXYV. Budeme nejprve zkoumat, zda &ara / je sou-
mérnd podle pfimky B’C, jak se tomu zd4 nasv&dcovat
nizor. K tomu ulelu oznacime T stfed stény BCC’'B’;

2 342
_*) Rovnici miZeme upravit na tvar (x + %) = 32 néhoZ ply-

ne pHmo vztah (11). . .
**) Rovnici miZeme upravit na tvar (x — g) = — %, z né&hoZ
plyne vyslovené tvrzend.
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+ 24X,TB

24UTB =

protoZe body U, T jsou
soumérné sdruZeny po-
dle ptimky B'C’,je

UX=TX; (123)
z obdobného divodu je
VY =TY. (12b)

Spojenim vztahti (12a)
(12b) s podminkou UX
= XY = VY vyply-
vi, Ze trojdhelnik XY T
je rovnostranny.

K danému bodu Y
useCky BB’ mohou pfi-
sluset jen dva body X,
X, strany B'C’, pro n€z

/ plati TY = TX,=TX,

(obr. 8); jeden z téchto
bodd — bod X, — je
soumérné sdruZen s bo-
dem Y podle pfimky
B'C, druhy — bod X,
— je soumérné sdruZzen
s bodem X, podle pfim-
ky UT. Snadno doké-
Zeme, Ze plati

XX, TY=24X,TU+
90°; proto trojihelnik

X, YT neni rovnostranny. Bod X hledané lomené Ciry /
je tedy soumérné sdruZen s bodem Y podle pfimky B'C.

Odtud vyplyva

X XTB'= X YTB'= <. XUB' = < YVB =30
tim je lomena Cara nalez_ena. Zkouskou si ovéfime, Ze tato
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Obr. 9ab

¢ara ma skuten& poZadovanou vlastnost UX = XY =
= YV.

*

Dalsi tloha se tykd povrchu kvidru, a to zcela praktic-
kého problému — pfevazovini krabice motouzem. Nejprve
uvedeme nékolik vysvétlivek. Na obr. 9a, b, c je zobrazena
krabice ve tvaru kvidru o rozmérech a, b, ¢ pfevazana tro-
jim zplsobem a) jednoduSe kfiZem, b) dvojité kfiZem,
C) ,,pies rohy*.

Oboje vazini kfiZem je jednoduché a jasné. Vazéni ,,pFes
rohy” je viak tfeba vysvétlit. Vazani se skldda ze dvou lo-
menych &ar (jedna z nich je na obr. 9c vyznaCena tlusté,
druhi Cerchované); v pra-
xi jsou ovSem obé lomené
&iry vytvofeny z jednoho
kusu provazku. Ma-li byt
toto vdzani pevné, nesmi se
motouz posouvat po hra-
nich krabice; to znameni4,
Ze napf. spojnice bodi P, R
pEekracujici hranu 4 v bo-
dé Q musi byt co nejkratsi
(obr. 9c). Sestrojime-li &ast




b
R

4
/// d

c 4

P a
Obr. 10
model kviddru.

sit¢ sloZenou z plredni a homni stény
kvddru, zobrazi se vni lomend &ira
POR jako usecka (obr. 10). Sestrojime
nyni sit kvddru, v niZ se budou nékte-
ré stény opakovat tak, aby se v ni
zobrazila celd tlust® vyznalend Cira;
z pfedchizejiciho je zfejmé, Ze se tato
lomena C&dra zobrazi jako uselka.
Konstrukce je provedena na obr. 11,
stény, pfes né% lomena ¢4ra postupné
pfechazi, jsou oznateny zkratkami ; pfi
sloZeni modelu télesa splynou body P,
P’. Sestrojte si takovou sit a sloZte z ni

Viechno, co pfedchézelo, bylo objasnéni pojmu ,,vizéni
pfes rohy*; nyni uZ maZeme vyslovit dlohu.

I__P: _____ T a ¢c P a
I i T hor leva
/ b
e /' dol
zad c a
I
a I ¢
hor prava }/
/ °
B dol
pr Jal ¢ a
c
P a
Obr. 11



Uloha 5. Krabice toaru kvddru md dané rozméry a, b, c.
Mdme rozhodnout, ktery druh vdzdni spotFebuje ne]mené'
motouzu: zda jednoduché vdzdni kitfem, i dvojité vdzdni
kfiZem nebo vdzdni ,,pFes rohy.*)

Reseni. Oznaime d,, d,, dy potfebné délky motouzu.
Ziejmé je
d, = 2a 4 2b + 4c,
d, — 4a + 4b + 4c. (13)

Vézini ,,pfes rohy se sklddd ze dvou lomenych Car téZe
délky (viz obr. 9c, 11); podle obr. 11 je % d, = PP'. Uset-
ka PP’ je pfepona pravouhi¢ho trojihelnika PP'P”, jehoZ
odvésny maji velikosti PP’ = 2(b 4 ¢), P'P" = 2(a + ¢);
je tedy podle Pythagorovy véty

dy=2PP' = 4@+ o + @ + o~ (14)

Vypoc‘ftemel d? — d})**); po upravé vyjde
4 p

l( §—df)=3a’+3b2—2ab+4c2+4ac+4bc=

4
=2+ 20+ (@a— b2+ 4cla+b+c¢c) >0,
dy ~ dy. (15)
Dile vypoéteme (da d%); vyjde po upravé

t.

*) Pfitom oviem nepfihliZime k motouzu spotfebovanému na vy-
tvofen! uzld.

**) Porovnime druhé mocniny kladnych &fsel d,, d;, abychom se
vyhnuli potftdni s odmocninami.
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: |
E(dg—da) — ¢ — 2ab,

tj. dy < d, pravé tehdy, je-lic < }/2ab.

)

—_———

Obr. 12

(16)

Odpovéd na otdzku ulohy tedy zni: Jednoduché vazini
kfizem je vidy krat$i neZ vizini pfes rohy. Vazéni pfes
rohy je krat$i neZ dvojité vizini kfiZem jen v pfipadg, Ze
platf pro rozméry krabice vztah ¢ < |/2ab . Tak napt.
mé-li krabice ¢tvercové dno (a = b), je vazini pfes rohy
vyhodnéj§i neZ dvojité vazini kfiZem, je-li vySka krabice

(¢) men3i ne? uhloptika dna (a}2).
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Na obr. 12 je zakreslena sit rotatniho vilce, kterou jist&
viichni dobfe zndte. Tato sit se skladd ze dvou shodnych
kruhti (podstav) a z obdélnika O, ktery vznikl rozvinutim
plast& vélce do roviny. Rozméry tohoto obdélnika jsou
vySka vdlce a délka obvodu podstavy, tj. délka kruZmice.
Je-li din polomér r podstavy a vyska, nedovedeme sestroiit
obdélnik O eukleidovskymi konstrukcemi pfesné, ale zniame
piibliZné konstrukce; jednou z nich j¢ tzv. Kochariského
konstrukce, kterd je provedena na obr. 13a. Useka KL je
prumérem kruZnice 2 = ('S; r), pfimka KM je jeji teCnou;
dale plati x KSM = 30°, MN = 3r. Délka usetky LN
je priblizné délka polokruZnice %.

Jako pfi kazdé pfiblizné konstrukci musime i pfi Kochan-
ského konstrukei zjistit chybu, které se dopoustime. Zisada
pro pouZiti pfiblizné konstrukce je totiZ tato: konefni
chyba nesmi pfekrodit tzv. grafickou chybu, tj. 0,2 mm;
s takovouto pfesnosti dovedeme totiz pracovat v seSité
béZnymi rysovacimi prostfedky.

V nafem pripadéur&ime délky tsedek: KM = — , KN =

3

= r(3 - l%) , podle Pythagorovy véty LN* = 4r® 4

2 !
+r2(3 - %): (l% — 2|/3)r= ~ 9,869232r%, a tedy

LN = 3,141r. Rozdil sprivné délky nr polokruZnice a pfi-
blizné délky LN je kladny a plati .
0 < ar — LN < 0,001r.

Mai-li byt 0,001 < 0,2 mm, musibytr < 0,2.10* mm =
= 200 mm = 2 dm. Pro vSechny konstrukce na listu pa-
piru, kde poloméry kruZnic nepfesahuji zpravidia 1 dm,
Ize tedy pouzit Kochaniského konstrukce.

Vritime se znovu k obr. 12. Je na ném zakreslena jest&
useCka CD, ktera neni rovnob&Zna s Zadnou stranou obdél-

23



nika O. Svineme-li obdélnik O v plast vilce, pfejde usecka
CD v oblouk % kfivky zvané Sroubovice. Tato kfivka md
totiZ tvar §roubového zivitu. Na obr. 13bjezakreslen oblouk
k na viélci.

M 3r
} - + A
K

/”T“\f

7
A,V ___L__ > B/

Obr. 13a Obr. 13b

Uloha 8. Podstava rotaéntho vdlce md primér AB = 2r.
Na strandch AA'y, BB’ tohoto vdlce lesf body C, D; jejich
vzddlenosti od bodii A, B jsou AC = a, BD = b (a < b).
Mdme porovnat délky dvou spojnic bodit C, D vedoucich
p¢:4 povrchu vdlce: a) oblouku Sroubovice, b) lomené ldry
CABD.

Refenf. Délku d oblouku 3roubovice vypofteme jako
délku useCky CD v siti vilce, a to z pravoudhlého trojihel-
nika CDE. Plati DE = b — a, CD = nr; je tedy

d? = (b— a)® + a2 an
Pro délku d’ lomené &ary CABD plati
d=a+b+2r (18)
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Ze vztahti (17), (18) dostaneme
2
d’® — d® = 4ab + 4r(a + b) + 4 (1 — 24-) (19)

Délka lomené ary je tedy mensi neZ délka oblouku Srou-
bovice préve tehdy, plati-li podle (19)

2
ab+ rla +b) < (—— l)
délime-li tuto nerovnost kladnym d&islem 72, dostaneme

a b a b n?
Z nerovnosti (20) je vidét, Ze vysledek zdvisi jen na podilech

2 , %, nikoliv na {slech a, b, r samych. Zvolime-li napt.

r
1 2 .a 1 b 2 a b
a=gnb=gniet=3,0=2. 0 L4 T+ ]=
= 19—1 = 1,22 < 1,47; proto je krat$i lomend ¢4ra. Zvolime-li
r 2r . a 1 b 2 a b a
a=gpb=gn e r=gie=n oyt t
+ g = %= 1,5 > 1,47, proto je kratdi oblouk Sroubovice.

Uloha 7. Je ddn rotaént kusel s vrcholem V a bod A ob-
vodu jeho podstavy; B je stied strany AV. Mdme zjistit, zda
Ize sestrojit rovnostranny trojiihelnik ABC tak, aby vrchol
C lezel na pldsti kuzele a mdme sestrojit obraz bodu C v siti
kuZele.

Resent. Vrchol C rovnostranného trojtihelnika ABC leZi
na jisté stran€ VD daného kuZele (obr. 14); je tfeba zjistit
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délku t&tivy AD. Useka AD je zdkladna rovnoramenného
trojahelnika VAD, jehoZ ramena VA, VD jsou strany
daného kuZele a jemuz je ,,vepsdn‘ rovnostranny trojihel-
nik ABC. Sestrojime tedy useCku AV, na ni bod B; nad
useCkou AB sestrojime rovnostranny trojuhelnik ABC, na

v

Obr. 14 Obr. 15a

poloptimce V'C urtime bod D tak, aby platilo VD = VA4
(obr. 15a). Bod C padne vidy mezi body V, D, nebot troj-
uhelnik AVC ma vnitfni Ghly < 4 = 60° < C = 60° 4+
+ a > < A, proto je VA > VC. Tim je urfena délka
uselky AD.

Nyni se zamyslete nad tim, pro€ naSe uloha neni je$té
Fe¥ena, aC jsme uréili tétivu AD i obraz bodu C.Na obr. 15a
je useCka AD tétivou kruZnice %', jejiz polomér je s > r.
Na kuZeli bude t4Z usetka AD tétivou kruZnice % o polo-
méru r < s. Musi tedy platit AD < 2r; to je hledand pod-
minka feSitelnosti, nebot tato nerovnost zaruuje moZnost
sestrojit na té¢lese stranu VD.
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Rotacni kuZel je zpravidla dén polomérem r podstavy
a vy3kou v. Kteroukoli jeho stranu urcime pak jako pfepo-
nu pravoihiého trojuhelnika, jehoZ odvésny maji dél]lt)y 7, .

Vyjadiime podminku feSitelnosti tlohy 7 (tj. nutnou
a postacujici podminku) jako vztah mezi Cisly 7, v. ProtoZe
je AB = BV = BC, je trojihelnik BVC rovnoramenny
a pro jeho tuhly plati «a = 60° — «, tj. « = 30°, Usetka
AC je tedy vysSkou rovnoramenného trojihelnika VAD
a plati

52
4‘4D2 = —4— + CD2, (21)
CD*= (s — VC):.
Trojuhelnik VAC je pravothly a pfi vrcholu V' mé thel
velikosti 30°; proto je

Ve =213 (22)

Spojime-li vztahy (21), (22), dostaneme
2 _—
AD* = %(s — 4)3) = 22 — |/3). (23)

ProtoZe je s = v® + r%, vyjde podminka felitelnosti ve
tvaru _ '

@+ 2 —13) =4
neboli po Gpravé B 3

v¥(2 — )3) = (2 + |/3)

adile _
¥ 24173 =
5 = — = (2 + /3 2,
FSz= @l
odtud .
v=(24 |3 =3,732r. (24)
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Nerovnost (24) vy3la tedy jako nutnd podminka Feditel-
nosti tlohy. Obrécenim pfedchoziho postupu se pfesvéd-
dime, e ze vztahu (24) plyne nerovnost AD < 2r; tim je
dok4zino, e nerovnost (24)je také
Vi postalujict podminkou pro FeSitel-
nost tilohy — strutné feleno, je
podminkou FeSitelnosti nadf Glohy.
Zbyva sestrojit obraz C, bodu
C v siti kuZele (v siti jeho pl4sté;)
je to provedeno na obr. 15 b. Obr.
15b se 1i3i velmi mélo od obr. 15a;
obr. 15a znizorfluje situaci v fezu,
kdeZto obr. 15b situaci v sfzi. Plati
V]_A 1 = VA, V]_B 1T = VB,
v.C, = VC, VD, = VD, ale
A, - D, ¥ 4D, -« AD,A,C, + AC,B,C, =
' ! = BC;prouhel v, = <A4,V,D,
Obr. 15b plati nerovnost w, = 30°.
Pfi urleni velikosti w, si pomii-
Zeme vypoltem. ProtoZe na obr. 15b je znizorn&na sff ku-
Zele, je délka oblouku 4 ,D, kruZnice &, rovna délce oblou-
ku AD kruZnice % (obr. 14).
Oznalime-li w velikost stfedového thlu <t ASD (S je
stfed kruZnice k), plati

Arw  Aswy

180 180
a odtud
w, = -: . w. (25)
Velikost hlu w urime z trojihelnika ADS podle vztahu
... w AD
sin 5 = 2= 3 (26)
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pfitom délka AD je déna vzorcem (23). Zvolime-li nap¥.

v = 15—2 r = 2,4r — coZ je moZné vzhledem k podmince
(24) — dostaneme s = ?r, a ddle podle (23), (26)
AD = Zr. 12 -3,
sin % = 1,3 - /0,2679.
Odtud plyne
0 = 84935, 0, = 15—3 © = 32032,

Uhel velikosti w, narysujeme napf. uZitim tangenty: z ta-
bulek zjistime tg w, = 0,638.

*

Dosud jsme se zabyvali takovymi télesy, jejichz povrch
bylo moZno bez deformaci rozvinout do roviny. Rozvinuti
bez deformaci znamend — ndzorné feCeno — toto: Je-li
povrch t€lesa zhotoven z nepruZného materidly, napt. z ple-
chu, nevyskytnou se pfi jeho rozvinuti do roviny a pfi vy-
tvofeni sité ani zborceniny, ani trhliny.

Tuto vlastnost vSak nemaji viechna t€lesa. Tak napf.
povrch koule &ili plochu kulovou nelze rozvinout do
roviny bez deformaci. Proto jste se nikdy nesetkali se siti
koule a ulohy tykajici se povrchu koule musime feSit jinak.

Mohlo by se vim v3ak zdét, Ze neni pravda to, co jsme
pravé Fekli, vzpomenete-li si, jak se sedivd plaSt mice
z n&kolika tfeba riznobarevnych pruht. Tyto pruhy jsou
rovinné obrazce, omezené oblouky kruZnic. Zd4 se, Ze pfi
sefivani se viibec nedeformuji; ale neni tomu tak. Defor-
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mace nastavd vidycky, jenom Ze je tim men3f, &im ,,u23{‘
jsou pruhy, tj. ¢im je jejich polet v&tsi.

Pravdépodobné vite, Ze kaZd4 rovinnd kfivka, kterd lezi
na kulové ploSe, je kruZnice. Polomér ¢ takové kruZnice je
bud mensi neZ polomér r dané koule, nebo je ¢ =r.
V prvnim pfipad€ se nazyvd kruZnice vedlejsf, v druhém
hlavnf. Dvéma riznymi body 4, B kulové plochy, které
neomezuji jeji pramér, lze vést jedinou hlavni krugnici;
dostaneme ji jako prisek kulové plochy s rovinou, kterd
prochazi body A4, B a stfedem plochy.

Di se dokazat, Ze nejkratst spojnice dvou riiznych bodii A,
B kulové plochy po této plose je jeden z obloukii hlavni krus-
nice, kterd body A, B prochdzi. Vyslovena véta plati i v p¥i-
pade¢, Ze body A4, B omezuji primér kulové plochy. Expe-
rimentalng si maZete ovéfit tuto vétu tak, Ze na modelu
koule (tfeba na globu) upevnite gumi¢ku ve dvou pevnych
bodech. Gumicka zaujme tvar oblouku hlavni kruZnice.

Ovéfime si nasi vyslovenou vétu vypoctem, a to tak, Ze
porovndme délky oblouki hlavni a vedlejsi kruznice, které
dané dva body A4, B spojuji. _

[ Uloha 8. Mésta Praha
' a Kujbysev lezf pfiblizné na
tése rovnobésce 500 s. .
jejich zemépisné délky jsou
pFiblizné 14° a 50° v. d.
Mdme zjistit, jaky je roz-
dil jejich vzddlenosti méfe-
nych jednak po rovnobéice,
jednak po hlavni kruZnici.

Resent. Prahaa Kujbysev
pfedstavujidva riizné body
A, B na povrchu Zem¢;
Obr. 16a povrch Zem¢ pokléddme




/ b‘N A
P
A
50 M
S
F
36
Obr. 16bc

za plochu kulovou o polomé&ru 6370 km, tj. zanedbivime
zploSt€ni Zeme€. Pro v&t3i nizornost si znizornime obé
kruZnice spojujici body 4, B — rovnobé&Zku i hlavni kruz-
nici — v té%e roviné. Na obr. 16a znadi S stfed Zem¢,
k hlavni kruZnici prochazejici body A, B. V rovin& ABS je
sestrojena jeSté kruZnice k' se stfedem M’, shodnd se
zemépisnou rovnobé&zkou prochézejici body A4, B. Polo-
meér p této rovnobézky urcime pomoci obr. 16b, na kterém
je zakreslena situace v rovin€ praZského poledniku. Z pra-
vouhlého trojihelnika AMS plyne

o=r.cos50° . 27
Vzdilenost bodi 4, B po rovnobéZce, kterou oznadime v,
uréime pomoci obr. 16¢, ktery ptedstavuje situaci v roving
praZské rovnob&zky. Ziejmé je

X AMB = 50° — 14° = 36° (28)
a tedy podle (27), (28)
_ 36me 1 ]
v, = W_gm'cosSO .
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Numericky vypocet da

v, = 0,2.3,14.6370 . 0,643 = 2570 (km)  (29)
Vzdalenost v, bodit 4, B m&tenou po hlavni kruZnici vy-
pocteme pomoci obr. 16a. Oznadime-li C stfed uselky AB,
pak je AC= AM’.sin SAM'C = o . sin% XAM'B —
= ¢ sin 18% a dile podle (27):

. 1 0
sin o — Arc AL 18 _ sin18°- cos 50% (30)

pfitom je w = X ASC. Pro vzdalenost v, tedy dostaneme

20 - ar ©
%=1 9™ 31
Numericky vypolet: Z (30) dostaneme sinw = 0,199,
w = 11,5% z (31) dostaneme

v, = 0,128 . 3,14 . 6370 = 2550 (km). (32)

Srovnani vysledka (29), (32) ukazuje, Ze vzdilenost Prahy
a KujbySeva méfena po hlavni kruZnici je skute¢né mensi
neZ jejich vzdilenost méfend po zemépisné rovnobéZce.
Rozdil je v8ak celkem nepatrny (asi 20 km), nebot obé
mista jsou pomérné blizkd. Kdybychom zvolili dvé vzda-
lené&j3i mista, napf. Tokio a San Francisco, byl by rozdil
obou vzdilenosti znacny. V takovém pfipad¢ je rozdil
rozhodujici ve vzduchoplavbé: letadlo nepoleti z Tokia do
San Francisca pfimo na vychod, tfebaze ob& mista leZi
pfibliZné na téZe rovnob&Zce. Zkrati si cestu tim, Ze poleti
po oblouku hlavni kruZnice, kterd se odchyluje od rovno-
béZky k severu.

Znizornéte si spojnici Tokia a San Francisca na globu
gumilkou a vypoltéte rozdil obou vzdilenosti jako v tiloze 8.
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Cést 11

PRUSEK TELESA
S ROVINOU

V prvni &4sti tohoto textu jsme se setkali s arami (napf.
s lomenymi arami leZicimi na povrchu télesa), ale nezaji-
mali jsme se pfitom, zda takova ¢ira leZi v roviné &i nikoli.
Zvlased dilezité jsou takové &iry na povrchu télesa, které
jsou rovinné. Jsou duleZité nejen pro geometrii na povrchu
télesa, ale miZeme pomoci nich odvodit vlastnosti, které
se tykaji vnitfku télesa.

, které mame na mysli, jsou vlastné prinikem né&jaké
roviny s povrchem télesa. Slovo ,,prinik“ vam snad neni
zcela nezndmé; prinikem dvou geometrickych ttvari rozu-
mime mnoZinu viech boda spoletnych témto geometric-
kym 1tvarim. Slovo ,,prinik‘, které pochazi z teorie mno-
%in, nahrazujeme v geometrii riznymi jinymi nazvy. Tak
uZivame napf. slov ,,prisecik®, ,,prisek” nebo ,,fez, fi-
kdme priiselik ptimky s rovinou, rovinny prisék nebo fez
s télesem nebo plochou apod.

Prinik roviny s télesem muZe byt tfeba jen bod nebo
uselka. Jisté si dovedete pfedstavit rovinu, ktera ma s krych-
li spoletny jen jediny vrchol nebo jedinou hranu. Mate-li
k dispozici model krychle, miZete si pfiloZenim rovné desky
k vrcholu nebo hran€ polohu takové roviny snadno vymo-
delovat. Nés v3ak budou zajimat hlavné takové pfipady,
kdy prinikem bude rovinny obrazec, napf. trojihelnik,
&tverec apod. Tento obrazec budeme nazyvat priisekem
éi fezem roviny s télesem; prisekem roviny s povrchem
télesa je pak obvod piisluSného obrazce. Na obr. 17 je vy-
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8’ znalen 3rafami prisek roviny
s krychli; je to trojihelnik
AB'D’. Prusekem s povrchem
krychle jsou usetky AB’, B'D’,
D’'A, které tvofi obvod fezu.
Vsechny tyto usecky jsou shod-
né, nebot jsou sténovymi whlo-

B pti¢kami krychle; proto je Fezem
rovnostrgnny trojihelnik.

Jak jsme uZ naznadili, mtZe-
me pomoci pruseku roviny s té-
lesem odvodit jisté viastnosti ty-
kajici se vnitfku t&lesa. To si

ukdZeme v nasledujicf wloze, v niZ pijde o odvozeni viast-

nosti té€Znic a t&ZiSt& Ctyksténu. :
Pojmy téZnice a t€Zi§t& trojihelnika jsou vim jist& zndmy.

U ¢&tyfsténu pljde o jistou analogii. JestliZe zavésite ve

vrcholu na nit trojuhelnik, ktery je zhotoven ze stejno-

rodého materidlu (napf. tvrdého papiru — lepenky), ustéli
se nit v takové poloze, Ze v prodlouZeni prochézi téZistém
trojuhelnika. Zavésite-li ctyFstén, ktery je zhotoven ze stej-
norodého materialu, ve vrcholu, ustili se nit v takové po-
loze, %e jeji prodlouZeni prochdzi t&€Zit&m protéjsi stény.
Proto definujeme téZnici étyrsténu takto: Ténice CtyFsténu
e usecka, kterd spojuje té5i5té stény s protéjsim vrcholem.

Uloha 9. Mdme dokdzat, 3e téZnice &tyFsténu prochdzejt
jednim bodem a 2e kaidd z nich je timto bodem rozdélena
v poméru 3 : 1.

Resent. My3lenkovy postup ditkazu je n4sledujici (obr.
18). Nejprve budeme uvaZovat o vzdjemné poloze t&€Znic
tp = DD, t4 = AA,, kde D, a A, jsou té€Znice stén ABC
a BCD. DokaZeme, %e se protinaji v bod& T, ktery délf obé
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té¢%nice v poméru 3 : 1. Pak vrchol A nahradime postupné
vrcholy B a G, tj. téZnici z,4 nahradime postupné téZnicemi
ts = BB,, tc = CC,, kde B, a C, jsou t&%ist¢ stén ACD
a ABD. Zjistime, Ze vSech-
ny t&Znice prochdzeji bo-
dem T, pro ktery plati
DT = 3.D,T. Odtud pak
plyne tvrzeni véty.

Bod D, je prusecikem
téZnic AM a CP trojihel-
nika ABC; body M a P
jsou po fadé stftedy hran
BC a AB. Té&zisté A, lezi
na téZnici DM trojuhel-
nika BCD. Obé téZnice
AA, a DD, daného Ctyi-
sténu leZi tedy v roviné Obr. 18
AMD. Protoze body 4,,

D, leZi uvnitf stran DM a AM trojuhelnika AMD, protina-
ji se usecky A4, a DD, ve vaitfnim bod¢ T.
Podle zndmé vlastnosti t&€ZiSt¢ trojihelnika plati

DA,=2.MA,, AD,=2.MD, . )

Stejnolehlost v roviné ADM se stfedem v bodé¢ M

a koeﬁcientem%pl"evédi podle (1) body A, D po fadé
vbody D,a A4,. Jetedy

AD, || AD, AD,= 5 AD. @
Stejnolehlost v téZe roving, ktera ma stfed v bodé T

a pfevadi A v A,, ptevddi podle (2) také D v D, a tudiZ
uselku AD v GseCku A4,D,. Mi tedy podle (2) koeficient
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— 5 - Odrud vyplyv, ze pla
AT =3.4,T, DT =3.D,T. 3

Nahradime-li vrchol 4 postupné vrcholy B a C, shledime,
Ze podobnym pisobem kaZda z t€Znic 5 a ¢¢ protind t&Z-
nici ¢p v bod¢ T, pro ktery podle (3) plati DT = 3.D,T;
je to v obou pfipadech tyZ bod. Pro tento bod T plati
mimo (3) je$té vztahy
BT =3.B,T, CT=3.C,T.

Tim je dani tGloha feSena.

Utzitim rovinnych prisekt miZeme feSit planimetricky

D, M, C

Obr. 18
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i ulohy, které by jinak vyZadovaly znalosti zvld3tnich ste-
reometrickych vét. V nésledujici tloze uréime timto zpu-
sobem vzdalenost bodu od pfimky.

Uloha 10. Je ddn ctyFsién ABCD svou siti; M je stied
jeho hrany CD. Mdme ur&it konstruktivné vzddlenost bodu M
od pitmky AB (v prostoru). Pro pravidelny étyistén mdme
vyjddfit tuto vzddlenost jako funkci délky hramy CEryf-
sténu.

ReSent. Sit daného &tyFsténu je dédna obrazcem sloZenym
ze ¢yt trojuhelniki (obr. 19a). Vzdalenost MP zjistime jako
vySku trojuhelnika ABM, ktery sestrojime ve skuteéné
velikosti ABM’. K tomu potfebujeme urlit pomoci sit&
skutetné délky uselek AM a BM. Bod M ma4 v siti obrazy
M, M,; délky tselek AM,, BM, jsou skutetné velikosti
useéek AM, BM, takZe z nich mliZeme sestrojit trojiithelnik
ABM' a v n¥m hledanou tsetku M'P = MP.

Pro pravidelny ctyfstén je tloha feSena v obr. 19b. Je-li

a délka hrany tohoto &tyFsténu, je AM, = BM, = %]/I
[ J

Trojtihelnik ABM’ je rovnoramenny se zdkladnou 4B = a.

Je tedy AP = % y AM' = %]/3 a podle Pythagorovy véty

je
3a? a? a?
2 — 2 2 — .
PM—AM——AP———4 -4 =7
tedy

PM =PM = .
12
Nésledujici ulohy se opiraji o pojem kolmosti p¥imky
a roviny; proto si napfed pfipomeneme jeho definici a na
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piikladech si ukdZeme né&které vlastnosti tykajici se tohoto

vztahu.*)

Definice: Ptimka p je kolmd k roviné g, je-li kolmé ke
viem prunkém roviny o, které prochdzeji prisecikem p. .

Z vét tykajicich se vztahu kolmosti uvedeme jen ty, které
budeme dale potiebovat:

1. Je-li pFimka p kolmd ke dvéma riznobétkdm roviny o,
které prochdzejl priseiikem p. o, je piimka p kolmd k ro-
viné ¢ (kriterium kolmosti pfimky p a roviny ).
Diisledek: KaZzdi hrana kvadru je kolma ke dvéma hra-

nam, které maji s ni spoletny vrchol kvadru. Proto jsou

hrany kvadru kolmé ke st€ndm, které jsou s témito hranami
ruznobézné.

2. Piimky kolmé k téZe roviné jsou navzdjem rovnobésné.
Disledek: PonévadZ poboCné hrany kolmého hranolu

jsou kolmé na rovinu jeho podstavy, jsou navziajem rovno-

béZiné.

Z ptedchizejicich vét je zfejmé, Ze prisek roviny uréené
sténovou uhlopnckou a hranou kvadru, ktera j je s ni roz-
nobéZnd, je obdélnik; nazyvime jej uhlopficny Fez kvddru.
KaZdy ahlopficny fez kvadru je obdeklk, jehoZ thlopticka-
mi jsou t&lesové uhlopficky kvadru.

Uzitim tGhlopfi¢ného fezu lze felit celou fadu uloh
o kvéadru.

Uloha 11. Je din kvidr ABCDA'B'C'D’ o rozmérech
AB = a, BC = b, AA' = c¢. Mdme uréit a) konstruktivné
b) vypoitem vzddlenost vrcholu A od télesové whlopricky
BD’; je ddno napf. a = 4,b = 3,c = 6.

Resent. a) Abychom sestrojili iselku, jejiz velikost uddva

*) Diikazy zde uvedenych stereometrickych vét najde &tendf v uteb-
nici deskr. geometrie pro 10. tf., str. 35 a dalsi.
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vzdilenost bodu A od uhlopfiCky BD’, zobrazime thlo-
pHcny fez ABC'D’ ve skutecné velikosti; je to obdélnik,
jehoZ strany maji velikosti a, 1b2 + ¢ (obr. 20a, b). Se-
strojime-li v ném AM | BD’, je velikost useCky AM hle-
danou vzdélenosti.

D’ c
2 D’ old
7 - -
’ ,( ———————
A 2 B ‘—vd\\ ’
\
\
\
1\ \ c
DI M \
///)— R\ y M\\
A B A B
Obr. 20ab

b) Uhloptitka BD’' mé velikost u = |/a® + b® + ¢%;
vzdilenost vrcholu A od piimky BD’ je vyskou AM =
= o v pravouhlém trojuhelniku ABD’. Pro obsah troj-
uhelnika 4BD’ plat

%a-l/bz—l—cz:%u-‘v
a odtud L

a ]/b2 +
ICET T
pro dand Cisla dostaneme v = 3,5.

Pozndmka. Vzdalenost BM paty M kolmice sestrO)ene
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z bodu 4 na ptHimku BD’ od bodu B podle Eukleidovy véty
pro odvésnu je
u ]/ az + bz + C’

Urlete sami podobnym zpisobem vzddlenosti vrcholi
C a B’ od thlopticky BD'. UvaZujte pak o ptipadu, kdyz
a=2b. Co plyne odtud pro paty kolmic sestrojenych z vrcho-
la 4 a C na piimku BD’? Co plyne z nalezenych vysledka
pro piipad, Ze kvadr je krychli? Jakou vzdjemnou polohu
maji paty kolmic spusté€nych z vrcholt 4, C, B’ a pfimka
BD'?

Uloha 12. Podstavou kolmého trojbokého hranolu (o do-
statecné velké vysce) je pravouhly trojuhelntk AB,C, s pre-
ponou B,C,. Mdme protnout hranol rovinou prochdzejic
vrcholem A v rovnostranném trojuhelniku ABC.

Resent. Nejprve se musime zamyslet nad tim, co je tfeba
urit, abychom na modelu hranolu mohli nakreslit fez
¥4danych vlastnosti. Nejvyhodn&jsi

bude, budeme-li znit délky uselek
BB, a CC,. Proto se pokusime

ic urcit tyto délky, a to nejprve vy-
N\ pottem a pak konstruktivné.
/ AN Ozname velikosti usecek (obr.
Iyl o N\S 21): BB =x, C,C =y, AB, =
/P \ | =¢A4C,=5 B,C,=4a,4dB=
/ Ié\\\\ = BC = AC = s; pak je DC =
/ b,)\La ~3\|B =y — x, pfitom D je pata kolmi-
= —_ ;x ce sestrojené z bodu B na CC,.
A c > Trojihelniky AB,B, AC,C,BDC

% a AB,C, jsou pravouhlé; to snad-
Obr. 21 no odiivodnite. Z nich plyne podle

vty Pythagorovy



4 xt=s P4 yt=4t, 4)

@t + (5 — 2t = o, (5)
a®= b+ (6)

Dosazenim (6) do (5) a uZitim (4) vypotteme
2xy = 5. (5"

Soustava rovnic (4), (5) je ekvivalentni se soustavou (4),
(5"). Z (5') dostaneme po umocnéni dvéma

4x%y? = s, (5”)

kterd za pfedpokladu, Ze x =2 0, y = 0, ma totéZz feleni
jako (5"). Dosadime-li do (5"’) za x2 a y? z (4), dostaneme
po jednoduché dprave

35t — 45%(b% + ¢®) + 4b%:=0.

Redfme-li tuto rovnici podle s?, dostaneme

2 = %(b’ + ¢ 4 [ F A% — 35%).

Vzhledem k tomu, %e musi byt s > 0, vyhovuje jediné
kofen

s=2@+N+ | FTaF—%e . O

Vyraz pod odmocnitkem je vZdy kladny vzhledem k tomu,

2\2
tejed > 0,c > 0, nebot b4 — b2c? + ¢t = (bz—‘?) +

+ %c* > 0.
" PonévadZ v pravodhlém trojihelniku AB,C, plad vztah

(6) i vztah
bc = av, (8)
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kde v je velikost vy3ky sestrojené z vrcholu 4 na pfeponu
B,C,, dostaneme ze (7)

st= %(a2 + Va* — 3a%?) = %a(a Va* —3¢2). (1)

Jestlize zndme 52, uréime velikosti x, y hledanych useéek
BB,, CC, ze vztahl (4)
x=|sf—c,y=]ss—b* . ®

Pfesvédcte se sami, Ze vypoctend sla vyhovuji podmin-
kém (4), (5'), resp. (4), (5").

Maiame-li uréit graficky velikosti use¢ek BB,, CC,, se-
strojime nejprve stranu s na zdkladé vztahu (7') a pak na
zdklad€ vztahu (9) hledané uselky.

Konstrukci strany rovnostranného trojihelnika nebude-
me zde provadét, predpoklidime v3ak, Ze si ji provedete
sami. Naznadime jen postup konstrukce:

a) Sestrojime usetku délky v]/3 (jako vyiku rovmostran-
ného trojihelniku o strané délky 2v)
b) Podle obriceni Pythagorovy véty sestrojime tiseCku dél-

ky |/a® — 302,

¢) Sestrojime usetku délky a - }/a® — 322.
d) Sestrojime obdélnik o stranich 2a, a + |'a® — 3¢,
e) Sestrojeny obdélnik ,,proménime“ na {tverec o strané

délky s.

Zname-li velikosti useek BB, CC,, je tim poloha hle-
dané roviny urcena.

Je-li b= & 1e celd konstrukce podstatné jednodussi;
provedte toto FeSeni sami.

Pozndmka. Predchézejici ilohu je moZno felit pfimo bez
vypoftu. Releni viak vyzaduje hlubsi znalosti tykajici se
pravouhlého promiténi, coZ je mimo rdmec této publikace.
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C’ NezZpfistoupime k fe-
Seni daldich uloh, pfi-
pomenme si v&u: T
riizné roviny maji prdvé
jednu z téchto vzdjem-

o nych poloh:

1. Kazdé dve z téchto
rovin jsou navzdjemrov-
nobé&Zné.

2. Dvé roviny jsou
rovnob&Zné a . tfed je
s kazdou z nich razno-
béZnd. Roviny rovno-
béZné protinaji rovinu, ktera je s nimi riznob&Zn4, v pfim-
kach rovnobéZnych.

3. T¥i roviny nemaji Zadny spoletny bod a protinaji se
po dvou ve tfech pfimkach, které jsou navzijem rovno-
béZné.

4. Tti roviny prochazeji touZ pfimkou.

.5. Tti roviny maji spolecny jediny bod, kterym prochazi
prusecnice kazdych dvou z nich.

V ptipadech 1, 2, 3 nemaji tfi roviny Zddny spoledny
bod, v pnpade 5 maji spolecny jediny bod a v pfipadé 4
maji spole¢nou piimku.

Na obr. 22 je zobrazen kvidr ABCDA'B'C’'D’ s whlo-
pfitnym fezem ABC'D’ a s fezem EFF'E’, jeho% vrcholy
jsou stfedy &tyf rovnobéinych hran kviddru. Na obraze
muZeme vyhledat pfiklady vSech péti moZnych vzijemnych
poloh tfi rovin; provedte to. Naidéte déle sami ve svém
okoli modely na vzijemnou polohu t# rovin, o niZ )edné
uvedena véta (pfiklady: pfihradky ve skiini, stény v mist-
nosti, stfechy domd atd.). Vymodelujte vzdjemné polohy
rovin uZitim papirovych desek.

JestliZze rovina protina jen &tyfi pobolné stény kvidru,
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vznikne Ctyhihelnik, jehoZ dvé a dvé protéji strany jsou
rovnobé&Zné, tj. rovnobéZnik ; to vyplyva z pfpadu 2 z pted-
chozi véty.

*

Snad jste n&¢kdy pozorovali vodni hladinu v kidince,
kterd méla tvar kviadru. Pozorovali jste, jak se tvar hladiny
ménil, kdyZ jste ji naklanéli. Zasahuje-1i hladina jen tfi sté-
ny, ma tvar trojuhelniku, jestlize obsahuje celou hranu
kidinky, ma tvar obdélnika; zasahuje-li hladina vSechny
pobolné hrany kiadinky, mé tvar rovnobéZniku atd. Mate-li
k dispozici kidinku tvaru kvddru, napf. akvarium, naplhite
ji do poloviny vodou, odhadnéte na zikladé pokusu, pro
kterou polohu se objevi néktery vrchol podstavy (mebo
podstavna hrana) priavé na hladiné, pro kterou polohu bude
mit asi hladina nejvéti a nejmensi velikost a pak se pokuste
svou domnénku zddvodnit matematicky. Piikladem vim
muZe byt ndsledujici uloha:

Uloha 13. Akvdrium md tvar krychle ABCDA'B'C'D’
o0 hrané délky 1 se dnem ABCD a do poloviny naplnéné
vodou. Je naklonéno tak, Ze vodni hladina sahd aZ k bodu B’
a hrana AA’' je pod hladinou a$ do vzddlenosti AX = x.

a) Mdme naclrtnout v obrdzku obvod vodni hladiny a se-
strojit jejf skutecnou velikost.

b) Mdme wvyjddfit velikost hladiny jako funkci promén-
né x.

Reseni. Provedete-li si sami_ pokus, zjistite, e celé dno
ztstane pod hladinou a Ze hladina prochizi bodem D. To
vis vede k domnénce, Ze hladina je rovnobéZnik B’XDZ,
ktery mi jednu svou tdhlopfitku v t&lesové uhlopHéce
krychle DB’ (obr. 23a).

Stfed S rovnobéZnika B'XDZ je sttedem usecky DB’
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a zéroved Gsetky XZ. Oznalme S, stfed Ctverce ABCD;
v roviné BDB’' vymezuje rovina ¢ = B’DX trojihelnik
DBB’ a podle véty o stfedni pficce je

<

SS, = %—BB’ - % . (10)

V rovin¢ ACC’' vymezuje rovina g lichob&Znik AXZC
a podle véty o stfedni pficce je

SS, = %(AX 4 CZ)= %(x +Ccz).

Spojenim vztahu (10), (.11) dostaneme
CZ=1—x. (12)

Jetedy AAX=CZ=1—x, AX = C'Z= x. Rovina p
hladiny vodni rozd&li krychli ve dvé shodné Cisti: &ast
spodni splyne s &isti horni, splynou-li dvojice bodi
A, —B,D'—C, A — D,
B - X, Z.

Je-li tedy akvarium napiné-
no do poloviny vodou, zaplni
voda pfi naklonéni akviria
skutecné spodni &ist omeze-
nou rovinou p.

Nyni rozfeSime ob& lohy
a)ab).

Abychom mohli sestrojit
skuteénou velikost rovnob&z-
nika B’XDZ, musime znit
tfi jeho urCovaci prvky. V da-
ném piipad€ mizeme snadno
urdit skuteéné velikosti jeho
Obr. 23a stran DX, B'X a skutelnou

45



A
\\\ v
~
1-x \/

// SO

X 7 h o

x{ . N @

A B [3

0 X
Obr. 23b . Obr. 23¢

velikost jeho uhlopfi¢ky DB’, ktera je télesovou whlopfi¢-
kou krychle.

Nejprve sestrojime usecky DX a B’'X jako pfepony pra-
vouhlych trojihelniki ADX a A'B’'X o odvésnich 1, x,
resp. 1, 1 — x. Pak sestrojime skute¢nou velikost ihlo-
pticky B'D = A'E = |/3 (obr. 23a). Z téchto prvki pak
sestrojime rovnobéznik DXB’Z (obr. 23 bc).

b) Abychom urcili funkéni zdvislost velikosti P hladiny
na velikosti x ponoru hrany 4A4’, vyjadfime velikost hla-
diny pomoci stran rovnobézniku DX, DZ a jimi sevieného
thlu w; o = < XDZ. Plat

) P= DX.DZ.sin o,
tj. .
P2 = DX? DZ? sin*o . (13)
Pro velikosti stran DX, DZ dostaneme podle véty Pytha-
gorovy vztahy

DX? =1+ x?, 14
DZt=1-+(1_xt=at—2c+2 14

Abychom v (13) vyjadfili také sin?o pomoci x, pouZijeme
pro trojuhelnik DXZ kosinové véty
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X7 = DX*+ DZ® — 2DX.DZ .cosw

z niZ pak vypolteme cosw a dosadime do (13). Za tim
ulelem vypolteme napfed je$t€ z lichob&Zniku ACZX
délku jeho ramene jako pfeponu pravouhlého troj-

thelniku o odvésnich |2, (1 —x) —x =1 — 2x.
XZ2=(1—2x2+ (|22=4x>—4x+ 3. (15
Z kosinové véty plyne
) 2.DX.DZ.cosw = DX? + DZ? — XZ?2.
Dosadime-li sem z (14) a (15), mame
2.DX.DZ.cosw = 2x(1 — x) . (16)
Rovnost (16) umocnime dvéma a dosadime do (13); vyjde
P* = DX®.DZ? — DX?.DZ%.cos’w = (x®+ 1)(x2 —
—2x 4+ 2) — x¥(1 — x)* = 2(x* — x + 1), takZe
P=)2—x+1). (17)
Tim je dan4 dloha rozfeSena.
Rozborem vztahu (17), ktery lze psat ve tvaru P =

= ]/ [( 2) + Z] » rozhodnéte, pro kterd x nabyva
funkce P své nejmensi a nejvétsi hodnoty, kdyZzje0 = x =
=1

UvaZujte sami o souctech obsahii ponofenych <asti
stén, kdyZ se bude akvirium otélet kolem osy DB'.

*

NeZ ptistoupime k dalsi iloze, uvedme napfed pomocné
véty, jichZ v 1loze wZijeme:

1. Plati-li pro tfi pfimky v prostoru a || b,b| ¢, jea| c.

2. Jsou-li a, b kolmé riiznobézky a vedeme-li bodem P
piimky a’ || a, &' || b, jsou také a’, b’ kolmé riznobéZzky.
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Uloha 14. ¥e ddna krychle ABCDA'B'C’D’. Mdme do-
kdzat tato tvrzeni: a) Vrcholy A, C, B', D' jsou vrcholy pra-
videlného Cryisténu T. b) Roviny rovmobéiné se sténami
ABCD, A’'B'C’'D’ a protinajici krychli, protinaji étyfstén T
v obdélnicich. Mdme vyjddFit jeden rozmér priseéného obdél-

48



ntka jako funkci druhého rozméru a stanovir obvod a obsah
técheo obdéinikil.

Regeni. a) Obrazce ACB', CB'D’, ACD', AB'D’ (obr.
24 a) jsou rovnostranné tro;uhelmky, 1e)1ch strany 1sou
sténovymi whlopfi€kami krychle. Téleso jimi omezené je
proto pravidelny étyfstén.

b) Rovina prochizejici stfedem krychle a rovnobé&Zni
s rovinou ABCD protina krychli ve &tverci A,B,CoD,
a pravidelny ctyfstén T ve étverci M'N'P’Q’, jehoZ vrcholy
jsou stfedy stran &tverce A,B,C,D,, coZ dovedete sami
oduvodnit.

UvaZujme nyni o &tyfihelnikv MNPQ, v némzZ protind
CtyFstén T jind rovina rovnobéZnd s rovinou ABCD. Podle
vety 2 na str. 43 plati MN || M'N’, NP || N'P’, atd. Podle
véty 1 na str. 47 je MN| M'N' || P'Q’ ||PQ a NP||
|NP'|Q'M || OM. Je tedy fezem rovnobéinik. Po-
n&vadz vSsak M'N’' | M'Q’ a MN||M'N’ a MO | M o,
:;.lp(;zdle véty 2 str. 47 MN | MQ; je tudlz fezem ob-

élni,

Poné&vadZ uselka M’'N’ je stfedni prlékou v trojiihelniku
ACB’, je M'N’ || AC a proto je také MN || AC; obdobné&
jeQ'M' || B'D’ ataké QM || B'D’. Toho uZijeme pfi zobra-
zeni obvodl fezl v siti (obr. 24b). Ponévadz je MN || AC,
B'D | AC a QM || B'D', lezi body Q, M, N, P, Q,
v pfimce. Zobrazi se tudiZ obvod fezu MNPQ jako Gsel-
ka 00, | A4,. _

Vypocet: Oznalime-li délku useCky MN = PQ = x,
délku tsecky NP = QM = y, a délku hrany Styfsténu a,
dostaneme z rovnosti MN + NP = AC = q vztah

x+y=a,
tj.
=a—x.
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Rozmér y je linedrnt funkcf rozmé&ru x. Obvod obdélniku
MNPQ je tedy

0=2x+4y)=2a.

Viechny uvaZované fezy pravidelného ¢tyfst€nu maji kon-
stantni obvod.

Obsah obdélniku MNPQ je
P = x(a — x),

a? a\?
P=T—(x——2—) .

Provedte sami rozbor tohoto vysledku a zjistéte, ktery
z obdélnikl ma nejvétsi obsah.

Pozndmka. Je otdzka, zdali 1ze kaZdy pravidelny ty¥stén
vytvofit uvedenym zpisobem z krychle. Na tuto otizku
miizeme odpovedét kladn€. Odivodnéni provedte sami.

Z uveden¢ho ,,vytvofeni” pravidelného Ctyfsténu plynou
pro tento tyfstén nékteré vlastnosti, které si mizete sami
snadno dokazat:

ali

1. P¥imky spojujici stfedy protéj$ich hran pravidelného
Cryfsténu se protinaji v jednom bodé.
2. Je-li a délka hrany pravidelného &tyfsténu, je vzdé-

lenost stfedu protéjsich hran —32—
3. KaZda hrana pravidelného ¢étyfsténu je kolmd na ro-

vinu urlenou stfedem této hrany a pfimkou, na niZ lezi

protéjsi hrana.
*

Jist¢ je vim zndmo, Ze danym bodem lze vést k dané
roviné jedinou kolmici.
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Obr. 25

Predstavme si, Ze je ddn
jehlan o podstavé ABCD
avrcholu V aZe tento jeh-
lan je plny (napf. dfevény
model), takze pFislusné
konstrukce muZeme pro-
vidét jen na jeho povrchu.
Konstrukci paty kolmice
sestrojené z vrcholu na
rovinu podstavy provede-
me takto (obr. 25):

Nejprve sestrojime po-
bocné vysky VP, VQ ve
sténich ABV a BCV. Paty

té&chto vysek jsou P, Q. Pak narysujeme na podstavé jehla-
nu kolmici p v bodé P ke hrané 4B a kolmici g v bodé Q
ke hran¢ BC. Priselik V', té€chto kolmic je pata kolmice
spusténé z bodu V' na rovinu ABCD. Uvedeného

postupu uZijeme v tloze 15.

Uloha 15. ¥e ddna krychle ABCDA'B'C'D’; stfed hrany
A’'B’ je bod P. Mdme urcit konstruktioné vzddlenost bodu B

D’ c’

I ——
’ _——4”'—” O
A :P B

4

|

/J_D _____ ity c
A B

Obr. 26a

od roviny ACP (obr. 26a).

Reseni. Viechny konstruk-

ce budeme provadét jen na
povrichu krychle. Abychom
mohli uZit pfedchizejictho
postupu k urceni vzdalenosti
bodu B od roviny ACP, sestro-
jime pomocny jehlan, jehoZ
podstava leZi v roviné ACP
a jehoZ vrchol je B. Proto se-
strojime nejprve prisek rovi-
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ny ACP s krychli. Timto priisekem je rovnoramenny licho-
b&nik ACQP, kde Q je stfed hrany B'C’ a PQ stfedni
pficka trojihelnika A'B'C’ (odiivodnéte sami!). Za pod-
stavu pomocného jehlanu zvolime lichob&Znik ACQP. Ve-
likost vysky BR jehlanu udav4 hledanou vzdilenost. Urdi-
me tedy patu R kolmice vedené z bodu B na rovinu ACP.

-Sestrojime rovnoramenny lichobéinik ACQP z jeho
znidmych stran (obr. 26b). K nému ptipojime trojuhelniky
PQB,, PAB,, ACB,, COB, tak, abychom dostali sit jehla-
nu BACQP; pfitom uZijeme vztahit PQ = QB = AP =
= CQ; AB = BC. Podle znimé véty o paté kolmice spus-
t&€né z bodu na rovinu leZi bod R jednak na p¥imce B,B,,
jednak na kolmicich spusténych po fad¢ z bodd B,, B,

5,

B,

Obr. 26b E!_3
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na pHmky AP, CQ. Usetka BR = v se jevi jako vy3ka
v trojihelniku MNB, spusténd z bodu B na stranu MN;
pfitom M, N znalf stfedy zdkladen AC, PQ lichob&Znika
ACQP. Sestrojime tedy trojihelnik MNB, v némZ plati
g MB = MB,;, NB= NB, a jehoz
tfeti strana je MN, a urlime je-

ho vy3ku BR (obr. 26¢).
v Pocletni feSeni zde nebudeme pro-
vadét. Doporutujeme vam, abyste
d si je provedli sami. Sledujte pro-
N " R M vedené konstruktivni feSeni a jed-
notlivé kroky postupu nahradte od-
povidajicimi vypoéty. Pro kon-

Obr. 26¢

trolu uvddime vysledek: v = %a, kde a je velikost hra-
ny krychle.

Uloha 16. Krychli ABCDA'B'C'D’ mdme protnout ro-
vinou rovnobéinou s rovinou AB'D’, aby méla od stfedu
krychle vzddlenost m. Mdme zvolit vzddlenost m tak, aby
priisekem byl Sestithelnik a mdme uréit zdvislost obvodu pri-
seku na proménné m.

Reseni. Rovina AB’D’ protina rovinu thlopti¢ného fezu
ACC’ v pfimce AH, kterd spojuje vrchol 4 se stfedem H
sténové thlopticky 4'C’ (obr. 27a, b). Oznatme A4’ = a,
pak je A'C'—= a|'2, A'H = 12’—1/5 ; proto plati A AA'H ~
~ A CAA’. 0Odtd plyne, e < A’AH = & ACA’; pro-
to je AH | CA'. Ponévad? je ptimka HB' kolma4 k ro-
ving¢ ACC’, je rovina AB’D’ kolmé k t&lesové uhlopfitce
CA'. Pfimka AH protind tuto thlopfi¢ku v bodé G, pro

ktery plati A'G = %A'C, coZz snadno sami dokiZete. Je-li
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piimka CA’ kolmd k roviné AB’D’, je kolmd i ke viem
rovindm, které jsou s touto rovinou rovnobéZné.

KaZda rovina prochazejici bodem M, ktery leZi uvnitf
hrany AD a ktera je rovnobéZna s rovinou AB’D’ (je proto

D’ R R’ c’

Obr. 27ab
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rovnob&Znd s uselkou BD), protind krychli v $estitthelniku
MNPQORU. Rovinu ACC’ protind v pimce KL | AH
a vzdalenost stfedu S krychle od i‘pfirnky KL je rovna
m. Tyto roviny Sestichelnikovych fezii mohou protinat
useCku AC’ jeding ve vnitfnich bodech tsetky GG’, kde
bod G’ je soumérng sdruZeny s bodem G podle stfedu S.

Ponvadzje A'G = %;kdeu znad délku dhloptitky AC’,

ieSG— ! GG’—lGA’——=£ Je tedy &islo m

uddvajici vzdélenost roviny fezu vézéno vztahem

0Osm< “]?. (18)

Ve zvld3tnim ptipadé rovina prochézejici stfedem krychle
C, D1 M M’ A2

L, D Ay

Obr. 27¢
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S a kolm4 na t&lesovou uhlopfi¢ku A'C prochizi stfedy
t&ch 3Sesti hran krychle, které neprochizeji vrcholy 4’ a C.

Viechny strany tohoto Sestitihelnfku maji délku -%, co?

je také vzdalenost jeho vrcholl od stfedu S. Je tudiZ pri-
sekem této roviny s krychli pravidelny Sestisihelntk, a to
M'N'PORU'.

Vyjédfime velikost obvodu Sestithelniku MNPQRU.
K urcenf této velikosti miZeme vyhodné& uZit sit& krychle
sestrojené na obr. 27c. Obvod trojihelnika AB'D’ se v této
siti zobrazi jako usetka AB'D’A,. PonévadZ strany Sesti-
thelnika MNPQRU jsou se stranami trojuhelnika AB’'D’
rovnobé&Zné, bude obrazem tohoto 3estithelniku useCka
MNPQRUM’ sité,rovnobéZna a shodn4 s useCkcudB’'D' A4,
Z toho plyne: Viechny Fezy, v nich protinajf krychli rovi-
ny rovnobéiné s rovinou AB'D’ a spliiujict podminku (18),
maji konstantn{ obvod

0= 3d)2.

e tedy velikost obvodu Fezu na cisle m nezdvisld.

Vypoctéte sami obsah Sestitthelniku MNPQRU. Nejprve
urlete (obr. 27a) uZitim podobnych trojuhelnikd ACAH’,
KK'§ (K¥ 1 KL) velikost tsecky KK’ a uZitim stejno-
lehiych trojihelnikt AMN, AM'N’ velikost useCky MN.
Ponévad? plati MN +- NP = a - |2 (viz obr. 27c), snadno
se urdi i velikost useCky NP. Pak obsah P $estitihelniku
MNPQRU muZete urlit tak, e napfed vypoctete obsah
rovnostranného trojihelniku o strané PN + 2 MN.

Vysledek: P = 31{—3 (a® — 4m*). Ktery z téchto Sesti-
thelniki je nejvetsi?

*
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Jako v roviné mizeme i v prostoru vyietfovat mnoZiny
viech bodi dané vlastnosti (geometrickd mista bodd).

Neékteré mnoZiny bodii dostaneme jistym rozfiSenim
z Gtvari planimetrickych; napf.: mnoZinou viech bodd
v roviné n, které maji od bodi A4, B stejnou vzdalenost, je
osa o useCky A, B. JestliZe se osa o otaci kolem pfimky 4B,
vytvofi rovinu w, jejiz kazdy bod md od Bodi 4, B touZ
vzdilenost. Rovina w prochézi stiedem O uselky AB a je
na ni kolm4. Nazyva se rovinou soumérnosti isecky AB.

Pri konstruktivnich ulohdch jde zpravidla o priniky
mnoZin bodld dané vlastnosti (hleddme-li body, které maji
mit dv& nebo vice vlastnostf). Jednoduchy pfiklad uvidime
v nésledujici 1iloze:

Uloha 17. Na povrchu krychle ABCDA'B'C’D’ o hrané
délky a uréete viechny body, které maji stejné vzddlenosti od
vrcholii A, B a od bodu M, ktery je stfedem hrany B'C’.

Resent. MnoZinou viech bo-

dt majicichstejnou vzdilenost

D G c’ od bodil 4, B je rovina sou-

N w mérnosti useCky AB. Tato
ZERTT /M rovina o protind povrch
t B krychle v obvodu &tverce

o B EFGH ktery je mnoZinou
pl<irr Q@ viech bodtina povrchu krych-
) R le, které miaji od bodu A4, B
/ UL 2 c stejnou vzdilenost. MnoZinou
I F V/ véech boddi, které maji od
: bodd B, M stejnou vzda-

A E B lenost, je rovina soumérnosti
() usetky BM. Tato rovina o
protind povrch krychle v ob-

Obr. 28a déiniku POQRU. Snadno se
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dokdZe, Ze body Q, R, resp. P, U jsou vnitinimi body hran
BB’, CC’, resp. A4, ‘DD’

Spolecné body obou nalezenych mnoZin jsou hledané
body. PonévadZ plati o | BM a BM || w, jsou roviny o
4 o riznobéZné. Jejich priselnice protind povrch krychle
v bodech X, Y.

D G c’
D N A B M C G D
v .
\
\x P IX O.J
\
U \\ R IY u
D, A E 8 ¢ F D,
D F c
Obr. 28b

Obé¢ mnoZiny miZeme vyhodn& zobrazit v siti, coZ.
umozni urdit konstruktivné i poletné polohu bodi X, Y.
Obvod obdélniku EFGH se zobraz{ v siti do usetek FEHG
a FG obvod obdélniku PQRU v lomenou &aru UPQRU.
Spole¢né body obou téchto ar jsou body X, Y (obr. 28a).

Uréime jeité poletné vzdalenost bodu X od hrany AB
a vzdilenost bodu Y od hrany CD. Z podobnosti trojihel-
nikd A BB'M ~ A BJQ (obr. 28b) plyne
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BM
BQ:W'B].

Pondvad? je BM = %]/5, Bf = %-VB_ » BB'=a, je

5a
BQ = 5
5a

Je tedy XE =3 - Ponévad? ABB’'M =~ ARLQ (sus),

je LOQ= B'M= % 3 proto je
5%¢ a a
Bod X le#i na stfedni pti¢ce EH stény ABB'B ve vzd4-

lenosti %a od hrany 4B a bod Y na stfedni pfi¢ce FG

étverce CDD'C’ ve vzdilenosti

a

8 od hrany CD.
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Cdst 111

KOULE
A PLOCHA KULOVA

Skolskd planimetrie vnuje zvlistni pozornost dvéma
obrazcum: trojihelniku a kruhu. Obdobou téchto wtvart
v prostoru jsou Ctyfstén a koule. V prvnich dvou ¢4stech
naSeho textu jsme roziesili nékolik tloh o &tyksténu, v této
¢asti se budeme zabyvat n€kterymi lohami o kouli & o ku-
lové plose. _

Koule je t&leso, které vznikne rotaci kruhu kolem jeho
libovolného priméru AB (obr. 29). Kulovi plocha vznikne
otilenim kruZnice kolem jejiho priméru AB. Pfitom

!O
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kaZdy bod M kruZnice 4 s vyjimkou bodii 4, B se pohybuje
po vedlejdi nebo po hlavni kruZnici kulové plochy (viz
str. 30). Tak napf. povich Zemé& miZeme poklddat pfi-
blizpé€ za plochu, kterd vznikla rotaci n€které polednikové
kruZnice kolem zemské osy. Jednotlivé body polednikové
kruZnice s vyjimkou péla se pohybuji po zemépisnych
rovnobé&Zzkach.

Mé-li rovina s kulovou plochou spolené aspori dva body,
pretne ji v kruZnici hlavni nebo vedlejsi; hlavni kruZnice
vznikne tehdy, prochazi-li rovina fezu stfedem kulové
plochy.

Uvedenych vlastnost! koule a kulové plochy &asto vy-
uZivime, chceme-li pfenést nékteré véty o kruhu a kruZnici
do prostoru. Stali nechat pfisluSny utvar otacet kolem
vhodné osy a odtud vyvodit pfisluSné zavéry pro prosto-
rovy titvar. Tak napf. v planimetrii plati véta: Geometrické
misto stfedu kruZnic, které prochédzeji danymi dv&ma body
A, B, je osa o usefky AB (obr. 30). Nechame-li cely utvar
otiCet kolem pfimky o, dospéjeme k vété: Geometrické
misto stfedd kulovych ploch, které protinaji rovinu o
v dané kruZnici £ = (O;r), je kolmice o v bod€ O k roviné .

Jiny ptiklad: Obdobou planimetrické véty o sené kruz-
nice je ve stereometrii véta o secné roviné kulové plochy.

KaZda rovina p, kterd ma od stfedu S kulové plochy
o poloméru r vzdalenost ¥ < r, protne tuto kulovou plochu
v kruZnici / (obr. 29). Stfedem kruZnice / je pata O kolmice
vedené bodem S k roviné p.

Uloha 18. Fe ddna krychle ABCDA'B'C'D’ o hrané d.
Oznaéime k krusnici vepsanou étverci ABCD. Mdme urdit
konstruktioné i pocetné polomér r kulové plochy, kterd obsa-
huje kruznici k a bod A’.

Rejeni. Abychom mohli urdit polomér r, musime znit
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stfed S hledané kulové plochy. Tato kulovd plocha » ma
obsahovat kruZnici %; jeji stted S leZi proto na kolmici
o vztylené ve stfedu M &tverce ABCD k roviné tohoto
&tverce. (obr. 31a). Proto rovina ¢ urlend pfimkou oabodem
A’, prochazejici sttedem S plochy x, protne tuto plochu
v jisté kruZnici 4.

p_1° c’ )
. f o
|

i
i
Dy _j s=2C | i
[VHE R d i QcC
ARk ARG
A i -]
Obr. 31a Obr. 31b

Dile budeme provddét viechny konstrukce v roviné g,
kterd obsahuje Ghlopfi¢ny fez ACC’A’ dané krychle.

Piimka AC roviny g protne kruZnici %, tedy i kulovou
plochu x ve dvou bodech R, Q soumérné sdruZenych podlé
bodu M. KruZnice % tedy prochazi body R, Q, 4', tj. je
opsédna trojuhelniku RQA’. Stfed S kruZnice 4 je pak stfe-
dem jediné kulové plochy, ktera je feSenim tlohy (obr. 31b).

Jako v planimetrii se pfi feSeni konstruktivni ulohy vZdy
dokazuje, Ze sestrojeny utvar skute¢né spliuje vSechny
podminky ulohy, tak i v nasi dloze musime dokézat, Ze ku-
lové plocha se stfedem S a prochézejici bodem A’ spliuje
podminky ulohy 18; pokuste se o to sami tim, Ze obritite
postup pfedchoziho rozboru.

Nyni uréime konstruktivné a poletné polomér r kulové

62



plochy x. Sestrojime trojihelnik RQA’ ve skutetné veli-
kostl (obr. 31b) a uréime stfed S kruZnice / opsané tomuto
trojuhelniku; jeji polomér r je hledany polomér kulové
plochy .
Z planimetrie vime, Ze polomér r kruZnice opsané libo-
volnému trojthelniku ABC lze vypolitat podle vzorce
abc
=i W
kde a, b, ¢ jsou velikosti stran a P obsah trojahelniku.
Vypotteme nejprve délky viech stran tromhelniku RQA’.
Vime, 2e RQ ='d. Zbyvajici dvé strany jsou pfepony pra-
vouhlych trojihelnikid ARA’ AQA'. ProtoZe je AR =

= 7(1(1/2 — 1,40 =5 d(V2 + 1), plati podle Pythago-
rovy véty
AR = —dV7 22, 40 = —dV7 +2)2.
Dile vypoéteme obsah P trojihelnika RQA’
1 , 1
P=5RQ.-A4 =5 d.

r =

Ze vzorce (1) dostaneme po upravé
= 5 VT —2J2) (7 1 22) = gdV/aT = 0.84.

Obdobnym zpisobem jako tloha 18 se daji feSit také
tlohy na vyhledévani stfedu kulové plochy prochazejici
¢tyfmi danymi body nebo obsahujici jisté dvé kruZnice
apod.

*

NeZ zalneme fedit nisledujici dlohu, ukiZeme si daldi
63



zajimavou vlastnost kulové plochy. Pfitom opét uZijeme
znalost{ z planimetrie. Tam jste poznali vétu: Geometrické
misto vrchold V' pravych uhld, jejichz ramena prochazeji
danymi body 4, B, je kruZnice opsand nad pramérem 4B,
zvand Thaletova.

Ve stereometrii plati obdobnd véta o kulové plode: Geo-
metrickym mistem vrchol V pravych 1hli, jejichZ ramena
prochizeji body A4, B, je kulovd plocha sestrojend nad
primérem AB.

Uloha 19. Letadlo pielétd ve vyice v krajinu po pitmé
trati nad misty A, B. Za letu se md vyfotografovat usek silnice
oznaleny na mapé (obr. 32) useckou CD.K dispozici je foto-

Obr, 32

apardz s objektivem typu Dagor, kterym milEeme fotografovar
maximdlné pod zornym ihlem 90° (béZné apardry maji zorny
tthel mensi). Mdme urcit, z kterych mist lze poidit snimek
celého objektu CD. (Krajinu povaZujeme za &ist roviny).
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Refent. Potfebujeme zjistit mno¥inu bodii, z nich? je
vidét tseCku CD v ostrém nebo pravém zorném uhlu.
Viimnéme si nejdfive pravych zornych uhla. Podle Tha-
letovy vEty o kulové plosSe je geometrickym mistem vrchold
pravych zornych thli pro dse¢ku CD kulovd plocha x
o pruméru CD, a to pouze jeji ¢ist nad povrchem Zemé.
Z nézoru se zd4, Ze z vnéjsich bodu této kulové plochy bude
vidét body C, D pod ostrym zornym thlem. Tak tomu také
je. To snadno sami odivodnite uZitim planimetrickych
vztahi.

Pokud bude letadlo vn& kulové plochy x, bude moZno
bezpecné& vyfotografovat cely objekt CD. Vzhledem k tomu
jde v dané tloze o urCeni prusetiki P, Q drahy letadla
s kulovou plochou ». :

Letadlo leti po pfimce p vedené ve vySce v nad terénem
(obr. 33). Ptimkou p proloZime svislou rovinu g, sestrojime
jeji fez s kulovou plochou x; spoletné body pfimky p
s obvodem tohoto fezu jsou hledané body P, Q. Hlavni
kruZnici kulové plochy x ve vodorovné rovin¢ terénu ozna-
¢ime h. Jeji prasediky s pfimkou AB necht jsou K, L.
Rovina g protin kulovou plochu x v kruZnici %, kterd ma
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useCku KL za sviij prumér (proc?). Prusetiky P, Q pfim-
ky & jsou spoleéné body kruZnice % a kulové plochy x.
Konstrukce je na obr. 32 zakreslena v pHsludném zmenSeni
pfimo do plinu.

Obr. 34abe

Snadno jiZ sami usoudite, jak fefeni zévisi na vy3ce
v letadla. Déle si dobfe promyslete zpisob, kterym jsme
urtili priseciky pfimky s kulovou plochou a pokuste se ho
pouZit na libovolnou plochu nebo téleso. MuzZete se také
pokusit rozfedit obdobnou tlohu o vyfotografovini mostu
z paluby parniku plujiciho kolmo na osu mostu i v ptpadé,
¥e se nejedna o zorny thel velikosti 90°. Ulohu Thaletovy
kulové plochy nahradi oviem jin plocha.

w

Vime, Ze rovina, ktera ma od stfedu kulové plochy vzdai-
lenost mensi neZ polomér,md s ni spole¢nou kruZnici (obr.
34a). Viimnéme si tedy zbyvajicich pfipadu. Rotaci kruz-
nice k& a jeji te€ny ¢ kolem spole¢né osy o dospé&jeme k v&te:

Rovina, kterd m4 od stfedu S kulové plochy » vzdalenost
rovnou jejimu poloméru, mé s ni spoletny jediny bod T.
Takovou rovinu nazyvime tenou rovinou plochy xabod T
je bodem dotyku (obr. 34b). Je zfejmé, %e telnd rovina
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s bodem dotyku T je kolma k polomérd ST kulové plochy.

Obdobn¢ usoudite ze vzijemné polohy kruZnice a jeji
neselny: rovina, kterd mi od stfedu kulové plochy vzda-
lenost v&tsi neZ polomér, nemd s ni Zadny spoletny bod,
je to tzv. nesecnd rovina (obr. 34c).

Uloha 20. ¥e ddn éty#stén ABCD. Bod X probihd hranu
AB. Mdme vysetiit geometrické misto pat P kolmic vedenych
2 vrcholu D na piimky CX.

Obr. 35

Reteni. Prvni, ¢eho si viimneme, je, %e¢ uhel <CPD
ma byt pravy. Body C, D jsou pfitom pevné. Hledané body
P lezi na Thaletové kulové ploSe » sestrojené nad pra-
mérem CD. Body P musi leZet také na pfimkich CX. Tyto
pfimky vyplni dvojici vrcholovych uhla y = ¥ ACD, y'.
Viechny body P musime hledat tudi? v priniku kulové
plochy » s dvojici Ghlt y, ¥’ (obr. 35).
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Nyni musime zjistit, zda také naopak kaZdy bod tohoto
priniku mé poZadovanou vlastnost. Zvolme proto libo-
volny bod P spole¢ny kulové plose » a uhlum y, 9'. Je-li
P = C, potom nalezi hledanému geometrickému mistu M,
nebot rovina CDP protne rovinu ABC v _pfimce, kterd
prochdzi dutym uhlem ACB a protind usefku 4B v bodé
X. Bod P je pak ziejmée pata kolmice spusténé z bodu D
na p¥imku CX. Necht je P = C; bod C pak nile¥i hleda-
nému geometrickému mistu M jen v tom pnpadé kdyz
timto bodem prochézi aspon jedna pfimka patfici dvojici
vrcholovych dhla y, » a kolmé k CD. Tento pfipad na-
stane napf. vidy, je-li hrana CD kolmd k roviné ABC

Tak dostaneme vysledek:

MnozZina M je primik dvojice vrcholovych uhli v, y
s kulovou plochou », nékdy bez bodu C, jindy s bodem C.

Viimnéme si jesté podrobngji priniku plochy » a dvo-
jice hld y, y'. Médme tedy vy3etfovat spolené body dvou
prostorovych dtvard. Ale i tento problém miZeme pfevést
Vv podstat¢ na planimetrickou ulohu. Zjistime nejdfive,
jaky utvar je spolecny roviné ABC a kulové ploSe » a pak
mizZeme jiZ zkoumat jenom pranik tohoto vitvaru s dvojici
ahli y, .

Rovina ABC mé s kulovou plochou » spoleny v kazdém
pfipadé bod C (prot ?), mohou tedy nastat pouze dvé mo-
nosti: Rovina 4BC je bud tecnou rovinou plochy x» a nema
tedy s » kromé& bodu C Zadny dalsi spole¢ny bod, anebo je
seCnou rovinou a ma s » spoletnou kruZnici k.

a) Je-li rovina ABC teéni, potom je CD | ABC. Bod C
pak patfi hledané mnoZin¢ M a je to soucasné jeji jediny
bod.

b) Necht rovina ABC ma s kulovou plochou » spole¢nou
kruZnici k. Prinik této kruZnice s dvojici ahla y, 9’ miiZe
byt rozmanity (viz obr. 36abc). Protoze kruZnice k procha-
zi vidy bodem C, sklddd se tento prinik vZdy z jistého
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Obr. 36 abc

oblouku KL kruZnice  a z bodu C, ktery bud zminénému
oblouku patfi (obr. 36bc) nebo nepatfi (obr. 36a). Vime,
Ze tento oblouk aZ snad na bod C hledané mnoZiné¢ M
patfi; zbyvi tudi? prozkoumat bod C.

Aby bod C patfil mnoZin€ M, musi jim prochizet pfim-
ka ¢ kolma k CD a pattici dvojici dhla y, y’. ProtoZe ma
byt ¢ | CD, musi pfimka ¢ leZet v teCné roviné kulové
plochy » vedené bodem C. Pak viak kromé& bodu C nesmi
mit s plochou » %4dny spoletny bod a tedy také nesmi
mit, spoleény bod s kruZnici %, kterd na x leZi. Této pod-
mince vyhovuje v roviné ABC jediné teCna ¢ kruZnice &
v bodé C. Jestlize tedy tecna ¢ kruZnice & v bod¢ C nalezi
dvojici vrcholovych uhli y, 9, pak bod C patff mnoZiné¢ M
(obr. 36bc), v opatném pfipadé bod C mnoZziné M nepatfi
(obr. 36a). :

Pfi fefeni tlohy 20 jsme se nezminili o tom, jak lze se-
strojit stfed S kruZnice 2. Pokuste se o to sami. Podafi-li
se vam to, pokuste se urcit stfed S v siti daného Cty¥sténu.

Jist€ jste si v§imli vyhodného postupu pfi vySetfovani
praniku dvou geometrickych titvari, z nichz jeden je Casti
roviny. Zjistéte podobng, co muZe byt napf. prinikem
Cryfsténu nebo krychle s danou kruZnici.

Uloha 20 pattila do skupiny ptikladd na vySetfovani geo-
metrickych mist bodu. Pravdépodobné jste vytesili uz ce-
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lou fadu takovych uloh. Zamysleli jste se viak nékdy nad
tim, Ze vedle geometrickych mist bodid neboli mnoZin
viech bodii dané vlastnosti mohou existovat i mnoZiny jinych
geometrickych drvard? Na ukizku uvedeme jeden priklad.

Uloha 21. Je ddna tsecka AB velikosti a a &slo d > a.
Mdme vySetiit mnoginu vech rovin, které maji od krajnich
bod usecky AB stdly soucet vzddlenosti, rovny d.

Refeni. Nejdtive si musime uvédomit, jaky miiZeme oce-
kadvat asi vysledek naSeho vySetfovani. NaSe znalosti riz-
nych mnoZin rovin jsou velmi skrovné (znite jisté¢ mnoZinu
rovin svazku apod.); zaméfime proto své snaZeni k tomu,
abychom nasli néjakou jednoduchou konstrukci umoziujici
sestrojit snadno libovolnou rovinu hledané mnoZiny. Bu-
deme — podobné jako u konstruktivnich uloh — pfedpo-
kladat, Ze znime libovolnou rovinu hledané mnoZiny M,
a budeme hledat nutné podminky pro jeji sestrojeni.

Necht tedy ma rovina
: ¢ (obr. 37) od krajnich
, k; bodu tisetky AB soudet
vzdilenosti d. OznaCme
A,, B, paty kolmic spus-
ténych z bodt A, B na
rovinu g. DokdZeme, Ze

e
=\ AA, + BB, =d.
A '¢§\ B, ProtoZe kolmice k té-

T G 2%
t | eprochizejici pfim-

kou AB. Roviny 7 a ¢
Obt. 37 nici r, kterd mi od bo-

maji spoletnou prusec-
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dd A, B stejny souet vzddlenosti jako rovina ¢. Znidme-li
viak v roviné 7 pfimku r, dovedeme uZ pfisluSnou rovi-
nu p sestrojit. Stai proto zkoumat v libovolné roviné =
prochdzejici pfimkou AB mnoZinu pfimek r, které maji
od bodu 4, B soulet vzddlenosti d.

Piimka r je zfejmé& spoleCnou teCnou kruZnic k, =
= (4, AA,), k, = (B, BB,), kde AA, + BB, = d. Pro-
toZe stfednd AB = a kruZnic %,, k, je kratdi neZ soulet
polomérii (¢ < d), nemohou tyto kruZnice mit spole¢nou
vnitini tetnu. Z4dn4 ptimka r neprotiné tedy usetku AB.
Pokud rovnob&Zné pfimky AA, BB, nesplyvaji, jsou
body A4, 4,, B,, B (v tomto pofadi) vrcholy lichob&Zniku
AA BB se zékladnami A4, BB,. Pro jeho stfedni pficku
SS, plati

1 1
SSO= E(AAO + BBo) - 7d.

ProtoZe jsou zdkladny AA,, BB, lichobéZnika AA,B,B
kolmé k pfimce 7, je i jeho stfedni pficka SS, kolmd k pfim-
ce r. M tedy pfimka r od stfedu § uselky AB vzdélenost
1
3 d.

K stejnému vysledku dojdeme i v piipadé, Ze pfimky
AA,, BB, splyvaji. Zfejmé& plati o ka%dé pfimce vzdalené

od bodu § o délku %d, Ze soulet jejich vzdalenosti od

bodu A4, B je roven d.
Mnozinu pfimek r roviny t tvofi viechny teCny kruz-

nice k = (S; %d). Odtud ji% snadno odvodite tvrzeni: Kas-
dd rovina ¢ z hledané mnoZiny M ndle#{ mezi tecné roviny

kulové plochy se stfedem v bod¢ S a s polomérem rovnym %d.
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Obracené plau, Ze kaZd4 te¢nd rovina kulové plochy x
patfi hledané mnoZiné M ; to si miZete ovéfit sami.

Jist& byla tato Gloha pro vds novd. Doporutujeme vim
proto, abyste se pokusili rozieSit obdobnou ilohu pro
tfi rizné body leZici v ptimce.

MiZeme vySetfovat i rizné mnoZiny pimek danych
vlastnosti. Pokuste se vy3etfit napf. mnoZinu pfimek nebo
rovin, které maji v prostoru od dvou riznych bodu A4, B
dany pomér vzdglenosti.

*

Uvedeme jeité jednu tvlohu o geometrickych mistech
bodl, a to pfiklad jiného typu, neZz byly diivéjsi. Pied-
stavte si néjaké téleso, které se mizZe libovoln¢ pohybovat
uvnitf druhého télesa. MiiZe nds napf. zajimat, jakou mno-
Zinu vyplni pfi téchto pohybech urcity pevné zvoleny bod
onoho volné se pohybujiciho t&lesa, Nebo miZeme stu-
dovat mnoZinu bodd, kterou vyplni viechny body pohy-
bujiciho se télesa.

Uloha 22. fe ddn pravidelny duty étyistén ABCD, jeho#
hrana md délku a. Uvnité ryfsténu po jeho dné (podstave
ABC) se volné pohybuje kulovy mic. Feho polomér je mensi
ne# polomér r koule vepsané do daného Cty¥sténu. Mdme vy-
Setfit mnoginu vsech bodi, kiteré mife zaujmout st¥ed mice.

Reseni. Ptedné si musime vysvétlit, co bude cilem nadeho
vySetfovani. Jednak chceme védét, jaky tutvar vyplni stfed
pohybuiici se koule, jednak chceme zjistit, jak se d4 tento
utvar narysovat, resp. jak se daji vypoditat jeho uréujici
prvky z dané délky a a z poloméru .

Neni téZké uhodnout, Ze stfedy micq, tj. kouli '» o po-
loméru o se pohybuji v roving ¢, kter4 mé od roviny ABC
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vzdélenost g, a Ze stfedy kouli vyplni jisty trojahelnik

(obr. 38) leZici v roving g a uvnitf étyfsténu ABCD.
Narazi-li mi¢ napf. na sténu ABD, miZe se podle ni

pohybovat stile se ji detykaje po jisté useéce A,B, rov-

D

Obr. 38

nob&’né s hranou AB. Tato nizornd pfedstava se zcela
zptesni, uZijeme-li misto popisu ndzorného valeni mice
matematicky pfesného pojmu posunuti koule » v prostoru
ve sméru pfimky AB. Body dotyku koule » se sténami
ABC, ABD se potom opravdu posunuji v téchto rovinich,
nebot se jedna o posunuti ve sméru jejich prise€nice.
Podobné tivahy plati pro ostatni pobofné stény ¢étyfsténu
ABCD. Vyplni tedy stredy kouli x jisty trojuhelnik 4,B,C,,
jehoZ strany jsou rovnobéZné s piisluSnymi stranami troi-
thelnika ABC. Proto je trojihelnik 4,B,C, rovnostranny.

Pfedstavme si nyni mi¢, ktery md stfed v bodé A4,,
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potom se krom& podstavy dotyka st&én ABD a ACD. Mysle-
me si, e mi¢ vice nafukujeme (nebo naopak vypoustime
vzduch), pfi¢em? poZadujeme, aby se neustdle dotykal
uvedenych tfi st€n. Pfi nafukovéni splyne nakonec stfed
nafouklého mice se sttedem S koule vepsané &étyfst€nu
ABCD. Dile jej nelze zvé&tovat, protoze by se bez defor-
mace do &tyfsténu nevelel. PH vypuSténi veSkerého vzdu-
chu zménil by se mi¢ v bod splyvajicf s bodem A. P
téchto zménich se stted proménlivého mi¢e pohybuje po
uselce AS. Tuto pfedstavu muZeme opét zpfesnit, po-
uZijeme-li misto ni pojmu prostorové stejnolehlosti o stfe-
du A4.Obdobnou tuvahu lze provést pro ostatni vrcholy
B,, C, trojiihelnika 4,B,C;.

Z toho vyplyva: Body A4,, B, C, lezi na pHsludnych
pobolnych hranich A4S, BS, CS &tyfsténu ABCS. Troj-
thelnik 4,B,C, je pak fezem tohoto ltyfsténu s rovi-
nou o.

Pfipomefime jest€ jednou: Body 4,, B,, C, le¥i na po-
loptimkach S4, SB, SC a ptitom je 4,B, || 4B, B,C, ||
|| BC, 4,C, | AC. Z toho podobn¢ jako v planimetrii od-
vodime, Ze trojihelniky ABC, A,B,C,; jsou stejnolehlé
(prostorove) se stfedem stejnolehlosti S. ProtoZe roviny
A,B,C,, ABC majf od bodu S po fad¢€ vzdilenosti r — o,

r—e
r

r, je pomér této stejnolehlosti £ = . Proto, je-li a,

délka strany trojihelniku 4,B,C,, potom je a, = ka =

=T : © a. Pokuste se vyslovit definici stejnolehlosti

v prostoru a odiivodnit nalezeny vysledek.
Hledand mnofina M stfedit koulf je tedy rovnostranny

trojiihelntk, ktery md stranu a, = L — &

r
Tim je dloha v podstaté rozfelena. Ale zajimavé je jit

a.
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ve vySetfovani je§té dile: urlit podminky FeSitelnosti a vy-
jadFit velikost @, pouze pomoci poloméru ¢ a velikosti a.
MuZete se pfesvédcit, Ze pro ¢ plati podminka

a —
0<p< ﬁ]/6 =r.
Pro velikost a, pak vyjde

a1=a—29V€.

ReSeni uvedeného piikladu bylo do jisté miry jen né-
znakové., Ukazuje vSak dileZitou véc. KdyZz patrdme po
feSeni ulohy, nemtiZeme se vyhybat pokusiim, dohadim

Obr. 39

a v geometrii ani ndzoru a méfeni. Oviem vysledek, ktery
takto ziskime, musime vZdy dokazat. ‘

*

Prozatim jsme v naSich ulohich studovali jedinou kouli
nebo kulovou plochu. Viimnéme si na ukizku alespod
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jednoho pfikladu, kde pujde o vzijemnou polohu dvou
kulovych ploch. Pfedstavme si v libovolné roviné ¢ dve&
kruZnice &, k, dotykajici se vné v bodé T. Budou-li se tyto
kruZnice' otaet kolem své osy o, vzniknou dvé kulové
plochy s, », (obr. 39), které maji jediny spolecny bod T
tikédme, Ze se dotykaji v bodé T. Jejich spoletnd tetna ro-
vina 7 vznikne rotaci spolecné teCny ¢ kruZmic %,, k,.
Méme-li naopak dvé& kulové plochy x,, », dotykajici se
vn¢ v bod¢ T a protneme je rovinou prochézejici jejich
osou, dostaneme dvé kruZnice k,, 2, dotykajici se také
vné v bodé T.

Podle toho na zikladé vzijemné polohy dvou kruZnic
v roviné miZete sami provést Uplnou klasifikaci vzdjemné
polohy dvou kulovych ploch.

Uloha 23. V krabici tvaru krychle maji byt umistény
dva dotykajici se stejné velké mice o priméru d. Jeden z nich
se md dotykat dna a dvou sousednich pobacnych stén, drul'y
vtka krabice g zbyvajicich pobocnych stén. Mdme urcit po-
Cetné i konstruktivné rozmér krabice.

Resent. Krabice necht je krychle ABCDEFGH. Snadno
uhodneme, Ze stftedy S, S, uvaZovanych kulovych ploch
%4, %y (micu) budou leZet na nékteré télesové uhlopiicce
krychle ABCDEFGH, napt. na Ghlopti¢ce AG (obr.40a).*)
To plyne z toho, Ze kulové plochy x,, x, se dotykaji po fadé
kaZda t¥{ stén o speleném vrcholu A4, resp. G, které jsou
soumérné sdruZené podle stfedu S krychle. Odtud také
vyplyva, Ze plochy x4, x, se v bodé S dotykaji.

Bod dotyku T, kulové plochy x, s podstavou ABCD
krychle le?i na kolmici 7, vedené stfedem S, k roviné&
ABCD. Podobné bod dotyku T, kulové plochy », s pod-

*) Pokuste se tento fakt dokdzat.
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Obr. 40ab

stavou EFGH le# na
kolmici », vedené z bo-
du S, k roviné EFGH.
PHmky 7,, n, lezivro-
viné ¢ = ACGE qthlo-
pfitného fezu krychle.
Protneme-li nyni nasi
skupinu téles rovinou g,
pfevedeme tlohu 23 na
dlohu planimetrickou
v roviné . Rovina g
protne krychli v obdél-
niku ACGE se stfedem
S akulové plochy s, »,

. ve shodnych hlavnich

kruZnicich %,, k,, které
sev bodé S vné dotykaji
(obr. 40b). KruZnice &,
se dale dotyka pfimky
ACvbodé T, akrui-
nice k, pfimky EG
v bodé T,. NaSe uloha
se tak pfevidi na ur-
Ceni vélikosti a kratsi
strany obdélnika ACGE
ze vztahl patrnych z

obr. 40b. ProtoZe je trojihelnik AT,S, podobny trojihel-

niku ACG (podle véty u u), plati
AS,=8:T,- 13

.
_7‘1']5'

Jsou-li tedy dany kruZnice k,, k,, dovedeme sestrojit (ihlo-
pfiCku AG obdélnika ACGE a tim i tento obdélnik.
Zbyva vypocist délku strany AE = a. Velikost thlo-
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pHtky AG muZeme vyjadfit dvojim zpusobem, pomoci
priméru d a pomoci a takto:

AG =2(AS, + S$,5) =2 (%d]/? + %d) =d(3+ 1),

AG=a.|3. )
Odtud jiZ snadno vypotteme
1 —
a=?d(3—|—]/3). (3)

Nynf je tfeba jeSté ukizat, Ze lze do krychle o hrané
a= %d(3 +)/3) umistit vje uvedenym zpasobem dvé

kulové plochy o priméru d, tj. provést zkouSku spravnosti
naSeho FeSeni. Postupem, jehoZ jsme vySe pouZili, zjistime:
JestliZe jsou v krychli o hrané a uloZeny poZadovanym zpid-
sobem dvé shodné koule, pak lze urcit jejich polomér 4’
ze vztahii obdobnych vztahiim (2). Snadno pak vypolteme,

Ze _
&= %0(3— I3).

Dosadime-li za a ze vzorce (3), vyjde opravdu d’ = d.

Ulohu 23 muZeme rizné obméfiovat. MuZeme ménit
tvar krabice, poet mii i jejich poloméry apod. Udinime-li
pfedem uimluvu, jak maji byt koule rozmistény, nelini
obyZejné feleni pfisluiné vlohy velkych potizi. Casto také
uhodneme i nejvyhodnéjsi zpasob uloZeni kouli, pfi kte-
rém ma krabice daného tvaru nejmensi rozméry. Dikazy
v3ak byvaji mnohem obtiZné;si.

*

V ptedchézejicich dlohich jsme dosud nevénovali po-
zornost vzijemné poloze pfimky a kulové plochy. Povsim-
neme si jednoho ptipadu — kulové plochy a jeji teny.
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Teéna kulové plochy je piimka, kterd mé s kulovou
plochou jediny spoletny bod (bod dotyku).

Pfedstavte si ddle kruZnici % a jeji teny t,, t,.s body
dotyku T,, T,, vedené libovolnym bodem R, ktery leZi
v roving€ kruZnice k. Vime, Ze délky teden ¢, ¢,, tj. velikosti
usefek RT,, RT, jsou si rovny. Pfimka o = RS je osou
thlu & T,RT,. Nechidme-li tento utvar otdcet kolem p¥im-
ky o, vznikne otitenim kruZnice % kulové plocha ». Pfimky
¢, t; vyplni pfi tomto pohybu rotaéni kuZelovou plochu 2,
plochu te€en kulové plochy x, které jsou k ni vedeny z bodu
R (obr. 41). KuZelovi plocha 4 se dotykd kulové plochy
x podél kruZnice /, kterd vznikne otifenim bodu T,, T,
kolem osy 0. Délky viech te¢en z bodu R ke kulové plo3e x
jsou si zfejmé rovny.

Uloha 24. Na Zemi jsou &ty¥i pozorovaci stanice S, S,
Sgs Si. Bod S, je v daném okamZiku jediné misto na Zems,
z kterého muiZeme (teoreticky) pozorovat soucasné druice
A,, A, Tutés vlastnost md v témse okamsiku bod S, a dru-
Zice Ay, Ay, ddle bod Sy a drusice A,, A, a konecné bod S,




a druice Ay, Ay Mdme dokdzat, Ze body S,, S; S3 S,
le2f na kruZnici. (Zemi pokldddme za kouli.)

Refenf. Predn® si musime uvédomit vzdjemné polohy
jednotlivych stanic a pfisluSnych dvojic druZic. Napf.
druzici 4, je vidét ze vSech mist pfivricené &asti povrchu

Obr. 42

Zemég, kterd je omezena dotykovou kruZnici I, kuZelové
plochy 4, telen vedenych z bodu A, k povichu Zem¢
(obr. 42). Tato ¢ast kulové plochy je uréity kulovy vrchiik.
V pfipadé, ktery je nakreslen v obr. 41, mohou napf.
vzaniknout dva vrchliky otd¢enim obloukd 7' ,MT,a T,NT,
kolem pfimky o.

Podobné druZice A4, je viditelna z vrchliku, ktery je ome-
zen dotykovou kruZnici /, kuXelové plochy 2, tefen vede-
nych z bodu A4, k povrchu Zem¢ (obr. 42). Oba zmin&né
vrchliky musi mit podle podminky dlohy jediny spoleny
bod §,. To miZe nastat pouze v pfipadé, %e kruZnice /,, I,
maji jediny spoleény bod — totiZ bod §;. Rovina ¢ =
= A,A4,0, kde O je stfed kulové plochy %, je spolenou
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rovinou soumérnosti kuZelovych ploch 4,, 4, i kulové
glochy x. Kdyby bod S, leZel mimo rovinu o, lezel by
od S1 soumérné sdruZeny s S, podle o jak na kulové
plose x, tak na kuZelovych plochich 4,, 4,, a tedy i na kruz-
nicich /,, l,. Tyto kruZnice by pak mély spole¢né dva
body S, Si. Dokézali jsme tedy, Ze bod S, leZi v roviné o.
PHimky A,S, 4,5, jsou tedny kulové plochy v bodé S,
a pfitom le2i v téZe rovin¢ o; proto splynou, tj. body 4,,
As, S, leZi v pFimce.

Obr. 43

Vzhledem k tomu miZeme formulovat tlohu 24 geo-
metricky takto (obr. 43): Je ddna kulovd plocha x, které se
dotykaji usecky A,A,, AyAs, AsA,, A,A, pofadd v bo-
dech §,, S,, S5 S;. Méme dokazat, Ze tyto body leZi na
kruZnici. '

ProtoZe body S, S,, S3, S, leZi na kulové plose, staci
o nich dokdzat, Ze leZi v jedné rovin€. K tomu opét stali
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dokazat, Ze pfimky p = §,8,, ¢ = S35, jsou bud rovno-
b&Zné nebo ruznobéZné. To dokiZeme takto:

ProtoZe jsou si rovny délky viech tecen vedenych z bodu
A, ke kulové ploSe, miiZeme zavést oznaCeni: 4,5, =
== AIS4 =u,; a Odebné Azsl = AzSz =90, AaSz =
= A3S; = x3 A,S3 = A,S, = y. Vedme bodem A, rov-
nob&Zky p’, ¢’ s pfimkami p = §,S,, ¢ = S35, (obr. 43).
Oznatme P = p'.A,4,, Q = ¢'. A;A4,. Z podobnych troj-
ﬁhelnikﬁ A28182, AzA 1P plyne PSg = Alsl = u. Ob'
dobné odvodime QS; = 4,8, = u. Je-li u = x, splynou
P, Q s bodem A;. Potom v3ak snadno zjistime, Ze ¢ || p.

Je-li u = x, jsou body P, Q, A, navzijem rizné. Pak
stejnolehlost se sttedem A4, pfevadéjici pfimku ¢’ v pifimku
g ma tyz koeficient & jako stejnolehlost se stfedem A,
pievadéjici pfimku p’ v pfimku p. (Jak pro x > u, tak pro

x<uje k= —x—;—t—‘ . Ptesvédite se!). Je tedy obrazem

bodu A4, v obou stejnolehlostech tyZ bod R, kterym pro-
chazeji 1 pfimky p, ¢. Tim je nas kol vyfesSen.
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ULOHY KE CVICENT{

(K é&dsti I)

1. Na obr. 44 jsou nakresleny dvé sit& krychle. (Stény
jsou oznaceny takto: Pf - pfedni, Z - zadni, H - horni, D -
dolni, Pv- pravd, L - leva). UrCete nejdelsi usecku, kterd
se d4 umistit do kazdé z obou siti a vypoltete jeji délku.
Nadrtnéte lomenou &iru, v kterou pfejde tato usetka pki

z
H D | Py
PE | Py Z
D H
L L | PF
Obr. 44

sloZeni krychle, Zjistéte, zda lze spojit koncové body této
lomené€ &ry jinou krat$f lomenou &rou vedenou po po-

vrchu krychle.
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2. Je dan rota¢ni kuZel s vrcholem V, Gsetka AB = 2r
je prumér jeho podstavy. Na stranich AV, BV kuZele
jsou zvoleny body C, D tak, Ze plati AC = BD. Zjistéte,
kterd spojnice bodu C, D po povrchu kuZele je kratsi:
zda lomena &ira CABD nebo polokruZnice leZici v roving
rovnob&Zné s podstavou. '

3. Dv¢& mista 4, B na severni polokouli maji zemépisné
$iEKy @1, @o, jejich zemépisné délky se lisi o 90°. Vyjidfete,
jak zavisi nejkrat$i vzdalenost mist A, B vedena po po-
vichu Zemé na dislech ¢;, ¢,. (Povrch Zemé poklidame
za kulovou plochu.)

4. Je dana krychle ABCDA'B'C’D’. Oddélte od ni ro-
vinnym fezem Ctyfstén B’ XY Z tak, aby kruZnice vepsané
trojihelnikim B'XZ, XYZ se navzijem dotykaly.

5. Rota¢ni vilec s vySkou v md za podstavu kruh o po-
loméru r. Obdélnik ABCD, jehoZ rovina prochizi sttedem
osy vélce, ma vrcholy 4, B na obvodu dolni podstavy,
vrcholy C, D na obvodu horni podstavy. Vyjidrete obsah
y obdélnika ABCD jako funkci délky AB = x. Zjistéte,
ktery z obdélnikit ABCD ma nejvétsi obsah, a sestrojte ho.

6. Je dian kvidr ABCDA'B'C’D’ o rozmérech AB = a,
BC =b, BB’ = ¢, pro néz plati a < b < ¢. Do kvidru
je umisténa krychle KLMNK'L'M'N’, jejiz hrany K'L’,
MN jsou rovnobé&Zné s hranou AB a vrcholy K', L', M, N
leZi po fadé na hranich A4’, BB’, CC’, DD’ daného kvédru.
Vysetfete geometrické misto a) vrcholu K’, b) stfedu viech
té&chto krychli.
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(K &sti IT)

7. Rovinnymi fezy byly oddéleny rohy dané krychle
tak, Ze ve sténdch krychle vznikly pravidelné osmiuhelniky.
Sestrojte jeden z t&chto osmitihelniki a vyjadfete délku jeho
strany pomoci délky hrany dané krychle. Vypoltéte objem
vzniklého télesa.

8. Je déna krychle ABCDA'B'C’'D’, M je stfed hrany
BC. Urlete viechny body povrchu krychle, které maji
stejné vzdalenosti od bodd B, D', M.

9. Je dana krychle ABCDA'B'C’'D’, stted hrany A'B’
je oznaCen P. Urlete vzdélenost bodu B od roviny ACP,
a to konstruktivng i poletné.

10. Je dén kvadr ABCDA'B’'C'D’ o rozmérech AB = a,
BC = b, BB’ = c. Sestrojte stranu kosoltverce AXC'Y,
jehoz vrcholy X, Y leZi po fad¢ na hranich BB’, DD'.
Vypoltéte délky tsetek BX, DY. Zjistéte, zda kosoltverec
AXC'Y muZe byt &tvercem.

11. Je din kvidr ABCDA'B'C'D’, jeho% sténa ABCD
je ¢tverec; E je pata kolmice spusténé z bodu B na ptimku
AC’. Sestrojte skuteCnou velikost obrazce, ktery je pru-
sekem kvidru s rovinou BDE. Vyjidfete obsah tohoto
obrazce pomoci rozméri daného kvadru.

12. Je dan kvadr ABCDA'B'C'D'. Zjistéte, jaky utvar
vyplni stfedni pFicky viech lichob&Zniki, v nichZ protinaji
kvadr roviny prochézejici pfimkou BD.

13. Je déna krychle a ostrouhly trojihelnik T. Urée-
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te rovinu, kterd protne danou krychli v trojihelniku
shodném s trojihelnikem T.

14. Podstava kolmého hranolu je rovnobénik ABCD,
jehoZ vnitini thel < DAB ma velikost 135°. Zjistéte vy-
pottem, zda je moZné vést vrcholem A rovinu, kterd protne
dany hranol ve &tverci.

© (K ddsti I11)

15. Je dana krychle ABCDA'B'C'D’ a kulové plocha,
kterd prochdzi a) viemi vrcholy dané krychle; b) stfedy
viech hran dané krychle; c) stfedy viech stén dané krychle.
Urlete konstruktivné a poletné polomér kruZnice, v niZ
protind kaZzdou z t&€chto kulovych ploch rovina 4'BC’.

16. Je ddna krychle a kulova plocha, kterd prochazi
stfedy vSech jejich stén. V prisediku télesové uhlopficky
krychle s danou kulovou plochou vedeme k této plode
tetnou rovinu 7. Sestrojte skutecnou velikost pruseku
roviny 7 s krychli a vyjadfete jeho obsah pomoci délky
hrany dané krychle.

17. Poklop md tvar hlavniho vrchliku kulové plochy
o poloméru r.*) Timto poklopem je pfikryta a) co nejvetdi
krychle, b) co nejvétsi Cryfstén, c) co nejvétsi koule spodi-
vajici na vodorovné roviné. Které z plikrytych téles ma
nejvétsi objem a které m4 nejvetsi povrch?

*) Hlavni vrchlik je vrchlik, jehoZ vydka je rovna poloméru kulové
plochy.
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18. Je déna krychle ABCDA'B’'C’'D’; trojihelniku ABD
je vepsdna kruZnice k. Urlete poletné a konstruktivné
polomér kulové plochy, kterd obsahuje kruZnici % a dotykd

se roviny BCB'.

19. Na kulové plose o po-
loméru r leZi $est shodnych
kruZnic, z nichZ kazda se do-
tyka Ctyf sousednich. Urdete
konstruktivn€ i pocetné polo-
mér téchto kruZnic.

20. Na hlavnim vrchliku
kulové plochy leZi tfi shodné
kruZnice, z nichZ kazdé dvé
se dotykaji navzajem a z nichZ
kaZda se dotyka hlavni kruz-
nice omezujici vrchlik. Urce-
te poletné¢ i konstruktivné
polomér t&chto tii kruZnic.

Obr. 45

21. Do koule daného poloméru r ma byt vepsan (podle
obr. 45) ,,prostorovy kriZ“ sloZeny ze sedmi shodnych
krychli. Vyjidfete délku hrany krychle jako funkci polo-

méru r.
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PROBLEMY
[ )

1. Je din kviadr ABCDA'B'C’'D’ o rozmérech AB = a,
BC = b, BB’ = c. Ptimkou AC jsou vedeny viechny ro-
viny, které protnou kvidr v lichob&Znicich. Urdete geo-
metrické misto priusecikd whlopficek vSech téchto licho-
béznikid. Zjistéte, zda je mezi nimi lichobéZnik, ktery ma
pti vicholu A dhel velikosti 60°. Urlete strany tohoto li-
chobéznika v ptipad¢, ze jea = b.

[Pokuste se nalézt dv& roviny, v nichZ leZi proménny pru-
secik uhlopfi¢ek. Druhou ¢&ist ulohy feste vypoltem.]

2. Do krychle ABCDA'B’'C’'D’ je vepsan rovnostranny
trojihelnik D’ XY, jehoZ vicholy X, Y leZi po fadé ve sté-
nich ABB'A’ a BCC'B’ a jehoZ strana XY je rovnobé&Zna
s rovinou ABC. a) VySetfete mnoZinu vrchola X vSech
takovych trojuhelnikii. b) Mezi rovnostrannymi trojihel-
niky D' XY urCete ten, jehoZ strana ma pfedepsanou délku;
sestrojte jeho vrchol X a stanovte podminku FeSitelnosti.

[DokaZte, Ze strana XY je rovnobéZznd s uhlopfickou AC.
Geometrické misto bodt hledejte. metodou soufadnic: za
osu x zvolte pfimku A4'B’ a za poditek bod P tak, aby bod
B’ byl stfedem useCky A’P. Podminka Feitelnosti je s =
2 (/6 — J/2)a, kde a je délka hrany krychle, s délka
strany trojihelnika.]

3. Je dén pravidelny jehlan Ctyfboky. Jemu md byt
vepsdna krychle, jejiZ jedna sté€na leZi v podstavé jehlanu
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a daldi éryfi vrcholy leZi po jednom v pobolnych sténiach
jehlanu. DokaZte, Ze 1ze danému 1eh1anu vepsat nekonecné
mnoho takovych krychli a vySetfete geometrické misto
jejich a) vrcholl v roviné podstavy jehlanu, b) stfedu.

[Dokazte, Ze stfed krychle leZi na vysce jehlanu. Za
proménnou zvolte odchylku thlopficek podstavy jehlanu
a krychle; vyjadfete délku hrany vepsané krychle jako
funkci této proménné.]

4. Je din pravidelny jehlan &tyfboky. Urlete rovinu,
kterd jej protina v pravidelném pétitdhelniku. Stanovte
podminku FeSitelnosti tlohy.

[Uzijte poméru thlopficky a strany pravidelného péti-
thelniku, ktery je (1 + VS) : 2. Vypocltéte vzdalenost x
stfedu podstavy jehlanu od té strany priisecného pétitihel-
nika, kterd leZi v podstavé a ktera je rovnob&Zni s jednou
uhlopfitkou podstavy. Podminka feitelnosti je, Ze od-
chylka pobo¢né hrany jehlanu od podstavy je 45°.]

5. Je déna krychle ABCDA’'B'C’'D’. Viemi body lomené
éary AA'B'C’CDA vedeme rovnobézky s pfimkou BD'.
Doka’te, Ze lze vzniklou plochou ,,provléknout” krychli
shodnou s danou krychli, po pfipadé krychli jest&€ o n&co
veétsi.

[Hranolova plocha je protata rovinou kolmou k piimce
BD' v pravidelném 3estithelniku. Nejvesi Etverec, ktery lze

4a
V2t + 13y’
kde a je rozmér krychle.]

6. Je déna krychle ABCDA'B’'C’'D’. Zjistéte, zda lze
sestrojit pravidelny tyfstén PORS tak, aby jeho vrcholy
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P, O, R lezely ve &tverci ABCD a vrchol S ve &tverci
A'B’'C’'D’ (¢ty¥stén vepsany krychli). _

[Urcete nejprve vypoCtem nejvEtsi rovnostranny troj-
uhelnik, ktery lze vepsat do daného Ctverce. ]

7. Je dana krychle ABCDA'B'C’'D’ o hrang délky 1
a &slo d, pro nézplati /2 < d < |/3. VySetfete mno¥inu
bodi vyplnénou krajnimi body tusedek délky d umisténych
v krychli.

[MnoZinu bodd odhadnéte z ndzoru a domnénku dokaZte
tak, Ze vidy jeden z krajnich bodd tsecky zvolite pevné.]

8. Rozméry kvadru jsou celd &isla a, b, c. Kvadr je roz-
d€len na abe jednotkovych krychli. Urlete pocet téch
krychli, jejichz vnittkem prochazi télesovd thlopticka
kvadru

[ReSeni je déno vzorcem N=a+b+¢c— o, — 0, —
— o3 + 0, kde 0, 0,, 0y znali nejvétsi spolecné délitele
dvojic (b, ¢), (¢, a), (a, b) a o nejvétsiho spoledného délitele
&sel a, b, c. Pii feSeni zkoumejte, kolik vrchold krychli
obsahuije télesova thlopficka kvadru, kolik hran krychli
protind mimo vrcholy a kolik stén mimo hrany.]

OPRAVY -

V obr. 4 ¢ dopla pismeno T

v obr. 7 dopli pismeno X, Y

v obr. 8 dopli X, X, )

v obr. 16c ma byt v, misto v

v obr. 23¢c m4 byt B’ misto B

v obr. 28d m4 byt H misto M a F’ misto F



®

Ptedmluva . . . . . . . . . . . . . . ... 3
Cdst I

Geometrie na povichu télesa . . . . . . . . . .. 7
Cast 11

Prusek télesasrovinou. . . . . . . . . . . . . . 33
Cadst 111

Kouleaplochakulovd . . . . . . . ... . ... 60

Ulohy ke cvifeni

kédsi I . . . . . . .. ..o 83
kédsn IT . . . . . . . ... ... 85
kédsei IIT . . . . . . . . . . ... ... 86

Problémy. . . . . e e e e e e e e e e e e 88



Franti¥ek Hradecky, Milan Koman, Jan Vy3in

nékolik uloh

Z GEOMETRIE
JEDNODUCHYCH
TELES

Pro ti¢astniky matematické olympiddy vydavd
UV Matematické olympisdy a UV CSM

v nakladatelstvi Mlad4 fronta

Ridi akademik Josef Novik

Recenzi provedl doc. Josef Holubaf
Odpovédny redaktor Viclav Kocourek
Obélku navrhl Jaroslav Piibramsky

Publikace &islo 1757

Edice Skola mladych matematikd, svazek 1
Vytiskl Mir, n. p., zdvod 2, provozovna 22,
Praha 2, Legerova 22

3,86 AA, 3,91 VA, D-14*10350. Néklad 5.000 vyt.
Tem. skup. 03-2. 1. vydin{, Praha 1961

Cena broz. vytisku K& 3,— *
63/111-7






Cena bro%

Kds 3,.
03-2




iy



		webmaster@dml.cz
	2015-09-08T09:57:30+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




