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MILf PRATELE,
[ ]

otevirdte sedmy svazek kninice ,,Skola mladychmatematiki,
ktery navazuje na t¥eti svazek ,,Shodnd zobrazeni v konstruk-
tivnich dlohdch.*

Oba svazky jsou si blizké nejen thematicky, ale 1 symbo-
likou a formou zdipisu ¥eSeni konstruktivnich iuloh. Nékteré
zdkladni umluvy a definice jsou v tomto svazku zopakovdny
proto, aby textu piné rozuméli i ti Ctendri, kter{ necetls tieti
svazek. Na rozdil od tietiho svazku jsou zde kapitoly clenény
jesté na odstavce (paragrafy), jejich pofadové Cislo je vy-
tisténo ruiné spolu s krdtkym ndzvem odstavce. Ty odstavce,
které rozvddéyi ldtku ptedeslého odstavce, memaji zvldstni
ndzev.

Ve svazku je pojedndno o podobnych zobrazenich v roviné
a jejich vyusiti pii fesent dikazovych a konstruktivnich uloh.
Diikazové dlohy jsou soustiedény pievdiné do promich dvou
kapitol, konstruktioni dlohy s krdtkym vykladem o stegno-
lehlych a podobnych zobrazenich jsou zatazeny do dalSich
ti kapitol. ’

V brozufe je feSeno 15 p¥ikladii konstruktivnich dloh, né-
které z nich jsou dosti obtizné. Nespokojujte se pri jefich Ctend
pohledem na pripojeny obrdzek, ale nairinéte si sami obrdzek
podle zaddni dlohy. Doplitujte jej pak podle popsaného Fesent
dalSimt body a arami. To je mnohem poucnéjsi nes pohled
na hotové obrdzky, na kterych nejsou vyznaceny vsechny
pomocné Sdry a body. Dané dtvary volte na svém ndértku
piiblizné v takové poloze jako na vyti§téném obrdzku. Teprve
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a$ se sezndmite s principem feSeni ulohy, vyreste ji i pFi jiné
vzdjemné poloze danych utvari nebo pinych velikostech da-
nych hli a tsecek.

Tézi51é vast prdce s brofurou md spocivat v samostatném
FeSeni problému. Na to je pamatovdno otdzkami v textu
a zejména 123 cvicenimi, Texty cviceni jsou tistény drobnym
1ypem pisma (petitem) a jsou zafazeny pievdiné na konci
odstavci nebo za typickym p¥ikladem. Ndvody k jejich teseni
nebo Cdstecné vysledky jsou uvedeny v hranarych zdvorkdch.
‘Obtiznéjsi odstavce a cviceni jsou oznaceny hvézdickou, jscu
pFiméFené pro ty z vds, kteri znaji zdklady analytické geo-
metrie a vzorec pro soulet geometrické fady. Vynechdte-li je,
nenarusi se souvislost textu, vratte se k nim pozdéy.

Dékuji  recenzentiim, odb. as. FrantiSku Hradeckému
o Rudolfu Zelinkovi, zdst. Feditele MU CSAV, za p¥ipo-
minky k vybéru litky a rukopisu textu. Ddle dékuji as. Alené
Korulové za ucinnou pomoc p¥i rysovdni obrdzki. 5.8



KAPITOLA 1

O POMERECH
[ )

Podobnost trojuhelniki je silnou zbrani euklidovské geo-
metrie. VyuZiva se ji nejen ke studiu trojihelnik a mnoho-
uhelnikd, ale i kruznic, kuZeloseéek a téles. V prvni kapi-
tole si pfipomeneme souvislost podobnosti trojihelniki
s trigonometrii, hlavné se vSak budeme zabyvat body
a mnoZzinami bodd, které maji od danych bodi nebo
pfimek dany pomér vzdalenosti.

1. Mala rozcvicka. Na obr. 1 je zobrazen pravouhly
trojuhelnik ABC s nékolika ptfickami kolmymi k jeho
stranam (CD | AB, DE | BC, DF | CA). Kolik troj-
thelnikd vidite na obrdzku? Podivite-li se¢ pozorné,

uvidite jich sedm. DokaZte, %e jsou viechny navzijem
podobné. Co by bylo moZno o nich fici, kdyby trojihelnik
ABC byl rovnoramenny pravouhly?



Vite, Ze na podobnosti trojihelnikt je zaloZena trigono-
metrie pravouhlého trojihelnika. Zvolte v. trojitheln ku
ABC na obr. 1 tseCku CD za jednotkovou (tj. CD = 1)
a vyjadrete délky visecek DA, DF, DE, DB, AC, BC jako
hodnoty goniometrickych funkci uhlu a. PripiSete-li
k useckdm jejich velikosti, dostanete trigonometrii ,,na
dlani“. Pomoci vét FEuklidovych a véty Pythagorovy
muZete pak snadno odvodit znimé i méné znimé vztahy
mezi Sesti gomiometrickymi funkcemi ostrého thlu a.

1. Vyjadfite-1i~ velikosti tisedek na obr. 1 také jako hodnoty gonio-
metrickych funkci ihlu 8, muZete odvodit vztahy mezi goniometricky-
mi funkcemi dopliikovych thla a, £.
2. DokaZte pomoci goniometrického vyjadfeni velikosti useéek na obr. 1,
e v kazdém pravodahlém trojihelniku ABC s dhlem y = 90° je
¢+ ve>a+4 b
3. Vepiite do pravoihlého trojuhelnika dva &tverce, z nichZ jeden ma
strany na odvésniach a druhy m4 jednu stranu na pfeponé (viechny
vrcholy téchto &tverct lezi na obvodu trojihelnika). Zjistéte vypodtem,
ktery z téchto &tverci mé vétdi stranu.
4.* Pokra¢ujte” dile v konstrukci pat kolmic mezi rameny u.hlu a, f
na obr. 1 (z bodu E, F kolmice na AB, z pat téchto kolmic zpét kolmice
na AC nebo BC atd.). Urfete thrnnou délku viech tusecek, které Ize
timto zpusobem sestrojit. \
abc

5. DokaZte, Ze obsah ostrouhlého trojihelnika ABC je Cislo P = ——
kde r je polomér kruZnice opsané. PouZijte pravouhlych trojahelnikir
se stranami zi ¢, 7 a0, a. Plad véta i pro pravothlé a tupoihlé troj-

thelniky ?

2. Zajimavé dvojice trojiheiki. Vite, Ze dva troj-
thelniky, které maji imé&rné strany, jsou podobné. Zajimavou
dvojici podobnych trojuhelniki jsou trojihelniky, z nichz
jeden ma strany a, ka, k%a a druhy ka, k%a, k%a (Cislo
k = 1 je kladné, a > 0). Tyto trojl'lhelm'ky se shoduji
v pét dvojicich prvka (tfech thlech a dvou stranich), ale
nejsou shodné,
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Cim to je, ¥e se vymykaji vétdm o shodnosti trojihel-
nikd ? Vyznacite-li si na obr. 2 shodné strany trojtihelniku,
najdete odpovéd snadno.

6. Jakych hodnot muiiZe nabyvat k, ma-li byt zajiSténa existence troj=-
thelnika se stranami a, ka, k2a?
7. Pro které hodnoty k je trojihelnik ze cviten{ 6 pravoihly ? Sestrojte

jei.

c

Obr. 2 Obr. 3

¢ Jinou zajimavou dvojici trojihelnikii jsou trojihelniky
ADC, BDC na obr. 3. Bod D je prisetikem osy ublu y
s pHmkou AB, md proto od pfimek CA, CB shodné
vzdélenosti 4. Obsahem trojihelnika ADC je &islo P, =

=1 ap.v. = —; AC.d, obsahem trojtihelnika BDC je

2
tislo Py, = —;- BD.y. = %—BC.d. Ziskdvime tak pomér

P, : P,= AD : BD = AC : BC. Pomér vzdilenosd bodu
D od A, B je roven poméru vzdilenostf bodu C od 4, B.
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Pro¢ nejsou trojuhelniky ADC, BDC podobné, kdyZ se
shoduji v jednom uhlu a maji imé&mé dvé dvojice stran?
Ziejmé proto, Ze shodné uhly nejsou sevieny umérnymi
stranami. Vidite, jak zileZi na ka?dém pfedpokladu vét
o shodnosti nebo podobnosti trojihelniki. Povrchnost
muzZe svést k ukvapenym a nesprivnym zavéram.

8. Je-li AC =+ BC, protne piimku AB i osa vn&j$iho dhlu trojihelnika
u vrcholu C. Dokazte, Ze pro praseéik D’ plati AD’ : BD' = AC : BC.
9. Vyjadiete délky aseéek AD, BD resp. AD’, BD’ pomoci &fsel a, b, ¢c.

[ be
AD=—a+b

3. Délici pomér. Podobnosti trojihelnikid vyuZivime
k sestrojeni bodu X, ktery ,,d€li usefku v daném pomé&ru®,
Vyrazem v uvozovkich vyjadfujeme skutetnost, Ze zlomek
%%— je roven pfedem danému &islu. Na obr. 4 je sestro-
jen bod X, ktery déli tsetku 4B v poméru 2 : 1. Pouzili
jsme rovnob&znych usefek AL, BK, AL = ]/2, BK = 1.

. . AX =
Dokazte, %e je opravdu BY = 12.

Podivejme se nyni na obr. 4 ,,jinyma ofima“, pfedstavme
si, Ze body A4, B, K a pfimka m jsou pevnymi utvary,
m [ BK, BK = 1. JestliZe se bod X pohybuje po pfimce
AB, pak pfimka KX protind m v riznych bodech L.
Kazdému bodu X =% B piimky 4B miZeme pfifadit
soufadnici 4 bodu L na Ciselné ose m (bod A je na Ciselné
ose m politkem, kladnd poloosa leZi v téZe polorovin&
jako bod K).

Pro bod X sestrojeny na obr. 4 je A= — |/2, pro
viechny body X leZici uvnitf use¢ky AB je 4 < 0, pro
body X leZici vn& usetky AB je i > 0. Pro Zidny bod

8



piimky neni 4 = 1. Popsanou geometrickou pfedstavou
jsme vystihli zdkladni vlastmosti pojmu dé&liciho poméru
bodu X piimky AB vzhledem k bodim A4, B.*)

Délicim pomérem bodu X vzhledem k bodim A, B nazy-

vdme Cislo, jehoZ absolutni hodnora je rovna —‘;}f— a které

je kladné pro body X lefici vné usecky AB a zdporné pro
body X lezici uvnit¥ usecky AB.

m

L Obr. 4

Je zfejmé, Ze délici pomér (4ABX) je roven soufadnici 4,
o které jsme hovofili. Obrizek 4 ukazuje, jak lze sestrojit
bod X, ktery md vzhledem k bodim A, B dany délici
pomér. Hledany bod X je prusecikem pfimky AB s pfim-
kou KL, bod L je tim bodem piimky m, ktery md soufad-
nici A = (ABX).

10. Zvolte body A4, B, K a pfimku m jako na obr. 4 a scstroife body

2 5
X, Y, Z tak, aby bylo (ABX) = 3 (ABY) = — 2 (ABZ) = 4.

*) Uplny nazev definovaného pojmu zni takto: d&lid pomér bodu
X =% A, B piimky AB vzhledem k bodum A, B. PouZiviame v3ak radé&ji
stru¢néjifho oznateni nebo znatky (4BX).



11. Urcete podle definice délici pomér (ABS), je-li bod S stiedem
Gsetky AB. Cemu je roven (C,CT}, je-li T téZi$tém trojuhelnika
ABC a bod C, stfedem strany AB?

12, Ur&ete A, = (ABD), A3 = (ACF) a A; = (CEB) na obr. 1.
[A4, = — cotg?a) )

13. Uréete (ABD), (ABD’) na obr. 3. Uzijte vysledku cvien{ 9.
14.* Plati-li pro ¢tyfi body A4, B, X, Y jedné pfimky vztah (ABX) =
= — (ABY), nazyviame uspofddanou &tvefinu ABXY harmonickou
&vetinou boda. DokaZte, Ze

a) je-li ABXY harmonicki ¢tvefina, je také ABY X harmonicks Ctve-
fina.

b) spojime-li prusedik U uhloptitek AC, BD lichobéinika ABCD
s prusefikem V jeho prodlouZenych ramen, protne tato primka zi-
kladny v bodech X, Y tak, 2¢ UVXY je harmonickou &tvefinou.

4. Délici pomér A= (ABX) miZeme vyjadfit jako
funkci proménné soufadnice x bodu X pfimky A4B.
Zvolime bod A za potitek a bod B za jednotkovy bod
Ciselné osy AB (je tedy AB = 1). Pro bod X usecky 4B

AX
je A X=x, BX=1—1x A= (ABX)__—BX‘
= —Z . Mé-li bod X soufadnici x < 0, je AX = x| =

AX
=—x%5BX=14]x=1— x (ABX)__BX____
:—xf_—l. Je-i x> 1, je AX=x, BX=2x— 1,

(4BX) = - 1. VeviechpHipadech je tedy 2 = —~1-*).

Graf této funkce vidite na obr. 5, je jim rovnoosa hyperbola.
Asymptoty hyperboly jsou vytaZeny Cirkované. :

*) Uvedens funkce je definovdna pro viechna x 3= 1, délici pomér se
nedefinuje pro X = 4, tj. x = 0. Graf funkce miZeme sestrojovat
podle obr. 4, hodnoty proménné x odméru)eme na pfimce 4B a hodno-
ty proménné y = A na pfimce m.
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15. Co miiZete na ziklad& grafu fici o hodnotdich (ABX) pro (body
X lezici na poloptimce opaéné k palopfimce AB nebo BA4?
16. Ze vztahu A = p f_ 1 Ize vypoétem potvrdit, Ze kazdé hodnotd

A =+ 0, A = 1 miZeme pfifadit privé jeden bod piimky AB, pro
ktery je (ABX) = A.

. AX
17. DokaZte, Ze na pffmce 4B existuji pravé dva body X, pro které BX =

= k 4= 1. Zvolte nékteré kladné k 4 1 a sestrojte tyto body. [Podle
definice déliciho poméru je A, = %.]

y

e

Obr. 5

5, Délici pomér pfifazujeme uspofiddané trojici riznych
bodi té%e pfimky, memusi proto byt (ABC) = (CAB)
nebo (BCA) apod. Vypoditite-li podle definice viech Sest
moZnych délicich poméra piislusnych bodim 4, B, C

na obr. 6, dostanete (ABC) — 2, (BAC) — —

3’ 5,
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(BCA) = 2, (CBA)= ), (CAB)=— 3, (ACB) =
2

3

Je nipadné, Ze vidy soulin nebo soucet dvou po sob&
nisledujicich délicich poméri je roven jedné. Nejde zde
o nihodu, protoZe plati tyto véty o uspofidanych trojicich
bodi utvofenych ze tf danych bodi:

Lisi-li se dvé uspoFddané trojice bodii jen v pofadi proniho
a druhého bodu, je soulin jejich délicich poméri roven jedné.
Lisi-li se dvé uspoiddané trojice bodil jen v pofadi druhého
a tietiho bodu, je soucet jejich délicich poméri roven jedné.

A B c

R E—

X vz x2z2v
) —-—t
T Z XY
Obr. 6
Pfi dikazu téchto vét je tfeba prodiskutovat troji
moZnou polohu bodi X, Y, Z na pfimce (obr. 6). Ve viech
tfech pfipadech leZi bod Z bud soucasné uvmiti useCek

XY, YX nebo souCasné vné téchto uselek. Proto maji
deélici poméry (XYZ), (YXZ) stejnd znameni a z rovnosti

(XYZ).(YXZ) = = 1 plyne (XYZ) .

YZ ' XZ
. (YXZ) = 1. PHi poloze a) na obr. 6 je (XYZ)= —ﬁ%,
Xy _ _ ¥x

(XZY) = — v (XYZ) + (XZY) =

YZ = T Z
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~—— - = 1. Dokonlete dikaz v obou zbyva-
jicich ptipadech.

. 1

18. Je-li (XYZ) = 4, je (XZY) =1 — 4 (YZX) =1 -7
2 1

(ZYX) =7_1 (ZXY) = 1= Uzijte téch vymén body,
o kterych se hovofi v dokdzanych vétich.
19. Pro které hodnoty 4 jsou si rovny nékteré dvojice délicich poméra
uvedenych ve cviCeni 18? Napf. pro které 4 je (XYZ) = (ZYX)?
20. Dokazte, ze koeficient » stejnolehlosti se stfedem §, kterd zobrazuje
bod X do bodu X', lze vyjadfit jako délici pommér (X' XS).*)

3
21. Stejnolehlost s koeficientem ¥ = — 32 stfedem P zobrazuje bod

M do bodu N. Jaky koeficient m4 stejnolehlost se sttedem M, kterd
zobrazi bod N do bodu P?

22.* Je-li €tvefina XYZU harmonicka, jsou harmonické i ¢tvefiny
XYUZ, ZUXY, UZYX a je§té Cryfi daldi. Uréete tyto Etvefiny.

6. Zlaty Fez. Zlatym fezem tiseCky rozumime jeji rozdé&-
leni na dvé 1secky, z nichZ mensi je ku véti v témz po-
méru jako vétsi k celé uselce,

Déli-li bod Z jednotkovou tise¢ku AB v poméru zlatého
fezu a oznacime-li velikost mensi UseCky AZ pismenem z,
je zfejmé 0 <z < 1, AB=1, ZB =1 — z. Plati proto
z:(1—2=(1—2:1,22—32z+ 1= 0. Podminkim
vyhovuje jeden kofen této rovmice, a to 2 = 3;21/5—

Bod Z tselky AB ziskime, provedeme-li konstrukci

35

algebraického vyrazu z = — Jednu 'z moZnych

*) Koeficient stejnolehlosti budeme znacit feckym pismenem x (kappa),
protoze pismene k jsme jiZ pouzZili a i nadile budeme pouZivat k oznade-~
ni poméru podobnosti, tj. kladného &sla.
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konstrukci vidite na obr. 7a, kde mai pravotihly trojithelnik
ABC odv&snu AC — —;AB. Bod 4 je otolen kolem C

do bodu Y tsecky BC, otolenim bodu Y kolem B ziskime
bod Z tseCky AB. DokaZte spravnost konstrukce. V po-
méru zlatého fezu déli useCku AB také bod Z’ soumérny
s bodem Z podle stiedu useky AB, pro néj je viak usecka
AZ’ vési tseCkou fezu.

c D S c

A 4 =4 -
Obr.7 a, b

23. Vypolitejte hodnotu déliciho poméru (4ABZ) v ptipadé, kdy Z

déli use¢ku AB zlatym fezem. Sestrojte bod Z podle cvigeni 10.

24. Zvolte usetku AZ a sestrojte bod B tak, aby bod Z délil AB v po-

méru zlatého fezu. [VyuzZijte vztahu mezi (ABZ) a (AZB)).

25. DokaZte, Ze usecku AB lze rozdélit zlatym fezem pomoci obdélnika
1

ABCDnaobr. 7b, kde je AD = 3 AB. Bod S je stfedem uselky CD,

kruznice o pruméru CD protind AB v bodech U, U’, AZ = 3.AU.

26. Sestrojte obdélnik, ktery ma strany shodné s useckami AZ, BZ

na obr. 7. Oddélte od obdélnika &tverec o strané shodné s 4Z. Jaky je

pomér stran zbyvajiciho obdélnika ?

27. Sestrojte k bodu Z na obr. 7 bod T soumérny s nim podle stfedu

B. Dokazte, ze bod B déli Gsecku AT v poméru zlatého fezu.

28.* Sestrojte body Z;, Z,, Z,,... tak, aby bod Z, délil usetku Zn—

Za+1 v poméru zlatého fezu a usecka Z,— Z, byla vétsi useckou to-

hoto fezu. Stanovte délku nejkrat¥{ Gsecky, ktera obsahuje viechny

body Zj.

7. Dilezitd mnozina bodi. Pfedstavme si tenké gumo-
vé vldkno, které je upevnéno v bodech A, B na obr. 8.
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Uchopime-li je v bod¢ D, miZeme je protihnout tak, Ze
bod D pifejde do bodu C. Puvodni usecky AD, BD se
protihnou na umérné usecky AC, CB.*) Po jaké drize by
se pohyboval bod D z pivodni polohy na pfimce AB do
bodu C v pfipadé, Ze by se i béhem pohybu protahovaly
useky 4D, BD v témZ poméru ?

Obr. 8 -——

Otizku zodpovime, pouZijeme-li geometrickych vlast-
nosti napinaného vldkna. Oznacime-li libovolnou polohu
bodu D pismenem X, jde nam o urdeni mnodiny bodi X,
pro které je AX = k.BX (k je kladnd konstanta). Je-li
%k = 1, je mnozinou bodd X zfejmé osa useCky AB.

Je-li & # 1, maji podle cvifeni 17 poZadovanou vlastnost
pravé dva body D, D’ pfimky AB, pro které plati (ABD) =
= — k, (ABD’) = k. Kazdy bod X nele¥ici na AB, pro
ktery plati AX = k.BX, je vrcholem pravého tihlu nad
tseCkou DD’ (osy vedlejsich thli jsou navzajem kolmé).
Dospivame k zavéru, Ze kazdy bod X, pro ktery plati
AX = k.BX, le#i na kruZnici o priméru DD’.

DokaZme jesté, Ze pro kazdy bod X, ktery leZi na
kruZnici s prumérem DD’, plati AX = k. BX. Je-li

*) Na obr. 8 je stejné jako na obr. 3 piimka CD osou uhlu y troj-
thelnika ABC. Je proto AD : BD = AC : BC.

15



X=x=D, D, je XD | XD (obr. 9). Vedme bodem B
rovnobétky s XD, XD’ a sestrojme jejich priseCiky
Z, Y s ptimkou AX. ProtoZe plati AD = k.BD, je téZ
AX = k. XZ, obdobné plyne z rovnosti AD' = k.BD’
vztah AX =%k.XY. Je tedy XY = XZ a pro bod B
jako vrchol pravého dhlu nad ZY plati BX = XZ = XY.
Dosazenim do nékteré rovmostt pro AX dostaneme
AX = k.BX.

Dokizali jsme tak daleZitou vétu:

Fsou-li ddny dva rizné body A, B a éislok > 0, k = 1,
je mnoZinou bodi X, pro které plat{t AX = k.BX, jistd
krugnice se stfedem na pFimce AB. Tuto kruZnici nazyvdme
Apolloniovou krugnici.

Obr. 9 Obr. 10

Abychom si uSetfili psani, budeme oznaovat Apollo-
niovu kruZnici pfislu$nou dvojici 4, B a koeficientu %
znackou u (A4, B, k). MnoZinu bodu, ze kterych je vidét
tseku AB pod thlem a budeme oznalovat u (4, B, a),
ziména s Apolloniovou kruZnici je vSak vyloucena.
Prumér DD’ kruznice u (4, B, k) sestrojujeme na zikladé
délicich pomért (ABD) = — &k a' (ABD') = k (obr. 10).
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2 - _
29, Sestrojte (A, B, 2), s (4, B, 3) ay(4, B, VZ).

1
30. Jaky je vztah mezi pu(A, B, k) a u,(A, B, 7)?
31. Je din trojuhelnik ABC, sestrojte pu,(A, B, k;), ps(B, C, ky)
au, (A, C, kky). Jakou vlastnost maji kruznice u,, uy, g ?
32. Dokazte, Ze mnozinou bodt, z nichZ jsou dvé nesoustfedné kru2-
nice s riiznymi poloméry vidét pod shodnymi uhly, je jistd &ist nebo
celd Apolloniova kruznice u(S,, Sy ?).
33. Vyuzijte ke konstrukci priméru DD’ kruZniceu (A4, B, k) vztahl
rovnobé&Znosti na obr. 9. Zvolte AX = &, XY = XZ = 1, BX libo-
volné (bod X pak nebude leZet na u). PopisSte konstrukci a dokaZte jeji
spravnost.
34.* Vyietfete analyticky mnoZinu bodid X, pro které je AX = k.BX.

8. Konstruktivni vyuZiti Apolloniovy kruZnice.
Pomoci Apolloniovy kruZnice se fesi ulohy, ve kterych lze
vyuzit poméru vzdilenosti nezndmého bodu od bodi
znamych.

P¥iklad 1. Sestrojte trojiihelnik ABC, je-li ddno ¢, t.,
Uit =3:2

Rozbor. Ma-li trojihelnik ABC na obr. 11 poZadované
vlastnosti, je AC : BC = v, :9, = 3 :2. Bod C tedy nileA

(RN
N /“'\\\ 3

\\ \

\
\ \
!
T
D'
/

Obr. 11
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Apolloniové kruZnici u (A, B, »g) a kruznici %, (S, ).
Konstrukce: Ko. Umistime vsecku AB = c.

K. Sestrojime stied S usecky AB a krus-
nici ky, = (S, to).

K,. Sestrojime ,u(A, B, —3).

K. Sestrojtme spoleény bod C kruZnic p, k.
K. Sestrojime trojiihelntk ABC.
Ditkaz. Sestrojeny trojihelnik ABC ma zfejmé€ stranu

AB = ¢ a t&nici CS = t.. Je AC=-;~BC,CA:CB=

=3:2,0,:0,=3:2.

Diskuse. Konstrukce K,;, K, maji jediné fefeni. Kon-
strukci K ziskdme dva, jeden nebo Zidny bod C. Je-li
bod C jediny, leZi na pfimce 4B a neni vrcholem troj-
thelnika ABC. Sestrojime-li dva rizné body C, jsou
soumérné podle pfimky AB a sestrojené trojihelniky

jsou shodné. -
35. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li d4no

a) ¢,y b:a=2:1, C) a, Up : Ve, Vg
b)ea:b te:a, d) b, ty, ta : L.

36. Jsou diny body A, B leZic uvnitf téhoZ praméru kruZnice 2= (S,
r). Sestrojte dv& shodné tétivy kruZnice, které maji spoleény jeden
krajn{ bod a kazda z nich prochdzi jednim z boda A4, B. [Ur&ete osu
1ihlu sevieného tétivami ve spoleéném bodé.)

37. Sestrojte bod, z néhoz jsou vidét pod shodnymi uhly tfi Gsecky
AB, BC, CD lezici na téze pfimce (bod B lezi mezi A, D a bod C mezi
B, D). [Vyuzijte os uhli.]

38. Sestrojte bod, z né&hoz jsou vidét tfi dané kruZnice pod shodnymi
dhly. [Vyuzijte vysledku cvicen{ 32.]

39.* Jsou dany body A4, B, C, D lezici v tomto pofadi na pfimce, je
AB = 2.BC = 3.CD. Sestrojte bod X roviny, pro ktery je <t AXC =
== < BXD. [Porovnejte obsahy trojuhelniki, které maji u vrcholu X
shodné uhly a vypodéitejte tak poméry AX " DX, BX : CX.}
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9.* Doplnék pro naroéné ctendrke, ktefi se citi ,,08ize-
ni“ tim, Ze jsme pfi diskusi v pfikladé 1 nestanovili, pfi jakém
vztahu mezi ¢, t. iloha ma nebo nema feseni. Pfi podrobné
diskusi musime umét stanovit stfed a polomér Apollo-
niovy kruZnice u (A, B, k).

Zvolme na pfimce 4B soufadnicovy systém tak, aby
bod A4 byl jeho politken a bod B mél soufadnici ¢ > 0
Soufadnici x bodu D leZiciho mezi 4, B vypolitime

z podminky x = k(c — x), x = i—. Soufadnici x’

E+1
bodu D’ zjistime obdobné, x' = % Stfed Q kruz-
/ 2
nice s mi soufadnici ¢ — ’“;i - kzk_c - Polo-

mérem kru¥nice p je &islo r = [ — x| = ‘kz;k—ch'

Apolloniova kruZnice pouZita v pfikladé 1 mi stfed Q

o soufadnici ¢ = —g ¢, sttednd QS kruZnic p, k, méd délku

s= —i—g—c. Polomér kruZnice p je r = gc. Vypoétem
zjistime, Ze se kruZnice u, k, protinaji pravé tehdy, kdyZz
plat 12c — 107 <13¢ < 12¢+ 10 ¢, nebolic < 10 t..

40.* Sestrojte si vétsi poéet Apolloniovych kruZnic pfi pevnych bo-
dech A, B a rtznych hodnotich k. DokaZte, Ze kazdd kruZnice u
(A, B, k) je kolmé na kruZnici o praméru AB. [Vyjadfete podminku
kolmosti pomoci vztahu mezi poloméry a stfednou kruZnic.]

F10.* Né&kolik dalSich mnoZin bodd. Dopliime si jeSté
dal$i mnoZiny bodu charakterizované konstantnim pomé-
rem vzdilenosti od danych utvard.

a) Zvolme dvé rovnobézky a, b (obr. 12). Oznalme
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vzdilenosti libovolného bodu X rovmy od pfimek a, b
pismeny x. a x,. Hledejme mnosinu bodi X, pro které
je xa = k.xv, (k > 0).

Je-li 2= 1, je hledanou mno%inou nepochybné osa o
pasu (g, b). Je-li 2 # 1, miZeme vyhledat body mnoZiny
na libovolné piimce p kolmé k a, b. Jde ziejmé o body
D, D’ ptimky p, pro které je (ABD) = — &k, (ABD') = k.
DokaZte, %e hledanou mnoZinou je dvojice pfimek d, d’
rovnobéznych s a, b a prochizejicich_body D, D',

R - §
A a
o _a =
B b
Obr. 12 Obr. 13

_b) Necht jsou diny dv& riznobeiky @, b (obr. 13)
s~ prusetikem P. Sestrojime-li pomoci rovnob&Zek ve
vzdilenosti x, = 1, xa =k body D, E, F, G, nileZeji
tyto body mnoziné bodd X, pro které plat.i X2 = k.xp.
Dokaste, ¢ mnoinou bodid X, pro které je x, = k.xy,
je dvojice pitmek PD, PE. Pfi dikazu pouZijete podob-
nosti trojihelniki. Nezapomeiite na ditkaz toho, Ze kazdy
t;%i X, pro ktery je x. = k.xu, leil na jedné z r¥mek

PE.
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c) Zvolime-li &islo k > 0, bod F a pFimku d, kterd jim
neprochdzi, je mnoZinou bodi X, pro které je FX = k.xq4
kuZelosecka (obr. 14).

Pii £ = 1 jde samozfejmé& o parabolu. Pata D kolmice
z bodu F na pfimku d je prisetikem tefen paraboly v téch
jejich bodech T, U, které leZi na kolmici vedené ohniskem
k jeji ose.

Pfi £ < 1 je mnoZinou bodi X elipsa s jednim ohniskem
v bod¢€ F a osou kolmou k d. Tato elipsa mé za vrcholo-
vou kruZnici (tj. kruZnici, jejimZ primérem je hlavni osa
elipsy) Apollomovu kruZmici p (F, D, k). Bod D je opét
prusecikem teCen elipsy v bodech T, U leZicich na kolmici
vedené ohniskem F k hlavni ose. PH & > 1 je mnoZinou
bodit X hyperbola s tymiZ vlastnostmi jako elipsa.

Dilkaz véty o elipse a hyperbole je snadny, uZijeme-li
fezli rotatni kuZelové plochy rovinou. Ovlidate-li zdklady
analytické geometrie kuZeloseek, muZete provést dikaz

Obr. 14
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vét analyticky. Zvolte pfimku d za osu x kartézského sou-
fadnicového systému a bod F = (0; p) na ose y. Z analy-
tického vyjadfeni podminky FX = k.xq ziskite po upravé
rovnici hledané mnoZiny ve tvaru x? + y? (1 — &%) —
— 2py + p* = 0. Diskusi rovnice pro k2 <1, k=1,
k > 1 dokaZete vyslovena tvrzeni.
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KAPITOLA II

O TROJUHELNIKU
A KRUZNICI

Ve druhé kapitole si pfipomeneme tizkou souvislost moc-
nosti bodu ke kruZnici s podobnosti troiﬁhe]nikﬁ. Vyuzi-
jeme ji k odvozeni jedné nuiné a postatujici podminky
pro to, aby ¢tyfi body roviny leZely na ]edne kruZnici,
V dalSich odstavcich se budeme zabyvat vyznanymi
body, pfimkami a kruZnicemi trojihelnikd.

11. Mocnost bodu ke kruZnici. Necht je dina kruZnice
k = (S, r) a bod M neleZici na této kruZnici (obr. 15a, b).
V bod& M se protinaji (pfipadné po prodlouZeni) tétivy
AA’, BB’ kruZnice k. Pomoci obvodovych 1hli snadno
dokiZeme, %e¢ je A AMB' ~ A BMA', plati proto

Obr.15 a3, b
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MA : MB' = MB : MA' a MA.MA' = MB.MB'.
Tento soulin je konstantmi pH jakékoliv poloze sefen
AA’, BB’ prochazejicich bodem M.

LeZi-li bod M vné kruZnice a vedeme-li secnu AA’
stfedem S kruZmice (nacrméte si obrizek), je MA.MA’' =
= (MS + r) (MS — r) = MS%2 — r2 Lezi-i M uvnitf
kruznice %, ziskime stejnym postupem vztah M4A.MA’' =
r2 — MS2

Cislo MS? — r2 nazyvdme mocnostf bodu M ke krusnici
k= (S,

Je tedy mocnost vné&j§iho bodu ke kruZnici kladni
a rovna pfimo soulinu useki MA.MA’ na libovolné
secné AA’ krunice k. Mocnost vnitfnich bodi ke kruZnici
je zdpornd a rovna opacnému cCislu k soucinu MA4.M4'.
Mocnost bodi kruZnice k této kruZnici je zfejmé nulovi,

41. Je-li M vnéjiim bodem kruZnice 2 = (S, r) a bod T bodem dotyku
teény z M ke k, je mocnost bodu M ke % rovna MT2,

42. Ktery bod roviny m4 ke kruZnici nejmen3i mocnost?

43. Vyletfete mnoZinu bodd, které majl k dané kruZnici stejnou
mocnost.

44. Jakou mocnost md stfed S, kruZmice k, = (S,, r,) ke kruZnici
ky = ( Sy, r3), ktera k, kolmo protini ?

45, Sestrojte na sené AA’ kruZznice k£ bod M leZici vné k& tak, aby bod
A délil tsetku MA’ v poméru zlatého fezu. (UrZete mocnost M ke k.)
46. Je dina tétiva AB kruZnice k a bod C kruZmice & rizny od bodu
A, B. Sestrojte patu D kolmice z C na 4B a paty E, F kolmic z boda
A, B na tetnu kruZnice k v bodé C. DokaZte, Ze je CD?* = AE.BF.
[Bxistuje-li pruseéik M tefny a piimky AB, vyuZijte pravothlych
trojuhelniki s vrcholem M.)

47.* UkaZte, Ze rovnice kruZnice ve stiedovém tvaru charakterizuje
body kruZnice jako ty body roviny, které maji k dané kruZnici nulovou
mocnost,

48. Jsou-li diny usetky a, b, sestrojte pomoci vhodné zvolené kruZnice
tisetku x = V' ab.

49. Jsou-li diny tse&ky a, b, ¢, satrolte use¢ku x, pro kterou plat
ab = cx. VyuZijte vhodné mocnosti bodu ke kruZnici.
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12. Na zikladé mocnosti bodu ke krufnici miZeme udat
postacujici podminku pro to, aby &tyfi rizné body leZely
na jedné kruZnici.

Protinaji-li se pfimky AA’'; BB’ v bodé P tak, Ze je
PA.PA' = PB.PB’ a bod P lesi souéasné uvnit¥ useCek
AA’', BB’ nebo soulasné vné téchto uselek, lesi body A,
B, A', B’ na jedné kruznici.

Obr. 16 Obr. 17

Vétu snadno doRédZete, sestrojite-li kruZnmici, kterd
prochizi body A4, A’, B. Jeji spoletny bod B” s pfimkou
BB’ lezi na polopfimce PB’ a plati pro n& PB’ =%B’",
je proto B’ = B’'. Na obr. 16 vidite, Ze podminka o poloze
bodu P vzhledem k tusetkim AA’, BB’ nemiZe byt vy-
nechina (na obrazku je P4 = PB, PA' = PB),
PA.PA' = PB.PB’, ale body A, B, A’, B’ nelezi na
jedné kruZnici).

Hravé dokazeme vétu o péti bodech leZicich na kruZnici.

Necht je ddn trojihelntk ABC, jeho# tihel B neni pravy.
Sestrojme osu o, tsecky AB a osu o, tisecky BC. Priseliky
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X =0,.BC, Y = 0,.4B, Z = o,. 0y leZ{ na jedné krus-
nici s body A, C.

Na obr. 17 je thel § tupy. Podle véty uu o podobnosti
trojuhelnikd je A BO,X ~ A BO,Y, plati proto
BO, : BX = BO, : BY, 2.BO,.BY=2. BO,.BX
a tedy také BA.BY = BC.BX. ProtoZe je bod B vrcho-
lem tupého thlu, leZi body X, Y na prodlouZenich stran
AB, BC za bod B a bod B je vnitfnim bodem obou tse-
Cek AY, CX. Podle dfive dokizané véty leZi body A4, C,
X, Y na jedné kruZmici. Ze shodnosti oblou¢kem vyzna-
cenych hla na obr. 17 vyplyvi, Ze i bod Z leZi na jedné
kruZnici s body 4, C, X, Y.

50. Dokazte, Ze body A, C, X, Y, Z leZi na jedné kruZnici i v pfipadg,
kdy je dhel § trojuhelnika ABC ostry. Jak je tomu pti f = 90°?

51. Dokazte pomoci podobnosti trojuhelnikii, Ze kazdé dvé vysky
trojuhelnika jsou tétivami jedné kruznice.

52. Je dana kruZnice k a jeji neseéna PA. Bodem P prochizi seéna
XX’ kruznice k. DokaZte, Ze kruZnice prochizejici body X, X’, 4
protnou pfimku PA v témz bodé B, at vedeme bodem P seénu XX’
jakkoliv.

13. Cim vynikd pruse&ik vySek. Pomocf podobnosti
trojihelniki miZeme dokdzat zajimavé vlastmosti vysek
trojihelnika, jejich pat a priseciku, JeSté ,,Cerstvé
véty o péti bodech na kruZnici pouZijeme k dikazu véty,
Ze body soumérné s priisectkem vysek podle stran trojuiheinika
le#t na krusnici trojihelniku opsané.

Neni-li trojuhelnik ABC pravoihly (obr. 18a), jsou
body V', V", V'’ soumérné s V podle stran trojihelnika
navzijem ruzné, Na trojuhelnik V'V"'V miZeme aplikovat
vétu o péd bodech. Zjistime, Ze body V', V", 4, B, C
leZi na jedné kruZnici. Obdobnou tvahou o trojihelniku
VV’'V'" dokdZeme, Ze i zbyvajici bod V' leZi na kruZnici
opsané trojihelniku ABC.
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Obr. 18 a, b

Je-li trojihelnik ABC pravolhly s thlem a— 30°
(obr. 18b), je V=4 a také V' = V" = V. Bod V"
soumérny s V podle pfepony BC leZi na kruZnici o pri-
méru BC, kterd obsahuje i body V' = V"' = A.

Snadno lze dokazat, Ze body soumérné s priseikem vysek
podle stfedii stran trojihelnika lesf na kruZnici trojihelniku
opsané.
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Zobrazime-li bod V' v osové soumérnosti dle pfimky
AB (obr. 19), dostaneme bod V'’ leZici na kruZmici k.
Soumérnosti podle osy strany AB ptfifadime bodu V’
bod V' kruZnice k. Je zfejmé, Ze body V, V' jsou soumérné
podie priaseCiku os pouZitych soumérnost, tj. podle
stfedu strany 4B.

53. Sestrojite-li priseéik vySek V trojihelnika ABC, ktery nenf pravo-
uhly, ziskate étvefici bodd A4, B, C, V. Kazdy z téchto bodi je priseéi-
kem vy3ek trojuhelnika uréeného ostatnimi tfemi.

54. Je-li trojuhelnik ABC vepsin do kruznice k&, déi body A4, B, C
kruznici na tfi oblouky. Preklopime-li kazdy z nich podle jeho tétivy
(strany trojuhelnika), ziskdme tfi oblouky prochazejici jednim bodem.
Ktery je to bod ?

55. Jsou-li body 4,, B,, C; patami vy3ek trojihelnika ABC a bod V
prusecikem téchto vysek, je AV.VA, = BV.VB, = CV.VC,. [Vy-
uZijte mocnosti bodu V ke kruZnici trojuhelniku opsané.)

56. Sestrojte trojithelnik ABC, je-li dan stfed kruZnice opsané, prisecik
vysek a vrchol 4.

57. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan jeho vrchol C, t¥zisté T a pra-
seCik vySek V., [Vyuzijte stfedu strany 4AB.]

14. KruZnice deviti bodi. V minulém odstavci jsme dok4-
zali, ?e na kruZnici trojihelniku opsané lezi kromé vrchold
trojihelnika je$t¢ body soumérné s prusecikem vysek
podle stran trojuhelnika a podle stiedi téchto stran.
Ziskivime tak devét bodi (nikoliv nutné rtzmych), které
leZi na kruZnici & (obr. 20). Nézev kruznice deviti bodu
viak neddvame této kruZmici, ale kruZnici s ni st3jnolehlé,
je-li stfedem stejnolehlosti bod V' a koeficientem Cislo
1
H = 4.

2
Zobrazime-li v této stejnolehlosti vSech devét bodi
kruZnice opsané, zjistime, Ze
1. patry vysek trojuhelnika,
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2. stiedy stran trojuhelnika,

3. stifedy usecek spojujicich priseitk vysek s vrcholy troj-

tihelnika, le2i na jedné kruznici.

Na obr. 20 jsou jmenované body vyznaceny jen plnym
krouzkem. Ze stejnolehlosti kruZnic okamZité vyplyva,
ze stfed D kruZmice deviti bodil je stiedem duseCky spojujici
priiseCik vySek se stiedem kruZnice rrojihelniku opsané.

Polomér kruZnice deviti bodu je roven %r.

Obr. 20 a, b

58. Jaks je vzdjemnd poloha kruZnice deviti bodi a kruZnice trojithel-
niku opsané? Kdy jsou soustiedné? [Proberte jednotlivé typy troj-
uhelnika. ] :

59. Dokazte, Ze trojihelniky ABC, BCV, CVA, VAB maji spole¢nou
kruZnici deviti bodi. Co z toho plyne pro poloméry kruZnic opsanych
témto trojihelnikim ?

60. Sestrojte trojihelnik O, Op Oy, jehoz vrcholy jsou stfedy kruznic
vné vepsanych trojihelnfku ABC. Uréete kruznici deviti boda troj-
thelnika Oy Op Oe.
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15. Eulerova pfimka. Vime, e na kruZmici deviti boda
trojuhelnika ABC leZi stfedy stran — body A', B, C'.
Trojihelnik A’B’C’ je stejnolehly s trojihelnikem ABC
podle tézist€ T, koeficient stejnolehlosti zobrazujici troj-
thelntk ABC na trojthelnik A'B'C’ je » = — .
V této stejnolehlosti se zobrazi kruZnice opsand troj-
uhelniku ABC jako kruZnice opsand trojuhelniku 4'B’'C’,
tj. jako kruZnmice deviti bodi trojuhelnika ABC (obr.
20b).

Tézisté trojuhelntka ABC je wvnitinim stfedem stefno-
lehlosti krusnice deviti bodit a kruZnice trojuhelniku opsané,

Stfed stejnolehlosti dvou kruZnic leZi na jejich stfedné
nebo splyva s jejich spoletnym stfedem (jsou-li sous-
stfedné). Neni-li trojuhelnik ABC rovnostranny, neni
t€Zisté trojuhelnika stfedem kruZnice opsané a leZi proto
na spojnici sttedu kruZnice opsané a kruznice deviti bod.
Na této piimce lezi i pruselik vysek, jak vime z od-
stavce 14.

Tézisté, priselik vysek, stied krugnice trojuhelniky opsarné
a st¥ed jeho kruZnice deviti bodi le2i na jedné piimce (tzv.
Eulerové pfimce trojthelnika) nebo splyvaji v jeden bod.

Zajimava je i poloha jmenovanych bod na EulerovZ
pfimce. Na obr. 21 je sestrojena Eulerova pfimka tupo-
uhlého trojuhelnika ABC. Bod D (stfed kruZmice deviti
bodi) je stfedem tuselky SV, bod T lezi uvnitf useCky SD
a déli ji v poméru 2:1 jako kaidou t&Znici, je
ST=2.TD.

61. Vyjadiete polohu bodu T vzhledem k bodim S, V délicim po-

mérem. .

62.* Dokazte, Ze body S, D, T, V tvofi harmonickou &tvefinu bodd
na Eulerové pfimce.

63. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dino:

a) tézi&¢ T, stfed kruZnice opsané a polomér kruZnice deviti bodd,
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Obr. 21

b) t&%isté T, stfed kruZnice deviti bodu a stfed strany AC,

c) tézidté¢ T, praselik vy3ek V' a pata jedné vyiky. [Pfi rozboru sta-
novte délici poméry vhodnych trojic bod na Eulerové piimce. Z uda-
ju ve cviceni a) lze sestrojit &tyfi vyznacné body trojuhelnika ABC,
které leZi na Eulerové pfimce, i kruZnici trojahelniku opsanou. Za-
myslete se nad tim, zda miZe byt libovolny bod této kruZnice zvolen
za vrchol 4 trojihelnika.]

'y
>

16. Trojihelnik pat vySek. Sestrojfme-li v ostrotihlém
trojihelniku ABC paty vySsek — body 4,, B;, C,, rozdé-
lime useCkami C,4,, ByA4,, C,B, dany trojihelnik na
&uyfi trojuhelniky (obr. 22).

Kasdy z trojuhelntki AB,C,, BA,C,, CB,A, je po-
dobny rtrojihelntku ABC.
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Diikaz tohoto tvrzeni miZeme zaloZit na znimé vlast-
nosti vypuklych {tyfahelnikii vepsanych do kruZnice
(soucet jejich protilehlych dhla je Ghel pfimy). V ostro-
Uthlém trojihelniku leZi body A,, B, uvnitf stran BC, AC
na kruZnici o priméru AB. Je proto < BAB; +
+ X BA,B, = 180° ataké x ABA, + <X AB,A; =180°.
Snadno vypolitite, Ze je < 4,B,C=pfa < BjA,C=a.
Podle véty uu je A A,B,C ~ A ABC. Obdobné muZete
dokézat podobnost zbyvajicich dvou trojihelniki s troj-
thelnikem A4BC.

c

1/

~

ATl
4 B;\\ &’//A'z

-—

Obr. 22 Obr. 23

64. Vyuiijte véty o obvodovém tihlu v kruZnici k dikazu véty pro
tupouhly trojihelnik.

65. DokaZte, Ze vy3ky ostrothlého trojuhelnika ABC jsou osami Ghld
trojuhelnika A,B, C, (tzv. ortického trojuhelnika). [Oznaéte si na obr. 22
viechny zndmé uhly pismeny a, £, y.]

66. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li din jeho orticky trojuhelnik
A,B,C,. [VyuZijte poznatkl ze cvi¢eni 65 a 63.]

67. Dokazte, Ze stfed kruZnice opsané trojuhelniku 0,00, ze cvifeni
60 je soumérny se stiedem kruZnice vepsané trojuhelniku ABC podle
stfedu kruZnice opsané trojahelniku ABC.

i
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17.* Kruinice Sesti bodu. Sestrojime-li orticky troj-
thelnik 4,B,C, nepravoihlého trojuhelnika ABC, mu-
Zeme sestrojii tzv. druhomé paty vysek, tj. paty kolmic
vedenych body .4,, B;, C, ke strandm trojuhelnika ABC.
Na obr. 23 je zobrazeno Sest druhomych pat A,, A5
B,, B'y, C,, C’y. Lze dokdzat, Ze Sest druhotnych pat
vysek lezi na jedné kruZnici.

Dilkaz této véty pro ostrouhly trojahelnik ABC (obr.
23) provedte v téchto krecich: _
a) dokaZte na zdkladé podobnosti trojihelniki 4BC

a A,B,C, Ze je A,B, || AB,

b) dokaite pomoci Ctyfihelnika vepsaného do kruZmice,

Ze je C,C'y /| A;B,,

c) dokazte, Ze Cryfuhelnik A,B,C,C," lze vepsat do
kruZnice,
d) dokaZte, Ze kaidy ze zbyvajicich bodi A4y, B’, leZi

na jedné kruznici s body B,,C,,C’, nebo C,,4,,4’,.

68.* Dokazte platnost vyslovené véty pro tupothly trojuhelnik.

69. Které body na obr. 1 jsou druhotnymi patami vy3ek pravouhléhn
trojuhelnika ABC? LeZi na jedné kruZnici?

70.* Pokradujte dile v sestrojovani pat kolmic (z druhomych pat vyiek
znovu kolmice na strany trojuhelnika). Ziskite 12 bodu, které ncleZf
na jedné kruznici. NeleZi viak tyto body na dvou kruZnicici~ ¢
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KAPITOLA 111

STEJNOLEHLA
ZOBRAZENI

V prvnich dvou kapitolich jsme hovofili o shodnych,
stejnolehlych a podobnych utvarech. Jen -na nékolika
mistech jsme se zminili o soumé&rnostech a stejnolehlostech.
V dalSich kapitolich se budeme zabyvat stejnolehlymi
a podobnymi zobrazenimi, pfedevsim jejich konstruktiv-
nim vyuZitim,

18. Zobrazeni v roviné. Vite, Ze shodnost uitvart ovéfu-
jeme pomoci premisténi. Sledujeme-li pfi pfemisténi
utvaru, jak se pfemistuji jeho jednotlivé body, miZeme
rozliSovat rizna premisténi jednoho twtvaru na druhy.

Doé piemisténi utvaru U, na urvar U, povatujeme za
riznd, pFifazwgi-li (aspori) jednomu bodu ditvaru Uj rizné
body urvaru U,.

Obdélnik ABCD na obr. 24 lze pfemistit na obdélnik
KLMN tak, 2e pfejde A - K, B - L,C - M, D -~ N.%)
Pfi jiném moZném premisténi pfiftadime napf. 4 -~ M,
B—> N, C— K, D— L. Ktera jsou dal§i moZna pfe-
misténi obdélnika ABCD na obdélnik KLMN? Ktery
bod obdélnika' ABCD ptejde ve viech téchto pfemisténich
v tyZ bod obdélnika KLMN?

*) Sipkou nahrazujeme slova ,,do bodu*, kterd bychom museli stile
opakovat. Pii zdpisu pfifazovin{ boddi hudeme uZivat Sipek.
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M Obr. 24

71. Kolika raznymi pfemisténimi Ize dosshnout toho, Ze se kryji dvé
shodné desky majici tvar pravidelnych $estiuhelnika ? Oznacte si jejich
vrcholy pismeny a zapi$te pfifazeni bodd pomoc Sipek. [Je dvanict
mozZnosti.]

Piemistujeme-li jeden rovinny utvar, napf. trojihelnik
ABC, miZeme s nim soufasn® pfemistit i libovolné
velkou &ist roviny (obr. 25). Kazdému bodu X této Cdsti
roviny pfifadime pf1 pfemisténi A - A’ B - B', C - C’
bod X’ roviny. MiiZe se stit, Ze se né&ktery bod roviny
,,vTiti na své misto*, takovy bod nazveme samodruZnym
v daném premisténi (na obr. 25 je S = §").

Pfedstavime-li si, Ze pfi pfemistén{ trojuhelnika ABC
na trojihelnik 4’B’C’ pfemistujeme celou rovinu} kryje
se pfemisténd rovina s piavodni rovinou.*) KaZdému
bodu roviny pfifazujeme timto pfemisténim privé jeden
bod roviny.

Ptedpis, kterym pfifadime kazdému bodu X roviny prdvé
jeden bod X' této roviny (je lhostejno, zda je X = X’

*) Na tom neni nic divného, vZdyt i kruh miiZeme pfemistit nekoneéné&
mnoha zpiisoby tak, Ze se kryje se svou plivodni polohou.
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Obr. 25 DN

nebo X = X'), nazyvdme zobrazenim v roviné. Bod X
nazyvdme vzorem a bod X' jeho obrazem v daném zobrazeni.

Predpis, kterym pfifadime kazdému bodu X roviny
bod X’ = §, je jistym zobrazenim v roviné, oviem madlo
zajimavym. Predpis, kterym pfifadime kaZdému bodu X
roviny bod X’ = X, urluje zobrazeni v roviné, které
nazyvame identitou. Predpis pro stfedovou soumérmost
se sttedem S miZe znit napf. takto: bodu S pfifadime
bod S, kazdému bodu X = S pfifadime bod X’ polo-
piimky opac¢né k polopfimce SX, pro ktery plati SX’ =
= SX.

72. Formulujte pfedpis pro osovou soumérnost a otofeni. Piedpis pro
posunuti je uveden ve tfetim svazku kniZnice na str. 53. [PopisSte
geometrickymi terminy konstrukci obrazu bodu ve jmenovanych zo-
brazenich.)

Budeme se zabyvat vyhradne t€mi zobrazenimi, kterd
1. prirazuji kazdym dvéma riznym bodim roviny opét dva
riizné body,
2. vyplni obrazy bodi roviny celou rovinu.
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V takovych zobrazenich je kazdy bod roviny vzorem
jednoho bodu a soudasné obrazem jednoho bodu roviny.
Shodnd zobrazeni v roviné maji ob& uvedené vlastnosti.
Zobrazeni, kterd maji vlastnosti 1. a 2. nazveme prostd
zobrazeni roviny na rovinu.

73. Ovéfte, Ze viechna znidmi shodni zobrazeni a stéjnoleh.lost jsou
prosta zobrazeni roviny na rovinu. -

19. Symbolika. Chceme-li pracovat se zobrazenimi, je
uZiteCné, abychom si je oznalili pismeny. UZivime pismen
velké latinské abecedy, napi. Z, 0, S, H, P, R, T, K. V tisku
je odlifujeme od pismen oznacujicich body polotuénym
typem pisma, v rukopise obvykle tim, Ze pouZijeme
velkych psacich pismen.

Zapis Z (X — X') ¢teme jako ,,zobrazeni Z pfiifazuje
bodu X bod X'“. Zipis Z (A ABC -~ A A'B'C’) ¢teme
slovy ,,zobrazeni Z zobrazuje trojuhelnik ABC na troj-
thelnik A'B'C’*. ,

74. Piettéte slovy tyto zipisy: H(S — S), T(AB - CD), R(<
SMD - < RUV).

75. Zapiste znadkami tyto véty:

a) Otoceni R pfifazuje bodu U bod H’ a bodu T bod N,

b) kruznice & je zobrazena posunutim T na kruZnici %;,

¢) &yifdhelnik ABCD pfechdz{ soumérnost § na &tyfuhelnik DLKV,

Oznalime-li pfi feSeni tloh né&které prosté zobrazeni
roviny na rovinu symbolem H, pouZijeme zpravidla v téZe
tloze i symbolu H-L Jestlize H(X — X'), pak H-!
(X’ - X), jde tedy o ,,0pani” zobrazeni, maji stejné
dvojice vzoru a obrazu, ale bod, ktery je v jednom vzorem,
je ve druhém obrazem a obricené. O takovych dvou
zobrazenich fkime, Ze jsou navzdjem inversni.

K otocdeni R kolem stfedu S o thel o v kladném smyslu
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je inversnim zobrazenim R-! opé&t otoeni kolem S o thel
a, ale v zdporném smyslu. Ke stejnolehlosti H se stfedem S
a koeficientem » je inversnim zobrazenim stejnolehlost

H-1 s koeficientem %

76. Jakymi vektory jsou urena navzdjem opainé posunuti ?
77. Dokazte, Ze pro osovou soumérnost O a stiedovou soumérnost
Splai 0 =0-1,8 = §1,

~

20. Stejnolehld zobrazeni. Vyznafnou vlastnosti stejno-
lehlosti je to, Ze zobrazuje kazdou pfimku p na pfimku p’
rovnobé&Znou s p. Tuto vlastnost nemaji jen stejnolehlosti,
ale také posunuti a samozfejmé identita (v identité je
? =7/, tedy wké p | p). |

Prostd zobrazeni roviny na rovinu, kterd zobrazuji kasdou
primku na primku s ni rovnobéinou, nazveme stejnolehlymi
zobrazenimi v roviné.

Zobrazime-li trojuhelnik ABC v nékterém stejnolehlém
zobrazeni, ziskime trojuhelnik 4’'B'C’, pro ktery plati
A’'B’' || AB, B'C’ [| BC, C’'A’ || CA (obr. 26) Trojahelniky
s touto vlastnosti nazveme stejnolehlymi trojuhelniky.
Plati tato véta:

Fsou-li ddny dva stejnolehlé trojuhelniky, existuje stejno-
lehlé zobrazeni, které zobrazi jeden rrojuhelnik na druhy.

Spojime-li odpovidajici si vrcholy obou trojjihelniku,
protnou se nim tyto pfimky v jednom bodé¢ nebo jsou
navzijem rovnobéZné.*) V prvnim pfipad¢ je moZno zo-
brazit jeden trojithelnik na druhy stejnolehlosti se stfe-
dem S (obr. 26), ve druhém pfipadé posunutim.

*) Predpokladime, Ze trojuhelniky jsou rizné; jsou-li totoZné, neni
tieba Zadnych konstrukci, protofe miZeme zobrazit jeden na druhy
identitou.

L

38



Obr. 26

78. Zvolte stejnolehlé trojuhelniky ABC, A’B’'C’ tak, Ze je A = B’
B = A’. Sestrojte jejich stied stejnolehlosti.

79. Prodluzte strany A B, CD, EF pravidelného 3estitthelnika ABCDEF
tak, aby vznikl trojuhelnik KL M. Uréete stfedy stejnolehlosti, kterymi
lze zobrazit trojuhelnik KLM na rovnostranné trojihelniky, z nichZ
se skldd4 3estithelnik.

80.* Zobrazte v roviné€ trojihelnikovou sit a zvolte pevné jeden troj-
thelnik sité. Urfete mnozinu stfedu stejnolehlosti, kterymi lze zvoleny
trojahelnik zobrazit na ,,vét§i* trojuhelniky (sestavené ze tyf, déviti
atd. trojuhelniki sité).

Fsou-li dany dvé rovnobéiné uselky AB, A'B’ (obr. 27),
existwje prdvd jedno stejnolehlé zobrazeni, které zobrazf
A~ A,B—>B.

Libovolnému bodu X roviny, ktery neleZi na AB, pfi-
fazuje toto zobrazeni prusefik X’ pfimek vedenychsbody
A’y B’ rovnobéiné s pfimkami AX, BX. Bodu Y pfimky
AB miizeme pfifadit obraz Y’ pomoci bodd X, X’ (obr.
27).

81. Sestrojte stied stejnolehlost useéek AB, A’B’ na obr, 27.

82, Dokazte, ze pro obrazy A’, B’, C’ bodud A4, B, C v libovolném
stejnolehlém zobrazeni plati bud (4’ B’C’) = (ABC) nebo A A’B'C’
~ A ABC.
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83. Vepiste do dané kruZnice trojihelnik stejnolehly s danym pravo-
Ghlym trojuhelnikem ABC. [Zvolte v kruZnici primér rovnobéiny
s pieponou trojihelnika. Jsou dvé feSeni!]

84.* Dokazte, ze kazdé dvé paraboly s rovnobéZnymi osami jsou
stejnolehlé. Pouzijte stejnolehlosti tsecek F, V3, F,V,, urCenych ohnis-~
ky a vrcholy parabol. UkaZte, Ze touto stejnolehlosti Ize zobrazit jednu
parabolu na druhou.

21. Pomoci pojmu stejnolehlych zobrazeni miZeme od-
stranit nékteré potie pfi formulaci vét o stejnolehlosd
ttvarid a konstrukcich tvarid pomoci stejnolehlosti.

Tak napf. pfi formulaci véty o stejnolehlosti kruZnic
fikime, Ze dvé& neshodné kruZnice jsou stejnolehlé dvéma
zpusoby a shodné kruZnice jednim zpisobem (meexistuje
vnéj§i stfed stejnolehlosti shodnych kruznic). Pomoci
pojmu stejnolehlych zobrazeni miZeme vyslovit jednotnou
vétu pro oba pfipady:

Jsou-li ddany dvé libovolné kruznice k, ky v roviné, existujé
prdavé dvé stejnolehld zobrazeni, kterd zobrazi k, na k,.

Dokazte vétu diskusi vSech tfi moZnosti (%,, k£, neshodné,
shodné rizné a totozné). V poslednim pfipadé je jednim
ze stejnolehlych zobrazeni identita.

Ulohy, ve kterych se vyuZiva stejnolehlosti se stfedem
v prusefiku riznobéZek, lze FeSit v pfipadé rovnobéZek
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tak, Ze ,,zastoupime® stejnolehlost posunutim. Uvedme
jako pfiklad zniamou tlohu na sestrojent krusnice, kterd se
dotykd dvou piimek p, q a prochdz{ danym bodem M (obr.
28).

Jeji feSeni dobfe znite v ptipadé, kdy jsou p, ¢ rizno-
bézky. Tehdy sestrojime libovolnou kruZnici &, kterd se
dotykd pfimek p, ¢ a zobrazime ji ve stejnolehlosti se
stfedem S tak, aby jeden bod kruZnice % pfesSel do bodu
M. Jsou-li pfimky p, ¢ rovnobézné (text tlohy to nevylu-
fuje), miZeme Fesit ulohu zcela obdobné, kruznici & viak
nezobrazujeme ve stejnolehlosti, ale v posunuti.

V obou ptipadech zobrazujeme body M;, M, kruZnice
k do bodu M stejnolehlym zobrazenim. Body M,, M, lezi
na piimce m spojujici bod M s prusecikem S pfimek p, ¢
nebo rovnobéiné s p, q.

Ulohy tohoto typu budeme fesit v nasledujici kapitole,
pokuste se vyfeSit jednu takovou ,,dvojitou’ dlohu jiZ ted.
85. Jsou diny dvé pfimky p, ¢, bod M a smér s riznobéiny s p, q.
Sestrojte usecku PQ // s, jejiz krajni body leZ na p, ¢ a kterd je vidét
z bodu M pod thlem 60°. [V obou pfipadech sestrojte libovolnou
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usedku P,Q, // s a mnozZinu u (P, Q,, 60°). PouZijte pHmKy m jako na
obr. 28 a vhodnych stejnolehlych zobrazeni.)

22. Konstrukce ¢&tyiihelnika. Jiz ve tfetim svazku
kniZnice je struénd zminka o sestrojovani ¢tyfahelnika
pomoci posunuti. Ve zbyvajicich odstavcich této kapitoly
se seznamime dikladnéji s konstrukcemi Ctyfihelnikd po-
moci posunuti, jednoho ze stejnolehlych zobrazeni.
Konstruktivnimu vyuZiti stejnolehlosti budeme vénovat
samostatnou kapitolu. .

Zjistime-li o tfech bodech roviny, Ze jsou vrcholy
trojuhelnika, miZeme trojuhelnik jednoznacné sestrojit.
U ¢rytuhelnikd tomu tak neni, protoZe cryfuhelntk™) neni
svym vrcholy jednoznainé uréen. MuZe proto dojit k pa-
radoxni situacy, kterou vidite na obr. 29. Jsou na ném zo-
brazeny tifi ¢tyhihelniky, které nelze pfemisténim zto-
toZnit, ackoliv jejich vrcholy lze pfemisténim ztotoZnit.

D D D
A B A B A B

Obr. 29

*) Crytahelnikem rozumime ttvar, ktery je sjednocenim dvou troj-
thelnikd se spole¢nou stranou, které leZzi v riznych polorovinich
vzhledem ke spoleéné strané a nemaji zidné daldi strany na jedné
ptimce. MiiZe tedy jit o ¢ryfuhelniky vypuklé i nevypuklé,
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Cryitihelnik povasujeme za sestrojeny, je-li sestrojena lome-
nd Cdra jeho obvodu. V zépisu EtyFuhelnika uvadime vrcholy
v tom pofadi, jak jimi prochdzime pfi vyznacovani obvodu
jednim tahem. Na obr. 29 jde o &tykihelniky ABCD,
ACBD, ABDC.

Kazdd lomend édra ABCDA nemusi byt obvodem Ctyi-
tihelntka. Na obr. 30 jsou zakresleny tfi typy lomenych

D 0 A
c
c
A
A B B8 8

Obr. 30 -

¢ar, které nejsou obvody ¢tyiihelniki. Pfesto se prvni
z nich nazyvé nékdy zkfiZzenym &tyhihelnikem. Casto ndm
pfi konstrukcich vyjdou jako vysledek konstrukce i lomené
&iry z obr. 30. Je to pfirozeny disledek imluvy o sestrojo-
vani Ctyfuihelnikd (sestrojujeme lomenou &iru, kted md
jisté vlastnosti).

86. Sestrojte &tyfuhelnik ABCD, pro ktery plati:

a) AB = 3,BC = 4,AC =5,CD =6,DA =1,

b) AB = 5,AC = 4,CD = 5, ABC = 45°, & BAD = 90°,

¢) AB = 4,AC = 6, & ABC = 60°, <& ADB = 60°, & ADC = 30°
Kolik boda C, D muzZete sestrojit, umistite-i tiselku AB? Sestrojte
viechny lomené ¢ary ABCDA. Které z nich jsou obvody étyfuhelnika ?
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23. Kouzelny rovnob&znik. Ka?dé lomené fafe AB
CDA muZeme pfifadit vyznatné rovnobéZzniky. Sledujte
konstrukci jednoho z nich na obr. 31. Vyznaime si thlo-
pti¢ku BD lomené &ry a posuneme bedy B, D o vektor

B Obr. 31

AC druhé thlopfi¢ky do poloh B’, D’. Rovnobésntk DBB’D’
v sobé& ,,koncentruje® vlastnosti lomené &iry, nazveme jej
vyznalnym rovnobéintkem lomené édry ABCDA.

Strany rovnob¢Znika DBB’D’ jsou shodné s uhlopfitka-
mi BD, AC lomené &ry. Usetky CB’, CB, CD, CD’ jsou
po fadé shodné s usetkami AB, BC, CD D4 lomene &iry.
Stfed strany CD je stfedem rovnobéinika ACD'D, sttedni
pficka EF lomené &iry je rovnobéZnad s Ghloptickou BD’
vyznacného rovnobéZnika, plati zfejm& BD’ = 2_EF.

Je-li lomend &ira obvodem vypuklého Ctyfihelnika, lezi
bod C uvnmitf vyznaéneho rovnobéimka DBB'D'. Je spo-
letnym vrcholem thla o', §', ', ¢’ shodnych s vnitfnimi
ahly ctyruhe].nika (obr. 32). Uhel ¢ = < AUB je shodny
s jednim vnitfnim dhlem vyznaéného rovnobé&Znika.

Ka?dé uzaviené lomené &ife ABCDA umime pfifadit
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jeji vyznacny rovnobéinik DBB’'D’. Zvolime-li naopak
libovolny rovnobé&Znik DBB'D’ a bod C rizny od jeho
vrcholii, miuZeme sestrojit lomenou &iru ABCDA, pro
kterou je dany rovnobéZnik vyznalnym rovnobéZnikem.
Postaci, posuneme-li bod C do bodu 4 o vektor B'B.
Provedte si konstrukci na vlastnim obrazku.

4

D
ZD N Z
D
Nl VI[N
z BN [°2
Obr. 33

Obr. 32

Umistime-li pevné rovmobéinik DBB’D’, vyjde nim
podle volby bodu C lomend ¢ira ABCDA jako obvod
vypuklého, nevypuklého nebo zkiieného <Ctyfihelnika.
Zvolime-li bod C na nékteré z ptimek DB, BB’, B'D’,
D’D, dostaneme lomené ¢iry téch typt, které jsme zobra-
zili na obr. 30. Na obr. 33 jsou oznaceny pismeny V, N, Z
ty oblasti roviny, pro jejich vnitini body C dostaneme
vypukly, nevypukly nebo zkfiZeny ctyhihelnik,

87. Jaké vyznainé rovnobézniky pfisluleji &tvercim? Které &tyf-
thelniky maji vyzna¢né obdélniky ?

88. Jak muzZete charakterizovat vyznaéné rovnobé&Zniky rovnobézniki
a lichobézniku ?

89. Dokazte, Ze vyznalny rovnobéinik vypuklého &yhihelnika mé
dvojnisobny obsah neZ ¢tyfihelnik, ’

45



24. Vlastnosti vyzna¢ného rovnob&Zznika lze vyhodné vyuZit
ke konstrukcim ¢&tyfihelnika. Jsou-li dény takové prvky
Ctyfiahelnika, Ze z nich snadno sestrojime 1eho vyznaény
rovnobéZnik a jeden vrchol étyi'u.helmka sestrojime snadno
hledany ctyfihelnik.

Ptiklad 2. Sestrojte étyfihelntk ABCD, jsou-li ddny
jeho uhlopiicky AC, BD, thel ¢ = < AUB jimi sevieny,
tthel a a strana CD.

Rozbor. Ma-li ¢tyfihelnik 4BCD poZadované vlastnosti
(obr. 34), ma jeho vyznacny rovnobéznik stranu BB’ = AC
a X DBB’ = ¢. Na zikladé téchto udaji miZeme rovno-
béznik DBB’'D’ sestrojit. Vrchol C hledaného Ctyfihelnika
lezi pak na kruZnici k, = (D, CD) a nileZi mnoZiné bodi
u (B, D'ya). Bod A je obrazem bodu C v posunuti
T (B'— B).

Konstrukce K,: Sestrojime rovnobéinik DBB'D'.

K,: Sestrojime krutnici k, = (D, CD).

K,: Sestrojimepu (B, D', a).

K,: Sestrojime bod C jako spolecny bod krus-
nice k a mnoZiny p.

K;: Sestrojime bod A jako obraz bodu C »
T (B'—> B).

DI Obr. 34

'B'

%
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Kg: Sestrojime lomenou édru ABCDA.
Dikaz konstrukce plynme z dfive uvedenych vlastmost
vyznalného Ctyfdhelnika.
Diskuse. Polet feSeni*) je roven po¢tu bodid C, protoZe
viechny konstrukce kromé K, jsou jednoznané. MuzZeme
ziskat nejvyse Ctyfi FeSeni.

90. Sestrojte &tyfuhelnik ABCD, je-li kromé AC, BD, ¢ ddno

a) AB,CD b)AD,f ¢ a,8 d)AD:BC=1:3,y

91. Sestrojte lichob&inik ABCD, je-li dino a) AC, BD, AB, CD,
b) AC, BD, ¢, BC.

92, Sestrojte &tyruhelnik ABCD, je-li dano AC, BD, a, ¥ a stiedni
pti¢ka EF (use¢ka spojujici stfedy stran AB, CD).

93. Sestrojte ¢tyitihelnik ABCD, je-li dano AC, BD, EF a poméry
AB : CD, BC : DA. [VyuZijte Apolloniovy kruZnice.]

va

*) Refenim rozu.nﬁme uzavienou lomenou &ru ABCDA. Nenf snadné
rozhodnout, kolik z téchto far je obvodem vypukiého &ryfuhelnika.
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KAPITOLA IV

STEJNOLEHLOST
V POLOHOVYCH
ULOHACH

Stejnolehlost je jednoznacné urdena, je-li udan jeji stfed
a koeficient. MiZeme ji vak pouzit i tehdy, kdyZ nejsou
znimy oba udaje. Uvedeme ukdzky feSeni polohovych
konstruktivnich tloh, pf nichZ pouZijeme stejnolehlostd
v ptipadé, kdy .
a) zname stfed stejnolehlosti i jeji koeficient,
b) znime stfed stejnolehlosti, ale nezndme jeji koeficient,
c) neznime stied stejnolehlosti, ale zname jeji koeficient,
d) neznime stfed stejnolehlosti ani jeji koeficient.

25. Do prvni skupiny tloh patfi témé&f vSechny tlohy
fefené pomoci stfedové soumérnosti (stejnolehlosti s koe-
ficientem » = —1) ve tfetim svazku této kniZznice. Uvedme
proto nejdfive dlohy, které jsou prihlednym zobecnénim
dloh FeSenych stfedovou soumérnosti. Mezi nejjednodussi
patHi tlohy o pfickdch, které fesite i ve Skole.

Pt¥iklad 3. Je ddna krusnice k = (S, r) a bod A, ktery
lezi vné k. Sestrojte selnu XY krugnice k tak, aby prochd-
zela bodem A, protinala k v bodech X, Y a aby platilo
AX =3.A4Y.

Rozbor. Neznamymi body jsou zfejmé body X, Y. Je-li
pfimka XY feSenim tlohy (obr. 35), je bod Y obrazem
bodu X ve stejnolehlosti H se stfedem A a koeficientem
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® = % ProtoZe bod X leZi na &, leZi bod Y na obrazu &’

kruZnice % ve stejnolehlosti H. Dochédzime k zivéru: bod
Y le%i na kruZnici £ = (S, ) a na kruZnici &, kterd je
obrazem k ve stejnolehlosti H. Bod X je obrazem bodu Y
ve stejnolehlosti H-1,

Obr. 35

Konstrukce. K,: Sestrojime k' jako obraz k ve stejno-
lehlosti H.
K, : Sestrojime Y jako spoleiny bod krufnic
kR

K;: Sestro;zme X jako obraz Y ve stejno-
lehlosti H-1, .
K,: Sestrojime prz’mku XY. ?
Dikaz konstrukce. Z konstrukce K, vyplyva, Ze je AX =
= 3.AY a Ze body A4, X, Y leZi na jedné pfimce. Stejno-
lehlost H-! (k' — k) pfifazuje bodu Y kruZmice &’ bod X
kruZnice 2. Bod Y leZi na k podle konstrukce K, je tedy
XY tétivou kruZnice 2.
Diskuse. Pocet bodti Y zavisi na vzdjemné poloze kruZnic
k, k'. Jsou proto bud dv¢, jedno nebo 2idné feSeni.
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O né&co obtiznéjsi jsou ulohy o pfickich, ve kterych je
tfeba koeficient ste;nolehlosn ne)prve spoditat. Pouil)eme-h
vztahi pro délici poméry tfi bodd (odst. 5), stanovime
snadno koeficient stejnolehlosti.

G M
X,

X,
A ); 5 Obr. 36

Pi#iklad 4. Je ddn rrojihelnik ABC a bod M leftct vné
trojihelnika. Sestrojte primku prochdzejici bodem M tak,
aby protala obvod trojishelnika v bodech X, Y a aby platilo
MX =5 XY.

Rozbor. Ma-li pfimka XY poZadované vlastnosti, leZi
bud X mezi M, Y nebo Y mezi M, X (obr. 36). V prvnim
pfipadé je (MY, X;) =5a koeﬁment », stejnolehlost H,

(X, —>Y,) je v, = (Y, X M) =—. Ve druhém pfipadé

je (MY, X,) = —5ax,= (Y,XZM) = —5. Stejnou Gva-

hou jako v pfiklad¢ 3 dospé&jeme k zavéru, Ze bod Y lezi
na obvodu trojihelnika ABC a na obvodu trojuhelnika
AlBlc nebo A,B,C,, které jsou obrazy obvodu trojtihelni-

ka ABC v H, (M, ) *) a H, (M,

*) Stejnolehlost se stfedem S a koeficientem x budeme znalit symbo-
lem H (S, x).
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Konstrukce. K,: Sestrojime obraz trojihelntka ABC v

H, (M, -4) a H, (M, _g, .

K,: Sestrojime bod Y jako spolelny bod
obvodu trojiihelntka ABC s jeho obrazy
v H, nebo H,.
K;: Sestrojime primku M Y- a jeji druhy pri-
seCik X s obvodem trojuheinika ABC.
Drikaz konstrukce se provede obdobné jako v predeslém
piikladé.
Diskuse. Uloha ma nejvyse &tyfi feSeni, miZe jich miti méng,
zilezi na poloze trojuhelnika ABC a trojuhelnika A4,B,C,,
A,B,C,. Poclet feSeni se zmensi, lezi-li M na prodlouZeni
nékteré strany trojuhelnika ABC.

Pro¢ jsme pouZili pfi feseni pfikladu 4 dvou stejnolehlos-
ti, zatimco v pfikladé 3 jen jediné ? PoZadovanym vztahem
AX =3.AY je v ptikladé 3 stanoveno, Ze bod X ‘je
vzdalengjsi od 4 neZ bod Y. V pﬁklade 4 viak neni din
vztah mezi MX, MY, nemiZeme proto Fici, ktera z téchto
useCek je mens$i. Musime proto pocitat s moZnosti, Ze je
MX <MY i MY < MX. Pamatujte na to pfi feSeni
tloh ve cvicenich.

94. Je dina kruZnice % a jejf body A, B, C. Sestrojte tétivu AX kruz-
nice k tak, aby z ni jeji praseéik Y s tétivou BC oddélil érvrtinu.

95. Je dan trojuhelnik a jeho vnitini bod P. Sestrojte pfitku troj-
uhelnika prochizejici bodem P tak, Ze ji bod P déli v pomé 1:2.
Vyznatte v trojuhelniku mnoZinu bodu P, pro které ma tloha fedeni.
96. Dvé kruZnice k,, k, se protinaji v bod¢ A. Vedte jim pfimki, na
které vytind kruZnice k, dvakrat del$i tétivu neZ kruZnice k,.

26. Uvedme nyni tlohu typu c), ve které stfed stejnolehlosti
neni dan, ale Ize jej snadno sestrojit a pfevést tak dlohu na

typ a).
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P#¥iklad 5. Fsou ddny body A, B, C a rizné revnobésky
a, b, které prochdzejf A, B. Sestrojte pFimku prochdzejici
bodem C tak, aby protala pFimku a v bodé X, pFimku b v bodé
Y a aby platilo AX = 2.BY.

Rozbor. Neunidhleme se, volba bodu C za stfed stejno-
lehlosti by nebyla §tastmd! Uvédomme si, Ze usecky AX, BY
jsou stejnolehlé a Ze tedy existuje stejnolehlost, ktera
zobrazi tse¢ku BY na usecku AX, H (B— A, Y - X).
Jeji stfed S je priseikem pfimek AB, XY (obr. 37).

Pro koeficient této stejnolehlosti plati: || = % = 2,je

tedy |x| = |(ABS)| = 2. Stied S stejnolehlosti H (B —
— A, Y - X) leina AB a plati pro n¢j vztah |[(4ABS)| =
= 2. Pfimka XY prochézi bodem C a bodem S.
Konstrukce. K,: Sestrojime bod S, pro ktery plati
|(ABS)| = 2.
K,: Sestrojime pitmku SC, kterd prowme
pFimkuav bodé X a pFimku b v bodé Y.

+

52



Dakaz konstrukce. Stejnolehlost H se stfedem S a |»| = 2
zobrazuje UseCku BY leZici na b na tsetku AX lefici na
allb. Je AX = |%|.BY = 2.BY a pfimka XY prochazi
bodem C.

Diskuse. Pii konstrukci K, sestrojime dva body S,
(ABS,) = 2, (ABS,) = — 2, Je-li § * C, existuje 1ed1na
pfimka SC, )e-h S = G, existuje nekonecné mnoho prunek
prochazejicich body S, C Body X, Y existuji, pokud neni
SC|| a. Uloha mi¥e mit nekonetng mnoho, dvé nebo jedno
feSeni.

97. Reste ulohu v piikladé 5, je-li misto bodu C din smér hledané
piimky XY.

98. Jsou dany riiznobé&zky a, b, bod A lezici na a, bod B leZici na b
a smér s riznobézny s a, b. Sestrojte pfimku sméru s, ktera protne
piimku ¢ v bodé X a pfimku b v bodé YV tak, ze je AX = 2.BY.
[Vedte bodem A4 pfimku a’ [/ b, sestrojte jeji prase¢ik X’ s XY a urdete
vztah usetek AX’, BY.]

!

27. Rozsdhlou skupinu tloh tvofi ulohy typu b). Uvedeme
ty ulohy tohoto typu, které pozaduji sestrojeni utvaru (lo-
mené Ciry nebo kruZnice), jehoZ vyznaéné body leZi na
dvou pifimkich. Stejnolehlosti pouZivime v pfipad¢, kdy
jsou pfimky ruznob&Zné.

Pii feSeni téchto wuloh pracujeme s mnoZinou viech
stejnolehlosti, které maji spolecny stfed. Neni to mg téZké-
ho, potfebujeme jen nisledujici véty:

Fe-li din bod S a bod A % S, je mnosinou obrazii bodu A
ve viech stejnolehlostech se stfedem S piimka AS bez bodi
A, S. Spravnost véty je ziejma. Z definice stejnolehlosti
vime, Ze obraz bodu A v libovolné stejnolehlosti se stfe-
dem S leZi na pfimce AS a je 4 3 S. Je-li obricené bod
A #* A, S libovolnym bodem pfimky A4S, existuje pravé
jedna stejnolehlost H (S, A — A’').

Je samozfejmé, ze mnosinou bodi roviny, které mohou byt
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zobrazeny do bodu A nékterou stejnolehlosti se stiedem S, je
opét primka AS bez bodii A, S.
Zatnéme snadnou tlohou o pétitihelniku.

Piiklad 6. Dvé nmesousedict strany pravidelného péti-
uhelnika byly prodlouzeny tak, as vznikl vrchol V ihlu, na
jehoZ ramenech lest strany pétivhelntka. Uvniti tohoto vihlu
je ddn bod M. Sestrojte pravidelny pétitihelnik, jehoé dvé
strany lei na ramenech uhlu a rferi prochdzi bodem M.

Resent. Hledany pétihelnik a narysovany pétithelnik
jsou stejnolehlé podle stfedu V. Existuje tedy stejnolehlost
se stfedem V, kterd zobrazuje narysovany pétitihelnik
v hledany. Podle véty vyslovené pfed textem ulohy leZi
kazdy bod M, ktery lze zobrazit do bodu M stejnolehlosti

se stiedem V, na pfimce VM. Soulasné leZzi M na né&které
strané daného pétithelnika.
Konstrukce. K,: Sestrojime bod M leZici na obvodu da-
ného pétiihelntka a na pFimce VM.
K,: Zobrazime dany pétinhelnik ve stejno-

lehlosti H (V, M — M).
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Diikaz konstrukce je trividlni.

Diskuse spo€ivd v urceni poctu boda M, protoze kon-
strukce K, je jednoznacna. Existuji zfejmé pravé dva body
M a tedy i pravé dva pétidhelniky poZadovanych vlast-
nosti.

ReSenti tlohy v pfikladé 6 bylo usnadnéno tim, %e titvar
stejmolehly s hledanym byl jiZ sestrojen. Zpravidla tomu
tak nebyva, nékdy je dokonce konstrukce takového ttvaru
»tvrdym ofiSkem®, nékdy neni jednoznacna.

Priklad 7. Je ddn rrojuheintk ABC. Sestrojte tsecku
XY tak, aby bvio AX = XY = YB a aby bod X lesel na
primce AC, bod Y na piimce BC.

Rozbor. Ptedstavme si, Ze je din thel BAC a pfimka
BC. Lomena ¢ara AXYB (obr. 39) je feSenim tlohy. Zo-
brazime-li ji ve stejnolehlosti se stfedem A, pfejde X — X7,
Y > Y, B— B’ abude platit AX' = X'Y' = Y'B,
Y'B' || CB.

Pfedpoklidejme, %e¢ mdame sestrojenu lomenou Ciru
AX'Y'B’, kterd ma vySe uvedené vlastnosti. Potom je
hiedan4 lomena Cira obrazem této Ciry ve stejnolehlosti

e
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H(A->A4, X' >X,Y —>Y, B —B). Bod Y je spo-
leénym bodem pfimky BC a AY".

Konstrukce. K,: Sestrojime lomenou ciru AX'Y'B’ s

vlastnostmi uvedenymi v rozboru ilohy*).
K,: Sestrojime bod Y jako spolecny bod
piimky AY' s pfimkou BC.
K,: Sestrojime lomenou ciru AXYB jako
obraz lomené d&iry AX'Y'B" o
H(A—-A4,Y —>Y).

Diikaz spravnosti konstrukce vyZaduje, abychom doka-
zali nejdfive spravnost konstrukce K, popsané v poznamce.
Provedte si tento dikaz, spravnost celé konstrukce je pak
zfejma z pfifazeni, které providi stejnolehlost H.

Diskuse. Konstrukce K, je jednoznacni, K, ma jediné
nebo zidné feSeni. Konstrukce K; miize mit aZ Ctyfi rizna
feSeni. Dana Gloha mad tedy nejvyse Ctyfi feSeni. Pfi kolika
z nich lezi body X, Y uvnitf stran AC, BC trojihelnika
ABC?

Obr. 40

A4 bz

*) Abychom netfi¥tili postup feSeni dané lohy, popi¥me kon-
strukci lomené &iry AX’'Y’B’ zde. Pfi volbé bodu X’ pfimky AC
lezi bod Y na & (X’, X’A’) a na rovnob&Zce vedené bodem D s AB.’
Bod D lezi na BC a plati BD = AX'. A
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Viimnéte si, Ze pfimha BC uddv4 jednak smér tsecky
YB hledané lomené &iry, jednak se uplatiiuje jako jedna
zikladni kfivka, ktera obsahuje bod Y. Uddme-li pro dsec-
ku YB samostatnou podminku sméru, miZe byt pfimka
BC nahrazena kterymkoliv Gtvarem (kruznici, obloukem
kruZnice, obvodem trojuhelnika atd.).

99. Je dana kruhov4d vyse¢ ABC (obr. 40). Sestrojte lomenou &iru
AXYZ tak, aby bod X lezel na pfimce AC, bod Y na oblouku BC, bod
Z na AB a aby pladlo AX = XY = YZ, YZ /| BC.

100. Jsou diny dvé kruZnice k,, k; 2 na kazdé z nich jeden bod. Se-
strojte dv& shodné kruznice, které se dotykaji navzijem a kaid4 z nich
je3té jedné dané kruznice v daném bodé.

28.* Uvedeme nyni tlohy, na zikladé kterych lze sestrojo-
vat pruseCiky pfimky s kuZelosetkou. Pfectéte si znovu
odst. 10 v kapitole I.

Pi#iklad 8. Je ddn tihel AVB a jeho wvnitinf bod M.
Sestrojte bod X primky AV, jehoZ vzddlenost od VB je
dvojndsobkem tsecky XM.

Rozbor. Oznadime-li pismenem Y patu kolmice z X na
VB (obr. 41), je hledany bod X vrcholem lomené Ciry
Y XM, pro kterou plad XY | VB, Y leii na VB, X leZi
na VA, XY : XM = 2 :1. Zobrazime-li hledanou Ilo-
menou iru v nékteré stejnolehlosti se stfedem V, H

Obr. 41 8 v
Y
y M
N/
N
v X X A



V-V, Y>Y, X—> X, M- M), dostaneme lome-
nou Caru Y'X'M’'; bod Y’ leZina VB, X' na VA, M’ na
VM. Jetaké X'Y’ | VBa X'V : X'M' =2:1.
Sestrojime-li lomenou ¢&iru Y'X’'M’ tak, aby méla
pravé uvedené vlastmosti, ziskime jejim zobrazenim ve
stejnolehlosti H-! (V — V, M’ — M) hledanou lomenou
¢aru YXM atim i bod X. Konstrukci lomené ¢ary Y' X' M’
muZeme provést tak, Ze zvolime libovoln& bod X’ na VA4,
sestrojime Y’ jako patu kolmice z X’ na VB a pfimku VM

pretneme kruznici 2 = (X ’ —21- X' Y’) v bod¢ M'. Dokon-
Cete sami feSeni této Ulohy; ziskate nejvysSe dvé feSeni,

101.* Je dé4no ohnisko F a fidic{ pfimka d paraboly a dal¥f pfimka p.
Sestrojte pomoci stejnolehlosti nebo posunut prasefiky piimky p
s parabolou.

102.* Jsou ddna ohniska elipsy a jeji hlavni vrcholy. Dale je dédna
pitmka p, kterd protina hlavri osu. Sestrojte priseéiky elipsy s pfimkou
P, vyuzijete-li fidicd pfimky elipsy (odst. 10 v kap. I).

29. Ctvrty zptisob konstruktivniho vyuZiti stejnolehlosti je
vhodny pfi nékterych ulohich o kruZnicich. V rozboru
takové ulohy zwolime za stied stefnolehlosti mezndmy bod.
Sestrojime jej pak na zikladé vlasmosti, které vyplyvaji
z toho, Ze je stfedem stejnolehlosti zobrazujici dany atvar
v hledany.

Piiklad 9. Fsou ddny dvé riznobésky a, b a krusnice
k, kterd se nedotykd Sddné z nich. Sestrojte krusnici, kterd
se dotykd primek a, b 1 krusnice k.

Rozbor. Hledanid kruZnice %2 a dand kruZnice % jsou
stejnolehlé podle bodu dotyku T (obr. 42). Tato stejno-
lehlost H (s neznimym koeficientem) zobrazi teny a, b
krufnice # v te¢ny &’ [/ a, b’ /| b kruZnice k. Ve stejno-
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lehlosti H (a — a’, b — b’) ptejde priiseCik P pfimek a, b
do bodu P’ (pruseciku pfimek a’, b'). AniZ znime 7,
muZzeme sestrojit pfimky a’, &' a jejich prusecik P’. Bod
T pak lezi na pfimce PP’ a na kruZnici k2. Hledana kruZnice
k je obrazem dané kruZnice ve stejnolehlosti H-* (T — T,
P —P).

Konstrukce: K,: Sestrojime tecny a', b’ krusnice k tak,
aby byloa’ [ a, b’ || b.
K,: Sestrojtme priseéik P’ p¥imek a’, b'.
K,: Sestrojime spoleény bod T krugnice k
a primky PP’.
K,: Sestrojime hjako obraz kv H-1(T > 71
P - P).

Ditkaz spravnosti konstrukce je snadny. Z konstrukcc
K, plyne, Ze kruZnice % se dotykd pfimek a’, b’. Stejno-
lehlosti H-! zobrazime a’ — a, " — b, £ — h. Dotyka se
proto kruZnice 4 pfimek a, b. ProtoZe stfed stejnolehlosti
leZi na k, je bodem dotyku kruZmice % a jejiho obrazu, tj.
kruZnice 4. Sestrojend kruZnice ma vSechny poZadované
vlastnosti.

Diskuse. Konstrukci K, ziskime dvé teCny a’ a dvé tecny
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b’ kruinice &, vesmé&s rizné od pfimek a, b. Konstrukci
K, ziskime ¢étyfi body P’ % P jako vrcholy rovnobéZnika
'opsaného kruZnici k. KaZd4 pfimka PP’ prome % ve dvou
bodech T;, T, nebo nemd s k spolecny bod. Vznikne tedy
nejvyse osm bodid T. Jaké jsou dalsi moZnosti pro pocet
bodua T? Na obr. 43 vidite polohu pfimek a, b a kruznice
k, pti které vznikne osm boda 7.

b

k

X~

103. Narysujte si osm kruZnic, které jsou feSenim ulohy na obr. 43,
104. Zvolte polohu pifimek a, b a kruZnice k tak, aby body P’ byly
vrcholy &tverce se stfedem P. Body T pak po dvou splyvaji, ale osm
stejnolehlostd zustdva, odliste si je navzdjem.

105. Jak probihd feSeni ulohy, dotyka-li se danid kruZnice k jedné
z piimek a, b nebo obou?



KAPITOLA V

PODOBNA
ZOBRAZENI]

V "posledni kapitole budeme definovat pojem ,,podobné
zobrazeni v roviné‘ a ukiZdme si nékolik zpisobli jeho
vyuZiti pti feSeni konstruktivnich wloh. Podrobnéjsi stu-
dium podobnych zobrazeni piesahuje jiZ podstatné stfedo-
Skolskou litku, nebudeme se jim proto zabyvat.

30. SloZeni zobrazeni. Uvedme si nejprve piiklad na
sloZeni osové soumérnosti a stejnolehlosti. Na obr. 44 je
zobrazen trojuhelnik ABC nejprve v osové soumémost O
s osou o na trojuhelnik 4,B,C,. Tento trojihelnik je pak
zobrazen ve stejnolehlost H se stfedem S a koeficientem
% = 2 na trojthelnik 4,,B,,C,,. Dvoji index piSeme misto
spravnéjsiho, ale sloZit¢jSiho zapisu (A4,), (B;): (Ci)a
ktery vyjadiuje, Ze ve druhém zobrazeni zobrazujeme body
1 By, Gy

]ak vidite, je podstatou sklidini dvou zobrazeni to, Ze
provedeme dvé zobrazeni ,,za sebou*. Na obr. 445'jsme
ziskali jako vysledek zobrazeni trojihelnika ABC na troj-
thelnik A4,,B,,C;,. Vyslovme nyni definici.

Jsou-li dina dvé zobrazeni Z,, Z, v roving tak, e Z,
(X —>X,)aZ,(X, > X,,), nazveme zobrazen{ Z( X — X, )
sloZentm zobrazeni Z,, Z, a zaplSeme je Z = Z, Z,.

Pofadi, v jakém zobrazeni Z;, Z, skldddme, je podstatné,
nemusi byt Z,Z, = Z,Z,. Pfesv&dCte se, Ze na obr. 44 je
OH =+ HO (postadi, zobrazite-li bod 4 nejprve ve stejno-
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Obr. 44 . A,

lehlosd na bod A, a tento bod pe{k v 0sové soumé&rnosti na
bod 4,,).

106. SloZte osovou soumémost a stejnolehlost v piipadé, kdy le3: stied
stejnolehlosti na ose soumérnosti. Jaky je pak vztah mezi OH a HO?
107. Slozte otoeni R o pravy ihel kolem stfedu S se stejnolehlosti
H (S, x = — 2). Je RH = HR?

31. Podobna zobrazeni. Na obr. 44 jsme zobrazili
trojuhelnik ABC ve zobrazeni Z, které bylo sloZenim
shodného zobrazeni (osové soumérnosti) a stejnolehlého
zobrazeni (stejnolehlosti). ProtoZze je A,,B,, = 2.A4B,
Bl2 012 = 2BC, CIZA12 = 2. CA, ie tIO].\:th].DJ'.k A,gBlgclz
podobny trojuhelniku ABC. Charakteristickou vlasmosti
zobrazeni Z je priavé to, Ze zobrazujs kazdou tsetku XY
na Uselku X'Y’' = k.XY, kde & je konstantou. Stejnou
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vlasmost ma kaZdé zobrazeni, které vznikne sloZenim
shodného a stejnolehlého zobrazeni v roviné.

Zobrazeni, které je sloZenim shodného a stejnolehlého zo-
brazeni v roviné’, nazyvdme podolmym zobrazenim v roviné.
Oznatujeme je zpravidla pismenem P, élslo k nazyvame
pomérem podobnosti.

P

Obr. 45

Snadno lze dokdzat, Je také podobné zobrazeni v rovin&
je prostym zobrazenim roviny na rovinu. Ka?dé shodné
i stejnolehlé zobrazeni v roving, vletné identity, je podob-
nym zobrazenim v roviné.*) Na obr. 45 je schematicky
zndzornén vztah mnoZiny P podobnych zobrazeni, mnoZiny
S stejnolehlych zobrazeni a mnoZiny K shodnych (kongru-
entnich) zobrazeni. VySr.fovany prfmik pfedstavuje ta stej-
no:ehl4 zo:razeni, kterd jsou soulisné shodnymi zobraze-
nimi (identitu, posunuti a stfedovou sovmérnost).

S podobnymi zobrazenimi, kterd nejsou shodnymi zo-
brazenimi ani stejnolehlostmi (s tzv. vlastnimi podobnostmi)
pracujeme obvykle tak, Ze je vyjadfime jako sloZeni stejno-
lehlosti a shodného zobrazeni v rovin& (v tomto pofadi).

*) Shodné zobrazeni v roviné je podobnym zobrazenim s pomérem
podobnosti £ = 1. Ze stejnolehlych zobrazeni je posunuti a identita
shodnym, tedy i podobnym zobrazenim. Stejnolehlost s koeficientem
% zobrazuje kazdou usetku XY na usetku X'Y’ = »|. XY, je proto
podobnym zobrazenim s koeficientem & = |x|.

»
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VyuZivime pfi tom véty obdobné vété o stejnolehlych
zobrazenich (odst. 20 tohoto svazku) a v&t& o shodnych
zobrazenich (str. 18 tfetiho svazku této kniZnice).

Jsou-li dany dva podobné trojithelntky ABC, A'B'C’,
existuje pravé jedno podobné zobrazeni v rovind, kieré zo-
brazuyje A~ A, B—-> B, C—C'.

Obr. 46

Této vété je tfeba rozumét tak, Ze kazdd dvé podobni
zobrazeni P, (A—» A, B—- B, C—C » Py (A4,
B—~PB,C—~>C(C) pnfazuu ka¥dému bodu X roviny tyi
bod X''= X ‘;y = X',. Pfitom vSak miZe byt podobné zo-
brazeni P1 sloZenim iiné stejnolehlosti a jiné shodnosti ne}
podobné zobrazeni P,. Na obr. 46 je zobrazen trojihelnik
ABC na trojthelnik 4’B’'C’ podobnym zobrazenim P,,

L3
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které je sloZenim stejnolehlosti HI(SI, ", = _AIT) a oto-

Ceni R, se stfedem O,. Soulasné je moZno zobrazit troj-
uhelnik ABC na trojuhelnik A’B’'C’ podobnym zobraze-

nim P,, které je sloZenim stejnolehlosti Hz(SZ, Hy =y =

_AFB
~ AB

Rozklad podobného zobrazeni na stejnolehlost a shodné
zobrazeni neni tedy jednoznalny. Stfed stejmolehlosti je
moZno volit libovolné, jeji koeficient » vSak musi vyhovo-
vat vztahu x| = k, kde % je koeficientem podobnosti troj-
thelnikit ABC, A’B’'C’ a soulasné koeficientem podobného
zobrazeni.

a otoCeni R, se stfedem O,.

108. Zobrazte si libovolny S3estithelnik ABCDEF a trojuhelnik
A'B’C’ podobny trojiithelniku ABC. Sestrojte obrazy bodu D, E F
v podobném zobrazeni P (4 - A, B - B’, C—+ C’).

Lze dokdzat, Ze kaZdd vlastni podobnost v roviné md prdvé
jeden samodruiny bod. Oznalime-li jej pismenem S, plarf
W P(S§—->8 =S8, A~ A4, B> B, C— (C’) vztahy
SA4" = k.SA, SB' = k.SB, SC’ = k. SC, (k je koeficient
podobnosti). Bod S ndleZi tedy Apolloniovym kruZnicim
iy (A5 Ay k)y py (B B, k) ap, (C'. C, k). Samodruiny
bod podobnostz nazyvame stredm podobnostz a sestrouueme
iej jako prusetik tfi Apolloniovych kruZnic.

109. Sestrojte stied podobnosti zobrazujici libovolny trojihelnik
ABC na podobny trojuhelnik 4’B’C’. Zvolte bod S za stfed stejno-
lehlosti zobrazujici trojuhelnik ABC na trojuhelnik shodny s trojuhel-
nikem A’B’C’. Jakou vlastnost mad pak shodné zobrazeni, kterym lze
pPfemistit sestrojeny trojahelnik na trojihelnik A’B’'C’?

110. Je din &tverec KLMN a bod A, ktery nelezi na jeho obvodu.
Ur&ete mnoziny vrcholt B, C, D téch ¢&tverci ABCD, jejichz stfed
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lezi na obvodu ¢&tverce KLMN. Pouzijte podobnych zobrazeni se
stfedem A, kterymi lze zobrazit stied &tverce ABCD do jeho vr-
chola B, C, D.

32. Podobné dtvary. Podobnosti trojuhelniki jsme jiZ
vyuZili mnohokrdt, i v minulém odstavci k vysloveni véty
o urlenosti podobdého zobrazeni v roviné. Pomoci po-
dobnych zobrazeni miiZeme definovat podobnost libo-
volnych dvou ttvari.

Utvar U, je podobny utvaru U,, existuje-li podobné zo-
brazeni v roviné, které zobrazwe U, na U,.

Vyslovend definice vystihuje pomoci terminu ,,podobné
zobrazeni“ to, co fikd Skolskd definice (dva dtvary jsou
podobné, lze-li je pfemisténim uvést do polohy stejnolehlé).
Svou formou je definice zcela obdobna definici shodnosti
nebo stejnolehlosti tvard.

Pfipoustime, Ze miiZze existovat nékolik podobnych
zobrazeni 1itvaru U, na utvar U,. Tak napf. palkruh o pri-
méru AB lze zobrazit na libovolny pillkruh o priméru KL
dvéma podobnymi zobrazenimi, P, (4 - K, B—~ L)
aP,(A— L, B— K). Narysujte si takové dva pulkruhy
a pfifadte jest€ C — M (body C, M jsou koncové body
poloméru kolmych k AB, KL). Sestrojte stfedy podob-
nosti Py, P,.

V definici podobnosti ttvard jsme nepoZadovali, aby
utvary U,, U, byly omezené.*) MuzZeme proto na zikladé
definice prohlasit, Ze kaZdé dvé pfimky jsou podobné nebo
ka?dé dva pasy jsou podobné.

Existuje vice mnoZin utvart téhoZ druhu, jejichZ prvky
jsou navzdjem podobné. Dokizali jsme jiZ, Ze kazdé dva
pulkruhy jsou podobné. Z tohoto dikazu je zfejmé, Ze

*) Utvar povaZujeme za omezeny, existuje-li kruh, ktery obsahuje
viechny body Utvaru.
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kaZdé dve& use¢ky AB, KL jsou podobné. Urcete vSechna
¢tyfi podobnd zobrazeni v roving, kterymi lze zobrazit
tsetku 4B na usecku KL.

111. DokaZte, Ze jsou podobné kazdé dva &tverce a obecné kazdé dva
pravidelné n-tihelniky (pfi témz n). [VyuZijte nékterych podobnost,
kterymi lze zobrazit stranu jednoho n-thelnika na stranu druhého
n-uhelnika.]

112.* Dokazte, Ze jsou podobné kazdé dvé kruZnice, kazdé dvé paraboly
a kazdé dvé rovnoosé hyperboly.

113.* Dokazte, Ze jsou podobné kazdé dvé Archimedovy spirily.

33. Konstrukce trojihelnika podobného danému troj-
thelniku,

Pfi dalSich konstrukcich vyuZijeme Casto toho, Ze sestro-
jime trojuhelnik podobny hledanému trojuhelniku dfive
nez hledany trojuhelnik. Je-li jeden trojuhelnik narysovin,
sestrojime velmi snadno trojuhelnik jemu podobny (sestro-
jime napf. trojuhelnik stejnolehly). Nam vSak jde pravé
o ten pfipad, kdy mame udany jen nékteré prvky jednoho
trojuhelnika a chceme sestrojit trojthelnik jemu podobny.

Priklad 10. Vime, %e trojihelnik ABC md tihel o = 30°,
téZnici t, = 4 a strany a, b v pomérua : b = 2 : 3. Sestrojte
trojihelnik A’ B'C’ podobny trojihelniku ABC.

Reseni, Existuje nekone¢né mnoho trojtihelnikt A’B'C’
podobnych trojihelniku ABC, budeme vsak spokbjeni,
sestrojime-li jediny z nich. Nékteré udaje o trojithelniku
ABC se vztahuji i1 na trojuhelnik 4’B’C’, a to thly a po-
méry stran. Trojihelnik A’B’C’ (obr. 47) ma uhel B'4A'C’
= q, pomér stran B'C’ : A'C’ = 2 : 3. Tyto udaje nestaci
ke konstrukci trojihelnika A'B’C’, musime si zvolit je§té
jeden délkovy prvek trojihelnika 4’B’C’ (stranu, vysku,
t¢Znici nebo osu thlu).
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Vip felenf spoliva v tom, Ze memusime volit délku
téZnice 'y, ale muZeme zvolit délku strany A’C’. Z daného
poméru zjistime délku strany B'C’ = 2 4A’C’, 0 thlu B'4’C’
vime, Ze je shodny s dhlem a.

Obr. 47 c

a4 B~ __ -8

Umistite-li dsetku A4'C’ = 3, sestrojite pomoci strany
B'C’=2 a thlu B'A'C’ = a velmi snadno trojthelnik
A’B’C’ podobny trojihelniku ABC. Jak je patrno z obrazku
47, sestrojime dva body B’; trojihelnik A’B’,C’ neni po-
dobny trojuhelniku A4'B’,C’. Musime proto konstatovat,
Ze existuji dvé mnoZiny trojihelnikii podobnych trojihel-
nikim ABC*)sa =30 ta=4,a:b=2:3. To oviem
znamend, %e z danych prvki lze sestrojit neshodné troj-
uhelniky ABC. Presvédéte se o tom.

Kdybychom zvolili pfi konstrukeci trojuhelnika 4'B'C’
stranu B’C’, byl by postup obdobny. Pfi volb& strany
A'B’ za dopliujici tdaj bychom pouzili ke konstrukci
trojihelnika A'B’C’ Apolloniovy kruZnice.

114. Sestrojte trojuhelnik 4’B’C’ podobny trojuhelniku ABC, znite-li
tyto 1idaje o trojihelniku ABC:

a) Byyv,a+r ‘ b) a,f,va+ b + v
c) a:¢c,b:a,0 d) ta:ite, tc:iv a+ b

*) Kazdé' dva trojuhelniky téZe mnoZiny jsou podobné, ale Zidny
trojihelnik jedné mnoZiny neni podobny trojihelniku druhé mnoZiny.
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34. Nepolohové iilohy na sestrojeni trojiihelnika
a ¢tyiuhelnika,

Maiame-li sestrojit trojuhelnik ABC, kdy# je ddno a, §,
Ta 4 Vb + v, povzdychneme si nad tfeti podminkou.
Kdyby 3lo o sestrojeni trojuhelnika s uhly a, f, védéli
bychom si rady hned. Zalnéme tady tim, Ze si misto hle-
daného trojahelnika ABC sestrojime trojuhelnik A'B'C’
s dhly a, B. Je zifejmé, Ze trojuhelnik ABC je podobny
trojuhelniku A'B’C’, existuje proto podobné zobrazeni
P(A—-A,B—>B,C—C').

V tloze nejsou vysloveny #idné podminky pro polohu
trojihelnika ABC (jde o ulohu nepolohovou), muZeme jej
helnik ABC v poloze stejnolehlé s trojihelnikem 4’'B’'C'.
Vytesime nyni dlohu podrobnéji.

Rozbor. Ma-li trojuhelnik 4ABC (obr. 48) poZadované
vlastnosti, miZeme sestrojit GseCku AU = v, + vp + 2
na polopfimce 4A4,)*. Obraz trojihelnika 4BC v libovolné
stejnolehlosti se stfedem A4 oznaéme jako trojihelnik
ABC', HHA—~A = A, B—~B, C—>C, U->U’).
Trojthelnik 4'B’C’ ma thel &« BA'C' =a, <X A'B'C’' =
= f, tsetka AU = v’y 4 v'p + v’ (souctu vysek troj-
thelnika A’B’C’). Sestrojime-li trojihelnik 4'B‘C’ a body
U* U, miiZeme zobrazit trojihelnik 4’B’C’ na trojiihelnik
ABC stejnolehlosti H- (A - A, U’ — U).

Konstrukce. K,: Sestrojime trojithelnik A'B'C’ s uhlwa, .

K,: Na poloptimce A'A’\, sestrojime soucet
vysek v's + Vs + V. =4'U.

K,: Na polopfimku A'U’ pFeneseme tsecku
AU = v, 4 v + v..

K,: Sestrojime trojuhelnik ABC jako obraz
trojithelnika A'B'C’ wve stejnolehlosti
H-1A" - 4, U - U).

*) Bod A, je patou vyiky v’p vtrojuhelniku 4BC,bod 4’4, je patou
vysky v’ v trojuhelniku A’B’C".



Dikaz konstrukce. Z konstrukce K, plyne, 2e A ABC ~
A A'B'C’, je proto < BAC = a, <¢ CBA = . Zfejmé
jeive + v + v = AU.

Diskuse. Viechny kroky konmstrukce jsou jednoznacné,
pokud je a 4+ B < 180°. Uloha ma pak pravé jedno feSeni.

Obr. 48 Obr. 49

115. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno:
a) a,f,ctr S ay,r+ 2z
b) fy,a+b+tec d) v,a—B,0a+ 2.

Pt¥iklad 11. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno a, vy
apoméra:b=3:2,

Rozbor. Mi-li trojthelnik ABC poZadované vlastnost,
je jeho obrazem v kaZdé stejnolehlosti se stfedem B troj-
thelnik A'B’C’, ktery mé thel B'A’C’ = a a pomér stran
B'C' : AC’ =3 :2 (obr. 49). Pata B, vysky v, = BB, se
zobrazi v patu B’, vysky v’y trojihelnika 4°B'C’.

Konstrukce trojuhelnika A'B’C’ je popsina v pfikladé 10
pfi obriceném poméru stran. . ,
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Konstrukce. K,: Sestrojte trojuihelnik A'B'C’ s vlast-

nostmi popsanymi v rozboru.

K,: Sestro_;zme patu B’y vysky 9"y a na polo-
pFimce B'B’| sestrojime bod B1 tak, aby
B’ Bl = Ob.

K,: Sestrojime trojiihelnik ABC jako obraz
trojuhelntka A'B'C’ wve stejnolehlosti
H(B—~B =B,B,—>B,).

Zbyvajici faze feSeni provedte sami, diskusi konstrukce
K, muZete provést podle diskuse pfikladu 10.

Pfi feSeni 1loh tohoto typu je duleZité vyuzit pfi roz-
boru ftsecky, ktera charakterizuje hledany trojihelnik
(va + v + vc v prvni dloze, vy v pfikladé 11). Uvedeme
jesté jednu tlohu na sestrojeni ctyhihelnika.

Piiklad 12. Sestrojte éryfihelnik ABCD, je-li ddna
délka jeho obvodu, pomér délek uhlopFicek AC = 2. BD, tthel
€ sevfeny uhloprickami a vnitind uhly a, 8.

Rozbor. Ma-li ¢tyttahelnik ABCD (obr. 50) poZadované
vlastnosti, sestrojme si na polopfimce 4B tsecku AP =
= AB + BC + CD + DA. Obrazem ¢tyfuhelnika ABCD
v libovolné stejnolehlosti se stiedem A je Ctyhihelnik
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A'B'C’'D’ podobny Ctyfuhelniku ABCD. V této stejno-
lehlosti pfejde bod P do bodu FP’, pro ktery plati A'P’' =
=A'B + B'C'+ C'D + D'4'.

Jeden étyfuhelnik A’ B’ C’ D' podobny Etyfuhelniku ABCD
snadno sestrojime, zvolime-li usecku B’D’. Je pak 4'C’ =
= 2.B’'D’ a pti znalosti 1thlu £ miZeme sestrojit vyznacny
rovnobéinik D'B'B’D’ ¢tyithelnika A'B'C’D' (obr. 50).
Provedte konstrukci ¢tyfihelnika 4’B’C’D’ podle postupu
popsaného v odst. 24.

Konstrukce. K,: Sestrojime jeden Ccryrfihelnik A'B'C’'D’

podobny étyfuhelniku ABCD.

K,: Na poloprimce A’'B’ sestrojtme bod P’
tak, Ze je A'P'= A'B'+ B'C’+
+ C'D'+ D'A'.

K,: Na poloptimce A'P’ sestrojime bod P,
AP = AB + BC + CD + DA.

K,: CryFihelnik ABCD sestrojime jako obraz
CryFuhelnika AB'C’'D'vH(A' — A’ =
=A4,P — P).

Drikaz konstrukce a diskusi provedte sami,

116. Sestrojte trojuhelnik, je-li dino:

a) a:bybic ta+tp+ I b) fya:c,3r+ b

117. Sestrojte kosoftverec, je-li din pomér jeho dhlopfitek a soucet
strany a jedné ihlopficky.

35. ReSeni polohovych tloh pomoci podobnosti.
Princip feSeni téchto Gloh zistavd stejny jako v minulém
odstavci. Sestrojujeme kdekoliv v rovin¢ dtvar podobny
hledanému. Navic vSak musime zobrazit pomocny utvar
na hledany atvar tak, aby mé&l poZadovanou polohu, ne-
vysta¢ime proto vSude se stejnolehlosti, ale musime uZit
i pfemisténi.
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Priklad 13. Fe ddn pilkruh nad primérem PQ a vypukly
CryFuhelnik KLMN. Sestrojte Ctyruhelnik ABCD podobny
Srytihelniku KLMN tak, aby jeho vrcholy A, B lefely na
priméru a vrcholy C, D na kruZnici ohranicujict pilkruh.

/
/
N
D «x M
c @
Pk ‘
P A 5 Q

Obr. 51

Rozbor, Je-li ¢tyfuhelnik ABCD (obr. 51) feSenim ulohy,
je podobny ¢&tyfahelniku KLMN, existuje tedy podobné
zobrazeni P (A —- K, B— L, C - M, D — N). Zobrazi-
me-li v této podobnosti i body P, Q v body P, O, ziskime
pilkruh o priméru P’'Q’ opsany Ctyithelniku KLMN,
i}fed tohoto pulkruhu leZi na pfimce KL a na ose tsecky

N.

Konstrukce. K,: Sestrojime bod S jako spolecnyy bod

primky KL a osy vsecky MN.

K,: Sestrojime pilkruh k = (S, SM) ome-
zeny primérem P'Q’ leZicim na p¥imce
KL.

K,: Sestrojime Ctyfuhelnik ABCD  jako
obraz étyfuhelinfka KLMN v podob-
nosti, kterd zobrazi pilkruh o priméru
P'Q’ na pulkruh o priméru PQ.
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Spravnost konstrukce je zcela zfejmd. Uloha ma dvé
feSeni soumérna podle osy usecky PQO.

P¥iklad 14. Fsou ddny ti#5 piimky a, b, ¢ prochdzejici
bodem P a bod M # P. Sestrojte primku, kterd prochdz{ bo-
dem M a protind pFimky a, b, ¢ v bodech A, B, C tak, s¢ je
B mezi A, Ca AB = 2.BC.

Rozbor. Ma-li pfimka p poZadované vlastnosti, vznikd
trojuhelnik ACP. Kazdy trojuhelnik 4'C’P’ podobny troj-
thelniku ACP mi uhel << A'P'C' = < APC, < A'P'B'=
= < APB, B’ le%i mezi A', C’ tak, Ze je A’'B' = 2.B'C’.
Sestrojime-li kdekoliv v roviné trojihelnik A'C’P’, ktery
mi uvedené vlastmosti, lze jej pfemistit tak, Ze se stane
stejnolehlym s hledanym trojihelnikem (obr. 52).

PHi sestrojovdni trojihelnika A'C’P’ umistime usecku
A'C’ = 3 avyznatime bod B’ isecky tak, aby bylo A’'B’ =
= 2. Bod P’ nile?i mnoZinim bodu u (4, C’, <X APC),
ps (4, B', < APB).

Konstrukce. K,: Sestrojtme trojuhelnik A'C'P' s vlast-

nostmi uvedenymi v rozboru,

Obr. 52



K,: Premistime trojtihelm’k A'C'P’ tak, aby
P'— Pabody A'y, C'y lefely na przm-
kdch a, ¢
K,: Bodem M vedeme pFimku p [ A',C'y5
jeji priseciky s pitmkami a b, ¢ jsou
hledané body A, B, C.
Diikaz konstrukce a diskusi proved’te sami. Uloha mi
jedno nebo Zidné FeSeni.

118. Jsou diny pfimky a, b, ¢ prochdzejici bodem P a dal3f pfimka g,
ktera bodem P neprochazi. Sestrojte pifimku p, kterd protini dané
pfimky v bodech A4, B, C, O tak, Ze bod B lez mezi A, Q, bod C
mezi B, Q a AB=2.BC = 3.CQ.

119. V kruZnici k£ = (S, r) jsou zobrazeny dva poloméry SA4, SB.
Sestrojte tétivu XY kruZnice %, ktera je délena priseliky s poloméry
SA, SB na tii shodné &asti. )

120.* Je d4n thel a s vrcholem V a dva body A4, B. Sestrojte kruZnici
prochézejici body A, B tak, aby protala ramena uhlu a v bodech
X, Y, jejichz spojnice XY prochdz{ bodem B.

36. Konstrukce pomoci stfedu podobnosti. Je-li
podobnost sloZenim stejnolehlosti a otoleni, kterd maji
spole¢ny stfed, je tento bod samodruzny v podobném
zobrazeni a nazyvé se stfed podobnosti. Témét kazdou
1’xlohu, kterou lze feSit pomoci stiedu stejnolehlosti nebo
otoCenim, muZeme zobecnit na dlohu, pfi jejimZ FeSeni se
uplami stfed podobnosti. ¥

Ptiklad 15. Fsou ddiny dvé krusnice k,, ky, které se pro-
tinaji v-bodé A. Sestrojte obdélntk ABCD, jeho# vrchol B
leZi na ky, vrchol D na ky a pro jeho¥ strany plati AB =
= 2.AD.*)

*) Tato uloha je zobecn&nim ‘cvi€eni 31 ze tfetiho svazku kniZnice,
ve kterém se poZaduje sestrojeni &tverce ABCD se stejnymi polohovymi
vlastnostmi.
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Rozbor. Ma-li obdélnik ABCD Zadané vlastnosti, je bod
A stfedem podobnosti, ktera zobrazuje D — B. Toto po-
dobné zobrazeni ziskime sloZenim stejnolehlosti H se
sttedem A a koeficientem » = 2, kterd zobrazi 4 - A4,
D — D, a otoleni R kolem stfedu 4 o pravy uhel, kterym
piejde bod D do bodu B. Zobrazime-li soucasné s bodem
D i kruZnici k,, ziskime kruZnici %',, ktera prochdzi bodem
B. Bod B lezi tedy na &, a na &', (obrazu kruZnice k, v po-
dobnosti P = HR).

Konstrukce. K,: Sestrojime obraz k', krusnice k, v po-

dobnosti P = HR.
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K,: Sestrojime bod B %= A jako spoleény bod
krusnic ky, k',.

K,: Sestrojime bod D, ktery je obrazem bodu
BovP-t,

K,: Sestro;zme obdéintk ABCD.

Ditkaz. Spravnost konstrukce je zfejmd, bod B lezi
ky, bod D lezi na obrazu kruZnice &', v P-1, tj. na kruzmc1
ky. Je pfitom AB | AD, AB = 2.4D.

Diskuse. Pt konstrukci K; miiZeme zvolit otofeni o pravy
thel v kladném nebo zidporném smyslu, existuji proto dvé
podobnosti P a dvé kruZnice k', (obr. 53). Je-li k'y = k;, md
tloha nekone¢né mnoho feSeni, v ostatnich pipadech jsou
pravé dvé feSeni nebo Zidné.

121. Je déna kruZnice %, pfimka p a bod A, ktery lezi na k. Sestrojte
rovnobéznik ABCD s thlem a = 60°, jehoZ vrchol B leZ na %, vrchol D
na p tak, e je AB = 2.CD.

122. Na kruznici % je dén bod 4. Sestrojte trojuhelnik ABC vepsany
do kruznice , je-li d4n jeho tthel @ = 30°a pomér AC : AB = |3 : }2.
123. Jsou dany dvé piimky p, g, bod 4 a trojuhelnik KLM. Sestrojte
trojuhelnik ABC podobny troluhelniku KLM tak, aby bod B lezel

na p a bod C na ¢. (Tato ulcha je zobecnénim tlohy 24 ze tfetiho
svazku kniZnice).

*

Seznimili jsme se s né€kolika zpusoby konstruktvniho
vyuZiti podobnych zobrazeni. PouZivali jsme jen definice
podobneho zobrazeni a podobnosti witvartl. Je samoziejmé,
Ze hlubsi studium podobnych zobrazeni v rovin& dava v&tsi
moZnosti komstruktivniho vyuZiti,
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