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PREDMLUVA

Mili étenafi, tento svazek nasi sbirky je pon&kud jiného
rizu, neZ byly svazky pfedchozi. Vznikl ze snahy poskyt-
nout vam pfileZitost procviCit a prohloubit si poznatky
ze Skolské matematiky na trochu zajimavé&j$im materidlu,
neZ jsou béZné ulohy. V kniZce se setkate s nékolika novymi
pojmy a dozvite se v ni snad néco nového, co ze Skoly ne-
znate. Vyklad, a zejména feSeni tloh, se opird o jedendct
zakladnich vét s péti variantami (obménami), které jsou
vesmés oznaceny fimskymi Cislicemi. Nic nevadi, Ze né&-
které tyto véty nejsou dokiziny; jejich obsahu miiZete
porozumét i bez dikazi a plné je pochopite, kdyZ prostu-
dujete vzorové pfiklady a rozfesite si dalSi Glohy. VSimnéte
si dobfe, jak pfi feSeni tloh volime nejriznéj$i prostfedky
(poznatky z planimetrie, stereometrie, algebry, trigono-
metrie, analytické geometrie); uméni vybrat si ze zisoby
svych védomosti to, co se hodi k FeSeni daného problému,
je nejvyznacnéjsi rys matematického vzdélani. Pfi studiu
sledujte také roli geometrického ndzoru; vede nis sice pfi
feSeni dloh a pfi dokazovani, je zdrojem napadi, ale mu-
sime jej stdle kontrolovat isudkem (dedukci).

A nyni n&kolik slov k vlastnimu tématu kniZky. Teorie
konvexnich ttvard patfi k novéjsim partiim matematiky*)
a je dnes uz velmi podrobné propracovina v samostatny
a uceleny obor. Ackoli je to Cdst geometrie, md Cetnd

*) Vétiina vysledki pochdzi z druhé &tvrtiny XX. stoletd,



pouZiti i v jinych oborech matematiky, napf. v algebfe,
matematické analyze, Ciselné teorii, ale i mimo matematiku,
napf. v krystalografii. Z vynikajicich sovétskych matema-
tiki pracovali v teorii konvexnich dtvart zejméma L.
Snirelman, L. A. Ljusternik a znimy leningradsky
védec A. D. Alexandrov. Péknou kniZku o konvexnich
utvarech ve formé feSenych tloh napsali sovétsti autofi
I. M. Jaglom a V. G. Boltjanskij. Materidlu z této
knihy se uZivalo pfi prici proseminafi a zajmovych stu-
dentskych krouzkt na moskevské université i pfi soutéZich
a olympiadach v Moskvé a Leningradé; pouZil jsem ho
i j4 pfi sestaveni této broZury, kterd je oviem mnohem
chudsi a méné niroénd neZ kniha Jaglomova a Bolt-
janského. MuZe vSak piece aspoli vzbudit va$ zajem
o tento novy usek geometrie a podnitit vas ke studiu dalsi
literatury, nap¥. Jaglomovy knihy. Na konci broZury
najdete také dodatek, v ném? jsou vysvétleny nékteré méné
znamé geometrické poznatky, které pfi ¢teni této broZurky
potfebujete. Narazite-li vSak pfece pfi jejim studovani na
pfekazky, nedejte se jimi odradit a poradte se se svym
utitelem matematiky. Rovné? Ustfedni vybor MO (Zitni
25, Praha 1) rad zodpovi vase dotazy. Nékteré ze zadanych
tloh jsou obtiZnéjsi; tyto tlohy jsou oznaCeny hvézdickou
(*). Muzete je pii prvnim Cteni broZury vynechat; vratte
se k nim vsak po pfeCteni celého textu, aZ ziskite trochu
zb&hlosti v ivahdch o konvexnich utvarech.

Zavérem vam pieji hodné vytrvalosti a pozornosti pii
¢teni textu a mnoho Uspéchu pfi fedeni loh.

Autor



Kapitola 1.

ZKOUMANI KONVEXITY
UTVARU

Pfedstavte si jezero s pfikrymi bfehy, jehoZ hladina mi
takovy tvar, ¢ muZeme doplavat z kteréhokoli mista na
jezefe po pfimé trati na kterékoli jiné misto.

Pfedstavte si tovarni halu nepravidelného pudorysu,
kterd ma tu vlastnost, Ze muZeme kterdkoli dvé mista v nf
spojit napjatym dratem.

Tyto dvé pfedstavy ndm budou vychodiskem pro defi-
nici konvexniho Gtvaru. Rovna hladina jezera pfedstavuje
ttvar v roving, tj. mnoZinu bodi roviny; tovirni hala
predstavuje dtvar v prostoru, tj. mnoZzinu bodd v prostoru.
Piima trat spojujici dv€ mista nebo napjaty drat pfedstavuje
useCku. Charakteristicka vlastnost hladiny jezera i tovarni
haly je zfejmé vyjidiena touto matematickou definici:

Geometricky utvar U (leZici na pfimce, v roviné nebo
v prostoru) nazyvame konvexnim, jestlize tiseCka spojujici
kterékoli jeho dva body nalezi dtvaru U.

Pfitom slovem ,utvar” rozumime jakoukoli mmnoZinu
bodii; vyrok ,,iseCka nileZi Gtvaru U znamena, Ze viecky
body této useCky nileZeji Gtvaru U,

Ptedchozi definici jest¢ doplnime: mezi konvexni utvary
budeme poditat i utvar skladajici se z jediného bodu;
brzy uvidite, pro¢ jsme vyslovili tento dopln&k definice.

Konvexni utvary tvofi dileZitou skupinu geometrickych
utvard, které maji pomérné jednoduché vlastmosti. VétSina
obrazci, téles, s nimiZ se ve §kole i v praxi setkavite, jsou
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konvexni utvary. Konvexni Gtvar miZe byt Casti pfimky
(napf. usecka), roviny (Ctverec) mebo prostoru (krychle).
V této kni¥ce budeme zkoumat hlavné konvexni tutvary
v roviné; prileZitosm¢ si vSak vSimneme i konvexnich
tvarti na pfimce a vjprostoru.

Obr. 1

P Q

FU vétsiny jednoduchych ttvartt poznime z nizoru, zda
)sou konvexni ¢i nikoli. Tak na obr. 1 vidime pét rovinnych
utvari: je to kruh (s obvodem), pds roviny (i s hranicnimi

pfimkami), tzv. nevypukly uhel (i s rameny), jisty ¢tyfahel-
nik ABCD a konetné ¢tverec PORS (s obvodem), z néhoZ
byl vynechdn bod M. Nézor nim napovida, Ze prvni dva
utvary jsou konvexni, zbyvajici tfi nekonvexni; na obrazcich
vidime v téchto pfipadech vidy tseCku XY, jejiz krajni
body X, Y nileZeji danému utvaru, ale néktery bod usecky
XY tomuto vitvaru nenaleZi.

Viimnéte si jeSt€, Ze prvni, Ctvrty a pity ttvar jsou
omezené, tj. daji se umistit do vhodné zvoleného kruhu;
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naproti tomu druhy a tfeti tvtvar tuto vlastnost nemaji,
proto se nazyvaji neomezené. Je tedy vidét, Ze konvexmi
1 nekonvexni itvar miZe byt jak omezeny, tak neomezeny.

K odivodnéni toho, co jsme si pravé ukdzali, se jeSté
vritime.

Nejjednodussi konvexni wtvary jsou prostor, rovina
a pfimka. Piijmeme za sprivné (bez dikazu), Ze také
poloprostor i vmitfek poloprostoru (tj. poloprostor bez hra-
nicni roviny) jsou konvexnf utvary.

A nyni uvedeme jednu vétu, kterd umoZiuje tvofit ze
znamych konvexnich vitvara dalsi; tato véta zni:

L. Maji-li dva konvexni drvary spolecny aspori jeden bod,
pak je jejich prinik také konvexnt ttvar.

Co znamena v matematice slovo ,,pranik™? Viecky spo-
le¢né prvky dvou mnoZin tvofi novou mnoZinu, zvanou
prunik. V naSem pfipad€ jde o mnoZinu bodi spoleénych
dvéma konvexnim titvarim U, , U,; jejich prinik budeme
zapisovat U, N U,

P#iklad 1. a) Mame dokdzat vétu Ib). Pomoci véty I mi-
me oduvodnit, Ze polorovina, vnitfek poloroviny, polo-
pfimka, vnitfek polopfimky, duty uhel (i s rameny), troj-
thelnik (s obvodem) jsou konvexni 1tvary.

Refeni. a) Obsahuje-li mnozina U, N U, jediny bod, je
konvexni podle dopliku definice konvexniho utvaru.
Obsahuje-li mnoZina U, N U, aspori dva razné body X,
Y, pak libovolny bod Z usecky XY nileZi jednak do U,
(nebot U, je konvexni), jednak do U, (nebot U, je konvex-
ni). Proto néleZi Z i do utvaru U, N U,, 4. celd usecka XY
naleZi do U; N U, a tento prinik je tedy konvexni utvar,

b) Polorovina je prinik poloprostoru a roviny, tj. dvou
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konvexnich dtvard. Vnitfek poloprostoru je zfejmé& kon-
vexni utvar. Vnitfek poloroviny je primik vnitfku polo-
prostoru a roviny.

Polopfimka (vnitfek polophmky) je pranik poloprostoru
(vnitfku poloprostoru) a pfimk

)

Obr. 2

Duty thel <ABC je prunik polorovin ABC a BCA.
Trojthelnik ABC je prunik dutého thlu xA4BC a po-
loroviny ACB.

P#iklad 2. M4me dokdzat, Ze kruh i vnitfek kruhu jsou
konvexni dtvary.

Reseni. Dokazme nejprve, %e kruh (i s obvodem) je
konvexni tutvar. Je din kruh o stfedu S a poloméru r.
Zvolime dva rizné body X, Y tohoto kruhu; kazdy z nich
miize nileZet bud obvodu kruhu nebo jeho vnitfku. Mo-
hou nastat v podstat€ tfi pfipady, které jsou nalrtnuty na
obr. 2abc (tyto pfipady se tykaji vzajemné polohy bodil
S, X, Y — popiste je!). V kazdém z té€chto tfi ptipadu
mime dokdzat, Ze libovolny bod Z tsecky XY ndlezi
kruhu, tj., Ze plati SZ = r. Diikaz v situacich z obr. 2ab
ponechdvime ¢tenaiim. Vznikne-li viak trojihelnik SXY
jako na obr. 2c, pak uZijeme této planimetrické véty:
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Kazdd pticka SZ v rrojuhelntkuy SXY, kde Z je bod mezi
X, Y, je mensi nez del§i ze stran SX, SY. Z této véty vyply-
va nerovnost SZ < r a tim je konvexita kruhu dokizana.

Oduavodnéte obdobné sami, Ze vnitfek kruhu je konvexni
Gtvar!

Konvexitu kruhu viak muiZeme dokézat i jinak pouZitim
véty 1. '

Pfiklad 3. Je din kruh K se stfedem S; pfimka ¢ je
jeho libovolna tecna. Mdme zjistit, ktery tvar je vyplnén
viemi spolenymi body nekonecn¢ mmnoha polorovin tS.

Resent. Nézor ndm napovida, %e hledany ttvar U je dany
kruh K. Abychom dokaizali toto tvrzehi, musime odivodnit
dvé véci:

a) Ze kaZdy bod kruhu K nileZi utvaru U, neboli Ze
kruh K je ¢4sti (tvaru U — zdpis KC U;

b) Ze kaZdy bod ttvaru U nilezi kruhu K, neboli Ze
ttvar U je ¢asti mnoziny K — zapis U C K.

Vztah KC U je zfejmy, nebot kruh K leZi v kaZzdé
poloroviné ¢S, proto kaZdy bod kruhu K je spolecnym
bodem vsech polorovin 8.

Vztah UC K odivodnime takto: zvolime libovolny
bod, ktery nenalezi kruhu K (obr. 3) a dokiZeme, Ze existu-
je asponl jednma z polorovin ¢S, ve které X nelezi. Tato
polorovina 'S je sestrojena ma obr. 3; tim je feleni
piikladu 3 provedeno.

Ve vé&té 1 jsme hovoiili o priniku dvou utvart jako
o mnoZiné viech boda spolecnych témto dvéma dtvarum.
Ptiklad 3 ukazuje, Ze mizeme utvofit prinik vice dtvard,
dokonce prunik nekonecné mnoha utvard. V pfikladé 3 je
kruh K prinikem viech polorovin zS.

Vétu I miZeme pak zobecnit takto:



I'. Maji-li vSecky urvary jisté mnoginy konvexnich itvari
spoleény aspori jeden bod, pak je primik viech téchto urvard
konvexnt utvar.

Uloha 1.

Uloha 2.

Uloha 3.*

10

Obr. 3

DokaZte vétu I' tymZ zpisobem jako vétu I.
Pomoci véty I’ a vysledku pifikladu 3 odivod-
néte znovu, Ze kruh je konvexni utvar.

a) Utvar U, se sklddd z vnittku kruhu a pét
bodl na jeho obvodu. Zjistéte, zda utvar U,
je konvexni.

b) Utvar U, se skladd z vnittku étverce a ze
dvou jeho stran (i s vrcholy). Zjistéte, zda je
konvexni.

¢) Utvar U, se sklddd z vnitfku trojuhelnika
a ze dvou bodi jeho obvodu. Zjistéte, zda je
konvexni.

a) Jsou dany dva &tverce ABCF, FCDE (viz
obr. 4a); oblouky k;, k., k3, &, kruZnic maji
po fadé stfedy G, F, H, C. DokaZte, Ze se tyto
kruZnice po dvou dotykaji v bodech 4, B, D,
E a Ze Céra sloZena z obloukd k,, &, kj, &,
omezuje konvexni utvar. (Postupujte tak jako
v uloze 1.)

~



b) Je din rovnoramenny lichob&inik ABDE
(viz obr. 4b), C je bod ramene BD, ktery lezi
na ose o ramene AE; obdobné F je bod ra-
mene AE, ktery leZi na ose ramene BD. Ob-

ks
E D
H
k
F c|?
A 8
ky
a)
Obr. 4

louky k,, k,, k4, B, kruZnic maji po fadé stfedy
G, F, H, C. Rozfeste obdobnou tlohu, jako je
tloha 3a.

Céra na obr. 4a je soumémi podle dvou os (kterych ?)
a podle stfedu. Céra na obr. 4b je souméma podle jediné
osy. Obé tyto &ary jsou tzv. ovdly.

Uloha 4.* Sestrojte konvexni ¢tyfihelnik 4BCD, pro
ktery plati AB + CD = AD + BC (tzv.
tecnovy). Sestrojte oblouky k,, &y, kg, k, kruz-
nic se stfedy A4, B, C, D tak, aby se dotykaly
v bodech M, N, P, Q jako v obr. 5. Zjistéte,
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zda vznikld Cira omezuje konvexni utvar.
Tato ¢ira nemusi byt souméma podle Zidné
osy ani podle Zidného stfedu.

P¥iklad 4. V soustavé pravouhlych soufadnic 'ie déna
mnoZina U viech bodi [x, y], pro které plati y = x2. Ma-
me dokazat, Ze U je konvexni dtvar.

Obr. 5 Obr. 6

Reseni. Graf funkce y = x2 je — jak zndmo — parabola,
jejiz vrchol je v pocatku soufadnic a ktera se otvird ve
smyslu kladné poloosy y (obr. 6). MnoZina U se skladi
z bodi paraboly a z boda leZicich ,,nad kfivkou®. Nazor
nasvédCuje tomu, Ze je tato mnoZina konvexni utvar; po-
chybnosti oviem miizeme mit o dvojicich bodd velmi vzda-
lenych od vrcholu. MnoZina U je totiZ neomezeni a ne-
muZeme ji celou pfehlédnout.

12



Deduktivni dukaz konvexnosti mnoZiny U provedeme
takto (obr. 6): Zvolime libovolné dva body X, Y z U
o soufadnicich X = [x;, 31}, Y = [x,, 3.]; 1e tedy N =
2 xj, ¥» Z x;. Sestrojime usecku 4B, kde 4 = [x,, x}),
B = [x, x1]; A B jsou body paraboly 1e21c1 na rovno-
bézkich s osou y, které prochizeji po fadé body X, Y.
Dokaieme-h, e kaZdy bod C useCky AB naleZi titvaru U,
plati to i 0 kaZdém bodu Z tsecky X'Y'; to si sami snadno
odtivodnéte s pomoci obr. 6.

Bod C m4 soufadnici x,, pro niZ plati x;<x;=<x,
(pfedpoklddime, Ze je x, < x,). Soufadnici y bodu C vy-
pocteme z rovnice pfimky AB = p. Tato rovnice md tvar

ax +by +¢c=0;
koeficienty a, b, ¢ ur¢ime z podminek

ax, + bx* 4 ¢ = 0 (bod A lezi na p), 1
ax, + bx} + ¢ = 0 (bod B le%i na p). M

‘Odectenim obou rovnic (1) vyjde
a(xy — %) +b(x; — x3) = 0.

Délime-li kladnym Cislem x, — x,, dostaneme

a= — b(x, + xy). @
Dosadime z (2) do prvni rovnice (1) a vyjadfime c:
c = bxlxz.

i(ovni;:e pfimky p tedy zni (délime ¢islem b, nebot je
#0
y=(% +%x)x — x %

a bod C m4 soufadnice
[xs; (%1 + x2) %3 — x; x5].
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Abychom zjistili, zda bod C nileZi utvaru U, vypolteme
pro jeho soufadnice rozdil y — x2; vyjde
(1 + %) X3 — X%, — x5 = (% — %3) (X3 — xy).
Oba (¢initelé na pravé strané jsou nezidporni Cisla, nebot
je x, = x3 = x,; plati tedy pro bod C nerovmost y —
— x2 = 0 neboli y = x2 a bod C naleZi utvaru U.
Tim je dikaz Gplné proveden.

-

y yex3

Obr. 7

Uloha 5. Utvar U je mnoZina viech bodd, jejich? kar-
tézské soufadnmice [x, y] spliiuji nerovnost

x>0,y = % Zjistéte, zda je tvar U konvexni.

Utvar je st roviny leZici nad jednou vétvi
rovnoosé hyperboly; dilkkaz konvexity prove-
dete obdobné jako u pfikladu 4.

Uloha 6. Utvar U je mnozina viech bodi, jejich? kar-
tézské soufadmice [x, y] spliuji nerovmosti
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Uloha 7.*

Uloha 8.*

Uloha 9.

Uloha 10.

x 2 0,y = x3 Zijistéte, zda je utvar U kon-
vexni. Na obr. 7 je narysovana kfivka o rovnici
y = x3; utvar U je vySrafovani neomezeni
¢ist roviny. PH diukazu konvexity pouZijte
opét postupu z prikladu 4.

Je déna ptimka p a na ni bod F. Utvar U je
mnozina vSech bodi X roviny, pro jejichz
vzdilenosti x,, x, od ptimky p a od bodu F plad
% +x =1

Naérméte ttvar U a zjistéte, zda je konvexni.
Lze zjistit, Ze utvar U je omezen dvéma oblou-
ky shodnych parabol. Dikaz konvexity mu-
Zete provést tak, Ze pouzijete vysledku prikladu
4avéty L

Nadrtnéte graf funkce y = %xz . Udejte

soufadnice viech bodu vypliujicich ¢ast U ro-
viny omezenou grafem a osou x. Vyslovte
domnénku, zda je dtvar U konvexni nebo
nikoli. DokaZte vyslovenou domnénku! (K du-
kazu, Ze ttvar neni konvexni, stadi najit jednu
dvojici takovych jeho bodu A, B, Ze GseCka AB
nendleZi danému utvaru. Zvolte za bod A
v naSem pfipadé¢ bod [0, 1].)

Dokazte, Ze mnohoudhelnik ¢étivovy, tj. mnoho-
uhelnik, jehoZz vSecky vrcholy leZi na kruZnici,
je konvexni utvar. K mnohouhelniku pocitejte
i body jeho obvodu. Pfi dikazu pouZijte pti-
mek, v nichZ leZi strany mnohotihelnika,
DokaZte, Ze kazdy hranol (kolmy nebo kosy),
jehoz podstavou je konvexni mnohouhelmk, je
konvexni utvar. Pfitom body povrchu pocitejte
k hranolu.

15



Uloha 11.

Uloha 12.

16

Dokazte, Ze Ctyfstén i rotatni kuZel jsou kon-
vexni atvary. [Ndvod: Vytvofte hranol, (tyf-
stén i1 kuZel jako priniky poloprostori a po-
uZijte véty L]

Dokaite, %e koule, vnitfek koule, kulova tse
a vrstva jsou konvexni dtvary. PouZijte obdob-
ného postupu jako u kruhu.



Kapitola 2.

HRANICE KONVEXNIHO
UTVARU

Vyklad této kapitoly vychazi z pojmu okolf bodu. Za-
byvame-li se jen body jedné pfimky p, rozumime okolim
bodu M jakoukoli useCku leZici v pfimce p (i s krajnimi

a) b)
Obr. 8

body), jejimZ stfedem je bod M (obr. 8a). V planimetrii
rozumime okolim bodu M kruh (i s obvodem), jehoZ
stfedem je bod M, ve stereometrii je pak okoli bodu M
koule (i s povrchem), jejiZ stfed je op&t bod M (obr. 8bc).
pojmii; hned v dal$im uvidime jeho upotfebeni.

Na obr. 9 je narysovin v roviné ¢tverec ABCD a jsou
tu vyznaceny tfi body K, L, M. Bod K, ktery leZi uvnitf
¢tverce, md tu vlastnost, Ze lze najit aspoii jedno jeho
okoli, které obsahuje vesmés body ctverce ABCD. Bod L
leZici na obvod€ m4 tu vlastnost, Ze v kazdém jeho okoli
jsou body ¢étverce a body, které Ctverci nenaleZeji. Bod M

ONWVERS 1705, 17



je mimo Ctverec; na obr. 9 je zakresleno okoli bodu M,
které neobsahuje Zadny bod ¢tverce.

Zavedeme tyto nazvy:

Bod X je vmitinim bodem utvaru U, kdyZ aspoii jedno
jeho okoli obsahuje vesmeés body atvaru U.

L

D, [N\C

7

K

%
©,

A ‘B

Obr. 9

Bod Y je Araniénim bodem vtvaru U, kdyZ v ka?dém jeho
okoli jsou body ttvaru i body, které atvaru U nenileZeji.

Bod Z je vnéjsim bodem drvaru U, kdyz aspoi jedno jeho
okoli neobsahuje Z2adny bod utvaru U.

Ve viech téchto tfech pfipadech miiZe byt ttvar kon-
vexni nebo nekonvexni.

V nasem pfikladé z obr. 9 je tedy bod K vnitfnim bodem
¢tverce, bod L jeho hrani¢nim bodem, bod M jeho vnéj-
$im bodem.

Uloha 13. Udejte soufadnice (nejprve numericky) nékte-
rého vnitfniho bodu utvaru U z dlohy 5.
Udejte jeho okoli, které obsahuje vesmés body
ttvaru U. Které body jsou hranicni pro tento
utvar U?

Uloha 14.*Utvar z obr. 5 v tiloze 4 mi (podle nazoru)
vnitini bod A4. Sestrojte okoli bodu 4 s polo-
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mérem co moZnd nejvétSim, které obsahuje
vesmeés body utvaru.

P¥iklad 6. Utvar U z ptikladu 4 (&4st roviny omezens
parabolou) mé zfejmé vnitfni bod ¥ = [0, 2]. Mdme urcit

1
p
w ke
k
kz 3
] ! X
\_p/
Obr. 10

okoli bodu ¥ s polomérem co moZna nejvétsim, které obsa-
huje vesmé&s body utvaru U

Refeni. Néazor napov1da, Ze toto okoli je omezeno
kruZnici &, kterd ma stfed v bod€ ¥ a dotyka se paraboly P
0 Tovnici y= x2 OznaCme r polomér kruZnice k; jeji rovni-

ce pak zni
x24+(y— 22 =12 3

Soufadnice x spolenych bodidi kruZnice 2 a paraboly
p vypocCteme, kdyZz do (3) dosadime y = x2; po upravé

vyjde rovnice
x—3x24+d—1r)=0. 4)
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Rovnice (4) je kvadratickd v x2; jeji diskriminant je D =
= 472—7. Na obr. 10 jsou zakresleny ¢tyfi kruZnice k,,
ko, ks, ks se stfedem ¥ a poloméry », = 4, r, = 1}]/7,
ra = 2, r, = 3. KruZnice %, md s parabolou p privé dva
spolecné body (v nich se paraboly dotyké). Kruhy omezené
kruZnicemi kg, &, obsahujl 1 vnéjsi body Gtvaru U. Polomér
kruZnice k, byl urlen z podminky, aby rovnice (4) méla
jediny kofen x2, tj. aby o diskriminantu D rovnice (4)
platilo D = 0. Kruh omezeny kruZmici %, se zd4 byt podle
ndzoru hledanym okolim. Zbyva dokazat, Ze vSecky body
tohoto okoli naleZeji utvaru U; k tomu vSak postaci doka-
zat, Ze vSecky body kruZnice %, nileZeji titvaru U.

Rovnici kruZnice %, dostaneme z rovnice (3) pro r =

= 4 |/7; po tpravé vyjde
x4y — 4y —I-%:O. 5)

Vypoétéme pro body kruZnice k, vyraz y — x2; pomoci (3)
dostaneme

9 9
y—xt=y +3:—4y +Z=y2—3y +Z=
E—] J— 3 2

To viak znamen4, Ze kaZdy bod kruZnice &, nileZi titvaru
U; dm je feSeni tiplné provedeno.

MnoZina viech hrani¢nich boda ttvaru se nazyva jeho
hranice. Tak napf. hranice kruhu je jeho obvod, hranice
vnitfku kruhu je také jeho obvod. Hranice trojuhelnika
je jeho obvod, hranice vnitfku trojihelnika je také jeho
obvod. Hranice krychle je jeji povrch, hranice poloprostoru
oA je rovina g.
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Utvar, ktery obsahuje svou hranici, se nazyva uzavieny.
Je tedy napf. kruh uzavieny ttvar, naproti tomu vnitfek
kruhu neni uzavieny utvar. Vyslovime si na tomto misté
umluvu, Ze nadale vsecky drvary, které budeme studovat,
budou uzaviené; to znamend, e k nim budeme pocitat
viecky jejich hrani¢ni body.

D c
\E
A 8
Obr. 11

Uloha 15. Urlete hranici ttvaru U z obr. 11; ttvar U
se sklidda z uzavieného &tverce ABCD a tselky
CE. Je vysledek tyZ, pokladdme-li utvar U za
st roviny nebo za Cast prostoru? [Uvédomte
si, jak je definovano okoli v roviné a jak v pro-
storu.] Je dtvar U konvexni ?

Hovofili jsme uZ o konvexnich 1tvarech na pfimce;
mimo mnoZinu o jednom bod¢ jsou to usecka (s jednim
nebo ob&éma krajnimi body, nebo vnitfek tsecky), polo-
pfimka (s politkem nebo bez ného) a sama pfimka. Jiny
konvexni Utvar na pfimce si nedovedeme pfedstavit. Tuto
skutetnost vyslovujeme vétou, kterd je jednou z nejdile-
Zitgj8ich vét geometrie:

IX. Omezeny konvexni utvar na piimce, ktery md aspori
dva body, je tisecka*).
:) Tato véta je geometrickym znénim tzv. Dedekindova axiomu spo-
jitosti.
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Z véty II vyplyva tato zikladni vlastmost konvexnich
Utvari:

II1. Pfimka, kterd obsahuje aspori jeden vnitini bod ome-
zeného konvexniho utvaru v roviné nebo v prostoru, protind
jeho hranici prdavé ve dvou bodech.

Obr. 12a

~ PFiklad 7. Mame dokézat vétu III pro konvexni Gtvary
v rovin¢ pomoci véty II.

Reseni. Oznaéme U dany konvexni utvar v roving, p
pfimku, kterd obsahuje jeho vnitfni bod A4 (obr. 12a).
Dile ozna¢ime O okoli bodu A, které obsahuje vesmés bo-
dy ttvaru U. Prinik P piimky p s ttvarem U je podle
véty 1 konvexni 1utvar; protoze utvar U je omezeny, je
i Utvar P omezeny. Mimo to obsahuje titvar P pranik
ptimky p s okolim O (proc?), tj. obsahuje nekonecné
mnoho bodil. Je tedy podle véty II utvar P jistd useCka
H,H,. Krajni body H,, H, této usecky jsou hrani¢ni body
atvaru U; nebot napf. v kazdém okoli O, bodu H, jsou
body pfimky p, které naleZeji tvaru U (GseCce H,H,)
a body, které mu nenaleZeji.

Podle na$i dmluvy o uzavfenosti titvari naleZeji body
H,, H, utvaru U. Vedeme-li z nich tefny ke kruZnici
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omezujici okoli O, dostaneme vySrafovanou &ast roviny
(obr. 12a), jejiz vSecky body naleZeji utvaru U (proc?).
Nyni snadno sestrojime ke kazdému bodu X leZicimu mezi
H,, H, okoli O’, které obsahuje vesmés body utvaru U;
vyloZte jeho konstrukci podrobné podle obr. 12a.

H, Ho p

Obr. 12b

Zdvér. Kazdy bod pfimky p lezici mezi H,, H, je vnitini
bod utvaru U; bod leZici vné useCky H,H,, nenileZi
utvaru U, proto neni ani vnitini, ani hrani¢ni. Na pfimce
p leZi tedy jen dva hranicni body H,, H,.

A nakonec vSeteCnd otdzka: Co kdyby situace vypadala
napk. tak, jako na obr. 12b?

Uloha 16. DokaZte v&tu III pro konvexni utvary v pro-
storu.

Uloha 17. Utvar V je primik tGtvaru U z tlohy 5 a polo-
roviny mP, kde P je pocatek soufadnic a m
je ptimka o rovnici x + y — 4 = 0. Nacrtnéte
obrizek, vyjadfete ttvar V nerovnostmi a zjisté~
te, zda bod 4 = [1; 2] je jeho vnitinim bo-
dem. Urcete hrani¢ni body utvaru V, které
lezi na pfimce AP.

P#iklad 8. Utvar V je prinik utvaru U z piikladu 4 a po-
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loroviny mP, kde P je politek soufadnic a m je pfimka
o rovnici y = 4. Bod J = [0; 2] je vnitinim bodem utva-
ru V. Mame jim vést takovou pfimku, aby hranice utvara
V na ni vytala usecku délky nejvyse 3.

y
92
__A C Ko/ B _ _m
v \
- J K.
H
2 X
)
Obr. 13

Resent. Obr. 13 znazorfiuje situaci. Z¥ejmé posta&i zkou-
mat jen pfimky prochazejici bodem ¥, které maji nezi-
porné smérnice, nebot utvar V a bod ¥ jsou soumérné
podle osy y. Dvé z téchto pfimek jsou na obr. 13 zakresle-
ny: je to pfimka g;, kterd protind hranici titvaru V v hra-
ni¢nich bodech H,, K;, jeZz oba ndleZeji parabole; dile je
to pfimka ¢,, kterd protina hranici dtvaru V v bodé H,
ndleZejicim parabole a v bod¢ K, naleZejicim pfimce m.

Oznacme a (= 0) smémici piimky ¢,, jejiZ rovnice pak

je
y=ax+2. (6)
Soufadnice x bodu H,, K; dostaneme FeSenim kvadratické

rovnice
x2—ax—2=0.
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Tato rovnice ma kofeny

x=laj;l/la2+2. @)

Soutadnice y bodd H,, K; vypocteme z rovnice (6) pomoci
(7); vyjde

N 1., .,
y—2a +2:[:a]/4a +2.

Je tedy
T, .. 1 1/71 . T
H, = [—a— 4a2+2 —a2+2—a —Zaz—l—Z s
(7)
K, =[la+- .la2+2 ~a2+2 +a ia2+2-
1 2 4 ) 4 ]
Ptitom pro ¢islo a mime tyto nerovnosti
0=sax1l,

nebot pfimka ¢, ma nejvétsi smérnici, splyne-li s pfimkou
JB (viz obr. 13).

Vzdilenost H,K; vypocteme podle znimého vzorce pro
vzdélenost dvou bodd H; = [x}, 31], K; = [x5, 3]

d=J(xa — %)* +(¥2 — 3% 5
v naSem pfipadé je podle (7')

HK: = 4(%a2 —1—2) +4a2(%a2 4.—2) =
= (a® + 8)(a® + 1). (8)
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Podle podminky tlohy mé byt H K, < 3, tj. podle (8)
(a® +8) (¢? + 1) = 9 neboli po upravé

at +9a = 1.
To je kvadratickd nerovnost pro a?; rozfe$ime ji ipravami

85
4’

9\2 _85
(=+3) =%
V85 —9.

2 >
protoZe je a neziporné, dostivime

a« = ]/V_3_52;9 0,33, ©)

Obriceni postupu ukdZe, Ze pro viecka a spliujici ne-
rovnost (9) je skutetné H, K, = 3.

Zbyva dokdzat to, co ndm napovida nazor: Ze totiZ pro
viecky pfimky ¢, je H,K, > 3. Pfedné je K, > JC = 2
(viz obr. 13). Nyni pouZijeme vysledku z pfikladu 6; tam

jsme zjistili, Ze kruZnice se stfedem ¥ a polomérem% V7
nileZi Gtvaru U (a tedy i ttvaru V); proto je jist¢ H, ¥ =
= %]ﬁ Secteme-li nerovnosti FK,> 2, H,¥ ;lVT,
dostaneme

HK,> 2 +%]/7 <24132=332> 3.

ProtoZe je také CP = 4 > 3, jsou pfimky Zddané vlastnosti
jen nalezené pfimky ¢, a pfimky s nimi soumérné sdruzené
podle osy y.

at 4+9a? —I—STI =

a =
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V3ecka feSeni lohy jsou zakreslena na obr. 14; pfisluiné
tsecky vypliiuji vysrafovanou ¢dst roviny.

P#iklad 9. Je dina krychle ABCDA'B'C’'D’ o hran¢
délky 1, M je bod thlopficky BC’, pro ktery plati C'M =
= 3 BM. Z krychle je oddélen ¢tyfstén ABCB' a je se-

y
A c B o) o
! / I3
v A X/
ll
J T /
/
4M
X /”Y :’_:/ ! C
P A X2 8
Obr. 14 Obr. 15a

strojen stfed X useCky AM. Mame dokizat, Ze bod X je
vnitinim bodem Ctyfsténu a mdme urcit nejvétsi okoli bo-
du X, které naleZi Ctyfsténu.

Reseni. Na obr. 15a jsou My, X, paty kolmic sputénych
po fadé€ z bodi M, X na rovinu ABC. Bod X nileZi usecce
AM a neni bodem povrchu ¢tyfsténu ABCB’, je tedy jeho
bodem vnitinim. Vzdalenost bodu X od roviny ABC je
délka usecky XX, ; pro ni plati

1 1 1., 1
—EMMO _f'ZCC =5 (10)
Vzdalenost bodu X od roviny ABB’ je taZ jako vzdalenost
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bodu X, od ptimky AB, tj.;- BM, =~ - + BC = . Vadi-
lenost bodu X od roviny BCB’ je tiZ jako vzdalenost bodu
X, od ptimky BC, tj. 5 AB = .

B! Y X 2
’ 9

Obr. 15¢

Obr. 15b

Bod X ma tedy od rovin tfi stén Ctyfsténu ABCB’

vzdilenosti %, %, %; zbyva zjistit jeho vzdalenost od ro-
viny ACB’. K tomu pouZijeme pravothlého trojihelnika
YZT (viz obr. 15a), ktery dostaneme jako prusek Ctyfsténu
ABCB'’ s rovinou ¢ kolmou k pfimce AC vedenou bodem
X. Rovina ¢ je urcena pfimkou XX, | AC a pfimkou
YZ | AC. Chceme-li trojuhelnik YZT narysovat, mu-
sime zjistit skutecné délky jeho stran; to je moZné pomoci
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s{t& Ctyfsténu, kterd je narysovdna na obr. 15b. Ze sit&
zjistime také skuteCnou délku usetky YX,, z obr. 15a
skuteCnou délku tvsecky XX;; pak dovedeme narysovat
obr. 15c a z n¢ho uréime vzdéilenost VX bodu X od rovi-
ny ACB'.

Popsanou konstrukci budeme sledovat vypodtem. Plati
(viz obr. 15b)

3

MN — CN=§AC=%V§,

1 3.

YX, = 5 MN = ]2,
1 1 5y 5us

AY = YZ=§AN=§-§V2=EV2, (11)

YT = YT, =AY tg 60° = %VG—,

ZT =2ZT,= AZ=AY)2 = %.

. ZT
Z podobnosti AYX U ~ AYZT plyne UX, = vz YX,
a déle podle (11)

UX, = % (12)

Nyni vypoéteme pomoci (10), (12)

UX=UX,— XX, —>—1-1 " a3

e °78 8 4
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Z podobnosti AXVU ~ AYZT vyplyva podle vztahi
(11), (13)

Ux _
VX=v7 YZ= 4V3 121/ (14)

Podle (14) je tedy VX > 1—2 +1,732 > 0,144 > = . Nej-

mensi ze vzdilenosti bodu X od stén Ctyfsténu ABCB’
je tudiZ % Hiledané okoli je koule se stfedem X a polo-

mérem %; tato koule se dotyka rovin ABC, ABB’.

Uloha 18. Urdete konstruktivn€ i poetng délku vselky,

kterou Ctyfstén ABCB' z pfikladu 9 vytind na
piimce B'X.

Uloha 19. *]e din pravidelny hranol &tyiboky ABCD
A'B'C’'D’, jehoz hrana podstavy ABCD ma
délku a, hrana pobolnia AA’ mi délku o.
Bod P je stfed Ctverce A'B'C'D’, M je stfed
useCky AP. Bod X probihd obvod ctverce
ABCD. Zakreslete lomenou Caru, kterou pro-
biha druhy prisetik X’ pfimky MX s po-
vrchem kvidru. Kterd z useCek XX’ je nej-
del§i? Stadi vypocitat délky tuseCek XX’ pro
X=A4A, X=B, X =C; je tieba provést
diskusi vzhledem k proménnym a, 2.

Uloha 20. a) Kolik hrani¢nich bodii obsahuje pfimka,
prochizejici vnitfnim bodem neomezeného
konvexniho utvaru? Udejte viecky moZnosti,
odivodnéte je a uvedte pfiklady z téch kon-
vexnich atvari, které znate.



b) Utvar U v rovin€ m4 tuto vlastnost: Ka¥da
pfimka prochdzejici uréitym jeho vnitinim
bodem obsahuje pravé dva hrani¢ni body. Lze
tvrdit, Ze utvar U je konvexni?

Pozndmka. Plati-li vlastnost v tloze 20b) pro kaZdy

vnitfni bod utvaru U, pak lze tvrdit, Ze ttvar U je kon-
vexni.
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Kapitola 3.

OPERNE PRIMKY KONVEXNIHO
UTVARU V ROVINE

V kapitole 1. jsme vytvofili n&které dtvary, napf. kruh,
jako pruniky nekonecn¢ mnoha polorovin. Hranice téchto
polorovin byly tecny pfisluSné kruZnice; mély tedy tyto
vlastnosti:

a) kaZda tetna obsahovala (aspoil jeden) hrani¢ni bod
kruhu;

b) cely utvar — kruh — leZel v téZe polorovin¢ vytaté
tecnou.

Obdobné¢ pfimky maji vyznam pro kaZzdy konvexni,
ale i nekonvexni titvar ; zavedeme pro n& nizev a vyslovime
definici.

M¢jme ttvar U v roviné g. Necht pfimka p roviny ¢ ma
tyto vlastnosti:

a) obsahuje asporfi jeden hrani¢ni bod utvaru U;

b) dtvar U lezi v jedné poloroviné vytaté pfimkou p.
Takovou pfimku p nazyvime opérnou primkou Gtvaru U;
polorovinu s hranici p, ve které lezi utvar U, nazyvime
opérnou polorovinou.

Uloha 21. a) Udejte viecky opémé pfimky étyFahelnika
ABCD z obr. 1, které prochazeji bodem A.
Udejte vSecky opémé piimky téhoZ ttvaru,
které prochizeji stfedem strany AB. Udejte
vSecky opérné pfimky téhoZ witvaru, které pro-
chizeji bodem C.
b) Udejte (z nizoru) viecky opémé piHmky
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utvaru V z pfikladu 8 (obr. 13), které proché-
zeji bodem P; ulohu opakujte pro bod A.
Udejte viecky opérné primky téhoz utvaru,
které jsou rovnobémé s osou y. Obé& sva tvr-
zeni dokaZte.

Pozndmka. Uloha 2la ukazuje, %e hrani¢nim bodem
nekonvexniho Wtvaru nemusi prochizet Z4dnd opérnd
ptimka (takovy je napf. vrchol C Cryfuhelnika ABCD).
Naproti tomu se da dokizat, e kafdym hranicntm bodem
konvexntho vtvaru prochdzi aspori jedna opérnd primka.
Neékterym hrani¢nim bodem (at konvexniho ¢i nekonvexni-
ho) ttvaru miZe vSak prochdzet nekonetné mnoho opér-
nych pfimek — jako napf. bodem A v uloze 21a i 21b.

P¥iklad 10. Utvar U z tilohy 6 (obr. 7) m4 hrani¢ni bod
H = [1, 1]. Mdme ur¢it viecky opémé pfimky prochize-
jici bodem H.

Reseni. Z4dna z hledanych opérnych pfimek neni rovno-
béZnd s osou y (proc?); rovmici kazdé hledané opérné
piimky p lze tedy napsat v tvaru

y=ax +b
ProtoZe pfimka p prochizi bodem H =1, 1], je b =
=1 — a. Piimka p nemd Zidny spolecny bod s kladnou
poloosou y (obr. 16); proto je a > 1. Spolecne body kfivky

o rovnici y = x® a pfimky p urCime feSenim rovnice
23 = ax +1 — aneboli

¥ —ax +@—1)=0. (15)

Jak vime, mé rovnice (15) kofen x = 1, nebot pfimka p
prochazi bodem H. Proto se di mnohoélen na levé strané
(15) rozlozit v soudin dvojélenu x — 1 a jistého kvadra-
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tického trojlenu x2 +-cx +d. Koeficienty ¢, d urlime
Z rovnice

»—ax+a—1D=x—1Dx%+cx +d), (16)
ktera plati pro viecka x,; vyndsobenim na pravé strané
dostaneme

¥—ax +@— D=2 +(C— 1 +(d—c)x—d(17)

Obr. 16

V rovnici (17) jsou koeficienty pfi tychZ mocninach x sobé&
rovny; z toho vyplyvd ¢ = 1, d = 1 — a. Rovnice (15)
ma tedy podle (16) jednak kofen x = 1, jednak kofeny,
které jsou feSenim kvadratické rovnice

x2+x+1—a=0.
Tato rovnice md pfi a > 1 vidy dva redlné kofeny

1 3
x=——7;tVa—z. (18)
3

2> —;a jeden z kofenti (18)
je kladny, druhy zdporny. ProtoZe viak p je opérna pfimka,
neobsahuje dva hranicni body s kladnymi soufadnicemi

Protoze je a > 1, je |/ a —
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x (jinak by utvar U neleZel v téZe poloroviné vytaté pfim-
kou p). Odtud vyplyvd, Ze je podle (18)

3 1
VG—Z—E—I

a dile a = % +% = 3. Bodem H prochazi tedy nejvyse

jedna op&rné pfimka o rovnici y = 3x —2.

Abychom dokazali, Ze tato pfimka je skuteCné opérnd,
musime odidvodnit, Ze vSecky body [x, x%] pro x = 0 leZi
v téZe poloroviné s hranici p. Za tim ucelem vypocteme
rozdil x® — (3x — 2) a pouZijeme k tomu rozkladu (16).

—(Bx—2)=x—3x +2=(—1)(x> +x—2) =
=(x— 1) (x +2)

Odtud je vid&t, Ze pro viecka x = 0 je x® — 3x — 2) =
= 0, a tim je dokdzdno, Ze pfimka p je skuteCné opérnd.

Jak ukazuje ndzor, nasli jsme takto te¢nu v bodé ke kfivce
o rovnici y = x3, zvané kubickd parabola (viz ulohu 6).

Uloha 22. Je dén ttvar U omezeny oblouky %, k, dvou
shodnych kruZnic, jejichZ stfedy jsou po fadé
body S, S, (viz obr. 17), lezici vzdy na druhém
z obloukil. Utvaru U je opsdn obdélnik ABCD.
DokaZte, Ze utvar U je konvexni a sestrojte
viecky opérné piimky rovnobéiné s uhlo-
pEickou BD (jsou dvé — jak ukazuje nizor).
Vyjadfete vzdilenost téchto dvou opérnych
piimek pomoci polomcru r obou shodnych

kruZnic. [Vyjde r (2 — —V3) ]
Uloha 23. Na obr. 18 je nekonvexni Sestitthelnik ABCD
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EF; o jeho stranich plati AB = CD = DE,

BC= %AB. Sestrojte opérné polopfimky

Sestitthelnika ABCDEF rovnobéZné s pfimkou
AE a vypoctéte jejich vzdalenost. [PoloZte

AB = 1]
’ c
Dil\'\'" ";T F E
1
|
: N\
S,, S Sz \\C D
| 1 \
: k \ } \
1 2 \
==y
A B A B
Obr. 17 Obr. 18

V tlohdch 22 a 23 jsme vidéli, Ze se ndm podafilo uzaviit
atvar konvexni ¢i nekonvexni mezi dvé rovnobézné opérné
pfimky. MozZnost této konstrukce vyplyvéd z jisté obecné
véty, kterou nyni uvedeme.

IV. Necht je U dtvar v rovind, s kbovolnd pitmka této
roviny. Pak existuji nejvyse dvé opérné pfimky drvaru U,
rovnobézné s primkou s.

Dv& vysvétivky: Slovo ,nejvyse” znamend, %e polet
opérnych pfimek sméru s je bud 2 nebo 1 nebo 0. Véta IV
plati pro jakykoli dtvar v rovin¢ — tedy i nekonvexni, jak
nasv&dCuje ukdzka z ulohy 23.
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Pi#iklad 11. Mdme dokizat vétu IV pro konvesni utvary
v roviné.

Reseni (obr. 192). Promitneme viecky body konvexniho
utvaru U smérem s na pevnou pfimku m kolmou k pfimce
s. Jsou X', Y’ priméty dvou bodd X, Y utvaru U a je-li

S

Obr. 19a Obr. 19

X' = Y', pak kaZdy bod usecky X'Y" je primétem nékte-
rého bodu useCky XY, tj. nékterého bodu utvaru U, ktery
je konvexni. Z toho vyplyvd, Ze mnozina U’ priméti
vSech bodt dtvaru U*) je konvexni utvar na piimce m.
Je tedy U’ podle véty I1 bud jediny bod nebo tsecka nebo
polopfimka nebo pfimka m sama.

Je-li utvar U’ jediny bod H' (to miZe nastat napf.,
kdyz U je usecka rovnobézni s pfimkou s), pak pfimka
o || s prochdzejici bodem H’, obsahuje aspofi jeden bod
H Atvaru U, ktery je hrani¢ni. Tato situace je na obr. 19b;

*) Struéné bychom mohli nazvat mnoZinu U’ primétem: utvaru U.
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vysvétlete sami, pro¢ je bod H hrani¢nim bodem utvaru
U. Piimka o je v tomto pfipadé zfejmé opérna.

Je-li titvar U’ tiseCka — napf. na obr, 19a usecka H,'H,’,
pak kazdd z pfimek o; I s, 0, | s prochdzejicich po fadé
body H,’, H,’ bud obsahuje bod utvaru U nebo ne-
obsahuje Zadny bod ttvaru U. Obsahuje-li napf. pfimka
0, bod H, utvaru U, je tento bod hrani¢nim bodem utvaru
U; pfimka o, je pak opérnou pfimkou dtvaru, nebot cely
atvar U leZi v poloroving o,H,'. Zcela obdobné tvrzeni
plati i o pfimce o,.

V druhém pfipadé, kdyZ o, neobsahuje Zidny bod
utvaru U, neni to opérnd pfimka. Jiné opérné pfimky mimo
0y, 0, utvar U mit nemiiZe; proc? Jsou tedy v pfipadé, ze
U’ je usecka, opét nejvyse dvé opérné pfimky.

Obdobné vysetfime dali pfipady: je-li U’ polopfimka,
ma utvar U nejvyse jednu opérnou polopfimku sméru s,
ktera prochazi pocitkem polopfimky U’. Je-li pfimka U’,
nemd utvar U Zadnou opérnou pfimku sméru s.

Uloha 24. Postupem z piikladu 11 vyhledejte vsecky
opérné pfimky daného utvaru U rovnobéZné
s danou pfimkou s.
a) Utvar U j je polopfimka AB; s = AB.
b) Utvar U j je useCka AB; s * AB.
¢) Utvar U je din (v kartezskych soufadnicich)
nerovnosti y = x?; pfimka s je osa y.
d) Utvar U je dén nerovnostmi y = |tgx |,

— —;—n <x <%n;pr1’mkas]eosay.

e) Utvar U je din nerovnostmi x > 0, y g%;
pfimka s je jednak osa x, jednak pfimka
x +y=0.
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Véty IV uZivime obyCejné v ptipadé€, kdy utvar U je
jednak omezeny, jednak kdyZ ma asponl jeden vnitfni
bod; podle umluvy ze str. 21 je také uzavieny. Takové
jsou napf. Gtvary z uloh 22 a 23.

wews

Pro strucne151 vy)adfovam nazveme utvar v roviné,
ktery ma aspon jeden vnitfni bod, #rvarem dvo]rozmernym
Je tedy napf. Ctverec tutvar dvojrozmém}'r, naproti tomu
jeho obvod nebo usecka neni dtvar dvojrozrnerny

'y

Vétu IV pak Ize nahradit urCitéjsi vétou, ktera zni:

IV'. Necht je U omezeny dvojrozmérny dtvar, s libovolnd
pFimke. jeho roviny. Pak existuji prdavé dvé (rizné) opérné
pFimky urvaru U, rovnobésiné s piimkou s.

Véru IV’ nebudeme dokazovat, nebot k jejimu ditkazu
nemite potfebné znalosti. Hlavni obtiZ pfi jejim dokazo-
vini je tato: musime odtivodnit, Ze pramétem uzavieného
utvaru je uzavieny utvar, coZ vyzaduje jisty slozitéjsi
postup.

Vétu IV’ jsme uZ objasnili v dlohach 22 a 23; uvedeme
jesté jednu ukazku.

Uloha 25.*Utvar U je omezen ovilem z tilohy 3 (obr. 4a,
b). Sestrojte v obou pfipadech opérné pfimky
rovnobézné a) s piimkou AB, §) s pfimkou
GH. Vyjadfete vzddlenosti rovnobéinych

opérnych pfimek pomoci délek stran Ctyfdhel-
nika ABDE.

Ka?dé dvé navzdjem rovnobéZné opémé pfimky ome-
zeného dvojrozmérného utvaru maji urcitou kladnou vzda-
lenost. VSecky tyto vzdilenosti tvofi jistou mnoZinu disel,
ktera sice muZe byt konend (vzpomeiite na kruh!), ale
zpravidla je nekonefni. Da se dokazat, Ze mezi vSemi
vzdélenostmi rovnobéznych opérnych pfimek je jedna
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nejvétsi a jedna nejmensi. To neni samoziejmé: nekonetna

mnozZina kladnych ¢isel nemusi obsahovat ani nejmensi ani

nejveétsi Cislo. Napf. v nmoiiné}la 1,213/ 14 -}
) - INapr. 23382855

neni ¥4dné nejmensi ani Z4dné nejvétsi Cislo, ackoli vSecka

&isla jsou v intervalu (0, 1); Zovedete to dokdzat?

+P

Obr. 20

Obr. 21

Zavedeme si ndzvy: nejvétsi vzdilenost dvou rovmo-
béZnych opémych pfimek omezeného dvojrozmérného
ttvaru nazveme jeho primérem, nejmensi takovou vzda-
lenost nazveme jeho SiFkou.

Jaky je ndzorny vyznam téchto dvou pojmii? Predstav-
me si, Ze utvar U je vystfiZen z papiru (viz obr. 20). Na
podloZce jsou vyznaceny kfizky dva body P, Q. Dime dvé&
o 2 .

1. Zda lze vystfizeny 1tvar U poloZit na podlozku tak,
aby zakryl oba body P, Q.

2. Zda lze vysttiZzeny utvar U ,,provléci mezi body P,
Q bez deformaci.

Odpovéd na prvni otdzku zni: Je to moZné jen v pH-
padg, Ze primér ttvaru U je vé&tSi nebo roven vzdalenosti
PQ. Odpovéd na druhou otdzku zni: Je to moZné jen v pii-
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padé, Ze $ffka Gtvaru U je mensi nebo rovna vzdalenosti
PQ. :

Dtive neZ zatneme vySetfovat prumér a $ifku nékterych
utvarli, uvedeme jeSté jednu vétu, kterd ndm pfi tomto
vySetfovani pomize.

V. Je-li vzddlenost dvou rovnobéinych opérmych piimek
0y, 0, rovna priméru drvaru U, pak na kasdé = téchro p¥i-
mek leZt jediny hraniéni bod a spojnice téchto dvou hramié-
nich bodit je kolmd k pFimkdm o,, o,.

Pfiklad 12, Mime dokézat (nepfimo) vétu V.

Resent. Predpoklidejme, e na op&rnych pi"imkéch 01, 09
Ize najit po Fad¢ hranicni body H;, H, tak, Ze pfimka
Hle nem ko]mé k 0, (obr. 21). Sestrojme obé& opérné

o/, 0,/ utvaru U, které jsou kolmé. k pfimce
H\H,. Body Hl, H, nalezeu pasu roviny omezenému piim-
kami o,’, 0,’; proto vzddlenost téchto dvou pfimek je
d’ =z H,H,. ProtoZe pfimka H,H, neni kolmi k o,, plad
pro vzdilenost d pfimek o;, 0, nerovnost d < H,H,.
Spojenim obou nerovnosti dostaneme vztah d < d’, coZ
znamend, Ze d neni prumér utvaru U. Tim jsme nalezli
spor s pfedpokladem.

Uloha 26. a) Najdéte primér a $itku libovolného troj-

dhelnika. [Primér je délka nejvétsi jeho stra-
ny, Sifka je velikost nejmensi jeho vysky.]
b) Strany rovnobéZnika maji délky a, b, jeho
vyska na stranu a je v; pfitom plati ¢ < b.
Vyjddiete prumér rovnobéZnika pomoci a, b, v
a sestrojte ob& opérné primky, jejichz vzdale-
nost je rovna pruméru. Vyjadrete Sifku rovno-
béZnika pomoci proménnych a, b, v.
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Uloha 27. Doka¥te tuto v&u: Je-li U omezeny utvar
v roviné a jsou-li A, B takové jeho dva body,
Ze plati AB =z XY, kde X, Y jsou libovolné
dva body ttvaru U, pak vzdilenost AB je
prumér vtvaru U. [Nivod: vedte opérné

pEimky kolmé k pfimce AB.]
y
ke h
(vl =A 8
== .
r——S; o u 7 M=[x. ]
ky
[
O x
% P /o
Obr. 22 Obr. 23

Uloha 28. Vysetfte pramér a $ifku dtvaru U z tlohy 22.
Vyijadfete vzdilenost jeho dvou rovnobéZnych
opérnych pfimek o,, 0, pomoci r, ¢ (viz obr.
22). [Vyjde r (2—sin ¢).]

P¥iklad 13. Utvar U je mnoZina viech bodii v roving,
jejichZ kartézské soufadnice splfiuji nerovnosti y = x?%

| %] = |/v, kde v je dané kladné &islo. Mdme zjistit pri-
mér tohoto utvaru. -
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Refent. Utvar U je tise paraboly o rovnici y = x? na-
értnutd na obr. 23. Jedna dvojice opérnych ptimek navzi-
jem rovnobéznych je pfimka 4B a osa x. Ty v3ak neurcuji
podle véty V primér utvaru, nebot pfimka AB obsahuje
nekoneéné mnoho hranic¢nich bodd. Priimér je tedy bud
délka AB nebo vzdilenost dvou rovnobéZnych opérnych
ptimek, z nichZ jedna je teCna paraboly, druhd prochi-
zi bodem A. Necht opérna pfimka o, je teCna v bodé
M = [x, x?]; pak jeji smérnice je — jak je zndmo z ana-
lytické geometrie — rovmna 2 x. Smérnice pfimky AM

2

x2—v _

je dislo ’TV"T = x — |/v. Podminka pro kolmost pfi-
mek 0,, AM zni 2 x(x — |/v) + 1 = 0 neboli

2zt —2)vx +1=0. (15)

Diskriminant rovnice (15) je roven (4v—2). Je-li tedy
v < 2, nem4 rovnice (15) redlny kofen; primér utvaru U
musi pak byt délka AB = 2 }/v.

Je-li v =2, mé rovnice (15) dva redlné kofeny dané
vzorcem

1 o~ -
x=5 o+ Jo—2). (16)
Vypocteme pro oba kofeny vzdalenost AM. Plati

AME=(x*— o +(x + o )2 =
=G +orl +E—]2y. (7

Ze vzorce (16) dostaneme

x Vo= o+ =2,



v— Vo =5 (- Vo + Vo2
dile je
(@ +V_-v)2=%[52:—1 +3)o@— 2)),

o )
1+ @x—]o) =—2—[v +1F [v @ —2)

Pfitom plati ziroved bud obé horni znaménka nebo ob&
dolni znaménka. Ze (17) a (18) dostaneme po tpravé

AMI = 29 + 100 - 1F 2@ —2) )o@ —2). (19)

ProtoZe je v = 2, je vét¥i z obou &isel (19) dino dolnim
znaménkem (plus). Prumér 4 ttvaru U je tedy dan po-
mérné sloZitou formuli

d= 1202 4+100— 1 +2@ — 2) o (o — 2).

Pripomefime si, Ze jsme v kapitole 1. dokazovali kon-
vexitu kruhu (i jinych dtvarat) tim, Ze jsme ho vytvofili
jako prinik jeho opérnych polorovin. Tento postup je
vychodiskem k zavedeni dalSiho duleZitého pojmu.

Ma-li utvar U leZici v roviné aspoii jednu opérnou po-
lorovinu (to v3ak nemusi nastat, viz ulohu 29), je prinik
U v3ech jeho opémych polorovin podle véty I’ konvexni
utvar. Prinik U zfejmé& obsahuje tGtvar U; pfitom je U
jakysi ,,nejmensi” konvexni utvar obsahujici dany utvar
U. D4 se totiz dokizat, ze jakykoli konvexni dtvar V,
ktery obsahuje dany dtvar U, obsahuje také Gtvar U.
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Zavedeme nizev: _

Prinik vSech opémych polorovin daného utvaru U
leZiciho v roviné (tj. konvexni utvar U) nazyvame kon-
vexnim obalem dtvaru U.

Nema-li utvar U Zi4dnou opérnou polorovinu, poklidiame
za jeho konvexni obal celou rovinu.

Uloha 29. V roviné je déna soustava kartézskych sou-
fadnic x, y. Utvar U se skldda ze viech bod
[%, ¥], pro jejichZ soufadnice plati |xy| = I.
Nacrtnéte tutvar U, dokaZte, Ze je nekon-
vexni a Ze nemd Zidnou op&mou pfimku
(polorovinu).

Je-li dany dtvar U omezeny, méd aspoii jednu opé&rnou
polorovinu, jeho konvexni obal neni celd rovina — do-
konce lze dokazat, Ze i jeho konvexni obal je omezeny.

Uloha 30.*Doka’te, %e konvexni obal omezeného ttvaru
je omezeny Utvar. DokaZte, Ze konvexni obal
konvexniho utvaru U je dtvar U,

Uloha 31. Urcete konvexni obal a) nekonvexniho &tyf-
thelnika ABCD z obr. 1, b) nekonvexniho
Sestithelnika ABCDEF z obr. 18. Vysledky
oduavodnéte.

Pfiklad 14. V roviné je dina soustava kartézskych sou-
fadnic. Utvar U je mnoZina viech bodi [, y], jejichZ sou-
fadnice splfiuji nerovmosti |x| =1, x® =y < 1. Mime
nacrtnout utvar U a zjistit, zda je konvexni ¢i nekonvexni,
po pipadé¢ najit jeho konvexni obal.

Resent. Na obr. 24 je nalrtnuta &ist kubické paraboly
k o rovnici y = x3; déle je tu vySrafovin utvar U, Nazor
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napovida, Ze tvar U neni konvexni; skutecn&, napf. bod

1 Lo atwe o oy -
[— 5 — 2] naleZi sice useCce AP, ale nendleZi utvaru U,
1

nebot je (— ~)"> -5
Odhadneme konvexni obal. Vedeme-li bodem A4 opér-
nou pfimku, kterd mimo A obsahuje jediny hrani¢ni bod
y
C D B E
(<]

/’ZU'

B

T X
A

C
Nl
NS

A Obr. 24

T lezici v prvnim kvadranté na kfivce %k, pak dtvar V
sloZeny z lichob&inika L = ACDT a vysrafovaného
obrazce U’ omezeného useckami DT, BD a obloukem BT
kfivky 2 ma tyto vlastnosti:

a) je konvexni;

b) obsahuje utvar U;

c) je obsaZen v konvexnim obalu U.
Z téchto tfi vlastnosti mtizeme usoudit podle poznimky
na str. 44, Ze V je hledany obal U.

a) Dukaz konvexity utvaru V: ProtoZe lichob&Znik L
i obrazec U’ jsou konvexni (odﬁvodnétc s pomoci ulohy
6), stali dokéizat, Ze usetka XY, jejiZ krajni bod X nale3i
obrazci U’ a krajni bod Y hchobézmku L, ndleZi cela
utvaru U. Usetka XY ndleZi trojthelniku ACE body X,
Y jsou oddéleny pfimkou DT; proto usecky DT XY
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maji spoletny jisty bod Z. Usetka XZ nale#i do U’ (U’ je
konvexni), a tedy i do U. Usetka YZ nileZi do L (L je
konvexni) a tedy 1 do U. Zdvér. tseCka XY nalezi skutecné
celd utvaru U. Vlastnost b) je zfejmd, stejné tak i vlast-

nost c¢). Obal U obsahuje totiz jednak ttvar U’ (st
utvaru U), jednak body A4, C, D, T, tedy i lichob&znik L.
Zbyvé urdit bod T. Opéma4 piimka o ma rovaici
y=t(x+1)—1,

nebot prochdzi bodem A =[—1, — 1]. S kfivkou &
mé mimo A spoleny bod jediny 7. Jeho soufadnice x
je kofenem rovmice x® = r(x 4+ 1) — 1, neboli

—wx+(Q—1)=0. (20)
Rovnice (20) md kofen x = — 1 (pfimka o prochdzi
bodem A). Proto lze mnohoclen na levé stran& (20)
rozloZit:

—tx+(1—-0=Cx+1)E*+ax +b) =
=x4+@+1Dx2+@+bx +0b.
Z porovnini koeficientd u tychZ mocnin x dostaneme
a= —1, b=1—t Soufadnice x bodu T je tedy ko-
fenem rovnice
x22—x4+(1—1=0.
Tato rovnice musi mit kofen dvojnasobny, tj. plati r —
3 3 11
—g=0r=37=[34]
Tim je tloha viplné rozfeSena.

Uloha 32. Urlete pramér a $itku utvaru U z p¥ikladu 14.

Uloha 33.*V roviné je dana soustava kartézskych sou-
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fadnic. Utvar U je mnoZina viech bodl
[, ¥], jejich? soufadnice splfiuji nerovnosti

x| =2, 0y = Nadlrtnéte ttvar

1

1 +a2°
U, zjistéte, zda je konvexni ¢i nikoli, popEipadé
odhadnéte jeho konvexni obal.

a) Obr. 25 b)

Uloha 34.*Na obr. 25ab jsou vysrafovany utvary U,, U,
omezené vesmeés polokruZnicemi. DokaZte, Ze
oba utvary jsou nekonvexni, sestrojte jejich
konvexni obaly a vypoCtéte praméry i Sifky
téchto obald.



Kapitola 4.

OPERNE ROVINY KONVEXNIHO
UTVARU VPROSTORU

Pojmy z kapitoly 3 lze pfenést s pfisluinymi obmé&nmami
z roviny do prostoru. Misto opérné pfimky tu bude opérni
rovina, misto opérmé poloroviny opérny poloprostor,
misto dvojrozmérného utvaru utvar trojrozmérny.

Uloha 35. Vyslovte definice op&mé roviny, opérného
poloprostoru a trojrozmérného Gtvaru. Uvedte
pfiklady viech téchto tfi pojmd.

Neni pfekvapujici, Ze i v prostoru plati véty obdobné
vétam IV, IV’, V. Tyto véty (které nebudeme dokazovat)
néji:

VI. Nechtj Je U drvar v prostoru, libovolnd rovina. Pak
exzstu]z nejoySe dvé opérné roviny itvaru U, rovnobéiné
s rovinou a.

VI'. Necht je U omezeny trojrozmérny irvar, o libovolnd
rovina. Pak existuji prdvé dvé (rizné) opérné roviny
utvaru U, rovnobéiné s rovinou o.

Pravé tak jako v roviné lze zavést i v prostoru pojem
praméru a Sitky.

Uloha 36. Vyslovte definice priméru a $itky omezeného
trojrozmérného tdtvaru, Najdéte pramér a
Sifku Ctyfsténu a krychle. [Pramér Ctyfsténu
je délka jeho nejdelsi hrany, jeho Sifka je
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velikost jeho nejmen$i vysky anebo nejmensi
vzdalenost dvou jeho protéjSich hran. Pramér
krychle je délka jeji télesové thlopficky, jeji
§ifka je délka hrany.]

Jako v rovin& plati i v prostoru v&ta obdobni vét& V:

VI Je-li vzddlenost dvou rovnobéinych opérnych rovin
w1y W, rovna priméru urvaru U, pak v kaidé z téchto rovin
le2t jediny hraniéni bod a spojnice téchto dvou hranicnich
bodii je kolmd k rovindm wy, w,.

P¥iklad 15. Je din rotatni kuZel, jehoZ vySka je v a jehoZ
podstava mi polomér r. Mdme uréit vSecky opérné roviny
kuZele a urcit jeho prumér.

Reseni. a) Ka?dd opémi rovina o, kterd obsahuje
vnitfni bod strany VX daného kuZele, obsahuje celou
stranu VX, nebot jinak by oddélovala body V, X a nebyla
by opérnd (obr. 26). Rovinu ¢ podstavy kuZele protne
rovina w v pfimce ¢, kterd prochdzi bodem X; podstava
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kuZele i jeji obvod — kruZnice £ — leZi v téZe poloroving
vytaté pfimkou z. Proto je ¢ teCna kruZnice 2 v bodé¢ X
a 1)'ovina w je teCnad rovina kuZele podél strany VX (obr.
26).

b) Jestlie opérnd rovina w neobsahuje jiné hranicni
body kuZele neZ body podstavy, pak je to bud rovina p
podstavy, nebo obsahuje jediny bod X kruZnice k; pak
je to rovina prochdzejici pfisluSnou tecnou ¢ (rtiznid od
rovin ¢V, ), ktera nema s kuZelem mimo X Zidny spo-
le¢ny bod. VyloZzte podrobné!

c) Zbyvaji jeité ty opérné roviny, které neobsahuji jiny
hrani¢ni bod mimo vrchol V. Sem patfi jednak vrcholova
rovina ¢’ rovnob&Zni s rovinou g, jednak ty vrcholové
roviny, které protinaji rovinu p v pfimce, kterd nema s kruz-
nici 2 zidny spoletny bod.

Odtivodnéte, Ze jsou tim vycerpiny viecky opérmé
roviny kuZele.

Jsou-li w;, w, dvé rovnobéZné opérmé roviny kuZele,
pak je to bud dvojice o, o', nebo opémé roviny w,;, w,
protinaji rovinu ¢ ve dvou rovmobézkich o,, 0,; aspoi
jedna z pfimek oy, 0, je pak tenou kruZnice %k (proc?).

Jsou tedy tfi moZnosti:

1. Jedna z rovin w;, w, je typu a), druhd typu b);

2. jedna z rovin w,, , je typu b), druha typu c);

3. obé roviny w,, w, jsou typu b).

Pro urceni priuméru kuZele uZijeme véty VII. Podle této
véty je vyloucen pfipad dvojice o, o’ a pfipad 1 (pro¢?).
V ptipadé 2 musi byt ob& roviny w;, w, kolmé k jedné
strané kuZele a pramér je roven délce této strany, tj.
¢islu l/r2 + 22, V pHpadé¢ 3 musi byt obé roviny w,,
®, kolmé k roviné ¢ a primér je pak 2r.

Je tedy tfeba porovnat &isla Vr2 + 2% 2r. Je-li 2r =
2|t jedtzrr 4+ ooy J/3, a obracené.
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Zdvér. Pramér kuZele je roven priiméru podstavy jen
tehdy, je-i v =r V3 ; jinak je prumér kuZele roven
délce jeho strany.

Uloha 37.*UrZete $ifku rotatniho kuZele z pfikladu 15.
(Je tieba opét provést diskusi vzhledem k Cis-

lim 7, v).
0 c
Py
A
: ) G
o) S C
7 /
A 8
Obr. 27

Uloha 38.*Utvar U se sklidd z rotatniho kuZele a polo-
koule (vné kuZele) omezené kruhem, ktery je
podstavou kuZele. Urcete vSecky opérné ro-
viny télesa, jeho pramér a Sifku.

Dalsi pojem, ktery Ize pfenést z roviny do prostoru, je
pojem konvexniho obalu.

Uloha 39. Vyslovte definici konvexniho obalu trojroz-
mérného ftvaru (pomoci opérmych polo-
prostorit). Jako pfiklad udejte konvexni obal
nekonvexniho télesa U, které vznikne z krychle
ABCDA'B'C’'D’ oddélenim krychle
A,B;C\D,A”"B'C"D" (viz obr. 27).



Uloha 40.*V roving ¢ je dén pilkruh K, o priméru 4B,
v roviné ¢ riznobé’né s g je din pllkruh K,
o pruméru AB. Urcete konvexni obal utvaru
U sloZeného z obou obrazci. Urdete pramér
a §ifku utvaru U.

Priklad 16. Utvar U se sklida z étverce ABCD a polo-
koule, omezené kruhem vepsanym ¢tverci ABCD. Méme
vySetfit konvexni obal a pramér utvaru U.

Reseni (obr. 28). a) Pro rozfeseni ulohy je tfeba prozkou-
mat opémé roviny utvaru U. Dana polokoule je omezena
kruhem a jistym hlavnim vrchlikem V kulové plochy K.
Vysetfime, které tecné roviny kulové plochy K jsou opér-
nymi rovinami utvaru U. Jsou to takové tecné roviny ku-
lové plochy K, jejichz dotykové body nileZeji vrchliku V
a jimiZz vytaté poloprostory obsahuji nejen danou polo-
kouli, ale i ¢tverec ABCD. Dostaneme je takto: Vedeme
z bodd 4, B, C, D teny ke kulové plose K, oviem jen
ty, které se dotykaji v bodech vrchliku V. Dotykové body
té€chto tecen vyplni Ctyfi shodné polokruZnice &y, &y, k3, %4
(z nich dvé %, a &, jsou zakresleny na obr. 28). Tyto ¢tyfi
kruZnice maji po dvou spolené body — jsou to stfedy
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P, O, R, S stran AB, BC, CD, DA; vysvétlete prol.
Z vrchliku V vynechiame ty body, jeZ lezi uvnitf kuzelovych
ploch tefen, vedenych z bodu A, B, C, D ke kulové plose
K. Zbude jistd Cast V' hlavniho vrchliku V, omezeni
polokruznicemi %, &y, kg, k4 (které k V' patfi). Z tecnych
rovin plochy K patfi mezi opérné roviny utvaru U pravé
viecky ty roviny, které se dotykaji v bodech utvaru V’.

D c!
!
AL &

i

]

|

|

bl \J]___Jc
A 2]

Obr. 29 - Obr, 30

Daile patfi mezi opémné roviny utvaru U viecky roviny
prochazejici vrcholy A, B, C, D, které nemaji s danou
polokouli Zidny spolecny bod. Konecné patfi k opémym
rovindm tatvaru U i rovina ¢tverce ABCD.

Jiné opérné roviny nejsou; odivodnéte to. Zejména
dokaZte, Ze Z4dnym hrani¢nim bodem utvaru U, ktery
nélezi vrchliku V, ale nikoli utvaru V', neprochdzi Zidna
opérna rovina.

b) Z pfedchozi ivahy snadno odvodime, co je prinikem
U vsech opérnych poloprostoru tutvaru U; je to dany
utvar U, doplnény ,,polokuZeli“ s vrcholy 4, B, C, D
a fidicimi ,,polokruZnicemi* k,, k,, k5, k,. Tento ttvar U
je konvexni obal utvaru U.

c) K uréeni primeéru utvaru U je tfeba podle véty VII
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najit takové dva hraniéni body, jejichZ spojnice je kolma
k opé&rnym rovindm, které jimi prochazeji. Takové dvojice
hranicnich bodi jsou dvojice bodi lezicich uvnitf protéj§ich
stran ¢tverce ABCD; ty viak nepfichdzeji podle véty VII
v avahu, nebof pfisluiné opémé roviny obsahuji vice nez
jeden hraniéni bod. Z téhoZ divodu nepfichazi v dvahu
dvojice sloZzend z roviny ABC a z tené roviny kulové
plochy K, ktera je s ni rovnob&zna. Zbyvaji tedy jen dvo-
jice boda A4, C a B, D a opérné roviny kolmé k uhlopfi¢-
kim &tverce ABCD. Priamér utvaru U (i jeho konvexniho
obalu U) je proto délka uhlopiicky ctverce ABCD.

Uloha 41. Téleso T je sloZeno z komolého kuZele, ktery
vznikne rotaci rovnoramenného lichobé&znika
ABCD kolem osy jeho zdkladny AB, a z ku-
lové usele, ktera je omezena kruhem o pru-
méru CD a je utata z koule, jejiz stfed je

. sttedem zikladny AB (osovy fez je na obr.

29). Zjistéte, zda téleso propadne Stérbinou
tvaru rovinného pdsu, ktera md danou Sif-
ku d. Je dano: AB = BC = % CD =a. Je
téleso T konvexni?

Uloha 42.*a) Je ddna krychle ABCDA’'B'C’'D’. Zjistéte
konvexni obal ttvaru sloZeného z tseCek
AC, BD’, B'D’ (obr. 30).
b) Zjistéte konvexni obal ttvaru sloZeného ze
étyf (rliznych) bodi, které neleZi v roviné.
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Kapitola 5.

DELENf KONVEXNfHO UTVARU
NA CASTI TEHOZ OBSAHU

V této kapitole se budeme zabyvat vyhradn& omezenymi
dvojrozmémmnymi t1tvary, vétSinou konvexnimi. Prvni
tloha, kterou budeme fesit, je rozdéleni tvaru pfimkou
na dv& Cisd téhoZ obsahu. Zaneme dvéma pfiklady,

P¥iklad 17. Je dén trojihelnik ABC a mezi vrcholy
A, B bod D. Bodem D mime vést pfimku p tak, aby roz-
délila dany trojthelnik na dva obrazce téhoZ obsahu.

Reseni. Oznatime strany a tihly trojahelnika obvyklym
zpusobem, vzdalenost 4D oznacime v a budeme pfedpo-
kladat, %e plati v = %c. [Kdyby bylo v > % ¢, vyménili
bychom oznaceni vrchold 4, B (a tim i stran a, b, uhld
a, ) a postupovali bychom déle naznacenym zptisobem.]
Je-li v = ¢, pak trojuhelniky ADC, BDC maji tj%
obsah a tloha je rozfeSema. Na obr. 31 je naznalena
situace, kdy je v< —;— ¢ tj.v <c¢— v. V tomto pfipadé

pro obsahy trojthelniki plati A ADC < A BDC (pro¢?),
kde napf. znak A ADC znali obsah trojihelnika ADC;
hledana pfimka p bude tedy protinat stranu BC v jejim
vnitfnim bodé¢ X. OznaCme BX = x a uplatnéme pod-
minku A ABC = 2.A BDX. Podle znamého vzorce je

A ABC = jacsin, ABDX = x(c— v)sinf.
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Z ptedchozi podminky vyplyva - acsinﬂ =x(c— o).
sin B, neboli po vpravé

x:a=%c:(c——v). (21)

c-v
Obr. 31

Z rovnice (21) vyplyva podle znimé véty konstrukce
bodu X: patrn¢ je CD || MX; pfitom M znadi stfed
strany AB.

Tuto konstrukci muZeme ovéfit i jinak: ProtoZe je
CD | MX, plati pro obsahy trojuhelniki A CDM =
= A CDX; ma tedy trojuhelnik AMC ty? obsah jako

(vypukly) éryfuhelnik 4DXC, a to - A ABC.

P¥iklad 18. Je dan trojihelnik ABC a pfimka s. Mame
vést pfimku p rovnobéZnou s pfimkou s tak, aby pfimka
p rozdélila dany trojthelnik ve dva obrazce téhoZz obsahu.

Reseni. Piedpoklidejme mejprve, e ptimka s neni
rovnobéZna se Zidnou stranou trojuhelnika ABC. Vedeme
vrcholy A4, B, C po Fadé piimky s, s, s3 rovmobéZné
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s pfimkou s. Pravé dvé z téchto pEimek jsou opérné
(proc?), tfeti protind protéjsi stranu trojuhelnika v jejim
vnitfnim bodé. Zvolime-li vhodné oznaceni vrcholt
trojihelnika, jsou s, s, opérné pfimky, s; protind stranu

A

AB v jejim vnitinim bodé¢ D (obr. 32). MiiZeme jeité
piedpoklidat, ze je AD = AM, kde M je stfed strany
AB; i toho miZeme dosihnout pfipadnou vyménou
oznaceni vrchold A, B. .

Je-li AD = AM, je hledanid piimka p =s,; Je-li
AD < AM, je N ADC < N BDC a hledand pfimka
p protne strany BC, BA po fadé v bodech X, Y, pro
néz plati BX < BC, BY < BD. Ozna¢me strany a tuhly
trojuhelnika ABC obvyklym zpusobem, dédle oznalme
BX = x, BY = y. Z podminky pro obsahy plyne

Obr. 32

1 . 1 .
5 @ sinf = 2 - 2% sinf,

2xy = ac. (22)

Z podobnosti trojuhelnikd A BXY ~ A BCD dosta-
neme x :a =9 : (¢ — v) neboli

neboli
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a
c—v” (23)

Dosadime-li z (23) do (22), vyjde po upravé

X =

¥ = %c (c — o). (24)

Z rovnice (24) vyplyva, Ze tuseCka BY je stfedni geo-
metrickou imérnou useéek BM, BD. Sestrojeni bodu ¥V
napf. pomoci Eukleidovy véty pfenechdvime Ctenafi.

Je-li pfimka s rovnobéZznd s nékterou stranou trojihel-
nika ABC, je jeho ,rozpileni“*) znima Skolska tloha,
kterou nebudeme fesit.

V ptikladech 17, 18 §lo o rozptileni konvexniho atvaru —
trojuhelnika — dvojim zpisobem: jednak pfimkou pro-
chdzejici danym bodem, jednak pfimkou daného sméru.

vvvvvv

vexnich Gtvart. Plati nédsledujici velmi obecna véta:

VII. Nech? je ddin v roviné omezeny dvojrozmérny
utvar U obsahu P a ddle pFimka s téro roviny. Pak existuje
Jedind pFimka p rovnobéind s p¥imkou s, kterd déli vrvar U
na dvé Cdsu obsahu%P.

Ptitom se ve vé&t& VIII nepoZaduje, aby tutvar U byl
konvexni; véta plati dokonce i v takovém ptipadé, kdyz
se utvar U skldda z kone¢ného poctu od sebe oddélenych
Casti.

Véta VIII zaruCuje sice existenci takové pfimky p, ale

vvvvvv

tfeba v uloze 18, muZe byt konstrukce pfimky p velmi

*) Tim rozumime rozdéleni trojuhelnika v ¢4sti téhoz obsahu.
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obti2na. Uvedeme je$t& jeden p¥iklad pilileni nekonvexniho
dtvaru.

i’i‘iklad 19. Je din nekonvexni $estitihelnik ABCDEF,
skladajici se ze t¥i shodnych ¢tverca ABCH, CDEG,

Obr. 33

CGFH (obr. 33). Déle je dina pfimka s = CM (bod M
lezi mezi D, E) tak, Ze <x MCD = 30°. Dany $estiuhelnik
mame rozpulit pfimkou p rovnob&Znou s pfimkou s.

Reseni. Zvolme tsetku AB za jednotku délky. Pimka s
odd&luje z daného Sestifthelnika U trojuhelnik CDM
a lichobéinik ABCQ, které dohromady tvofi utvar U,
o obsahu 1; plati totiz shodnost trojuhelniki A CDM ~
=~ A CHQ, tj. obsah ttvaru U, je roven obsahu &étverce
ABCH.

Ptimka s’ || s vedena bodem E protne pfimku AE v bodé
N lezicim mezi A, H (oddvodnéte!). Pfimka s* oddéli od
Sestithelnika U trojihelnik A EFN = U,, jehoZ obsah je

60



-EEF FN::J- F? 1g 30° = Va—- V§>1.

Prumk pasu roviny omezeny rovnobézkami s, 8
s Sestitthelnikem U je rovnob&mik ENQOM (na obr. 33
vysrafovany). Tento rovnobéZnik je tfeba rozdélit vhodnou
pfickou p = XY || s (X mezi E, M, Y mezi N, Q) tak,
aby obsah lichob&Znika EFYX byl roven % Obsah P
tohoto lichobéZnika vyjadfime podle zndmého vzorce

P=_ (EX + EX 4 EF tg 30°) . EF. (25)
Oznalime-li EX = x, dostaneme ze vztahu (25) rovnici

2y 3
a odtud
=E@—4W)

Pfemyslejte, zda dovedete udat eukleidovskou konstrukci
bodu X.

Uloha 43. Je dén pravouhly nerovnoramenny trojiihelnik
ABC s pteponou AB. Nad jeho odvésnami
jsou sestrojeny (vné trojihelnika) ctverce
ADEC, BCFG. Vedte pHimku rovnobéZnou
s AB tak, aby rozpilila utvar sloZeny z obou
ctverci.

Uloha 44.*Doka¥te, Ze rovinny wtvar (konvexni & nekon-
vexni) soumérny podle stfedu S je ptlen
jenom vSemi t¢mi pfimkami, které prochazeji
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jeho stfedem soumérnosti S. VyloZte na ne-
konvexnim tutvaru vySrafovaném na obr., 34.

okruh

Obr. 34

P¥iklad 20. Je dén utvar V z pfikladu 8. Utvar V je tedy
useC paraboly omezena pfimkou m, kolmou k jeji ose.
Utvar V médme rozpulit pfimkou p, ktérd svird s osou
paraboly thel velikosti 60°.

Reseni. Nejprve uvedeme bez odvozeni vzorec pro
obsah tzv. UseCe paraboly, tj. konvexniho omezeného
utvaru, ktery je prunikem utvaru z piikladu 4 a polo-
roviny (vySrafovany utvar na obr. 35). Necht je use
omezena tétivou, jejiz krajni body jsou [x;, x}], [xs x1],
x, < x,; pkitom je lhostejno, zda obé soufadnice x,, x,
jsou ¢isla kladnd nebo ziporni, ¢i zda jedno je kladné
a druhé zidporné (jako na obr. 35), ¢i zda jedno z nich je
rovno nule. OhlaSeny vzorec pro obsah P vySrafované
useCe zni
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P— %(x2 — %) (26)
Pimka p v nadi dloze mé smérnici g 30° = |3
(pfipadem smérnice — —;]/5 se nemusime zabyvat,
y
/y=Xf/
.
60. [&:_l]
ba. % \
O
{ x
0.0/ -
Obr. 35

nebot 1itvar V je soumérny podle osy y). Pfedpokladejme,
Ze hledand pfimka p protne ve dvou bodech oblouk
paraboly a nikoli v jednom bodé oblouk a v druhém
tétvu AB. Vypoltem se ukaZe, zda byl tento pfedpoklad
spravny. Jsou-li [x;, x7], [x,, x?] pruseciky pfimky p
s parabolou (x; < x,), pak plati

x)—x3

2 1
=% tx
Xy — %, 1 25

1.
Xy 4 x, = %1/3‘. @7)
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Obsah utvaru V podle vzorce (26)je P, = % 2—-(—2) =

- 3—32 Podle tého¥ vzorce (26) pak plati

1 s, 1 32 16
—6—(x2—x;) —E'?—3. (28)

Z rovnice (28) dostaneme x, — x, = 31/ 32, 1.

x, — %, = 2 3)/4. (29)
Spojenim rovnic (27), (29) vyjde

n=tV3-W8 nm=3+Y5  (30)

numericky x, = 0,289 — 1,587 = — 1,298, x, = 0,289 +
+ 1,587 = 1,876. Na§ pfedpoklad se tedy potvrdil,
nebot je —2 <x, <x, <2(—2, 2 jsou soufadnice
x krajnich bodd 4, B).

Z vysledka (30) a z rovnice paraboly y = x2 dostaneme
soufadnice obou bodd, v nichZ protind hledani pfimka p
hranici Wtvaru V.

Uloha 45. Je din lichob#%nik ABCD se zikladnami
AB < CD. Sestrojte pfimku a) rovnobéZnou
se zdkladnami, b) rovmnob&Znou s uhlopfi¢-
kou AC, kterd déli lichobénik ve dva obraz-
ce téhoZ obsahu.

Pfiklad 21. Je din pillkruh omezeny primérem AB =

= 2r. Mame pilkruh rozpilit pfimkou, rovnob&Znou
s AB.

64



Retent. Hledana pfimka p oddéli od ptlkruhu tsed,
jez ma obsah %ﬂ: r? (obr. 36). Oznatme C, D pruseciky
piimky p s polokruZmici k, dile ¢ velikost (ve stupnich)

r
A S B

Obr. 36

thlu < CSD (S je stfed pruméru 4B). Obsah vysrafované
usede je pak

_17-"-2?) _ _1,.2 sin ®;

360 2
plati tedy
l 2 — 1 2 — l 2
3_60 T E re sme —‘I r
Po upravé dostaneme
1 1 .
mﬂq’—‘Z*TC:Sln(p. (31)
PoloZime-li y =sin¢g, je y = g™ — 3™ o je

kli¢ ke grafickému feSeni rovnice (31). Re3eni je nazna-
¢eno na obr. 37; vysvétlete je podrobné! (Pfimka m na
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obr. 37 je sestrojena pomoci useki, které vytind na osich
soufadnic.)

y
V=259~ ¥
1 4 i yesing
A | 4
N¥IB 483888
7T < 1,57
Obr. 37

Dal3i ulohy se tykaji rozdéleni omezeného dvojrozmér-
ného konvexniho utvaru U dvEéma navzijem kolmymi
pfimkami na Ctyfi Cdsti téhoZ obsahu. Lze dokdzat, Ze ta-
kové rozdéleni je vidy moZné; oviem sméry téchto pfimek
nejsou libovolné volitelné a také jejich prisecik neni
libovolny bod utvaru U. Rozdéleni konvexmiho utvaru
navzijem kolmymi pfimkami p, ¢ na Ctyfi Cdsti téhoZ
obsahu ukazuje obr. 38.

PFiklad 21. Mime dokizat, Ze¢ obé navzijem kolmé
ptimky, které dé€li omezeny konvexni stfedové soumérny
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utvar na Ctyfi Casti téhoZ obsahu, se nutné protinaji
v jeho stfedu soumérnosti.*)

Resent (obr. 39). Necht je utvar U rozd&len dvéma na-
vzdjem kolmymi pfimkami na Ctyfi Casti téhoZ obsahu;

Obr. 38 Obr. 39

oznalime tyto &asti (i jejich obsahy) U,, U,, U,, U, podle
obrizku 39. Protoze je U, =U,=U;=U,, je téz
U +U,=U, +U, a U, +U,=U, +U,, tj. kazdd
z pfimek p, ¢ pili dtvar U. Podle vysledku tlohy 44 pro-
chazeji obé primky p, ¢ stfedem soumérnosti S.

Pozndmka. Sestrojime-li dvé navzijem kolmé pfimky,
z nichZ kaZdd puli konvexni ttvar U, neni tim zaruceno,
Ze je titvar rozdélen na ¢tyfi Casd téhoz obsahu. Po-
drZime-li totZ oznaleni z obr. 39, plati U, 4+ U, =
=U,+U;, a U, +U,=U, +U,;; z téchto dvou
rovnosti dostaneme (odeétenim druhé od prvni) U, = U,
a pak i U, = U,; tim v3ak neni zaruCeno, Ze plati rovnost

*) D4 se dokizat, Ze omezeny titvar mi nejvyse jeden stfed soumér-
nosti.

67



U,=U, a pak i rovnost U, = U,. Aby tato rovnost
platla, je tfeba zvolit urcitou dvojici navzajem kolmych
»pulicich® pfimek, jak ukazuje tfeba piiklad 22.

Obr. 40

Priklad 22, Je dén rovnobéinik ABCD, jehoZ strany
maji délky AB = a, BC = b a vnitini uhel << DAB mé
velikost a; pfitom je a =2 6, a = 90°. Mame rozdélit
rovnobéznik ABCD dvéma navzijem kolmymi pfimkami
na Ctyfi Césti téhoZ obsahu.

Reseni. Podle vysledku pfikladu 21 prochizeji hledané
pHmky p, ¢ sttedem soumérnosti S daného rovnobéznika.
Vedme bodem S pfimku m | AB, ptimku n | AB a
oznatme body P, O, R podle obr. 40. Ozna¢me dale U,
lichobéznik SPCQ, U, lichobéznik RSQD; pro jejich
obsahy zfejmé plati U, > U,, urditéji

Uy = U, + g besin2a, 31

-----

vodorovné Srafovanych trojuhelnikd v obr. 40.
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Hledané, navzijem kolmé pfimky p, ¢ dostaneme otoce-
nim dvojice m, n kolem stfedu S o ostry nebo nulovy thel
velikosti ¢, jak je naznaceno na obr. 40. Oznac¢ime-li body
P,, O,, R, podle tohoto obrazku a oznalime-li dile 4,
4’y 4" po fad& obsahy trojihelniki SPP,, SQQ,, SRR,,
pak pro obsahy obrazcu U,, U,, 4, 4’, 4" plati

U —4+4=U,—4a 4", (32)
Trojuhelniky s obsahy 4, 4" jsou soumémé sdruZeny
podle stfedu S, proto jsou shodné; pro jejich obsahy pak
plad 4 = 4", Z rovnost (32) pak dostaneme

2(4—-4)Y=U, — U, (33)
Spojenim vztahd (31), (33) vyjde

, 1,
4— 4 = b sinda (34)
Nyni vyjidHime obsahy A, 4. Plati
SQ= 5 bsing, QQ,= ,bsinatgp,
(35)

1, sina |
2" sin(a—¢)’
posledni ze vztahi (35) se dostane pouZitim sinové véty na
trojihelnik SRR,. Déle dostaneme s pouZitim vztaht (35)

SR=ja, SR =

4=150.00 = bsintatgp,

1 , sinasin ¢

, 1 o1 nasin ¢
4 —ESR.SRlsmqo— g9 sin (@ — ¢)°
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Dosadime z (36) do (34) a délime rovnici &islem % sin a

(které je rtizné od nuly); vyjde
__sing b2 sin a 2P _ p2 cos a.
sin (@ — ) S

Po odstranéni zlomkd a dalsi dpravé dostaneme

a

a? sin ¢ cos ¢ = b*(cosacosgp +sinasing)sin(a — ),

neboli ;| _ | .
5a%sin 2 ¢ = b? cos (a — @) .sin (a — @),

neboli dale
% a?sin2 ¢ = %bz sin (2a — 2¢).

Rozvedeme-li sin(2a — 2¢) podle vzorce, dostaneme
konecné rovnici

(a® + b2 cos 2a) sin2p = b? sin2a cos2¢p, 37

coZ je jednoduch4 goniometrickd rovnice pro nezndmou ¢
a s parametry a, b, a. Obricenim pfedchazejiciho postupu
zjistime, Ze kaZdy ostry nebo nulovy thel, jehoZ velikost
@ spliiuje rovnici (37), dava feSeni dané ulohy.

Napf. pro a = 90° (obdélnik) nabude rovnice (37) tvaru

(@® — b?)sin 2 ¢ = 0; (38)

dostaneme jediné feSeni ¢ = 0 — stfedni pficky obdélnika,
pokud je a > b. Je-lia = b ((tverec), ma rovnice (38) za
feSeni kteroukoli velikost ¢ intervalu 0° =< ¢ < 90°.

Vysetite podobné pfipad a = b (kosoltverec) a ovéfte si,
Ze kazdy rovnobéZnik, ktery neni Ctverec, lze rozdélit
ve Ctyfi Casti téhoZ obsahu jen jedinou dvojici navzijem
kolmych pfimek.
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Uloha 46. Rozdélte na Ctyfi &asti téhoZ obsahu dvéma
navzijem kolmymi pfimkami nékteré titvary
osové soumérné, a to a) rovnoramenny licho-
béinik (pouzijte vysledku tlohy 45); b) utvar
V z ptikladu 20 (pouZijte vysledku tohoto
pfikladu); ¢) utvar U z tlohy 3b); zde volte
lichobéznik ABCD tak, aby platilo <x ACE =
= 60°, 'x DHE = 150° a vypoc¢téte velikosti
ostatnich potfebnych uhla z obr. 4b.
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Kapitola 6.

VETA HELLYOVA A NEKTERE

JEJIDUSLEDKY

Uloha 47. a) Na obr. 4la jsou nakresleny tfi kruhy

72

Ky Ks, Kj, které maji aspofi jeden spoleény
bod (jejich spoleCné body vypliuji vysrafo-

9) Obr. 41 b)

vanou Cast roviny). Pokuste “'se nakreslit
¢ovrty kruh K, tak, aby prinik kazdé trojice
kruhtt K,, K,, K3 Ky, Ky Ky Ky Ky Ky
obsahoval asponi jeden bod, ale aby vSechny
Ctyfi kruhy nemély Zadny spolecny bod.

b) Na obr. 41b jsou nakresleny tfi trojahelniky
Ty, Ty, Ty, které maji (aspo) jeden spolecny
bod. Opakujte tlohu 47a pro trojihelniky,
tj. pokuste se nakreslit trojuhelnik T,, ktery
by mél obdobné vlastnosti jako kruh K,.



Pokusy z tloh 47a,b skonCily nezdarem; stejné ne-
uspé&iné by byly obdobné pokusy, kdybychom kruhy
nebo trojihelniky nahradili libovolnymi ¢tyfmi konvex-
nimi Gtvary. To v nds budi domnénku, Ze plati tato véta:

Obr. 42 Obr. 43

IX. Fsou-li diny &ty#i konvexni dirvary v roviné, z nich
ka%dé t¥i maji aspori jeden spolecny bod, pak vSecky Cty#i
ttvary maji aspori jeden spolecny bod.

Véta IX, kterd vyjadfuje velmi déle¥itou vlastnost kon-
vexnich 1tvard, se skutetné dd dokdzat. Je to tzv. véta
HELLYOVA, ktera se di pfenést na pfimku, do prostoru,
d& se zobecnit tak, Ze poCet danych utvard muZe byt
libovolny, po pfipadé miZe byt danych ttvard nekonecné
mnoho. Véta HELLYOVA ma znatny dosah; to znamen4,
%e s jeji pomoci lze odvodit fadu dalSich zajimavych
vlastosti.

Obrazek 42 ukazuje, Ze pfedpoklad véty IX o konvexité
dtvard je nezbytny; vysvétlete to podrobnéji.
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Dikaz HELLYOVY véty je jednoduchy a pouZivi jedné
pomocné véty, kterou odvodime v nasledujicim piikladu.

P#iklad 23. Mame dokdzat tuto vétu: Jsou diny &tyH
body v roviné, z nichZz Zadné tfi nelezi v pfimce a Zidny
z nich nenilezi trojahelniku uréenému tfemi zbyvajicimi,
Pak tyto &tyfi body jsou vrcholy konvexniho Ctyfuhelnika.

Resent. Dané &ty body ozname 4, B, C, D. Na obr. 43
jsou zakresleny body A, B, C a je tu vyznaceno 7 oblasti,
na které déli rovinu pfimky AB, BC, CA. Bod D lezi mi-
mo piimky AB, BC, CA; pro¢?); Bod D nemiiZe leZet
v 7ddné ze tfi vySrafovanych Casti! jinak by napf. bod C
lezel v trojuhelniku ABD’. LeZi-li bod D v nékteré ze
zbyvajicich tfi nevySrafovanych casti, oviem mimo troj-
tihelnik ABC, pak spojenim trojtihelniki ABC, ABD vznik-
ne konvexni Ctyfuhelnik ADBC. Na obr. 43 je naznaena
usecka XY, jejiz krajni bod X lezi uvnitf trojihelnika ABC
a krajni bod Y uvnitf trojihelnika ABD. Tato usecka
obsahuje bod Z strany AB, nebot lezi v (konvexnim)
thlu < ACB. Obé usecky XZ i YZ, a tedy i usecka XY,
naleZeji ctyfihelniku ADBC.

P#iklad 24. Méme dokizat v&tu HELLYOVU.

Reseni. Oznatime U,, U,, U,, U, dané &ty¥ konvexni
utvary. Dile oznalime po fad¢ A4,, A,, A;, A, bod spo-
le¢ny Gtvarim U,, Ug, U,, resp. Uy, U;, U,, resp. U,, U,,
U,, resp. U;, U,, U,. Dile je tfeba rozliSit tfi pfipady:

a) Nekteré tfi z bodtu 4,, 4,, A3, A,, napk. body 4,, 4,,
A, lezi v pfimce.

b) Zédné t#i z bodt 4,, A,, A,, A, neledi v piimce, ale
néktery z nich, napf. A4, nileZi trojihelniku A,4,A4,.

) Zadné tfi z bodt A,, 4,, A;, A, nelei v ptimce
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a ?4dny z nich neleZi v trojthelniku daném zbyvajicimi
tfemi.

Uvédomte si, Ze pfipady a), b), c) vylerpdvaji viecky
moZnosti a pokuste se ke kazdé sestrojit nacrtek. (Pntom
vyjdéte od boda A,, A,, A3, A, a pak nakreslete utvary
Ul) Uz’ Us: U4)

Probereme nyni postupné viecky ptipady a), b), c).
V ptipad€ a) necht napf. bod 4, naleZi asecce 4,4;. Oba
body A,, A, nilezi pruniku U, U, (pro¢?); podle véty I
nilezi i bod A4, pruniku U,NU,. ProtoZe vSak bod A,
ndlezi také priniku U, N U,, naleZi viem Ctyfem Gtvarim.

V ptipadé b) néleZeji viecky tfi body 4,, 4,, A3 itvaru U,
tj. i trojthelnik 4,4,4, nalezi utvaru U, (odiivodnéte po-
drobné z definice konvexniho utvaru!). Proto i bod A,
trojuhelnika A4,4,A4, naleZi dtvaru U,; mimoto vSak na-
lezi A, pruniku U,NU,N U, Bod A4, tedy nilezi viem
étyfem danym Wdtvaram.

V pfipadé c) jsou splnény pfedpoklady véty z pfikladu
23; proto body Al, Ay, A,, A, jsou vrcholy konvexniho
Ctyfihelnika, napf. v pofadku A4,4,A4,4,. Pak prisecik
uhlopficek A4 Aa, A,A,; nileZi jednak priniku U,NU,
(protoZe ndlezi useéce A,A4;), jednak priniku U nu,
(protoZe ndleZi useCce A,A4,).

Tim je HELLYOVA véta tuplné dokédzina.

Na pfimce je rozmanitost konvexnich utvari mnohem
mens$i neZ je tomu v roviné; jsou to — vime jak — jen
usecka (nenulova ¢i nulova, tj. pouhy bod) polopfimka
a pfimka. Zde lze dokdzat HELLYOVU vétu v tomto znéni:

IX'. ¥sou-li ddny t¥i konvexni iitvary na p¥imce, z nichZ
kazdé dva maji aspori jeden spoleény bod, pak vsecky ¥
urvary maji aspori jeden spolecny bod.

Pro atvary v prostoru zni HELLYOVA véta takto:
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IX''. Fe-li ddno pét konvexnich drvari v prostoru, z mchs
kasdé Ery¥i maji aspori jeden spolecny bod, pak vsecky dané
dtvary maji aspori jeden spolecny bod.

Uloha 48.*a) DokaZte HELLYOVU tulohu pro titvary na

ptimce. (Staci, dokéZete-li ji pro GseCky nulové
¢i nenulové.)
b) Pokuste se dokdzat HELLYOVU vé&tu pro
atvary v prostoru. (Postup je obdobny k postu-
pu v pfikladu 24. Je v3ak tfeba rozlisit tyto
piipady: 1) étyfi z bodu A,,...,A4;, zavede-
nych obdobné jako bddy A4,,...,4, v ptiklad
24, lezi v roving; 2) Zadné &ty z bodd
A,,...,45 neleZi v roving, ale napf. CtyFstén
A;A,A;A, obsahuje bod Ag; 3) Zidny ze
Ctyfsténii urlenych Ctyfmi z boda A,,...,4;
neobsahuje bod zbyvajici.)

Vétu HELLYOVU (a to vétu IX, IX', IX") Ize indukci
roz$ifit na libovolny pocet konvexnich utvari.

P¥iklad 25. Médme dokazat toto rozSifeni véty HELLYOVY:
Je-li ddno v roviné n konvexnich itvarii (n = 4), z nichz
kazdé tfi maji aspoii jeden spole¢ny bod, pak viecky utvary
maji aspon jeden spolecny bod.

Reseni. Vétu dokdfeme matematickou indukci. Vime, Ze
plati pro n = 4; pfedpoklddejme, Ze plati pro jisté # a do-
kazme, Ze pak plati pro n + 1.

Necht je tedy ddno n + 1 konvexnich utvard v roviné,
oznalenych U,, U,,..., Us, U, ., z nichZ kaZdé tfi maji
aspon jeden spole¢ny bod. Vysetfujeme 7 Gtvart

Ul’ Ua,o.-, U’l—l’ U"l == Ufl n U"+1; (39)
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ty jsou vesmés konvexni (proc?) a kaZdé tfi z nich maji
aspodl jeden spoleny bod. SkuteCné, zvolime-li napf.
trojici U,, U,, U,, pak je tato podminka splnéna podle
pfedpokladu véty. Zvolime-li napf. trojici U,, U,, U,

il 7 s . 9

- » ? >
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pak uZijeme prvni véty HELLYOVY: podle ni maji ttvary
U,, Uy, Usy Unyy asponl jeden spolecny bod (odavodnéte
podrobné!) a tento bod nileZi i dtvaru U’, = U,NU,,,.

Podle indukéniho pfedpokladu maji utvary (39) aspon
jeden spolecny bod a ten nileZi viem utvarim U,, U,,...,
Ua, Upyy; tim je rozsifeni HELLYOVY véty dokizino.

Pozndmka. Vétu HELLYOVU lze rozsifit i na nekonetné
mnoho konvexnich ttvard v roving; v tomto pfipadé vsak
je potfeba jesté pozadovat, aby Utvary byly omezené. Obr.
44 ukazuje nekone¢né mnoho konvexnich dtvarii neome-
zenych (jsou to poloroviny g,, 02, 03,...), Z nichZ kazdé tii
maji sice aspori jeden spolecny bod, ale Zidny bod neni
spoleény viem témto polorovindm.

P¥iklad 26. V roviné je vyznaeno #n bodl (n = 4). Po-
kusy jsme zjistili, Ze kaZdé tfi z nich lze zakryt korunovou
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minci. Dokonce se ndm podafilo zakryt korunovou minci
viech n bodu zirover.. Mame zjistit, zda tato posledni sku-
teCnost je ndhodna, zpiisobena jen zvlaStni polohou danych
bodu, nebo zda se da odvodit z vysledki pokusi.

Reseni. Vysledek pokusu se d4 geometricky formulovat
takto: v roviné je ddno n bodi, z nichZ kazdé tfi lezi v kru-
hu o poloméru r. Mdme zjistit, zda z toho vyplyva, Ze
viech n bodu lezi v jistém kruhu o témZ poloméru r.

Kolem kaZdého z danych boda 4,, A4,,..., A» opiSeme
kruh o poloméru r. Tak dostaneme kruhy K;, K,,..., K.
Existuje-li kruh K o poloméru r, ktery obsahuje vSechny
dané body, md jeho stfed S od kazdého z danych boda
vzdalenost mensi nebo rovnou Cislu 7, tj. stfed S naleZi
viem kruhtim K, K,,..., K,

Existenci kruhu K, resp. jeho stfedu S zjistime podle
véty HELLYOVY. Zvolme libovolné tfi z kruhd K,, K,,...,
K., napf. kruhy K;, K,, K;. Jejich stfedy A,, 4,, A5 leZi
v jistém kruhu K,,; o stfedu S;,, a poloméru r. Bod S,
ma tedy od kaZdého z bodu A,, 4,, A, vzdilenost mensi
nebo rovnou 7, proto ndleZi viem tfem kruhum K;, K,
K.

To znamend, Ze kazdé tH z kruha K,, K,,..., K, maji
aspofi jeden spole¢ny bod; tyto kruhy spliuji tedy pied-
poklad véty HELLYOVY a tim je existence stfedu S zaru-
Cena.

Dalsi dasledky véty HELLYOVY, které uvedeme bez
odvozeni, jsou véta JUNGOVA a véta BLASCHKEOVA.

X. Kazdy rovinny urvar konvexni & nekonvexni o primé-

d
ru d se dd umistit do kruhu o poloméru V—g (véta JUNGOVA).
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XI1. Do kasdého omezeného konvexniho ttvaru v roviné,
. r wry ot v 1
ktery md S$ifku s, lze umistit kruh o poloméru 5§ (véta
BLASCHKEOVA).

Pozndmky k obsahu vér X, XI.

Je-li U rovinny ttvar o pruméru d, pak je patrné, Ze jej
Ize umistit do kruhu K o poloméru d. Stadi totiZ zvolit za
stted S kruhu K libovolny bod ttvaru U; pro vzdilenost
kteréhokoli bodu X utvaru U od bodu S plati podle dlohy
27 vztah SX = d. Proto lezi vSechny body twtvaru U
v kruhu K.

Vyznam véty JUNGOVY spocivi v jejim tvrzeni, Ze polo-
mér kruhu K lze (pfi vhodné volbé stfedu §) zmensit na

hodnotu %_ <d.

Obdobné je tomu s vétou BLASCHKEOVOU. Tato v&ta
vyjadfuje vysledek, ke kterému se dospélo pfi hledidni co
nejvétSiho kruhu, ktery se da umistit do omezeného kon-
vexniho utvaru §ifky s. Ukdzku hledani takového kruhu
piedvadi priklad 27.

Priklad 27. Je din omezeny konvexni rovinny utvar
U sitky s. Mame zjistit, zda existuje kruh, jehoZ polomér
zavisi jen na Sifce s a 0 némz lze bezpefné tvrdit, Ze jej lze
umistit do utvaru U.

Reseni. Oznaime d pramér utvaru U, p, ¢ obé opémé
primky, jejichz vzddlenost je d. Kazd4 z ptimek p, g obsa-
huje pravé jeden hranicni bod; oznalme tyto hranicni
body A4, B, podle véty V vime, Ze je AB | p, AB | g,
AB = d (obr. 45). Vedme dile obé opémé ptimky m, n
rovnobézné s pfimkou AB. ProtoZe vzdilenost pfimek
m, n je aspon s a protoZe pas roviny P jimi omezeny obsa-
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huje Gseku AB (kterd ndleZi utvaru U), m4 aspori jedna
z ptimek m, n od pfimky AB vzdilenost vét$i nebo rovnou

% s; budiZ to pfimka m. Na pfimce m leZi v pasu P aspoii
jeden hraniéni bod C titvaru U.

b 3

Obr. 45

Tak jsme dostali trojihelnik ABC, jehoZ viechny vrcho-
ly nédleZeji utvaru U; proto trojihelnik ABCi kruh K ome-
zeny kruZznici % jemu vepsanou ndleZi Gtvaru U. Odhadne-
me polomér ¢ kruZnice k; k tomu pouZijeme znidmého
vzorce

24
Q= o0 (40)
kde 4 je obsah trojihelnika ABC, o délka jeho obvodu.
Pro vysku v na stranu AB plati ziejmé

1
2
obsah 4 tedy spliuje vztah

ssSv=s=d; (41)
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1 1
A=5dvzyds (42)

ProtoZe vrchol C leZi uvnitf pisu P, je velikost kaZdé ze
stran AC, BC nejvyse |/d® + 2, plati tedy podle (41)

o=d+2Ja +o¢ =d+2d|2 = 3d)2. (43)
Spojime-li nerovnosd (42), (43) s formuli (40), dostaneme

Tim je odhad pro polomér ¢ kruhu K nalezen. Tento
odhad je v8ak pfili§ nizky; véta BLASCHKEOVA davi odhad
1

pEiznivejsi o = 3 5= 0,333 s.

)
D

J G E [
"\',
\Q“\\\\i\\
Obr. 46
Vétu JUNGOVU i BLASCHKEOVU budeme nyni ilustro-

..\\ ‘\(;.'s
LA

A

P¥iklad 28. Na obr. 46 je nakreslen nekonvexni deviti-
uhelnik ABCDEFGH}Y; jeho konstrukce je patrnd z nacrtu:
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AB=5,CE=EG=Gf=DF=FH =1, < AfH =
= < HGF = < FED = <X DCB = a < 90°. Mime
stanovit hel a tak, aby pramérem devititihelnika byla dél-
ka usecky AC a mime ovéfit vétu JUNGOVU.

Re$enf. Abychom zjistili priimér, musime najit dvé
rovnobéZné opémé pfimky, z nichz ka?da obsahuje jediny
hrani¢ni bod; spojnice téchto dvou hrani¢nich bodd musi
byt kolma k obéma opérnym piimkim (véta V). To je
mozné u daného devituthelnika U jen dvojim zpisobem:
pEisluSné hrani¢ni body jsou bud A4, B, nebo 4, C (B, ¥).
Vypocteme vzdilenost AC z pravouhlého trojihelnika

AMC: plad AM = 4, CM = cotg%a, tj.

AC = l/ 16 + cotg? -; a. (4
Polozime podminku AC > A4B, tj.

l/ 16 + cotgz—;— a> 5;
odtud plyne po uprave

cotg % a> 3,

tj. a < 18°26 (ptiblizng). Dile je & ABC = 90° — _ q,

& A¥C = 90° + a. To znamen, %e viemi Ctykmi body
A, B, C, ¥ lze prolozit krumici % o stfedu S, ktera obsa-

huje uvnitf i body E, G, D, F, H, tj. cely devitithelnik
ABCDEFGHY.
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Vypocteme polomér kruZnice % z délky tétivy AC a ob-
vodového uhlu velikosti 90° — —; a. Z rovnoramenného
trojuhelnika ACX se zdkladnou AC a protéjsim thlem ve-
likostd 90° — % a (viz obr. 47) vyplyva pro polomér r
kruZnice k:

r = .
2sin (45° — ga) cos (45° — +a)
_ AC 1 _ AC ' (45)
2sin (90° — 5 a) 2 cos —;a

Stted S tedy sestrojime jako vrchol rovmoramenného
trojihelnika ACS se zikladnou AC, leziciho v poloroviné
ACB; ptitom zname ze vzorci (44), (45) délky viech stran

tohoto trojiihelnika. ProtoZe je cotg% a> 3,je
1

Sin?'?a

| . 1 1
— 2 __ _ 2 - .
=1 + cotg®-a > 10, sin* za> — 1@
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1 9 1 1 _Jwo

cos? ~a >~ cos_ -
> ] 1
27710 1/10 cos 1 a 3
tj. podle (45) plat
— 1
_1_4c¢ <AC )0 <ACTF> %)
C057 a

coZ souhlasi s vétou JUNGOVOU.

Uloha 49.*Na obr. 48 je nekonvexni titvar U omezeny
dvéma polokruZnicemi &,, &, a dv€ma tGseCkami
BC, CS; je AS = BS = 2BC = 1. Zjistéte

prumér utvaru U a ovéfte vétu JUNGOVU.

Uloha 50. Je din konvexni ¢&tyfahelnik ABCD, jeho#
prumér je délka strany AB. Nad tétivou AB

sestrojte kruZnici o poloméru A—%B tak, aby

jeji stfed lezel v poloroviné ABC a ovéfte
vétu JUNGOVU. [Néavod: zkoumejte velikost

thlt < ACB, < ADB.]

b) Je dédn konvexni ctyfahelnik ABCD, jehoz
priumér je délka uhlopticky AC. Ovéfte vétu

JUNGOVU obdobng jako v tloze 50 a).

c) Pokuste se rozfeSit obdobné dlohy pro ne-

konvexni ¢tyfihelnik.

Uloha 51. a) Ové&fte vétu JUNGOVU pro rovnostranny
trojihelnik. Jaky vyznam ma tato zcela jedno-

ducha dloha?

*) Plati — V —

ol ncrovnosti.
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b) Na obr. 49 je nakreslen pravidelny hvézdi-
covy sedmithelnik. Zjistéte jeho primér a
ovéfte vétu JUNGOVU.
Pozndmka. Je-li v kruhu o poloméru r umistén (omeze-
ny) utvar (konvexni i nekonvexni), lze tvrdit, Ze pro jeho

Obr. 49

primér d plati nerovnost d = 2r; to plyne z vysledku
ulohy 28. Obricené, kdyZ omezeny ttvar U v roviné ma
prumér d, pak zfejmé pro polomér r nejmensiho kruhu K,

do néhoZ se d4 utvar U umistit, plati » g%d ; Vyznam vty

Jungovy je v tom, Ze omezuje polomér r kruhu K shora.
PFiklad 29. V devitithelniku U z pfikladu 28 méme zvo-
lit vhel a tak, aby Sifkou utvaru U byla vzdéilenost rovno-

bé%ek AB, C¥. Mame zjistit, zda pro nekonvexni utvar U
plati ¢i neplati tvrzeni véty BLASCHKEOVY.

Reseni. Vzdilenost rovnobéZek AB, C¥ je cotg a. Opérné
piimky utvaru U, které jsou navzijem rovnobézné, procha-
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zeji bud vrcholy A4, C (B, ¥) nebo vrcholy A4, B. V prvnim
piipadé se vzdalenost rovnobéZnych opérnych pfimek po-
hybuje mezi vzdilenostmi AC, CM, pfiCemZ je vidy
AC > CM, a mezi vzdilenosti AC a vyskou v trojiuhelniku
ABC na stranu BC. V druhém pfipadé se vzdalenost
rovnob&Znych opérnych pfimek pohybuje mezi vyskou v
trojithelnika ABC na stranu BC a vét$i z obou vzdalenosti
AB, AC. Pro vysku v dostaneme z AABC

v=>5 cos—;— a, (46)

nebot ¥ABC = 90° — - a. Vzdilenost CM je tedy

Sifkou utvaru U jen v tom pfipadé, kdyZ plati ziroven
CM = AB, CM = v; protoze je v < AB (thel <<ABC
je ostry), je vzdilenost CM Sifkou utvaru U jen v tom pfi-
padg, kdyz plati CM = v, neboli vzhledem k (46)

cot la = 5cosla. (47
83 2

Upravou nerovnosti (47) dostaneme nerovnost sin %a 2%
a odtud z tabulek piibling a = 23°04".

Nejvétsi kruh, ktery lze umistit do devititihelnika U,
je omezen kruZnici &, opsanou rovnoramennému trojtthel-
niku DFN (obr. 50); pokuste se toto tvrzeni dokazat.
K vypoctu poloméru r kruZnice k uZijeme vzorce pro polo-
mér opsané kruZnice

, o abe
T 44
kde a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelnika, 4 jeho obsah.
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1
V naSem pfipad¢ (obr. 50) vypolteme a = b =
2sin—-a,

* 2
! ! s odtud dile 4 = + !
¢ =1, v = 5 cotg 5 a; odtu e 4= 7 cotg 5-a
a kone¢né

D S . (48)

Obr. 50

ProtoZe v naSem pfiklad€ je Sifka utvaru U déna vzorcem

s=CM= cotg% a, je —31- s =—;— cotg -}a. Podle (48) snad-

.. . 1 , . .
no zjistime, Ze je r > 35 nebot tato nerovnost je ekviva-

! qata je splnéna prokazdé a.

. .3
lentni s nerovnosti 0] > cos? 2
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Tvrzeni véty BLASCHKEOVY tedy plati vtomto p¥ipadé
i pro nekonvexni tutvar.

Uloha 52.

Na obr. 51 je nekonvexni dtvar U, ktery je
vytat z mezikruZi $ifky 4, a to primérem vétsi
kruZnice; polomér vétsi kruZnice je o. Zjistéte,
za jaké podminky neplati pro utvar U tvrzeni

BLASCHKEOVY Vvéty. [Vyjde é < %9.]

Uloha 53.*Zjistéte, zda pro nekonvexni titvar U z tlohy 49

Uloha 54,

88

(obr. 48) plati tvrzeni véty BLASCHKEOVY.
Urcete konvexni obal U dtvaru U a ovéfte si
pro n¢j vétu BLASCHKEOVU.

Pomoci Sifky trojihelnika (iloha 26) ovéfte, Ze
pro trojihelnik plati véta BLASCHKEOVA.
Jaky polomér ma nejvé&tsi kruh, ktery lze umistit
do trojuhelnika ? Vyslovte domnénku a odivod-
néte ji.



DODATEK

V teorii konvexnich Utvari se pracuje ustaviéné s né-
kterymi pojmy, které se tykaji tzv. uspofdddni bodi na
pfimce, v roviné 1 v prostoru. Zikladnim vztahem uspofi-
dani je vztah ,,mezi‘; fikame, Ze bod C lesi mezi body A, B
(nebo B, A), kdyZz naleZi vnitfku usecky s krajnimi body
A, B. Taz skutetnost se nékdy také vyjadfuje réenim, Ze
bod C oddélyje body A, B.

Dani pfimka m je rozdélena libovolnym svym bodem P
ve dvé& ¢asti (mnoZiny bodu), které nazyvame polopFimkami,
a to polopfimkami navzdjem opaénymi. Bod P nazyvime
pocdtkem polop¥imky a pocitime ho k obéma opacnym
polopfimkdm. LeZi-li tedy napf, bod C mezi body 4, B
jsou polopiimky CA, CB opacné.

Rovina je rozdélena hbovolnou svou pfimkou p ve dvé
¢asti, které nazyvame poloroz:mamz, a to polorovinami
navza]em opacnymi. Piimku p nazgvame jejich hranici
a potitdme ji k ob&ma opalnym polorovindm. Jak pozni-
me, zda dva body X, Y roviny, lezici mimo pfimku j 2
nileZeji téze polorovmé s hranici p nebo polorovinim opac-
nym? NeleZzi-li mezi body X, Y Zidny bod piimky p,
jsou X, Y body téze poloroviny; leZi-li mezi nimi bod
ptimky p, jsou to body polorovin navzijem opacnych.
LeZi-li mezi body X, Y néjaky bod pfimky p (na niZ body
X, Y nelezi), fikime strutné, Ze primka p oddéluje body
X, Y. To je jen jiné vyjddfeni situace, Ze body X, Y nile-
Zeji opatnym polorovindm s hranici p.
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Je-li dén trojtihelnik ABC a ptimka p jeho roviny, ktera
neprochdzi Zziddnym jeho vrcholem, ale oddéluje napf.
body A4, B, pak pfimka p oddé€luje bud body 4, C nebo
body B, C. Tato,z nazoru zcela zfejma véta mid v geo-
metrii veliky vyznam a nazyva se vétou PASCHOVOU.

Situace v prostoru je obdobna jako v roviné. Rovinou ¢
je prostor rozdélen ve dvé Casti, které nazyvame poloprosto-
7y, a to poloprostory navzajem opaénymi. Rovinu g nazy-
vame jejich kranicni rovinou a pocitame ji k ob&ma polo-
prostoram. Ctendf si dovede jisté sim vysvétlit réeni, e
rovina ¢ oddéluje body X, Y a dovede také vyslovit podmin-
ku pro to, aby dva body X, Y leZici mimo rovinu ¢ nile-
Zely témuZ poloprostoru s hranicni rovinou ¢ nebo opac-
nym poloprostortim s touZ hrani¢ni rovinou.

V né&kolika dlohidch nasi brozury se hovoti o étyfikelntku.
Cryhihelnik — jako viecky mnohotthelniky — skldddme
obvykle z nepfekryvajicich se trojuhelnikia. Trojuhelnik
XYZ je mnoZina viech bodi, které jsou spoletné polo-
rovinam XYZ, YZX, ZXY: neboli je to prianik téchto
polorovin (viz pfiklad 1). Podle tohoto vytvofemi patfi
k trojuhelniku i viecky jeho strany, tj. jeho obvod. Rikime,
Ze dva trojihelniky se nepfekryvaji, kdyZ bud nemaji Zadny
spolecny bod nebo kdyZ jejich spolené body ndleZeji jen
jejich obvodlim,.

Ctyfihelnik ABCD je mnoZina viech bodi dvou troj-
uhelnika ACB, ACD, které leZi v opatnych polorovinich
s hranici AC, pfitom Zadné tfi z boda A4, B, C, D nesméji
leZet v ptimce. Oba vytvofujici trojuhelniky ACB, ACD
se podle pfedchoziho nepiekryvaji; obvykle fikime, Ze
¢tytthe'nik ABCD (zaleZi na pofadku vrchold!) je sjed-
nocenim nepfekryvajicich se trojuhelnikd ACB, ACD.
ProtoZe piimka AC oddéluje body B, D, lezi mezi nimi
bod Q pfimky AC. A nyni mohou nastat dvé situace:
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a) bud bod Q leZi mezi body A4, C; b) nebo bod Q leZi
mimo useCku AC. Nacrtnéte si pfisluSné obrazky a uvé-
domte si, pro¢ nemuze byt Q = A nebo Q = C.

V prvnim pfipadé fikime, Ze se #hlopricky AC, BD pro-
tinaji v bodé Q; da se dokdzat, Ze v tomto pfipadé je Ctyf-
thelnik ABCD konvexni utvar. V druhém piipadé dosta-
neme ¢tyfuhelnik, jaky je napf. na obr. 1; je to dtvar ne-
konvexni.

Véta II na str. 21 byla oznadena nizvem DEDEKINDUV
axiom spojitosti s upozornénim, Ze jde o jednu z nejdtle-
ZitéjSich vét matematiky. Jeji vyznam je v tom, Ze mnoho
geometrickych poznatki, zdanlivé velmi riznorodych, lze
Z DEDEKINDOVA axiomu odvodit deduktivné. To ¢inime,
i kdyZ mnohé z téchto poznatki se zdaji zfejmé z nazoru,
nebot jejich odvozeni ndm ukazuje jejich vzajemnou sou-
vislost a souvislost s jinymi matematickymi disciplinami.
Z DEDEKINDOVA axiomu spojitosti lze odvodit napf.
vétu, Ze dvé kruZnice, jejichz vzdilenost stfedt je mensi
neZ soucet obou poloméru a vétsi nez rozdil obou polomérd,
se protinaji ve dvou bodech. Z axiomu spojitosti Ize odvodit
vétu, Ze kazdé kladné ¢islo je pfi pevné zvolené jednotce
délky velikosti nékteré useCky. Z axiomu spojitosti lze
odvodit vétu, ze kazdé dva mnohouhelniky téhoZ obsahu
se daji rozlozit v komeCny pocet trojihelnikii po dvou
shodnych, a mnohé jiné véty. Z axiomu DEDEKINDOVA
lze viak také odvodit vétu VIII i v&tu, Ze kazdy omezeny
dvojrozmérny konvexni titvar lze rozdélit dvéma navzajem
kolmymi piimkami ve Ctyfi sti téhoZz obsahu a dalsi.

Pro zvidavého Ctendfe uvedeme na ukizku aspon jedno
odvozeni geometrické véty z DEDEKINDOVA axiomu Spo-
jitosti. Nazna¢ime dlikaz véty: Md-Ii pFimka p od stiedu S
krutnice k = (S; r) vzddlenost d < r, md s krugnici dva
navzdjem rizné spoleiné body.
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Diikaz. Prochézi-li pfimka p sttedem S, neni co doka-
zovat, Neprochazi-li pfimka p stfedem S, oznalime Q
patu kolmice spusténé z bodu S na p,; pak je SQ =d <.
Na obou poloptimkach vymezenych na piimce p bodem Q
sestrojime body A, B tak, aby platilo Q4 = QOB =r

Obr. 52

(viz obr. 52). Pak je SA = SB > AQ = BQ = r. Utvo-
fime mnoZinu M vSech bodi X pfimky p, pro néZ plati
SX = r. Do mnoziny M patfi bod Q, ale nepatfi body
A, B. Snadno dokiZeme, Ze mnoZina M je konvexni utvar
(pokuste se o to!); mnoZina M naleZi uiseCce AB (proc?);
je proto omezend. Mnozina M viak obsahuje jeSt€ dalSi
body mimo bod @, tak napf. sestrojime-li na polopfimce
QA bod U, pro ktery plati QU = r — d, je podle troj-
thelnikové nerovnosti

SU<SQ +QU=d+(@r—d)y=r;
bod U # Q nilezi tedy také do mnoZiny M.
Podle DEDEKINDOVA axiomu spojitosti je mnoZina M
jistd usecka CD. Da se dokiazat nepfimym dukazem, Ze
napf. pro bod C neplati ani nerovnost SC > r ani ne-
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rovaost SC < r; je tedy SC = r, tj. bod C nileZi kruZnici
k*). Stejny zavér dostaneme pro bod D. ProtoZe pfimka p
nemutiZe mit s kruZnici vice neZ dva spole¢né body, je tim
naSe véta dokazina.

Ditikazy v&t pomoci axiomu spojitosti nejsou nijak jedno-
duché, i kdyZ jde o zdanlivé prazracné situace. Proto je
pochopitelné, Ze se o axiomu spojitosti a o jeho disledcich
na stfedni $kole nemluvi.

*) Kdyby platilo napt. SC < r, sestrojili bychom na polopfimce QC
bod C’ tak, aby bylo QC’ = QC + (r — SC). Podle trojihelnikové
nerovnosti bychom dostali z trojihelntka SCC’

SC<SC+CC'=8SC+(QC'—QC)=r.
To znamend, Ze bod C’ by nilezel mnoZing M; to je viak nemoZné,
nebot bod C’ lezi mimo useCku CD.
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