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Pfedmluva

S vektory se setkivame poprvé v roce 1853. Zavedl je
irsky matematik a fyzik W. R. Hamilton (1805—1865).
Rada matematikd brzy vyecitila Gdinnost vektorové
metody, takze jiz koncem minulého stolet{ dava vekto-
rovému podtu témé&F soudasnou podobu americky mate-
matik J. W. Gibbs (1839—1903). Na rozdil od mnoha
jinych matematickych pojmu, jejichz zrod saha do
diwné historie pfed nadim letopodtem, nejde tedy v pif-
padé vektori o objev nijak stary. A pfece mé dnes vekto-
rovy potet své dulezité vysadni misto v moderni mate-
matice a domnénka, Ze jde o médnf zileZitost, by byla
nesporné velkym omylem. Vyznam vektorovych prosto-
ri preristd naopak dnes jiz klasicky rdmec geometric-
kého ¢&i aritmetického modelu, vektorové prostory na-
byvaji v abstraktnéjsi podobé stdle vétitho opravndni
v analyze, teorii &isel atd.

Tato knizka v4m m4 ukazat, %e vektory jsou Ginnou
moderni metodou pfi FeSeni geometnckych problémii.
Predpokldddme, Ze se dostane pfedeviim do rukou té&ch,
ktefi se s vektory setkali pouze v mife dané osnovami
gymnasif; Zddné jiné znalosti kniZka nepfedpoklida.

V prvych ttech kapitoldch byl zvolen nizorny piistup
se zvlastnim zaméfenim na euklidovsky prostor E,.
V 1. kapitole ziskd &tenaf nezbytnou vstupni orientaci
pro studium vlastnosti prostoru E;. Afinni geometrii
je vénovdna 2. kapitola, geometrii euklidovské pak
3. kapitola. Teprve 4. kapitola podiva ucelen&jii pohled
a je urlena predevdim tém, kdoZ jsou schopni vétsi
abstrakce. Setkate se v nf aspoil v ndznaku také s vice-
rozmérnou geometrii, ktera se objevuje jiz v dile feckého
matematika Diofanta (250 pf. n. 1.). Jde tedy o velmi
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stary problém, ktery souvisf s ,,trojrozmérnym** vnima-
nfm lidské bytosti, problém, ktery po staleti nedava
spat celé fadé velkych filosofit a matematiki, jako je
I. Kant (1727—1804), J. D'Alembert (1717—1783),
J. L. Lagrange (1736—1813), A. F. M bius (1790—1868),
C. G. J. Jacobi (1804—1851), A. Cayley (1821—1895),
H. Minkowski (1864—1909), H. Grassmann (1809 aZ
1877), J. Plucker (1801—1868), B. Riemann (1826 a%
1866), E. Betti (1823—1912), H. Poincaré (1854—1912),
F. Klein (1849—1925). Vytet neni zdaleka tiplny. Di-
stojné misto v této fadé majf i velci ¢esti matematikové
E. Cech (1893—1959) a V. Hlavaty (1894—1969).
Vicerozmérna geometrie mohla ziskat své plné uznénf
teprve v tom okamziku, kdy geometrie byla zbavena
zatéze konkrétniho modelu, aniz upustila od my¥lenkové
konstrukce. Byl to krok odvéiny, ale hluboce dulezity
a prospésny. Nutno oviem dodat, Ze existujf detné
redlné modely vicerozmé&rnych prostorl, a pravé ony
vicerozmérnou geometrii ¢inf nesporné piitazlivou, apli-
kabilni a Zivotaschopnou.

Se soutadnicemi pracoval jiz zndmy fecky matematik
Apollonius (260—170 pt. n. .). Za zakladatele analytické
geometrie jsou v3ak pravem povaZovani R. Descartes
(15696—1650) a P. Fermat (1601—1665), svij podil na
jejim rozvoji ma také G. W. Leibnitz (1646—1716).
Analytickd vektorova metoda se opird pfedevdim o arit-
meticky vektorovy model. ,

Béhem Zetby se setkdte s mnoha zajimavymi geo-
metrickymi tlohami, které nejsou rozhodné samoidelné
a mohou vam také usnadnit prvé kroky na vysoké skole.
Poznate také, Ze matematika je nedilnd; chtit délat jen
geometrii by bylo velmi ofidné, a zvlast v této souvis-
losti vystupuje do popfedi duleZitost algebry a teorie
mnozZin.
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1. kapitola

UVOD

1.1. Z4kladnf pojmy z logiky

Metodou matematiky je formdint logika a zidkladnim
stavebnim prvkem formalni logiky je wvyrok. Obsah
tohoto pojmu je pro studenta stfedni 8koly dnes jiZ
zcela béiny. Pripomenime proto pouze, Ze dva vyroky
A, B ndm dovoluji tvofit vyroky nové, kterym Fikdme
logické operace s vyroky. Mezi hlavni logické operace
s vyroky fadime konjunkei (zmak A A B), alternativu
(znak 4 V B), implikaci (znak A = B), a dvojstrannou
tmplikact (znak 4 < B).

Z hlediska formalnf logiky nas zajimé pouze pravdi-
vost vyrokt. Pii konjunkei poZzadujeme soudasnou plat-
nost obou vyrokid A, B, pfi disjunkei pak platnost
aspon jednoho z nich.

Implikace A = B je takové spojeni dvou vyrokil 4, B,
pii kterém platnost vyroku A ma za nasledek platnost
vyroku B. Vyroku A fikdme obvykle piedpoklad
(premisa), vyroku B disledek (konkluze). Béiné se
uziva také téchto réeni: 4 je postabujict podminkou pro B
nebo B je nutnou podminkou pro A. Implikaci 4 = B
muiZeme charakterizovat gramatickou vé&tou: ,,Kdy?
plati A, pak platt ¢ B.*

Jsou-li dény vyroky A4, B, jsou formélné myslitelny
vidy dvé implikace: 4 = B, B => A. Zadame-li, aby
platila konjunkce (4 = B) A (B = A), nazyvame ta-
kovy vyrok dvojstrannou tmplikact vzhledem k A, B
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a piSeme strudné 4 <« B. Obsah dvojstranné implikace
vystizné vyjadiuje gramaticka véta: ,, 4 plati prdvé
tehdy, kdyz plati B.

Pii vystavbé matematickych disciplin vychazime
z jistého souboru vyroku, tzv. axiomd, jejichz pravdi-
vost pfedpoklddame. Ostatni pravdivé vyroky nazyvime
vétams. Dukaz je jistou formou verifikace (ovéfeni,
zjisténi pravdivosti) néjakého vyroku. Gramatické véty,
které nam mély ptibliZit obsah implikace a dvojstranné
implikace, maji povahu pfi¢inné souvislosti; z hlediska
formaln{ logiky nejde v8ak o pfi¢innou souvislost v pra-
vém slova smyslu.

Jestlize pravdivému vyroku ptifadime éfslo 1, neprav-
divému 0, potom pravdivost uvedenych &tyf logickych
souvéti v zavislosti na vstupnich vyrocich 4, B je dina
nésledujici tabulkou:

y:| B ANB|AVB|A=>B|AsB
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0

Uvedené tabulce itkime pravdivostnt schéma. Pro
lepsi orientaci zapiSme slovn& tieba posledni Fadek:
Je-li vyrok A nepravdivy a ziroveii B pravdivy, pak
konjunkce A A B a dvojstrannd implikace A « B jsou
vyroky nepravdivé, alternativa A V B a implikace
A = B jsou vyroky pravdivé.

Pro zkriceni zapisu pouZijeme obdas zavedenych
symboli.
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1.2. N&které pojmy z teorie mno%in

Znalost zakladnich pojmi predpokladame. Dohodne-
me se na tomto misté pouze na symbolice, které budeme
prilezitostné pouzivat, a sezndmfime étenafe s nezbytnym
minimem novych pojmi tak, aby sledovani dalsiho textu
mohlo probihat bez nejmensich potizi.

Je-li a prvkem mnoZiny M, piSseme a€M; plati-li
opak, pifeme a ¢ M. Prdzdnow mnozinu oznaéime ©.

Mnozinu, ktera se sklada ze vSech takovych prvki z,
které maji vlasinost ¥, piseme ve tvaru

{x|z ma vlastnost 77} .

Tak tfeba kruZnice o stiedu S a polomé&ru 7, ktera lezi
v dané roviné w, je mnozina

{(Y|Yew, Y8 =1},

tj. mnoZina vSech boda Y, které lezi v w a maji od da-
ného bodu § vzdalenost 7.

Jestlize dvé mnoziny M, N maji tu vlastnost, Ze kazdy
prvek jedné je soudasné prvkem druhé mnozZiny a obra-
cené, potom pifeme M = N a fikame, Ze obé mnoziny
se sobé rovnaji. Symbolicky zapiSeme definici rovnosti
dvou mnozin takto:

M=NeoezeM=zeN; yeN=yeM]. (L1)
Predtéme si (1.1) jesté jednou; ¥ika se zde: Mnofina M
je rovna mnoziné N pravé tehdy, jestliZe plati: a) kdyZ
proek x le£i v M, pak leZi také v N; b) kdy% proek y lei
v N, pak lezi téZ v M.

Jestlize mnozina E je édstt mnoziny F, piSeme E C F
(obr. 1a). Definice uvedené vlastnosti mnoziny E vzhle-
dem k F je dina zapisem

ECFe[zeE=>zef].



Skute¢nost, Ze E C F, nevyluduje moznost E = F.
Sjednocent mnozin M, N oznadujeme M i) N, prantk
téchto mnozin M (~ N (obr. 1b, 1c). Zfejmé plati:

M )N ={z|lxsM vy zeN},
M(MN ={z|lzxeM A zeN}.

Obr. la. Mnozina E je 34sti mnozZiny F.
Obr. 1b. Sjednoceni{ mnozin M, N.
Obr. le. Pranik mnozin M, N.

Pamatujme, Ze spojku nebo nechipeme v matematice
nikdy ve smyslu vylufovacim; to ostatné plyne z definice
alternativy. Do sjednoceni mnoZin M ) N pat#{ proto
kazdy prvek priiniku M (V N. Je snadné rozsifit prinik
a sjednoceni na vice mnoZin.

Predpokliadejme, Ze M, N jsou dvé& neprazdné mnoziny.
Pomoci téchto mnoZin maZeme vytvotit dalii mnoZinu,
kterou budeme oznatovat M x N a nazyvat kartézskym
soubinem mnozin M, N. MnoZinu M x N definujeme jako
mnozinu v8ech uspofddanych dvojic [z, y], v nichZ z je
prvek z mnoziny M a y je prvek z mnoZiny N. MnozZina
M x N je tedy definovana zdpisem

M XxN={zyl|lreM, yeN}.

DiileZitou mnoZinou, s niz budeme &¢asto pracovat, je



mnozina véech redlnijch &isel. Budeme ji oznadovat R,.
Pomocf mnoziny R, miZeme vytvofit jinou dileZitou
mnozZinu, kterou nazyvame aritmetickym prostorem di-
menze 2 a oznadujeme R,. MnoZinu R, definujeme jako
kartézsky soudin mnoZiny R, se sebou samou, tj.
R, = R; x R;. Prvky mnoziny R, jsou tedy uspoiadané
dvojice realnych &isel. V tom smyslu tieba [2, 5] je jind
uspofdadand dvojice nez [5, 2].

Mnozina R, =R; X R; x ... X R, (celkem 7 &ini-
tela) je tzv. aritmeticky prostor R, dimenze n. MuZeme
jej téz definovat zdpisem

Re = {[x), @2, ..., %a] | zs€R; (1 =1,2,...,m)}.

1.3. Rozklad mnoZiny

Tento odstavec je pon¥kud obtizn&jdi. Ctenat jej
miZe pfi prvnim &ten{ textu bez vétitho rizika vynechat,
doporuéujeme viak, aby se k n&mu pfece jen vratil.
Bude na to pozdé&ji upozornén.

Predpoklddejme, Ze je dina neprizdnd mnoZina M.
Sestrojme kartézsky soudin M x M a zvolme si mnoZinu
2, ktera je podmnozinou v M x M. MnoZinu #Z budeme
nazyvat relact na mnoziné M. Pro kazdou uspofddanou
dvojici prvka [z, y]eM x M muZe nastat privé jedna
z téchto mozZnosti:

L [»yle%,
2. [z, y]¢ 2.

V prvém pi{padé budeme ifkat, Ze prvek = je v relaci #
s prvkem y a budeme psit x Zy. V druhém piipadé
budeme fikat, Ze prvek z nen{ v relaci # s prvkem y

a budeme psit z £ y.



Z predchazejicich ivah tedy vyplyva, Ze relace #£ na
mnoziné M je pravidlo, které o kazdé uspoiadané dvojici
prvka z M rozhoduje, zda prvni prvek je & neni v relaci
sdruhym prvkem. S pojmem relace se setkdvdme i v prak-
tickém Zivots. Na mnoziné M viech Ziki jedné Skoly
miZeme zavést relaci # mnoha zpisoby, napf. takto:

PRIRKLAD 1. Dvojice 2aklt 4, B (v uvedeném pofadi)
ze 8koly M je v relaci £, jestlize Zak A4 je ze stejné Skolni
t¥idy jako zak B.

PRIELAD 1. Dvojice %4kda 4, B (v uvedeném potadi)
ze Bkoly M je v relaci £, jestlize Zak A je men3f nez zak B.
Uvedme jesté piklad z geometrie.

Obr. 2. Rozklad mnoziny M.

PRIRLAD m. Na obr. 2 je znizornéna v dané roviné
mnozina M, ktera je kruhem; v téze roviné lezi pfimka p.
Dohodneme se, Ze o uspofddané dvojici [a, b] bodu
z kruhu M prohlasime, Ze je v relaci £, jestlize body a a b
lezi na pfimce rovnobéiné s piimkou p. MuzZeme tedy
psat a Za a dile pak (obr. 2): aZ%Zc, b%c, bRd atd.

Relace # na mnoziné M z piikladu III ma tyto vlast-
nosti:
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Jsou-li z, y, z libovolné prvky mnoziny M, pak plati:
l.x Zx (reflexivnost),

2.2 Ry =>yRx (symetrie), (1.2).
. 2y N (WRz)=>x Rz (tranzitivnost).

Mnozina M z naSeho piikladu IIT se skladd z tsedek
rovnob&znych s piimkou p. Rikejme t&mto tvsedkim
tFidy. Maji-li dv& néjaké mnoziny tu vlastnost, Ze jejich
prunik je roven prazdné mnoziné 9, nazyvime takové
mnoziny disjunkini. V tomto smyslu muZeme tedy
o nadich tsetkach mluvit jako o tfidach navzijem dis-
junktnich. Kazdé dva prvky téze tiidy jsou zde v relaci
2, kazdé dva prvky z riznych tiid nejsou v relaci #.
Kazda tiida je tedy vlastné mnoZinou prvki, které jsou
v relaci £#. Systém vsech uvedenych tfid (je to opdt
mnozina) nazyvame faktorovou mnofinow mnoziny M
vzhledem k relaci #£. UZiva se pro ni oznadeni M/Z.

Pokusme se nyni o trochu obecnéjsi pohled na véc.
V uvedeném piikladé jsme rozdélili mnoZinu M na
disjunktni t¥idy a pomoci daného rozdéleni jsme defino-
vali na M relaci £#. Vznika zcela zakonité otazka: Kdyz
je dana na M relace %, je moZno pomoci této relace %
rozdélit mnozinu M na disjunktni t¥idy tak, Ze kazda
jednotliva t¥ida T, obsahuje privé vsechny prvky y,
pro které plati x # y? Takovou t¥idu T, bychom pak
mohli zapsat ve tvaru T, = {y|z Z y}. Odpovéd na da-
nou otdzku obsahuje véta 1.1; dfive v8ak musime zavést
pojem ekvivalence na mnoZiné. .

Definice 1.1. Na mnozZiné M je dana relace Z%. Je-li
tato relace reflexivni, symetricka a tranzitivnf, nazyva
se ekvivalenct na mnoziné M.

K definici 1.1 dodejme jen to, Ze pozadované vlast-
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nosti jsou dany vztahy (1.2). Jako ilustrace ndm poslouii
piiklady I—I1I; relace v ptikladech I a ITI je ekvivalenci
na M, relace z pifkladu II nenf ekvivalenci na M (pokud
m4 Skola aspon jednoho Zaka).

Véta 1.1. Na mnofiné M- je ddna relace % ; pro kakdy
prvek €M sestrojme téidu T, = {y|x Zy}. Relace Z je
ekvivalenct na M prdvé tehdy, kdyé systém vech T, tvoFt
disjunkini rozklad mnofiny M.

Disjunktn{ rozklad mnoziny M znamené, Ze pro libo-
volné dvé téidy T,, T, plati

T,=T, nebo T, T,=96. (1.3)

Diikaz véty vynechdme, i kdyZ neni obtizny. Stadf totiz
ukdzat, Ze podminky (1.2) a (1.3) jsou vzidjemnd& ekvi-
valentni.

Je zfejmé, Ze kaida tiida T, disjunktivniho rozkladu
je jednoznaéné uréena libovolnym svym prvkem (tzv.
reprezentantemn). Pozdé&ji se na to odvolime.

1.4. Problém zavedeni euklidovského prostoru E,

PievaZnéd &ist nalich dvah bude provad&ne v troj-
rozmérném prostoru, ktery nazyvame euklidovskym
prostorem a oznadujeme E,. Definovat euklidovsky
.prostor E; neni oviem véc tak jednoduchi, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat. Zdiraznéme ptedem, Ze by
bylo pfinejmensfm pochybné fici, Ze E; je prostor, ve
kterém Zijeme. Takova definice by totiz nemohla byt
podkladem Zddné matematické Gvahy, s takovou defi-
nic{ se prosté feleno nedd pracovat.

Nejlastéji byva prostor E; chiapin jako mnoZina
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prvki zvanych body, kterda mé jisté pevn& stanovené
vlastnosti. Rikdme také, Ze E, je mnoZina bodi vybavens
jistou strukturou. Budovat oviem prostor E, axiomatie-
ky je price nesmirné obtizni. Poprvé se timto problé-
mem zabyval slavny fecky geometr Euklides (365% az
300? pf. n. 1) ve své knize Zdklady. Modernd celou
problematiku vyderpavajicim zpisobem zpracoval ne-
méné slavny némecky matematik D. Hilbert (1862 az
1943) v proslulé knize Grundlagen der Geometrie ( Zdklady
geometrie).

Jisté tekate, jak se s timto problémem vypofidame
v na8i kniice. Cilem této publikace neni konstrukce
euklidovského prostoru Eg a z hlediska naSich potfeb
bude stadit, sezndmfme-li se jen s t&émi vlastnostmi E,,
které jsou pro daldf ddely nutné; to nebude nijak obtizné,
nebot vétdinu téchto vlastnost{ zna étenat ze stiedni
8koly. Skuteénost je oviem takova, Ze geometrie neni
ve stiedoSkolskych udebnicich budovana zcela disledné
a nelze to mit ani za zlé. O hlubsi pohled se pokusime
proto ve 4. kapitole, kde bude naznadena konstrukce
prostoru afinntho a euklidovského pomoci vektorovych
prostort.

1.5. Euklidovsk4 pFimka

Na dané pfimce o zvolime visedku OJ délky 1 (obr. 3).
Bod O déli ptimku o na dvé polopfimky. Poloptimku OJ
nazveme kladnou poloosou o, , poloptimku k ni opaénou
nazveme zdpornou poloosou o_. Kazdému bodu X pfi-
fadime na ose o &fslo z a nazveme je soufadnict bodu X.
Prifazeni provedeme takto:

a) Jeli X €o,, pak 2 = OX.
b) je-li X €o_, pak z = —O0X.
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B 0 J A
Obr. 3. Soufadny systém na p¥imce.

VSechny vnitini body kladné poloosy o, maji proto
kladné soufadnice, viechny vnitini body zaporné polo-
osy o_ maji soufadnice zéporné; bod O ma soufadnici 0
a Hkime mu poldtek soustavy soufadnie. Jelikoz kazdé-
mu bodu X odpovidé jediné realné é&islo a kazdému
realnému ¢&islu jediny bod, mluvime o vzijemnd jedno-
znaéném zobrazeni. Nemiize proto dojit k nedorozumén,
jestlize bod X o soufadnici  napifeme ve tvaru X =
= [z]. Podle této dohody plati pro body v obr. 3

Vzdalenost d libovolnych dvou bodd X =[z], Y =
= [y] je uréena velikosti tisecky X Y. Plati: d = |x — y|.
Neni problémem ovéfit uvedeny vztah, at je poloha
boda X, Y jakikoliv. Pfi zvolené jednotkové tisetce OJ
je &islo d nezavislé na volbé bodu O, budeme proto
Fkat, Ze vzdalenost dvou bodl je nezdvisld na volbd
soustavy soufadnic.

Pro kaidou dvojici bodu X =[z], Y = [y], kde
z <y, a stfed § = [s] tsetky XY plati:

|z —y| T
2

s=x+

_ y—=z x4y
—e+ 1= =252 1y
Je-li # >y, dospéjeme k témuz zdvéru. Piimku o,
o niz jsme dosud jednali, nazyvame euklidovskou piim-
kou E,. Na E, zavedeme dalsi dileZity pojem.

Definice 1.2, Na piimce E; jsou dany tii body
A = [a], B =[b], C = [¢], pFiemz b # c. Cislo (c — a) :
: (¢ — b) nazyvame délicim pomérem uspofadané trojice
bodua A4, B, C a oznadujeme (4ABC); piieme pak
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c—a
(4B0) = pymy o (1.5)
Z (1.5) je vid&t, ze (ABC) je vlastné, snad aZ na zna-
ménko, pomér vzdalenosti AC :BC. Necht a < b;
jestlize (A.BC) < 0, bod C oddéluje body A, B. Kdyz
0 < (ABC) < 1, oddéluje bod 4 body C, B. Pokud
(ABC) = 0, je A = C; a kone¢né piipad (ABC) > 1
znamena, ze bod B oddéluje body 4, C (obr. 4).

(ABC)<0 . 0<(ABCI<1
s —%
(4800 (ABC)>1

A=C - B A 5 ¢

Obr. 4. Délici pomér (ABC).

Vratme se nyni trochu k- planimetrii (obr. 5). M&jme
dvé riznobéziné primky p, p’, které se protinaji v bodé V.
Libovolnymi body 4, B, C (B # C) piimky p vedme
rovnobézky g, || 4. || ¢; tak, Ze tyto rovnobézky protnou
ptimku p’ v bodech A’, B’, C" (B’ # C’). Potadi bodi
A, B, C na p je stejné jako pofadi boda 4’, B, C' na p’;
lezi-li bod C na p mezi body A4, B, pak C' lezi na p’
mezi body 4’, B’ atd. Rovnobézky s ptimkou p’ vedené
body A, C protnou piimky ¢,, ¢, po ¥adé v bodech
C", B’. Z planimetrie pak vime, ze A AC"C ~ A CB'B,
proto AC : BC = A'C’ : B'C". Rekli jsme si jiz, Ze
poméry AC :BC a A'C' : B'C" uréuji po Ffadé — az
snad na znaménko — délici poméry (4BC) a (A'B'C’).
Dokézali jsme tim velmi dilezité tvrzeni:
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Obr. 5. Délici pomdr v rovnobdiném promitdni.

Véta 1.2. Rovnobéinym promitinim se délict pomér
neméni.

Piiklad 1.1. Je-li S stied tsetky AB, pak zfejmé&
(4BS) = —1.

Priklad 1.2. Lezi-li bod M na tseéce AB a plati

AM :BM = 2 :5, pak (ABM) = — =

Piiklad 1.3. Uréete soufadnici bodu C, vite-li, Ze
(ABC) = A, kde 4 # 1.

Redeni: Podle (1.7) mame

cC—a

c—b =45

odtud plyne:
a—Ab
TT1—1
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1.6. Euklidovsky prostor E,

Zvolme v prostoru tfi riznobézky, z nichZ kazdé dvé
jsou vzijemnd kolmsé; jejich spoleény bod oznaéme O.
Na jedné z nich zvolme tsetku OJ, délky 1 a na dvou
zbyvajicich sestrojme body J,, J; tak, aby usetky
0J,, OJ,, OJ, byly shodné. Na piimkich OJ,, OJ,,
0J, miiZeme pak zavést soufadnice bodi naprosto stej-
né, jako jsme t> udé&lali s pfimkou OJ v odstavei 1.5
(obr. 6).

Uspotéddanou &tvefici boda {0, J,, J,, J3} nazveme
kartézskou soustavou soufadnic v E4. Pro ptimky OJ,,
OJ,, 0J,, kterym Fikdme soufadnicové osy, zavedme
tradiéni oznadeni OJ, = z,;, OJ, = z,, OJ3 = z;. Dvo-
jice soufadnicovych os uréuji tii roviny, kterym ¥{kdme
soutadnicové roviny.

——
o
e
——
-

A=la,] ™~
Obr. 6. Kartézskd soustava soufadnic v E;.

Zvolme v E, libovolny bod 4 a vedme timto bodem

roviny, které jsou rovnob&Zné s rovinami soufadnico-

vymi. Pomocné roviny protinaji osy z,, z,, z; v jistych
bodech, které oznadime A,, 4,, A, (obr. 6). Kaidy

2 vektory v geometrli 17



z bodi 4, (¢ =1, 2, 3) ma na své ose z; jednoznaénd
uréenou soufadnici a;. Bodu A jsou jednoznaéné pfifa-
zeny body A4; a tim také t¥i pevna éisla a;. Zvolme obra-
cené na kazdé soufadnicové ose z; bod A; o soufadnici
a;; bodim A; je pak jednoznaéné piifazen bod 4 jako
vrchol jistého kvadru s télesovou dhloptitkou OA4.
Mizeme tedy Fici: V dané kartézské soustavé soufadnic
{0, J,, J,, Jg} je kaZdému bodu A €E, pfifazena jedno-
znacné uspofddand trojice &isel a kaidou wuspofddanou
trojict Cisel je stanoven jeding bod A eE,. Uspofadanou
trojici ¢fsel a,, a,, a; nazyvame kartézskymi soufadni-
cems bodu A4 a pieme A = [a,, a,, a;]. Vobr.6.je A =
= [3; 2; 2]. Dodejme jesté&, Ze bodiim soufadnicovych os
piifadime také tfi soufadnice; dv& z nich jsou vidy
nulové, tfeti je uréena soufadnief bodu na pifisludné ose.
V obr. 6. je 4, = [3, 0, 0), 4, =10, 2, 0], 45 = [0, 0, 2].

Obr. 7. Vzdélenost boda A4, B.
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Zvolme v E, dva rtzné body 4 = [a,, a,, a,], B =
= [b,, b;, b,]. Stfed S tselky AB sestrojime tak, Ze
piimku 4B povaZzujeme na chvili za E, a zdddme, aby
bylo AS = BS. Z odstavce 1.5 vime, Ze poloha bodu §
je uréena jednoznadné. Oznaéime kolmé praméty bodi
A, B, § do soufadnicovych os opét 4;, B, §; (¢ =
=1, 2, 3). Uzitim znamych vét o podobnosti trojihel-
nika zjistime, Ze body S; jsou stfedy tsedek A,B;;
odtud okamzité mame pro soufadnice stiedu § =
= [8, 8a, 85] Usetky AB:

a;+ b;
2

G=1,23). (1.8)

;=

Vzdalenost d libovolnych dvou boda 4, B je pak dina

vzorcem
d = V(bl — ;)% + (b — a5)? + (by — ). (1.9)
K diakazu (1.9) staéi pouzit Pythagorovy véty na
trojihelnik ABA (obr. 7).

1.7. Afinni geometrie pFimky

Dfive, nez se pokusime o presn&jii vymezeni n&kterych
pojmu, vratme se k euklidovské piimce E,, na niz je
zvolena soustava soufadnic {0, J}; fikejme ji kartézska.
Zvolme na E, dvojici riznych bodd O*, J* (obr. 8)
a domluvme se na t&chto pozadaveich:

1. necht kaZdému bodu X = [x] odpovid4a jisté &islo Z,
které vyhovuje rovnici Z = ax 4 f; kde «, § jsou
dana ¢isla, a« £ 0;

2. bodu O* = [0*] at je danou rovnici pfifazeno &fslo
nula, bodu J* = [j*] at odpovida &fslo 1.
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&
Y

S TINT

Obr. 8. Afinn{ soufadny systém na pfimece.

Tim jsou jednoznaéné uréeny konstanty «, f. Dosadi-
me-li totiZz za x do rovnice £ = ax + f nejprve o* a pak
1*, ziskdme soustavu rovnic

dj*+ﬂ=1,
z niZ plyne:
1 o*
=g P

Riznost bodd O*, J* ma za nasledek rozdilnost ¢&isel
o*, j*, popsanym zpisobem odpovidd tedy kazdému
bodu X = [x] jediné &fslo

1 o*

z = i* —o* z + o* —j* °

(1.9)

Cisla (1.9) povaZzujeme za jakési nové tzv. afinnt soufad-
nice bodi X. Poditejme pomocf nich délici pomér bodii

A, B, C, ktery oznadime dotasné (4BC). Mame:
cC—a

t—b
1 o* 1 o*
[7'*__0* Ct+ 0_*_?'*] o (7'*_0* e+ o*—j*]

- 1 o* 1 o*
(j*—o*s+ 0*_7'*] - (7'*__0* b+ o*—j*]

cC—a
~ —— = (4B0).

(ABC) =
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Uréeme dale pomoci soufadnic (1.9) vzdélenost d libo-
volnych dvou bodu X, Y:

d=zg—gl =
1 o* 1 o*
- “7’*—0* i 0*—7'*]_[7'*—0* y+ 0*—7'*] -
_ |z —y|
7* —o*|

Zjistili jsme, #e (ABC) = (ABC); délici pomér se ne-
méni a nezavisi proto na vybéru bodia O*, J*. Vzdaile-
nost dvou bodt se viak nezméni pouze v tom piipadé,
kdyz dsetka O*J* je shodnd s jednotkovou tsedkou OJ.

Reknéme, %e méme k dispozici pouze &sla (1.9)
a nezname kartézské soufadnice bodi. Celou vée si
muZeme pledstavit tfeba tak, e ,,absolutni jednotka‘
je ndm utajena. Jakmile zvolime na pfimce E, dva rizné
body O*, J* a ptfifadime jim po fadé &isla 0, 1, mame
v tom okamzZiku na E, definovdnu soustavu soufadnic
{O*, J*}, které budeme ¥ikat afinni soustava soufadnic.
Kartézskd soustava se tedy jevi jako zvla&tni piipad
afinni soustavy soufadnic.

Jestlize nezndme vztah k pivodni kartézské soustaveé
{0, J}, vznik4 piirozené& otdzka, kterym geometrickym
otdzkdm mulzZeme vénovat svou pozornost bez nebez-
pedf, Ze naSe zdvéry budou chybné. Je-li dina afinn{
soustava soufadnic {0*, J*}, ztrici vyznam pojem
vzdélenosti; z naSich uvah viak plyne, Ze se zachovavé
délic{ pomér (ABC). MiZeme tedy porovnavat tisedky
bez znalosti ,,absolutni jednotky‘‘ a vSe je v nejlepsim_
pofidku. Geometrii, kterou muZeme na E, provadét
pomocf afinnich soufadnic, nazveme afinn{ geomelrit

pilmky.
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1.8. Afinni geometrie prostoru E,

V odstavei 1.7 jsme si dost podrobné ujasnili, co
rozumime afinni geometrii pfimky. Také jsme se jiz
zabyvali euklidovskym prostorem E, a zavedli jsme tam
kartézskou soustavu soufadnic {0, J,, J,, J,}. Pfitom,
zhruba fedeno, je pro nis euklidovskd geometrie v E,
souhrnem definic a vét, které ziskame pii studiu prostoru
E;. V nalich daldich avahdch budeme vidy p¥edpokla-
dat, Ze je dana néjakd pevnd soustava soufadnic
(afinnf & kartézskd). Transformaci soustavy soufadnic
se zabyvat nebudeme, zabralo by to p#ili§ mnoho éasu.
Abychom si v8ak ujasnili, co rozumime afinni geometrii
prostoru E;, musime se na tomto misté transformaci
soustavy soufadnic v jistém sméru zabyvat. Pidu k to-
mu méme v8ak jiZz pfipravenu.

X, -
J A=la]
AJ=[GJJ r/i[\:’ J
s/ P . ‘\\.‘,\
//// K: JJ* ///// 7
// Il S - ///// /
RIS D I’l 7 A ll '
! *
--'JJ ! J* 0 / / -
foYl Ar,=la,]
0 ' I 4 T ! 2 2
—7 / X.
Jp A //' /Nz
=lal]~~< AT A =[5
/ 1= ~~- V/ A=l@] ™~
Xy A,=la,]
- Obr. 9. Afinni soustava soufadnic v E;.

Predpoklidejme, Ze v E; je ddna kartézskd soustava
soufadnic {0, J,, J,, J3} a zvolme &tyfi body O*, J¥,
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$, J3 tak, Ze nelezi v jedné roviné; stejné jako jsme to
udélali v pfedchozim odstavei s pfimkou, prifadme
bodu O¥* ¢islo nula a kazdému bodu J¥ (¢ =1, 2, 3)
gislo 1. Pak lze kazdému bodu X e€E, pfifadit rovnici
2 =ax+ 8 (¢=1,2,3) jednoznaéné uspofadanou
diselnou trojici [Z,, Z,, T3] a &isla Z; nazvat afinnimi sou-
fadnicemi bodu X. Ryze geometricky vypada celd véc
tak, Ze nové soufadnicové osy nejsou obecné vzijemné
kolmé a tisedky O*J} (¢ = 1, 2, 3) nejsou obecné shodné
(obr. 9). Soufadnice libovolného bodu A ziskdime —
stejné jako v piipadé kartézskych soufadnic — pomoci

priméta 4,, A,, A, do soufadnicovych os (srov. odst.
1.6).

Jak jsme ukizali v odstavei 1.5, rovnob&zné promiténi
zachovava délici pomér bodd (ABC). Bez ohledu na
vychozi kartézskou soustavu (tedy bez znalosti ,,abso-
lutni jednotky*) mizeme v E, studovat ty otazky, které
se tykaji vzajemnné polohy geometrickych objekti,
a také viechny vztahy, které lze odvodit pomoci déliciho
poméru. NemuZeme v3ak vénovat pozornost tém problé-
mum, v nichZ vystupuje vzdalenost dvou bodu (tj. veli-
kost tGsedky) a velikost ihlu, nebot tyto dva pojmy spolu
velmi tizce souvisi.

enal si mize piedstavit, Ze se nachazi v této situaci:
Chce studovat vlastnosti prostoru E,, ale ,,zapomné&l*
vzit 8 sebou méfitko a ihlomér. M4 viak jisty ,,pFistroj,
ktery mu dovoluje

a) rozhodnout o vzdjemné poloze dvou pfimek,

b) na ka?dé dané piimce porovnavat usedky pomoci
déliciho poméru,

¢) rozhodnout o vzidjemné poloze piimky a roviny,
dvou rovin atd.

Tyto a jim podobné otazky tvoii afinni geometrii
prostoru E,.
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POZNAMEA 1.1. V matematice se snaZime, aby naSe
tvahy mély co nejsirsi dosah, proto sahame éasto k co
nejabstraktnéjsimu pojeti. V naSem pitipadé jsme zvolili
trochu nazornéj8f ptistup. Bylo by daslednéjsf zavést
jisty afinnf prostor A;, v némz by nebyla definovana tzv.
euklidovskd metrika. Prostor A, by byl obecnéjiim prosto-
rem nez E; a studiem A; bychom automaticky délali
afinni zavéry pro E;, ale také pro jiné prostory, jako je
tzv. Minkowského pfostor apod.

Rekli jsme si oviem jiz na jiném mist?, Ze se v Gvodni
kapitole omezime jen na nutné minimum novych pojmu
z hlediska potieb 2. a 3. kapitoly. Pii definici prostoru
A, se totiz setkavame s obdobnymi potizemi, jako pfi
definici E;. Hloubavéjsimu &tenafi je urdena 4. kapitola,
v niZz je polozen solidnéjdi zaklad pro studium obou
uvedenych prostord.



2. kapitola

AFINNI GEOMETRIE

Uvahy této kapitoly se budou opirat o euklidovsky
prostor E;, ptipadné o euklidovskou rovinu E,. Obsah
pojmu afinni geometrie jsme si ujasnili uz v 1. kapitole.
Budeme proto ,,ignorovat® tlohy, které se neobejdou
bez metrickych pojmi ,,vzdalenost dvou bodid* a ,,veli-
kost Ghlu“. Pfedmétem nadeho zdjmu bude tedy pouze
vzajemna poloha geometrickych objektd z hlediska
incidence, uspotddani a rovnobéznosti; v této souvislosti
mluvime také o geometrii polohy. Zpisob studia téchto
otdzek muzZe byt samozfejmé rizny, naSe metoda bude
zaloZena na vektorovém podtu; seznamen{ s vektorovym
podtem bude nas prvni tkol.

2.1 Pojem vektoru

Nejdilezitéjsim bodem tohoto odstavce je definice
2.4; pro nafie titely bude viak prospésné néazorn&jsi
hledisko.

Deflnice 2.1. Jsou-li A, B dva libovolné body prostoru
E;, pak uspofddanou dvo_jit_:.i (4, B) nazveme vdzanym
vektorem v E,; a oznadime AB. Bodu A4 tf.kz}me poédteéndt,
bodu B koncovj bod vazaného vektoru A B; je-li A = B,
pak vazany vektor AB = A4 nazveme nulovym véza-
nym vektorem v bodé 4, neni-li A = B, pak 4B je tzv.
nenulovy vazany vektor.
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Pro nizornost budeme nase tivahy doprovazet obriz-
ky. Nenulové vazané vektory znazornime useckou,
opatfenou Sipkou v koncovém bodé.

Definice 2.2. Jestlize 4 = C’, B = D’, pak pifeme
AB = CD a véazané vektory nazyvame totosngmi.

Definice 2.3. Necht 4B a CD jsou dva vézané vek-
tory v Ej; je-li moZno jedinym rovnob&inym posunutim
dosahnout, aby platilo AB = C'D’, kde C', D' jsou v da-
ném posunuti obrazy bodt C, D, pak fikame, Ze vazané
vektory AB a CD jsou ekvipolentni a piSeme AB ~CD
(obr. 10).

Obr. 10. Vézané vektory, ekvipolentni s vdzanym vektorem

Je dobré si hned uvédomit, Ze ve smyslu posledni
definice je kazdy vazany vektor, ktery je ekvipolentn{
s nulovym vazanym vektorem, rovnéz nulovy vazany
vektor.

Zavedené pojmy nam jiz dovoluji piikroédit k definici
vektoru.
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Definice 2.4. Necht 4B je libovolny vézany vektor
v E5; mnoZinu vlech vizanych vektori XY, pro které
plati XY ~ AB, nazyvame vektorem v E,.

Vektory budeme znadit malymi tudnymi pismeny
a, b apod.; oznadime-li vektor, zavedeny definici 2.4,
tteba W, pak vézany vektor AB byvi &asto nazyvin
reprezentantem nebo té% umisténim vektoru W. Rekne-
me-li ,,vektor W je umistén v bodé 4, bude to znamenat,
ze piisludny vazany vektor ma podateéni bod v bodé 4.

Vektor, ktery je reprezentovan vazanym vektorem 44,
budeme piirozené nazyvat nulovym vektorem a znadit
vidy ©. V literatufe byvaji nékdy vektory nazyviny
volnymi vektory. Zavedeni oznaceni budeme disledné
dodrzovat; definici 2.4 miZeme struéné psit ve tvaru

O ——

Vratme se jesté na chvili k obr. 10. Da se ukazat
(a z nazoru je to patrné), Ze reprezentantem vektoru u
miie byt kterykoliv vizany vektor XY ~ AB. Ze
zdkladnich vlastnosti rovnobéziného posunuti v E,
plyne, Ze pro vizané vektory plati:

1. AB~AB (vztah refléxivni),

9. AB~CD = CD ~ 4B (vztah symetrie),

3. (AB ~CD, CD ~ EF) = AB~EF
(vztah tranzitivnf).

To znamend, Ze ekvipolence vektora je ekvivalenci
ve smyslu odstavee 1.3. Mnoziny viech navzijem ekvi-
polentnich vazanych vektora tvoii proto disjunktni
rozklad. Libovolnou t#{du tohoto rozkladu (tj. vektor)
lze reprezentovat podle odst. 1.3 libovolnym prvkem.
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Pojem vektoru si pfiblizime na piipadu racionilniho
¢isla. Kazdy zlomek mnoziny

_ { 2 4 6 2000 }

15710715 75000
vyjadiuje totéZz racionalni é&islo. Protoze kazdy prvek
z M toto raciondlni &¢islo urduje jednoznaéné, da se ¥fci,
ze kazdy prvek z M je reprezentantem daného racional-
niho ¢isla. Je pritom lhostejné, ktery zlomek mnoziny M
za reprezentanta zvolime. Raciondlni é&islo je tedy
v jistém smyslu péknou analogii vektoru (volného),
kazdy zlomek z mnoziny M je pak analogii reprezentanta
vektoru.

Dale bude téelné zavést nékterd samoziejma oznadeni.
Piedpoklidejme, Ze W a V jsou dva nenulové vektory,
AB a CD jejich umf{sténi.

a) Rekneme, Ze vektory W a V jsou si rovny a piSeme
u =V, jestlize AB ~ CD.

b) Prohldsime, Ze nenulové vektory W a V¥ jsou rovno-
béZné a pileme W || Vv, je-li pfimka 4 B rovnobéina s pfim-
kou CD. Mohou zde oviem nastat dva ptipady. Vektory
U, V nazveme souhlasné rovnobdiné, jsou-li souhlasné

D ¢
B 8
D
A Jc A
Obr. 11a. Dva souhlasné Obr. 11b. Dva nesouhlasnd

rovnobdZné vektory. rovnobéiné vektory.
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rovnobézné polopiimky AB a CD (obr. 1la); jestlize
polopiimky AB, CD jsou nesouhlasné rovnobé&iné, pro-
hlasime totéz o vektorech u, ¥ (obr. 11b).

Poznamenejme na zivér, Ze rovnost a rovnob&inost
vektorti je nezavisld na vybéru reprezentanta; to si
&tenadt snadno promysli sim.

2.2. Soufadnice vektoru

Jak napovidd nézev odstavce, pFifadime kazdému
vektoru jistym zpisobem é&fsla, kterd nazveme soufad-
nicemi vektoru. PouzZit{ soufadnic ndm umoziuje pie-
vadét problémy geometrické na algebraické (tj. podetns),
vysledky algebraickych operaci pak interpretujeme geo-
metricky. Tomuto zpisobu studia geometrickych ob-
jekti a vztahi mezi nimi Ffkdme analytickd metoda
v geometrii.

Zavedeni soufadnic by se mohlo zd4it pred&asné, nebot
celou fadu problémut z afinnf geometrie lze Fedit vekto-
rové bez pouziti soufadnic. ReSeni kazdé dlohy bez
soufadnic za kaZdou cenu by oviem bylo prili§ samo-
udelné a ne vidy snadné; dtendt se viak brzy presvédéi,
Ze v n&kterych piipadech je to zpisob velmi elegantni
a efektivni, nebot ma jesté jednu dulezitou piednost —
je totiz pfedem jasné, ze dosaZeny vysledek nezdvisi na
volbé soustavy soufadnic. Odborné Fikame, Ze takova
vlastnost geometrického ttvaru je tnvariantni vidi
transformaci soufadnic. Budeme proto pouzivat obou
zminénych metod, vidy té, kterd se ukiZe v daném pii-
padé vhodné&;jsi.

Aby se ltenai mohl s plnym porozuménim vénovat
dalgfm ¥adktm, doporudujeme mu, aby se znovu vratil
k odstavci 1.5.
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Predpokladejme nyni, Ze v E, je déna libovolna
afinni soustava soufadnic {0, J,, J,, J4}; pro zadatek
stadi pledstava, Ze vychozi soustava soufadnic je
kartézska.

Necht AB je vazany vektor v E;, oznaéme 4 = [a,,
@z, a3], B = [by, b, bs] a vypotitejme tato tii &isla:

by—a,, by—a,, by—a,. (2.1)

Zvolme v E, dal¥i vézany vektor CD ~ A B, ozna¥me

zcela obdobné C' = [c,, ¢,, ¢y], D = [d,, d,, dy] a utvoi-
me o?ét ¢isla

dy— ¢, dy—0Cy, dy—Cy; (2.2)
ukiZeme, Ze plati rovnosti
by—a, =d,—¢,
by —ay, = dy —c,, (2.3)
by —ay = dy —c,.
Vime, Ze pro stted S = [s,, s,, 8;] n&jaké tsetky XY
plati

si=wi_;yis (i=1;2’3)'

Vazané vektory AB a CD jsou ekvipolentni, proto
tisetka AD ma nutné tyz stfed S jako tsedka BC;
mame tedy (obr. 12):

__bi+ci__ a; + d;

> S, (=123). (24

Si

Rovnost \(2.4) pfedstavuje t¥i rovnosti mezi soufadnice-
mi se stejnym indexem, a plyne z ni, Ze

bi—ai=di—ci; (’l« = 1, 2, 3). (2.5)
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Rovnosti (2.5) jsou v8ak jen struéné&jdim zdpisem rov-
nosti (2.3).

A nynf obriacené: Pfedpokladejme, Ze pro dva vazané
vektory AB a CD plati rovnosti (2.3); pak oviem platf
i rovnost (2.4) a tisedky AD, BC maji tyz stfed. Tim je
dokazano:

a) by

Obr. 12. Dva ekvipolentni vdzané vektory.

Véta 2.1. Dva vdzané vektory AB a CD jsou ekvipo-
lentni prdvé tehdy, jestlize plati rovnosti (2.3).

Uvedend v8ta mé pro nas zasadni dulezitost, nebof
nam umoziiuje zavést soufadnice vektoru. Vektor w,
jak vime, je mnoZina vSech navzajem ekvipolentnich
vazanych vektord. Tyto vazané vektory maji vSechny
spole¢nou vlastnost; kazdému z nich lze totiz pfifadit
tfi pevna ¢isla a tato uspofddana trojice je stejna p¥i
kazdém umisténi vektoru u. Ma proto smysl Fei:

Definice 2.5. Je-li vizany vektor 4B umisténim vek-
toru W, pak &isla

uy =b—a;, uy=by—a,, u;="b—a, (2.6)

nazyvame souradnicem: vektoru W a piSeme
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u = (uh uz, '”'a) ’ (27)
nebo také
u=B—4. (2.8)

Soufadnice vektoru budeme psit v oblych zdvorkich,
abychom i formaln& odligili vektory a body, u nichz
pouzivame zavorek hranatych.

Ctenati je jistd zndmo, Ze ka?dému bodu v prostoru
E, lze pfifadit jedinou uspofddanou trojici éisel a kazda
uspofddand trojice ¢&isel ndm urduje jediny bod v E,.
Stejnou otdzku si musime pfirozené polozit i v piipadé
daného vektoru W = (u,, 4y, 43). Ze ka?dému vektoru
lze piifadit jedinou trojici &fsel, bylo jiz feéeno; nyni
tedy obracené: je-li dana trojice &fsel u,, u,, %, v uvede-
ném poradi, pak existuje jediny bod U = [u,, u,, 4,]
a vézany vektor ou je zfejmé umisténim vektoru W =
= U — 0. Vektor u tedy existuje, a to jediny podle
véty 2.1. Ctendf si jist® snadno dokaZe, Ze viechny sou-
fadnice nulového vektoru jsou rovny nule.

Dale si ¢tenaf snadno dokaze, Ze rovnost dvou vektora
nastavé pravé tehdy, jestlize jsou si rovny odpovidajict
soufadnice obou vektori. Tento fakt miZeme téZ zapsat
timto zplisobem:

U=Veuyu=v(¢t=1223).

Viimnéme si jeSté jednou .rozdflu v oznadeni AB,
B — A; prvé znamena vazany vektor, druhé vektor,
jehoZ umisténim je AB. Tedy kaidymi dvdma body
A, B je urten jednoznaénd vektor B—A4. Dohodneme se,
Ze tento vektor budeme nazyvat rozdilem bodid B, 4.
Touto imluvou jsme tedy zavedli operaci, rozdil dvou
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bodu; vysledkem této operace je vektor. Heslovitg,
i kdyZ méné piesné, mazeme téz Fici: ,,Bod minus bod
rovna se vektor.” DilleZité pro praktické vypodty je, Ze
pro vektor B— A plati B— A = (b, —a,, by — a,,
by —a,), o temZ se snadno piesvédéite na zakladé
(2.6) a (2.8).
Rovnost U = B — A4 je tedy ekvivalentni se sousta-
vou rovnosti
% =b —a,
u, = b, — a,, ‘ (2.10)
Uy = by — ay;
rovnice W = B— 4 znamens proto formalni zapis tif

rovnic (v soufadnicich). Podobné mazZeme zapsat ostatné
také stfed usetky AB

A+ B
2

S = - (2.11)

Ctendf se jisté pt4, zda zavedeme obecnd také soudet
dvou bodd. K této otdzce se jesté vratime, fekn&me si
v8ak jiz nyni, Ze pojem soudet dvou bodi nemé pro stu-
dium geometrickych dtvard vyznam, i kdyz (2.11) ku-
podivu smysl mé, o tom v8ak pozdéji.

2.3. Soulet bodu a vektoru

Nic ndm nebrani, abychom rovnosti (2.10) psali ve
tvaru a; + u; = b (¢ = 1,2,3). To je oviem stejné,
jako kdyZz ekvivalentnf rovnost (2.8) pifeme ve forms

A+ u=B; (2.12)

rovnost (2.12) nam ¥fkd: Jestlize k soufadnicim bodu 4
ptiéteme odpovidajici soufadnice vektoru W, obdriime
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soufadnice bodu B. Heslovité také fikime, Ze bod plus
vektor dava bod. Pfipomenme si, Ze AB je umisténim
vektoru W. Jsme tedy vedeni k této definici:

Definice 2.6. Umistéme podateéni bod néjakého vek-
toru W do bodu A4 a koncovy bod takto umisténého vek-
toru oznaéme B; bod B pak nazveme souftem bodu 4

s vektorem W a pifeme (2.12).
I kdyZ nejde o sloZity pojem, ilustrativni piiklad nim
jist®é neublizi.

Piiklad 2.1. Je ddn bod M = [3, 1, 3] a vektor ¥ =
= (1, 5, 2). Sestrojte bod N = M + V¥ a nakreslete

piisludny obrazek.

Refeni. Plati: N =M + v =1[3,1,3]+ (1,5,2) =
= [4, 6, 5]; konstrukce je na obr. 13.

XJ.LS
\\\\
=3 N
\\\
13 \\\ =
=(4,65]
/12
[ L ] -~ V=[152]
M=L34314-17 4!
o7 s lils o
A %
2 /’ yd \\\ //
/// N // ]
3/ _ | o \\\ 7
bl TTTTmmms 7
<

Obr. 13. Graficky soudet [3, 1, 3] + (1, 5, 2).
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2.4. Soudet vektori

Definice 2.7. M&jme dva libovolné vektory w, Vv

a necht 4B je n&jaké umisténi vektoru W; vektor v
umistime do bodu B, koncovy bod ozna&ime C. Déle

ozna¢me W vektor, jehoZ umisténim je AC (obr. 14).

Obr. 14. Souget dvou vektora.

Vektor W nazyvame souctem vektori W, V a pfSeme
W=u-41v, (2.13)
Z uvedené definice pfi zachovan{ zavedenych oznadenf
Plyne, Ze
W=C—A4=(,—a,,c—ayc;—ay),

neboli
W= (c,—b, + b —a,, c;—b, + by—a,,
€3 — by + by —ay) ;

potom viak plati
W = <u1+”1’uz+”z>us+”a)-
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ciativhfho vztahu je moznost vypuSténi zavorek pki
souétu vektorti; budeme proto psat struéné T — uw +
+ v 4+ W atp. (Dikazovou cestou pro v&tsi podet sdi-
tanci by zde byla matematickd indukce.) Na obr. 15 je
znazornén soudet vektori a + b + € + d + e; vysled-
ny vektor (silné vytaZeny) je jednoznaéné stanoven, af
provedeme uzavorkovani jakkoliv.

Obr. 15. Graficky souteta + b 4+ ¢ + d + e.

o 3) Dikaz je zfejmy:
u+ 0= (u,u,u) + (0,0,0) =u.

&) K danému vektoru u hledame takovy vektor X,
aby platilo
U+ X=0;

tato rovnice rozepsana po slozkidch (tj. soufadnicich)
viak plati prdvé tehdy, jestlize X = (—u,, —u,, —u,).
Ozna¢me X = —W a dikaz je ukonden. Dodejme pouze,
Ze vektor —W nazyvame opaénym vektorem k vektoru
u; jestlize AB je umist&nim vektoru W, pak zfejmé BA
je umisténim vektoru —u (obr. 16).

Jotim —
e m———————

Obr. 16. Vektory opaé&né.
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Na zivér uvedme dilezitou rovnost
A+u)y+v=44+(utv),

Iterou si étenaf snadno odvodi sam.

2.5. Soulin vektoru s readlnym &islem

Definice 2.8. Necht je AB umisténim vektoru u a A
redlné ¢islo. Jestlize 4 = 0 nebo w = ©, pak soudinem
AW rozumime nulowy vektor ©; je-li 1 #0 i w0,
sestrojime na pfimce AB bod o, tak, aby pro useéky
AB, AC platil vztah

— |A| 4B, (2.15)

pfitemz pro A > 0 naneseme bod C na polopfimku 4B,
pro A < 0 na polopfimku k ni opaénou, a souéinem At

rozumime pak vektor, ktery ma umisténi AC (obr. 17).

b)
Obr. 17. Vektor Aua)l = 3;b) 1 = —

POZNAMEKA 2.1. Na zadatku kapitoly jsme fekli, Ze
»zapomeneme'‘ na slovo vzdalenost. Rozsah nasf knfzky
nedovoluje zachazet do detaili, konstatujme vSak aspon,
e konstrukee bodu C v definici 2.8 je nezavisla na volbé
vychozi jednotkové tsetky na piimce AB, zistavime
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Dokézali jsme tedy:

Véta 2.2, Jsou-li w, ¥ dva libovolné vektory v E,, pak
plati
W4 V= (u + v, % + Vs, %y + ). (2.14)

Soudtem vektoru je tedy opét vektor, jehoZ soutadnice
uréime podle (2.14). V definici souétu dvou vektori hral
zdanlivé dilezitou roli bod A4, do néhoz jsme umistili
vektor W, z véty 2.2 viak mimo jiné plyne, Ze na volbé
bodu 4 vubec nezalezi; jeho soufadnice se v (2.14) totiz
neobjevuji.

Pro soudet vektort si nynf odvodime &ty¥i dileZité
véty.

Viéta 2.3. Necht w, v, W jsou t¥i libovolné vektory
v Ey. Pak plati

g)yu+v=v+u (vztah komutativni),

o) (W4 V) + W=u-+ (V+ W) (vztah asociativni),

) U+ o0=u.

o) Ke kaZdému vektoru W existuje vektor —W tak, Ze plati
u+t+(—u)=eo.

Dikaz. o,) Komutativn{ vztah plati, jak vime, pro
soulet reilnych d&isel; miZeme tedy psit W+ v =
= (U + V1, Ug+ Vg, Us+ Vy) = (v + Uy, U + Uy,
vy + u;) = V -+ W, Dikaz lze oviem vést také bez sou-
fadnic, podkladem tohoto postupu jsou znamé vlastnosti
rovnob&znika, nevyhoda spodiva v tom, Ze je tfeba uva-
Zit zvlastni pifpady u||v atp.

&;) Asociativni vztah plati pro reilns disla, stadéf
tedy od vektorh prejit k soufadnicim podle (2.14) a mdme
poZzadovanou rovnost &/, pro vektory. Dusledkem aso-
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tedy stdle na pidé afinni geometrie. Ostatné konstrukei
bodu C lze provést také tim zpilisobem, Ze na piimce
AB sestrojime bod C tak, aby pro délici pomér. (C’BA)
platilo (CBA) = A. Snadno se také presvédiite, ze defi-
nice je nezdvisla na umisténi vektoru .

V odstavei 2.1 jsme definovali rovnobéznost vektoru.
Jestlize AB, AC jsou umisténi vektori W, ¥ a body
A, B, C leii na jedné piimce, pak u|V; na obr. 18a je
zakreslen ptipad vektori souhlasné rovnobéZnych, na
obr. 18b pak piipad vektori nesouhlasné rovnobéznych.
Snadno si ov&fime, Ze plati:

.8

Obr. 18a. Obr. 18b.
Vektor v = uu, u > 0. Vektor v = va, v < 0.

Vita 2.4. Dva nenulové vektory W, V jsou souhlasné
rovnobéiné prdvé tehdy, jestlife v = pW a u > 0, nesou-
hlasné rovnobéiné pak prdvé tehdy, jestliZe ¥ =ru
av <0

Véta 2.5, Budif @ = (u,, u,, u;) libovolny vektor a 4
rediné &islo. Pak plati

Al = (Auy, Au,, Au,) . (2.186)

Dikaz véty 2.4 je snadny, na to stadi ¢tenaf sim;
solidni provedeni diikazu véty 2.5 se opird o iadu vét ze
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stereometrie a z hlediska cile této knizky se spokojime
8 tim, Ze uvedend véta plati.

Ptiklad 2.2. Dokazte, ze vektory

a) w = (2,3, —5), ¥ = (6,9, —15) jsou souhlasné rov-
nobd&iné,

b)u = (—1, 0, 5), v = (10, 0, —50) jsou nesouhlasné

rovnobéiné,

c)u=(l,2,3),v=(5 10, —6) nejsou rovnob&zné.

Redeni. Podle vét 2.4 a 2.5 mime:

a) V=_uW u=3;b) v=yu v =—10; ¢) neexistuje
pevné realné ¢islo A tak, aby platilo w = Av.

Zavedme nyni daldi dilezity pojem.

Definice 2.9. Je-li jeden vektor nasobkem jiného vek-
toru, potom ifkame, Ze tyto vektory jsou kolinedrni
nebo také linedrné zdvislé.

Posledni definice — jako ostatné kaida definice —
zavadi novy pojem. VSimnéme si tentokrat pozornéji,
jaky je jeji obsah: Nulovy vektor © je jisté kolinedrnf
s kazdym vektorem, nebot pro libovolny vektor u plati
rovnost 0.u = @; jsou-li vektory W, Vv oba nenulové
a kolinedrni, pak existuje 4 = 0 tak, Ze v = Au, pfi-
padné u = A-'v. Vektory U, v jsou tedy rovnobézné.
Miuizeme proto fici: Dva vektory jsou kolinedrni prdvé
tehdy, lze-li je umistit na jedné primce (linea je latinsky
nazev pro piimku). To nam dovoluje snadné feSeni
ulohy.
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Priklad 2.3. Dokazte, Ze body 4 =[1,0,2], B =
= [3, 2, 4], C = [6, 5, T] lezi na jedné piimce.

Reseni: Body 4, B, C lei na jedné ptimce, lezi-li na
téze piimce vazané vektory 4B, AC, coz znameni, Ze
vektory B— 4 a C — A jsou kolinedrni; to je viak
splnéno, nebot € — A4 = 2,5 (B — 4), jak se lze snadno
presvéddit. Misto vektori B— 4 a C — A jsme mohli
ovSem vzit dvojice vektorit B-— A, C — Bnebo C — A,
C — B.

Pro soudin &sla s vektorem plati étyfi vyznamné
vztahy:

Véta 2.6. Necht «, B jsou dvé Ubovolnd redind Eisla
a W, V dva néjaké vektory. Pak platt :

%,) lLu=u,
4)  «(pw) = («h)w,
%,) (a + flu = alt + fu, } (vztahy
#) a(w 4 V) = all 4 aV . | distributivoni)

Dikaz. #,) 1.4 = 1(u,, u,, uy) = W.

Zy) «(pu8) = alfu,, fus, fus) = («f) W .

Postup pro %,) a %,) je zcela obdobny, pfenechdme
jej proto &tenafi.

POZNAMEA 2.2. Prozradime pfedem, Ze &/, — 7,
%, — B, ném poslouii v posledni kapitole k vybudovani
afinniho prostoru. Za zminku stoji, Ze ve vété 2.6 nenf

uvedena tato snadno dokazatelna vlastnost: —1.u =
= —uW. Z axiomatického hlediska by totiz byla pte-
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byteéné, nebot by predstavovala axiom odvoditelny ze
vztaht o, — o, B, — B,.

2.6. Pfimka

Uvazujme mnoZinu viech bodd X, které vyhovuji
rovnici

X=A4+ au, (2.17)

v niz a probihd mnozinu v8ech redlnych é&fsel. UkazZeme
8i, Ze rovnici (2.17) je popsana piimka, ktera prochazi
bodem A. Vektor u je tzv. smérovy vektor této ptimky
(obr. 19). Prava strana rovnice (2.17) nen{ totiz nic jiné-
ho, nez soudet bodu A s vektorem aM (srv. odst. 2.3).

u _
AT X P
X-A=au

Obr. 19. K vektorové rovnici pfimky.

Mysleme si, Ze viechny vektory aw jsou umistény v bods
A. Jestlize pfi umisténi vektoru @ do bodu A (poditedni
bod) oznadime jeho koncovy bod B, pak pro « =0
probihd bod X polopfimku 4B, pro a < 0 polopfimku
opadnou k polopiimce AB (srv. definici pro nasobent
vektoru s &¢islem v odst. 2.5). Bod X leZi tedy pro libo-
volné a-€ (—oo, oo) na piimce AB; zvolime-li obricend
bod X, ktery lezf na pfimce A.B, pak z vlastnosti realnych
tisel plyne, Ze existuje néjaké a € (—oo, oo) tak, Ze
plati X — 4 = aw ¢ili Ze plati (2.17). Rovnici (2.17)
Fikame vektorova rovnice pfimky. Pfipominidme znovu,
Ze (2.17) jsou vlastné tfi rovnice mezi soutadnicemi.

Pro lepsi pochopeni vyfeSime dva jednoduché p¥i-
klady.
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Piiklad 2.4. Je dana pfimka AB, 4 =[4,3,1], B =
= [17, 4, 2]. Uréete soufadnice priseliku P pfimky AB
8 pudorysnou (tj. se soufadnicovou rovinou uréenou
osami z,, x,).

Reteni. Body 4, B je urfen smérovy vektor nad{
piimky w = B— 4 = (3, 1, 1). Bod P piimky AB vy-
hovuje dle (2.17) rovnici

P=1[4,31]+ «(3,1,1),

coZ rozepsino po slozkich vede na tfi rovnice

py =4+ 3a,
p2=3+a’
0=1+a;

tieti soufadnice bodu P je rovna nule, nebof tuto vlast-
nost mé kazdy bod ptdorysny. Z poslednf rovnice tedy
mame, 7e a = —1 a dosadime-li za « do zbyvajicich
dvou, pak P =[1, 2, 0].

Dalsi piiklad se bude tykat pfimek, které lezi v jedné
roviné. MiZeme si docela dobfe piedstavovat, Ze danou
rovinou je soufadnicové rovina (x,, x,). Pak oviem je
tfeti soufadnice kazdého bodu nula a v disledku toho
m4 stejnou vlastnost talké kaidy vektor. Nic se tedy ne-
stane, budeme-li ji vynechivat, body i vektory budou
popsiny dvéma &isly, coz je piipad euklidovské roviny

20

PozNAMEA 2.3. Jiny, dost nevyhodny postup, by

spotival v tom, Ze bychom v3echny ivahy z E; zopakova-

li pro E;. To by nebylo rozhodné @éelné. Ani nale zamé&-
feni na Ey neni z obecného pohledu nejvhodnéjsi, ma
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viak svij metodicky vyznam. Elegantni pfistup vyché-
zi z tzv. n-rozmérného euklidovského prostoru E, a E,
¢i E; se pak objevi jako specidlni piipady. Vice si o tom
povime v kapitole 4.

Piiklad 2.5. Urdete pruseéik P ptimek AB a OD;
A =1[50],B=[92],C=]I[4, —4] D =12, 2].

Reseni: Podle (2.17) mazeme bod P zapsat ve tvaru
P=A4+4 «(B— A) nebo P =C + 8D —C). Z rov-
nosti levych stran plyne rovnost pravych stran rovnic,
tedy

A+ a(B—A)=C+p(D—0C).

Po tpravé pak dostaneme
a(B—A)y+4+ pC—D)y=C—4

a po prechodu k soufadnicim ziskdme soustavu rovnic

doa + 26 = —
2a — 68 = —4,
A y 1 1 ,
z nichz plyne, Ze a = — 5 B = 5 - Dosazenim za «

do vychozf rovnice zjistime, ze P = [5, 0] —L (4,2) =

= [3, —1]. Kontrolu spravnosti maZeme provést dosa,ze-
nim za g do rovnice P = C + (D — C).

Rovnici (2.17) miZeme zajisté psit ve tvaru -
X =A+ «B—4), (2.18)

kde A B jsou urdujici body pfimky. Jestlize rovnici
(2.18) rozepiseme po soufadnicich, dostaneme

44



z, =0, + a(b, —ay),
z, = @y + a(by —a,), (2.19)
Ty = a3 + a(by —ay) .

Soustavé (2.19) fikame parametrické rovnice pf{mky.
-Ze soustavy (2.19) vytéziime jeden zavér, a to, Ze rovnici
(2.18) mizeme psat ve tvaru

X =4+ aB—ad,
neboli
X=(1—a)d + aB; (2.20)

rovnice (2.20) po rozepsani do soufadnic ma smysl.
A nynf pozor! Zminili jsme se ke konci odst. 2.2, Ze
nema vyznam s$ftani bodd (rozuméj po soufadnicich).
Af bychom totiZ vysledek interpretovali jako vektor &i
bod, ukazuje se, Ze tento vysledek zavisi vidy na volb&
soustavy soufadnic. Séitani v rovnici (2.20) viak smysl
.ma, nebot se da ihned pfevést na soudet bodu a vektoru
a tato operace, jak vime, na zvolené soustavé soufadnic
nezdvisi. Pamatujme si tedy: Operace (2.20) nezavisi
na tom, v jaké soustavé soufadnic pracujeme, pokud
soudet koeficienti_u bodi 4, B je roven 1. Jde oviem
o disledek vty daleko obecngjsi.*)

Véta 2.7. Budif k libovolné prirozené Cislo; zvolme
k+1 bodte Ay, Ay, ..., Ap, A3y a k+ 1 &isel a,
Ay, ..., Ax, aryy tak, aby jejich soulet byl roven 1. Potom
bod X, o néms plati

X = a1A1 + azAz + s + apdi 4 ak+1Ak+1 s (2:21)

je stanoven jednoznaciné mezdvisle na volbé soustavy sou-
fadwic.

*) CtendF se k nf miZe vrétit pozddji. -
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Dikaz. Bylo jiz nékolikrat fedeno, Ze operace souétu
bodu s vektorem na soustavé soufadnic nezavisi. Stadf
tedy ukazat, Ze (2.21) miZeme zapsat jako soudet bodu
a vektoru; to je v8ak snadné, nebot je ay,, = 1 — a; —
— @y — ... — ay, COZ po dosazenl do (2.21) a formaln{
upra,vé pi"eva.dl (2.21) na tvar

X = Ak+1 + 0‘1(1‘11 - Ak+1) + “2(1‘12 - Ak+1) +

+ .« e + ak(Ak —Ak+1) .
Tim je véta dokazana.

Jistou analogif véty 2.7 je véta nasledujici:

Véta 2.7a. Budiz k libovolné piirozené &islo; zvolme
k4 1bodes Ay, Ay, ..., Ay, Ay, a k+ 1 Esel B, B,
vy Brs Pryy tak, aby jejich soulet byl roven 0. Potom
vektor W definovany

u=7p54,+ A, + ... + pedi + Prrdrn  (2.21a)
je stanoven jednoznaéné nezdvisle na volbé soustavy sou-
fadwnic.

Dukaz. Rovnost (2.21a) mé po rozepsani do soufad-
nic zajisté smysl. Je tedy touto rovnosti v dané soustavé
soufadnic vektor W stanoven jednoznatné. Abychom
viak ukazali, Ze jeho konstrukce nezivisi na volbs
soustavy soufadnic, stadi ukazat, Ze W je linedrnf kom-
binaci néjakych vektord, a tedy vektor. To je vSak
snadné, nebot plati: g,y = —f, —fPs— ... — B po
dosazeni do (2.21a) a formalni dpravé dostaneme:

u= ﬂl(Al - Ak+1) + .Bz(Az - Ak+1) +
4ot B Ae— Aiyy)

Tim je dikaz uzavien.
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Na zaklad® véty 2.7 a 2.7a budeme zipisi (2.21)
a (2.21a) uzivat pfi FeSeni nékterych tloh v této i nasle-
dujici kapitole. Ctenal si muzZe poloZit otazku, proé¢ se
nedrzime disledné vektorového zipisu. Duvod je viak
nasnadé, nebot zapisy (2.21) a (2.21a) vedou ke znaéné-
mu zjednoduleni [srv. tteba zdpisy (2.22), (2.23) aj.].
Upustime od dalsich podrobnosti. Ctenaf si muze v kaz-
dém piiklads, kde bude téchto zdpisi uzito, vidycky
ovéfit, Ze k témuz vysledku dospéje pomoci zdpisu
striktné vektorového, resp. po soufadnicich.

V odstavei 2.2 jsme se také trochu pozastavili nad
tim, Ze stfed usetky A.B miiZeme psat ve tvaru (2.11).

To je viak v souhlase s vétou 2.7, nebof S = %A +
+ %B, soufet koeficienti je tedy 1. Vzorec (2.11)
snadno uvedemes na tvar S =4 + %(B—A) nebo

S =B+ %(A — B) (obr. 20). Bod § d&li dsetku
AB v poméru 1 : 1.
3(8-A)  F4-8)
A S B
Obr. 20. Stfed dsedky AB.

2.7. Nékteré iilohy o trojihelniku a &tyFstdnn

Véta 2.8. T'éinice trojuhelntka se protinaji v jediném
bodé, ktery nazgvdme teZistém ; 1eZisté déli kaZdou téinici
v poméru 1 : 2 (pobitdno od strany trojihelntka).
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Dikaz. Obsah v&ty zni &tendf velmi dobie, nim
jde pouze o dukaz pomoci vektort. UZijme oznaden{
podle obr. 21 a zvolme na tiseéce AA’ bod T tak, aby bylo

AT : TA = 1:2; to znamend, Ze plati rovnost

1 .
T—A = —3-(A — A’), kterou miZeme psat ve tvaru

T=£+%M—EL

Dosadime-li sem za A’ = 8 ;— ¢ , mame
T=%M+B+®. (2.22)

L
A c
Obr. 21. Té&zist8 trojuhelnika.

Pfejdeme-li k t&znici BB’ a uréime bod U, o némz
plati B’U : BU =1 : 2, dostaneme U ve tvaru (2.22),
tedy T' = U. Tento vypodet je viak zbyteény. Zaméni-
me-li totiz cyklicky pofadi vrchola 4 - B, B —» C,
C — A, neméni se bod (2.22). Dal3i cyklickda permutace
B—C,C—> A4, A - B vede k témuz zivéru, bod T je
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tedy spolednym bodem viech ti t&inic a z jeho kon-
strukce plyne i druhé tvrzeni nasi véty.

Vita 2.9. T'éinice Etyrsténu se protinaji v jediném bodé,
kterému Fikdme tEZidté; toto téZisté delt kaZdow téfnici
v poméru 1 : 3 (politdno od stény Etyfsténu ).

Dukaz. Téinici étyfsténu nazyvime wseéku, ktera
spojuje vrchol ¢&tyisténu s téZistém protéjsi stény.

Obr. 22. Tézisté &tyksténu.

Uvazujme &tyfstén ABCD (obr. 22). Téziité trojihel-
nika ABC oznadme D’ a zvolme na tuseéce DD’ bod T
tak, aby bylo D'T : DT = 1 : 3. Formalné jde o stejny
postup jako v dikazu véty 2.8, muzeme byt proto

strudnéjsi; zfejmé T' = D’ —% (D — D’) a po dosazeni
za D’ podle (2.22) dava kratky vypocet tento vysledek:

T=(4+B+C+D). (2.23)
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Vysledny bod (2.23) se neméni cyklickou permutaci
vrcholi étyfsténu a je proto spoleénym bodem vsech
téznic; volba bodu T potvrzuje i druhou d&ast véty.

Véta 2.10. Téziste Ctyrsténu je stfedem dselky, kierd
spojuje stiedy dvou protilehlyjch hran &tyFsténu.

Dikagz. Protilehlymi nazyvime kazdou dvojici mi-
mobé&znych hran. Zustaneme-li u obr. 22, pak tuto

vlastnost maji hrany 4D, BC, jejich stf‘edy oznadme
po fadé @, R. Vypaditejme stted use(‘,ky QR, ktery do-

tasné oznadime S. Jelikoz @ =?(A + D), R =

—%(B 4+ C), pak nutné s ohledem na (2.23) plati:
S=%M+B+C+M=

Piiklad 2.6. V trojihelnfku 4BC jsou vrcholy 4, B
pevné, bod C probihd né&jakou pi#mku c. Co opisuje
t&zisté T trojuhelnik® ABC'?

Reseni. Je-li w smérovy vektor piimky c, M jejf -
libovolny bod, pak miZeme C vyjadtit takto: C =

— M + au. Jelikoz T — % (4 + B + 0), dosadfme-li
sem za C, miame: T = %(A + B + M + au), neboli
T = %(A + B+ M)+ —%—a u. Poslednf rovnice nam

dava odpoveéd. TéZisté T wuvaZovanych trojihelniki
vyplni pfimku rovnobéinou s pfimkou c. V obecném
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pipadg jsou pfimky ¢, AB mimob&Zné, tedy také pHm-
ka, kterou vytvoii t8zisté, je mimob&zin4 s pfimkou 4B.
Doporudujeme uvazit vSechny planimetrické piipady
(obr. 23).

Obr. 23. K ptikladu 2.6.

P¥iklad 2.7. Urdete vrcholy trojuhelnfka ABC, jsou-li
dany sttedy 4’, B’, C' jeho stran (obr. 24).

Obr. 24. K piikladu 2.7.

Reseni: Pro sttedy A’, B’ mame
4= (B+0),

B =2 (C+4).
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Odtud ihned plyne, ze B'— A’ =—;—(A—B); jsou
tedy usedky A'B’, AB vzajemn& rovnobézné. Cyklickd
zaména bodu 4’, B’, " ma za nasledek, ze také B'C’ ||
| BC a A'C’" || AC. Mimochodem jsme také dokazali, Ze
stfedni pfiéky v trojihelniku jsou rovnob&zné se stra-
nami. Sami si snadno zdidvodnite, Ze plati

A=0C + (B —4),
B=A 4+ (C'—B),
C =B 4+ (4 —0C).

2.8. Stejnolehlost

Nepochybujeme o tom, 7e znite pojem stejnolehlosti
v roviné E,. Nam zde ptjde o stejnolehlost v prostoru
E,. Jak dinnym se zde ukizZe pouziti vektort, posoudite
sami.

Definice 2.10. Budiz a nenulové reilné ¢islo a S,
néjaky bod v prostoru E,. Pfedpis, ktery kazdému
X, ek, plitazuje bod X, eE, tak, Ze plati

Xz—Sm = “(Xl_Slz) ’ (2.24)

se nazyva stejnolehlost nebo také homotetie; bod S, se
nazyva stied, &islo a koeficient stejnolehlosti. Definovanou
stejnolehlost budeme oznadovat H,,(S;;, a). Rovnici
(2.24) tikame vektorovd rovnice stejnolehlosti.

Zkoumejme, co vznikne sloZenim dvou stejnolehlosti
H,5(812, a), Hyy(Sss, f). Reknéme to trochu podrobnéji.
Stejnolehlost H,, pfifazuje bodu X, bod X,, ve stejno-
lehlosti H,, odpovidad pak bodu X, bod X,. SloZenim
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obou stejnolehlost{ H,,, H,; rozumime zobrazeni G,
v ném?% kazdému bodu X, odpovidd bod X ;. Vnucuje se
jisté otazka: Je Gy, také stejnolehlost ¢ Pokusme se na ni
odpovédét.

ZapiSme vektorové rovnice obou stejnolehlosti:

Hy: (X, —85) = o(X, — 841, (2.24)
Hy: (X3 — 8y3) = (X, — 8,) - (2.25)

Rovnici (2.25) miZeme psat ve tvaru

(Xa - Sza) = ﬂ(Xz - Sn) + 13(812 - Sza) s
a dosadime-li sem z (2.24), mdme
(Xa — 8a) = “ﬂ(Xl — S5) + ﬂ(Sm — S,5) - (2.26)

Rovnice (2.26) je vektorova rovnice zobrazeni G,,:
jaké je to zobrazeni, o tom ndm vice feknou samodruzné
body. Takovy samodruzny bod S = 8, = §; by musel
vyhovovat rovnici (2.26), muselo by tedy byt

(8 — 843) = af(S — 8y2) + A(S12 — Sea) , (2.27)
coZz mizeme psat takto:
(8 — 819) + (812 — 825) = aB(S — 8y) + B(S12— Sas)-
Odtud koneéné plyne, zZe
(1 —ap) (8§ —8s5) = (B—1) (S — Sys) - (2-28)

Provedme diskusi rovnice (2.28).
A. Je-li af # 1, miZeme z (2.28) bod S jednozna&nd
urdit. Plati

§ =St Gu—8w.  (229)
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Vratme se nynf k rovnici (2.26), kterou lze psat ve
" tvaru

(Xs _‘S) + (S‘— Sza) =
= aff(X; — 8) + af(S — Sy2) + B(S12 — S2s) -
Dosadime-li sem z (2.27), pak
X,—8 = aﬁ(Xl—S)_ (2.30)

a zobrazeni G,; je stejnolehlosti H,4(S, af); to ndm tka
vektorové rovnice (2.30) (obr. 25).

Obr. 25. SloZzeni dvou stejnolehlosti v obecném pi{pads.

B. JestliZe aff = 1 a soudasné S,, = S,4, pak rovnice
(2.28) je identicky splnéna pro kazdé S eE,. SloZzenim
stejnolehlosti H,;, H,; vznikne tedy identita (obr. 26).

S12%55 X% X
Obr. 26. S8loZenf{ dvou stejnolehlosti, které je identitou.

C. Necht «ff =1, ale §; # 8,; pak jsou moiné dva
ptipady. . -

1. Jestlize « = f = 1, jde opét o identitu, dokonce
ob& vychozi stejnolehlosti jsou identitami. To je piipad
jist® nezajimavy.
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2. Jestlize « #= 1, pak také B # 1, rovnice (2.28)
"nema FeSenf a samodruzny bod tedy neexistuje. Dosadi-
me-li aff =1 do rovnice (2.26), snadno zjistime, Ze
X, =X, 4+ (B— 1) (8,2 — 8S,3); to je vBak vektorova
rovnice rovnobé&Zného posunuti o konstantni vektor
(B — 1) (8y2 — 8ys) (obr. 27).

XZ
X X,
s/(p-1xs -S,,) 2 \\SZ"
12 12 Y23

Obr. 27. SloZeni stejnolehlosti H,; (S)s, 3), Hy, (S,,, _:13_] ;

vysledkem je posunuti o vektor % (S25—S12).

Z4véry shrneme v nasledujicfm tvrzeni:

Véta 2.11. SloZeni dvou mneidentickych stejnolehlosti
H,y(8y, a), Haa(Se, f) je _‘
A, stejnolehlost H, (S, aff) se stiedem (2.29), jestliZe
a 1,
ﬂB;.éidentita, pokud aff =1 a 8S,;, = S,,,
C. rovnobéiné posunuti o nenulovy vektor (f — 1) (Sy,—
— 833), pokud aff =1 a 8y, # Sys.

Ulohy na stejnolehlost najde ¥tenat ve cvideni a té%
v ttetf kapitole.
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2.9. Vzajemna poloha dvou primek ‘

Dvé ptimky v E, mohou byt rovnobézné (pfipadné
totoZné), riznobézné nebo mimobéziné. Necht pfimka p
ma podateéni bod P a smérovy vektor W, piimka g pak
at méa poditedni bod @ a smérovy vektor V. Vektorové
rovnice téchto ptimek maji tedy tvar

p: X =P+ au,
g0 X =@+ fv.

a) Rovnobézné nebo totozné jsou piimky p, ¢ prave
tehdy, jestlize u|| v, cozZ znamena, Ze existuje realné é&islo
A # 0 tak, Ze w = Av; pozadavek 4 = 0 plyne z toho,
Ze smérové vektory W, ¥ musf byt nenulové, vektorem ©
neni urdena zadnd pfimka. Skutednost, Ze W = AV
sama o sob& nestali, abychom rozhodli, zda p, ¢ jsou
rtizné nebo splyvajici rovnobézky. Kterykoliv bod pfim-
ky muze byt zvolen za poéatedni, neni proto vylouéeno,
ze bod @ je bodem piimky p, coZ ze zipisu nepoznime;
pokud to v3ak nastane, pak mezi ¢&isly a €(—o0, o)
musi existovat takové, Ze plati @ = P 4+ auw (nebo
existuje takové f€(—oo, x), Ze P = @ 4 fV). Neexis-
tuje-li takové «, pak p, ¢ jsou dvé rizné rovnobézky.

b) Pfimky p, ¢ jsou riznobéiné nebo mimobézné
pravé tehdy, jestlize vektory W, ¥ nejsou nisobkem;
neexistuje tedy ¢&islo 4 = 0 tak, aby platilo W = Av.
Jde-li o riznobézky, musi existovat spoledny bod, musf
mit proto feSeni vektorova rovnice P + alt = @ + Bv.
Jsou-li p, ¢ mimobéiky, nema vektorovd rovnice
P 4+ aw = @ + BV fedeni.

Pfiklad 2.8. Jakou vzijemnou polohu maji pHmky
P, q, jestlize
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1. P=[—1,02], u=(l]1,?2);
Q=11,2,6], Vv=(24),

2. P=11,2 —1], w=(—1,1,3);
Q =[—10, 4, 9], V= (3, —3, —9),

3. P=10(3,57"7, w=(l,2,3);
Q=1[—2 —1,0],v=(321),

4 P=101,0,0], w=(01,2);

@ =13,0,0], v=(1,1,1).

Refeni. 1. Jelikoz v = 2u, je p|q. Zda nejde
o splyvajici rovnobézky, o tom rozhodne rovnice @ =
= P+ au, neboli [i,2,6]=[—1,0,2]+ a1, 1, 2).
Odtud mame t¥i rovnice mezi soufadnicemi: « — 1 = 1,
a = 2, 2a + 2 = 6, které jsou splnény pro a = 2. Tedy

=q. .

2. Jde opét o pripad rovnob&inych piimek, nebot
v = —3u. Refeni vektorové rovnice @ = P + «u vede
v8ak ke sporné soustavé rovnic: 1 — a = —10,2 + a =
=4, 3a— 1 =29; z prvé totiZz mame a =1 a ¢&islo 1
nenf FeSenim druhé rovnice, nebot 3 # 4. Jedna se tedy
o dvé razné rovnobézky.

3. V tomto ptipadé neni vektor ¥ nisobkem vektoru
U; zda jde o riznobézky nebo mimobézky zjistime Fese-
nim vektorové rovnice all — ¥ = @ — P, ktera roze-
psina po slozkach ddva soustavu linedrnich rovnic

a—3f=—5,
2a — 2 = —6,
3a — f=-—T7.
Soustava ma jediné feSeni « = —2, § = 1, piimka p je

riznobézna s piimkou g. Chceme-li znat priseéik R,
dosadime a = —2 do rovnice X = P + anebo § =1
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do rovnice X = @ 4 fVv; mame tak R =1[1,1,1].

4. Piimky p, ¢ nejsou rovnobé&ziné, fesime tedy stejné
jako v pfedchozim pfipadé vektorovou rovnici aWl —
— Bv = @ — P, neboli soustavu rovnic

—p =2,
a—f =0,
20 — f =
Tato soustava feSenf nemd, z prvych dvou rovnic totiz
mame a = f§ = —2 a dosazeni téchto hodnot do tieti

vede ke sporu 2 = 0. Piimky p, ¢ jsou mimobé&zné.

2.10. Pfi€ka dvou pFimek

Ptitkou dvou danych ptimek nazyvime kazdou pim-
ku, které je s obéma riznobézna.

Vénujme se v tomto odstavci dvéma klasickym 1lo-
ham.

Pfiklad 2.9. Je dan bod M a piimky AB, CD; na-
piste vektorovou rovnici pficky danych pfimek, ktera
prochéz{ bodem M, a uréete spoleéné body hledané
piitky s danymi pi{mkami. Re$te pro pifpad: M =
=[1,1,1], A =[5,3,5], B=1[283,2], C =[4,6,8],
D = [3, 4, 5].

Re¥eni. Klasicky synteticky postup spodivd v tom,
ze bodem M a pfimkami prolozime roviny, priseénice
t&chto rovin je pak hledana pf{tka. Vektory ndm nabi-
zeji elegantnéjsi postup: Hledanad pfi¢ka (pokud exis-
tuje) protina piimky AB, CD po Fadé v bodech K, L
(obr. 28), které lze vyjadiit takto: K = A 4 «(B — 4),
L = 0 + (D — 0). Body M, L, K maji lezet na jedné
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piimce, proto K — M = y(L — M). Dosadime-li sem
za K a L podle vySe uvedenych rovnic, dostaneme po
malé tpravé

a(B— A) + py(C — D) + (M —C) == M — A.
(2.31)

Obr. 28. Pritka dvou piimek vedend danym bodem M.

Po rozepsini do sloZzek mame soustavu pro neznimé a,
By, v: .
—3a + fy — 3y = —4,
2fy — By = —2,
—3a+ 3y — Ty =—4.

Ctena¥ snadno zjisti, Ze soustava mé pravé jedno FeSeni
a=—§-,ﬂy=4, y = 2; odtud a=%,ﬁ=2, y = 2.
Dosadime-li do rovnic pro K a L (viz dfive), zjistime, Ze
K =1[8,8,3], L =[2,2, 2], a vektorova rovnice pfitky
jeX =M 4+ A(K— M),neboli X =[1,1,1] 4+ 1(2, 2, 2).

V nadem piipadé existuje tedy jedind piitka pfimek
AB, CD, ktera prochdzi bodem M. To nemusi platit
obecnd. Co kdyz body 4, B, C, D, M leii v jedné roving
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nebo AB || OD, bod M vSak nelezi v roviné téchto rovno-
bézek ? Nadhozené otdzky ptirozend tizce souvisi s rov-
nicf (2.31), kter4 mize mit nekoneéné mnoho Feseni nebo
také zadné.

Piiklad 2.9. Napiste vektorovou rowvnici pti¢ky pfimek
AB, CD, je-li tato p¥i¢ka rovnobéina s piimkou EF;
A=1[5273],B=[41,2],C=1]1,3,3,D =12, 2],
E=1[3,22],F =52, 3].

Reseni. Hledanou ptitku oznaéme p, jeji prisediky
s piimkami AB, CD po fadé K, L (obr. 29). Jde jen

Obr. 29. Pti¢ka dvou piimek rovnobéZnéd s danym smérem.

o jistou modifikaci piikladu 2.8, miZeme byt proto strué-
ndjsf. Zrejmé K = A + a(B— A), L=C + (D —C)
a L — K = y(F — E); odtud

«o(A—B)+pD—C)+yE—F)=4—0C,
(2.32)
coZ vede na soustavu linedrnich rovnic
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a —2y =4,

“_ﬁ =_1’
0‘—/3_)’ = O’
ktera m4a jediné feSeni « = 2, § =3, y = —1.

Je tedy K = [3,0, 1], L = [1, 0, 0] a vektorova rov-
nice pii¢ky je X = K 4+ ML — K), &ili X =[3,0, 1] 4
+ A—2, 0, —1).

I zde upustime od obecné diskuse, kterd souvisi s rov-
nicf (2.32).

2.11. Rovina

Necht M je néjaky bod prostoru E; a @w, v dva
vektory linedrné nezavislé. Zkoumejme mnozinu vSech
bodi X, které vyhovuji vektorové rovnici

X =M+ au + Bv, (2.33)

M /T ' M=M+au
auy

Obr. 30. K vektorové rovnici roviny.

v niZ «, B probihaji nezdvisle na sobé viechna reilns
¢isla. UkaZeme si, Ze touto mnoZinou je rovina procha-
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zejicf bodem M. Vektory W, V jsou tzv. smérové vekiory
této roviny.

UvaZujme nasledovné: Dva linearné nezavislé vektory
u, v umisténé do pevného bodu M uréuji dvé rizno-
bézky a, b (obr. 30). Zvolme v roviné téchto riznobézek
libovolny bod X a vedme jim p¥{mku b’ | b (obr. 30).
Priseéik pfimek b, b’ oznaéme M’. Zfejmé existuji &isla
a, B takova, Ze

X—M=(X—M)+ (M — M) = aut +pv,

tili X =M 4+ au + BV, coz je (2.33). Kazdy bod Xté
roviny, ktera odpovid4 nasf pfedstavé, vyhovuje tedy rov-
nici (2.33). Vznika pfirozené otdzka, zda né&jaky bod,
ktery vyhovuje rovnmici (2.33), nelezi mimo rovinu
riiznobézek a, b. Odpovéd je negativni. Jsou-li totiZ a, f
jakdkoliv realnd ¢&isla, pak vektor au je kolinearni
s vektorem uW, vektor SV je kolinearni s v a vektor
W = aU + fV, umistény do bodu M, lezi v roviné raz-
nobd%ek a, b (to se snadno nahlédne). V roviné razno-
béZek a, b lezi pak také koncovy bod vektoru X — M.

Rovnice (2.33) se nazyva vektorova rovnice roviny;
Pt pevné zvoleném M, W, V¥ je toto vyjadfenf jednoznad-
né, jak si jesté ukdzeme. Piedpoklidejme opak. Potom
pro dany bod X plati jednak (2.33), jednak (2.34)

X=M+au+pv, (2.34)

a je splnéna aspon jedna z nerovnosti o' #* a, ' # §.
Odeéteme li rovnice (2.33) a (2.34), dosta,neme 0 =

= (a —a')B8 + (B — p')V. Jestlize napifklad o # a,
uvedeme posledni rovnici na tvar

u-L=F (2.35)

a—a
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Vektory (2.35) jsou nutné kolinedrnf, coz je ve sporu
s pozadavky definice roviny.

O vektoru W = aud | Sv fikame, Ze je linearni
kombinaci vektord W, v. MuZeme tedy ¥ici, Ze rovina,
definovana rovnici (2.33), je mnozina vSech bodu X,
které jsou souétem bodu M s kazdou linedrnf kombinact
vektord W, V.

Pfiklad 2.10a. Mame napsat vektorovou rovnici ro-
viny, ktera je uréena body 4, B, C; A =[—2,0,1],
B =1[1,21],C =[—1,2,3].

Reseni. Zi'ejmé Uu=8B—A4, v =0C—A4 jsou dva
smérové vektory dané roviny a podle (2.33) X = 4 +
+ «(B — A) + B(C — A), neboli

X =[-2,0, 1] 4+ «(3, 2, 0) + ﬂ(l’ 2,2),

a tkol je splnén. Pokud posledni rovnici zapiSeme po
slozkach, ziskime soustavu linedrnich rovnic, kterym
fikdme parametrické rovnice roviny:

2, =—2+4+3x+ B,
x, = 2a 4 28, (2.36)
3= 1 + 28.

Priklad 2.10b. LeZzi body P =[—1,—2,—3], @ =
= [4, 4, 2] v roviné ABC z ptikladu 2.10a?

Redeni. Rovina ABC z piikladu 2.10 mé paramet-
rické rovnice (2.36). Je-li néjaky bod bodem roviny
ABC, musi mit feSeni soustava (2.36), do niz dosadime
za ,, ¥, T, soufadnice daného bodu. Snadno se pfesvéd-
&ite, Ze bod P je bodem roviny ABC proa =1, = —2,
bod @ v roviné ABC nelezi.



POZNAMEA 2.4. Jsou-li diny né&jaké tfi vektory u, v,
W a jeden z nich mtuzZeme vyjadtit jako linedrni kombi-
naci zbyvajicich, fikdme, Ze vektory W, Vv, W jsou
komplandrnt nebo také linedrné zdvislé. Vektory u, v, W
lze pak umistit do jedné roviny (latinsky ,,planum‘ =
= rovina). T¥i vektory, které nejsou komplanirni,
nazyvame linedrné nezdvislé. VSimnéme si jedné jem-
nosti: jestlize kupf. W = a¥ 4 W, nikterak z toho
neplyne, Ze Vv muiZeme psit ve tvaru v = pu + W
(srovnejte s obr. 31, kde « = 0, § = 3). Vektor yu 4 oW

Obr. 31. Zvléstni piipad komplandrnich vektort.

je v naBem piipadé vidy kolinearni jak s vektorem w,
tak s vektorem W a vektor a (obr. 31) mizeme psat ve
tvaru a = u + 3w, ale téz a = 2u. Je-li tedy vektor
vyjadien jako linedrni kombinace linedrné zavislych
vektor, pak toto vyjadfeni neni uréeno jednoznaéné.

2.12. Vzijemn4i poloha pfimky a roviny a vzdjemné
poloha dvou rovin

ZapiSme znovu vektorové rovnice pfimky a roviny:

X=4+ au,
X =M+ v+ yw.

" Ma-li mit pfimka s rovinou spoleény bod, musi existovat

64



¢isla ~. B, y tak, Ze plati vektorova rovnice 4 4+ all =
= M 4 Bv -+ yW, kterd rozepsina po soufadnicich
vede (tuto operaci jsme zopakovali jiz né&kolikrdt) na
svstém tif linedrnich rovnic o neznamych «, 8, y. Tato
soustava — jak znamo — miize mit Fesenf jedno, Z2adné
nebo nekoneéné mnoho; v prvém pifpadé jde o pfimku
riznobéznou s rovinou, v druhém o rovnobéiku, tfetf
moznost znamend, ze piimka v roviné lezi.
Ukazme si to na piikladech.

Pfiklad 2.11. Je dan rovnobé&znostén ABCDA'B'C’D’.
Ozna¢me postupné E, F, G, E', F',  sttedy hran,
které neprochézeji body A, C' (obr. 32), a dokazme, Ze
uvedenych Sest stfedl lezf v jedné roviné.

Obr. 32. K pifkladu 2.11.

Reseni. Ukaime, 7e vektor B’ — E, ktery je umistén
v bod& E, lezi v roviné EFQ@; pti oznadeni @ — F = a,
F — E = b stadi ukazat, Ze vektor £’ — E je linedrn{
kombinaci vektord a, B. Polozme A'— A =W,
D— 4 =vV,B— A = u; pak jsou ziejmé tyto vztahy:

B =A4wigv,

5 vektory v geometrii 85



E=A+u-|-%v,
G=A+u+—;—w,

F\=A+v+%u.

Z nich pak dostaneme, ze B' —F =W —u, a =
1 1 1 1

, 1 1 1 1
Atedy E'—E=W—u= 2[5\”—? v)+ 2[5 V—5 u]=
= 2a + 2B, c.b.d. Zcela obdobné bychom postupovali
v pifpadé bodu F' i G'.

Prfklad 2.12. Uréete prisetik piimky AB s rovinou
MNP; A =[2,1,2,B=1[3,1,3, M =[1,2,2], N =
=1[2,2,1], P =[3,5, 3]

Reseni. Z toho, co bylo fedeno na zaditku tohoto
odstavce, plyne A + «(B— A) =P + (M — P) +
+ y(N — P). (Zamérné jsme v posledni rovnici vybrali
za podatedni bod roviny bod P, aby si étenaf uvédomil,
ze je lhostejné, ktery bod roviny zvolime za podateéni.)

&8
B-A
P
’y\/\i—n }\9
M N ©

Obr. 33. K piikladu 2.12.
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Uvedena vektorova rovnice vede na soustavu

at+ 264+ y=1,
36 + 3y =4,
a_l_ ﬂ+27=1,

z niz plyne a = —1I, ﬂ=%, y=%. Prisetik @

ziskame nejlépe z rovnice pfimky, tj. @ = 4 + «(B —
—A4)=1[2,1,2]—1(,0,1) =[1,1,1]; v rovnici ro-
viny bychom museli dosadit za §, ¥ a znamena to jistou
Ppraci navic (obr. 33).

Pfiklad 2.13. Rozhodnéte o vzijemné poloze piimky
AB a roviny MNP, jestlize A =[1,2,0], B =13,1, 2],
M =101,00], N =[20,1], P =I1,1,0].

Reseni. Postupujme zcela obdobné jako v pred-
chozim prikladé a napidme proto hned soustavu piislus-
nych linedrnich rovnic

2a —y =0,
_a+ﬂ+7=_la
2a —y =0.

Posledni rovnice fiks totéZ co prvni, mizZeme ji tedy
vynechat; zbyvajicf dvé rovnice maji pak nekoneéné
mnoho feSeni tvaru f = —1—«, y = 2a, kde a je
libovolné realné ¢&islo. Z dvah na zadatku odstavce
plyne, Ze pfimka lezi v roving.

Priklad 2.14. Urdete priseénici rovin, z nichz prvni je
uréena bodem 4 a vektory a, b, druhd bodem C a vek-
tory €, d; 4 =[0,0,1], a=(1,1,0), b=(2,2,1),
C=1[7,55],€=(3,22),d=(211).
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Refeni. Zapi¥me vektorové: rovnice danych rovin
a hledejme jejich spoleéné body. Rovnice prvni roviny je
X=A4A+a«a+ b, druhd X =C + y€ + 4d, pro
spolené body pak mime «a + fb—y€—dd =
= C — A. Rozpis po soufadnicich vede na systém t¥
rovnic pro étyTi nezndmé

a2 —3y—20=1,
a+28—2y— 6=5, (2.37)
B—2y— 6=4.

Ctenaf nenf asi obeznimen s FeSenfm systémi linearnich
rovnic o » nezndmych, je-lin > 3, a rozsah této publikace
nedovoluje, abychom tomuto problému vénovali vice
mista. Rekn&me si viak aspon tolik, Ze vhodnym séitd-
nim rovnic lze pievést danou soustavu na tzv. trojihel-
nikovy tvar, pfilem? tato nova soustava je ekvivalentni
(tj. kazdé fesenf jedné soustavy je Felfenfm soustavy
druhé a obricend) s danou soustavou. Pro naSe potfeby
postadf, ukiZeme-li cely postup na soustavé (2.37).
Prvnf a tFeti rovnici opiSeme, od druhé rovnice odeéteme
prvni a mame

«a+20—3y—20=1,
Y + é=—2 ’
B—2y— 6=4
a vyménou druhé a tietf rovnice ziskdme zminény troj-
tihelnfkovy tvar soustavy:
«a+28—3y—20=1,
Bf—2% — 6=4, (2.38)
y+ 6=-—2,
POZNAMEA 2.5. Ndazev trojihelnikovy tvar vznikl
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takto: Je-li déna soustava n rovnic o m neznamych
a soustava ma jediné feeni, pak leva strana soustavy
mé po upravich skutedn& tvar trojihelnika. V naSem
piipadd, jak vidno z (2.38), jsme dostali tvar lichob&z-
nika, avSak i v takovych pifpadech hovofime b&zné
0 ,,trojdhelnikovém tvaru. .

Pro nade potfeby uvedme bez ditkazu tvrzeni: Budiz
n podet nezndmych a A podet rovnic po uvedeni na troj-
thelnfkovy tvar. Potom plati: a) je-li » = n a Zidnd
rovnice nenf ,spornd‘, ma soustava jediné Feleni;
b) je-li b < n a Zadn4 rovnice neni ,,spornd‘‘, mé sousta-
va nekoneé&né& mnoho FeSen{ a n — h neznamych mizeme
volit libovolng; c) je-li v systému aspoil jedna rovnice
»,8porna‘‘, nem4 soustava Fedeni.

K naSemu tvrzeni dodejme jet& toto: Ke ,,Sporné‘‘
rovnici miiZze dojit jen tak, Ze na levé stran® dostaneme
pfi dpravich nulu, ale prav4 strana je riiznd od nuly.

V systému rovnic (2.38) jen = 4, h = 3. Podle tvrzeni
z pozndmky 2.5 ma tedy soustava (2.38) nekone&nd
mnoho FeSeni, pfidemz jedna z nich je libovolné volitelna;
tato volitelnd v nafem systému budiz é. Pak je y =
=—2—9,8 =—6,a =1 -+ 4. Po dosazeni do rovnice
X =A4 + aa + b mime ihned X = 4 + (1 —d)a —
—0b, neboli X = 4 4 a 4+ §(a— b). Posledni rov-
nice je v3ak vektorovd rovmice piimky; roviny maji
tedy spoleénou pfimku a jsou proto riznobdiné. Kon-
krétn® mé nale prisednice rovnici X =[1,1,1] +
+ 6(—1, —1, —1).

Piiklad 2.15. Uréete vzdjemnou polohu rovin ABC
a PQR, jestlize
a) A =[1,2,3, B=]
P =230, Q=]
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b)4 =[1,2,3], B=I32 —1], C =[5, —1,0],
P =[5,2, —5], @ =[6, 3, —2], R =[8, 3, —6].
Reseni. a) Postupujeme stejnd jako pfi fedeni pki-

kladu 2.14. Dospéjeme tak k soustavé rovnie

a—28+ y+306=—1,
B— y— =1,
20 + f—3y+ 6=-3,
kterd po tpravé na trojihelnikovy tvar dava

Poslednf ,,rovnost neplati, soustava obsahuje tedy
»Spornou’’ rovnici (vzhledem k ostatnim rovnicim)
a nema proto feSeni. Neexistuje tedy Zddny spoleény bod
danych rovin, coz znamena, Ze jsou rovnobézné.

b) V tomto pifpadé systém rovnic analogicky se
systémem (2.37) m4 tvar

2a — 68— y—36 =4,
384+ y+ 6=0,
40 + 38+ 3y— =28,
systém, odpovidajici systému (2.38), pak je
2a — 68—y —30 =4,
38+y+ 6=0.

Podle tvrzenf z poznidmky 2.5 ma poslednf soustava
nekoneénd mnoho feseni, pfitemz dvé nezndmé muzZeme
volit zcela libovolng, zbyvajici vypoditime. MaZeme-li
v8ak volit libovolné tteba y, § (a to miZeme), uréuje
kazdé zvolena dvojice po dosazeni do vektorové rovnice
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X =P+ 9(Q — P) 4+ 6(R— P) bod roviny PQR. To
viak znamena, Ze kazdy bod roviny PQR je také bodem
roviny 4A.BC, obé roviny tedy splyvaji.

POZNAMEA 2.6. Radi bychom na tomto misté upozor-
nili &tenafe na jednu dulezitou véc. Sami vidite, Ze
8 velkou lehkosti FeSime pomoci vektorového podtu
i dosti komplikované konkrétni problémy; nékdy viak
couvame pied obecnym pohledem. V tomto odstaveci
jsme se kupf. vyhnuli odpovédi na otdzku, jaké pod-
minky musi obecné platit pro body 4, B, Ca P, Q, R
(ptipadné pro odpovidajici vektory), aby dané roviny
mély jednu ze tii znidmych poloh. Divod je ovSem
jasny; nemame totiz k dispozici dost obsihly algebraicky
aparat. Je jisté pravda, Ze nam jde pfedeviim o geomet-
rii, ale potfeba jistého okruhu znalosti z algebry je
naprosto zftejma. Tém, které geometrie opravdu hloubéji
zajima, doporudujeme, aby soubéiné vénovali svou
pozornost také algebfe. Pii vybéru literatury vam jisté
poradi kazdy dobry uéitel matematiky.

2.13. Obecny tvar rovnice piimky a roviny
Vime, %Ze v E, miZeme kaidou piimku zapsat také
jedinou rovnici
ay%) + a2 + a9 =0, (2.39)
v ni% aspon jedno z &isel a,, a, je nenulové. Reknéme si
rovnou, Ze v E; nelze ptimku zapsat ve tvaru (2.39).
Ptipomenme si pfevod vektorové rovnice piimky v E,

na tvar (2.39), kterému fikdme obecny tvar rovnice
piimky.

Priklad 2.16. Napiste vektorovou rovnici ptimky 4B
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a pfevedte ji na obecny tvar, jestlize 4 = [1,4], B =
= [—2, 3].

Refen{. Vektorovd rovnice nadi p¥imky jo X =
=A + a(B— A), tedy X = [1, 4] + a(—3, —1); od-
tud méme tzv. parametrické rovnice

2 =1—3a,
$2=4— a,

z nichZ vyloudime parametr « tfeba tak, Ze druhou
rovnici nasobfme ¢&fslem —3, seéteme s prvni a mame
ihned tvar obecny: z, — 3z, 4 11 = 0. Podobné to
miizeme udélat s vektorovou rovnicf roviny X = M +
+ «a 4 fb; piejdeme-li k parametrickym rovnicim
a vylou¢fme z nich parametry a, 8, dostaneme obecné
linedrni rovnici o tfech neznamych z,, z,, =;, kterou
muZeme psit ve tvaru

., + ax; + a3z, + ag = 0. (2.40)

Rovnici (2.40), v niZ asponi jeden z koeficienti a,, a,, a,
je nenulovy, fikame obecny tvar rovnice roviny. Bod X
je bodem dané roviny pravé tehdy, jestlize jeho soufad-
nice, dosazeny do (2.40), pfevddéji tuto rovnici v rov-
nost.

Jsou-li vektory W, ¥ linearné nezavislé (nekolinearni),
da se ukédzat, Ze pfevod je vidy moiny a kazdy bod X,
ktery vyhovuje vektorové rovnici, vyhovuje také rov-
nici (2.40) a obricen8. Rovnice (2.39) a (2.40) jsou
objekty afinni geometrie, od dikazu vi#ak na tomto
mistd upoustime, nebot nemame dostatek algebraickych
prostiedki, které by byly k dispozici ze stfedni Skoly.
Diikaz rovnice (2.40) podame ve 3. kapitole, pouZijeme
vSak metrickych pojmu.
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Piiklad 2.16. Napiste obecny tvar rovnice roviny,
ktera prochazi body 4 =[—1,0,—1], B =[—9, 1, 1],
C = (6, —2,—2].

Re¥enf. Postupujme cestou, kterou jsme nastinili
v uvodu; parametrické rovnice roviny ABC jsou

z, = —1—8a+ 18,

Z, = ' a— 26,

Tg=—142a— f.

¥

Posledn{ rovnici nasobime nejprve é&fslem —2 a seéteme
s druhou, potom ¢islem 7 a seéteme s prvni; ziskdme tak
dvé rovnice, v nichZ se parametr f jiZ nevyskytuje:

Ty — 22y = 2—3a,

z, + Tz, = —8 + 6a.

Nisobme nyni prvou rovnici dvéma a seétéme s druhou;
tim se zbavime i parametru a a po anulovani mame

z, + 22, + 32, + 4 =0, (2.41)

coZ je rovnice (2.40).

MizZeme viak zvolit jiny postup. Z toho, co bylo
feteno, plyne, Zze body 4, B, C musi spliiovat rovnici
(2.40); proto plati

— + a3+ a,=0,

—%a;+ a;+ a3+ a =0,

6a, — 2a, — 2a; + ayp = 0.
O soustavach linedrnich rovnic jsme se zminili v po-
znamece 2.5. Stali pfejit na trojihelnfkovy tvar a zjistite,
Ze jedno z ¢isel a; (¢ = 0, 1, 2, 3) miZeme volit libo-
volng, zbyld jsou pfi dané volbé jednoznaéné uréena;
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nemusime oviem ziskat rovnici forméiné shodnou s rov-
nici (2.41), nutné v8ak bude s rovnici (2.41) ekvivalentni,
Bylo feteno, Ze za volitelnou neznamou mizeme dosadit
libovolné éislo. Obecné ano, v naSem piipadé vSak
nesmime dosadit nulu; divod, ktery snadno odhalite,
jo oviem v geometrii, nikoli v algebfe.

Piiklad 2.17. Rozhodnéte o vzijemné poloze piimky
EF s rovinou z, 4 2z, 4 3z, + 4 = 0, jestlize

a) E = [—2, 4, 6], F =1-32, 3],
b) £ = [0, —2, 0], F =112, 3],
0) E = [3’ 1, 3]’ F = [4’ 5, O]:

je-li pfimka riiznobéznd s rovinou, uréete priseéik.
Reseni. a) Z vektorové rovnice pimky X =

= [—2, 4,6] + a(—1, —2, —3) pfejdeme k rovnicim
parametrickym

2, =—2— a,
Z, = 4—2a,
Zy= 6—3«a.

Ma4-li pfimka s rovinou spoledny bod, pak jeho soufad-
nice prevad&ji rovnici roviny v rovnost. Dosadime-li
parametrické rovnice piimky do rovnice roviny, dosta-
neme linedrni rovnici pro nezndmou «. Vime ovSem, Ze
takova rovnice muzZe mit také nekoneéné mnoho FeSeni
nebo zidné. V naSem ptipadé plati (—2 — ) +
+ 2(4 — 2a) + 3(6 — 3a) + 4 = 0; odtud « = 2, exis-
tuje jediny spoleény bod obou utvari, pfimka je rizno-
béZna s danou rovinou. Prisedfk R urdime dosazenim
a = 2 do vektorové rovnice pfimky: R =[—4,0, 0].
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b) Zcela obdobné zjistime v tomto pripadé, Ze prfi-
sludné linedrni rovnice pro « je splnéna identicky, kazdy
bod piimky (nam by stadily dva) je také bodem dané
roviny, piimka tedy v roviné lezi.

¢) Da se odekavat, ze iloha je volena tak, aby byla
vyderpina kazda ze tii moZnych poloh. Jde vskutku
o polohu rovnobéinou a piimka EF nenf piimkou dané
roviny; pfisludnd linedrni rovnice pro a nemé fedeni,
doporufujeme proto étenatfi, aby se o tom presvéddil.
V prostoru E; pouZivame &asto misto symboliky X =
= [#;, %,, %4] zdpisu X = [z, y, z]; pouZijme tohoto
oznadenf v nasledujici vloze.

Pfiklad 2.18. Urtete prisenici rovin danych rovni-
cemi

z+ y+22+2=0,
z+2y+32+4=0.
Reseni. Soufadnice spolednych bodi musi spliovat
ob& rovnice, jsou tedy uréeny fefenim dané soustavy

dvou rovnic o tfech neznamych, kterou pfevedeme opét
na trojihelnikovy tvar

r+y+22=—2,
y+ z=—2;
podle poznimky 2.5 muZeme jednu neznamou volit

zcela libovolné, zbyvajici dvé jsou pak jiz na této volbd
zavislé. Zvolme tedy obecné z = «; pak y = —2 — a,

& = —a. Vysledné FeSeni zapiSeme prehlednéji
x = —a,
y=—2—aua,

z = a.
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Obé roviny maji tedy nekoneén& mnoho spole¢nych
bodd, které muzeme psat ve tvaru X = [0, —2, 0] +
+ «(—1,—1,1), coz je vektorova rovnice pifmky.
‘Dané roviny jsou proto rtiznob&zné a feSenim je popsina
jejich priseénice.

Priklad 2.19. Rovina je dana rovnici a,z, + a.x, +
+ agxy + a9 = 0. Dokazte, Ze nenulovy vektor W =
= (U,, Uz, U3) je rovnobdiny s danou rovinou pravé
tehdy, jestlize plati

1%, + @ty 4 GaUy = 0. (2.42)

Reseni. V dané roviné zvolime bod Q a umistime do
né&j vektor W; koncovy bod vektoru u pfi tomto umfsténi
oznadme R. Je-li vektor W s danou rovinou rovnobéiny,
pak pii zvoleném umisténi plati rovnice

@191 + Ay + A3gs + G0 = 0, (2.43)
ayry + agry + agry + a5 = 0; (2.44)
odeétenim obou rovn.ic dostaneme

ay(r1—qy) + 8x(rs — q1) + a3(r; — ¢g5) = 0, (2.45)
neboli a,u, + a,u, + a,uy = 0.

Obracené — plati-li (2.42) neboli (2.45), pak pti da-
ném umisténi plati také (2.43) a soudet obou rovnic vede
na rovnici (2.44); bod R tedy lezi rovnéz v dané roving
a lezi tam proto i vektor 4 = R —@ s umisténim
v bodé Q.

2.14. Svazek rovin

Uvahy v tomto odstavei budou vychézet z nasledujici
definice:
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Definice 2.11. MnoZina v8ech rovin, které prochazeji
spoletnou piimkou o, se nazyvad svazek rovin (piesnéji
svazek rovin 1. drubu). Piimka o je tzv. osa svazku.

Svazek rovin je uréen, zname-li dvé jeho rtzné roviny.
Ptedpokladejme, Ze uréujici roviny svazku jsou dany
rovnicemi

a,x; + axx, -+ azzy +a =0, (2.46)
blzl + bzxz + bsz:’ + b = O . (2.47)

UkézZeme si, Ze kazda rovina, uréena rovnief

a(@,@ + a,x; + axs + a) +
+ Bbsy + be, + byzy + b) = 0, (2.48)

kde a, § jsou realnd &isla, z nichZ aspoi jedno je nenulo-
vé, nalez{ do uvafovaného svazku. Skuteéné, jestlize
[2), Z,, Z,] je libovolny bod leZicf na priaseénici o, pak
jeho soufadnice musf vyhovovat rovnicim (2.46) a (2.47).
Potom oviem soufadnice tohoto bodu vyhovuji rovnici
(2.48); ¢ili v roviné uréené rovnici (2.48) lezi kazdy bod
pruseénice o a zkoumand rovina naleii danému svazku
rovin.

Vznikd jisté otdzka, jestli kazdd rovina svazku mé

. rovnici tvaru (2.48). Odpovéd je kladna. Necht libovolna
rovina svazku prochdzi bodem [z,, z,, ;] ¢ o. UkéZe-
me, Ze jeji rovnici lze psat ve tvaru (2.48). Dosadme
soufadnice tohoto bodu do rovnice (2.48). Ziskame tak
rovnici pro neznamé koeficienty «, f.

Tyto koeficienty jsou aZ nasobek libovolnym &fslem
uréeny jednoznadné a dosadime-li je do (2.48), mime
rovnici roviny v hledaném tvaru. Dodejme, Ze (2.48) se
¢asto nazyva rovnici svazku rovin.
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Priklad 2.20. Napidte rovnici roviny, kterd prochdzi
bodem M = [3, 1, 3] a obsahuje priseénici rovin

2+ 2y—32—1=0,
z+3y— z—2=0.

Reseni. Rovnici hledané roviny lze psat podle (2.48)
ve tvaru

a2z + 2y — 32— 1)+ fx + 3y—=2—2) =0,
(2.49)

Dosadime-li sem soufadnice bodu M, dostiviame

—2a+ =0
atedy a:f =1:2. Zvolime-li « = 1, § = 2, dostava-
me z (2.49)
4r 4+ 8y—52—5 =0,

coZ je rovnice hledané roviny.

S dal$imi ptiklady na svazek rovin se setkime jesté
ve treti kapitole. Dodejme, Ze byv4 zvykem i mnozZinu
vSech rovin navzdjem rovnobé&inych nazyvat svazkem
(pFesnéji svazkem rovin 2. druhu). Jsou-li (2.46) a (2.47)
rovnice dvou riznych rovin svazku druhého druhu, po-
tom (2.48) je tzv. rovnici svazku. Lze totiz ukazat, Ze
plati zcela analogickd véta jako pro svazek prvniho
druhu. Rovnici roviny, ktera nalezi privé do svazku
rovnic druhého druhu, lze psit ve tvaru (2.48).

Cvideni

2.1. Co je to vektor a jak jsou definovény zdkladni vektorové
operace: soudet dvou vektord; soudin vektoru s redlnym
éislem ? Kdy jsou dva vektory kolinedrni, kdy jsou tii
vektory komplandrni ?
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2.2,

2.3.

2.4,

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9,

2.10.

212,

V rovnobéiniku ABCD, ktery mé stied S, oznalme
u=B-—-A4, v=D— A. Vyjddifete pomoci vektori
u, v vektory S — 4, B— S, D—S8.

Rozhodnéte, zda vektory a, b, —a jsou linedrnd z4-
vislé.

Je dén trojuhelnik ABC a libovolny bod T'. Sestrojte
vektorya=A —T,b=B— 1T, e = C —T. Ukaite,
%e rovnice

at+bt+c=0

je splnéna pravé tehdy, jestlize T je téziStdm trojiuhel-
nika.

Je ddn lichobéznik ABCD. Jeho zékladna AB je tfikrét
vét8i nez zdkladna CD. Pomoci vektora w = B—A4,
v = C—B, vyjéddfete vektory D—C, A—D,

Rozhodnéte, zda vektory =(1,2,0), b=(1,1,1),
€ = (3, 4, 2) jsou komplandrni.

DokaZte, Zze body 4 =1[1,1,1], B=[1,1,2], C =
=1[3,1,2], D=1[3,1,1] jsou vrcholy rovnobéinika,.
Ukaite,zebody A =[3,3,0], B=[5,4,3],C =[1,2,—3],
D = {7, 5, 6] lezi na jedné pfimce.

Napiste obecny tvar rovnice roviny, kterd prochdzi bo-
dem A4 = [4,3,—5]) rovnobéziné s vektory u = (1,3,—1),
v = (2,—1,—1).

Napiste obecny tvar rovnice roviny, kterd prochdzi
bOdy A= [2a _l’ 3]: B = [4’ 1, 3]’ C = ['—11 -2, 4]‘

. Dokazte, Ze dvé roviny o rovnicich

ax +by +cz +d =0,
Az + By + Cz+ D=0

jsou rovnobéiné prdavd tehdy, jestlize existuje &islo
k. # 0 tak, Ze platf

A=ka, B=kb, C=ke.

Napiste rovnici roviny, kterd prochézi bodem M =
= [1, 2, 3] a je rovnobéind s rovinou 2z + y — 2z = 0.
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2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

80

Urdete vzdjemnou polohu rovin
2z 4+ y+ z2—4 =0,
3z+2y+ z—6=0,
z+ y—2 =0.
Urtete prusedik P piimky AB srovinouz — 2y + 3z —
— 2 =0, jestlize A =[2,1,4], B=(3,1,7].
Prusednicf rovin
2¢+3y+324+1=0,
r—2y—22-4+2=0
prolofte rovinu, kterd prochédzi bodem M = [0, 1, —2];
zvolte rizné zpusoby Fefeni.

Prisednici rovin z pfedchdzejictho p¥ikladu proloZte
rovinu rovnob&Znou s pfimkou AB; A ={[1,1,1],
B =[2,3,3] a napiSte jeji rovnice (parametrické
i obecnou).

Bodem M vedeme pf¥itku pfimek AB, CD. Napiste jeji
rovnici, jestlize M = [3, 4,1]; 4 = {0, 0, 2], B = [2, 4,0],
C = [4,0, 0], D = [0, 6, 2. :

Uréete rovnici ptitky pfimek AB, CD z piedchdzejictho
ptikladu, vite-li, Ze je rovnob&ind s ‘tvektorem u =
= (2, 3, —1).

Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimky AB s rovinou
PQR; P =[2,4,2), @ =1[2,2,2], R =[8,—2,4],

a) A =[3,4,3], B=1[4,5,4],

b) A = [2, 4, 2], B = [5, 0, 3].

Dokaite, Ze stfedy hran AB, B0, CD, DA daného &tyi-
stdnu leZi v jedné roving.

Oznatme T4, T, T¢, Tp t&2i8td stén &tyfsténu ABCD.
Dokaite, ze &tyistény ABCD a T 4TpT:Tp maji spo-
ledné t&zidtd.

Dokaite, Ze ve stejnolehlosti t&Zidti daného &tyfsténu
odpovidd t8zi8t& odpovidajiciho &tyfsténu.

Co vznikne sloZenim stejnolehlosti H;; (S;3, a) a H,, .
(S1e, B), jestliZe



a') SH = [3’ 4’ l]a a = —';—’ S!l = [5s 29 '—'l]v ﬂ = 5:

b) S;. =[7,0,2], a = 3, S,y = [8, 2, 1],,9:_;_7

2.24. Je ddn trojuhelnik 4,4,4,. Necht %; (¢ = 1, 2, 3) jsou
redlnd &isla vesmés riznéd od nuly a od jedné. Na kazdé
strand A;A;,, (4, = 4,) sestrojme body B; tak, Ze
délici pomér (4;4;,,B;) = k;. Pak plati

1. viechny body B; leif na jedné pfimce pravé tehdy,
kdyz k,k.k; = 1 (véta Menelaova);

2. piimky B,A4,, B,4,, By;A, maji{ spoleény bod nebo
spoleény smér prdvé tehdy, kdyz k,kyks = —1 (v8ta
Cevova).

Pokuste se uvedené véty dokdzat; obd lze zobecnit pro

(n + 1)-uhelnik z n-rozmérného prostoru.
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3. kapitola

EUKLIDOVSKA GEOMETRIE

Prostorem naSeho zédjmu bude opét euklidovsky prostor
E;. Ke studiu nékterych vztaht mezi geometrickymi
objekty budeme nynf potiebovat pojem vzdéilenosti dvou
bodi a velikosti dhlu. V tom spoéiva hlavni rozdil mezi
geometrii afinni, kterou jsme studovali az dosud, a geo-
metrii euklidovskou, kterou budeme studovat nyni.
V celé kapitole budeme piedpokladat, ze soustava sou-
Fadnic je kartézska; metodou studia bude opét vektoro-
vy pocet.

3.1. Skalarni souéin dvou vektori
Z tGvodni kapitoly vime, Ze vzdalenost bodi 4 =

= [a,, a,, a;], B = [b,, by, by] je déna vzorcem
d =J(b;— ) + (s — a2 + (bs— ). (3.1)

Definice 3.1. Bud AB libovolné umisténi vektoru w;
velikosti vektoru W, kterou oznatime |W|, nazyvame veli-
kost usetky 4B.

Véta 3.1. Pro veltkost vektoru W plati vzorec
|| = Vof +ud + 5. (3-2)

Dukaz. Jo-li 4B umisténim vektoru w, pak u, =
=b,— a,, 4y = b, — a,, u; = by — ag; stati nyni po-
rovnat ,3.1) a (3.2).
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Definice 3.2. Necht PA, PB jsou umisténim dvou ne-
nulovych vektord w, V. Polopiimky PA, PB urduji
neorientovany dhel o velikosti ¢, kde 0 < ¢ < . Cislo
@ nazyvame odchylkou vektord W, V.

Obr. 34. K definici skaldrniho souéinu vektort.

Definice 3.3. Bud ¢ odchylka dvou nenulovych vek-
tord W, ¥ (obr. 34); skaldrnim soucinem vektort W, ¥ ro-
zumime &slo |u||V¥|cos ¢, které oznadujeme wv. Pise-
me proto

uv = |uj|v|cosg. (3.3)

Je-li asponi jeden z vektora W, ¥ nulovy, pak definujeme
uv = 0.

Véta 3.2. Jsou-li w, Vv dva libovolné vektory, pak
UV = 4,0, + Us¥y + Ug¥y - (3.4)

Dikaz. a) Pokud u, v jsou vektory linedrné neza-
vislé a oznaéime ¢ jejich odchylku, pak pfi vhodném
umisténi vektort vznikne trojtihelnik (obr. 35) a podle
kosinové véty mame |U — V|2 = |u]2 + | V|2 — 2| u|| V|
cos ¢; z (3.2) a (3.3) plyne po dpravé (3.4).

b) Jsou-li W, ¥ kolinearni vektory souhlasné oriento-
vané, pak W = aV¥, a« >0 a odchylka téchto vek-
torii je rovna nule; pak oviem UV = |u||V|cos0 =
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= Va®(of + o§ + o). Vol + oF + 08 = (avy) v, + (awy) 03 +
+ (avg) v3 = Uy, + UV + ugv,. V piipads, Ze a < 0,
postupujeme stejné; pfipad a = 0 je patrny bez vy-
pottu.

e — >B

u

~
-

Obr. 35. K dikazu véty 3.2.

3.2. Zakladni vlastnosti skaldrnfho s;)uéinu

Na tomto misté odvodime &ty¥i dulezité vlastnosti
skalarniho soudinu, které oznadime %; (1 = 1, 2, 3, 4);
v dal3i kapitole budou v roli axiomd p#i budovani
euklidovského prostoru.

Véta 3.3. Jsou-li w, v, Wt libovolné vektory a a néja-
ké rediné islo, pak plati :

€,) uv = vu (vztah komutationt),
€.,) WV -+ W) =uv -+ uw  (vziah distributiont),
¥,) (alt) ¥ = a(@v) (vztah asociativni),
€. uu = 0, pricemé rovnost platt pravé tehdy,

jestlize w = o.
Dikaz. Pfechodem k soufadnicim se velmi lehce
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ovéif viechny uvedené vlastnosti; ptipad vztahu komu-
tativnfho budiz toho dokladem:

UV = 4y + Uy + Ugly = V1% + VU + VyUy = VU,
zbylé vlastnosti skaldrntho soudinu si ovétite snadno
sami.
Véta 3.4. Velikost vektoru u je ddna vzorcem
|u] = Juu. (3.5)
Dukaz. Jelikoz uW = u? + 42 4+ 43, mame po do-
sazeni do (3.5) ihned (3.2).

Uvedeny vzorec (3.5) ndm umoziiuje fedenf nékterych
iloh bez pouZiti soufadnic, jak ukazuje nasledujfcf
iloha.

Piiklad 3.1. V bodé& A pusobi dvé sily o velikostech 3

a 5; odchylka sil ¢ =%n. Urdete velikost vyslednice

obou sil.

Obr. 36. K piikladu 3.1.

ReSeni. Mluvme hned geometrickou ¥edf (obr. 36).
Sily jsou reprezentovany vektory w, ¥, které jsou
umfstény v bodd A4, pfifemz plati |w| =3, |V¥| = 5.
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Vyslednici je zfejmé sfla o velikosti |w4 V| =
=j@Fv)y(uFrv). Odtud dle %, |u+ v|=
= [uu F 2uv + vv a po dosazeni (U4 V| =

= Vaz +2.3.5 cos% + 5 =1,

V&ta 3.5. Oznaéme ¢ odchylku dvou nenulovych vek-
tort W, V. Potom plati

uyv
[uf vl
Véta je okamzitym disledkem vzorce (3.3).
Piiklad 3.2. Uréete velikost vnitinich dhla trojihelni-
ka ABC; A =[4,2,0], B =[5,0,2], C = [3, 1, 4].
A

cos ¢ = (3.6)

p 2
B c
Obr. 37. K ptikladu 3.2.

Regenf:Jelikos B— 4 = (1, —2,2),0 — 4 = (—1,
—1,4), pak [B—A|=3, |0 —A4|=3]2 a podle
(B—4A)Y(C—4)
lB AljC—4A] ~

(3.6) mame (obr. 37) cos a =

V2_ V , tedy a = — ; podobné uréime, Ze
z
4



Na zdvér uvedme jesté jednu vétu, jejiz spravnost
plyne piimo ze vztahu (3.3).

Véta 3.5. Dva nenulové vektory jsou k sobé kolmé prdvé
tehdy, jestliZe jejich skaldrni soutin je roven nule.

3.3. Né&které tlohy o trojiihelniku

Trojihelnik je zakladnim stavebnim prvkem geo-
metrie. VétSinu jeho vlastnosti znite velmi dobfe ze
stfedni 8koly. Syntetické dukazy nékterych vlastnosti
trojihelnika nejsou zrovna piijemné. Pouziti vektorid
ndm tuto praci usnadni.

¢

Obr. 38. Prusetik vysek v trojuhelniku.

Vita 3.6. Vysky trojihelnika se protinaji v jediném
bodé (tzv. ortocentru ).

Dukaz. Oznaéme O stfedy kruznice trojihelniku
ABC opsané (obr. 38), C, stied strany AB, C’ pak necht
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je bod soumérnd sdruZeny s bodem O podle pfimky 4.B.
Pro jisty bod V necht plati

V=0+4+(A4—0)+ (B—0)+ (C—0). (3.7)

Vime, 7e (4 — 0) + (B— 0) = C' — O, co% dosazeno
do (3.7) nam d4a V = O + (C' — 0O) + (C — 0), neboli
V—C =0C —0. Vektory V — C a C' — O jsou tedy
rovnobézné, bod V nutné lezi na kolmici vedené bodem
C ke strand AB. Pti kazdé cyklické permutaci vrchold
A, B, C méa rovnice (3.7) stejny tvar, bod V zfistane pev-
ny a je proto spolednym bodem v3ech t#{ vysek.

Vita 3.7. Oznaéme O stied krusnice trojuhelntku ABC
opsané, T al je t&5idté a V praselik vysek; body O, T, V
let vidy na jedné primce (tzv. Eulerové), pfiemé bod T
oddé&luje body O, V tak, ze plati OT : TV =1 : 2 (obr. 39).

.
> !
A\ i \ /B
! ¢
Obr. 39. Eulerova pfimka.

Diakaz. Mame dokazat, Ze v kaZdém trojihelniku
je V— 0 = 3(T — 0); nuze, podle (3.7) mime:
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V—0=(4—0)+(B—0)+(C—0) =
- 3{%@4 + B+ 0)—0} — 3(T — 0).
Véta 3.8. Necht k = (0, r) je krufnice trojuhelniku

ABC opsand, praseltk vySek oznalme V. Stéedy stran,
paty vydek a stiedy dseCek AV, BV, CV leZt véidy na jediné

(tz0. Feuerbachovt) krusnici k, = (F %] | piifems stied
F le#l na Eulerové primee a palt dsefku OV.

Dkaz. Prostted F tisetky OV méme F =—[0 + V1;
dosadime-li sem za V podle (3.7), pak F = % [0+ 0+
+ (4 —0) + (B— 0) + (C — 0)], neboli

1 1 1
F=0 +?(A_0) +7(B_0) +'2—(C—0) .
(3.8)
Stiedy stran BC, CA, AB oznaéme po fadé 4,. B,, C,,
paty vysek A,, B, C, a stfedy usetek AV, BV, CV
v daném pofadi at jsou 4,4, B,, C, (obr. 40). DokaZeme

nyni, e FC, = FC, = —;— r; miZeme zfejms psit

C,—F = (C, —0) + (0 — F). (3.9)
Av&ak 0, — 0 = %(A —0) +%(B-0). Odtud a ze
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(3.8) plyne, Ze (3.9) miZeme uvést na tvar C;, — F =
1 1

=?(0—C);tedy FC,=|C,—F| =7]o —C| =

1

=T

Obr. 40. Feuerbachova kruZnice.

Podobné urdime velikost tsetky FC, : Je totiz C; —
= —;—[0 4 V] a podle (3.7) mame

Co =510 +0+(4—0)+ (B—0) + (C—O0)].
(3.10)

Body F a C; mame nyni diany ve tvaru (3.8) a (3.10);
pouzijme téchto zapish pro vypodet vektoru C; — F.

Snadné tprava ném divé, Ze Oy —F = (C—O0),
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a tedy FCy = |C,— F| = - |C— 0] = -r. Body 0

a (j lezi proto na Feuerbachové kruznici a z Thaletovy
véty plyne, Ze na téze kruznici lezi také bod C,. Cyklicka
zaména vrcholi 4, B, C vede pak k zivéru, Ze na

ky E(F%] le#i také trojice boddt 4,, 4,, 4, a Bi,
B,, B,.

3.4. Ulohy o kruZnicich

Predpokladejme, %e v dané euklidovské roviné E,,
kde body i vektory miizeme popsat dvéma soufadnicemi
(srv. 2. kapitolu), lezi kruZnice o sttedu O a poloméru r.
Bod X je bodem kruZnice pravé tehdy, jestlize pro tseé-
ku OX plati 0X2 = r2 neboli |X — O[> =r2. Podle
(3.5) mizeme posledni rovnici psat ve forms

(X—0).(X—0) = (3.11)

a mame vektorovou rovnici kruznice. UZijeme-li (3.4),
uvedeme (3.11) na tvar, ktery dobfe znate, tj.

(@, — 01) + (22— 0,)* =12

Stejnolehlosti jsme se zabyvali v odstavei 2.8. Je-li
v roviné dana stejnolehlost H (S, 1), miZeme vektorovou
rovnici této stejnolehlosti psat t¥eba takto:

X =84+ KX —8). (312)

Poloime si otdzku, co odpovida ve stejnolehlosti
H(S, 1) dané kruznici k = (O, r). Pro vektor X — O za-

jistépla.tiX'—0=%(S—S)+(X—S)—l— (8 — 0);
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po dosazeni do rovnice (3.11) pak dostaneme

1

75 18+ AX— 8)]—[8 + HO—8)}. (18— AX— )] —
— [+ H0—8)} =1,

coz podle (3.12) znamend, Ze (X' —O') (X' —0) =

Obr. 41. Stejnolehlost dvou kruZnic.

Dokézali jsme (obr. 41):

Véta 3.9. Necht ve stejnolehlosts H(S, 1) odpovidd bodu
O bod O'; potom kruinici k = (O, r) odpovidd vidy krus-
nice k' = (0, |A| r).

Pro duplnost dodejme, Ze je-li A > 0 nazyvame S
vnéjsim stredem stejnolehlosti kruZnic &, &'; je-li
A < 0, bodu 8§ fikime vnéjsi stfed stejnolehlosti kruz-
nic k, &' (obr. 41).

Véta 3.9 navozuje pfirozené dalsi otdzku: Jsou-li dany
dvé kruinice k= (0,7), k¥ = (0',r), kde O # 0’,
existuje vidy jistd stejnolehlost H(S, 1), kterd pfevadi
kruznici £ v kruznici k¥'? Odpovéd je kladna. Jde-li
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o stejnolehlost s vné&jsim stiedem 8, pak z vty 3.9 a do-
datku plyne, e 4 = ;:-a, 0’ = 8 + A0 — 8). Pro bod
S tedy plati

=227 a=1. (3.13)

Je-li A # 1, neboli 7' # r, je rovnici (3.13) uréen jediny
bod. Podobné pro vnitini stfed S stejnolehlosti H(S, )

ziskame vzorec

ProtoZe ob& nalezené stejnolehlosti pfevedou kruznici &
v kruZnici &', dokazali jsme:

Vita 3.10. Je-li O ;é Oar #7, pak existuji vidy dvé
stejnolehlosti H [S — ] a H [S, — —:-] "které prevddéjt

krutnici k = (0, r) v krufnici k' = (O', r'); stfedy S a S
téchto stejnolehlosti jsou ddny vzorci (3.13) a (3.14).

PozNAMKA 3.1. Je-li r = ¢/, neexistuje ste]nolehlost
H (S ——] existuje viak stejnolehlost H ( , :_ ] To

plyne ihned ze vzorce (3.13) a (3.14). Za pozornost stoji
1 zvlastni pfipad kruznic soustfednych &i splyvajicich.
Mg&jme nyni ddny t¥i kruznice k, = (0,,1,), k., =
= (0,, 1,) a ky = (0,, 1,); ptedpoklidejme, Ze Zadné dvsé
nejsou soustfedné a nemaji tyz polomér. Oznaéme S;;
vn&jsi st¥ed stejnolehlosti, S;; vnitini stfed stejnolehlosti
kruznic k;, k; (¢ # ;4,7 = 1, 2, 3) a uvaZujme stejno-
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lehlosti H,, [Sm, —] H,, (823, :—"), stejnolehlost H,,
prevadi k, v k,, stejnolehlost Hyy pak k, v ky. Jelikoz
T

7’1 Ty

stejnolehlost H,, Sn, , ktera pievadi kruznici k,
) o P

v kruZnici k,; (srv. odst. 2 8). Podle véty 2.11 leif body
Sm, S35 S5, na jedné ptimcee (obr. 42). Odtud plyne p&k-
ni véta:

—2 £ 1, vznikne sloZenim obou stejnolehlost{ op&t

Obr. 42. Konfigurace stfedi stejnolehlosti t¥#i kruZnie.

Véta 3.11. Jsou ddny ti krutnice raznych polomérd tak,
Ze Zddné dvé z nich nejsou soustfedné. Potom tF¥i vnéj§i
stiedy stejnolehlosts, které prevddéji jednu kruZnict v dru-
hou, lezi v jedné primce.

Uvazujme dale stejnolehlosti H,, [ﬁm, — %

1
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Hy|S., S ; uvedené stejnolehlosti s vnitinimi
Ts

stfedy _§12 a Sy, pievedou k, v k, a k, v ky. SloZenim
H,,, H,, vznikne opé&t stejnolehlost s koeficientem
[— 2](— ﬁ] = % ; pozor tedy, jde o stejnolehlost

" Ts 1

Hgy, [San ;’:—] . Podle véty 2.11 mame dalsi tvrzeni:

Véta 3.12. Jsou ddny tii kruénice ky, ks, ky 8 rdzngms
stredy 1 poloméry; potom spojnice vnitfnich stfedi stej-
nolehlosti mezi ky, ky a ky, ky prochdzi vnéj§im sttedem
stejnolehlosti mezi k, , k,.

Sami jisté uznate, ze dikazy obou poslednich vét
nejsou nijak obtizné. Podkladem byla oviem véta 2.11.
odstavce 2.8, ktery se vim mohl zdat pFili§ teoreticky
a nezazivny. Jak vidét, nelze teorii podceniovat. Odvodit
vysledky obou vét jinou cestou je nepochybné daleko
obtiznéj$i. Dokazuje to kupf. synteticky postup v pék-
né knizce J. Holubafe [3], kde oba vysledky jsou
vychodiskem pti FeSenf jedné Apolloniovy tlohy (sestro-
jit kruinici, ktera se dotyka danych tff kruznic). Nemélo
tim byt vSak fedeno, Ze synteticky postup odmitime,
chtéli jsme pouze znovu upozornit na efektivnost vekto-
rového podtu. Pokuste se fesit zminénou Apolloniovu
tlohu vektorové.

3.5. Vektorovy zApis obecného tvaru rovnice roviny

Ze stereometrie vime, Ze kolmice k néjaké roviné je
kolmé ke kaidé piimce této roviny; kolmici k roving
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fikime také normala. Je-li rovina ddna svym bodem 4
a smérovym vektorem normily m, pak obecny bod X
lez{ v dané roving pravé tehdy, jestlize platf (obr. 43)

nX —4)=0. (3.15)
Vskutku: Je-li X = A, pak (3.15) plati. Jestlize v dané
roviné X % A, jsou vektory m a X — A vzijemné kol-
mé a podle véty 3.5 platf (3.15). Obraceni je zFejmé.

n

L

- vy

Obr. 43. Rovina uréend bodem A a vektorem normaély n.

Rovnici (3.15) fikdme wvektorovy zdpis obecného tvaru
rovnice roviny. Provedeme-li naznadeny skalarni soudin
vektori, dostaneme n,(z, — a,) + 7n,(x, — a;) +
+ n4(xry — a;) = 0 a po tpravé

M%) + Ngy + Ny + 1 =0, (3.16)

kde jsme poloZili ny = —n,@, — 1.3, — mya,. Rovnice
(3.16) je zndma rovnice roviny z odst. 2.13. Dobie si
viimnéte, Ze v této rovnici jsou koeficienty pii
(¢ = 1, 2, 3) rovny i-té soufadnici vektoru m; toto zjisté-
nf ndm ulehéf FeSeni mnoha tloh, jak se hned presvéddi-
te. Obracené lze ukazat, Ze kazdou rovnici (3.16) muZe-
me psit ve tvaru (3.15).
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Priklad 3.3. Uréete odchylku rovin danych rovnicemi

Z + 22,4+ 22+ 5=0,
—2x, — 2%, + 23+ 3 =0.

ReSeni. Ze stereometrie vime, Ze odchylka ¢ dvou
n
2

smérové vektory normal danych rovin n, m a y jejich
odchylku, pak bud ¢ = ¢, nebo ¢ = n—p (obr. 44).

rovin je definovana tak, Ze 0 < ¢ <—. Oznaéime-li

[}
=y

n

a)
Obr. 44. Odchylka rovin w, .

V obou piipadech cos ¢ = |cos y|. JelikoZz m = (1, 1, 2),
m = (—2, —2, 1), mdme
nm

s 9 = | T o | | 77|~ O

Piklad 3.4. Napiste obecny tvar rovnice roviny, kterd
obsahuje prisetnici rovin z, + 23 =0, z, —z, = 0,
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‘ s P . .+ T
a s prvni uvedenou rovinou svird thel o velikosti 3

ReSeni. Hledand rovina nalezi do svazku danych
rovin. M4 proto tvar A(z, + x,;) + x, — z, = 0, neboli
A+ 1)z, —x, + Axy = 0.*) Smérovy vektor normaly
hledané roviny tedy je m = (1 + 1, —1, 1); m =
= (1, 0, 0) je pak normaln{ vektor roviny x, 4+ x3 = 0.
Dile vime, Ze ma byt

c T nm

08 5= =
coZz po dosazeni za m a M vede k vysledku 4, = 0,
A, = —1. Hledané roviny pak maji rovnice , — 2z, = 0,
Ty + 23 = 0.

Priklad 3.5. Uréete odchylku prlﬁlky AB od roviny
z,—a, =0, ]estllze A =[5, 5,5], B=1[3,3,5].

Reseni. Oznadme y velikost tihlu, ktery svird ptimka
A B s normalou dané roviny (obr. 45); budjey = % —y,

14

5 - Potom viak sing = |cos y| =

*) Vzhledem k odst. 2.14 bychom méli psét a(z, + x,) +
+ B(x, — z,) = 0, my jsme viak zde polozZili A = F Pte-
svéddete se, ze § = 0.
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Vna.éempi-pdén (1,0,—1), B—4 = (2, 2, 0);
- 1 /14
=—a,odtud¢p=—.

V2V | '

. .
tedy sin ¢ = 6

Obr. 45. Odchylka pfimky od roviny.

P¥iklad 3.6. Uréete kolmy prim&t P bodu M =
= [7,4,4] do roviny dané rovnici 2z, + x, + 3 —

ReSen{: Ka?dé normila dané roviny mi smérovy
vektor W = (2, 1, 1); kolmice vedend bodem M ma
proto rovnici X = {7, 4, 4] + A(2,1,1). Po dosazeni
soufadnic bodu X do rovnice roviny zjistime snadno,
Ze A = —3, coz po zpétném dosazeni do rovnice kolmice
nam da vysledek P = [1,1,1].

Piiklad 3.7. DokaZte, Ze mnoZina v3ech boda X, které
maji stejnou vzdalenost od dvou pevnych bodi 4 # B,
je rovina, ktera pili ise€ku AB a je k ni kolma4.

Redeni. Bod X je stejné vzdilen od danych bodi 4,
B pravé tehdy, jestlize 4X? = BX?; uvedenou rovnici
miZzeme psit ve tvaru |X — 4| = |X — B, coz po
dpravé dava
(by—a) % + (by—as) Ty + (by—a3) %3 + by = 0.

(3.17)
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(Poloili jeme: by = - (a + o} + a§ — b — b — B}))
Rovnice (3.17) je obecna rovnice roviny kolmé k pfimce
AB; snadno se presvédéite, Ze bod § = %(A + B) je
bodem roviny (3.17).

POZNAMEA 3.2. V celém odstavei jsme pracovali
8 obecnym tvarem rovnice roviny a pfi feSenf tloh vy-
stupoval vidy vektor normély. Ulohy stejné povahy
muzeme oviem Fedit i tehdy, neni-li k dispozici obecny
tvar rovnice roviny. Jak si opatiime vektor normaly bez
znalosti obecné rovnice roviny, ukdzeme v odstavci 3.9
& 3.10.

3.6. Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost bodu od roviny je pouze zvlastnim piipa-
dem vzddlenosti dvou mnozZin v prostoru E,. Necht F, G
jsou dvé mnozZiny v E4, necht X je libovolny bod mnozi-
ny F, Y pak libovolny bod mnoziny G. Oznaéme
d(X, Y) vzdalenost bodu X, Y. Viechna moina ¢isla
d(X, Y) vytvoFi &iselnou mnozinu, kterou oznadime U.
Nejmend{ &islo mnoziny U, pokud existuje, oznaéime
d(F, G) (strutné budeme psit d) a nazyvame vzddlenosti
mmno¥in F, G¥),

Ukézeme si nyni, Ze vzdéilenost d bodu M od roviny
o je velikost usetky MP, kde P je pravoahly primét

*) Jestlize nejmensf &islo mnoZiny U neexistuje, lze zavést
pojem vzdélenosti dvou mnozin pomoci tzv. infima mnozZiny
U. Jde o pojem pondkud obtiZndjsi, setkdte se 8 nim ve vyssi
matematice.
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bodu M do roviny w. Budiz tedy X = P 4 au + SV
libovolny bod roviny w. Jak zndmo, pro vzdalenost M X
plati

MX2=(X—M(X—M) =
= [(P— M) 4+ (aw 4 BW)][(P — M) +
+ (a@ + V)] = (P — M)}(P — M) +
+ (a¥ + BV)(aut 4 BV).
Vzdilenost M X je zfejmé nejmendi, jestlize skaldrni
souéin (all 4+ fV)(all - BV) je roven nule, coz nastane
pravé tehdy, kdyz « = = 0, &ili X = P.
Je-li rovina w uréena svym bodem A4 a véktorem nor-

maly m, pak z pravodhlého trojihelnika APM (obr. 46)
mame

[m| |[M — A|cosg .

d=AM.cosp = |

(3.18)

Pro ¢ plati 0 < ¢ <% ; vektory m a M — A maijf

odchylku ¢ nebo z — @, skalarni souéin téchto vektori

je —aZ snad na znaménko — roven d&itateli zlomku

v (3.18). MiZeme proto psat dle (3.3)
| M — 4)|

d =
[m|

; (3.19)

rovina @ ma rovnici n,%, + Ny + N3 + Ny =0

a snadno zjistime, Ze bod 4 = [O, 0, ——::—“] v roviné w
. 3

lezi. Oznagime-li jako vidy M = [m,, m,, ms], miZeme
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(3.19) po provedeném skaldrnim nésobeni uvést na tvar

g — Immt mama & mgms £ ol g o)

Vin)? -+ (n)t + (ny)?

~—
S——
——
S

Obr. 46. Vzdélenost € bodu M od roviny w.

Priklad 3.8. Uréete vzdilenost bodu M = [2, 4, —3]
od roviny w: 2r, —z, + 2z, — 3 = 0.

Reseni. Mechanickym dosazenfm do (3.20) zjistime,
Ze

_ |[4—4—6—3|
1/22 + (—1)E F 22
Vzorec (3.20) ndm umoziuje uréit také vzdilenost

dvou rovnobé&Znych rovin a vzdalenost piimky od roviny
rovnob&iné.

Priklad 3.9. Urdete vzddlenost rovin, které jsou diny
rovnicemi

Z + 22, + 22, + 5 =10,
3z, + 6xy, + 6z, —3 =0.
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Regeni. Vzdilenost dvou rovin uréime zfejm& jako
vzdélenost libovolného bodu jedné roviny od roviny
druhé. Zvolme tedy néjaky bod M, ktery lezi v prvnf
roving, tieba M = [—1, —1, —1]; podle (3.20) pak
méme d = 2.

Rovnice rovnobéinych rovin miZeme psit také ve
tvaru
T+ ayy +az4+a =0,
ax+ay +az+ A=0.

Ctenat se snadno presviddi, ze vzddlenost takovych
rovin je didna vzorcem

la — 4|
d= . 3.21
V(@) + (2.)2 + (a5) (321

3.7. Vzdalenost bodu od pi"imliy

Podobné jako v odstavei 3.6 1ze ukazat, ze vzdalenost
bodu M od primky p je velikost tsetky M P, kde P je
kolmy primét bodu M na piimku p (obr. 47).

M
y L
—

A P
Obr. 47. Vzdédlenost bodu od piimky.

Analyticky nas bude zifejmé zajimat' velikost vektoru
M — P, k tomu v8ak nutné potfebujeme znat bod P.
Je-li ptimka ddna bodem A a smérovym vektorem W,
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pak ziejmé P = A4 + iw, kde 1 je jisté pevné &islo, pro
nas zatim neznimé. Vime vak, Ze vektory W a M — P
jsou vzajemn& kolmé, proto Ww(M — P) = 0; dosadi-
me-li sem za P z vy$e uvedené rovnice, dostaneme
UM — A — Au) = 0 a po Gpravé

u(M — A)
uu

A= (3.22)
Ve vzorci (3.22) nelze oviem kratit; ¢islo A zndme, snad-
no tedy uréime bod P. Jiny zpisob vypoétu hledané
vzdalenosti je uveden ve cvideni v pitikladu 3.18.

Pfiklad 3.10. Urdete vzdalenost bodu M = [2, —2, 2]
od piimky AB, jestlize 4 = [6, 6, 2], B = [9, 8, 3].

Redeni. Ve vzorci (3.22) potiebujeme smérovy vektor
u=B—A4=(3,2,1) a vektor M — 4 = (—4, —8,
0); dosadime do (3.22) a mame A = —2. Potom bod
P=4+4+u=1[0, 2, 0] a plati d =|M —P| ="
=) e r22=2]6.

Jiny zpisob FeSenf spodiva v tom, Ze bodem M sestro-
jime rovinu w kolmou k piimce 4B a bod P ziskime
jako priseéik pfimky AB s rovinou w. Rovnici roviny o
uréime snadno, nebof smérovy vektor W je normalovy
vektor této roviny. Mame tedy 3z, + 2z, + x4 + 7, =
= 0 a dale vime, ze bod M v roving w lezf, proto 3.2 +
+ 2(—2) 4+ 2 + n, = 0; odtud n, = —4. Rovnice ro-
viny o tedy je 3x, 4+ 22, + x, — 4 = 0. Sem dosadime
z rovnice piimky AB : X = [6, 6, 2] + A(3, 2, 1). Zjisti-
me samoziejmé opét, Ze A = —2. Dalsi postup je shodny
s pFedeslym.

Jak ukazuje priklad 3.10, hraje dilezitou roli bod P;
vime jiz také, Ze pfi urlovani vzdalenosti bodu M od
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roviny o nemé prisluiny bod P tak velky vyznam.
Vektorovy soudin, ktery zavedeme v odstaveci 3.9, nam
pomiize uréit vzdalenost bodu od ptimky bez zavislosti
na bodu P.

Zbyva jesté dodat, Ze vzdalenost bodu od piimky
v roviné E, urdime zcela obdobné jako vzdilenost bodu
od roviny v E;. Je-li rovnice pfimky v obecném tvaru
(vime, Ze v E, takova rovnice neexistuje) a,x, + a.x; +
+ ay = 0a bod M = [m,, m,], pak

d—= Ialml + asm, + a'ol .
l/(afl)2 + (a)?

Podobné pro vzdilenost dvou rovnobéinych piimek
v E,, pokud jsou dény rovnicemi a,z, + a,%, + a = 0,
&%, + axx, + A = 0, plati

la — 4]
V@ ® + @)

3.8. Ctvercova matice typu 2,2 a jeji determinant

Az dosud jsme se vyhybali zavadéni novych algebraic-
kych pojmi a neskryvali jsme divody. Na tomto misté

bude v8ak vhodné rozsitit trochu algebraicky obzor.
Mdéme &tyfi ¢isla ayy, a5, @a;, Gy ; jSOu-li sefazena do

schématu
[a'll 0'12] (3.22)
Qo1 @y )’

potom Fikdme, Ze je definovana &tvercovd matice typu 2,2.
Je podstatné, jak jsme uvedena é&isla zapsali. Napf.
matice
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[ a2 an ]
Qs gy
je obecné jinou matici nez matice (3.22).
Matici (3.22) ptitadime é&islo a,,8.5 — @100,,, které

nazyvame determinantem matice (3.22) a uZivime pro
néj oznadenf

an Qy2
g, PV
PfSeme pak
= @11093 — By909; - (3.23)
‘121

Sipky v zapise jsou mnemotechnickou pomibickou.
Pozor tedy, matice je &iselné schéma, determinant je
jediné éislo prifazené ¢tvercové matici.

Piiklad 3.11. Urdete hodnotu determinantu, ktery je
piifazen matici
—2 3
[ 5 1] '

’=—2.l—5.3=—17.

Reseni.
—2 3
b 1

Ctvercova matice typu 2,2 mé dva tadky a dva sloup-
ce. Vyménime-li v matici (3.22) fadky nebo sloupce, lisf
se determinanty téchto novych matic pouze znaménkem
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od determinantu matice (3.22). To ukazuje pimy vy-
potet a srovnani s (3.23).

Ty @11

= G1a89; — Ap3Bay = —(Gy10gp — G1903) .
Qa2 Q3
Qg Q22

= @9y — G1305p = —(B11032 — 01504,) .
a1 Q2

Piimym vypottem se také snadno dokaZe: Determi-
nant matice (3.22) je roven nule prdvé tehdy, kdyZ jeden fd-
dek je ndsobkem druhého Fddku nebo jeden slowupec ndsob-
kem druhého sloupce.

3.9. Vektorovy soudin dvou vektorit

Definice 3.4. Jsou dany vektory W = (u,, u,, u,),
V = (v, vs, ¥). Vektor

[ ] (3.24)

budeme oznafovat W X V a nazyvat vektorovgm soui-
nem vektor W, V.

vy vy’

Uy Uy
Uy Uy

U U
Y U

b

Definicf 3.4 je dvéma vektorim W, Vv piifazen vektor
u x V; vektor (3.24) ma velky vyznam, nebot je v obec-
ném piipadé kolmy k vektorim u, v, coz ukdZeme pozdé-
ji. Nékdo by si mohl myslet, Ze vektorovych soudint
miizeme zavést libovolné mnoZstvi a nebyl by daleko od
pravdy. Ukazuje se oviem, ze vektorovy souéin defino-
vany jinym zpiasobem (tfeba W ] Vv = (u; 4 v,, cos u,,
sin v,) nemé rozumny geometricky vyznam a pfi zméné
soustavy soufadnic méni svij obsah. Jak vidime, tyto
problémy u vektorového soudinu (3.24) odpadnou.
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Vita 3.13. Vektorovy soulin W X V je roven nulovému
veltoru © prdvé tehdy, jestlize vektory W, V¥ jsou linedrné
2dvislé (kolinedrni).

Dikaz. a) Jsou-li vektory W, ¥ linedrné zavislé, pak
napf. ¥ = AU, neboli v, = Au;, v, = Au,, vy = lu,.
Dosadime-li odtud od (3.24), zjistime, Ze v kazdém deter-
minantu je druhy ¥Fidek ndsobkem prvého. Podle
odstavee 3.8 tedy u x v = (0, 0, 0).

b) Obricené: Je-li w x v = ©, znamens to podle
(3.24), Ze je

UgVy — Ugly =0,
—Uy Vg + ugw, =0, (3.25)
Uy — UV = 0.

Je-li u = @ nebo v = 0, soustava (3.25) je splnéna
a vektory W, V¥ jsou linedrn& zavislé. Necht zadny z vek-
tord W, V neni nulovy. Pak vektor w mé aspon jednu
sloZku nenulovou, necht tedy tieba u, # 0. Z prvé
a tfeti rovnice (3.25) mdme

v, . v,
Vg = — U v, =—u, a jisté plati v, = —-u,.
3 @y 3 > 1 %y 1 ] P 2 Uy 2

Jotedy v = Au,kde A = % ; vektory W, ¥ jsou linear-
2
né zivislé.

Véta 3.14. Necht ¢ je odchylka dvou linedrné mezd-
vislyjch vektord W, ¥ a W jejich vektorovy soutin. Potom
vektor W je nenulovy a kolmy k obéma vektoram W, ¥
a platt

[W| =|u x V| = |u||V¥|sing. (3.26)
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Dikaz. Podle véty 3.13 je w = w0 x V¥ vektor nenu-
lovy. Poditejme skaldrni soudin wu:

U U. U U U U
wu=| 2 3 1 3 Uy + 1 2 Uy =
vy U, vy v v,
= UUg¥y — UgVplly — U Ug¥3 + U Usly + Ulplly —
— U Uy = 0

podobné se ukiZe, Ze WV = 0.
Zbyva tedy odvodit vzoree (3.26). Vypotet je formal-
né snadny, ale delsf:
[U X V| 2= (w503 — v2u5)% + (usvy — v5%,)? +
+ (w10 — vyu,)*
Tuto rovnici upravime na tvar
| X V|2 = [(w)* + (0)® + (%5)%] [(v1)* + (v2)* + (va)*] +
T (g1 + UgVy + uy0s)?,
ktery znamend vlastné
@ X V[2 = |u]?|v|]?— (uv)?.
Skalarni soudin v kulaté zavorce nahradime podle (3.3)
a po tipravé ziskame vzorec (3.26), jak ukazuje vypodet:
|u X V[ = |u |v[*—(ju] |v] cos ¢)* =
= |u]? |V2— |u2|Vv|2cos2 ¢ =
= |u[* |V[* (1 — cos? ) =
— (w2 v]2sint g — ([u] | ¥]sin p)?.
Tim je dikaz ukond&en.

Velikost vektoru W = W X V lze geometricky inter-
pretovat také jako obsah rovnobéznika uréeného vekto-
ry W, V (obr. 48).
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PoZNAMEA 3.3. Jsou-li vektory W, ¥ linedrné nezi-
vislé, vime jiz, Ze vektor W X V je nenulovy a kolmy
k vektorim W, V; dosud viak nevime, zda jde o vektor
W nebo W, jak ukazuje obrizek 49. Tento problém sou-
visi s orientaci soustavy soufadnic a s orientaci baze
vektorového prostoru. Jde o otdzky geometricky dosti
naroné a z hlediska naSeho zdjmu ne pravé zisadni.
Povahu problému pouze nastinime bez naroku na ptes-
nost a bez dikazu uvedeme jedno tvrzeni.

1uxv P luxvl]

Obr. 48. Vektorovy soudin u X V.

Jsou-li dany tii linedrné nezivislé vektory a, b, €,
které umistime do bodu P, lezi vektory a, b v jedné
roviné. Oznaéme ¢ odchylku vektori a, b a piedstav-
me si na misté vektoru € pozorovatele tak, Ze ma pfed
sebou 1hel vektori a, b o velikosti ¢ (obr. 50).

=y

|

Obr. 49. Otédzka orientace vektori U X V.

LY
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Ma-li pozorovatel vektor a po pravé ruce, nazveme
uspofddanou soustavu vektord (a, b, €) pravotobivou,
ma-li vektor @ po levé ruce, nazveme tuto soustavu
levotobivou. Plati pak véta: JestliZe kartézskd soustava
soufadnic (0, e,, €,, €,) je pravotoivd a vektory W, V jsou
linedrné nezdvislé, pak wuspofddand soustava wvektord
(u, ¥, W) je pravototivd.

Obr. 50a. Pravotodivd soustava vektori (a, b, €).
Obr. 50b. Levotobivd soustava vektoru (a, b, €).

Z predchozich tvah plyne geometrickd konstrukce
vektorového soutinu W = u x V. Jestlize w, Vv jsou
vektory kolineirni, pak w = @. Jestlize W, ¥ nejsou
kolinearni, je W vektor kolmy k obéma vektorim u, v,
jeho velikost je rovna obsahu rovnobéZnfika sestrojeného
nad vektory W, V¥ a uspofidané trojice vektord (u, v,
W) tvofi pravotodivou soustavu. Témito geometrickymi
vlastnostmi je vektor W jednoznaéné stanoven; definice
3.4 je proto nezavisla na volb& soustavy soufadnic
v E,.
Na zivér odstavce uvedeme vétu, kterd charakteri-
zuje hlavn{ vlastnosti vektorového souéinu.

Vé&ta 3.16. Jsou-li ddny tfi libovolné vektory w, v, Z
a redlné &islo a, potom platl :
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Uuxv=—V X u,

. (al) X V=W X (aV),

WM+ V) XZ=UXZ|+VXEI,
ZX(UW4+V)=ZXU+ZIXV,

L

Dikaz: 1. Podle odstavce 3.8 vyména fadka zna-
mend u determinantu zménu znaménka, mime tedy

R e R

Uy Uy
=—V¥ X W.

Obdobné Ize odvodit i zbyvajfci t¥i vlastnosti.

U U
uxv=[ : e

Uy V5

POZNAMEA 3.4. Viimnéte si, Ze neplati obecné vztahy

UX V=V XU (WXV)XZ=UuX|(VXZI),
UXV=0=U=0nehoVv=o0.

Uvedend implikace neplatila ostatné ani pro skalirni
soudin!

3.10. Ulohy Fe¥ené pomoci vektorového soudinu

V poznimce 3.2 a také v zavéru odstavee 3.7 jsme si
fekli, Zze pii feSeni nékterych iloh uZijeme s vyhodou
vektorového soudinu. Jde hlavné o takové ilohy,
v nichZ obecny tvar rovnice roviny neni hned po ruce
a nezname tedy ani jeji normalni vektor.

Priklad 3.12. Urdete kolmy primét P bodu M =
=[1,—3,9] na rovinu ABC, jestlize 4 =[1,1, 1],
B=[311),C=]1,3,2].
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Redeni. Ziejm& B— 4 = (2,0,0),0 — 4 = (0, 2, 1).
Vektor m, kolmy k roviné 4 BC, uréime pomoci vektoro-
vého soudinu (obr. 51):

. of nﬁ
NN
6 // w
/

Obr. 51. K ptikladu 3.12.

n=(B—A) x ((—4) =

0 0l 2 0 2 0|
=(\2 1(’_0 1 0 2\}:(0’_2’4)‘
Hledany bod P leii jednak na piimce X = M 4 a«n,
jednak v roving, kterd ma vektorovou rovnici X =
= A 4 B(B — A) + y(C — A); musi tedy byt

M4 an =4+ BB—A4) 4 y(C— 4).
Do této rovnice dosadime a po pfechodu k soufadni-

cim obdrzime soustavu rovnic

4
M

—28 =0,
—2a —2p =4,
4a — y=—8.
Odtud médme a«a = —2, § = 0, y = 0; dosazenim za «,

B do rovnice roviny zjistime, Ze P = A.
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Priklad 3.13. Urdete odchylku rovin AMN a BMN,
jestlie 4 =[1,1,1], B =[3,3,3), M =[3,1,1], N =
= [0, 2, 1].

Obr. 52. K ptikladu 3.13.

[
Reseni. Urdujici vektory danych rovin napifeme
snadno: M — 4 = (2,0,0), N—4 =(—1,1,0), M —
—B = (0,—2,—2), N— B = (—3, —1, —2). Normé-
lové vektory danych rovin BMN, AMN oznadme po
fade m, m (obr. 52). Vime jiz, zZe m = (N — B) X
X (M — By = (—2, —6, —6), m = (M — A4) x

X (N — A) = (0,0,2),avidy je 0 < ¢ g%.Je-liap

odchylka normélovych vektord m, m, pak bud ¢ =y,
nebo ¢ = 7 — y. V kaidém piipadé vSak plati

|mn| 3)19
[m[n] ~ 19

cos p =

Difve neZ pfistoupime k fefeni{ daliich dvou tloh,
definujeme: Vektor, jehoZ velikost je 1, se nazyvé
jednotkovy. Je-li dan libovolny vektor X, pak vektor
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n-— IzTI jo zfejmé jednotkovy a kolinedrni s vekto-
rem Z.

Déle si pfedstavme, Zze mame dva vektory 4, n, které
umistime v néjakém bod® A (obr. 53). Ptedpokladejme,
Ze M je jednotkovy vektor a vypoéitejme absolutni hod-
notu skaldrnfho souéinu nu:

p

/
< &
[

}‘G

Ry
b N
[~
b
0
'U.
~]

S

A~ —— P n A g hP

D

Obr. 3. Kolmy primét AP vektoru u na piimku.

[mul = |[n] |u] cos p| = [u| lcos p] . (3.27)
Dobie si véimnéme, co nam fika rovnost (3.27). Absolut-
nf hodnota skalarnfho soudinu jednotkového vektoru m
8 libovolnym vektorem W nim udiva velikost kolmého
primétu vektoru @ do pfimky, kterd ma smérovy vektor
n (v obr. 53 je primét oznaden AP).

Priklad 3.14. Uréete vzdalenost d bodu M od pifmky
p dané bodem A a smérovym vektorem W (obr. 54).

Reseni. Mysleme si, Ze zname jednotkovy vektor m
na pfimce M P, kde P je pata kolmice vedené bodem M
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k pfimce p. Vzdilenost d bodu M od piimky p je dana
velikosti kolmého primétu vektoru 4 — M na piimkn
MP. Podle (3.27) tedy mame: d = |m(A4 — M)|. Zbyva
urdit jednotkovy vektor m. Vektor W = (4 — M) x u
je kolmy k roviné AMP, vektor B je proto kolmy jak
k vektoru W, tak k w, a platf tudiz

Obr. 54. K ptikladu 3.14.

n— Uxw  ux[d4—M xu]
S juxw o jux[(4A—M)xu]’

Znéme jiz vektor m. Hladce proto podle vyse uvedeného
vztahu uréime také hledanou vzdalenost d. Obecny tvar
pro M nemusi v &tenafi budit pifli§ mnoho divéry,
konkrétni vypotet viak neni nijak obtiZny. Zkuste vy-
fesit touto cestou piiklad 3.10. (Srv. také cv. 3.18,
kde najdete d v jednodussim tvaru.)

Pfiklad 3.15. Jsou dany dv& mimobézky p = (4, W),
g = (B, v¥). Uréete vzdalenost d mimobézek p, g, jestlize
A=1[2 —2, 0], w=(1,—1,0), B=1[2,3,1], v=
=0, 1, —2).

Redeni. Pi{tku, kterd je kolmi k ptimkim p, ¢
(takova pti¢ka vidy existuje), nazyvame osou nebo téz
spoleénou kolmici mimobézek p, g. Oznaéme prisetiky
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osy s piimkami p, ¢ po fadé P, Q. Ukdzeme, Ze velikost
tsedky P@ je hledanou vzdilenosti mimobézek p, ¢
(obr. 55). Necht X = P + au je béiny bod ptimky p,
Y = @ + pv b&iny bod piimky q. Pro vzdilenost XY
plati (srv. zadatek odstavce 3.6):

Obr. 556. Osa dvou mimobéZek.

XY!=(X—-Y)(X—7Y)=
= (P— )P — @) + (au—fv)(au — fv) ..
Tento vyraz je ziejmé& nejmensi privé tehdy, jestlize
a—ﬁ—oahx P, Y =@Q.
A nyni pfikrodime k feSeni dané tilohy: Osa mimobg-
zek je nutnd rovnobézni s jednotkovym vektorem
o uxy
T jux v’

Hledana vzdalenost d = PQ je ziejmé& rovna velikosti
kolmého primétu vektoru B — A na osu mimobé&zek.
Podle (3.27) je tedy d = |n(B — A)| a dosazeni za n
vede na tvar

[(B—4)w x v)|

d=
[w x v|

(3.28)
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V npaSem konkrétnim piipadé B — 4 = (0, 5, —1),
uxv=(221), (B—A)uxv) =9 |uxy=
= 3. Podle (3.28) pak d = 3.

Jiny zpusob feSenf dané ulohy. Ziejmé& existuji &sla
x, ftak,ze P = A + au, Q = B 4 pv. Vektor P — @
musi byt kolmy k vektorim u, V¥, to znamend, Ze musi
platit

(4—B 4+ au—pV)u =0,
(A— B+ au—pgv)v =0, (3.29)

V ptipadg, Ze vektory W, V jsou linedrné nezavislé
(vektory mimobéiek maji vidy tuto vlastnost), mé sou-
stava (3.29) jediné feSeni. Existuje tedy jedind dvojice
disel a, B, s jejiz pomoci uré¢ime body P, ¢. Stanovit ve-
likost vektoru P — @ umime jiZz davno. Tento zpisob je
sice delsi, m4d vSak tu vyhodu, Ze umozZiiuje okamzity
z4pis rovnice osy.

3.11. Smifeny souéin vektori

Ve vztahu (3.28) se objevil soutasné jak skalarnf, tak
vektorovy soudin. Vyraz

a(b x ¢€) (3.30)

nazyvime smifenym soubinem vektori a, b, € a oznadu-
jeme (abg¢). Je ziejmé, ze smifeny soudin vektoru je
¢islo. SmiSeny soudin je zavisly na pofadi vektord. Je
jen otazkou trpélivosti ovéfit si, Ze

(abe) = —(ach) = (cab) = —(cba) = (bca) =
= —(bag);
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vyména dvou vektori ma tedy vidy za nasledek zménu
znaménka smifeného soudinu.

Ukazeme si péknou geometrickou interpretaci smiSe-
ného soudinu.

Véta 3.16. Je ddn rovnobéinostén EFGHE'F'G'H’
(obr. 56). Oznalime-lt a =F —FE, b=E —E, € =
= H — E, pak objem V rovnobéinosténu je ddn vzorcem

Obr. 56. Geometricky vyznam smiSeného soudinu.

© V = |(abg)|. (3.31)

Dikaz. Poznamenejme nejprve toto: Jsou-li diny
t¥i linedrné nezivislé vektory a, b, €, existuje vidy
rovnobéZnostén shora uvedenych vlastnosti. SmiSeny
soudin tfi linedrné nezivislych vektord je podle véty
3.16 vidy, aZz snad na znaménko, objem jistého rovno-
béznosténu, ktery umime sestrojit.

A nynf k dikazu v8ty (obr. 56). Je-li v vzdalenost
rovin EFF’', HGG', pro objem V mame podle (3.26)

V =vjaxb|. (3.32)
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Oznalme k pfimku kolmou k roving EFF’. Jak vime,
jednotkovy smérovy vektor m pfimky k je dan vztahem

_axbhb
~ laxb|’
Vyika v je pak dana velikosti kolmého primétu vektoru
€ na piimku k; podle (2.27) tedy
le(a x b)[
lax bl
Dosadime-li za » do (3.32), mame po kraceni ihned
(3.31).
P¥iklad 3.16. Stanovte objem rovnobéznosténu, urde-
ného vektory a =(1,2,1),b =(2,1,1), € = (—3,0,0)."

Redeni: Uréime nejprve vektorovy soudin b x €:

11 21 2 1
bxc=[|00 —1 5ol |_s 0”:(0,—3,3).

Tedy V = [a(b x €)] = |(L, 2, 1)(0, —3, 3) = 3.

Zkuste dokazat, Ze smiSeny souéin vektord je roven
nule pravé tehdy, kdyz tyto vektory jsou komplanarni.

v = [en| =

3.12. N&které vlastnosti vektorového a smiSeného soudinu

V raznych aplikacich vektorového poétu uzivime
dasto komplikovanéjdich vzoreh. Se tfemi z nich se nyni
seznamime.

Viéta 3.17. Nechi jsou a, b, €, d &tyri libovolné vektory.
Potom plati
(a x b)(€ x d)=}“ ad.,

bc bd (3.34)
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ax(bxc)=(ac)b—(ab)c, (3.35)
(axb) x (e xd) = (abd)ec— (abc)d. (3.36)

Dukaz. 1. Podle definice je

a X b = (a0 — a3, azhy —ab;, @b, —ash)),
€ X d = (cdy —cydy, Cydy —Cidy, " Cidy — Cody) .
Odtud tedy plyne, Ze
(@ x b) x (€ x d) = (aby — agh,) (c.dg — cod,) +
+ (ashy — a1by) (cady — ¢1dy) + (@1 — ashy) .
- (Cydy — cody) -
Pravou stranu rovnosti (3.34) mizZeme upravit takto:

(ac) (bd) — (ad) (be) =
= (a,¢y + axcy + aycy). (byd, + body + bydy) +
+ (ady + asdy + asdy). (bye, 4 bycy + bydy) .

Po provedeném nasobeni pravych stran obou posled-
nich rovnost{ se pfesvédéime o spravnosti vzorce (3.34).

2. Zvolme si libovolny vektor Ww. Pouzijeme-li vzorci
(3.30) a (3.34), miZeme psat

uja x (b x €)] = (ua(b x ¢)) = ((b x €) ua) =
= (b x €)(u x a) = (bu) (ca) — (ba) (cu) =
‘ = u[(ac) b — (ab) ¢].

Z posledni rovnosti platné pro kazdou volbu vektoru u
plyne (3.35). '

3. Jestlize v rovnosti (3.35) nahradime vektor a vek-
torem a x b a vektor b x € vektorem € x d, dosta-
vame po jednoduché tipravé rovnost (3.36). Tim je véta
dokazana.,
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Jestlize poloZzime ve vzorci (3.34) a=¢=ua b =
= d = V, odvodime snadno vzorec (3.26), ktery znime
jiz z odstavce 3.9 o vektorovém soudinu.

3.13. Zéakladni v&ty sférické trigonometrie

V tomto odstavci si ukiZeme jednu vyznamnou apli-
kaci vektorového podtu. Pomoci vzorel (3.34) a (3.36)
odvodime zakladni véty sférické trigonometrie, vétu
sinovou a dvé véty kosinové.

Zvolme si v prostoru E, étyfi body O, 4, B, C tak, aby
nelezely v jedné roving a aby vektory a =4 — O,
b=B—0, € =C— 0 byly jednotkové. Polopfimky
OA, OB, OC tvofi tzv. trojhran a na jednotkové kouli
opsané ze stfedu O urduji tzv. sféricky trojihelnik ABC
(obr. 57).

Obr. 57. Sféricky trojuhelnik.

Zavedme nésledujicf oznadéeni pro velikosti ihlu dvou
vektori:

a=<x(b,€), b=g(¢a), c=<X(ab), (3.37)
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a=<(axbaxe, g=3(bxebxa),
y=<%(€xacxbh). (3.38)
Uvazime-li, Ze vektory a, b, € jsou jednotkové, ply-
nou z uvedenych oznaéenf tyto rovnosti:
cosa = D€, cosb =¢€a, cosc=ab, (3.39)
sina = |b x €|, sinb=|¢ x a,
sinc =|a x b|, (3.40)
(a x b)(a x €)

' cos = /a x bj|axe)’
_ (b x €)(b x a)
cos ff = b xc/[bxa’ (3.41)
cos y = (€ x a)(€ x b)

e x a[e x B]

Otevieli jsme si tak cestu k odvozeni vé&ty sinové.
Vyjdeme z rovnosti (3.36), kterd ma v pfipadé d = a
nasledujicf tvar

(ax b)x(axe)=(abc)a.
Odtud a ze vzorci (3.38) a (3.40) plyne, Ze
[(abe€)] = sincsin bsin « .
Cyklickou zaménou ziskdme dalsi rovnosti

|(b€a)| = sinasinc sin g,
|(ecab)| = sin b sinasiny .

Podle (3.32) jsou levé strany poslednich t¥i rovnosti
stejnd velké. MaZeme proto psit
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sincsinbsin a =sinasinc¢sin § =
=sinbsinasiny.

Odtud okamzité vyplyva rovnost

sina sinf  siny (3.42)
sina  sinb  sinc’ )

kters md ve sférické trigonometrii nizev sinovd véta.
Stejné snadno odvodime tzv. 1. kosinovou vétu.
Rovnost (3.34) ma v ptipadé d = a tvar

bc = (ab) (ac) — (a x b)(a x €).

Odtud a ze vzorci (3.39) a (3.41) okamzité mame
rovnost
cosa = cosbcosc 4+ sinbsineccos a,

kterd ma ve sférické trigonometrii nazev 1. kosinovd
véla.

Dalsi ivaha je ponékud komplikovanéjsi. K danému
trojhranu sestrojme tzv. poldrnt trojhran. Jeho polo-
pfimky vychdzeji opét z bodu O a jsou rovnobéiné
8 jednotkovymi vektory '

a - P XE , _ €xa
T b xe’ T e x al’
, __axbhb
< = ax Bl (3.44)

Podobné jako v (3.37) a (3.38) zavedme i pro polarni
trojhran veli¢iny a’, &', ¢’, «, f', ¥'. VypoStéme prvni
z téchto velidin. Uzijeme-li postupné rovnosti (3.44),
(3.41), miZeme psat
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cosa = b'¢ = (¢ x a)a x b) =
e x a||]a x b|
—(a x b)(a x €)

= Iaxbllaxcl = —COS « .

Jsou tedy thly a’, « vyplikové a tedy: o' + a = m.
Stejné snadno se presvédéime o spravnosti vzorca

¢ +a=mn, V+B==n, ¢/ +y=m,
o  +a==n, f+b==n, 9y +c=m. (3.45)

Uzijeme-li kosinovou vé&tu (3.43) na poldrni trojhran
a pouZijeme-li dile k vpravé vzorce (3.45), dostavame
rovnost

cos « = —cos f cos y 4 sin fsiny cosa,

ktera ma ve sférické trigonometrii ndzev 2. kosinovd
véla.

Koné¢ime nasi malou exkurzi. Véty, které jsme odvo-
dili, tvori zaklad sférické trigonometrie. Z nich lze snad-
no odvodit pro piipad pravouhlého sférického trojuhel-
nika (napt. y = %n_) tzv. Napierova pravidla. Toto
odvozeni a dalsi podobné dvahy nalezne &tenafl, pokud
bude mit zdjem, v kaZdé solidni udebnici sférické trigo-
nometrie (viz velmi péknou knizku J. Kusta Sférickd
trigonomeltrie).

Cvideni

3.1. Jak je definovén skaldrni, vektorovy a smiSeny souéin
vektord ? Jaké je vyjadieni téchto soudinii v kartézské
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3.2

3.3.

3.4,

3.5,

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.
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soustavé soufadnic? Jakd je jejich geometrickd inter-
pretace?

Uréete odchylku ¢, vektora u = 5i 4+ §, v = 21 + 3,
vite-li Ze i, } jsou dva jednotkové vzdjemnd kolmé
vektory. ‘

Co lze tici o étyfahelniku ABCD, v ndmi 4 = [1, 0, 0],

B =123 —4], C =[2,6,0], D = [3, 3, 4]?
Urdete prisedik P kolmice vedené bodem M = [4, 6, —1]
na rovinu 22 + 3y —z 4+ 1 = 0.

Uréote priisedik P kolmice vedené bodem M =[1, —7, 9]
na rovinu, kters je ddna vektorovou rovnieci
X=13,22]+a(21,1) + g (0,2, 2).

Urtete kolmy primét P bodu 4 = [0, 2, 0] na pfimku
BC,B ={3,3,1], C = [4, 5, 2).

Vypoétdte vzddlenost bodu 4 = [3, 4, 2] od piimky,
kterd prochdzi body B = [2, 5, 2] a C = [3, 2, 1].
Vypoitéte vzddlenost bodu 4 = [1, 3, —1] od roviny
dané rovnicif z + 2y — 2z = 0.

Vypoitéte vzdélenost dvou rovnobéinych rovin urde-
nych rovnicemi

3z + 2y + 22 =0,

6x + 4y + 4z — 17 0.
Vypodtéte vzdélenost pFimek, které jsou dény rovnicemi
X=10000]+ «(—2,1,2);
Y=[011]+ g(—1,2,1).

. NapiSte rovnici roviny, kterd prochdzi bodem

A =[5, —3, 2] a je kolmé k prasednici rovin

3z— y+22—-5=0,
br —4y + z2—T7=0.

. Vypottdte odchylku rovin y 4 z— 3 = 0,

—2z +y 4 2z2=0.

. Soufadnicovou osou z proloite rovinu, kterd svird s ro-

vinou |/5z — 2y — z + 2 = 0 thel o velikosti /3.



3.14.

3.15.

3.16.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

Napiste rovnici roviny, kterd prochézi body

4 =10,0, —5],B=1[2,0,0] a je kolmd k rovind
2¢ +y +5z2—2=0.

Uréete odchylku piimky AB se soufadnicovymi osami,

jestlize 4 = [2, 6, —2], B = [—1, 2, 3].

Vypottéte odchylku pfimek danych rovnicemi:
_| z+ v+ z+1=0,
PE\—2+ 2y + 32+ 2 =0;

_ z+ y—z+1=20,
1=\—2c+2 +z+2=0.

. Napiste rovnici pfimky, kterd prochdzi bodem 4 =

= {0, —4, 3] a je rovnobé&znd s prisednici rovin
z+ y—22+3=0,
—z+2y+ 2+3=0.
Vypoététe vzddlenost bodu M = [3, 2, —1] od pFimky,

kterd je déna rovnici X = 4 4+ au; 4 = [1, —1, —2],
u = (5, 3, 4). Vysledek zkontrolujte pomoci vzorce

@ x (M — A4)
|u]
jehoz sprdavnost dokaite!

d =

Vypoétdte velikost uhlu, ktery svird priseénice rovin
2¢c +3y=0, 3y —z=0 s rovinou z + 2y +z=0.
Napiste rovnici roviny, kterd prochdzi priseénief rovin
3—y+42—6=0, —x+5y+2+10=0 a je
kolmé k rovind 6z —y 4+ 2z — 6 = 0.

Napiste rovnici roviny, kterd mé vzdédlenost d = 4 od
roviny r + 2y 4+ 2z —8 = 0.

Vypoétdte obsah trojuhelnika ABC; A = [5, 3, 4],

‘B =[2,5,—2], C =[—1,0, 6].

Vektory uw, v maji odchylku %—; |aj =3, |v|=3.

Vypoitéte obsah trojihelnike sestrojeného nad vektory
3u + 2v, u — 2v.
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3.24,

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

128

Je dén &tyfstén ABCD; 4 =[3,1,1), B =[1,4,1],
C =1[1,117], D=3,4,9)]. Urlete a) objem &tyfsténu,
b) velikost jeho vysky prochédzejici bodem D, ¢) odchyl-
ku stén, které se protinaji v hrané AB.

Jsou dény tfi jednotkové vektory u, v, w takové, Ze
u+vVv+w=o0.0Ukaite,2e body 4, 4 + u, A + u +
+ v jsou vrcholy rovnostranného trojuhelnika. Déle
ukazte, Ze vektory w, Vv sviraji thel velikosti —;— 7.
JestliZe ve &¢ty¥sténu se viechny &tyfi vySky protinaji
v jediném bodd (tzv. ortocentru), nazyvdme Gtyistén
ortocentrickym. Dokazte vitu: V ortocentrickém EtyFsténu
jsou kaZdé dvé protilehlé hrany na sebe kolmé.

Dokazte vétu: Nejkratst pFiska (tj. osa) kaidyjch dvou
mimobéinych hran ortocentrického &tyFsténu prochdzi
ortocentrem &tyFsténu.

Jdsou diny &tyfi kulové plochy x,, x,, %5, %4 riznych
stfedd i poloméri. Pak pro kazdé dvé riizné kulové plo-
chy s;, »; (1,7 = 1, 2, 3, 4) existuje pravé jeden vnéjsi
stied Sj; stejnolehlosti, v niz si obé kulové plochy odpo-
vidaji. Dokazte, Ze viechny stiedy S;; lezi v jedné roviné
a v ni pak vytvdieji bodovou konfiguraci, kteréd je zné-
zornéna obrdazkem 58. ‘

/

Spz2 \524 S1N

! Obr. 58. Ke cvideni 3.28.

Je dén trojihelnik ABC. Oznalme S stfed kruZnice
opsané, T t8zi5té, V prisetik vydek, @ stfed kruZnice



vepsané, a = A—C, b = B—C, a = |a], b = |b| (viz
obr. 59).

Diéle oznatme R polomér kruZnice opsané, r polomér
kruznice vepsané, P plochu trojihelnika a koneé&né
28 = a + b + ¢. Otoéme v kladném smyslu body 4, B

kolem bodu C o ihel -721\ do bodu Z, B a oznatme
8=4—-C;5=B—-C. Necht 3.b> 0 (a tedy P =
4.b). Podobné sestrojte vektor € (viz obrézek 59).

P B ——
—~

7 {3 <
//// \ \ ’.\ T, \
= \ ) a T
// g \ b =
/ i 2 Y R
,/ \\ 21 N S
l/ / . e
"; 2 i 4 N
\ \\\\
b 3 A B

Obr. 59. Ke cviceni 3.29.

Ukaite, ze
b’_’i—a*i. _ a+b
=C+ 4P -,T—C+——§——,
ab ab + ba
V=0C0—5p&Q=C+—7p—,

3 vektory v geometrii 129



3.30.

3.1,
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abe _ P

P’ TT g

V roce 1905 dokédzal Josef Langr ndsledujief vétu:
Sestrojime-li nad stranami trojuhelnika ABC jakoZto
nad zdkladnami rovnoramenné trojihelniky ABC’,
BCA’, CAB’, které maji pFi vrcholech A’, B’, C’ shodné
uhly o velikostech 2z/3 (vSechny rovnoramenné troj-
uhelniky sestrojime vné trojihelnika ABC nebo obré-
cené), pak trojuhelnik A’B’C’ je rovnostranny. Pokuste
se o dukaz pomoci vektoru.

Na vyskdch trojihelnika ABC sestrojme po fadé body "
A’, B, C’ tak, aby bylo
AA° BB co V¥

R =

BC T CA4 T AB T "3

a aby vSechny polopfimky 44, BB’, CC’ bud protinaly,
nebo neprotinaly ptisludné protéjsi strany trojihelnika.
Potom trojihelnik 4ABC je rovnostranny. Dokazte!



4. kapitola

VEKTOROVA KONSTRUKCE
AFINNIHO A EUKLIDOVSKEHO
PROSTORU

Pii zavadéni zakladnich pojmi, které byly. podkladem
naSich tvah v predchédzejicich kapitolach, jsme é&asto
vychézeli z nazoru. Nepostupovali jsme tedy dislednd
deduktivné, to znamend, neodvozovali jsme viechny
véty disledné pomoci axiomu nebo vét diive jiz doka-
zanych. Takovy postup by totiZ nebyl vhodny pti prv-
nim sezndmeni s nasi geometrickou problematikou.
Teprve v této zavéreiné kapitole chceme ukazat cely
problém komplexngji z fundovanéjifho hlediska a tak
uvést étendfe do studia hlubsi geometrické problemati-
ky. Vyklad zamé&{me na naro&néjstho étenaie, dovolime
si proto rychlejsi postup.

4.1. N¥kolik historickych poznamek

Z historického hlediska je pokladana za prvni znadmy
pokus o disledné axiomatické vybudovani geometrie’
slavna Euklidova kniha Zdklady (otwxea). Vo své dobd
byla tato kniha vrcholem geometrie, vrcholem vieho, co
bylo do té doby v geometrii podniknuto. Vliv této prace
na tehdejsf matematiku i na dal’i jeji vyvoj byl obrov-
sky.

}é dnesniho hlediska mé oviem Euklidova kniha fadu
nedostatki, jejichZ spoleénym jmenovatelem je to, Ze
postup nenf disledné deduktivni. Na nékterych mistech
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se mléky pfedpoklada platnost vét, které nejsou zahrnu-
ty do vychozi soustavy axiomi. Zminili jsme se jiz diive,
ze prvni disledné axiomatické vybudovani geometrie
provedl velky némecky matematik David Hilbert
(1862—1943) v knize Grundlagen der Geometrie (Zdklady
geometrie). Hilbertova kniha'je svym zplsobem velmi
blizka knize Euklidové, zvlasté pokud jde o volbu systé-
mu axiomu. Dusledné axiomatické vybudovani geo-
metrie lze v8ak provést i jinym zpisobem.*)

Z pedagogického hlediska je nesporné zajimavy zpa-
sob Weylav**), tzv. vektorovd konstrukce prostoru. Obtiz-
nost jinych axiomatickych konstrukei je zde pfeklenuta
tim, Ze se jiz pfedpoklada znalost redlnych &isel a pojmu
vektorovy prostor. N8 postup bude velmi blizky Wey-
lovu pojeti.

4.2, Axiomy vektorového prostoru

Postavme se dodasnd na stanovisko, Ze nevime, co je
to euklidovsky prostor E, (resp. E, nebo E,), Ze nevime,
co jsou to vektory. Tyto pojmy zavedeme postupné
znovu, samozfejmé jinym zpisobem. Zakladni roli zde
bude hrat tato definice:

Definice 4.1. Pfedpoklddejme, Ze W je neprizdna
mnozina, jejiz prvky budeme oznadovat W, v, W, ...
a nazyvat vektory. Ptedpoklidejme dile, Ze kazdé

*) Viz napf. velmi podnétnou knihu Friedrich Bachmann,
Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff, Berlin—Gé-
tingen-Heidelberg 1959 ( Vystavba geometrie na zdkladé pojmu
zreadlent ).

**) Weyl: Raum, Zeit, Materie, (Prostor, éas, hmota),
Berlin 1923.
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uspofadané dvojici vektord W, Vv je pfifazen jediny
vektor, ktery oznadujeme W + V¥ a nazyvame soultem
vektori W a ¥ a kazdému redlnému &islu « a kazdému
vektoru W je pfifazen jediny vektor, ktery oznaéujeme
aWl 3 nazyvame soutinem realného ¢isla a s vektorem W.
Jestlize pro kazdé tii vektory w, v, W a pro kazda dvé
redlna disla a, § jsou splnény predpoklady 7,, o,, &5,
&, uvedené na str. 37 a predpoklady %,, #,, #,, %,
uvedené na str. 42, potom mnozinu W nazyvame vekto-
rovyym prostorem (presné&ji: afinnim vektorovym prostorem
nad télesem redlnych Eisel).

Matematickou indukef bychom se snadno mohli pfe-
svédéit, Ze platnost predpokladu o7, 1ze rozsifit pro soudet
libovolného konedného podtu vektori. Analogicka po-
znamka plati téZ pro predpoklady £,, Z,, %,. Rovnéz
neni obtizné dokazat, Ze pro kazidy vektor w e W
a kaZ?dé realné éislo « plati: —1.u = —wu, 0.u =0,
a® = O, ‘

Vektorovy prostor, ktery jsme zavedli piedchazejici
definicf, neni pojmem duleZitym pouze pro geometrii.
S timto pojmem se totiz b&zné setkdviame v algebie,
v diferencialnim podétu, v numerické matematice atd.
Uvédomte si, Ze napf. mnozina vSech redlnych funkef
definovanych na intervalu J tvoii vektorovy prostor.
Skuteéné — soudtem funkei y = f(x), y = g(x), kde
xz € J, je opét funkce y = f(x) + g(x), x € J; soudinem
4isla a a funkce y = f(z), z € J jefunkecey = af(z),x € J.
Sami se snadno presvédéite, ze pifedpoklady «/;, %,
(¢ =1, ..., 4) jsou zde splnény. Roli nulového vektoru
hraje funkee y = 0, tj. funkce rovni nule pro kazdé
z € J. Vektorovym prostorem v uvedeném smyslu je
téZ mnozina v8ech funkef spojitych na intervalu, mnozi-
na viech mnohoclena, mnozina v8ech linearnich funkei;
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piiklady jsou podrobng diskutovany v knihdch [12]
a [9].

4.3. Linearni zivislost a nezavislost vektort
Zvolme si ve vektorovém prostoru W k vektoru

Uy, Ug,y - oy Ug (4.1)

a zvolme dale k realnych éisel a,, ap, ..., ar. Rovnici
W= W + a,W 4 ... + a U jo definovan vektor u,
ktery nazyvame linedrni kombinact vektord (4.1).

Priklad 4.1. Ve vektorovém prostoru vSech komplex-
nich ¢&isel je vektor W = 7 + 9i linedrni kombinaci vek-
tori W =24 3i, v=1+ i, nebot plati w = 2u +
+ 3v.

Definice 4.2. Jestlize alespon jeden z vektoru (4.1) je
linedrni kombinaci ostatnich vektoru, potom o vekto-
rech (4.1) fikame, Ze jsou linedrné zdvislé.

Plati-li tedy tieba v = yW, resp. € = aa + b, pak
vektory W, V resp. a, b, € jsou linearné zavislé. Jestlize
mezi vektory (4.1) je jeden vektor nulovy, napt. U, = @,
potom jsou vektory (4.1) linedrné zavislé. Lze totiz psat
W=0.u,+0u+...+0.u,.

Véta 4.1. Vektory (4.1) jsou linedrné zdvislé prdvé
tehdy, kdyZ Fedenim rovnice
71+ 7+ ...+l =0 (4.2)

je také skupina &isel y,, vy, ..., yk, kierd nejsou vesmés
nulovd.
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Dikaz. 1. Predpoklidejme, Ze vektory (4.1) jsou
linedrn& zavislé. Jeden z téchto vektord, mysleme si, Ze
jde o vektor W, lze psit ve tvaru

W, =y U + ol + ...y W

Snadno pFepiSeme tuto rovnici na tvar (4.2), kde polo-
zime y, = —1 # 0.

2. Jestlize plati (4.2) a jeden z koeficientd y; je razny
od nuly, mysleme si, Ze y;, # 0, miZeme psat

“k=__ _&“2_ _h

- u,.
Y Vi Yk

Odtud plyne, Ze vektory (4.1) jsou linedrné zavislé,
c.b.d.

Definice 4.3. O vektorech (4.1) ¥ekneme, Ze jsou li-
nedrné nezdvislé, jestlize zadny z téchto vektord neni
linedrni kombinaci ostatnich vektora (tj. jestlize vek-
tory (4.1) nejsou linedrné zavislé).

Pifklad 4.2. Vektory w = sin x, ¥ = cos x z vektoro-
vého prostoru viech funkei definovanych na intervalu
(~—o0, 4+ 00) jsou linearné nezavislé. Neexistuje totiz ani
¢islo «, ani &islo § takové, aby pro v3echna x € (—oo,
+ o) platilo sin ¥ = « cos z, resp. cos x = f sin z.

Vita 4.2. Vektory (4.1) jsou linedrné mezavislé prdvé
tehdy, jestlize rovnice (4.2) md jen nulové fedent y, =
= y = k = 0

Sna,dny dukaz (sporem) pomocf véty 4.1 pienechime
ttenafi.
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Pfiklad 4.3. Vektory u =1, Vv =1 z vektorového
prostoru viech komplexnich ¢&isel jsou linedrné neza-
vislé. Rovnice (4.2), kterd ma zde tvar p,.1 + 9,.i =
= 0 + 0i, ma jediné Feseni y, = y, = 0.

4.4. Dimenze vektorového prostoru

Definice 4.4. JestliZe v daném vektorovém prostoru
W existuje n-linedrné nezavislych vektor a pfitom
kaZdych n 4 1 vektort je linedrné zavislych, ifkame, Ze
vektorovy prostor W ma dimenzi (koneénou) rovnou
dslu n. Jestlize existuje ve vektorovém prostoru W
k linearné nezavislych vektori, at zvolime za & jakékoliv
pfirozené ¢&islo, Fikame, Ze vektorovy prostor W mé
(nekoneénou) dimenzi + .

Vektorovy prostor dimenze n znadime vétdinou
W.,., W,, V, atp. Ke stanoveni dimenze konkrétniho
vektorového prostoru je uzitedna véta, kterou bez dika-
zu nyni uvedeme. *)

Vita 4.3. Predpoklddejme, Ze vektory
u,u,, ..., u (4.3)
jsou linedrné nezdvislé. Sestrojme 1 daldich veltord
v,V ...,V (4.4)

tak, Ze kafdy =z téchto vektoru je néjakou linedrni kombi-
naci vektora (4.3). Potom z vektort (4.4) lze vylrat nej-
vyde k linedrné nezdvisljch vektori.

*) Dakaz je napf. v knize I. M. Gelfanda, Lekcii po liné&jnoj
algebre.
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Piiklad 4.4. Véta, kterou jsme uvedli, nAm umozni
zjistit dimenzi n vektorového prostoru K, véech komplex-
nich ¢isel. V piikladé 4.3 jsme ukézali, Ze vektory
U =1 V=21 jsou lineairné nezavislé. Existuji tedy
v prostoru K, dva linearné nezavislé vektory, a proto
n = 2. Zvolme si v K, t¥i libovolné vektory a, b, €
a napiSme je jako linearni kombinace vektora u, ¥
(odGvodnéte si sami, pro¢ je to mozné). Podle ptedchi-
zejici véty lze vybrat z vektord a, b, € nejvyse dva
linedrné nezavislé vektory. To v8ak znamena, Ze libo-
volné zvolené tfi (a tedy kazdé tfi) vektory z K, jsou
linearné zavislé. Prostor K, md proto dimenzi n = 2.

Priklad 4.5. Oznaéme V,; mnoZinu v8ech vektora de-
finovanych (v druhé kapitole) v prostoru E;. Zfejmé V,
je vektorovym prostorem. UkiZeme si, Ze jeho dimenze
n = 3. Plesvédéme se nejprve, Ze ve V, existuji tii
linearné nezavislé vektory, totiz napf. vektory W =
=(1,0,0), v =(0,1,0), W =(0,0,1). Skute&ns rov-
nice «W + SV 4+ yW = 0 ¢&ili rovnice

(1, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, 1) = (0, 0, 0)

mé jediné fefeni a = f = y = 0 a tedy podle vty 4.2
jsou vektory W, V, W linearné nezavislé. Kazdy vektor
W = (2, %,,%,) z V, lze zapsat ve tvaru X = z,u +
+ z,¥v 4+ z;W. To tedy znamend, Ze kaidy vektor
z V, je linedrni kombinaci vektori w, v, w. Odtud
a z véty 4.3 vyplyva, Ze kazdé &tyki vektory z V, jsou
linedrné zavislé.

4.5, Bize vektorového prostoru
Definice 4.5. KaZdou skupinu % linearné nezavislych

vektorl e,e,, ...,e, (4.5)
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z n-rozmérného vektorového prostoru W, nazyvime
bdzt tohoto prostoru.

Tak tfeba vektory W = 1, v = ¢ tvoti bazi ve vektoro-
vém prostoru K, (pfiklad 4.4) a vektory u = (1, 0, 0),
v =(0,1,0), w=(0,0,1) tvofi bdzi ve vektorovém
prostoru V; (pifklad 4.5). O bazi vektorového prostoru
platf tato dileZita véta:

Véta 4.3, Predpoklidejme, %e (4.5) je bdzi vektorového
prostoru W,. Potom kazdy vektor w € W, lze vyjddiit
prdvé jednim zpisobem

u=ue + u€ + ... + u,e, (4.6)

jako linedrni kombinaci vektord bdze (4.5) (tj. &islau,, ...,
u,, jsou uréena jednoznaéné).

Dikaz. 1. Necht u je vektor z W,. Ukazeme, Ze je
mozné vyjadfit jej ve tvaru (4.6). Z vlastnosti baze
plyne, Ze vektory u, e,, e,, ..., @, jsou linedrné zi-
vislé. Existuje tedy alesponn jedno nenulové fedeni
rovnice

all + a;€; + a,@ + ... + «,8, = 0. (4.7)

Pt#i tomto nenulovém feSeni je nutné a # 0, nebot
v opaéném piipadé by musely byt vektory (4.5) linedrné
zavislé; to viak neni mozné. Rovnici (4.7) mizZeme tedy
upravit na tvar

ay - 2]
Uu=—-1e — 2e—...— e,
xX a . 4

z néhoz je patrné, Ze libovolné zvoleny (a tedy kazdy)
vektor W € W, je linedrni kombinaci vektord dané béze.
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2. Predpokladejme, ze
u=ve | ve + ... + v,.e, (4.8)
je jiné vyjadieni vektoru W, odli8né od vyjadieni (4.6).
Odeéteme-li od sebe rovnice (4.8) a (4.6), dostdvime
rovnici
0= (v, —u)e + (va—uy) € + ...+ (v, —u,) €,
z niz okamzité vzhledem k linearni nezivislosti vektora
e, e, ..., e, vyplyvi, Ze
Uy =¥y, Uy = Vs, ..., Uy = Uy .

Tim je v&ta dokdzana.

Cisla u,, %, ..., u, z rovnice (4.6) nazyvéme sourad-

nicems vektoru W vzhledem k bazi (4.5). Je-li baze (4.5)
zvolena pevné, nemizZe dojit k nedorozuméni, uzijeme-li

oznadeni W = (u,, Uy, ..., U,). Jestlize dile W = (w,,
Wy, ..., W) & a je libovolné redlné éislo, zfejmé& plati:
U+ W= (u + w, %+ s, ..., %y + Wa),

all = (aly, athy, ..., aly) .

4.6. Axiomy afinniho prostoru

V druhé kapitole jsme vysli z pfedpokladu, Ze ze
st¥ednf 8koly vime, co je euklidovsky prostor E,. Na
tomto zdkladé jsme zavedli pojem vektoru, vektorovych
operaci a pokratovali jsme pak dile ve studiu geometrie
prostoru E,;. Jak jsme se jiZz zminili, je moZné mit
k tomuto postupu z matematického hlediska vyhrady.
Stredoskolsky postup vykladu geometrie neni totiz
dtsledné deduktivni, dasto se opira o nazor, a tim je pak
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nutné poznamenan i vyklad, ktery vychaz{ z tohoto
stiedoSkolského pojeti. Ukazeme si zpusob, jakym lze
namitku obejit.

V této kapitole jsme zavedli pojem n-rozmérného
vektorového prostoru. Pfitom jsme se nikde neodvola-
vali na znalost euklidovského prostoru. To ndm umoz-
nuje, abychom ,,zpétné‘‘ pomoci n-rozmérného vektoro-
vého prostoru zkonstruovali euklidovsky prostor, a to
dokonce tzv. n-rozmérny euklidovsky prostor. Celou
konstrukei provedeme postupné. Nejprve budeme defi-
novat tzv. afinni prostor, tj. prostor, ve kterém nebude
zavedeno méfeni velikosti dsedek a uhla. Pfipojenim
daldich predpoklada sestrojime pak euklidovsky pros-
tor. Vénujeme se tedy afinnimu prostoru.

Definice 4.6. Necht je W, n-rozmérny vektorovy
prostor a A, mnoZina. Prvky mnoZiny A, budeme nazy-
vat body a oznadovat velkymi pfsmeny 4, B, C, ... .
Necht jsou splnény nasledujici pozadavky:

2,) Kazdé usporddané dvojici boda 4, B z A, je pFi-
Fazen v prostoru V, privé jeden vektor. Pro tento vektor
uZijeme oznateni B — A.

2,) Kaidému bodu A e A, a kazdému vektoru
u ¢ W, odpovida pravé jeden bod B e E, takovy, Ze
platf

B—4=u.

Bod B budeme také nazyvat soultem bodu A s vektorem
u a budeme psit B = 4 + u.
9,) Pro kaidé tii body 4, B, C z A, plati (obr. 60)
(C—B)4+-(B—A)y=C—A4.

Mnozinu A,, kterd vyhovuje poZadavkim 2,—92.,, na-
zyvame mn-rozmérnym afinnim prostorem. W, je tzv.
vektorové zaméfent prostoru A,.
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Zavedli jsme tedy jednoduchym a jasnym zplsobem
pojem n-rozmérného afinntho prostoru. Polozime-li
n = 3, dostavame prostor A,;, v ném% muZeme provést
vlechny tvahy druhé kapitoly. Polozime-li n = 2,
resp. n = 1, mame tzv. afinn{ rovinu A,, resp. afinni
pFimku A,. Studium geometrie v prostorech A,, A,, A;
Ize provést najednou tim prostym zptisobem, Ze studu-
jeme geometrii pfimo v n-rozmérném prostoru A,. To je
jedna z vyhod zavedeni n-rozmérného prostoru. Ptitom
konstrukce prostoru A, je co do obtiZnosti stejnd jako
konstrukce prostoru A, (resp. A, nebo A,), ktery se pak
jevi jako specidlni piipad prostoru A,. Uvedme jesté
jeden diivod pro zavedeni n-rozmérného prostoru.
Seznamujeme se totiZ s pojmem velmi uZiteénym a dnes
stéle vice pouZivanym nejen v matematice, ale i v jejich
aplikacich (napf. linedrn{ programovani mechanika
hmotnych bodu, teorie relativity).

B
B-A -8

A ¢
(B-A)+(C-B)

Obr. 60. Graficky soudet vektor.

4.7. N&které véty z afinni geometrie

Nyni bychom mohli za*t systematicky budovat
afinni geometrii. Postupné bychom odvodili vSechny
znamé poulky ze ,,stfedoSkolské afinni“ geometrie (tj.
ze stfedodkolské geometrie polohy). To v8ak neni idelem
nadf kniZky. Na nékolika madlo definicich a vétach si
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vBak naznadeny postup ukazme. Jisté zde ocenite jedno-
duchost a eleganci vektorového pojeti geometrie.

Definice 4.79. Bud A libovolny bod prostoru A, a w
libovolny nenulovy vektor z vektorového prostoru W,,.
Potom mnozinu vSech bodi X uréenych rovmief

X=A+4+tu, te (—ow, +mx), (4.9)

nazyvame primkou. Rovnice (4.9) je tzv. vekforovd rov-
nice této piimky. O piimce (4.9) dile tikdme, Ze prochdzi
bodem A a je rovnobéind s vektorem uW. O kazdém nenu-
lovém vektoru, ktery je kolinedrni s vektorem w, fika-
me, Ze je rovnobéiny s piimkou (4.9).

Viimnéte si, Ze pii definici piimky neni vibec pod-
statnd dimenze prostoru, v némz ptimku definujeme.

Vita 4.4. Jsouddny pfimkya: X = A + aw;b: Y =
= B + V. Obé pfimky jsou totoiné prdvé tehdy, jestlize
vektory W, V¥ jsou kolinedrnt{ a B € a.

Dikaz. 1. Predpoklidejme, ze piimky @, b jsou
totozné. Jestlize A * B, pak existuji nenulova d&fsla
ag, By takova, ze plati B = A4 4 ayW; A = B + f,V.
Seétenim obou rovnic dostaneme rovnici @ = ayU +
—+ B,V, z niz podle véty 4.1 plyne, Ze vektory W, ¥ jsou
kolinedrni. JestliZe 4 = B, zvolime na pfimce b bod
B + v. Bod B - v leii téZ na totozné ptimce @, tedy
B+ v =4 + auw. Odtud mime v = al, vektory u, v
jsou tedy kolinearni. Jelikoz dile B € a, je tim prvni
¢ast véty dokazéina.

2. Predpokladejme, Ze vektory W, ¥ jsou kolinearnf
aBea ZrovnicB =4 + aW,vV=9yW,Y =B+ v
snadno odvodime, Ze Y = A + («y + fy) . Dokazali
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jsme tedy, Ze kazdy bod Y piimky b lezi na pfimce a.
Obracené viak také kaZdy bod X piimky a lezi na
piimce b; piesvédiéte se o tom sami. Pifmky a, b jsou
tedy totozné. Véta je dokdzéna.

Véta 4.5. Dvéma riznymi body A, B prochdzi prdvé
jedna primka.

Dikaz. 1. UkdZeme nejprve, Ze body A, B prochézi
alesponn jedna p#imka, totiz pfimka uréend rovnicf
X =A + t(B— A). To je zfejmé, nebot pro ¢ = 0 je
X =A;prot=1je X =B

2. Pfedpokladejme, Ze pifmky o rovnicich

X=A+au, Y=A+8v, (4.10)

prochazeji body A, B. Ziejmé existujf éisla ao a By tak,
Ze plati

B=A+4 au, B=A+4 V.
Jelikoz body A, B jsou ruzné, je ay # 0, f, # 0. Sette-
nim poslednich rovnic zjistime, Ze g 4+ f,¥ = ©. Vek-
tory W, V jsou tedy podle vé&ty 4.1 kolinearni, a podle

véty 4.4. jsou obé& piimky (4.10) totozné. Tim je véta
dokazina.

Definice 4.8. Primky, které jsou rovnobéziné s tymz
vektorem, nazyvame rovnobéingmi primkams.
Vita 4.6. Dvé¢ rovnobéiné piimky nemaji bud Zddny

bod spoleény, nebo maji vdechny body spoleéné (tj. jsou
totoiné).

Véta 4.7. Danym bodem prochdzi prdvé jedna primka,
kterd je rovnobéind s danou pFimkou.
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Vity 4.6—4.9 zkuste dokdzat sami.

Definiee 4.9. Dvé pfimky, které maji pravé jeden bod
spoleény, nazyvame rdznobéZnymi pFimkams.

Viéta 4.8. V afinni roviné A, jsou kaZdé dvé pfimky bud
rovnobéiné, nebo riiznob&iné.

Vita 4.9. V afinnim prostoru A, existuji primky (tzv.
mimobéZky ), které nejsou ani rovnobéiné, ant riznobéiné.

Mohli bychom pokrafovat dale a zavést pojmy:
ortentace pfimky, uspordddni bodd na pFimce, udsetka,
shodnost dselek ma primce, rovina atd. Zabralo by to
viak pfili§ mnoho mista a tato knizka vam ma dat pouze
prvni impuls k hlub8§imu studiu nadhozenych otazek. -

4.8. Afinni soufadnice

V n-rozmérném afinnim prostoru A, si zvolime libo-
volny bod O a nazveme jej poldtkem afinni soustavy
souradnic. Dale si zvolme ve vektorovém prostoru W,
bézi, jejiz vektory oznatme e,, e,, ..., e€,. Bod O
spolu s vektory e,, @,, ..., @, tvoff tzv. afinni soustavu
soufadnic v prostoru A,. Oznadime ji {0, e,, e,, ..., €,}.
Piimky, které prochazeji bodem O rovnobéiné s vektory
e,, e, ..., e, nazyvime soufadnicovymi osami a zna-
¢ime je z,, x,, ..., Z,. Systém soufadnic v A, je zna-
zornén na obr. 61.

V prostoru A, si zvolme libovolny bod R. Vektor
R — O muZeme vyjidfit pravé jednim zpisobem jako
linedrni kombinaci vektoru baze

R—0=re +re,+ ... +re,.
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Tuto rovnici miZeme podle definice 4.6 (axiom 2,)
zapsat ve tvaru

R=0+4re +mrne+ ... +tre,. (411)

[s

9

Obr. 61. Afinni soustava soufadnic.

Dohodneme se, ze uspofdadanou n-tici &isel ;, s, ..., Ts
budeme nazyvat afinni soufadnice bod R vzhledem
k afinni bazi {0 e, ..., el

Je zfejmé, Ze kazdému bodu je v dané afinni soustavé
soufadnic ptifazena pravé jedna uspofddand n-tice
soufadnic. Plati téZz obraceng, ze kaidou uspofadanou
n-tici éfsel je urden privé jeden bod prostoru A,.

Zvolime-li afinni soustavu soufadnic pevné, nemuze
jist® nastat nedorozuméni, uzijeme-li pro bod R ozna-
denf [ry, 75, ..., 75) a budeme-li psat B = [ry, 75, .. ., 74].
Uzijeme-li tohoto oznadeni, lze snadno ukdzat, Ze pro
libovolné dva body 4 = [a,, a,, ..., a.), B = [b;, b,,

.., ba] a libovolny vektor W = (u,, s, ..., %) (sTV.
s odstavcem 4.5) lze psat
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A+u=[a’1+u1’a2+u2,"'9an+'un];
B_A=(bl_a’1’b2—a2’-"abn_an)-

Vektorovou rovnici pfimky X = 4 <+ tw lze pomocf
soufadnic psat ve tvaru

(21, 255 - ooy 2a) =[Gy, 85, <. ., @] 4 Euy, U,y ..., Un).

Rozepsinim této rovnice podle jednotlivych soufadnic
ziskame n tzv. parametrickych rovnic pfimky, a to ve
tvaru

r =a, + tu,,

Ty = @y + lu,,

Ty = Gy + Uy, .

4.9, Axiomy euklidovského prostoru

Definice 4.10. Necht A, je n-rozmérny afinnfi prostor
a W, je jeho vektorové zaméteni. Predpoklidejme, Ze
kazdé uspofddané dvojici vektort u, ¥ z W, je pfifazeno
pravé jedno ¢&fslo, které budeme nazyvat skaldrnim
soutinem vektorn W, ¥ a které budeme oznadovat W.v,
Ptedpokladejme dale, Ze pro kazdé tti vektory W, v, w
z V, a pro kazdé reélné &islo k jsou splnény pfedpoklady
€,,€:, %3, €, ze str. 85. Potom prostor A, oznadujeme
E, a nazyvime n-rozmérnym euklidovskym prostorem.
V, je jeho vektorové zaméieni.

Skalarni souéin definovany v prostoru V, ndm umozni
zavést v E, pojmy vzdalenost dvou bodi, thel dvou p¥i-
mek, kartézska soustava soufadnic atd. Postupnd tak
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zjistime, Ze v pfipad® n = 3 je euklidovsky prostor E,
prostorem, v némz muZeme realizovat vSechny tvahy
treti kapitoly.

4.10. Vzdalenost dvou bodd

Ve shodé s iivahami kapitoly tfeti se dohodneme, Ze
velikost vektoru w € W, budeme oznadovat | u| & bude-
me ji rozumdt &islo definované takto:

[u| = [uu. (4.12)

Vzdélenost dvou bodd A4, B z euklidovského prostoru
E, pak definujme jako velikost vektoru B — 4. Budeme
tedy psat

= |B—4]. (4.13)

Véta 4.10. Pro vzddlenosti libovolngjch tit boda A, B, C
2 E, plati

1.4B = BA,
2.AB = 0;
pritom AB = 0 prdvé tehdy, jestlite A = B.
3. AB + BC = CA (tzv. trojihelntkovd nerovnost).

Dikaz.1.Ztejmé AB = |B—A|_V(B—A)(B—A)
=|/(4 —B)(Ad—B) = |A—B| =
2.AB=|[B—A4| = (B— A)(B A) Odtud a

z axiomu C, vyplyvi, Ze AB = 0 a Ze dale plati AB =
=04 =258

3. Nez pristoupime k dikazu tzv. trojl’lhélnikové ne-
rovnosti, kterou pro piipad trojrozmérného prostoru
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zndte jisté dobie ze Skoly (obr. 62), odvodime tzv. ne-
rovnost Cauchyho (¢ti Késiho)

uv] < jul[v], (419

kter4 platf pro libovolné dva vektory u, v zW,. Zvolme

Obr. 62. XK dikazu trojihelnikové nerovnosti.
si libovolné realné ¢fslo a a sestrojme vektor u—aV.
Ziejmé (W — aV)(W — aV) = 0. MizZeme tedy psat
uu — 22UV + a2vv = 0. (4.15)

Jestlize vektor Vv je nulovym vektorem, je nerovnost
(4.14) splnéna. Predpokladejme tedy, Ze Vv # @ ¢&ili
|¥| # 0 a polozme

uv
a = ——
\AJ
Odtud a ze (4.15) plyne, Ze
2 2
uu — 2 (UW (UV)* wv) = 0.
vy (vv)?

Tato nerovnost neni ni¢im jinym nez Cauchyho ne-
rovnosti (4.14), kterd je tim dokazana.
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Vratme se nyni k dakazu trojihelnikové nerovnosti.
Uzijeme-li oznagen{ z obrazku 62 a Cauchyho nerovnosti,
muZeme psat

AC* =wwW = (u+ Vv)(u+ V)=
= uu + vv 4+ 2uv <
= uu+ vv 4 2/u||v| =
= AB? + BC* 4 24B.BC = (AB + BC)*.

Tim je ovdfena trojihelnikovd nerovnost, a tedy

ivéta 4.10.

4.11. Odchylka dvou vektorii a odchylka dvou pfimek
Jsou-li w, ¥ dva nenulové vektory, mizeme Cauchyho
nerovnost psat ve tvaru
uv
— (a7

V tomto piipadé ma tedy rovnice

uv

Ta[[v (4.16)

cos ¢ =

v nfZ neznamou je ¢, vidy v intervalu (0, #) pravé
jedno feSeni. Dohodneme se, Ze &islo ¢, které je timto
fefenim, budeme nazyvat odchylkou dvou nenulovych

vektort W, V. Jestlize ¢ = % , fekneme, Ze (nenulové)

vektory WM, V jsou vzdjemn& kolmé. Z rovnice (4.16)
okamzité plyne, Ze dva nenulové vektory jsou vzajemns
kolmé pravé tehdy, jestlize jejich skalarni soudin je
roven nule.
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Méme-li urdit odchylku ¢ dvou pfimek, budeme postu-
povat ndsledovné: '

Zvolime si nenulovy vektor W rovnobéiny s prvou
pfimkou a nenulovy vektor ¥ rovnobdiny s druhou
ptimkou. Dohodneme se, ze hledanou odchylkou budeme

/

rozumét ¢&islo ¢ z intervalu \0, %> stanovené rovnicf

CoB p = ’—I—E'Lg . (4.17)

UkédZe se, Ze rovnice (4.17) ma v intervalu / 0, 3 >

vidy pravé jedno FeSeni a Ze toto FeSeni je nezawslé na
volbé vektori W, Vv, které jsou s uvaZovanymi rovno-
b&%né. Dvé piimky, které maji odchylku rovnou d&islu

n ra rd rd .
5 » hazyvime kolmymi.

Ctenéfe mozna prekvapuje abstraktni ptistup k po-
jmam odchylka dvou vektori a odchylka dvou pfimek.
Jeo dulezité si uvédomit, zZe pokud se pohybujeme v pros-
toru E,, vystadime vcelku s nazornym pojetim 3. kapi-
toly. Pokud oviem zkouméame prostor E,, kde n > 3,
nemime jinou moznost, nez uvedené pojmy zavést
touto abstraktni cestou. Toto abstraktni pojeti neni
nijak v rozporu s tfm, co jiZ divno vime o prostoru Eg,
(resp. E,).

Da.léi studium odchylek, resp. dhlii, by nas mohlo vést
t¥eba az k trigonometrii rovinnych a sférlckych trojuhel-
nikid. Nenf to v souhlase s na3i koncepei. Zijemce
viak odkazujeme na knihu [1] naeho vynikajictho ma-
tematika sv&tového jména Eduarda Cecha.

Pro ilustraci uvedme asponi jednoduchy zpusob,
kterym lze z nasich piedpokladi odvodit znamou Pytha-
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gorovu vétu. Vyjdeme-li z oznadeni obrazku 63, mazeme
psat

AC? = (w4 v)(u+ V) = uu + vv 4 2uv. Jelikoz
piimky A B a BC jsou navzijem kolmé, je v = 0a tedy

AC? = AB? + BC?,

Tim je platnost Pythagorovy véty prokazéna, a to ne-
jenom v prostorech E, a E,, ale dokonce v n-rozmérném
euklidovském prostoru E,.

A u+y ¢

Obr. 63. K dikazu Pythagorovy véty.

4.12. Kartézska soustava soufadnic v E,,

Predpokladejme opét, Ze je dan euklidovsky prostor
E, a jeho vektorové zaméfeni W,. Necht afinni soustava
soufadnic {0, e,, €,, ..., €} prostoru E, ma tu vlast-
nost, Ze kazdy jeji vektor je jednotkovy a Ze kazdé dva
jeji rizné vektory jsou navzijem kolmé. Jinymi slovy
reteno nechf plati

lproi =3
ee, = < (4.18)
0 pro ¢ # j.
Potom {0, e,, e,, ..., €,)} nazyvame kartézskou sousia-

vou souradnic. Lze ukazat, Ze v prostoru E, vidy existuje
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kartézské soustava soufadnic. Dikaz provad&t nebu-

deme.
Zvolme tedy pevné v prostoru E, kartézskou soustavu

soufadnic. Politejme skaldrni soudin dvou vektori

W= (U, Uy, o0 Un), ¥ = (g, %, ...,0,), jojich sou-
fadnice uvazujeme vzhledem k této soustavé soufadnic.
Ziejm& W.V = (u,@; + u,@, + ... + u,e,).(v,&, +

+ v,@, + ... + vy@,). Odtud a z (4.18) okamZité plyne,
Ze

UV = 4,0, + Uy + ... + Up¥y . (4.19)

Tim jsme odvodili vzorec, ktery pro » = 3 dobfe zname
z tfeti kapitoly.
V prostoru E, si zvolme dva body 4 = [a,, a,, ..., a,]
B = [by, by, ..., b,), jejichZ soutadnice jsou opét vzta-
Zeny k uvazované pevné zvolené kartézské soustavé sou-
fadnic. Hledejme vzdélenost dvou bodé 4 a B. Z rovnice

= |B— 4| =|(B—4).(B—4)
a z rovnice (4.19) okamzité dostavame
AB = l/(bl —ay)? 4 (by—a)? + ...+ (ba—an).

Znovu jsme si tedy odvodili vzorec, ktery, jak vime,
v E, platf.

Uzavirdme tuto kapitolu. Nadhled, ktery dtenaf v po-
slednf kapitole ziskal, mu dovolu]e hlub3i pohled do
problematiky druhé a tieti kapitoly.
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2.2

2.3.
2.4,

2.5.

2.6.
2.7.
2.9.

2.10.
2.11.

2.12.

2.13.
2.14.
2.15.

VYSLEDKY CVICENI

§—4 = —;—(u +v), B—S = —%—(u—v), D—S =
1

=5 (V—w).

Ano, plati totiza = 0.b + (—1) (—a).

Rovnici miZeme upravit na tvar
A+B+C

(4—T) + (B—T) + (0—T) = 0 &ili ——5—— = T.
1 2
D— =__3'uv A_D=——3'u—v.

Ano, nebot ¢ = a + 2b.
Ziejmdé D—A = C—B; C—D = B—A.

X =1[8,3 —b5] + a(1,3,—1) + B (2, —1, —1); roze-
piSeme-li vektorovou rovnici do t¥i parametrickych
rovnic & vylouéime z nich parametry «, 8, dostdvdme
obecnou rovnici roviny 4z + y + 7z 4+ 16 = 0.
2x — 2y + 42— 18 = 0.

Ndvod. Vyjdéte z faktu, Ze dvé roviny rovnob&Zné maji
bud viechny body spoleéné, nebo nemaji Zddny bod
spoledny.

2z + y— 2z + 2 = 0; uzijte vysledku pfedchédzejiciho
piikladu.

Roviny maji prdvé jeden bod spoledny (1, 1, 1].
P=[1,1,1)
Reite pomocf svazku rovnic 6z + 4y + 4z + 4 = 0.

153



216. 4r—y—z + 5= 0.

217. K =[1,2,1}; L =[2,3,1].
218. K=10,0,2; L =[2 3,1].
32 ¢= T

3.3. Ctyfahelnik je kosodtvercem.
34. P=1[0,0,1].

35. P=11,1,1]

6. P=I[21,0]

3.7. d=1|5/11.
3.8. d=23.

17
9. d= VT :
3.10. d = J2/2.
M.z +y—z=0.
3.12. ¢ = /4.

313. 3y —2z=0, y+ 3z2=0.
314, —52z 4+ 22+ 10 = 0.

3.15. cosa = 0,3.)2; cosf = 0,4.]2, cosy = 0,5.}2.
11

26 °

347. X = [0, —4, 3] + a (5, 1, 3).

3.16. cos @ =

B A [w x (M—4)| _
3.18 d =] 3,42, d—AMsma—[M—Al—mT—
_ 1w x (M—4)]
(@] ’

3.19. sin ¢ = 1/J6.
3.20. 14y + 7z + 24 = 0.

321, 24+ 2y 4+ 22—20=0, z+2y+22+4=0.

1564



3.22.
3.23.
3.24.
3.26.

3.28.

0=245.

P =18)2.

V=14, vp=])14, cos¢p = /J62.

Oznaéme V ortocentrum &tyfsténu ABCD. Oznadme
a=A4A-V,b=B-V,e=C—V,d= D—V. Zftejmé
a(C—D) = 0 = a[(C—V) + (D—V)] = 0 =>a. (c—d),
podobnd ble —d) = 0= (a —b)¢c —d) = 0=
= (A—B).(C—D) = 0. Hrany AB a CD jsou tedy
na sebe kolmé, atd.

Zcela analogicky jako v odstavei 3.4 1ze ukézat, Ze vnajii

stiedy stejnolehlosti tii kulovych ploch leZi na jedné
pfimce. Na jedné pfimce tedy musi lezet body

a) S1a, 824, S14s

b) S“’ Sza: Su’

¢) 8145 S1ss Seas

d) Sl!i Sl!’ Slﬂ'

Eatgssituace je préavé ta, kterd je zachycena na obréz-
u 58.
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