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PREDMLUVA

Kdy?z se Zaci nasich stfednich Skol seznamuji s elementy
kombinatoriky, vznikd v nich dosti ¢asto mélo pfiznivy
dojem, jako by kombinatorika byla jen jakousi okrajovou
zédleZitosti bez hlubsiho teoretického podkladu, vhodnou
spiSe pro zibavné koutky nedélnich novin a casopisi.
Na obvyklé stfedoskolské tirovni se kombinatorika vétSinou
jevi jako mailo soustavnd tfiSt rdznych, navzdjem prili§
nesouvisejicich vzorcl a vztaht; kombinatorické tulohy se
tu obvykle fesi jen uvahami ad hoc, pomoci ,,zdravého
usudku“, Casto spiSe obratmym trikem. Ostatné i samotny
charakter feSenych dloh pfispiva k posileni dojmu umélosti
a malé praktické uZiteCnosti celé této discipliny. (Jen zcela
mimochodem: podobny osud tradi¢n€ stihd také pocet
pravdépodobnosu, snad proto, Ze je — aspodl na urovni
stfedni Skoly — uzce spjat pravé s kombinatorikou.) Do-
konce i u vysokoskolsky vzdé&lanych odborniki se miZeme
obcas jesté setkat s podcefiovinim kombinatoriky a naopak
s precefiovinim vyznamu a centrialniho postaveni tzv.
vy$s§i matematiky, zejména klasické analyzy.

Na druhé strané viak, jak tomu nasvéd¢uje cely sou-
dasny vyvoj matematiky, vyznam tzv. kone¢né nebo diskrét-
ni matematiky, a tedy také kombinatoriky, jeZ k ni patfi,
neustile roste. Nejenom Z%e se kombinatorika samotni
rozvinula tak, ¥e u? divno daleko pfesihla ramec tradi¢ni
ssnauky o permutacich, kombinacich a variacich®, ale
v posledni dobé jsme zejména sv&dky toho, Ze kombina-
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torika a ji pfibuzné discipliny nachézeji stile v&tsi uplatnéni
1 v prakrickych aplikacich matematiky v technickych a eko-
nomickych oborech. S kombinatorickymi tlohami se set-
kdvdme i v zddnlivé zcela vzddlenych oblastech mate-
matiky. A pro étenife Skoly mladych matematikit neni
bez vyznamu ani ta skuteCnost, Ze také v matematickych
olympiddach, at uZ nasich, domécich, anebo v olympiddich
mezindrodnich se takfka pravidelné objevuji ulohy kom-
binatorického rizu. Z tohoto hlediska se tedy hlubsi seznd-
meni s touto zajimavou matematickou disciplinou jevi jako
velmi Zidouci.

Neni 1ikolem této kniZky podat systematicky vyklad celé
kombinatoriky ¢i alesponi pfehled jejich hlavnich vysledki
a metod. Nase cile jsou mnohem skromnéjsi: chtéli bychom
seznamit Ctendfe se zdkladnimi myslenkami aspon jedné
obecné metody kombinatoriky, zaloZené na pouZiti tzv.
vytvorujicich funkci. Domnivdme se totiZ, Ze je to pravé
nedostatek obecnych metod a algoritmi, ktery pfispivd
k nezijmu o kombinatoriku. Krom¢ toho lze metody
vytvofujicich funkci s uspéchem vyuZit téZ jinde: v poltu
pravdé&podobnosti, pfi feSeni diferencnich rovnic atd.

Celd kniZka se skldda ze tfi Casti. Prvni pojednava o vzta-
zich mezi mnohoCleny a jejich koeficienty a navazuje tedy
dosti tizce na b&%nou stfedoSkolskou liatku. Druhd Cist
rozsifuje pojem mnohoclenu smérem k mocninnym faddm
(aniZ by ptirozené dospéla aZ k jejich systematické teorii).
Ve tfetd Cdsti pak teprve jde o kombinatorické aplikace
teorie vytvofujicich funkci. Pokud se tye ostatnich apli-
kaci vytvotujicich funkci, o t&ch jsou zde jen letmé a ne-
soustavné zminky; jejich dikladné&jsi zpracovani by si vy-
#4dalo mnohem vice mista.

Zbyva spad jen poznamenat, e metoda vytvofujicich
funkci a algebraické metody vubec nejsou jediné obecné
metody uZivané v kombinatorice. V této souvislosti bychom
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chtdli zvl4st€ upozornit na teorii grafii — dnes jiZ velmi
rozsdhlou, ale ve svych zdkladech i na tGrovni stfedni $koly
pfistupnou — kterd rovnéZz poskytuje kombinatorice, do
nf% byvd ostamé oblas zahrnovéna, nejen vlastni metody,
ale i problémy a podnéty k dalsi prici.

V Praze v uinoru 1972 Autor






MNOHOCLENY A JEJICH
KOEFICIENTY

1. Mnohoé¢leny. PfevdZnou vétsinu ¢tendft této kniz-
ky budou bezpochyby tvofit Zici stfednich $kol, ktefi se
hloubéji zajimaji o matematiku, takZe snad nebude ne-
mistné oCekdvat, Ze maji jisté zdkladni znalosti stfedo-
Skolské algebry. Pljde tu pfedevsim o mmohoéleny (poly-
nomy) s redlnymi koeficienty. Pfedpoklddime tedy, Ze nasi
¢tendfi znaji nejenom samomy pojem mnohoclenu, ale Ze
se sezndmili i s jednodu$$imi vlastnostmi mnohoéleni,
védinapt., co to jsou koeficienty mnohoélenu, absolutni ¢len,
stupel mnohoclenu, nulovy mnoho¢len atp., dovedou také
s mnohocleny zachézet, tzn. upravovat je a providét s nimi
zakladni pocetni operace s¢itini a ndsobeni, umé&ji dosa-
zovat do mnohoClenu za proménnou reialné hodnoty atd.
Mohou si ostam& — pokud by si snad v té€chto vécech
nebyli jisi — své v&domosti o mnohoclenech doplnit
a z obecnéjSiho hlediska prohloubit prostudovdnim p¥i-
sluSnych partii 26. svazku Skoly mladych matematkuy,
tj. knizky K. Hrusi Polynomy v moderni algebfe (Mlada
fronta, Praha 1970). Cetbu HruSovy knizky méZeme do-
porulit viem, neni viak nezbytné€ nutni pro porozuméni
nasemu dal$imu vykladu.

Mnoholleny zde budeme obvykle psit v zikladnim
tvaru se Cleny uspofaddanymi podle mocnin proménné

@y + @x + ax? L ...+ anxt, ey

pfiCemZ vé&tSinou nevypisujeme Cleny s nulovymi koefi-
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cienty ani koeficienty, které jsou rovny jedné. Zipis (1)
vyjadfuje tedy mnohollen stupné #, je-li an # 0, resp.
obecné mnohodlen stupné nejvyse n.

Pfedpokliddme také, Ze nasi Ctendfi védi, Ze dva mnohe-
Cleny jsou si rovny (a to identicky, pro viechny redlné
hodnoty proménné x) prdvé tehdy, jestlize maji u stejnych
mocnin proménné vesmés také stejné koeficienty. Této
véty budeme v dalSim Casto pouZivat.

Pro tuplnost pfipojme jesté snad dplnou samoziejmost,
Ze znalost mnohocClentd a pocetnich operaci s nimi nutné
ptedpokladd znalost redlnych &isel (a operaci s nimi), jez
v mnohoclenech vystupuji v roli koeficienti: jednak se
operace s mnohodleny i etné jejich vlastnosti obvykle
prevadéji na obdobné operace s jejich koeficienty, jednak
tvofi redlnd ¢isla vlasmé jen zvlaStni pfipad mnohoClentt —
mnoho¢leny nultého stupné neboli konstanty.

2. Binomické koeficienty. JiZ na stfedni Skole se pii

ruznych pileZitostech setkdvdme s Cisly (Z), definova-
nymi pro celd n = k& = 0 vzorcem

() = kl(n . Fm—pr O=D; @
tuto definici pak rozSifujeme pro vSechna celd neziporni
n, k tak, Ze pti k£ > n klademe (Z) =0.

V kombinatorice znime Cisla (Z) pod ndzvem kombi-

naini &sla: &slo (%) udévé ,,podet kombinaci k-té tfidy
z nprvki®, neboli — vyjddfeno modernéjsi terminologii
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— pocet viech ruznych k-prvkovych podmnoZin dané
mnoZiny o n prvcich.

V jiné souvislosti se nam cisla (Z) objevuji v tzv. bino-
mickém vzorci, tj. ve vzorci pro #-tou mocninu dvojélenu
(binomu):

i p ()t (Doos (a4
o+ (et () b

zde se Cislim (Z) tika binomické koeficienty.
O obou téchto vyznamech i o etnych dalSich vlast-
nostech Cisel <Z) pojednidvd mj. kniZka J. Sedldcka,

Faktoridly a kombinacni Cisla, kterd vysla jako 10. svazek
Skoly mladych matematiki (Mlad4 Fronta, Praha 1964);
doporutujeme Ctendfim, aby si ji pfileZitostné& také pro-
Cetli.

V dal$im nis budou zajimat pfedeviim vlastnosti Cisel
(Z) jakozto binomickych koeficientti; k souvislostem

s kombinatorickymi problémy se vritime aZ pozdéji, ke
konci na$i knizky. Budeme tu vychdzet z binomického
vzorce (3), ktery si vSak upravime dosazenima = 1, b = x
na vyhodnéjsi tvar

a+ar=(Q)+ @ x+ Q)+ + () #+

+...+(Z)xn="2(2) xk @

(n =0, celé



¢islo (Z) je tu koeficientem pfi x* v mnohoclenu (1 + x)».

Nékteré jednoduché vlastnosti Cisel (Z) jsou vieobec-

n& znim¢é a snadno se odvodi pfimo z jejich definice (2).
Tak napf. vime, Ze pro vSechna celd nezdpornd n, k plati

Zii>=(k11)+(2) (%)

Pfimy dikaz rovnosti (5) pomoci vyjadfeni (2) neni oprav-
du nijak obtiZny a vyZaduje jen jisté elemementdrni dpravy
odpovidajicich vyrazh. Jestlize vSak uZ zndme vztah (4),
muZeme ho vyuZit k ponékud méné pracnému odvozeni
rovnosti (5). Skute¢nég, stadi k tomu vyjit z identity

A+x) =014+ +x)=>0+ %"+
+ x(1 + x).

Podle véty o rovnosti koeficientii v mnohoclenech, kterou
jsme si pfipomnéli v pfedchozim odstavci, je koeficient
pri x’c*1 v mnohoclenu na levé strané — a to je pravé cislo

k + 1) — nutné roven odpovidajicimu koeficientu

v mnohodlenu na pravé strané, resp. souctu viech takovych
koeficienti v mnohollenech, jejichz soulet tuto pravou

stranu identity tvofi. To vSak je pravé soucet ¢isel ( & _T_ l)

a (Z) ; tim je rovnost (5) obecné dokizana.

Véty o rovnosti koeficienti vSak muZeme pouZit také
v obriceném sméru. Maji-li dva mnohocleny vesmés stejné
koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné, jsou si
také identicky rovny a muZeme tudiZ do nich dosadit za
~roménnou libovolnou redlnou hodnotu; rovnost ztistane

chovina. Také tohoto postupu dosazovini realnych



hodnot za proménnou lze vyuZit k odvozeni riiznych
vztahil a vlastmost binomickych koeficientt. Takika tri-
vidlnim pfikladem je diikaz zndmé rovnosti

D+D+@)+-- . +G) + ..+ (=250

dostaneme ji ze (4) dosazenim x = 1. )

Tyto dva jednoduché ptiklady naznaCuji vlastmé jiZ
zdkladni myslenku celé dalsi teorie, vyuZiti véty o rovnosti
koeficientl k odvozovini vztahli mezi nimi; tuto myslenku
budeme nyni ddle rozvijet. Nejprve si viak pro pocviceni
odvodime obdobnym zpasobem jest¢ né&kolik dalSich,
znimych i méné& znidmych, prostych i méné samoziejmych

72 v n
vlastnosti ¢isel ( k) .

Priklad 1. Pfimym zobecnénim vzorce (5) je rovnost

CEM=XO G, o

platna pro celd nezdporna n,ma k= 0,1,2, ..., n + m.
Odvodime si ji snadno porovninim koeficientt pti x*
v mnoho¢lenech v identit&

A+xpm=(0+ 21+ x)m.

Predpoklidime, Ze si Etendf dovede pFedstavit, jak vypadaji
koeficienty v sou¢inu dvou mnohoéleni. Vzorec (5) je pak
specidlnim pfipadem vzorce (7), a to pro m = 1.

[
Pfiklad 2. Celkem snadni a ostatng z (2) zcela zfejma
je rovnost
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B=0G"w ®)
n=k=0;

muZeme ji ziskat i tak, Ze ve vzorci (4) budeme pfedpokli-
dat x + 0 a poloZime y = 1/x; bude pak (identicky)

3 @umaror= (1) = b
1 < " n
= 2 (DF=2 (D=3 () =
=k§=:o (e lr)*

Jak vidime, miZe byt nékdy pHma4 cesta snazsi neZ oklika

pfes koeficienty mnohodlent, to_vSak nijak nesnifuje uZi-
tecnost obecného postupu.

Aby vztah (8) platil i pfi k> n,kdy je (Z) = 0, dopl-
fluje se n&kdy definice Cisel (Z) pro zidpornd % tak, Ze
také zde klademe (Z) = 0 (tedy pron = 0 > k).

PFiklad 3. Trochu méné znim4 je snad rovnost

EMOR ®

K jejimu odvozeni uZijeme rovnosti (8), kterd umoZiuje
psit (9) ve tvaru
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2nN _ S n - n

GENGIADE
Potom vSak jiZz nejde o nic jiného neZ o zvlastni pfipad

rovnosti (7), poloZime-li vni m = n, k = n.
PiSeme-li v (4) viude —x misto x, dostaneme vztah
A== (F) (—1p*; (10)

k=0

v mnoho¢lenu (1 — x)* je tedy koeficient pfi x* roven
(—1) (}). Také odtud Ize odvodit fadu zajimavych

vlastnosti ¢&isel (Z) Dosadime-li nap¥. do (10) x = 1,
dostaneme

G-r= 0= 3 ()= () - () +
+O) -+ (D).

Podobné dosazenim x = 2 vychazi

n

> =2¢ (B) = (1. (12)

P¥iklad 4. Ponévadz (1 + x) (1 — x) = 1 — «2, plad
identicky

A+2(0—xr=10—x2). r

Porovninim koeficient pfi stejnych mocnindch pro—nsin/e
% odtud dostdvime podle toho, zda jde o sumsu & lichou
mocninu, jednak /

PR
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S @) Gt ) - 0" ()

pro 0 < m < n, jednak

kZ.o (=1F (Z) <2m +n1 — k) =0

pro viechna m = 0.
Priklad 5. UkdZeme si nyni jesté jedno zobecnéni vzta-
hu (5); vyjdeme pfitom ze zniamé identity

artl — prtl — (a _ b) (an + ar-1p —+ anr—2h2 +
4+ an B . gkl by, (13)

Poloime zde a = 1 + x, b = x, takZe

(1 + x)n+1 — xn+l = (1 + x)n + x(l + x)”‘l -+
+ 214224+ .. F 214 x) + 22, (137)

V této identit€ porovname koeficienty pifi x¥(k = O, 1,
2, ..., n) na obou stranich; obdrZime tak rovnost

CED=@+GZD+GZD+ av
(n_k) =;(k:

PiSeme-lizdem=n—k+ 1,tj. n=m + k& — 1, dosta-
ne rovnost (14) novy tvar, totiZ

NGYE ("‘”_1) D+ an

e 5O e
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Vzorce (14') jesté pouZijeme v dal$ich odstavcich.

Vzorci a vztahy, které jsme si tu doposud uvedli, nejsou
pfirozen& vyCerpany viechny moZnosti. Odvozeni nékolika
dalsich vztaht pfenechavame pro pocviCeni Ctendfi.

Cuiceni
DokaZzte
L (3:)22:0(2)(”42]@)’ 0O=m=n.
2. ,,Z, (— 1) (n;k) (Z):O’ 0<m<n.
> ;(Z)(::,’; =2 (", 0o<msn.
z _l)ki-l
4. gl(Z) (k—l—l :nll, n=1,273,...

SRR

3. Stirlingova ¢isla. Pfirozené mocniny dvojélenu 1 +
+ x, resp. | — x nejsou oviem jedinymi mnoho¢leny,
jejichZ koeficienty maji zvld$tni vyznam. Podobnou dlohu

jako binomické koeficienty (Z) hraji v kombinatorice
i jiné koeficienty, mj. tzv. Stirlingova &isla, jeZ si nyni za-
vedeme.
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Souciny tvaru
mm—1Dm—2)...(m—n-+1)

potkdvime v kombinatorice takfka na kazdém kroku,
vlastné i v binomickych koeficientech. Nahradime-li zde
m proménnou x, dostaneme mnohoclen

Fix) =x(x—Dx—2)...x—n+1) (15
ziejmé n-tého stupné. PiepiSeme si jej v obvyklém tvaru,
uspofddany podle mocnin proménné x a oznalime s(, &),
k= 0,1, ..., n,jeho koeficienty, tedy

Fu(x) = s(n, 0) + s(n, Dx + s(n, 2)x2 4+ ... +
+ s(n, n)x» . (16)
Cisla s(n, k), k= 0,1, ...,m; n=1,2,3, ... se nazyvaji
Stirlingova &isla prontho druhu. K jejich vyznamu v kombi-
natorice se je§té vritime pozdéji, zde si jen — stejnym
zpusobem jako v pfipadé binomickych koeficienth — for-
malné odvodime n&které vztahy a vlastnosti Stirlingovych
Cisel.
Bezprostfednim porovndnim vyjadfeni (15) a (16) zjisti-
me, Ze je vidy, tj. pro vSechna pfirozeni n,
s(n,0) =0, snn)=1, ¥)
a Ze pro k > nje s(n, k) = 0, nebot F,(x) je stupné& pravé ».
Zaroven je viak z (15) ihned vidét, Ze plati
Fp1(x) = Fu(x) . (x — n) = xFp(x) — nFn(x). (18)
PrepiSeme si tuto identitu pomoci (16)
n+1 n n
Z s(n + 1, k)xk = z s(n, B)xk+1 — Z s(n, k)xk .
k=0 k=0 E=0
Porovninim koeficient pfi stejnych mocninich promé&nné
x dostaneme vztah
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sn+ 1L,E)y=s(n,k—1)—ns(n, k), 1=<k=<n. (19)

Spolu s hodnotami (17) umoZiuje ndm rekurentni re-
lace (19) postupné vypocitat viechna Stirlingova ¢{isla
pro n = 1, 2, 3, ... Né&kolik hodnot s(n, k) pro mald
n, k2 (< 8) uvidime v nisledujici tabulce, kde jsme pfi-
pojili téZ konvenci stanovené hodnoty s(0, 0) = 1, s(0, ) =
=0prok > 0 — tzn. Fy(x) =1 —:

k= 1] 1 2 3 4 5 6 78
n=0 1 0 0 0 0 0 o0 00
1 0 1 o 0 0 0 0 00
2 0 -1 1 0 0 0 0 00
3 0 2 -3 1 0 0 0 00
4 0 —6 11 —6 1 0 0 00
5 0 24 -50 35 —-10 1 o0 00
6 0 —120 274 -225 8 -—15 1 00
7 0 720—1764 1624—735 175-21 10
8 0 —5040 13068 —13132 6769 —1960 322 —28 1

Vztah (18) neni ovSem jedinou moZnou upravou rov-
nosti (15). Stejn& dobfe muZeme podle (15) psit napf.

F, n+1(x) = xF, ﬂ(x - l) s (20)
odkud po pfechodu k vyjidfeni (16) plyne rovnost

n+1 n

Z s(n + 1, k)xk = Z s(n, k) x(x — 1)F =

k=0 k=0

- 2 s, k)i (f) I+ (—1)EH
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Dalsimi, celkem jednoduchymi upravami odtud dostdvime
nakonec identitu

n-1

Z stn + 1, B)xk = (21)

k=0

3

— 2‘ " n-i—k(r—kli— 1) (= snr+k—1).
k=1 r=0

Jako obvykle porovnime ted koeficienty pfi x* na obou
strandch identity (21) a mime

n-1—k

sm+Lm==z(—wc*f—*ymr+k—nmﬂ)

nebo po dosazenim=n+1, g=1r -+ &,
s(m, k) = (229

=S (I Dm—1, 9= 1), 1sksm.
a=k

PFiklad 6. Pron =1, 2,3, ... plati

z (é) s(n + 1,5) = (23)
J=*k
—s(n, k) + stk — 1), l<k<n—L1

Tuto rovnost lze rovnéZ odvodit z (20), jestliZe tam na-
piSeme vSude x + 1 namisto x, tedy

Frpa(x + 1) = (x + 1) Fy (x) = xFa(x) + Fa(x). (20"
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Podle (16) pak bude jednak
nt+1

Faa(x+ )= s+ 1,5+ k=

‘ k=0

=Z; S+ 1, B) é(f) o=
n+1l n+1 .

= ZO xk Z:k (i)s(n + L),

jednak

xFa(%) + Fa(x) = Z s(n, B) xF+1 + Z s(n, k) 3k =

k=0

= 5, 0)x" + > [s(m, k — 1) + st R + o(m, m) an.

A nyni stadi jiZ jen opé&t porovnat koeficienty pfi x*, & = 1,
2, ..., n + 1, abychom dostali poZadovanou rovnost (23).

P¥iklad 7. Proj =0, 1, 2, ..., n plat

;Z;- s(n, k) (f) [nk—j — (= l)n—k] =0. (24)
K odvozeni této rovnosti vyjdeme opét z (15), kde vsak
misto x piSeme viude —x — 1, tedy
F(—x—1)=(—x—1D(—x—2)...(—x—n).
Odtud viak plyne uZitetny vztah
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Fa[—(x + D] = (=1)* Fa(x +n) . (25)

Ptejdeme nyni k vyjidfeni (16); na levé strané identity (25)
dostdvime postupné

n

> stm k) (—1F (2 + 1)t =

k=0

n k
= z s(n, k) (— 1) Z (f) xl =

J=

= Z ! Z (~1p s B) (5)

j=0 k=j
kdeZto na pravé strané vyjde

(=D > sln, B) (x + nt =
k=0

= (—1)» Z s(n, k) i (f) xink—1 =

k=0

= ;o x Z, (—1)» s(n, &) (?)n"-f :

Porovnime koeficienty pfi stejnych mocninich x a ode-
Cteme

kz s(n, &) (f) [(_l)nnk—f _ (_1)k] =0.

=i
Vynéisobenim této rovnosti Cislem (—1)» dostaneme (24).
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Pro pocvieni prenechdvime ¢tendfim odvozeni néko-
lika jednoduchych vztaht; k jejich formulaci poskytuji
inspiraci vysledky uvedené vyse (véem¢ tabulky hodnot
s(n, k)).

Cuileni
DokaZte
6. s+ 1,)=(—Dmrn!, n=20,1,2, ...
7. s(n+1,n)=—(n_51> , n=2012, ...

8 > s(n,k)ln"—’(—l)""‘] —0, n=1,23, ...
k=0

4. Derivace. Pojem derivace funkce patfi svou pod-
statou do matematické analyzy a pojat obecné piesahuje
ponékud rdmec vSeobecnych stfedoskolskych znalosti.
V algebie viak mufeme definovat derivaci mnohoclenu
zcela formdlné jako jistou operaci provedenou s jeho koe-
ficienty, bez pfimé souvislosti s viznamem derivace jakoZto
limity podilu pfirtstkit funkce a jejiho argumentu; to si
nyni ukdZeme.

M¢jme dén mnohoclen

Mxy=ay+ aix+amx®+ ... +anxr = (26)

n
= Z axx® 3
k=0

jeho derivaci nazveme a M'(x) nebo DM(x) oznalime
mnohod¢len
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ME)=ay+ aw +a'sx2+ ... + a'px” ,

pro jehoZ koeficienty plati @’y 1 = kar (k= 1,2, ..., n),
a'y = 0 pro k = n, tedy mnohoélen

M'(x) = a1 + 2asx + 3ax% + ... + nazx*-1 = (27)

n n—1
= Z kapx*-1 = Z (B + 1agax* .
k=1 k=0

Piiklad 8. Derivaci mnohoélenu

2—3x2 + 53— x7 4 &8
je mnohoclen
—6x + 15x2 — Tx% + 8x7 ;

derivaci mnohocClenu 3 — x -+ %x“ je mnoho¢len —1 +

2
+ 3 x3.

Z definice derivace mnohoc¢lenu je zfejmé, Ze derivaci
mnoho¢]lenu stupné # > 0 je mnohoclen stupné n — 1.
Derivaci mnohoclenu stupn€ nula (tj. konstanty) je vidy
mnohoclen nulovy: je-li M(x) = ¢ je M'(x) = 0; také
derivace nulového mnoho¢lenu je mnohoclen nulovy

Derivace mnohoélenu je jednozna¢én& urlena jeho koe-
ficienty. Plati-li pro dva mnohoc¢leny M(x), N(x) rovnost
M(x) = N(x) (ve smyslu idendty, tj. rovnosti vsech koe-
ficienta), plati také M'(x) = N’(x) Toto tvrzeni nelze
obrétit, nebot existuji zfejmé rizné mnoho¢leny majici
stejnou derivaci. Jsou-li

M(x) = ag + a1x + ax® + ... + aux®
N(x) = a, + a1x + asx® + ... + azx*

a

22 i



dva mnohocleny s riznymi absolutnimi &leny (a, # &),
maji pfesto touZ derivaci

M'(x) = N'(x) = a1 + 2a2x + 3a3x%2 + ... + nax"1 .

Vzhledem k poletnim operacim sCitdni a ndsobeni
mnohodlent plati pro operaci derivovani nasledujici jed-
noduchi pravidla:

1. Derivace sou¢tu dvou mnohoclend je rovna souétu
jejich derivaci

DIM(x) + N(x)] = DM(x) + DN(x) .  (28)

Skute¢né, necht M(x) = Z aix¥, N(x) = X bix¥, pak
D[M(x) + N(x)] = D[Zarx* + Zbgx*] =
= D[E(ak —I— bk)x’”] = Vk(ak —{— bk)x"‘l =
= Zkapxi-1 + Zkbyxk-1 = DM(x) + DN(x) .

2. Je-li ¢ redlné Cislo a M(x) mnohoc¢len, pak derivaci
mnoholenu ¢M(x) je c-nisobek derivace mnohoclenu

M(x)
D[cM(x)] = cDM(x) . (29)
Je totiZ pro M(x) = Zagx*

D[cM(x)] = D[cZarx*] = D[Zcapxt] =
= Zkcayxk-! = cZkapxt-1 = cDM(x) .

Derivaci mnoho¢lenu x* (¢ = 0, 1, 2, ...) je zfejmé
vidy mnohoclen kx*~-1; zndme-li pravidla 1 a 2 a umime-}
derivovat tyto jednoduché mnohodleny tvaru x*, umime
uZ derivovat libovolny mnoho¢len, nebot si kazdy mnoho-
€len M(x) miuZeme pfedstavit jako soufet mnohoclent
(vlastné jednoclentl) tvaru x* ndsobenych redlnymi kon-
stantami (koeficienty mnohoclenu M(x)).

3. Pro derivaci soucinu dvou mnohoclenti plati vzorec
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D[M(x) . N(x)] = M(x) . N'(x) + M(x) . N(x) . (30)

Necht M(x) = Z axx¥, N(x) = Z byx7, potom
D[M(x) . N =D [ Z axk . Z bt | =

=D [Ek: Z a,,b,xw] = Z Z (k + farbpck+i-1 =
3 Z Rty + 2, Z a1 —

= Z kakx" -1 Z b;xf —l— Z akxk z ]bjxf -l =

= M'(x) N(x) + M(x) N'G) .

PFiklad 9. Necht M(x) = 1 + 2x + 2 Nx)y=1-—
.— 2x + x? a pocitejme derivaci soucinu obou téchto
moohodlenti. Je M'(x) = 2 + 2x, N'(x) = —2 + 2x,
takZe podle (30) bude
D{M(x) . N(x)] = M'(x) N(x) + M(x) . N'(x) =
=R+2x)(1—2x+ 22+ (1 4+ 2x + x2) (—2 + 2x) =

=2—2x—2x2 4+ 2x3 — 2 — 2x 4 222 4 2x® =
= —4x+ 43 .
Na druhé strané viak snadno zjistime, Ze M(x) = (1 + x)3,
Nx)=(1 —xp,takie M(x) . Nx)=[(1 +x») (1 — x)2=
= (1 — x2)2 = 1 — 2x2 + x4, a tedy ptimo podle definice

derivace je
D[M(x) . N(x)] = —4x + 4x° ;
obé cesty vedou pfirozené k témuZ konecnému vysledku.

Vzorce (28) a (30) lze indukci snadno rozsitit na pfipad
libovolného (konecného) poctu séitancii, resp. Cinitelu.
Z (28) tak méme pro m mnohoclend Mi(x), Mx(x), ...
Mm(x)
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D[> M| = 2 M) =M@ + M)+ (D
=1 =1
’ L M)
a obdobnym zobecnénim vzorce (30) je
D[Mi(x) Ma(x) ... Mu(x)] = M'1(x) Ma(x) ... Mm(x) +
+ M) Ms(x) My(x) ... Mu(x) + ... +
+ Mi(x) Mo(x) ... Mn_1(x) M'n(x) ,
_ (32)
tj.
D [ i M,(x)] = ZM',(x) DI Mi®). (32)
=1 =1 k=1,k=j
Polozime-li v (32) M;(x) = M(x) pro viechna j = 1,
2, ..., m, dostaneme vztah
DM™(x) = mMm™-1(x) M'(x) (33)
(vzorec pro derivaci mocniny mnoho¢lenu).
P¥iklad 10. Necht M(x) = 1 + x, takZe [M(x)]" =

= (1 + x)m, a politejme derivaci DM™(x). Podle (33)
to bude

DMm(x) = D[(1 + x)™] = m(l + x)m-1 . 1 =

m—1
—m 2D

Ziroveti viak (1 + x)m = Z (2’) x*, takZe

k=0

25



m—

D[(1 + x)n] = Z 3¢9 x"’1=k 0(k+ 1) (k;"_ )

k=1 =

Z porovnani obou vysledki vyplyvé celkem zndmy (resp.
z (2) ztejmy) vztah mezi binomickymi koeficienty

G+ G D =mn("7 D). k=0L..,m—1
(39)

Priklad 11. Jak jsme si pravé uk4zali, plati pro m > 0

D[(1 + *)m] = Z k (Z’) xb-1 = m(l + x)m-1 .

k=1

Dosadime-li sem x = 1, vyjde nim novy vztah pro bino-
mické koeficienty

i k (';:) =m2mt (35)
k=1

miZeme ho jinak ziskat téZ porovnanim (34) a (6).

PonévadZ derivace kaZdého mnohoélenu M(x) je sama
opét mnoho¢lenem, muZeme ji znovu derivovat, vysledek
— tedy derivaci derivace M’'(x) — nazveme druhou derivact
mnohodlenu M(x) a oznacime M"(x) nebo D2M(x):

M"(x) = D2M(x) = D[DM(x)] .

Obdobn® definujeme dale derivaci tfeti, ctvrtou atd.,
obecné k-tou (2 = 2, 3, 4, ...) jako derivaci derivace
(B — L)-vé:

DiM(x) = D[D*-1 M(x)] . (36)
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Jest oviem D!M(x) = DM(x) = M'(x); umluvime se
navic, Ze pod nultou derivaci D°M(x) budeme rozumét
samotny mnohodlen M(x). Tato konvence nim zjednodusi
né&které dalsi uvahy a vzorce, napf. (41). Pro vSechna celd
nezipornd n, m bude pak platit, jak snadno nahlédneme,
vztah

D#[D2M(x)] = Dm+sM(x) . 37

Pro prvni derivaci M’(x) mnoho¢lenu (26) midme expli-
citni vzorec (27); jeho obdobou a zobecn&nim pro k-tou
derivaci je

DHM(x) = > j(j — 1)...(i — k + Lap* =

i=k

n—k
=> G+DG+2 .- (+Raax,  (38)

jak se snadno dokaZe indukci.
Zatimco pravidla 1 a 2 pro derivaci souctu a konstant-
niho nisobku se daji bezprostfedné pfenést i na pfipad

¥V

vyssich derivaci
D¥M(x) + N(x)] = D*M(x) + D*N(x) ' (39)

= U lyay ..
DH{cM(x)] = cD*M(x) , /(40)
je zobecnénim vztahu (30) sdm o sob& zajimavy tzv.
Letbniziv vzorec pro k-tou derivaci soucinu
k

DHM(x) . N(x)] = > (f) D/M(x) D¥ N(x) . (41)

~-J1=0

Vzorec (41) se dokdZe snadno indukci. Pro 2 = 1 je (41)
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totéZ co (30) a pro k2 = 0 je to trividlni identita. Indukéni
krok pak vyuZivd vztahu (39) a (36) a oviem také (5),
totiz

D [M(x) . N(x)] = D(D*[M(x) . N(x)]) =
-D [i (f) DIM(x) Dk~ N(x)] =

=> (f) [D#+1M(x) D¥~7 N(x) + D?M(x) D¥~4+1 N(x)] =

~ MEADHNG + > [(jfl) +(f)] .
. D/M(x) D¥1-7 N(x) + D*-1M(x) . N(x) =

k+1

=> (k JJF 1) D/M(x) D+~ N(x) .

Rekli jsme si uZ — a také (27) to potvrzuje —, ¥e deri-
vovidnim se sni*i stupefi mnohoClenu o jednotku; A-td
derivace mnohoclenu stupné # je tedy mnohoclenem stupné
n — k, pokud n = %, jak je ostamé vidét také z (38). Pfi
k > nje uZ k-ta derivace identicky rovna nule (je to nulovy
mnoho¢len).

Maji-li dva mnohocleny M(x) a N(x) stejné k-té derivace
DEM(x) = D N(x), pak jejich rozdil M(x) — N(x) m4,
jak plyne z uvedenych pravidel (39) a (40), k-tou derivaci
rovnou (identicky) nule, a je tudi¥ sim mnoho lenem
stupné niZsiho neZ &, pFip. je to pfimo mnoho¢len nulovy,
kdyz M(x) = N(x).

Jestlize do mnohoclenu (26) dosadime x = 0, dostaneme
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M(0) = a,y. Dosadime-li touZ hodnotu do derivace M'(x),
vyjde M’'(0) = a;. Obecné pak pro k-tou derivaci (¢ = 0,
1,2, ..., n) vychdzi z (38) rovnost

DtM(0) = k! gy . (42)

Obricené tedy miizeme vyjddfit koeficienty ax (¢ = 0, 1,
2, ..., n) mnohoClenu (26) pomoci hodnot jeho derivaci
D*M(x) prox = 0

1
ax = 77 D*M(0)

takZe plati
M(x) = M(0) + xM'(0) + »* % M©) + ... + (43)

1 — xk

k=0

DEM(0) .

Vzorec (43) se nazyvad MacLauringva formule.

P#iklad 12, Pomoci MacLaurinovy formule se d4 také
mj. odvodit binomicky vzorec, tzn. dokdzat, Ze koeficienty
mnoho¢lenu

By(x)=(01+ x)r = Z (Z) xk
k=0
jsou diny vzorcem (2). Podle (33) mime totiz DBy(x) =
= nBy_1(x), takZe obecné pro =0, 1, 2, ... plati
DiBy(x) =n(n — 1) ... (n — k + 1)Br_i(x) . (44)
Odtud po dosazeni x = 0 vychizi podle (42)
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n_ mn—-Dmr—2)...n—k+1)
() = k! -

_ n!
T Rlm—R)!
a to je pravé vzorec (2).

Priklad 13. Ve tfetim paragrafu jsme poznali mnoho-
Cleny Fn(x), jejichZz koeficienty jsou Strlingova Cisla
s(n, k). PoCitejme derivaci F'n(x) podle vyjddfeni (15).
UZitim pravidla o derivaci soudinu dostivime

‘Flo(x) = D[Faa(x)(x —n+ 1)] =

=Fpax).(x—n+ 1)+ Fpa(x) .
Dosadme sem x = 0:

F’n(o) = Fn_l(o) - (n - l)Fln_]_(o) .

Avsak z (15) je vidét, Ze F,(0) = O pro n > 0, kdeito
Fy0) = 1. Zarovei je podle (16) F'»(0) = s(n, 1), takZe
celkem vychazi

s(lL, )=1,
s(m,) = —(n— Ds(n—1,1) .

Z téchto dvou rovnosti pak pfimo plyne
s(n, 1) = (=11 (n— 1!
(viz téZ cviéeni 6).
Cuoileni
9. Najdéte mnohocleny E,(x), n = 1, 2, 3, ..., takové,
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Ze E.(x) je stupné privé n a DXE,(x) = En_i(x)
(k=1,2,...,n— 1), DtE,(x) = 1.

Dokazte vztahy

10. Flo(x) = z Fi_1(x) Fu_s(x — k) .

k=1

11. D* [_iMj(x)] =i D M;j(x) ,

kde M;(x) (j = 1, 2, ..., m) jsou libovolné mnoho-
Cleny, & = 0.
12. D*M™(x) = Fy(m) M™~3(x) [M'(x)P® +
+ 3Fy(m) M™2(x) M'(x) M"(x) +
+ Fi(m) Mm1(x) M"'(x) ,
(Mm™(x) je m-t4 mocnina mnohoClenu M(x), m = 3,

3 Jy e 0o je

5. Substituce. Operaci, kterou jsme jiZ ¢asto s mnoho-
Cleny provddéli a kterou jsme povaZovali za dostatedné
znadmou bez zvlaStniho vysvétlovdni, je operace dosazeni
pevné redlné hodnoty za proménnou. Vysledkem dosazeni
je pak vzdy urdité redlné Cislo, hodnota mnohoélenu odpo-
vidajici dané hodnoté proménné.

Obdobnou (o0 néco obecnéjsi) operaci je ,,dosazeni‘
jednoho mnoho€lenu do druhého; tuto operaci si ted pro-
bereme. Pro odliSeni od prostého dosazeni &isla ji budeme
nazyvat substituci.

Még&jme dva mnohocleny

M(x) =ay + arix + ax? + ... + apx® = Z apx*  (26)
k=0

a N(x). Spolu s N(x) jsou oviem mnohocleny i vSechny
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jeho mocniny N¥%(x), £ = 0, 1, 2, ... (N%x) je mnoho-
¢en identicky rovny jedné.) Je tedy mnohoclenem také
soucet

n

ay + aiN(x) + asN2(x) + ... + axN™(x) = akN"(x)
Paer 5)

A pravé tento mnohoclen (45) bereme jako vysledek opera-
ce substituce mnohoélenu N(x) do mnohollenu M(x); zna-
cime jej obvykle M[N(x)].

Je-li M(x) = a, (mnohoClen nultého stupné), je také
MIN(x)] = a, bez ohledu na to, jaky mnohoclen N(x)
jsme vzali; je-li naopak N(x) = ¢ = konst., je M[N(x)] =
= M(c), tedy mnohoélen nultého srupné identicky rovny
hodnoté¢ mnohoclenu M(x) pro x = ¢. ZtotoZiujeme-li
mnohocleny nultého stupné — konstanty — s redlnymi
¢isly, vidime, Ze operace dosazeni (redlné hodnoty za pro-
ménnou) je zvldStnim pfipadem operace substituce, totiZ
substituce mnohoclenu nultého stupné, resp. mnohoclenu
nulového (je-li ¢ = 0). Obecné je pak stupeii mnohoclenu
MI[N(x)] roven, pokud v (26) je a» # 0, stupni mnoho-
¢lenu N7(x), a je tedy dén soudinem stupfitt obou mnoho-
Elentt M(x) a N(x).

PFiklad 14. N4§ znimy mnoho¢len (1 + x)* miZeme
mj. povazovat za vysledek substituce mnoho¢lenu N(x) =
= 1 + x do mnohollenu M(x) = x». Zirovedr odtud
vidime, Ze pfin > 1 je

N[M(x)] = 1 4 x* # (1 + x)" = M[N(x)]

substituce N(x) do M(x) je tedy obecné néco jiného neZ
substituce M(x) do N(x).
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Snadno se presvéd¢ime, Ze z rovnosti M(x) = P(x) +
+ Q(x) plyne takeé

M[N(x)] = P[N(x)] + Q[N(x)] (46)
pro libovolny mnohoClen N(x) a podobné ze vztahu
M(x) = P(x) . O(x) vyplyva

MIN(x)] = P[N(x)] . Q[N(=)] ; 47)

oba vztahy (46) a (47) se daji indukci roz$ifit na libovolny
pocet scitanci, resp. Ciniteld.

V disledku vzorcti (46) a (47) se pti provddéni substituci
nemusime omezovat jen na mnoholleny M(x) napsané
v zdkladnim tvaru (1), resp. (26); stali prost& psit v M(x)
viude N(x) misto x (v odpovidajici mocnin&) a vysledek
bude vidy stejny, totiz’ M[N(x)], bez ohledu na tvar,
v jakém je mnoho¢len M(x) pravé zapsan.

Prikladem uZité operace substituce bylo vlastn€ uz odvo-
zeni vzorci (20) a (20") nebo vyjidfeni F, (—x — 1)
v priklad& 7. Slo tu vesmés o velmi jednoduché substtuce,
v nich? byl mnohollen N(x) prvniho stupné. Takové
substituce nazyviame Knedrni; budeme se s nimi ¢asto
setkdvat (viz téz cvifeni 16).

Podivejme se jesté, jak vypada derivace mnohoclenu po
substituci. Podle (45) a pravidel 1 a 2 pro derivovini mime

DMINE]) =D > aN{x)= > a DINKx)] -

k=0
Avsak podle cvieni 12 je D[N¥(x)] = kN¥-1(x) . N'(x),
takze
DMING®D = > kaxNi-i(x) N'(x) =
k=1
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= N'(x) Z kapNE-1(x) .
k=1

Ale posledni soucet neni podle (27) nic jiného neZli vysledek
substituce mnohoélenu N(x) do mnohoc¢lenu M’(x); plati
tedy obecny vzorec

DM[N(x)]) = M'[N(x)] . N'(x) . (48)
P¥iklad 15. Mnohollen N(x) = 1 -+ 2x substituujme
do mnoho€lenu B,(x) = (1 + x)?, tedy
BiN®] = (1 + 1 + 2% = (2 + 2x)* = 2°By(x) .
Plati potom (podle pravidla 2 pro derivovini)
DB, [N(x)] = 2"B’n(x) = 2*nB,_1(x) .
Podle vzorce (48) viak je
DB,[N(x)] = B'z[N(x)] . N'(x) = nBn1[N(x)] . 2 =
=2n(l + 1 4+ 2x)»1 = 275 B, _1(x) .
P¥iklad 16. Pocitejme derivaci mnohoclenu F,(x) z vy-
jadfeni (15). Podle vzorce (20) bude

F'n(x) = D[xFp_1(x — 1)] =
=Fylx — 1)+ xFpa(x—1).1

Dosadme sem x = 0, vyjde
F'y(0) = Faa(— %) = (=D (- 2) A(=n+ D=

1yt (n — 1!

Ponévad? podle (16) a (42) je F'n(0) = s(n, 1), dostdvame
odtud znovu znamy vztah (srv. pfiklad 13 a cvieni 6)

s(n, 1) = (=11 (n— D!
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Jiz z vyjadfeni (45) je ziejmé, Ze vysledkem dosazeni
pevné hodnoty x = ¢ do mnohoc¢lenu M[N(x)] je stejnd
hodnota M[N(c)] tohoto mnohoclenu, jakou dostaneme,
kdyZ do mnohodlenu M(x) dosadime hodnotu mnohoclenu
N(x) pro x = ¢; je-li N(c) = d, je M[N(c)] = M(d). Toho
nyni vyuzijeme k odvozeni daliiho dileZitého vzorce.

Ozna¢me P(x) vysledek linedrni substituce mnohoclenu
N(x) = ¢ + x do mnoho¢lenu M(x) z (26). JeZto N'(x) = 1,
zjednodusi se vzorec (48) na vztah P'(x) = M'[N(x)], takze
bude zcela obecné

Dk P(x) = DEM[N(x)] , %£=0,1,2,... (49)

Dosadme sem x = 0; ponévadZ N(0) = ¢, dostaneme
z (49) rovnost
D¥P(0)=DsM(), %k=0,1,2,... (50)

Napi$me si ted MacLaurinovu formuli pro mnoho(len
P(x) a pfepiSme ji pomoci (50):
P(x) =

x¥D¥ P(0) = D+ M(c) .

k' k'
k=
Aviak P(x) = M[N(x)] = M(x €). Plat1 tedy
M(x + ¢) =
k=0
je to tzv. Taylorova formule, MacLaurinova formule (43)
je specidlnim pHipadem Taylorovy formule pro ¢ = 0.

Linedrni substituci mnohoclenu N*(x) = x — ¢ do mno-
hoclenu P(x) dostaneme (viz téZ cvifeni 14 a 16)

P[N*(x)] = M(N[N*(x)]) = MIN(x — ¢)] =
=Mx—c+¢c)= M) ;

formuli (51) 1ze tedy psat téZ ve tvaru

X DEME) 3 (51)
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M= > ("—;!f)—" Dt M(C) . 1)
k=0

Hned na zacitku naSich vykladi o mnohoclenech jsme
si v prvnim odstavci pfipomnéli duleZité tvrzeni o jedno-
znacnosti koeficientil, kterého jsme pak také ¢asto uZivali
jako udinného nastroje pfi odvozovini rtznych vztahu
a vzorcd. Podivejme se ted, jak se podobné otazky fesi pfi
provadéni substituci.

JiZ ze vzorce (45) je zfejmé, Ze pfi danych mnohoclenech
M(x) a N(x) je mnohoClen M[N(x)] (a tedy také jeho
koeficienty) jednoznalné urCen. Ptejme se vSak obricené,
zda, resp. za jakych podminek kladenych na mnohollen
N(x) 1ze k danému mnohoc¢lenu P(x) najit mnohoclen M(x)
tak, aby bylo P(x) = M[N(x)].

Odpovéd na tuto otizku zdvisi podstatné na stupni
mnohoClenu N(x). Oznaéme po fadé p, n, r stupeit mnoho-
&lenu P(x), M(x), N(x); ma-li byt P(x) = M[N(x)], musi
byt, jak vime p = nr. Rozli§ime proto tfi pfipady:

1. » > 1. V tomto pfipad¢ je nutné, aby cislo r bylo
délitelem ¢isla p. Jenom pak existuje n takové, Zze p = nr.
Je-li tomu tak, 1ze najit — a to pravé jedno — ¢islo, oznac-
me je an, takové, aby mnohoclen Ri(x) = P(x) — a.N*(x)
byl stupné r; niZsiho nezli p (Cislo @, snadno uréime jako
podil koeficientd pfi nejvyssich, tj. p-tych mocninich
proménné v mnohoclenech P(x) a N»(x)). Hledany mno-
hodlen M(x) bude pak existovat pravé tehdy, podafi-li se
nim vyjadfit mnohoélen R;(x) obdobné jako Mi[N(x)].
Ocitime se tak znovu ve stejné situaci jako na zalitku:
Cislo r, — stupeit mnohoc¢lenu R;(x) — musi byt délitelné
Cislem r; jediny rozdil je v tom, Ze stuperi mnohoc¢lenu
R;(x) je niZ8i, neZ byl stupefi mnohoclenu P(x). NaloZime-li
s Ri(x) stejné jako s P(x) atd., ur¢ime postupné koeficienty
hledaného mnohoclenu M(x). Pfitom musi byt pfi kazdém
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kroku splnéna podminka délitelnosti stuprit. Neni-li
splnéna, hledany M(x) neexistuje; je-li vZdy splnéna, jsou
jeho koeficienty ureny jednoznacné.

2. r = 1. Tento pfipad je jednodussi, mnohoclen N(x)
je prvniho stupné: N(x) = ¢ + dx, d # 0, takze N¥(x)
je stupné pravé k-tého. Lze tedy vzdy nalézt, a to prdvé
jedno (Cislo a, tak, aby mnohoflen Ri(x) = P(x) —
— aa(c + dx)» byl stupné niz§iho neZ » (je totiz nutné
n = p). Tim se nam podafilo sniZit stupefi daného mnoho-
¢lenu aspofi o jednotku. Opakujeme-li stejny postup, do-
staneme postupné vSechny koeficienty an, @n_1, ..., Gy
hledaného mnohoclenu M(x). V pfipadé linedrni substituce
N(x) = ¢ + dx existuje tak ke kazdému P(x) privé jeden
M(x), pro ktery je P(x) = M[N(x)].

Jiny zpusob, jak v tomto pfipad€ najit mnoho¢len M(x),
je provést linedrni substituci mnoho¢lenu

c 1
ata
do mnohoclenu P(x) (viz téz cviCeni 14 a 16).

3. r = 0. Posledni pfipad je trividlni. Je-li p > 0, ne-
existuje zfejmé Zadné =, pro které by bylo p = .0,
a tedy neexistuje ani Zidny mnohoclen M(x). Je-li naopak
p = 0, tzn. P(x) = b = konst., nelze mnoholen M(x)
urdit, resp. existuje jich nekone¢né mnoho. Je totiz N(x) =
= ¢ = konst. a podmince vyhovi vSechny mnoho¢leny
M(x), které pro x = ¢ nabyvaji hodnoty &.

N*(x) = — x

Pfiklad 17. Necht P(x) = 1 + 3x2 — 2x* 4 x5,
N(x) = 1 — x2; hledejme M(x) tak, aby P(x) = M[N(x)].
Jep =6,r = 2, tedy n = p/r = 3. Hledime a, z pod-
minky, aby mnoho¢€len

R\(x) = P(x) — ay(1 — x2)°
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byl stupné niZ$iho nez 6. Vyjde a; = —1, takZe Ry(x) =
= 2 4+ xt Je tedy r1 = 4 = 2r, a miZeme proto hledat
a3 z podminky, aby mnohoclen

Ro(x) = Ri(x) — az(l — x2)2

-byl stupné niZ§iho nez 4. Vyjde az = 1, takZe R: = 1 — 2a2,
Dile je viak uz zfejmé, Ze Rs(x) = 3 — 2N(x), takZe
celkem mame

P(x) = 3 — 2N(x) + N2(x) — N3(x) ,

Mx)=3—2x 4+ x2— x3 ;

hledany mnohoclen M(x) splujici P(x) = M[N(x)] tedy
existuje.

tj.

Cuvident

Dokaite:

13. Operace substituce je asociativni, tzn. Ze pfi P(x) =
= Ni[N3(x)], O(x) = N2[Nj(x)] vZdy plati P[Ny(x)]=
=NIO)] . N

14. Pro ka?dy mnohoélen M(x) plati, Ze je-li P(x) =
= M(c — x), (¢ = konst.), potom také M(x) =
= P(c — x).

15. Necht Mi[N(x)] = Ma[N(x)], kde N(x) je mnoho-
¢len stupné aspori prvniho; potom Mi(x) = Ma(x).

16. Linedrni substituce tvoki grupu.

6. Normilni soustavy mnohoéleni. Posloupnost
mnohoclend Py(x), Pi(x), Ps(x), ..., Pi(x), ... nazveme
normdlni soustavou mnohoClemi, jestlize ma tyto tfi vlast-
nosti:
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(1) Po(x) =1; .
(i) Pi(x), k= 1,2,3, ..., je mnoho€len stupné prdvé k;
(iil) pro kakdé £ = 1, 2,3, ... je Px(0) = 0.

P¥iklad 18. Posloupnost mnoho¢lentt Py(x) = x*, k =
=0,1,2, ... tvofi normdilni soustavu. Rovné? tak posloup-
nost mnohoclentt Fy(x) = 1, Fi(x) — viz (15) — &k =
=1, 2,3, ... tvofi normdlni soustavu.

M¢jme dinu normdlni soustavu mnohoclent Px(x), & =
=0,1,2,...,abudiZ M(x) libovolny mnoho¢len stupné& »

Mix)=ay+ax+ax®+ ... +anx® , an #0. (26")

Potom lze M(x) vyjadfit ve tvaru

M(x) = Z cePe(x) = ¢4 + clPi(x) + (52)

k=0
+ c2Po(x) + ... + caPa(x) ,

a to prdvé jednim zpisobem, tzn., Ze koeficienty ¢g, c1, . . .5 Cn
ve vyjadfeni (52) jsou jednoznacné ureny mnohoclenem
M(x), resp. jeho koeficienty ag, ay, .. ., an.

Toto tvrzeni dokdZeme nejsnize indukci podle stupné »
mnoho¢lenu M(x). Nejprve dokaZeme existenci. Je-li M(x)
mnoho¢len nulovy, sta¢i vzit viechna ¢; rovna nule. Je-li
M(x) mnohoc¢len nultého stupné, je M(x) = a, = konst.;
vzhledem k (i) je tedy M(x) = a, . Py(x), tedy ¢, =
= ay a ¢x = 0 pro k£ > 0. Pfedpoklidejme tedy, Ze tvrzeni
o existenci koeficientii ¢, plati pro mnohocleny stupné nej-
vySe n. DokiZeme, Ze plati také pro mnohoCleny stupné
n + 1. BudiZ tedy M(x) mnoho¢len stupné n 4 1

M(x)=ag+aix+ax2+ ... +anx®+ an1x**,an,1 7 0.
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Také Py, 1(x) je podle (ii) mnohoélen stupné n + 1

Pn+1(x) = bo + bix + box? + ... + byxn + bn+1x"+1 >
bn+1 #* 0.
Polozme

NG) = M(x) — 5™ Paa(x) .
Snadno se vidi, Ze N(x) je mnohoClen stupné nejvyse #,
takZe podle pfedpokladu existuje skupina 7 Cisel ¢y, ci1,
..., Cp takova, Ze

N(x) = ¢y + a1Pi(x) + c2Pa(x) + ... + caPa(x) .
Nyni vsak jiz stai jen poloZit ¢;.1 = an.,1/br.1 a bude
M(x) = ¢y + ali(x) + coPe(x) + ... + caPu(x) +

+ ennPra(x) ,

takZe vyjidfeni mnoho€lenu M(x) ve tvaru (52) rovméz
existuje.

K diikazu jednoznacnosti vyjddfeni (52) stadi ukazat, Ze
pro zadnou skupinu cisel ¢y, ¢1, ¢z, . . ., ca, kterd by nebyla

viechna rovna nule, nemuze byt Z ¢xPi(x) nulovy mno-

k=0
ho€len. Kdyby vsak existovalo takové vyjidfeni nulového
mnoho¢lenu s nenulovymi ¢z, existoval by mezi koeficienty
Cos €1, -..» ¢n nenulovy koeficient s nejvy$$im indexem,
ozna¢me jej ¢m (cm # 0, ce = O0prok=m + 1, ..., n).

Byl by tedy nulovy mnohoflen roven souctu chP,,(x).
k=0

Av$ak z mnohoclent Pi(x), 2 = 0, 1, ..., m je jediné

Pn(x) mnohoClenem stupné m; jediné v ném se tedy

vyskytuje x™, a to s nenulovym koeficientem. JeZto podle
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ptedpokladu je i cn # 0, vystupuje x™ s nenulovym koe-

ficientem také v celkovém soudtu z cxPi(x), ale to neni
k=0

mo?né, ponévadZ tento soucet je nulovym mnohoclenem

a ten ma nutné koeficienty pfi vSech mocninich proménné

x rovny nule.

Priklad 19. Je-li danou normdlni soustavou mnohocle-
nu Py(x) pravé soustava mnohoclent x*, k = 0, 1, 2,
budou ¢isla ¢ z (52) rovna koeﬁc1entum ar z (26) Je
tedy zdpis (26) mnohoclenu M(x) speciilnim pfipadem
vyjadieni (52), odpovidajicim specidlni normalni soustavé
mnohoc¢lent Pr(x) = x%, k= 0,1,2, ...

Cislam cx, 2 = 0,1, 2, ... z(52) budeme fikat koeficienty
mnohoclenu M(x) vzhledem k normdlni soustavé Py(x) (k =
= 0,1, 2, ...); obvyklé koeficienty a; z (26) jsou tedy
koeficienty mnoho¢lenu M(x) vzhledem k soustavé mno-
hoClenu x*, 2 = 0,1, 2, ...

Snadno se pfesvédCime, Ze pfi pocetnich operacich
sCitdni mnohoclenll a nisobeni konstantou se koeficienty
vzhledem k libovolné normdlni soustavé chovaji vidy
stejné. Jestlize je M(x) = ZcpPr(x) a N(x) = ZdipPi(x),
potom

M(x) + N(x) = Z(cx + di) Pi(x) , (53)

aN(x) = ZadiPi(x), a = konst. (54)

Pro operaci nasobeni uZ toto neplati, neni totiZ P; x(x) =
= Py(x) . Pi(x), jako tomu bylo u mocnin x*.

P#iklad 20. Jestlize za normdilni soustavu, vzhledem
k niZ mnoholleny vyjadfujeme, vezmeme posloupnost
mnohoclent x*/k!, k = 0, 1, 2, ..., pak pro souin dvou
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mnohotlentt M(x) = Zci(xt/k!) a N(x) = Sdi(x*/k!) plati

VZOrec .
M(x) N(x) = Z( > (%) c,dk_,> 69

Ten si miZeme ovéfit nejlépe pfechodem k vyjidfeni
mnohoclent ve tvaru (26); vzdjemny vztah koeficientil
vzhledem k soustavim mnohodleni x*/k! a x* je totiZ
pomérné jednoduchy.

Pozorny Ctenaf si patrné jiz povsiml, Ze jsme zatim nikde
nevyuZili vlastnosti (iii) normdlnich soustav. Uvedeni
tvrzeni tedy plati i pro takové posloupnosti mnoho¢lenu,
které maji jen vlastnosti (i) a (ii). V predchdzejicim para-
grafu jsme se setkali se specidlnim pfipadem takovych
posloupnosti. Byly to posloupnosti mocnin N¥(x), & = 0,
1, 2, ... mnohoClend N(x) prvniho stupné.

Vlastnost (iii) pfijde ke cti pfi studiu zobecnéni pojmu
derivace mnohoclenu. BudiZ M(x) dany mnohoClen s vy-
jadfenim (52) vzhledem k dané normalni soustavé mnoho-
Clent Pi(x), 2 = 0, 1, 2, ... Derivaci mnohollenu M(x)
vzhledem k této normdlni soustavé nazveme mnohoClen
s vyjadfenim

1 + 2caPi(x) + 3¢3Pe(x) + ... + neaPra(x) =

= Z kexPr_1(x) 3 (56)
\
oznacime jej Dp M(x)

Pravidlo pro uréovani koeficientii derivace D pM(x) mno-
hoClenu M(x) vzhledem k soustavé mnohocleni Py(x) je
tedy obdobné pravidlu vyjadrenemu vzorcem (27) pro
oby¢ejnou derivaci, ktera se takto jevi jako jeden specidlni
ptipad derivace, totiZ derivace vzhledem k normdlni sou-
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stavé mnohoclend x*, £k = 0, 1, 2, ... . Vysledny mnoho-
¢len DpM(x) oviem zdvisi velmi podstatné na zvolené
normdlni soustavé, vzhledem k ni% derivujeme.

PFiklad 21. Vezméme opét normalni soustavu mnoho-
Clend x*/k!, 2 = 0,1, 2, ..., abudiZ M(x) mnohodlen (26),
takZe jeho vyjidfeni tvaru (52) pfi dané soustave Pi{x) =
= xk[k) je

M(x) = ay + 11 a1 Pi(x) + 2! a2Pa(x) + ... + n! an Pa(x).
Tomu odpovida podle (56) derivace

DPM(JC)= a + 2.2! P1(x) + 3. 3! Pz(x) + ... +
+n.nlPyy(x),
takZe

DpM(x) = a1 + 22a2x + 3%azx2 + ... + n2ayxn-l =

n
= z Bapxk-1 |
k=1

Neni t&zké si ovéfit, ze pro derivace vzhledem k libovolné
normalni soustavé mnohoclent plati rovnéz pravidla 1 a 2
pro sCitani a konstantni nasobky, tj. obdoby vzorcu (28)
a (29),

Dr[M(x) + N = DpM(x) + DpN() (28)
Dp[cM(x)] = cDpM(x) . (29"

PHi odvozovani stadi jen psat viude Dp misto D a Pi(x)
misto x*. Vidime, Ze k tomu, abychom uméli zderivovat
libovolny mnohollen M(x) vzhledem k dané normailni
soustavé — srv. pozndmku za vzorcem (29) na str. 23 —,
sta¢i umét derivovat mnoho¢leny x* (¢ = 0, 1, 2, ...).
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Pfiklad 22, Vezméme si normdlni soustavu mnoho-
Clent Fi(x)z (15), k = 1,2, 3, ..., Fy(x) = 1, a podivejme
se, jak vypadaji derivace mnohoclenti vzhledem k této
soustavé. S tim souvisi téZ otdzka stanoveni koeficientu
mnoho¢lenu vzhledem k této normélni soustavé; staci
ovSem oboji fesit jen pro mnohocleny tvaru x%, k2 = 0, 1,’
2, ... . PoloZzme nejprve obecné

x* = S(n, 0) + S(n, 1) Fi(x) + S(n, 2) Fo(x) + ... +

n

+ St Fa) = > SR Filx);  (57)

k=0

Cisla S(n, &) jsou tedy koeficienty mnoho¢lenu x» vzhledem
k normélni soustavé mnohoclend Fi(x). Dosazenim x = 0
do (57) zjistime snadno, Ze S(n, 0) = O pro viechna pFi-
rozend n. Zde konefné dochdzi uplatnéni vlastmost (iii)
na$i normdlni soustavy. Prvy sCitanec na pravé strané (57)
muZeme tedy pfipadné vynechat. Koeficienty S(», k) de-
finované vzorcem (57) se nazyvaji Stirlingova &sla druhého
druhu. Podle (56) je pak

n

Dp(xn) = Z S(n, k) kFi_1(x) . (58)

k=1

Vztah (58) si dile upravime pomoci vzorcu (18) a (20);
podle nich je totiZ

kFp_1(x) (B — 1) Fi_i(x) + Fra(x) =
xFr_1(x) — Fi(x) + Frx_1(x) =
(x + 1) Fea(x) — Fiu(x) =
Fi(x £ 1) — Fi(x) .

1

Dosadime-li tento vysledek do (58), dostivime
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Dp(xn) = Z St B) Fi(x + 1) — > S(n, &) Fa(x)

k=1 k=1
a tedy podle (57)
Dp(x?)=(x+ 1) —x*, n=1,2,3,... (59

Pro n = 0 je oviem Dy(x?) = 0. V disledku pravidel pro
sCitani a ndsobky plati tedy i pro libovolny mnohoélen
M(x)

Dr M(x) = M(x 4+ 1) — M(x) . (60)

Operaci derivace vzhledem k normalni soustavé mnoho-
Clenid Fi(x) znaime obvykle A misto Dr a nazyvime ji
diferenci.

Stejné jako v pfipadé derivace v obvyklém smyslu (viz
paragraf 4), lze i pro derivace vzhledem k libovolné nor-
malni soustavé zavést pojem druhé, tfeti, ... atd., obecné
kté (k= 1, 2,3, ...) derivace; pro £ = 0 klademe vidy
DopM(x) = M(x), bez ohledu na konkrémi volbu soustavy
mnohoé¢lentt Pi(x). Snadno pak uvidime, Ze vztahy (37),
(39) a (40) se rovné&Z pfenesou na obecny pfipad, Ze tedy
plati

Dp"[Dp* M(x)] = Dpmtr M(x) , (37)
De*[M(x) + N(x)] = Dk M(x) + Dp* N(x) ,
E=0,1,2,..., (39)
DpteM(x)] = D M(x) ; (407)
pfi jejich odvozovani staCi znovu jen viude psit Dp misto
D a Py(x) misto xk. Vzorce pro derivaci soudinu takto
zobecnit nelze z diivodd, které jsme si uvedli uZ pfi uréo-

vani koeficient vzhledem k riznym normalnim soustavim.
Explicitni vzorec (38) pro k-tou derivaci, resp. jeho analo-

gie
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Det M(x) = > Filj) oPya(x) = (38)

j=k

ZZ GEDG+2) ... 7+ kejar P(x)

kde ¢x (R = 0, 1, ..., n) jsou koeficienty M(x) z (52),
oviem plati pro kadou normilni soustavu mnohoclent

Pk(x).
Diky vlastnosti (iii) normdlnich soustav plati také vzorec
(42), resp.

Det M(0) = k! ¢k , (429
takZe misto (52) muZeme opét zcela obecné psit

M= > 7:_! Py(x) Dok M(0) . (61)
k=0
To je obecnd MacLaurinova formule.

P¥iklad 23. Zvolme normdlni soustavu mnohoclend
Fi{x) z (15), F,(x) = 1, a vzhledem k ni vyjaidfeme mnoho-
Clen M(x) = Fu(x + ¢), ¢ = konst., ve tvaru (52), resp.
(61). Podle (60) bude

AM(x) = M(x + 1) — M(x) =
=Fux+c+1)— Fp(x+¢) =
=@x+ct+l—x—c+n—1DFiix+c)=
=nFp(x+¢), n>0,

a tedy obecné pro0 < &k = n
A*M(x) = AkFu(x + ¢) =

=nn—1)...(n—k+1)Failx+c)=
= Fi(n) Fu_t(x + ¢) .



Pro x = 0 je tedy
AEM(0) = A¥Fyu(c) = Fy(n) Fn_i(c) ,

takZze MacLaurinova formule pro mnohoclen M(x) je

MG) = > p Fln) Fa sl Fil)
k=0
pon&vady pak Fi(n)/k! = (}) a M(x) = Fa(x + ¢), plati

Fu(x + ¢) = z (Z) Fi(x) Fn_x(c) ; (62)
k=0

je to tzv. formule Vandermondova.

Mnohocleny F,(x) se nékdy nazyvaji faktoridlni mocniny
a misto F,(x) se piSe x(!; v tomto zdpise pak (62) zni

(x + o = kZO (%) =i 5 (62"

(tzv. binomicky vzorec pro faktoridini mocniny).

Pfi pevné zvolené norm4lni soustavé mnohoclent Pi(x),
kR=10,1,2, ..., jsou koeficienty kazdého daného mnoho-
Clenu M(x) vzhledem k této soustaveé, tj. ¢isla ¢ v (52),
zcela jednoznatné urleny, takZe i pro né plati zikladni
véta o rovnosti koeficientd (viz odstavec 1). Toho lze
vyuZit k odvozovini riznych vztahii mezi témito koe-
ficienty podobné, jako jsme to udé&lali v pfedchazejicich
paragrafech s obycejnymi koeficienty (tj. s ¢isly ax z (26)).
UkédZeme si né&které takové vztahy pro Stirlingova Cisla
druhého druhu.
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P¥iklad 24. Podle (57) je pro pfirozené =
nt1

xnil = z S + 1, k) Fi(x) .
k=
Zaroven vsak je l

= xxn=x > S(n,k) F) .

k=1
Aviak x = x — k + ka (x — k) Fy(x) = Fr,1(x), takZe
Al = Z S(n, k) Fra(x) + Z kS(n, ) Fi(x). .
k=1 k=1
Porovnanim koeficientd pfi Fi(x), k. = 1,2, ..., n + 1
v obou vyjadfenich x*1 dostdvame jednak

Sn+1,1)=8n1) a Sa+ L,n+1)= Sh,n),
(63)

jednak pfil <k <n+1

Sn+ 1,k)=Sn, k — 1)+ kS(n, k) . (64)

Ze (63) a z rovnosti Fi(x) = x, tzn. S(1, 1) = 1, plyne
dile

Sha,n)=81,1)=1, n=1,2,3,... (65

P#iklad 25. Vyjdeme ze zfejmé rovnosti
xttl=xxr =214+ x—1)"=x N (x — ¥
D16

a pro mocniny x pouZijeme vyjidfeni (57). Mame tedy
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n+1

2. Stn+1,7) Fi) = x Z(k) Zs(k,J)FJ (x—1)=

= Z Fja(x) é: (Z} S(k,j) =
n+1

=S w3 () str-v

vzhledem k (57) mé¥eme celkem ptirozen&é doplnit de-
finici Stirlingovych d&isel tak, Ze S(&,j) = 0 pro k& < j.
Porovninim koeficientt pfi Fi(x), r = 1,2, ..., n + 1
dostaneme rovnost

Stn+ 1,1 = Z (Z) Sk, r — 1) . (66)

Stejné jako v pfipadé binomickych koeficienti nebo
Stirlingovych disel prvmho druhu neuvedli jsme si ani
tady vSechny zndmé zajimavé vztahy mezi Cisly S(n, k).
Nékteré vlastnosti téchto Cisel pozna ctenar, ktery si vy-
fesi pfipojend cvideni, ale i tak zlstane je§té velmi mnoho
vzorcu, které si Ize s trochou fantazie odvozovat uvedenymi
metodami témé&F bez omezeni. To viak jiz musime pfe-
nechat samostatné praci- Ctenafi.

Cuileni
17. DokaZte platnost vzorcit

S, 2) =201 -1, n=12,3,4,...,
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18.

19.

20.

21.

50

S(n,3)=%(3"-1—2"+l) . n=3,4,5,...,
Smn—1)=(3), n=1,2,3,...,

Smn—2=(3)+3(4), n=234,...

Z rekurentnich vzorcu (64), znimych hodnot (65)
a S(n, 0) = 0 vypoctéte S(n, k) pro n, k = 8 a sestavte
tabulku obdobnou tabulce hodnot s(n, k) ze str. 17.
Dokazte vztah mezi Stirlingovymi ¢&isly prvniho a dru-
hého druhu

> S(ny k) sk, m) =

k

0 jestlize n = m,
1 jestlize n=m.

QOdvodte expﬁcitni vzorec pro S(n, k):
k
1 k .
S(n, k) = F,Zo (—1y (]) (& — ) .

PoloZte

n

Bn= > S(m k)

k=1

a dokaZte pak, Ze

B S () B

(B jsou tzv. Bellova &isla; vypoctéte n&kolik g nich
numericky.)



22. Oznacte Fpr*(x),n = 1,2,3, ... mnohoéfeny
F*x)=Fulx+n—D=x(x+1...x+n—1)
a dokazte pro né€ rovnost obdobnou vzorci (62)

Fu*(x +¢) = Z (Z) Fi*(x) Fn_x*(c)

(tzv. Nérlundova formule).
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II.

RADY

1. Mnohocleny a Fady. Pfi odvozovani riznych vzor-
ci pro binomické koeficienty, Stirlingova Cisla atd. jsme
v pfedchozi kapitole vyuZivali mj. poletnich operaci
s mnoho¢leny: séitdni, nasobeni a umoctfiovini. Nemluvili
jsme viak zatim nikde o déleni nebo odmocfiovani. Divod
je jasny, obecné nelze vidy délit mnohocélen mnohoclenem
tak, aby vysledek byl opét jen mnohoclen, tzn. beze zbytku.
V této souvislosti se mnohocleny chovaji podobng& jako
celd Cisla, kterd také nemuZeme mezi sebou libovolné
délit, chceme-li zistat stile v oboru celych Cisel. Ostatné
stejné jako pro celd Cisla byla i pro mnohodleny vypraco-
vdna teorie délitelnosti; tvofi zajimavy oddil algebry.
A odmocfiovini mnohoclent je jeSt& sloZit&jsi zdlezitost.

Na druhé strané by ndm vSak jist¢ moZnost pouZiti
dalSich operaci s mnohodleny dovolila ziskat nové vysledky.
Vezméme jen napt. dvoj¢len 1 + x. Pfi studiu binomickych
koeficientt jsme byli omezeni na jeho celé nezdporné moc-
niny. Kdybychom jim uméli vidy délit anebo vypoditat
jeho druhou odmocninu, mohli bychom studovat i jeho
zdporné, popfip. i lomené mocniny. AvSak neexistuje
mnoho¢len, jehoZ soucin s dvoj¢lenem 1 + x by byl iden-
ticky roven jedné -- to by bylo (1 + x)-! —, ani mnoho-
clen, jehoZ druhou mocninou by byl dvojclen (1 + x).

Jde-li o ¢isla, pomahime si z nesndzi s délenim a odmoc-
Bovinim tim, Ze Ciselny obor roziifujeme zavedenim Cisel
raciondlnich (zlomki), nebo jeSté dale éisel redlnych;
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omezeni pfi déleni se pak redukuji na jediné: zidkaz déleni
nulou a odmociiovat miZeme v oboru nezipornych redl-
nych Cisel bez omezeni.

Pokusime se ted provést néco podobného s mnohoc¢leny.
Dany obor si roz§ifime pfidinim novych prvka tak,
abychom si dé€leni a odmocfiovani zjednodusili. Postup,
kterého pfitom uZijeme, nevyfesi sice viechny problémy
s dé&lenim, ale pro nase Gcely postadi.

Jiz pfi definici stupné mnoho¢lenu se setkdvame s jakousi
neduslednosti: pro urCeni stupné mnohoclenu

agt+ax+am®+ ... Fapxb 4+ Lo+ axm (1)

neni rozhodujici, kolik ¢lend v (1) skutecné vypiSeme, ale
jen to, ktery z nich je ,,posledni nenulovy“. Je to néco
podobného jako pfi psani desetinnych zlomka, kdy také
muZeme na konec pfipsat nuly, aniZ by se hodnota zlomku
zménila:

0,1 = 0,100 = 0,1000000 .

Je zfejmé, Ze kazdy mnohollen v jedné proménné je zcela
uren posloupnosti svych koeficientil, av§ak dvé riuzné
dlouhé posloupnosti, liSici se jen potem nul ,,na konci,
odpovidaji témuZ mnohoclenu:
ay+ a1ix + aex® 4 ... + apx® = ay + aix +

4+ awx® 4+ ... + apx® + 0. xrtl 4 ..+ 0, xntm |

Abychom tyto nedislednosti odstranili, umluvime se,
Ze napfisté zdsadné kafdému mnohollenu pfifadime e-
konecnou posloupnost koeficientii; oviem jen konecny podet
jich bude nenulovych. Obdobné upravime té% zdpis
mnohoclent a misto (1) budeme zdsadné psit

[o o]
agt+aix+ax®+ ... f+apxtr+ ... = Zakxk 2
k=0
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bez udani posledniho vypsaného ¢lenu. Tim ndm odpadne
starost o to, zda v (1) neni ndhodou a, = 0, zjednodusi se
pravidla zipisu pfi sCitdni mnohocleni (stupedi souctu
muZe byt totiZ niZ¥s$i neZ stupné scitancu) atd. Skutené
podstatnd bude pro mnoho¢leny pouze ta vlastnost, Ze ve
vyjadfeni (2) je vidy jen koneény poder nenulovych koefi-
clentu.

Na prvni pohled tu jde jen o zcela formdlni upravu
z4pisu mnohoclenti. Snadno se totiz pfesvédCime, Ze pra-
vidla pro pocitini s mnohocleny nejsou touto zménou
nijak dotCena. Hlubsi vyznam pfechodu k vyjidfeni (2)
viak tkvi v tom, Ze ndm umoZiuje provést ono slibené
rozsifeni oboru mnohoclenl1 o nové prvky. K mnoho¢le-
nim pfiddme i vSechny takové vyrazy tvaru (2), v nichZ
je nekonecné mnoho nenulovych koeficientd. Prvkim tohoto
$irSiho oboru budeme fikat fady. Mezi né pocitdime samo-
zfejmé také viechny mnohodleny.

Rozsifeni oboru o nové prvky bude ovSiem mit plny
vyznam teprve tehdy, jestlize se ndm podafi zavést pro n¢
vhodné pocetni operace, resp. rozsifit i na nové prvky —
fady — vztahy a operace zavedené v puvodnim uZSim
oboru mnohocCleni. To bude nyni nasim prvnim wkolem.

Pro zjednodus$eni budeme v dal§im pfi zipisu fad, stejné
jako to b&Zné délime u mnohodlenil, vynechdvat ¢leny
s nulovymi koeficienty a nevypisovat koeficienty rovné
jedné. Misto

1+0x+ 1524+ 0x3 4 1ot + ... + Ox221  Ix22 .,
budeme psét

P20
1424+t ... fat . = Zx%
k=0

apod. Pro oznafovini fad budeme téZ uZivat obdobnych
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symbol jako pro mnohocleny, napi. A(x) = Zazx* apod.
A nakonec je3t€ jednu 'vystrahu I kdyZ analogie mezi
fadami a mnohoé€leny je zjevna a je vlastné smyslem celé
nasi teorie, pfesto jsou fady né&co zcela nového, co vlastné
je$t& potddné neznime (zatim jsme si je pouze definovali),
a proto na n¢ nesmime ukvapené piendSet bez fiddné
definice a bez dikazu viechno, co znime o mnohoc¢lenech.
Zachdzet s fadami se musime znovu ucit od zac4tku.

2. Poéitani s fadami. Nejprve musime definovat rov-
nost mezi fadami; uéinime tak zcela pfirozenym zptisobem.
Plati

g t+ax+ax®+ ... +axF4 ... =
=by+ bix + box® + ... - bpx* + ...

pravé kdyz a, = by, a1 = b, ..., tzn. kdyZ az = b; pro
vSechna nezdpornd celd k. Kazda fada je tedy zcela jedno-
znané urCena posloupnosti svych koeficientd. Nase de-
finice rovnost fad je pfitom plné ve shod€ s rovnosti za-
vedenou pro mnohocleny. V pfipadé, 7e dané dvé fady
jsou mnohoCleny, rovnaji se jako fady pravé tehdy, rov-
naji-li se jako mnoho¢leny ve smyslu obvyklé definice.
Jde tedy skuteéné o roz§ffeni vztahu rovnosti z mnoho-
¢lend na vSechny fady.

Operaci séitdni ¥ad zavedeme rovnéz obdobné jako
u mnohoclend. Bude

(@p+ax +ax®+ ... +ax*+ ...)+ - (3)
+ (by+ bix + box®2 + ... F bpxt + .. ) =
=c¢t+cax+ex24 ... Fepxt +...,

pravé kdyZ cx = ar + bi pro viechna k2 = 0, 1, 2,
Vztah rovnosti i operace s¢itdni fad jsou celkem jedno-

dude vyjidfeny pomoci rovmosti a s¢itdni jednotlivych

koeficientd. Neni proto nijak t&Zké si ovéFit, Ze maji viechny
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patfi¢né vlastnosti. Rovnost fad je reflexivni, symetrickd
a tranzitivni relace, tzn. Ze pro libovolné fady A(x), B(x),

C(x) plati
Alx) = A(x) ; (R)
jestliZe A(x) = B(x) , potom B(x) = A(x) ; (S
jestlize A(x) = B(x) a B(x)= C(x) , (T)

potom A(x) = C(x) ;

pro sCitani fad plati zdkony asociativni a komutativni:
A(x) + [B(x) + Cx)] = [A(x) + B(x)] + C(x) ,  (A)
A(x) + B(x) = B(x) + A(x) . (K)

Ulohu neutralniho prvku (nuly) pfi s¢itdni hraje fada, jez
m4 viechny koeficienty nulové; znacime ji 0(x)

0x)=0-+0x+0x2+ ... +0xk4 ...

Podrobnéjsi ovéfeni viech téchto skutenosti je tak snadné,
Ze si je dovolime prenechat Ctendfi. RovnéZ snadno uvidi-
me, Ze pro fady, které jsou mnohocleny, se sCitdni fad
shoduje se s¢itinim mnohoc¢lent. Vysledek je stejny, at
pouZijeme kterékoliv z obou definic.

DalSi operaci, kterou potfebujeme rozsifit na fady, je
ndsobeni. Bude

(6o + a1x + aex? + ... 4+ apxb + ...) .
(bt bix +bax? 4 L bgxb 4 L) =
=d0+d1x+d2x2+ oo dpxF+ ...,

pravé kdyz

(4)

k

dy = aobk + abr1+ ... + akbo = z ajbk__j (5)
=0
provsechma 2= 0,1,2, .... ’
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Také tato definice je ve shodé s definici operace nisobeni
mnohoclend. Jsou-li dané dvé fady mnohocleny, tj. maji-li
ob¢ jen konelny pocet nenulovych koeficient, je i jejich
soucin podle (4) mnohoclenem, a je to privé ten mnoho-
Clen, ktery bychom dostali vynisobenim obou danych
mnohoclent podle definice ndsobeni mnohoc¢lent.

Jiz ze symetrie vyrazu (5) vidime, Ze ndsobeni fad je
operace komutativni. Plati vidy

A(x) . B(x) = B(x) . A(x) ; (K)
ovéfeni asociativnosti ndsobeni fad, tj. vztahu
A(x) . [B(x) . C(x)] = [A(x) . B®)IC(x) ,  (A)

je o néco sloZit&jsi, resp. zdlouhavéjsi, ale v podstaté i pfi
ném jde jen o elementirni Gpravy algebraickych vyrazi.
Postup je ostatné stejny jako pfi ovéfovani asociativnosti
nasobeni mnohoclenti.

Také distributivni zdkon (vzhledem ke s¢itani), tj. plat-
nost vztahu

AWx) . [B(x) + Cx)] = A(x) . B(x) + A(x) . C(x), (D)

se snadno over.

Vcelku tedy miZeme Fici, Ze poletni operace sCitdni
a nasobeni fad jsou zcela pﬁrozen}"m rozsifenim obou
téchto operaci z oboru mnohoclent a Ze si pfi rozsifovani
zachovévaji své vlastnosti (A), (K), (D). i

Mezi mnohocleny, jeZz jsou zvla§tnim pnpadem fad,
patfi také mnoho¢leny nultého stupné, tj. redlna &isla —
konstanty. Kazdé redlné Cislo ¢ miZeme tedy napsat téZ
ve tvaru fady

c=c+0x+0x2+ ... +0x%+ ...
s jedingm nenulovym (pokud ¢ # 0) koeficientem. Po-
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névadZ umime jiZ ndsobit fadu fadou, umime také ndsobit
fadu redlnym Cislem. Podle (4) a (5) bude

clag +aix+asx®+ ... Faxt+ ...)=
= cay, + caix + cax* + ... + carx* 4+ ...

Vezmeme-li zde specidlné ¢ = 1, vidime, Z%e fada

Ix)=14+0x+40x2+ ... 4 OxF + ...

hraje Wlohu neutrdiniho proku pri ndsobeni (jednotka v oboru
fad). Pro libovolnou fadu A(x) plati

I(x) . A(x) = A(x) = A(x) . 1(x) .

Zvolime-li naopak ¢ = —1, muZeme definovat pojem
fady opacné k dané fad€ A(x). Bude to fada

—Ax) = (=1) . 4() ,

kterou z A(x) dostaneme zménou znaménka u vieck jejich
koeficientd. Je zfejmé, Ze plati

A=) + [-AX)] = 0(x), — [—A(x)] = A(x)

pro kazdou fadu A(x). Pomoci opa¢né fady pak jiZ snadno
definujeme operaci odecftdni; odecist fadu A(x) znamend
pficist fadu k ni opacnou.

Zvl4i$mi tlohu pfi nasobeni hraje také nulova fada 0(x).
Pro libovolnou fadu A(x) totiZ plati A(x) . 0(x) = 0(x).
Velmi dileZité je vSak tvrzeni obrdcené:

Jesthige soudin dvou fad A(x) . B(x) je roven nulové fadé
0(x), pak je A(x) = 0(x) nebo B(x) = 0(x).

Skute¢né, méjme dvé fady

Alx) =ag+ a1x + aex® + ... + apx®* + ...
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B(x) = by + bix +box2 + ... + baxt+ ...,

takové, ze A(x) . B(x) = 0(x), a pfedpoklddejme, Ze B(x)
# 0(x). Mame tedy dokdzat, Ze je A(x) = O0(x). Jeito
B(x) # 0(x), nejsou viechny koeficienty b fady B(x) rovny
nule. Budi? b, prvni nenulovy koeficient fady B(x),
tzn. Ze jebudm = 0, b, # 0,anebom > 0, b, £ 0a by =0
pro £k = 0,1, ..., m — 1. Pro koeficienty d; soucinu
D(x) = A(x) . B(x) plati oviem vzorec (5). Pocitejme
podle ného koeficient dm, ktery je nutné roven nule,
protoZe podle pfedpokladu je D(x) = A(x) . B(x) = 0(x).
Maime tedy

0= dm = aobm’—l— albm_l + .o + ambo = aobm )

nebot by = by = ... = bp_1 = 0. Aviak b,, #* 0, a tedy
nutné g, = 0. Podobné pro koeficient dn,1 bude

0= dm+1 = aobm+1 + albm + azbm_l + . .am_-,lbo = albm",

takZe také a; = 0 atd. Stejnym zpidsobem, resp. obecné
indukci dokiZeme, Ze ar = O pro viechma k2 = 0, 1,2, ...;
to viak znamena, Ze je A(x) = 0(x), ale to jsme méli privé
dokazat.

Ctendf, ktery je obeznimen s pislusnymi algebraickymi
pojmy, si patrné jiz uv&€domil vyznam pravé dokdzaného
tvizeni. Spolu s uvedenymi vlastnostmi rovnosti, sCitdni
a nasobeni toti¥ tato véta znamen4, Ze fady v nasi definici
tvofi — podobné jako mnohocleny — obor integriry. (Blize
o tom viz citovany jiz svazek ¢. 26 Skoly mladych mate-
matiki — K. HruSa, Polynomy v moderni algebfe, anebo
knihu V. Kotinek, Zdklady algebry, NCSAV, Praha 1953.)

Podivejme se ted na moZnost déleni. Také zde budeme
nejprve definovat pojem ¥ady reciproké (,,pfevricené’)
k dané fad& a dé&leni fadou pak zavedeme jako nisobeni
fadou reciprokou. Mé&jme tedy ddnu fadu
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o8]

Ax)=ay+aix +ax® + ... +apxt + ... = Zakxk’
k=0

(6)

a hledejme k ni fadu
B(x)=by +bix + bax®+ ... + buxb + ... (7)
takovou, aby jejich soucin byl
Alx) . Blx)=1(x) =1 .

Ze vzorce (5) vidime ihned, Ze musi pfedeviim platit
asb, = 1. To je viak mozné jenom tehdy, je-li a, = O,
jinak nenajdeme Zddné vyhovujici Cislo &,. Dostali jsme tak
jednu nutnou podminku pro to, aby k dané fad€ (6) mohla
existovat reciprokd fada (7). Lze v8ak ukdzat, Ze tato pod-
minka je také postacujici. Jakmile v (6) je a, = 0, dovedeme
fadu (7) urdit. Skutecné, jeji koeficienty by (k= 0, 1,2, ...)
poditime postupné z (5) porovninim se znimymi koe-
ficienty fady 1(x). Dostdvime tak

by=a,!,

b1 = —alao—z 3

be = ay?ay® — azay? ,
atd.

PFiklad 1. Hledejme fadu reciprokou k fadé
1+x+ax2+ ... +xk4+ ... 8).

(s koeficienty vesmés rovnymi jedné). Podminka nenulo-
vosti koeficientu g, je tu splnéna, miiZeme tedy pocitat
koeficienty b, reciproké Fady naznaCenym postupem.
Budouto by =1,6= —1,bo=—1+1=0, ... atd,,
obecné by = 0 pro k£ = 2, 3, 4, ... Hledanou fadou re-
ciprokou k (8) je tedy fada — mnohoclen
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1+(—Dx+0x24+ ... +0F+...=1—x.

PonévadZ operace ndsobeni fad je komutativni, vidime,
Ze je-li (7) fada reciproka k fadé (6), je také (6) fada reci-
prokd k fad€ (7). Priklad 1 nim tak ziroven ukazuje, Ze
(8) je fada reciprokd k fadé — mnoho¢lenu 1 — x.

Jak jsme si jiz pfed chvili fekli, umoziuje pojem reci-
proké fady zavést operaci déleni Fady fadou. Omezeni
dané podminkou nenulovosti absolutniho ¢lenu v fadé —
déliteli je sice obdobné zdkazu déleni nulou v oboru real-
nych Cisel, je viak pfece jen pfisnéjsi. Z déleni jsou vy-
louceny nejen nulova fada 0(x), ale vibec vSechny fady
s nulovym absolutnim ¢lenem, tedy podstatné vice. I toto
omezeni je sice moZné odstranit pfididnim dalSich novych
prvki k nasim faddm, avsak tim by se zkomplikovala dalsi
teorie, a to pro nasSe ulely celkem zbyte¢n&. Spokojime
se proto s fadami tak, jak jsme si je zavedli; musime si jen
uvédomovat, Ze tvofi sice obor integrity, nikoli vsak
téleso.

KaZdopiddné jsme v3ak dosdhli, pokud se tyce déleni,
ptechodem od mnohoélent k faddm nesporného pokroku:
zmizely problémy s délitelnosti. Z toho, Ze ndsobeni fad
je skutecné roziifenim ndsobeni mnohoc¢lend (pro fady,
které jsou mnohocleny, obé definice davaji tyz vysledek),
plyne také, Ze i déleni fad — mnohoclend vede v pfipadé,
kdy délenec je délitelny délitelem, ke stejnému vysledku
jako déleni mnohoclenu mnohoclenem.

P¥iklad 2. Z elementdrni algebry vime napf., Ze
A+x2x0—x)=1—2x2.
Délme tedy fadu-mnohoclen
1 —x2=1+40x+ (—1x%2 4+ 034+ ... +0xF 4 ...
fadou-mnohoclenem i
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l—x=14+(—Dx+0x2+ ... 4+ 0xF + ..,

K této radé je viak podle pfikladu 1 reciproka fada (8),
takZe vysledkem naSeho déleni bude soudin

Q-1 4+x+x2+ ... +xv4+ ...).

Provedeme-li zde ndsobeni, dostaneme podle (5) skuteéné
jako vysledek fadu-mnohoclen

l1+x=14+1x4+0x24+ ... +0xF+ ...

Z ptikladi 1 a 2 mj. vidime, Ze sou¢in dvou fad miZe
byt mnohoclenem i tehdy, jestliZze oba Cinitelé mnoho¢leny
nejsou. Ostatné fada reciprokd k fadé-mnohoclenu aspon
prvého stupné neni nikdy mnohoClenem; stadi si totiZ
uvédomit, Ze souin dvou mnohoclenl je vidy mnoho-
Clen, jehoZ stuperi je roven souctu stupiii obou Ciniteld.

Naopak Fady reciproké-k mnohoclenum nultého stupné
(tzn. k nenulovym konstantim) jsou opét nenulové kon-
stanty (pfevricené hodnoty danych), tedy mnohoéleny
nultého stupné:

(c+0x+0x2+ ... 4+0xF+ ...).
.(1/c—|—0x+0x2+ ...+0x"—|— S
=14+0x+0x2+ ... +0xk4 ... =1I(x) .

K nulové fad¢ 0(x) oviem reciproka fada neexlstu)e ostatné&
0(x) ani neni mnohoclen nultého stupné (nulovy mnoho-
¢len nem4 %4dny stupetl).

Cuviceni

Znisobte fady

I (1 +2x+ 2x2 4 . +2x’¢—l—
(A —x 42—+ + (— l)kx"—i— L)
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2. (1+2x+3x2+4x3+4x4+ AL
D1 — 202 2% — 4 ... (=D 2a2 4 Y

3. (14 2x + 2%+ . +2x"+
(1 — 2x 4 2x2 — + +(—1)"2x’f +...).

Najdéte Fadu reciprokou k fadé
4. 1+2x+x24+034"... +0xF+ ... =1+ x2;

1 1
5.l+x+ x2+6x-"—|— +ﬂx"+...=

i 1.

= k!

6. V oboru Fad provedte déleni
A+x:1+x).

7. Urcete fadu A(x), pro kterou plati

Ax) (1 + x) =
=1—x+ 22—+ ...+ (—DFxk 4 ...

3. Mocniny Fad. Ndsobime-li danou fadu ji samotnou,
byvd obvyklé nazyvat soulin Ctvercem mebo druhou moc-
ninou dané fady. Je-li ddna fada

Ax)=ao+aix+ax®+ ... +apx* 4 ... = (6)

[e o]
k=0

je jeji druhou mocninou fada
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A(x)=ao+aix+a'sx®+ ... +axt+ ...,
kde ve shodé s (5) je

@'y = aar + @ax_1 + ... + aray = Z Qag_; ,
—

(5"
k=0,1,2, ...

Obdobn¢é 1ze zavést i pojem tfeti, étvrté, . . . atd., obecné
n-té mocniny A*(x) dané fady A(x)

Avx) = A(x) . A*1(x) ,

pti¢em? Ai(x) = A(x). Definici mocnin fady doplnime
navic imluvou, Ze nultou mocninou libovolné fady bude-
me rozumét fadu I(x). Poditdni s mocninami fad je pak
stejné jako s mocninami redlnych Cisel: 43(x) = A(x)

. A¥x) = A(x) . A(x) . A(x) = A%(x) . A(x), AYx) =
= A¥(x) . A(x) = A%(x) . A*(x) = [A*x)P, atd. Vzhledem
k asociativnosti a komutativnosti ndsobeni fad ]e polem
n-té mocniny jednoznalny pro vSechna celd neziporni n
a plati obvyklé vzorce

A(x) . Am(x) = Avim(x) | 9)
[A(x) . Bx)]* = A"(x) . B*(x) , (10)
[Ar@)]m = Amm(x) , (11)

pro viechna celd #n, m = 0.
Bylo by zfejmé vyhodné roziifit pojem mocniny fady
i na ptipad zdpornych mocniteld, pfirozené tak, aby vztahy
® — {an zustaly stile v platnosti. Takové rozsifeni je
mozne Staci totiZ, abychom pod minus prvm mocninou
A-Yx) dané fady A(x) rozuméli fadu k ni reciprokou.
Pfitom ovSem musime pfedpoklddat, Ze reciprokd fada
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existuje, tzn. Ze koeficient g, dané fady (6) je nenulovy.
Ziporné mocniny tedy na rozdil od kladnych nebudou
definovany pro viechny fady. V dal$im budeme fadu reci-
prokou k A(x) b&Zné znacit 4-1(x).

Obecna platnost (pro viechna celd n, m) vztahu (9) —
(11) se snadno odvodi z asociativniho a komutativniho
zikona pro nisobeni fad. Vezmé&me napf. —m > n > 0;
potom A™(x) = [A7Y(x)]™™ = [A7Y(x)]" . [47(x)] ™",
takZe

An(x) . A™(x) = A(x) . [A7 )] [A2(x)] ™" =
= [A(x) A (X)]* [A-Y(x)] ™" =
= In(x) [A7(x)) " = Amn(x) ,

a podobné v ostatnich pfipadech.

P¥iklad 3. Pocitejme druhou mocninu fady (8). Podle
vzorce (5") pro koeficienty ¢tverce fady dostaneme

Q4+x+x2+ ... 424 ... 2=
=14+2x+3x24 ... +(B+ Dxb + ...

Zirovenh muZeme tvrdit, Ze tato fada je reciproka k fadé-
mnohoclenu (1 — x2 = 1 — 2x 4+ x2; vyplyvd to ze
“vztahu [4%(x)]-! = A~2%(x) = [A-Y(x)]?, ktery plat pro
libovolnou fadu A(x), k niZ existuje reciproka fada A4-1(x).

Mime-1i takto definovany celé mocniny fad, kladné i zd-
porné, je zcela pfirozena otizka, zda a jak lze zavést mocni-
ny s libovolnym raciondlnim mocnitelem, zejména tedy,
zda a jak lze definovat druhou, tfeti atd. odmocninu z dané
fady.

Samotna definice druhé odmocniny z fady neptisobi
potiZe. Je-li ddna Fada

B(x)=by+bix +bax2+ ... +bpx* + ... =
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= > bt @
k=0

pak jeji druhou odmocninou rozumime pfirozené takovou
fadu
Alx) =ap+aix 4+ ax®+ ... + axt + ..., (6)

pro kterou plati A%(x) = B(x). Jaké podminky vSak musi
fada B(x) spliiovat, aby se dala fada A(x) nalézt? Z po-
rovnini koeficienti fady B(x) a fady A4%(x) — viz vzorec
(5') — plyne pfedeviim rovnost b, = a2. Odtud je ihned
vidét, Ze

1) je-li b, < O, neexistuje 24dnd Fada A(x) (s redlnymi
koeficienty!), kterd by vyhovovala vztahu A%(x) = B(x);

2) je-li by = 0, je nutné také gy = 0; B o

3) je-li by > 0, pak a, mizZe byt bud Vbo, neboe — ]/bo.

Podivejme se dile na pfipad 3). Porovndnim dalSich
koeficientti b; se vzorcem (5") dostivime postupné

a1 = b1/2a, ,
a = (b2 — a?)/2a, ,
ay = (by — 2ma,)/2a,

atd. ; ve jmenovateli viech té&chto vyrazl je vidy 24,, tedy
Cislo od nuly rizné, v Citateli pak jsou vyrazy obsahujici
jen koeficienty &; dané fady a koeficienty a; s niZ$im inde-
xem, tedy urcené jiZ v predchazejicich krocich. V pEipadé
3), kdyz &, > 0, miZeme tedy postupné nalézt viechny
koeficienty ax (¢ =0, 1, 2, ...) hledané fady A(x). Ze
vzorce (5') pak vyplyne A%(x) = B(x).

Zbyva tedy probrat jest&€ pripad 2), kdy b, = 0. Vime
jiZ, Ze nutné a, = 0, aviak podle (5") mdme pro b; rovnost
b, = 2a¢a, takZe

2a) jestlize by = 0, by # 0, nelze najit fadu A(x), ktera
by vyhovovala vztahu Az(x) B(x);
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2b) jestlize by = 0, b = 0, dostaneme opét porovninim
koeficientd pfi x2 podminku b = a;2 a jsme v podstaté
ve stejné situaci jako na zalitku, jenZe ,,0 jeden index
dale“. Jestlize b < 0, hledand fada A(x) neexistuje;
jesﬂiie bs > 0, lze postupné najit jak a; (a1 = ng nebo

= — |/bs), tak také dalii koeficienty az, aj, . (vzorce
ysou obdobne jako v p¥ipad€ 3); jestliZe b, = 0, pak mame
znovu dv€ moZnosti podle toho, zda je b; # 0 (fada A(x)
neexistuje), anebo b, = 0 — pak rozhoduje znaménko
koeficientu b, atd. ‘

MuZeme struc¢né shrnout cely rozbor. K tomu, aby
k dané fadé B(x) existovala fada A(x) takovi, Ze A2%(x) =
= B(x), je nutné a stali, aby proni nenulovy koeficient
fady B(x) mél sudy index a byl kladny.

Podobné jako u reilnych Cisel plyne z rovnosti 42(x) =
= B(x) také [— A(x)]* = (—1)2 4%(x) = B(x), takZe spolu
s A(x) je také — A(x) — fada opacnd k fad€ A(x) — druhou
odmocninou fady B(x). Odpovid4 to dvoji mozné volbé&
koeficientu a, (resp. prvmho nenulového koeficientu a,
]e-hbk—Oprok 0,1,2, ...,2m—1, bem # 0). Z pod-
minky a2 = b, (resp am? bzm) dostaneme bud g, =
= |/bo, (@m = V/bam), nebo ag = — [/bo, (am = — |/bam)s
volbou znaménka koeficientu a, (resp am) jsou uZ dalsi
koeficienty fady A(x) jednoznacné urCeny.

P#iklad 4. Pokusme se najit druhou odmocninu A(x)
fady (8). Podminka existence je tu splnéna, koeficient
s indexem nula (tedy sudym) rady (8) je kladny (totiZ
roven jedné). Z prvni podminky a,> = 1 vezméme a, = +1

(volba znaménka). Potom dile vychdzi a1 = %, az =% s
a, = 1% 5 ... . Pro koeficienty a; hledané fady existuje
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obecny vzorec
2k
a=4+(%); (12)
odvodime si ho je$t& pozdéji jinou cestou.

Jak rozbor podminek, tak i konkrétni vypocet koeficienti
pfi hleddni druhé odmocniny z fady je dosti sloZity; pro
tfeti a vy$8i odmocniny nebude situace o nic lep$i. Existuje
vS$ak naStésti jesté jind, vyhodnéjsi metoda hledani odmoc-
nin z dané fady. UkdZeme si ji pozdéji, aZ si ddle rozsifime
vybér nastroju, kterych umime pfi zachdzeni s fadami
pouZivat.

Cuiceni
Uréete druhé odmocniny z fad

8 1—2x+3x2—+ ...+ (—DF(k+ Dx¥+ ...
9. 1+x—x—xt4+x8+x"— ... =

[eo]
- Z (—1F [x3% + x3%+1] |
k=0
10. DokaZte, 2e [—A(x)}f = (—1)¥ A¥x) pro vSechna
cela &.
11. Zjednoduste diskusi podminek existence druhé od-
mocniny fady tim, Ze z ni vytknete vhodnou sudou

mocninu x. Radu B(x) vyjadfite tedy jako soudin jiné
fady a mnoho¢lenu tvaru x2m,

4. Binomicka Fada. Vratme se ted na chvili znovu
k tématu, kterym jsme se zabyvali ve druhém odstavci
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prvni kapitoly, k binomickym koeficientim. Vlastni obsah
tzv. binomické véty jakoZto tvrzeni o platnosti vzorce
(1.3), resp. (1.4) tkvi v rovnosti koeficienti mnohoélenu
(1 4+ x)» a vyrazit (1.2). Je ptitom lhostejné, krerym smérem
postupujeme, zda definujeme Cisla (Z) vzorcem (1.2)
a pak dokdZeme, %e koeficienty v (1 4 x)” jsou pravé tato
isla (%), anebo zda obrdcens definujeme &isla (;) jako

koeficienty v (1 + x)* a pak dokiZeme, Ze pro n& plati
vyjadfeni (I.2).
Tento druhy postup nyni uplatnime pfi definici Cisel

(%) prok=0,1,2,...5n=1,2,3, ... Podle nasi
umluvy je (Z) = 0 pro 0 < n < k, takZe pfi pevném

n = 0 jsou Cisla (Z), k= 0,1, 2, ... pravé koeficienty
fady (mnohoclenu) (1 + x)”, coZ neni nic jiného neZ n-ta
mocnina #ady (mnohoclenu) 1 + x. Je proto zcela pfi-
rozené definovar Cisla <_kl) ,k=0,1,2,...,jako koe-
ficienty Fady reciproké k fadé 1 + x a obecné pak &isla
(—n) k=0,1,2,...;2=1,2,3, ... jako koeficienty

rady reciproké k fadé (1 + x)7, anebo — coz je podle (10)
totéz — jako koeficienty fady, kterd je m-tou mocninou
Fady reciproké k fad¢ 1 + x.

Radu reciprokou k 1 + x najdeme snadno znimym zpt-
sobem; je to fada

l—x+x—+ ...+ (=1¥xr+ ..., (13)
takZe podle nasi definice bude
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(-kl> (1 E=0,1,2,... (14

Radu (13) nyni umocnime. Podle (5") dostaneme
k
-2\ _ -4 —
(%) —Z (—1Y (— 17 =

k
= > (—DE=(-DFERE+ D),
tedy =
(U4 2x+ 220 = > (—1F(k+ Dt =
k=0
=1—2x+4+3x — 43+ ...+ (—1F (4 Da*+ ...

Zcela stejné jako v pfipad& kladnych mocnin odvodime
ze vzorci pro ndsobeni fad obecny vztah

() =3 () (G 0srsns a9

specidlné tedy ptir = 1 plati
D=2 ) =3 (v =
=3 Y ()

(—r (— "—1)=Z(—1)f(_j"). (16)

takZe
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Pomoci vzorce (16) miZeme uZ celkem snadno poditat
postupné vSechna Cisla (—kn) pron=1,2,3, ..., po-
dobné jako pocitime (Z) pii 0 ‘é k < nz Pascalova troj-
tthelnika. V nisledujici tabulce je pro ndzornost uvedeno

nékolik hodnot {isel (—kn) prok=0,1,2,...,8;n=
=1,2,...,8:

k= 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n=1 1 =1 1 -1 1 -1 1 -1 1
2 1 -2 3 —4 5 —6 7 —8 9
3 1 -3 6 —-10 15 =21 28 —36 45
4 1 —4 10 —-20 35 -—56 84 —120 165
5 1 -5 15 —-35 70 —126 210 —330 495
6 1 —6 21 —56 126 —252 462 — 792 1287
7 1 —7 28 —84 210 —462 924 —1716 3003
8 1 —8 36 —120 330 -—792 1716 —3432 6435

Analogickym zpiisobem se d4 z rovnosti fad
A+, . A+x=10+x)"
odvodit vzorec odpovidajici vzorci (I.5), totiz
—n—1 —n—1 —n
y )+ G ) =GN )
‘platny pron = 0, 2 > 0. Vzorec (17) 1ze ostatné ziskat téZ
ze (16) odeltenim.
Vedle rekurentnich vzorci (16) a (17) bychom oviem

také radi méli explicitni vyjadteni &isel (") obdobné
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vzorci (I.2). Takové vyjddieni skutecné existuje; dokiZeme
si ted, Ze plati

D= e D, uso k=0 @8
Diikaz povedeme indukci podle n. Pro » = 1 vzorec (18)

plati, nebot <-kl) = (—1)* podle (14) a (},:) = 1 pro
viechna 2 = 0, 1, 2, ... . Piedpoklidejme tedy, Ze (18)
plati pro urlité » = m = 1 a dokaZme, Ze potom plad
také pro n = m -+ 1. Podle (16) v3ak je

™ D=y Y ey () -

— (— +5—-1
3

Ale podle (I.14") je souCet na pravé strané roven pravé
gstu (™ F), rakze

—m—1 m+14+k—1
co% meni nic jiného neli rovnost (18) pro n = m + 1,
kterou jsme pravé méli dokdzat. Plati tedy (18) pro viechna
pfirozena n.

2 v e _7 ’
Pi#iklad 5. Pocitejme ( 4 ) podle (18). Vime, Ze
(D= (=) =10.3.7=210

ve shod¢ s hodnotou uvedenou v pfedchozi tabulce.
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Vzorec (1.2) se d4 pon€kud zjednodusit zkricenim Cislem
(n — k)! S pouZitim oznaceni zavedeného ve tfetim para-
grafu prvni kapitoly miiZeme psit

(Z)z nn—1)...n—k+1) F(n) )

k! k!

Je-li & > n, plati vzorec (19) rovnéZ, nebot se pak v Citateli
jako jeden z Ciniteltl objevi i &islo n — # = 0, takZe pak

<z> = 0 ve shodé s nadi imluvou. Alei pron < 0 <%
lati (19); je-li » = —m, m > 0, je podle vzorce (18
P

O=-CGM =t D=
=(—1)"(m+k—1)(m+k—2)...(m—}—k—k)%:

1
=i (=m(—m—1) ... (—m—k+1)=

1 F,
=zran—1)...(n—k+1)= Z(ln)

N v .y n o s .
Ve shod€ s nasimi definicemi ¢isel ( k) tak miZeme psit

AGtar=14+Ds+ G+ o+ D + ...
(20)

pro libovolné celé #. Je-li n = 0, je (20) mnoho¢len, nebot
(Z) = 0 pro viechna k > n; je-li n < 0, neni fada (20)
mnohoclenem, nebot viechny jeji koeficienty jsou pak ne-
nulové. Tim se liSi pfipad zapornych mocnin fady 1 + x
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od jednodusiiho a znimého pfipadu kladnych mocnin
dvojClenu 1 + x.

Priklad 6. PonévadZ (1 + x)* (1 4+ x)* = lpron =
=0,1,2, ..., musi pro kadé kladné % platit

0= 3G (-
ST GR), @

jak vyplyva z porovnini koeficientl pfi x*.

P¥iklad 7. Podobné jako v ptikladé 4 v prvni kapitole
porovnejme koeficienty v fadich

A+x"A—x)y7=(1—x2)™". (22)
Dostaneme tak jednak rovnost
n+k—1
T )=
< —1 2k —j—1
=S (—1y(rti— n+2rk—j—
;( yHT) TR
jednak
< -1 2% —j
— n+) — n+2k—1\_o-:
]Z)( ) GRS =0

obé jsou platné prok = 1,2,3, ...
Raddm tvaru (20) tikime binomické Fady. Jejich special-
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nim pfipadem jsou tedy i zndmé mnoholleny (1 + x)»,
n = 0, mocniny dvoj¢lenu — binomu 1 + x (odrud jejich
nazev). Upozorfiujeme vSak pro jistotu hned ted, Ze jsme
zatim nikde nemluvili o hodnoté fady, o dosazovini redl-
nych hodnot za promé&nnou x do fady, o substitucich atd.
O tom viem pojednime aZ v dalSich odstavcich. Proto
také je tfeba rozumét napf. rovnostem tvaru (22) zatim
jen ve smyslu nisobeni fad jakoZto formilni operace
s jejich koeficienty.

Vzorec (19) je zcela obecné vyjdFeni koeficienti ()

pro libovolné celé » a nezidporné celé k. To nds celkem
pkirozené vede k myslence definovar vyrazem (19) Cisla

(Z} i pfo necelé hodnoty 7, tzn. poloZit pro libovolné
redlné Cislo pacelék = 0

? 1 :
(%) = Ao - (19
Bude nas ted pfedevSim zajimat, jak se chova fada, kterd

ma4 za koeficienty tato Cisla (‘Z), tedy fada

Bi=1+ (Dx+BD=e+...+ D+ ...
(23)

Specidlnimi pfipady (pro celé hodnoty p) fad (23) jsou
oviem naSe uz zndmé binomické fady (20), resp. téZ mno-
hocleny (1 + x)». Proto i fady (23) budeme nazyvat bino-
mickym: fadami.

M¢éjme dvé binomické fady tvaru (23), By(x) a B,(x),
a pocitejme koeficienty jejich soucinu By(x) . B,(x). Podle
(5) je koeficient pfi x* v tomto soucinu din souctem
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" . 1
> (5 Gilw= kz; T (n = By1 KP) Fui(q) =

k-0

_ 1<

= a1 2, (D) Flo) Fok@ -
Ten vsak je podle vzorce (I.62) roven pravé

1 +
7 FRe+9="C717),
takZe zcela obecné plati

By(x) . By(x) = Bp.o(%) (24)
pro viechna redlnd p, g. Specidlné pak z (24) plyne také
Bp(x) . Bp(x) - sz(x) - sz(x), l'CSp. obem.é Bpm(x) =
= Bup(x) pro kazdé redlné p a pfirozené m. Je-li r racio-
nalni Cislo, » = p/q (p, ¢ pfirozend), plati tedy také

B (x) = Bp(x) = (1 + x)7 ,

takze muZeme fadu B,(x) poklidat za g-tou odmocninu
z fady By(x), tj. z mnohoélenu (1 + x)?, a miZeme psit

By(x) = (1 + x) (25)
pro viechna kladna raciondlni Cisla . Pfechodem k recipro-
kym fadidm pak snadno odvodime platnost (25) i pro za-
porna r. Pfi r = 0 je oviem (2) = 0 pro viechna & > 0
a By(x) = I(x) = (1 + x)°; (25) tedy plati pro vsechna

ractondini r.
A

1
Pfiklad 8. Ve (23) zvolme p = 5. Podle (25) bude

fada
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B%(x)=l+ (%)x-}— (%) K24+ ...+ <i> xkE4 ...
(26)

vlastn& druhou odmocninou (ve smyslu odstavce 3) z mno-
ho¢lenu 1 + x. Koeficienty v (26) jsou Cisla

iy AEDED - G-)

_1=1(=3)...(—2k+3) _
RI2E - :

1.3.5...(2k—3)
BT 2% :

= (— 1yt
2.4.6...2k—2) _
"2.4.6... (k=2

1.2.3...2k—2) _
RI2F . 263k — 1)1

@k — 2)!
%1 _El(k— D

= (— l)"‘l

= (—1p

PFiklad 9. Podivejme se jest& na fadu reciprokou k fadé:
(26); bude ji podle (24) fada

1 _1
B i(x=1+ (_17>x+ ( 22> 24 ...+
2

+ (‘j) x4 (27)
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Pro jeji koeficienty dostaneme stejnym postupem jako
v ptipadé fady (26) vyjadieni

<_k5> — (1 1.3. Sk.!.ék(Zk —1) _

= = () () -

PiSeme-li v (27) vSude —x misto x, dostaneme fadu

B_%(—x)zl— <‘1%> x + <2%) x® — 4+ (28)
(=1 (j) xk 4 .

jejiz koeficienty jsou zfejmé

()= @)

Podle (24) mdme pfitom B_ 1%(x) = B_i(x), coZ je podle

2 .
(14) pravé fada (13). PiSeme-li v ni —x misto x, dostaneme
fadu B % (x) = B_.i1(—x) = (1 — x)7}, tedy fadu (8).

2
Rada (28) je tedy druhou odmocninou z fady (8); tim
jsme si dokdzali vlastné obecnou platnost vzorce (12) pro
jeji koeficienty, jak jsme o tom hovofili uz v pfikladé 4.

Omezenymi algebraickymi prost¥edky, které zde mdme
k dispozici, nedovedeme dokdzat, $e rovnost (25) plati i pro
jind nesli raciondlni r, a¢ oviem tfada B,(x) je 1 v tomto
ptipadé definovana. Nevime viak zatfm, jak bychom méli

78



rozumét vyrazu (1 + x)7, nevime totiZ, co znamend r-td
mocnina fady p¥i iraciondlnim r.

Cuvieni
3
12. Urete koeficienty fady B3 (x) = (1 + x)? a ovéite,
2
Zeje
B3%(x) = By(x) = 1 + 3x + 3x2 + x2.
Kl

13. Dokazte, %e pro lLbovoiné rediné p plati

pPrIN_p ?
rrD=Gro+®
provsechnak =20,1,2, ...
14. Ukazte, Ze také vzorce (1.7) a (1.14") i vysledky cviCeni
1 a 2 z prvni kapitoly zlstanou v platnosti, nahradime-li
v nich celé 7 libovolnym redlnym p. Stejnd tvrzeni

plati i pro vzorce (15), (16) a (18), které jsme si zatim
odvodili jen pro celd n.

5. Derivace fady. Roziifeni pojmu derivace z mnoho-
Clent na fady je takfka bezprostfedni. Je-li dana fada

A(x): a, + aix + ax?+ ... +axt + ... =

a
= Z apx* (6)
k=0

nazveme jeji derivaci fadu
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DA(x) = a1 + 2a2x + 3a3x®> + ... + (B + Dagax* +
e e}

+ .= Z Rapxt-1 (29)
E=1

Jde pfitom o skute¢né roziifeni. Je-li totiz dand fada (6)
mnohoc¢lenem, je jeji derivace (29) stejna jako derivace
tohoto mnohoc¢lenu podle definice podané v prvni ka-
pitole.

Stejné snadno se pfesvédcime, Ze derivace fady se vzhle-
dem k pocetnim operacim chovaji stejné jako derivace
mnohoélenil; i pro né plati pravidla 1, 2 a 3, tzn. vzorce

D[A(x) + B(x)] = DA(x) + DB(x) , (30)
resp. obecnéji

D[Ay(x) + Az(x) + ... + Au(x)] = (309

= DAi(x) + DAx(x) + ... + DAn(x) ,

D[cA(x)] = ¢cDA(x) , ¢ = konst., (€2))
D[A(x) . B(x)] = A(x) DB(x) + DA(x) . B(x), (32)
resp.
D[A1(x) Ax(x) ...An(x)] = DAi(x) . Ax(x) ... Au(x) +

+ Ai(x) DAx(x) . Ay(x) ... Am(x) +

+ ..+ Ai(x) Ao(x) ... Am_a(x) DAn(x) . (32)

Odtud plyne pak prom =1, 2,3, ...
DA™(x) = mA™1(x) DA(x) , (33)

srv. obdobné (1.33). Z rovnosti A(x) . A1(x) = I(x)
a DI(x) = 0(x) dostdvime pro derivaci fady A-!(x) re-
ciproké k dané fadé A(x) vzorec
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DA-(x) = — A-%(x) DA(x) , (34)
takZe (33) plati pro vSechna celd m (véetmé zipornych).
Vzorec (33) 1ze dokonce zobecnit i na pfipad libovolaych
raciondlnich exponenti r

DAr(x) = rArY(x) DA(x) . (339

Podrobné ovéfeni vzorca (30) — (34) pfenechdvime pro
pocviceni ¢tendfi.

Piiklad 10. Pro naSe zndmé binomické fady B,(x) =
= (1 + x)» plati

DB,(x) = rBy_1(x) = r(1 + x)r1 (35)

pro viechna raciondlni r. Platnost prvé rovnosti v (35) lze

oviem dokidzat — a to dokonce pro libovolné redlné (tedy

i iraciondlni) r — také pfimo z (19) a (1.20) bez odvoldvani

se na (33").

Také pojem druhé, tieti, . .. atd. derivace se da pro fady
zavést stejné jako pro mnohocleny:

DtA(x) = D[D*1A(x)] , k=1,2,3,... (36)
pfiemZ D1A(x) = DA(x) a DoA(x) = A(x). Plati oviem
opét

D»[D?A4(x)] = Dm+*4(x) , mn=0, 37N
2 D o .

DtA(x) = > Fi (Dap* = > Fulj+ Rapard, (38)
=k j=0

kde fadu A(x) pfedpoklidime danou vyrazem (6). Také
vzorce (I.39) a (I.40) a Leibnizav vzorec (1.41) se daji
pienést z mnohoclend na fady
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DHA(x) + B(x)] = D*A(x) + D*B(x) ,
E=1,2,3,..., (39)

D¥cA(x)] = cD¥A(x) , ¢ = konst. (40)
k

DHA) . B = > (f) DiA(x) . D¥/B(x) .  (41)
i=0

P¥iklad 11. Hledejme fadu A(x), pro kterou by platilo
D A4(x) = A(x) (42)

pro vSechna £ = 0, 1, 2, ... Stadi oviem uvaZovat jen
k = 1; z (29) dostivime podminku ka; = ax_i, tzn. a; =
= ag/k! . Je-li zde ay = 0, je hledanou fadou nulovi fada
0(x), ktera ovSem podmince (42) také vyhovuje. Pfi gy = 1
vychdzi pak fada |

x2 x xk
E(x)=l+x+7+?—{—...+‘kf!+... (43)

Thned vidime, Ze viechny fady, jeZ vyhovuji(42),jsou kon-
stantni ndsobky fady E(x) z (43).

6. Hodnota fady. Na prvni pohled by se mohlo zdir,
Ze muZeme byt s vysledky pokusu o rozsifeni oboru mno-
ho¢lenti na fady jeding spoko;em PotiZe s délenim a od~
mociiovinim se zmensSily a jiné operace (jako napf. deri-
vovini) se nijak podstatné nezkomplikovaly. Ale na svété
nebyva nic zadarmo a za zjednoduseni v jednom sméru
zaplatime komplikacemi, které se objevi jinde.

S mnohocleny jsme totiz provadéli zcela b&%né jeSt&
jednu operaci, kterou jsme si dosud nedefinovali pro Fady,
a to dosazeni urlité (redlné€) hodnoty za proménnou x.
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A prévé zde narazime v pfipadé€ fad na bohuZel dosti pod-
statnou obtiZz. Dosazenim redlného Cisla za x do mnoho-
Clenu dostaneme vzdy soucet jen konelného poctu séitancu,
ktery tedy dovedeme spocitat. V pfipadé fady budeme
mit po dosazeni za x takovych s¢itanc nekoneéné mnoho,
ale v aritmetice redlnych cisel jsme si nekoneéné soucty
nedefinovali a nevime, co znamenaji.

K zdkladim matematické analyzy, které se u nis pro-
biraji aZ na vysoké Skole, patfi také teorie nekonecnych
fad, kterd umoZiiuje dat rozumny smysl privé takovym
sssoutim nekone¢né mnoha séitancii. Je viak nemysli-
telné, abychom si zde, v malé kniZce uréené zcela jinym
cilim, probirali podrobngji tak obsihlé téma, jako je
teorie nekone¢nych fad. Musime si proto vypomoci jinak.
Budeme muset pfijmout bez dikazu nékterd zakladni
tvrzeni. Budou to pro nas jakési ,,axidmy teorie dosazovani
do fad‘“. SnaZime se je ovSem volit tak, aby operace dosa-
zeni do fady méla pokud moZno ,,rozumné‘ vlastnosti,
co moZnd blizké vlastnostem operace dosazeni do mnoho-
¢lenu. BohuZel neni moZné zafidit, aby se kaZdé redlné
¢islo dalo dosadit do kazdé fady; musim= se spokojit
s jistym rozumnym oprimem, kdyZ maximum je nedosa-
Zitelné.

Jako prvni, celkem pfirozeny ,,axiém‘ px"ijmcme kon-
vencx, Ze soucet nekonecné mnoha nulovych séitanci se vzdy
rovnd nule. To ma hned dvé& vyhody:

1) Je-li dand fada A(x) mnoho¢lenem, m4d jen konec‘.‘ny
pocet nenulovych koeficientd. Dosadime-li do ni za x
jakoukoliv pevnou reilnou hodnotu ¢, dostaneme soudet,
v ném? je kone¢ny pocet s¢itancd nenulovych (a ten umime
spocitat) a nekoneéné mnoho scitanci nulovych (a jejich
soucet je tedy roven nule). Celkovy vysledek (soucet onéch
nenulovych séitancl) je pak zfejmé stejny jako vysledek
dosazeni té%e hodnoty ¢ do mnoho¢lenu A(x) v obvyklém
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smyslu. Operace dosazeni do Fady se tak jevi jako skute¢né
roz$ifeni operace dosazeni do mnohoclenu.

2) Do ka#dé fady miZzeme za x dosadit nulu. Vysledkem
dosazeni x = 0 do fady A(x) = Zarx* je pak podle naseho
»axiomu‘‘ nutné A(0) = a,. Odtud a z (38) vyplyvaji uz
pro k =0, 1,2, ... rovnosti D¥4(0) = k! ax. I pro fady
plati MacLaurinova formule

Am= > Z—'j D*A(0) . 44)

Ma-li mit operace dosazeni i v obecném pfipadé rozum-
ny smysl, musi respektovar pocetni operace s fadami stejné,
jako je respektuje operace dosazeni do mnohoclenu; to
bude nas druhy ,,axiém‘. Jestlize je tedy ¢ redlné Cislo,
které smime dosadit do danych fad A4(x) a B(x) — coz
znamena, Ze pfislu$né soucty maji urcité hodnoty A(q)
a B(q) — pak smime ¢ dosadit za x také do souctu C(x) =
= A(x) + B(x) obou danych fad a do jejich souinu
D(x) = A(x) . B(x), a pfltom musi platit C(q) = A(q) +
+ B(q)a D(q) = A(g) -

smmeme si dvou konkretmch dusledkd druhého
»waxiomu®. Kazdé realné ¢islo ¢ smime dosadit do mnoho-
¢lenu B(x) =b+4+ 0x 4 0x2+4 ... + Oxk + ... avidy
je¥B(g) = b = konst. Smime-li tedy dosadit ¢ do dané
fady A(x), smime je dosadit té% do jejiho konstantniho
nisobku bA(x) = B(x) . A(x) a jako vysledek dostaneme
&islo bA(g).

Druhy disledek se tyka reciprokych fad. Jestlize k dané
fad¢ A(x) ex1stu]e rec1proka fada A-1(x) — k tomu, jak
v1me, je nutné a staci, aby bylo A(0) # 0 — plau A(x) .

A-Yx) = I(x). Je-li tedy q Cislo, které smime dosadit
jak do A(x), tak také do A-'(x), musi pro pfislusné hod-
noty platit A(q) . AY(q) = 1(q¢) = 1, takZe nutné
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A- 1(q) [A(q)] -1, Této vlastnosti operace dosazeni vy-
uZivaime napf. k urCovini hodnot fad reciprokych k mno-
ho¢lentim.

PFiklad 12. Ponévad? vime, Ze fada (8) je reciproki
k fadé-mnohoclenu 1 — x, bude hodnota fady (8) po do-
sazeni x = ¢, tj. hodnota sou¢tu 1l + ¢ + ¢ + ... +
+ ¢*¥ + ... rovna vidy (1 — ¢)7., a to pro kazdé reilné
Cislo ¢, které smime do fady (8) dosadit. Kdybychom do
Fady (8) dosadili x = 1, méla by ndm jako hodnota fady
vyjit pfevracend hodnota nuly, coZ neni moZné. Z toho
uZ vidime, Z2e x = 1 zfejmé& nesmime do fady (8) dosazovat.
Mame tu pfiklad fady, do které (na rozdil od mnoho-
¢lent) nelze dosadit cokoliv.

Jako tfeti, opét celkem pfirozeny ,,axidm‘“ pfijmeme
zasadu, podle niZ o existenci a hodnoté soulru rozhoduji
zcela hodnoty jednothivych séitanci (v daném pofadi) vznik-
Iych dosazenim redlné hodnoty, aviak nezdlezi ani na
dosazované hodnoté, ani na tom, do které fady se operace
dosazeni provadi.

V dal§im budeme vétSinou vychazet z nésledujici kon-
krétnéjsi formulace této zisady:

Méjme diny dvé fady A(x) = Zarx* 2 B(x) = Zbpx*t
a necht ¢ je redlné &islo, které smime-dosadit za x do fady
A(x), tzn. Ze existuje hodnota A(q) soutu ay + aig +
+ a2¢® + ... + arg* + ... Jestlize nyni pro jisté redlné
Cislo p plati arg* = byp* pro vSechna £ = 0, 1, 2, ...,
pak smime dosadit ¢islo p za x do fady B(x) a plati B(p) =
= A(9g).

V nékterych ptfipadech by ovSem tato formulace byla
pEili§ specidlni; tak napf. z ni pfimo nevyplyvi, Ze dosa-

zenim hodnoty - za x do fady
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B(x) = Zbpxt = 1 + x2 + x* + ... 4 %28 4+,
kde bx = 0 pro licha %, dostaneme tyi vysledek ]ako “do-

sazenim hodnoty x = 7~ do fady (8), kterd mé viechny

koeficienty (tedy i s lichymi indexy) nenulové, takZe po-
Zadovana rovnost axg® = bip* pro k = 0, 1, 2, tu
zfejmé neplati. Pon¢vadZz vSak podle prvmho ,,axxomu“
rozhoduji o existenci a hodnoté souctu jen nenulovi sCi-
tanci a ponévadz — po vynechdni nulovych sCitanci —
dostaneme v obou pfipadech stejny soucet, totiz 1 +

+Zz+wt---Fwton muzeme na zdkladé

nasi obecné zdsady tvrdit, Ze oboji dosazeni bude sitejné
oprdunéné a povede také ke stejné vysledné hodnoté (uvidime
pozdé&ji, ke které). Obdobné& budeme postupovat i v jinych
pfipadech.

Uvedeme si jesté jeden disledek naSeho nového ,,axi6-
mu‘.

Do kazdé fady A(x) = Xarx* smime za x dosadit pravé
ta Cisla, kterd smime dosadit do fady D(x) = x A(x) =
= Zapxk+l,

Skute¢né, fada D(x) je soudinem fady A(x) a mnohoc¢lenu
M(x) = x, a proto jiz podle druh¢ho ,axiomu® smime
do fady D(x) dosadit kazdé Cislo g, které smime dosadit
do fady A(x). Ze do A(x) smime vZdy dosadit nulu, vime
jiz z prvniho ,axiému‘. Budiz tedy ¢ = 0 &fslo, které
smime dosadit do fady D(x) a vezméme nyni fadu C(x),
ktera je soucinem fady D(x) a mnohoclenu N(x) = 1/¢ =
= konst. Cislo ¢ smime (podle druhého ,,axiému“) do-
sadit do C(x); dostaneme tak soucet

1 1 1
Clg)= g g+ g g+ 7 ag®+ ... + L arg"* +
+-.-—ao+a1q+a2q2+ .t agt+ L,
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ale to je pravé soulet, ktery vznikne dosazenim ¢ za x do
fady A(x). Hodnota A(q) tedy existuje a je A(q) = C(g).

K dosud uvedenym ,,pfirozenym‘“ pozadavkim klade-
nym na operaci dosazeni do fady musime pfipojit jesté
n&kolik dalfich tvrzeni zdkladniho vyznamu, moZnid uZ
méné nazornych. V analytické teorii nekoneénych fad se
sice v&tsinou dokazuji, resp. odvozuji z jednodussich, ale
my si je zde zahrneme mezi nedokazované ,,axiémy*.
Z estetického hlediska by jisté bylo Zddouci, aby zejména
téchto ,,s nebe spadlych axiémi bylo co nejméné, ale
aby se z nich naopak dalo odvodit co nejvice a aby pfitom
byly navzijem nezdvislé. PonévadZ nam vSak zde nejde
0 systematické vybudovani skute¢né axiomatické teorie ne-~
konecnych fad, budeme se disledné starat pouze o to, aby
nas systém ,,axi6émi1“ byl bezesporny. Vzajemna zivislost
»aXi6bmi‘‘ nam pak nebude pfili§ vadit, pijde nam vidy
spiSe o to, abychom co nejpohodlné&ji dospéli k 2ddoucim
vysledkiim a abychom v konkrétnich pfipadech uméli bez
velkych potiZi rozhodnout, které hodnoty do dané fady
smime dosazovat a jaky bude vysledek.

Jednim z nejdileZitéjSich kritérii moZnosti dosazeni je
nasledujici princip majorizace pfi porovmavani dvou fad.

M¢jme znovu diny dveé fady A(x) = Zaix* a B(x) =
= Xbgx* a necht pro vSechna ¢ = 0, 1, 2, ... plati ne-
rovnosti |ax| < |bx|. BudiZ ¢ 7 O ¢islo, které smime do-
sadit do fady B(x) — tzn., Ze soufet by + b1q + b2¢% +
4+ ... 4 brg* + ... md urditou hodnotu B(q). Potom
<]:loI fadly'A(x) smime dosadit mj. kazdé Cislo p, pro které je
?| < |q|.

Ponévadz vidy plati |bx] < |bx|, vidime, Ze do fady
B(x), do které smime dosadit Cislo ¢ #* 0, smime dosadit
také kaZdé &islo p, které je v absolutni hodnoté mensi ne
|q]- Odtud jiZ bezprostfedn& vyplyva obecny tvar mnoZiny
hodnot, které do urcité fady smime dosadit. Z tohoto
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hledJska se fady zre]mé déli do t&chto tfi kategorii:

1) Rady, do nichz smime dosadit kterékoliv redlné Cislo.
Tyto fady budeme nazyvat celistvé; patti k nim mj. viechny
mnohoCleny.

2) Rady, do nich? smime dosadit pouze nulu. Tyto
fady budeme nazyvat bandlni.

3) Ostatni fady, které nejsou ani celistvé, ani bandlni.
Pro kaZdou takovou fadu existuje kladné Cislo o tak, Ze
do fady smime dosazovat redlnd ¢isla, jejichZ absolutni
hodnota je mensi neZ ¢ a nesmime dosazovat ¢isla s abso-
lutni hodnotou vétsi neZli ¢ (odpovidajici soucet by nemél
smysl). O samotnych Cislech ¢ a —¢ se pfitom obecné
neda nic tvrdit,

Cislu o se fikd polomér dané fady. Abychom mohli o po-
loméru mluvit ve viech pfipadech, doplfiujeme jeho de-
finici tak, Ze pro bandlni fady klademe ¢ =0apro celistvé
fady ¢ = o (o je ex definitione vétSi neZz kazdé reilné
cxslo) V matematické analyze se odvozuje postup, jak
urlit polomér fady pfimo z jejich koeficientd, uZivd se
viak pfi ném nealgebraické operace limity. My se zde
omezime na jednodussi zpisoby zjiStovani poloméru fady;
jsou zaloZeny vétSinou na porovndni s fadou, jejiz polomér
uZ znime, s pouZitim principu majorizace. Ten si mtZeme
pomoci pojmu poloméru pfeformulovat takto: plati-li pro
koeﬁczenty ax, by dvou danych fad A(x), B(x) nerovnosti
lae] = Ibk] (=0,1,2,...), pak polomér fady A(x) neni
mensi nes polomer rady B

Chceme-li oviem vzalemné porovnavat fady, musime
odnékud vyjit. Potfebujeme tedy znit poloméry aspon
nékterych zdkladnich fad; zatim vlastné jen vime, Ze
mnoholleny jsou celistvé fady a maji tedy polomér oc.
Velmi uzite¢nou vlohu zde sehraje znovu na$e zndma fada
(8). Uz z pfikladu 12 vime, Ze jeji polomér nemiiZe byt
vétsi nez 1, protoZe x = 1 do ni nesmime dosadit. Tvrzeni,
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Ze jeji polomér je prdvé roven 1, nemiZeme na zikladg
dosud pfijatych ,,axiémt“ dokdzat, takZe bude tvofit sa-
mostatny dal$i (paty) ,,axiém*, ale tenéfi, ktery jiz néco
slySel o geometrické posloupnosti (a tento pojem se na
sttednich $kolich probird), nebude piipadat nijak ne-
pfirozené; dosazenim ¢&isla ¢ za x do Fady (8) dostaneme
soucet Clenti nekonecné geometrické posloupnosti s kvo-
cientem gq.

Spolu s fadou (8) mé podle principu majorizace polomér
rovny 1 také fada (13), neboli binomickid fada B_i(x).
Z druhého ,axiému‘“ pak plyne, Ze vSechny binomické
fady B_n(x), n = 1, 2, 3, ... maji polomér asponi rovny 1;
ponévadZ viak B,(—1) = 0, nemuzZe byt vzhledem k (24)
polomér fad B_,(x) vétsi nez 1, je tedy také praveé roven 1.
Binomické fady Bu(x),n = 0, 1,2, ... jsou oviem mnoho-
¢leny a maji polomér co. K fadim B,(x) s necelym 7 se
vritime jesté pozdéji.

Zatim se vSak podivejme na nékteré dileZité disledky
principu majorizace. Jednim z nich je zfejmé tvrzeni, Ze
kaZda fada, jejiz vSechny koeficienty jsou v absolutni hod-
noté mensi neZ 1, mad polomér rovny alesponi 1. To plyne
z jejiho srovndni s fadou (8). Plati viak mnohem vice;
vidéli jsme jiz u druhého ,axiému®, Ze ndsobenim rady
nenulovou konstantou se jeji polomér neméni. Proto kazda
Fada s omezenymi koeficienty, tj. kazd4 fada (6), pro kterou
existuje kladnd konstanta K tak, Ze |ax| < K pro viechna
k=0,1,2, ..., md polomér aspoii rovay 1.

Z naseho tfetiho a Ctvrtého ,,axiému’* viak lze vyvodit
jesté jeden velmi dileZity vysledek. BudiZ a kladné Cislo
a vezméme fadu

Clo)y=14ax+ o224 ... + dbxF + ... (45)
Dosadime-li do C(x) za x ¢islo g¢/a, dostaneme soucet
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l1+g9g+-¢+...+¢+ ...,

ktery, jak vime, md pfi |¢] < 1 urlitou hodnotu, totiz
C,(gla) = (1 — ¢)L. Podle naseho tfetiho ,axiému‘
odtud plyne, Ze polomér fady C,(x) je aspon (lze dokonce
dokazat, Zze priavé) roven l/a. Méme ted obecné Fadu
A(x) = Zagx*, pro jejiz koeficienty plati nerovnosti

]ak+1| = a]ak[ 3 k= 0, 1, 2, ceey (46)

kde o je kladné Cislo. PonévadZ ze (46) smadno (napf.
indukci) vyvodime obecnou platnost nerovnosti

lax| < atlag] , k=0,1,2,...,

vidime podle principu majorizace (porovninim fady A(x)
s fadou (45), resp. jejim |a,| ndsobkem), Ze fada A(x) ma
také polomé&r rovny aspon 1/a.

VyuZijeme-li navic je$té¢ druhého ,axiému’, muzeme
sva tvrzeni jeSté ddle zobecnit v tom smyslu, Ze platnost
nerovnosti (46) nepoZadujeme pro vSechna nezdporni %,
nybrZ teprve pro % vétsi neZ jisté pevné Cislo m. Stejné
zobecnéni lze ostatné provést i se samotnym principem
majorizace. K tomu, aby fada A(x) = Xaxx* méla polomér
asponi tak velky jako fada B(x) = Zbgx*, stali, aby pro
jejich koeficienty platily nerovnosti |ax| < |bx| pro & =
=m-—+ 1,m+ 2, ..., kde m je pevné celé neziporné
(':islo. Stadi totiZ vyjadfit fadu A(x) jako soucet mnoho-
¢lenu

An(x)=ag+ ax + ax® + ... + aux™  (47)
a fady

Am(x)=04+0x 4+ ... + 0x™ + agp x4
+ amoox™t? L ... (48)

Rada (48) spliuje jiZ zfejmé& podminkﬁ vyslovenou v pi-
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vodni formulaci principu majorizace a ma tedy polomér
aspon tak velky jako fada B(x), aviak pfi¢tenim mnoho-
Clenu, tj. celistvé fady, se podle druhého ,,axiému‘* jeji
polomér nezmensi. Z takto zobecnéného principu majori-
zace pak uZ snadno odvodime i zminéné obecnéjsi tvrzeni
o poloméru fady spliujici podminku (46) teprve pro

k> m, .

P#iklad 13. V fad& E(x) ze (43) je koeficientem pfi
xk &islo 1/k! BudiZ a libovolné (tj. libovoln¢ malé) kladné
éislo. Pro £ > 1lja plati (8 + 1)1 < k! < qa, a tedy

1 _ 11 _.1

R+1)!  E4+1 " R k!
takZze fada E(x) ma polomér rovny aspoii 1/a. PonévadZ
viak a bylo libovolné, vidime, e fada E(x) je celistva.
Maime tu pfiklad celistvé fady, kterd neni mnohoclenem.
Rada E(x) je velmi dileXt4 a v matematice se s ni Zasto
setkdvime. Jeji vlastnosti si ostatné je§t& probereme pod-
robnéji v dalsich odstavcich.

P#iklad 14. Derivaci fady (8) je fada
1+2x 432>+ ...+ (k+ Dxt 4 ...,

ktera je viak také jeji druhou mocninou, tak¥e ma — stejné
jako fada (8) — polomér rovny 1.

UkdZeme si ted, Ze zcela obecné pro kafdou fadu A(x)
plati:

Rada A(x) a jeji derivace DA(x) maji stejny polomér.

K dikazu tohoto tvrzeni uZijeme pomocné véty.

Ke ka?dému Cislu ¢ s absolutni hodnotou g < 1
existuje kladné &islo K tak, Ze pro viechna 2 =0, 1,2, ...
je |kg*| = K.
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Skute¢né, stadi najit celé Cislo m tak, aby platilo m <
=(1—Jgh)?t <m+ 1,¢il

a pak jiZ snadno dokaZeme, Ze pro kazdé celé neziporné &
je |kg¥| =< |mg™|, takZe za &islo K muZeme vzit napk. pravé
K = m|q|™.

Budiz nyni A(x) = Zax* libovolna fada s polomérem g
a DA(x) jeji derivace s polomérem o’. Stejny polomér o
ma také fada D(x) = xDA(x). Ze srovnani fad A(x) a D(x)
vyplyva podle principu majorizace nerovnost ¢’ < g¢. Pfed-
pokliadejme, Ze skuteCné je o’ < g; z toho odvodime spor.
Je-li o' < o, lze najit dvé redlnd Cisla a a § tak, Ze je ¢’ <
<a <f <p. Oznaéme ¢ = a/f;jetedy 0 < ¢ < 1.
Vezméme nyni fadu C(x) = Zkax¢*x*. K nasemu cislu ¢
Ize najit K > 0 tak, Ze |kg*| < K pro vSechna & = 0, 1,
2, ...; podle principu majorizace ma tedy fada C(x) polo-
mér aspoil rovny e (jak plyne z jejiho porovnéni s K-nasob-
kem fady A(x), takZe do ni miZzeme dosadit x = $. Dosta-
neme tak soulet C(f) = Zkarg* f* = Zkay a*. Aviak
stejny soucet dostaneme dosazenim x = a do fady D(x);
to vSak podle naSeho tfetiho ,,axiému” znamend, Ze fada
D(x) ma polomér aspoil rovny a, ale a > ¢'. Neni tedy
mozné, aby bylo ¢’ < g, a proto musi platit rovnost ¢’ = o,
coZ jsme chtéli dokdzat.

Je ziejmé, Ze stejny polomér jako fada A(x) ma nejen
jeji derivace DA(x), ale také vSechny jeji vyssi derivace
D¥A(x), k = 1,2, 3, ... TyZ polomér ma vSak také kazdd
fada C(x), pro kterou plati DC(x) = A(x). Je-li A(x) =
= Zarxk, je
Cx)=co+ apx + (@/2)x*+ ... +alk+ 1) 1xk 4 ...,
kde ¢, je libovolnd konstanta; stejné tvrzeni plati i pro
Fady Ci(x), B = 1, 2, 3, ..., pro n& je D¥Ci(x) = A(x).
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Priklad 15. Derivaci fady

Lx)=x— (122 + (1303 — + ... + (49)
+ (— 1) (1B) + ...

je fada (13), tj. binomickd fada B_;(x) s polomérem rov-
nym 1. M4 tedy také Fada (49) polomér rovny 1.

Vratme se ted znovu na chvili k binomickym fadim,
resp. k otdzce urCeni jejich polomérd, kterou jsme pfedtim
museli opustdt. Zatim vime jen, Ze pro celd kladnd n maji
fady Bx(x) polomér oo (jsou celistvé), kdezto fady B_»(x)
maji polomér rovny 1.

JestliZe r je Cislo, které neni celé (takZe nutné r == 0 #=
# r — 1), ma podle na$i véty o rovnosti poloméru fady
a jeji derivace fada B,(x) stejny polomér jako fada rB,_;(x)
(viz vzorec (35)), a tedy podle druhého ,,axiému‘ i jako
fada B,_i(x). Stadi tudiZ vySetfit pfipad, kdy je —1 < r <
< 0. TuvSak platipro 2= 1,2, 3, .

1<k>‘ rr—1).. (f—k+1)

Il 1+ k— 14 |r]

A

1,

nebot |r| < 1. Podle principu majorizace je tedy polomér
fady B,(x) alespon rovny 1, jak vyplyva z porovndni s fa-
dou (8).

Libovolna binomicka fada ma tedy polomér = 1; uki-
Zeme si nejprve, Ze pfi racionilnim r < 0 je polomér
fady B,(x) prdvé roven 1. Skutecn&, podle (24) pro r =
= plg, p, g celd, p <0 < g plati

[Br(x)]7 = By(x) »
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takZe fada By(x) nemiZe mit polomér v&si ne’li fada
By(x), aviak p je celé zdporné ¢islo, a tedy ma By(x) polo-
mér pravé rovny 1.

Méjme nyni libovolné iraciondlni Cislo ¢, 0 < ¢ < 1,
aracionalni Cislo r takové, 2e 0 <» < ¢.Prok=1,2,3, ...
pak plati nerovnosti

{(‘kq){:% A+q...k— 149>

1
>zrr(l+n...(k—1+

z nichZ vyplyvi, Ze fada B_,(x) ma polomér asporl rovny
. poloméru fady B_,(x).

Shrneme-li viechny vysledky tykajici se polomé&rt bino-
mickych fad, vidime, Ze jsou jen dv& moZnosti: bud je fada
By(x) mnohoclenem (tj. fadou s polomérem oo, coZ na-
stane jen, je-li p celé nezdporné Cislo), anebo m4 binomicka
Fada Bj(x) polomér rovny 1 (pro vSechna ostatni redlnd p).

Na zavér tohoto paragrafu si dokd¥eme jesté jednu vétu
0 polomérech.

Necht A(x) = Zapx* je fada s kladnym polomérem g,
potom fada

/f(x)zao—{—alx—l—ﬂxz—l— ...+3'ch"‘+ .=
oC
%
Zk— (50)

Abychom dokdzali, 7e fada A(x) je celistvd, musime do-
kazat, e do ni smime dosadit libovolné redlné Cislo ¢ > O.

je celistvd.
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BudiZ ¢ kladné reilné Cislo men3i neZli je polomér ¢ fady
A(x), poloZme a = g/c; tedy ¢ = ac. Ke kladnému ¢islu a
najdeme celé m takové, aby bylo m < a < m + 1. Potom
pro kazdé £ = 0, 1, 2, ... bude platit a*/k! < a™/m!,
jak se snadno presvéd¢ime. Oznacme si a™/m! = K. Do-
sadime-li x = ¢ do fady A(x), dostaneme soucet

S =3 e

aviak stejny soucet dostaneme dosazenim x = ¢ do fady
s koeficienty axa*/k! PonévadZ |axa*/k!| = Klax| pro
viechna £ = 0, 1, 2, ..., md tato fada polomér aspoil
rovny o, tedy jisté vét$i neZ c, takZe do ni smime dosadit
x = ¢. Z toho oviem podle naseho tfetiho ,,axiému‘ plyne,
e do fady A(x) opravdu smime dosadit x = q.

Cuiceni

15. Zformulujte druhy ,,axiém‘ pomoci pojmu poloméru
fady.

16. Pomoci MacLaurinovy formule (44) pro fady a vzorce
(35) odvodte vyjadfeni (19") pro koeficienty obecné
binomické fady. .

17. Najdéte polomér fady D(x) = 2dxx*, kde vSechna Cisla
dy. jsou celd nezaporna a mensi nez 10, a ukaZte pak, Ze
ke kadému redlnému,Cislu ¢, 0 < ¢ < 1, lze najit
fadu D,(x) tohoto tvaru takovou, Ze D (1/10) = gq.

18. Najdéte polomér fady
(1/2)x + (1/16)x2 + (1/72)x3 + ... + (1/R22%)xk + . ..

19. Necht A(x) = Zaxx* je bandlni fada a K libovolné
Kladné &islo; pak Ize najit index % takovy, Ze ¥|/|ax| >
> K. Dokazte.
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20. Necht pro koeficienty ax (k = 0,1, 2, ...) fady A(x)
plati: Ke kazdému Kkladnému C&islu K lze najit celé
Cislo m tak, %e pro & > m je ¥|/[ax| < K. Potom A(x)
je celistva fada. DokaZte.

7. Substituce. Obdobn¢ jako v pfipadé mnohoclend
(viz paragraf 5 prvni kapitoly) lze 1 pro fady definovat
operaci substituce. Jsou-li A(x) = Zaxx* a B(x) = Zbhgx*
dvé fady, pak by — analogicky k (1.45) — vysledkem
substituce fady B(x) do fady A(x) mél byt vyraz

A[B(x)] = ZarB¥(x) = a, . 1(x) + GD
+ a1B(x) + a:B*(x) + ... + apB¥(x) + ...

Narazili jsme tu na podobnou potiZ jako pfi definici ope-
race dosazeni: ve druhém odstavci jsme si zavedli s¢itani
fad jen pro pfipad koneéného poltu séitanci. Jsme tedy
opét postaveni pfed problém, kdy a jak lze dit vyrazu (51)
rozumny smysl. Ve zcela obecném piipadé jsou s tim
ovSem spojeny jisté netrividlni problémy, kterym se viak
muZeme vyhnout, jestliZe se omezime jen na urcité specidlni
pFipady, coZ pro naSe ucely plné postaci.

Jako prvni, nejjednodussi pfipad si vezmeme substituci
mnohoClenti N(x) tvaru N(x) = cx do libovolné fady
A(x) = Zapx*. Piseme-li podle (51) v A(x) vSude cx misto
x, dostaneme fadu A[N(x)] = A(cx), totiZ

Alcx) = ag + arcx + asc®x2 + ... + arckxb 4 ..., (52)

tedy fadu s koeficienty axc* (# = 0, 1, 2, ...). Snadno
uvidime, Ze pfi ¢ # 0 je polomér fady A(cx) pravé |c|-1-n4-
sobkem poloméru fady A(x) (klademe oviem w|c|~1 = 0);
je-li ¢ = 0, je A(cx) celistvd fada, totiZ mnohoclen —
konstanta A(cx) = ay.
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Substituce tohoto typu s ¢ = —1 jsme vlastné uZ obdas
provideli; je tu |c| = 1, takZe se pfi nich polomér fady
neméni.

P#iklad 16. Rada 1 — 2x + 4x2 — 8x3 4+ ... +
(= L2kek ..

mi polomér rovnj'r i Je to vlastné binomickd fada

2
B_1(2x).

Druhym jednoduchym typem substituce je substituce
mnoho€lenu N(x) = x™ (m = 1, celé) do fady A(x).
PiSeme-li v A(x) viude x™ misto x, dostaneme podle (51)
fadu :

A(x™) = ap + a1x™ + agx2m 4 ... + gpxtrm 4 ..., (53)

(koeficienty u t&ch mocnin x, jejichZ exponent neni ni-
sobkem ¢isla m, jsou v A(x™) rovny nule). Je zfejmé, Ze
polomér fady A(x™) je ™|/, kde o je polomér puvodni
tady A(x) (s konvenci /a0 = o).

Pfiklad 17. Rada 1 + x2 + 4 + ... + x2% + ...
je vlastné fada B_;(—x?) = (1 — x2)~1, a m4 tedy polomér
rovny 1.

V uvedenych dvou specidlnich typech substituci byla
situace o to jednodussi, Ze jsme ve vyrazu (51) na prvni
pohled poznali fadu s urlitymi koeficienty. Aviak jiZ
v ptipad& obecné linedrni substituce (tj. substituce mnoho-
¢lenu N(x) prvniho stupn&) se v pfipadé fad objevuji
komplikace, které jsme u linedrnich substituci do mnoho-
¢lenu nepoznali. UkdZeme si to na prfikladé substituce
mnohoClenu N(x) = ¢ 4+ %, ¢ # 0, do dané fady.

Provedeme-li — zatim zcela formdlné — substituci
N(x) = ¢ + x do A(x) podle (51), dostaneme
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os)

Ac+x) = > ale+ = (54)

k=0

_ :Zo ax JZ: (f) ch-1x .

To oviem neni fada, jak jsme na ni zvykii, chtéli bychom ji
mit ,,uspofdddnu podle mocnin x“. Proto si (54) pfepiseme

na
2 (2]
;xf [;; (r }i’j ) ar+;c’] . 5

Pro koeficient pfi x/ jsme tak dostali vyraz, ktery lze chdpat
jako hodnotu fady

Alc + x)

S et DEED G (56)

pro x = ¢, nasobenou ¢islem 1/;!. AvSak fada (56) neni
podle (38) nic jiného neZli j-t4 derivace fady A(x), tedy
D7A(x), kterd md oviem stejny polomér ¢ jako fada A(x)
samotnd. Pfedpoklidejme, Ze¢ tento polomér je kladny,
¢ > 0 (tzn., Ze fada A(x) neni bandlni) a e |c| < o. Potom
oviem smime dosadit x = ¢ do kazdé fady D/A(x), j = 0,
1, 2, ... a vyraz (55) m4 rozumny smysl. MiZeme si jej

ostatné pfepsat na tvar
oC

Alc + x) = Z (1/-Dx*DEA(C) , (57)

k=0
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coZ neni nic jiného neZli Taylorova formule pro ¥ady (srv.
vzorec (1.51)).

Zbyva ovSem je$t& urlit polomér fady (57). Z vyjidfeni
(54) resp. (51) muZeme ihned usoudit, Ze polomér fady
(57) nebude jist® mensi neZli o — |¢|, a pokud je ¢ = oo,
bude i fada (57) celistvd. MaZe se vSak stat, Ze polomér
fady (57) je v&tdi i neZli polomér ¢ pivodni fady A(x).

P¥iklad 18. Provedme substituci N(x) = 1/2 + x do
fady (13), tj. do binomické fady B_i{x). Podle (57) dosta-
neme

1 xk 2 \ k+1
(7 ) = Zueru(3) -

2 2
=38 (5%)

tj. (2/3)ndsobek fady, kterou dostaneme z B_;(x) substituci
M(x) = (2/3)x a kterd m4 tedy polomér rovny 3/2, tzn.
vé&t§i nezli binomicka fada B_i(x), z niZ jsme vysli.

Hlubsi pohled na otizku zmény poloméru fady pfi
linearni substituci by vyZadoval pfece jen trochu vice ana-
lytickych metod, neZli si jich zde dopfdvime, a také ovSem
»komplexni‘‘ pfistup k celé problematice. Pohybovali jsme
se totiZ doposud (a vytrvidme v tom i dile) pouze v oboru
redlnych Cisel (naSe fady maji redlné koeficienty, dosazujeme
do nich reilné hodnoty atd.), aviak celd teorie fad ziskd
pravou hloubku teprve v oboru disel komplexnich. Jeji
hlavni vysledky se pfitom nijak nezkomplikuji, spi§e na-
opak.

Probrali jsme si zatim jen tfi velmi specidlni typy sub-
stituci (52), (53) a (54); to je na prvni pohled velmi mdlo.
Ale operace substituce je asociativni v pfipadé€ fad stejné
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jako v pfipadé mnohoclent (viz cvieni I.13). Provedeme-li
do fady A(x) postupné substituce mnohodlentt M(x) a pak
N(x), bude vysledek stejny jako pfi jediné substituci mno-
hoClenu P(x) = M[N(x)]. Toho lze vyuZit a postupnym
skldiddnim substituci typa (52), (53) a (54) vyjadfit sub-
stituce sloZit&jsi; lze tak vyjddFit libovolnou substituci
mnohoclenu do dané fady. Stanoveni polomé&ru vysledné
fady se tu pak provadi rovné&Z postupné a zdlouhave, ale
(zvlasté v komplexnim oboru) relativné nizorné.

P#iklad 19. Provedeme-li postupné substituce Ny(x) =
=4 4+ x, No(x) = 2%, Ny(x) = —1 + x, Ny(x) = 3x,
dostaneme vyslednou kvadratickou substituci M(x) =
= N [No(N,[N,(X)D)] = 5 — 6x -+ 9x2.

Podivejme se jeité ve strufnosti na obecny pfipad sub-
stituce fady, ktera neni mnohoclenem, do jiné fady. Tento
pfipad pfirozen& nelze postihnour uvedenym postupnym
skladdnim substituci (52) — (54). Zde se jiZ nemifeme
obejit bez analytickych metod, chceme-li dospét k nefor-
malnim vysledkim. Providime-li substituci fady B(x) do
A(x) = Zapx*, miZeme pEislu§ny vyraz (51) formdlné
uvést na tvar fady

ABEI = S 0B = > [i akbw] . (58)

k=0 Jj=0 k=0

kde b;(%) je koeficient pfi x/ (j = 0, 1, 2, . . .)vk-té mocniné
Bi(x) (k =0, 1,2, ...) fady B(x). V analyze se pak ukazuje,
kdy lze souctim, které v (58) tvofi koeficienty pfi mocni-
néch x, dit rozumny smysl a jak se urdi, pfipadné odhadne
polomér fady (58). Neni v nasich moZnostech zabyvat se
témito otdzkami podrobnéji a tak si zde uvedeme — bez
dikazu a odivodiovini — jen jednu zékladni vétu.
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Mi4-li fada B(x) kladny polomér ¢ a jsou-li jeji hodnoty
B(g) pro ¢ z intervalu —a < ¢ < a,0 < a < g, vesmés
v absolutni hodnoté mensi neZ je polomér fady A(x), pak
Ize provést substituci fady B(x) do fady A(x) a vyslednd
fada A[B(x)] ma polomér aspoil rovny a.

P¥iklad 20. Rada A(x) = —xB.i(x) = —x + 22 —

— %% + ... + (—1¥x¥ + ... méd polomér stejny jako
fada B_1(x), tedy rovny 1, a pro |g| < 1/2 je

4@ = lal - @] =| 72| <1

Lze tedy provést substituci fady A(x) do binomické fady
B, (x). Jezto A¥(x) = (—1)tx*B_x(x), je koeficient pti x/

2
v fad& A4%(x) roven nule pro k > j, takZe podle (58) dosté-
vime -

- 2 [SHEY ]
MO AGAE

n WFi (5) Fa_(—F)
=;0(.—1)k k(klzz—:)y =

eI GLIOLEDE
-SER () =an (- )+ <">




pii tipravéch jsme pouZili vzorct (19), (1.62) a (1.25). Plati
tedy celkem

B [4W) = B 1 () (59)

Vysledek (59) lze interpretovat téZ tak, e fadu A(x)
vyjidiime jako A(x) = B_i(x) — 1, takZe B,[4A(x)] =
1 1 5 1

=[1 + AX)? = [1 + B.a(x) — 1]Z7 = [BL(x)]? =
= B 1(x). Podobnym zpiisobem mieme potitat od-
2

mocniny (a to nejen druhé) i z jinych fad podle vzoru

[AG)* = [1 + A(x) — 1]V* = Bia[A(x) — 1],

samoziejmé jen pokud fada A(x) spliuje prisluiné pod-
minky. To je tedy onen obecny zptisob vypoctu odmocnin
z fad, o némZ jsme se zminili uZ na konci paragrafu 3.

Stejné jako pro mnohod¢leny (viz str. 28) plad i pro fady
tvrzeni, %e vysledek dosazeni x = ¢ do Fady A[B(x)] je
stejny jako vysledek dosazeni x = r, kde r = B(gq) do
fady A(x); samozfejmé& jen za pfedpokladu, Ze vSechna
tato dosazeni smime provadét. Vyraz A[B(g)] ma tedy
jednoznacny smysl.

Cuvileni

21. Urcete polomér fady
u+<%>ﬂ+<%>ﬁ+m+x%+
+ Dix2el 4 = Z 22k + 1)1 x2h+1

k=0
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22. Vypoctéte tieti odmocninu z fady (8).

23. DokaZte, Ze pro fadu E(x) ze (43) plati E2(x) = E(2x),
resp. obecn&jitE(x + ¢) = E(c) E(x).

24. Pro substituci mnohoclenu N(x) do fady A(x) odvodte
formuli obdobnou vzorci (1.48).

25. Pro fadu (49) dokaZte vzorec

L(x) + L(—x) = L(—x?).

8. N&které vyznaéné Fady a jejich hodnoty.
Vysledky,odvozené v pfedchozich paragrafech jsou vcelku
dostate¢nou (aspofi pro na$e ucely) pomiickou pfi uréovani
polomért fad. VétSinou ndm vSak nestaCi v&dét, kterd
redln4 Cisla ¢ smime do dané fady A(x) za x dosadit, ale
chceme znit také ptislu$né hodnoty A(g). Zatim viak
vlastné dovedeme udat hodnotu fady jen v n&kterych
specidlnich pfipadech, napf. je-li dani fada A(x) mnoho-
¢lenem nebo Fadou reciprokou k fadé — mnohoclenu, anebo
ji 1ze vyjadfit pomoci fad tohoto druhu spojenych operace-
mi sCitdni a nasobeni. Vedle toho si miZeme také fadu
upravit vhodnou substituci. Pfesto v3ak zlstdvd jeSté
mnoho fad, jejichZ hodnoty takto urlit nedovedeme, ad
vime, Ze existuji, resp. Ze velikost poloméru fady takovi
dosazeni pfipousti. Tak napf. o fadé E(x) ze (43) vime,
Ze je celistvd, ale kromé& E(0) = 1 neznime Zidnou jeji
hodnotu.

Pfi uréovéani hodnot fad se budeme v dal$im opirat o jed-
no obecné tvrzeni, které viak neumime odvodit z nasich
péti ,,axiému“, jak jsme je pfijali v paragrafu 6. Je viak
natolik ,,pfirozené*, Ze snad nebude potiZi s jeho pfijetim
v roli daliiho, Sestého ,axiomu. Strucné je lze vyjadfit
vétou: Soucet nezdpornmych séitanci je nezdporny. Pfesnd
formulace na$eho nového ,,axiému* pak bude tato:
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BudiZ A(x) = Zapx* fada s mezdpornymi koeficienty,
ar = 0 pro véechna # = 0, 1, 2, ..., a s kladnym polo-
mérem g; budiZ ¢ redlné ¢islo 0 = ¢ < . Potom A(g) = 0.

Bezprostiednim dusledkem tohoto a étvrtého ,,axiému
je véta:

Necht A(x) = Zarx* a B(x) = Zbix* jsou dvé fady
s poloméry o4 a 95 a necht pro vSechna k = 0, 1, 2, ...
plati nerovnosti 0 < a < b;. Potom ¢4 = ¢p a pro kazdé
redlné ¢, 0 < ¢ < op plati 0 = A(q) < B(g).

Tak jsme konecné ziskali moZnost navzdjem porovnivat
nejenom poloméry, ale i hodnoty fad.

P¥iklad 21. BudiZ A(x) = Zaxx* libovolnd fada s koe-
ficienty ax, 0 <ar = 1(k=0,1,2, ...). Potom pro kazdé
gzintervalu0 < ¢ <1je0 =< A(g) =< (1 — ¢)~L. Vyplyvd
to z porovnani fady A(x) s fadou (8).

Omezeni dané podminkou nezfpornosti koeficienti po-
rovndvané fady A(x) = Zazx* muZeme pon&kud oslabit
pomoci rozkladu fady A(x) na dvé fady s nezapornymi
koeficienty. Definujme si Cisla ax*, ax—, 2 = 0, 1, 2, ...
takto: Jestlize je ax = 0, poloZme ay* = ax, ax~ = 03
jestlize naopak ar < 0, poloZme ax™ = 0, az~ = —a;. Je
potom ztejmé 0 < ax* = |ak|, 0 < ar~ < |G|, @t — @ =
= ay, provsechnak =0, 1,2, ..., takZe A(x) = 4*(x) —
— A-(x), kde A*(x) = Zap*x*, A~(x) = Zay~x*; poloméry
fad A+(x), A-(x) jist¢ nejsou mensi neZli polomér fady
A(x). JestliZe nyni je napf. |ax| < 1 pro viechna 2 = 0, 1,
2, ..., m4 fada A(x) (a tedy i ob& fady A*(x) a A~(x))
polomér asponi rovny 1 a pro vSechna ¢ z intervalu 0 <
S g<ljest0 <A+(g) = (1 — L0 =A4A(g9 =
< (1 — @), akZe |A(g)] = 2(1 — q).

Podobnych odhadti hodnoty Fady lze vyuZit také pro
piiblizné urCeni hodnoty dané fady A(x), napf. jestlize
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se nam podafi vyjadfit A(x) ve tvaru souctu fady Ai(x),
jejiz hodnotu znime a fady, jejiz hodnoty dovedeme
odhadnout. Za fadu A,(x) se da Casto vzit mnohollen —
szacatek fady A(x).

PFiklad 22. Rada L(x) ze (49) m4, jak vime, polomér
rovay 1. Pro 0 < ¢ < 1 pak plati

1 1 1
Lpg=¢-5¢+5 ¢+ ...+ ¢+

+ > (—Digik .
k=n+1

Ponévad? viak |(—¢q)*/k| < g¢*/n pro k > n, vidime, Ze
plati

L(g) — > (—qkkl <2g"Y(n—ng) . (60)

Aviak ke kazdému ¢ z intervalu 0 < ¢ < 1 lze najit m
tak, Ze pro » > m uZ je prava strana v (60) mald (mensi
neZ dana pfipustnd chyba). Pro hodnotu L(g) tak mime
piiblizné vyjiddfeni ve tvaru hodnoty mnohoclenu

z (— q)*/k, s chybou zaruené mensi ne%li 2¢"+1/(n — nq).

k=1

P¥iklad 23. Vyjdeme z identity

,_ 50 _50.49 _ 49 1 _ 49 1
2% B4 25 H B 1
50 50



Pomoci binomické fady B(x) muiZeme tak vypocitat
2

phibliznou hodnotu }/2; bude toti2

e T ()~ 15 (Dove

Avsak pro viechna 2 = 0, 1, 2, ... plati, jak se snadno
presvédCime (viz téZ pfiklad 9),

1 1
) )
<k—|—21> }_< (k>§l’

takZe pro kazdé £ = 0 je

< 50k,

50

Odtud vyplyva odhad

V?‘—?Z <_—>< 50) i< 0t =

=2,05.50m1

I pro pomérné malé hodnoty m dostaneme tak jiZ velmi
dobré piibliZzeni. Tak napf. pro m = 3 bude

V2 = (7/5) [1 + 0,01 + 0,00015 -+ 0,0000005] =
= 1,4 . 1,0101505 = 1,4142107

s péti spravnymi desetinnymi misty (s chybou zarucené
mensi nez 0,000033).

Vedle binomickych fad B,(x) hraje v teorii fad vyznam-
nou ulohu také fada E(x), kterou znime ze (43)
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Ex)=1+x+ 22!+ ... + bkl + ... 5 (43)

nyni si ji véimneme trochu podrobnéji.

V Sestém paragrafu jsme si ukdzali, Ze fada E(x) je ce-
listva. Vyplyva to ostatné téZ z obecného tvrzeni uvedeného
na konci $estého paragrafu a z toho, Ze fada (8) m4 kladny
polomér. Z ptikladu 11 dile vime, Ze plati D¥E(x) = E(x)
pro viechna & = 0, 1, 2, ..., a konecné ve cviteni 23 se
ukazuje, Ze plad E?(x) = E(2x). Odtud indukci snadno
dokéZeme platnost rovnosti

E*(x) = E(kx) (61)
pro viechna 2 = 0, 1, 2, ... Zcela stejn& viak také bude

E (% x> E (% x) — E(x), tzn. obecn& E¥(x/k) — E(x),

takZe fadu E(x/k) lze vzit za k-tou odmocninu z fady
E(x). Vztah (61) plati tedy obecnéji, totiZ

Er(x) = E(rx) 619

pro vSechna raciondlni nezaporni r. Neni viak t&Zké se
pfesvédCit, Ze E(x) . E(—x) = 1(x), tzn. %e E(—x) =
= E-1(x). Pfechodem k reciprokym faddm tak roz$ifime
platnost (61’) i na zdporna raciondlni r.

Vsechny tyto fady jsou oviem celistvé, nebot je dosta-
neme z E(x) substitucemi tvaru N(x) = rx; miZeme tedy
do nich libovolné dosazovat. Z (61") pak pti x = 1 plyne

rovnost
E(r) = [EQ)) (62)

pro vsechna racionalni r.

UkédZeme si ted, Ze (62) plati zcela obecné, bez omezeni
na raciondlni hodnoty exponentu. K libovolnému redlnému
Cislu ¢ si totiZ miZeme najit dvé raciondlni Cisla 7y, 79, tak,
Ze ry £ q = r; a pfitom je rozdil r» — r; libovoln& maly.
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Ponévad? ma fada E(x) vesmé&s nezaporné koeficienty,
plynou z r1 = ¢ = rz nerovnost E(r)) < E(q) < E(rs).
Zaroven vSak z Taylorovy formule (57) odvodime rovnost
E(r:) = E(r1) . E(ro — r1). Ponévadz 0 < 1/k! < 1 pro
vSechna & = 0, 1, 2, ..., dostaneme porovninim fady
E(x) s fadou (8) nerovnosti 0 < E(p) — 1 < p(1 — p)L,
platné pro viechna p zintervalu 0 < p < 1.Plip=r —n
mame tedy

E(rs) = E(r) . Bre—n) < E(n) + En) - 70—
takZe

[E = E(r) < E(g) <|E(rs) = [E(D]? <
[EQI + ¢, (63)

kde rozdil ¢ lze ulinit libovoln& malym, jestlize se s Cisly
7y, *= dostateCné pfibliZime Cislu ¢. Nerovnostem (63) viak
Ize vyhovéti jenom tehdy, bude-li i pro nase ¢ platit

E(g) = [ED)) . (62°)

Cislo E(1) se obvykle oznatuje prostym symbolem e;
jeho vyznam v matematice je tak obrovsky, Ze se ani ne-
pokousime jej néjak ocefovat. Misto (62") tedy piSeme
E(g) = en.

S Fadou E(x) jsou pfibuzné dvé& dalsi zajimavé Fady
Clxy=1—x22! 4 x*/4! — + ... 4 (—1)¥ x2%[2k! 4-. )

(64

Sx)=x— 233"+ x8/5! — + ... + (65)
+ (= Dk 22412k + 1) + ...
Jsou ovSem obé celistvé, jak snadno zjistime porovninim
s fadou E(x), a maji fadu zajimavych vlastnosti; napf.
plati

>

a
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DS(x) = C(x), DC(x) = — S(x) . (66)
Taylorova formule (57) pak d4va
C(a + x) = C(a) . C(x) — S(a) S(x) , (67)
S(a + x) = S(a) C(x) 4+ C(a) S(x) , (68)

takZe -
C¥(x) + S¥x) = I(x) , (69)
C(2x) = C¥x) — S2(x) , (70)
S(2x) = 2 C(x) S(x) . (71)

Ctenati se znalostmi z4kladd matematické analyzy patrné
védi, Ze C(q) a S(g) jsou hodnoty znimych funkci cosinus
a sinus: C(g) = cos ¢, S(q) = sin g pro viechna redlna q.
Jakmile je ndm tato souvislost znama, piestanou nis vztahy
(67) — (71) piekvapovat a dokdZeme snadno objevit a od-
vod.(it celou fadu dalsich ,,zndmych vztaha pro fady C(x)
a S(x).

Jak jsme se uZ jednou zminili v sedmém paragrafu, vy-
niknou hlubsi vlastnosti fad teprve v komplexnim oboru.
Tam se také objevi bezprostfedni souvislost fad C(x) a S(x)

s fadou E(x). Zkusme si — zcela formalné — provést do
rady E(x) substituci N(x) = ix. Rozkladem na redlnou
a imaginarni ¢dst objévime tak dobfe znamy vztah

E(@ix) = C(x) + 1 S(x) . (72)
Na podrobnéjsi studium fad v komplexnim oboru vsak
v této kniZce neni dost mista.
Za zminku snad stoji téZ fada L(x) z (49). D4 se ukazat,
Zepro |q| < 1lje L(q) = lg (1 + g). Jde o pfirozeny loga-
ritmus pii zdkladu e. Studium souvislosti fady L(x) s fadou

E(x) (jsou tzv. navzdjem inversni), jakoZ i studium obdob-
nych inversnich fad k faddm C(x) a S(x), a¢ velmi zajimavé,
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zietelné pfekrauje naSe moZnosti; Ctendfe, ktery by se
o Fadach chtél poucit podrobnéji, musime odkazat na uceb-
nici matematické analyzy, pfip. na klasickou soubornou
monografii Knoppovu (K. Knopp, Theorie und Anwendung:
der unendlichen Rethen).

Cuiceni .
26. Pomoci binomickych fad a identit

99.99 9800 300
= 777 2 = 2 -
70.70 9801 ° 3={7) 289 °

3
11 — 100'99 , 2=<%) 128

2

9 100 125 °
1000 1029
72 " 1000

vypoltéte ptiblizné hodnoty odmocnin 2, |3, |11,
3)/2, 3)/3.
27. Vypoltéte e = E(1) s pfesnosti na pét desetinnych
mist.
28. Dokazte nerovnosti
a)g <E(g)—1<4q1— g,
pro0 < g < 1;
b) E(q) > ¢*/k!
pro0 < ¢, k=0,1,2,...;
O Eg—1—qg<g2
pro0 < gq.
29. Vypoltéte nékolik vhodnych hodnot E(g) a vysetfete
prubéh funkce E(q) v intervalu — o < ¢ < .
30. Vypoctéte pfiblizné cos ¢, sin ¢ pro vhodné hodnoty
argumentu ¢ (napf. ¢ = x/6, apod.) a odhadnéte
piesnost vypocta.

3=
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31. Pomoci fady L*(x) = L(x) — L(—x) vypoctéte pfibliz-
né pfirozenj'r logaritmus Cisla 2 a urlete pfesnost vy-
poctu.

32. Obdobné jako v pnpadé rovnosti (62") dokaZte i pro
binomické fady, Ze rovnost By(¢) = (1 + ¢)7 plati
pro viechna redlnd p a pro |q| < 1.

33. Provedte si podrobné dikazy vztahti (67) a (68). Ne-
zdvisle na nich pak odvodte vztahy (69), (70) a (71).
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I1I1.

VYTVORUJICI FUNKCE
A JEJICH POUZITI

1. Vytvofujici funkce, Mé&jme posloupnost reilnych
Cisel
Aoy A1 A2y « o .5 Aky . . . (1)
a pfedpoklidejme, Ze fada
AxX)=ay+ax +ax> + ... +apxb + ... =

L
= Z apxk 2)
k-0
ma kladny polomér ¢ > 0. Potom pro vSechna redlna
Cisla ¢ z intervalu —o < ¢ < p je definovdna hodnota A(¢)
fady (2). Tim je v tomto intervalu definovina jista funkce
| (@) = A(qQ). Funkci f nazveme wvyrvofujici funkei po-
sloupnosti (1); fadu A(x) budeme — ac to neni zcela ob-
vyklé — nazyvat také vyrvorujici fadou posloupnosti (1).
Jak vyplyva z definice pojmu poloméru fady, neni v pfi-
padé o < oo vyloueno, Ze existuji téz hodnoty A(p)
a A(— o), ptipadné jen jedna z nich, takZe definici funkce f
Ize rozsifit téZ o tyto krajni hodnoty. Pro |g| > ¢ ani A(g),
ani f(g) samozfejmé nedefinujeme. Je-li fada A(x) pfislusna
k posloupnosti (1) bandlni, byla by funkce f definovana
jen v jediném bodé ¢ = 0. Takovy pojem by zfejmé nebyl
moc uZiteCny, a proto v takovém pfipadé o vytvofujici
fu:ékci nemluvime ; pojem vytvofujici fady m4 oviem smysl
vidy.
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JestliZe je dana posloupnost (1) konec¢na, pfedstavujeme
si ji vidy doplnénou nulami (srv. prvni paragraf druhé
kapitoly); pfisluSnou vytvofujici fadou je pak zfejmé& mno-
hoclen, takZe vytvofujici funkce je definovina pro viechna
realnd ¢.

Pfiklad 1. Funkce f(q) = (1 4+ ¢)*, n = 0, celé je
vytvotujici funkci posloupnosti binomickych koeficientd

(Z),k:O, L2 oy

JestliZe je dand posloupnost (1) omezend, tzn. jestliZe
existuje kladna konstanta K takova, Ze nerovnost |az| < K
plati pro viechny Cleny ax (k = 0, 1, 2, ...) posloupnosti
(1), ma pfishuina vytvofujici fada (2) polomér rovny aspoil
1, takZe vytvofujici funkce posloupnosti (1) je definovana
alespont v intervalu —1 < ¢ < 1.

P¥iklad 2. Funkce f(¢) = (1 — ¢)7!, definovand v in-
tervalu —1 < ¢ < 1, je vytvotujici funkci posloupnosti

L,1L,1,...,1,... 3)

slozené ze samych jedniek. P¥islusnou vytvotujici fadou je
fada (11.8).

Zikladni pocetni operace s Fadami maji sva vyjaddfeni
v odpovidajicich operacich s jejich koeficienty. Ponévadz
operace dosazeni do fady respektuje pocetni operace s fa-
dami (viz druhy ,,axiém* v Sestém paragrafu druhé ka-
pitoly), miizeme formulovat nisledujici zdsady. _

Méjme diny dvé posloupnosti ay, a1, @2, ..., @k, ...
a by, by, bay, ..., br, ... s vytvofujicimi funkcemi f(q)
a g(¢), definovanymi (asponi) v jistém intervalu —a < ¢ <
< a, @ > 0 (za Cislo a lze vzit napf. mensi z poloméri
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fad A(x) = Zagx* a B(x) = Zbyx*). Potom funkce v(q) =
= f(g9) + g(q) je vytvotujici funkci posloupnosti ¢, c1,
€2, «-.5Cks ... takové, Ze ¢z = ax + by pro viechna k =
=0, 1,2, ... a funkce w(q)T= f(q) . g(g) je vytvoiujici
funkci posloupnosti dy, d1, da, . . ., dk, . . ., jejiz ¢leny jsou
dény vzorcem (I1.5).

P¥iklad 3. Necht je ddna posloupnost (1) s vytvofujlcx
funkci f(g), potom g(q) = (1 — ¢) . f(9) je vytvomllCl
funkci posloupnosti ag, (a1 — ao); (@2 — a1)s ..., (ar —
— ax_1), ... Funkce f a g jsou tu definoviny ve stejném
intervalu hodnot q. Obrécené pak funkce 4(q) = (1 — ¢)-1.
. f(¢) bude vytvotujici funkci posloupnosti sy, s1, 2, - - .5
Sk, ... postupnych souétd sy = ao + a1 + ... + a
k=20,1,2, ..., cleni posloupnosti (1). Funkce A(q) je
definovdna v priniku definiéniho intervalu funkce f(q)
s intervalem —1 < ¢ < 1.

Cuoident
1. Najdéte vytvofujici funkce posloupnosti
2k
2)1,2,6,20,70, ..., (5 ), ...

b)1,2,3,4, ...,k ...
c 14,916, . k2
d)1,8,27,64, ..., k3
a urlete téZ 1e11ch deﬁmcm intervaly.
2. Urlete posloupnosti, kterym odpovidaji vytvoiujici
funkce
a) flq) = (2 + 3¢)%;
b)flg) =1 —2¢)7%
) flg) = 2.
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3. S pouzitim vysledkid cvieni 1c, 1d odvodte vzorce pro
soucty druhych a tfetich mocnin pfirozenych cisel

Sa(n) =i B Sy(n) = Z B

2. Rekurentni vztahy. Pfi vy$etfovini posloupnosti
Cisel se Casto ocitime v situaci, kdy nezname vsechny jed-
notlivé Cleny posloupnosd, ale jen jisté vztahy mezi nimi,
oznacované obvykle jako wyrvdfeci zdkomy posloupnosti
nebo rekurentni vzorce, anebo téZ diferencni rovnice. Tyto
vztahy umoZiiuji sice postupné vypocitat viechny ¢leny
posloupnosti (tj. kterykoliv z nich), ale zpravidla je k urceni
jednoho ¢lenu tfeba nejprve znit viechny pfedchdzejici.
Dévime proto vétSinou piednost explicitnim vzorcum,
explicitnimu vyjddfeni obecného ¢lenu posloupnosti. Od-
vozeni explicitnich vzorci z rekurentnich byva pak vice ¢i
méné sloZitou zaleZitosti v zdvislosti na druhu danych re-
kurentnich vztaht.

Pfiklad 4. Znimym pfikladem je tzv. aritmetickd po-
sloupnost ay, ai, as, ..., ak, ... charakterizovand tim, Ze
rozdil (diference) dvou po sobé nisledujicich ¢lent je
konstantni:

ar.1—ay=d=%konst, k=0,1,2,... 4

Ze (4) oviem snadno odvodime explicitni vzorec a; =
=ay+ kd, k= 0,1, 2, ... Vidime, Ze k iplnému urleni
posloupnosti je vedle rekurentmiho vzorce (4) tfeba je§té

Y X

zndt pocitecni Clen a,.
P#iklad 5. Jinym znimym pfikladem je geometricka
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posloupnost by, by, b, ..., b, ... charakterizovana svym
vytvafecim zikonem &;,1 = ¢bx, ¢ # 0 (¢ = konst., je
tzv. kvocient geometrické posloupnosti). Explicitni vzorec
je zde b = bog*, B = 0, 1, 2, ...; potfebujeme tu opét
znat vedle Cisla ¢ také pocétecni ¢len posloupnosti b,.

Pfi odvozovani explicitnich vzorch z danych rekurent-
nich vztahi miZeme v mnoha pfipadech vyuZit téZ pojmu
vytvorfujici funkce, resp. vytvorujici fady posloupnosti. Ze
vztahll mezi ¢leny posloupnosti odvodime uréité podmin-
ky, kterym musi pfisluSna vytvofujici funkce, resp. fada
vyhovovat, podle nich najdeme vytvofujici fadu; cleny
posloupnosti se pak objevi jako koeficienty této fady. Hlav-
ni pfednosti takového postupu je jeho obecnost a urditd
mechanicnost, poskytuje nam takika ,,samolinny* algoritmus
pro feSeni daného tikolu. Nemdme zde moZnost (a ani to
neodpovidd cilim na$i kniZky) poustét se do rozvijeni
obecné, systematické teorie feSeni aloh tohoto typu, a tak
si tu jen osvétlime zdkladni myslenku pouZiti vytvotujicich
funkci na jednom konkrétnim pfiklad&, ktery je ostatné
sam o sobé zajimavy. Odvodime si explicitni vzorec pro
tzv. Fibonacciova &isla.

Posloupnost Fibonacciovych ¢isel (budeme si je znacit
Pos P1y P25 «..s Fks ...) j& ddna pomérné velmi jednodu-
chym vytvifecim zdkonem. Zalind dvéma jednickami, tzn.
po = @1 = 1, a kazdy dalii jeji €len je vidy souctem dvou
¢lent pfedchazejicich. Plati tedy

Pks2 = Qro1 + @r k=0,1,2,... (5)
Je to tedy posloupnost ¢isel 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89

y o
Ozna¢me si @(x) ptislusnou vytvorujici fadu posloup-
nosti Fibonacciovych cisel
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[o o]
¢’(x)=2¢kx"= 1+ x+2x2 + 3x% + 5x* + 8x5+ .
k=0

(6)

a poloZme pak A(x) = Zapx* = D(x) — x D(x) — x D(x).
Budeme hledat postupné koeficienty fady A(x). Ziejmé
)e ay = A(O) ¢(0) =g, =laddlea; = g1 — gg =
Prok = 2,3,4, ... plati pak ax = ¢r — ¢r_1 — @r_s2
takZe podle (5) je ar = O pro viechna k£ = 2. Je tedy A(x) =
= I(x), aviak A(x) = P(x) [1 — x — x2]. To viak znameni,
#e fada @(x) je reciprokd k fadé — mnoho€lenu 1 — x — x2.

Pfi urovini koeficienti fady &(x), tj. Fibonacciovych
Cisel ¢, miZeme dile postupovat dvéma zpusoby. Prvy
z nich spo¢iva v tom, %e mnohoClen 1 — x — x2? vyjadfime
ve tvaru soucinu dvou dvojc':lenﬁ

1_"—"2=<1 ]/5+1 )( /5—1")’

M

takZe fada @(x) bude také soucinem fad reciprokych k tém-
to dvéma dvoj¢lenam, tedy Fad

2 < "
y(x) = _1 +——V.5.+l 4 Z(— )k(Vs T

a

2 _CD
Box) = 1—V§_1x_ _Z(V5—1)” X

V soudinu @(x) = Pi(x) . Po(x) bude podle vzorce (II.5)
koeficient pfi x" roven souctu
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n

2n-4

S -
- 5+1y  (J5—1ns

=0
S (=1y —
“ 5+ 1y (5 — 1y

o =18y -+ VEm
_2:;( 411/) RS B

n

= 2n

4

=2 > (A -5y a+15m .

To v3ak 1ze podle vzorce (I1.13),kde polozime a = 1 + E
= 1 — |/5, psit té% jako
pon (LA 51— (1 — |51
14+1)5—-0a—15)

_L_[ <1+V§>n+1 B <I_V§>n+l]
=73 —5 3 .

Jiné zajimavé vyjidfeni Fibonacciovych Cisel dostaneme,
jestliZe si mnohoClen 1 — x — x2 pfedstavime jako vysledek
substituce mnohollenu N(x) = x + x2 = x(1 + x) do
mnohoclenu M(x) = 1 — x. Poné&vadZ k M(x) je reciproka
fada (I1.8), vidime, Ze

B(x) = Zr: N¥(x) = Z xk(1 + x)f = Z Z (?)xkﬁ_
-0 k=0 k=00 ©)

= (8)
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Koeficient pfi x* ve D(x), tj. Cislo ¢s, je tedy roven souctu

) "5 (10)

pfimy dikaz rovnosti vyrazu (10) a (8) by asi nebyl priavé
snadnou zéleZitosti.

Z divodd, které jsme si uvedli hned na zaddtku, musime
opustit tuto velmi zajimavou oblast aplikaci teorie vytvo-
fujicich funkci a spokojit se s jedinym podrobnéji prove-
denym pfikladem. Ctenife, ktery by se o rekurentni vztahy
a diferencni rovnice zajimal hloubé&ji, musime odkizat na
specidlni literaturu o diferen¢nim poctu.

Cuiceni '

4. Najdéte vytvofujici fadu obecné aritmetické posloup-
nost s po¢ite¢nim Clenem g, a diferenci d.

5. Uréete posloupnost by, b1, b2, ..., bg, ..., jestliZe
bp=1labyya=2br+1prok=0,1,2, ...

6. Najdéte obecny tvar posloupnosti ag, @1, a2, ..., Gk, . . .
s pocitetnim ¢lenem a, = O, jestlize pro &2 = 0, 1,
2, ... plad v nich rekurentni vztah tvaru a;.1 = ear +
+ B, kde a a B jsou pevna redlna Cisla, a = 0.

7. Najdéte posloupnost ag, a1, a2, .- .5 dk;, ..., Ve Které je
ay = 0, a1 = 2 a plati ax + %k = a2 pro viechna k =
=0,1,2,...

8. Najdéte vytvorujici funkci posloupnosti F(0), Fm(1),
Fu(2), ..., Fn(k), ...

3. Kombinace. JiZz ve druhém paragrafu prvni kapitoly
jsme si pfipomnéli, Ze se binomickym koeficientum (Z) )
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ver e 12 s 5o (™Y in nesox
0 < k < n, Tikd také kombinacni isla, protoze ( k) je pravé

pocet kombinaci k-té tiidy z # prvki. Tuto souvislost si
muZeme nizorné€ vyjadfit pomoci pojmu vytvofujici fady,
resp. funkce. Pro uréeni poctu kombinaci a podobnych
dal3ich vlastnosti je totiZ zcela lhostejné, z jakych ,,prvka“
vlastné své kombinace tvofime, z které mnoZiny je vybira-
me; rozhodujici je pouze jejich celkovy pocet, jejich vzd-
jemnd rozlifitelnost, jedinecnost ¢i opakovatelnost apod.
MiZeme tedy uvaZovat i takovy pfipad, kdy tvofime kom-
binace prvkti z dané mnoZiny v podstat& abstraktnich
symbold, s nimiZ zachizime podle urcitych obecnych
pravidel.

UkaZeme si to opét na konkrétnim pfikladé. Vezméme si
soufin 7 linedrnich dvoj¢lent v proménné x

Pe)=(1+ amx)(1 + asx) ... (1 + awx) , (11)

kde jsme pismeny a1, as, ..., ¢, 0znadili jistych n» nenulo-
vych redlnych Cisel obecné vesmés navzdjem ruznych,
o nichZ zatim nic dal§iho nepfedpoklidame. Vyraz P(x)
je zfejmé mnoho¢len stupné n v proménné x.

Rozepideme si soudin stojici v (11) vpravo; dostaneme
tak soucet 27 s¢itancd, z nich kaZdy je soucinem » faktort
vybranych po jednom z danych 7z dvoj¢lenti. Vybereme-li
ptitomz k (k= 0,1, 2, ..., n) dvojclentl faktor tvaru
ajx a ze zbyvajicichn — k& dvojclent faktor 1, dostaneme
Clen s x* opatfeny koeficientem, jenZ je sou¢inem vybrané
k-tice Cisel a;. Kazdé takové k-tici, tj. kazdé kombinaci
k-té thidy z n prvki ai, a2, ..., an odpovidd privé jeden
{len s x*. Mame tak

P(x) =1+ (12)
+(a1—+—a‘2\_+ -I—an)x—}—
+ (a2 + oz + ... + man + aay +
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+ ...+ apoan)x® + (alazaa + ayazay +
+ ...+ an2anaan)® + .

+a1a2...an.x" .

V mnohoclenu P(x) je tedy koeficient pfi x* (k = 0, 1,
2, ..., n) pravé soucet souini véech moznych kombinaci
k-té tfidy z prvkd ai, as, ..., an.

Ve vyrazech pro P(x) poloime oyni a = ap = =
= a, = 1. Podle (12) bude potom koeﬁc1ent pii Xk (k =
=0,1,2, ..., n) roven pravé poctu vsech kombinaci k-1é
tr"idy z n—prvkz‘i. Ziroven vsak podle (11) bude P(x) =

= (1 4+ x)», takZe koeficientem pfi x* bude &islo (Z) .
Zikladni myslenkou tohoto zpiisobu odvozeni vyznamu

n\ . c e e w1
( k) jakoZto kombinacnich Cisel je reprezentace procesu

tvofeni k-tic z dané n-prvkové mnoZiny pomoci procesu
vybirini faktort z jednotlivych clent nasobenych mnoho-
Clen. Tento proces vybéru si miZeme pfedstavit téZ ve
formé postupného #-nasobného rozhodovani. Bereme po-
stupné jednotlivé dvojéleny v soucinu v (11) a rozhodujeme
se pro jeden ¢&i dryhy ¢&len jakoZto faktor.

~ Stejného postupu lze uzit i ve sloZitéjSich pfipadech,
kdy mime na vybér vice neZ jenom dvé moZnost (prvek
a; zafadit nebo nezafadit). Vezméme si napt. soudin (pro
jednoduchost se omezime na dva prvky ai, az)

Q) = (1 + aix + ar®x?) (1 4 eox + a22x?) . (13)
Pti tvofeni jednotlivych Clenii pfi rozndsobeni

Q(JC) =14+ aix + azx + a:12x2 4+ a2®x% + wpasx® +
+ aZagx® + arag?x® + a2asx?xt

se rozhodujeme (postupné dvakrit) vzdy pro jednu ze tii
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moznosti: prvek a; (j = 1, 2) viibec nevzit nebo vzit v prvni
anebo ve druhé mocniné (tj. jakoby dvakrat). Koeficienty
piix* (k= 0,1,2,...,4) vmnohollenu Q(x), tj. v

Q(x) =1+ (al + az)x + (1112 + ajag 4 a22)x2 + (14)
+ (a12a; + a1a22)x® + a;2as?x?

nim pak reprezentuji rizné mozné zpusoby vybéru vidy
celkem k& prvki, pficem?Z jak prvek ai, tak také az se v nich
miuze objevit nulkrat, jednou nebo dvakrat.

Po dosazeni a; = a; = 1 dostaneme ve (14) jako koe-
ficient pfi x* (2 = 0, 1, 2, ..., 4) opét pocet téchto tzv.
kombinaci k-té tfidy s opakovanim (a to nejvyse jednim
opakovanim pro kazdy prvek) ze dvou prvku ai, as. Za-
roveni plyne z (13), Ze pak je Q(x) = (1 4+ x + x2)2 Po-
rovnanim obou vyrazi, resp. odpovidajicich si koeficientt
ziskame vyjddfeni isel udavajicich pocet pfislu$nych kom-
binaci.

Pi#iklad 6. M&jme tfi bilé, dvé Cerné a dv& modré
koule; z t&chto sedmi kouli vybereme tfi. Kolika rtznych
kombinaci barev mtZeme pfitom dosihnout? Jde o kom-
binatorickou ulohu klasického typu; jejim pievedenim na
problém vybé&ru faktori pfi ndsobeni tf#i mnohoclent dojde-*
me k soucinu

R(x) = (1 + bx + 2% + Bx%) (1 + cx + ¢22) (1 +

L mx + m?x2) ,

ve kterém nis zajimaji Cleny obsahujici x3. Dosazenim
b = ¢ = m = 1 dostaneme pak jejich pocet jako koeficient
pii x% v soucinu (1 + x + x2 + &%) (1 4+ x + x2)2 Vysled-
kem je v prvnim pfipadé&fsoulet ° + b2c + b2m + bc? +
+ bm? + cm? 4 c2m + bem; pro pocet barevnych kombi-
naci vychdzi pak 8.
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PFiklad 7. Hledejme pocet kombinaci k-té t¥idy s neome-
zenym opakovdnim z n proki, tj. poCet zpusobd, jimiZ lze
z n raznych prvki vybrat 2 ne nutmé riiznych. Obvyklym
postupem pfejdeme k vySetfovani koeficientl p¥i x* v sou-
¢inu

P(x) = (1 + a1x + a2 + ... + a™x™ + ...) (1 +
+ oapx + a2 L L amxm 4+ L) L (L anx

+an2x2+...+anmxm+ ...) . (15)
Dile jako obvykle poloZime a1 = a2 = ... = ap = 1 a vi-
dime, Ze pak
Py=(14+x+x2+ ... +xm4 .. p=(1—x)"=
== B_n(_x) .

Koeficient pfi x* v fadé B_,(—x) je oviem

—n n+k—1
() =CTE )
— viz vzorec (I1.18); pro pocet kombinaci 4-té tfidy s ne-
omezenym opakovanim z » prvki mdime tedy vyraz

(Y.

Cuoiceni

9. Urcete pocet kombinaci $esté tfidy s libovolnym opa-
kovinim ze tfi prvkd, jestlie se v kaZdé kombinaci
vyskytuji vZdy vSechny tfi prvky.

10. Urcete pocet kombinaci ¢tvrté tiidy z » prvki, jestlize
se kazdy prvek vyskytuje v kaZdé kombinaci vidy v su-
dém poctu exempldfu.

11. Z péd prvka a, B, y, 0, ¢ tvofime kombinaci s opa-
kovanim, vyhovujici témto podminkim:
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a) Prvky a, 8, y se vyskytuji v sudém, é a ¢ v lichém
poltu exemplari.

b) Poclet exemplaft prvku a je vidy alespoii dvoj-
ndsobkem poctu exemplafd prvku 4.

c) V kombinaci nejsou nikdy prvky « a f soucasné,
prvky a a y jsou pEitomny soucasné jen tehdy, kdyZ je
pfitomen téz prvek o.

d) Je-li v kombinaci sudy pocet exempldfu prvku a,
je v ni lichy pocet exempliftt prvku g a obricené;
prvek o0 je piitomen nejvySe ve dvou exemplifich,
prvek ¢ nejvyse v jednom.

Urcete jejich pocty.

12. Urcete pocet kombinaci k-té tfidy z » prvka takovych,
Ze v kombinaci je vidy m prvka ve dvou exemplafich
an — 2m prvka v jednom exempldfi (0 =< m < 2m =
< n).

13. UkaZte, Ze pocet kombinaci k-té tfidy z » prvki tako-
vych, Ze v kombinaci je vZdy jeden prvek v p exempla-
fich an — p prvkia v jednom exemplafi, je din souctem

B GED -+ GED

0<p <kt

4. Exponencidlni vytvofujici funkce. V prvni kapi-
tole jsme si v souvislosti se studiem normalnich soustav
mnohoclent vedle obycejnych koeficienti mnoho¢lent
zavedli téZ obecnéjsi pojem koeficientii vzhledem k urlité
normdlni soustavé (viz paragraf 6 prvni kapitoly). Také
tento pojem bychom mohli rozsifit z mnohoclent na fady.
Pfi dané normdlni soustavé mnohocleni Pi(x), 2 = 0, 1,
2, ..., vyhovujicich zndmym podminkim (i), (ii) a (iii)
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bychom studovali ,,fady vzhledem k dané normadlni sou-
stave€, tj. vyrazy tvaru

€0

Ax) = z arPi(x) . (16)

k=0

V obecném pfipadé bychom vSak brzy narazili na dosti
vaZné potiZe, napf. pfi vySetfovini operace dosazeni do
fady. Existuje viak jeden specidlni pfipad, kdy fady tvaru
(16) skutené pouzivime. Je to pfipad normalni soustavy
mnohollent Pi(x) = x¥/k\, k =0, 1, 2, ..., ktery je cel-
kem jednoduchy, takZe ho dokidZeme zvlidnout i nasimi
pomérné omezenymi prostfedky, a ktery pfitom vede
k velmi uZitenym vysledktim.

Mé&jme tedy znovu posloupnost redlnych ¢&isel (1) a vedle
jeji vytvoFujici fady A(x) dané vzorcem (2) vezméme fadu

G(x) =ag+ a1x + ax?2! + ... 4 apx¥fkl 4+ ...; (17)

nazveme ji exponencidlni vyrvofujici fadou posloupnosti (1).
Polomér fady G(x) neni oviem nikdy mensi neZli polomér
fady A(x), ba dokonce vime (viz konec 3estého paragrafu
druhé kapitoly), Ze fada G(x) je celistva, jakmile md fada
A(x) kladny polomér. MiZe se dokonce stat, Ze fada G(x)
ma kladny polomér, i kdyZ fada A(x) je banalni. Do fady
G(x) miZeme tedy dosazovat stejné dobfe a obvykle pod-
statné lépe (tj. s men§imi omezenimi) neZ do fady A(x).
Funkce g(¢) = G(q), kterou si takto (pro ¢ mensi nezli
polomér fady G(x)) muZeme definovat, se nazyvi expo-
nencidlni vyrvotwyici funkci posloupnosti (1); jeji definicni
interval obsahuje (a obvykle dokonce presahuje) defini¢ni
interval vytvofujici funkce posloupnosti (1). Neni tézké
udat pfiklad posloupnosti, kterd nemd vytvorfujici funkci,
ma viak exponencialni vytvorfujici funkci.
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Piiklad 8. Posloupnost 1,1, 1, ..., 1, ... m4 za expo-
nencidlni vytvofujici fadu celistvou fadu E(x); pfisluini
exponencidlni vytvofujici funkce je g(g) = e¢ (viz osmy
paragraf druhé kapitoly).

Cuideni

14. Najdéte exponencidlni vytvofujici fady a funkce po-
sloupnosti
a)0,1,2,3, ...,k ...,
5)0,1,4,9, ...k,
) 0,2.6, ..  kt— ks .

15. Na;dete posloupnost, )e)li exponencidlni vytvofujici
funkci je g(g) = (1 + ).

16. Jaké operaci s posloupnostmi odpovidd a) sCitdni, b)
nasobeni jejich exponencidlnich vytvofujicich funkci?

17. Dokazte, Ze exponencidlni vytvofujici fadou posloup-
nosti Stirlingovych &isel druhého druhu je

oC.

Hi(x) = Z S(n, k)xnn! = [E(x) — 1]¥/k!

n=-0

5. Permutace a variace. Pfi tvofeni kombinaci k-té
ttidy z » prvkd, tj. pfi vybirdni 2-tic prvkd z dané n-prvko-
vé mnoZiny, nerozliSujeme vysledné kombinace podle po-
fadi, v jakém byly jednotlivé prvky vybrany. Také soucin
(11), jehoZ jsme uZili ke stanoveni poctu kombinaci, je ne-
zavisly na pofadi, v némz jsou jeho initelé zapsdni; na-
sobeni je komutativni operace.

Jestlize tedy chceme pfi postupném vybirdni prvki
z dané mnoZiny rozliovat také pofadi (v takovém p¥ipadé
uZ nemluvime o kombinacich, ale obvykle o variacich nebo
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0 usporadanych vybérech), musime postup uvedeny ve
tfetim paragrafu obménit tak, aby pofadi respektoval.
Cesta vedouci pfes zavedeni nové, nekomutativni operace
je sice moznd, ale nepfili§ schiidnd. Spokojime se proto
takovou 1pravou, kterd dovoluje urcit poCet uspofddanych
vybéru, ale nedavd jejich uplny vycet tak, jak jsme to
u kombinaci vidéli v (12).

Z elementirni kombinatoriky vime, Ze pocet permutaci
n prvki, tj. polet riznych zplsobd, jimiz lze uspofidat »
navzijem rozliSitelnych prvki, je din Cislem n! = Fy(n).
M¢jme opét n ruznych ,,Cisel” ai, ao, ..., az a utvofme
z nich viechny kombinace %-té tfidy. Jejich polet se nim
objevi v (12) jako koeficient pfi x* po dosazeni a; = az =
= ... = ay = 1. AvSak kaZdou takovou k-tici rznych
prvku miZeme uspofddat k! riznymi zpisoby. Polet va-
riaci k-té tfidy je tedy k! krat vét$i. Vyjadiime-li si tyz
mnohoélen (12) vzhledem k normdlni soustavé mnoho-
¢lent xm/m! (m = 0, 1, 2, ...), bude novy koeficient pfi
x%/k] pFirozené& privé k! ndsobkem ptivodniho koeficientu
pfi x*. Pfechod k soustavé xm/m! (m = 0, 1, 2, ...) zna-
mend pfechod od vytvorujicich fad a funkci k exponencidl-
nim vytvofujicim faddm a funkcim; ukdZeme si, Ze expo-
nencidlni vytvotujici fady a funkce tvofi pfirozeny nistroj
vysetfovani usporédanych vybéru.

Podlve)me se jeSté na ponékud obecné)m ptipad tzv.
variaci s opakovdnim, kdy mame pfi vybéru k dispozici
vice exempldfl stejného prvku. Vezmeme-li takové stejné
prvky do vybéru, nedokaZeme je pak rozlisit. Existuje napt.
jen jeden zpiisob, jak z n stejnych prvki vybrat A-tici, nebot
zde pofadi viibec nerozhoduje. Ma-li se pocet uspofdda-
nych vybéra (variaci) objevit jako koeficient pfi x¥/k! (k je
pocet vybranych prvki, ,.tfida“ variace neboli ,,rozsah*
vybéru), musi byt v pfipadé nerozlisitelnych prvki tento
koeficient rovny 1. To tedy znamend, Ze misto soulini
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tvaru (13), (15) apod. musime pfi vySetfovani variaci brit
podobné souciny mnohoclen, jejichZ koeficienty vzhledem
k normalni soustavé mnohoclent x™/m! (m = 0,1, 2, ...)
jsou rovny 1. Mame-li tedy napf. po dvou exemplafich
dvou riznych prvkd a; a as, vezmeme misto (13) soudin

(1 + aaix + a2x2/21) (1 + aex + a22x2/21);  (18)

po roznisobeni a dosazeni @y = az = 1 dostaneme odtud
skutecné polty variaci tfidy &2 = 0, 1, ..., 4 jako koefi-
cienty (vzhledem k soustavé x™/m!) mnohoClenu

1+ 2x + 4x2/2! + 6x3/3! + 6x4/4!

PFiklad 9. Ze dvou prvku a; a az tvofme variace paté
tHdy s podminkou, Ze se v nich prvek a; objevi v lichém
poctu exemplafd a prvek az nejvyse dvakrat. Pocet variaci
tohoto druhu dostaneme z koeficientu pfi x°/5! v sou¢inu

(arx + a23[31 + ax3/50) (1 + agx + an2x22) .

Snadno se vidi, Ze tento koeficient je

5| 352
a® + IET
takZe po obvyklém dosazeni a; = a2 = 1 vyjde pro hledany
pocet vysledek 11.

Podobné se postupuje i v obecnéjsich a sloZitéjSich pFi-
padech. Princip pouZiti exponencialnich vytvofujicich fad
pro studium variaci je snad z uvedenych pfikladt dosta-
teCné patrny. Pfi tro$e cviku neni ani nutné vypisovat ve
vychozich mnohoClenech, resp. fadich dané prvky aj,
az, ..., a je mozno psit rovnou souciny po dosazeni a; =
= a2 = ... = 1. Na rozdil od pfipadu kombinaci nim
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totiZ rozpis soucini stejné nedd vycet variaci, ale jen jejich
pocet.

Viimnéme si je§t€ dvou specidlnich a vlastné témé&F tri-
vidlnich vysledku.

Koeficient pti x*/k! v mnohoélenu (1 + x)7 je k! (Z) =
= Fi(n); to je pocet variact (bez opakovdni) k-té t¥idy z n
proki.

Pocet variact k-té tiidy z n proki s ibovolnym opakovinim
dostaneme jako koeficient pfi x*/k! v fadé

1+ x4 222+ ...+l + ...

Vyraz v zdvorce vSak neni nic jiného neZ naSe zndma fada
E(x); podle (I1.61) je [E(x)]» = E(nx) a hledany koeficient
je tedy n*. Variace s neomezenym opakovinim lze oviem
vyjadfit téZ jako prvky k-té kartézské mocniny dané »n-prv-
kové mnoZiny a ta md ovSem n* prvku.

Na z4vér je§té poznimku k terminologii. Permutace
v obvyklém smyslu jsou zvliStnim pfipadem variaci (va-
riace n-té tfidy z n prvki), takZe pro né nemusime odvo-
zovat zvli$tmi vzorce. Tato souvislost vede dokonce né-
které matematiky k tomu, Ze oba pojmy ani nerozli§uji
a uZivaji jednotného ndzvu permutace; z tradi¢nich diivodi
jsme se zde pfidrZeli terminu variace. Ndzev uspofddany
oybér m4 svilj plivod v matematické statistice.

Cuoileni
18. Vypiste si explicitn€ vSechny variace ze soucinu (18)
i 11 variaci paté tfidy z pfikladu 9.

19. Provedte si cviéeni 9—12 s tou zmé&nou, Ze misto kom-
binaci hledite variace.
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6. Rozklady ¢&isel. BudiZ » pfirozené Cislo. Rozkladem
Cisla n budeme rozumét kardé jeho vyjidfeni ve tvaru
soultu pfirozenych s¢itanct

n=a+ta+ ... +am, (19

pfi¢emZ nerozliSujeme rozklady liSici se jen pofadim sci-
tancl. (Pro jednoznacnost je tedy vhodné pfedpoklidat
azZa=...=2an=1)

Priklad 10. Existuje pét rozklada cisla 8 na Ctyhi séi-
tance:

Il II

54+1+1+1 8
3+34+1+1 8

8=2+2+2+2,
a dva rozklady na Sest s¢itanct:

8=3+1+14+14141,
8§=24+24+14141+1.

Ke stru¢néj§imu vyjddfeni rozkladii se obvykle pouiva
symbolického zdpisu, kde s¢itini je nahrazeno nisobenim.
Tak napf. rozklady z pfikladu 10 se stru¢né zapi$i jako
5.1%,4.2.12,32.12,3.22, 1,24 resp.3. 15,22, 14
Nékdy je vhodné pfipustit téZ nulové exponenty (znamenaji
oviem, %e se pfisluSny sCitanec v rozkladu nevyskytuje)
zvl4§t€ tam, kde nevime pfedem, jaké hodnoty séitancu
se ndm v rozkladu objevi; napf. 5. 4% .32 . 20, 12 znadi
rozklad 5 . 32 . 12, tedy

3=5+3+3+1+1.

Oznacime si P7 poet viech riznych rozkladda Cisla »

na pravé m sCitanct a P, poCet v§ech rozkladi » bez ohledu
na pocet s¢itanct. Plati zfejmé
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Pl=1, Pr=1 (20)

Pn=Pn1+Pn2+...+P:. (21)
Snadno se dokdZe platnost zajimavého vztahu
Pl + P2+ ...+ Pr=PF* 1<k=n. (22)

nt+k?
Skute¢né, leva strana (22) vyjadfuje pocet rozkladu Cisla »
na nejvyse k s¢itanch. Vezméme si takovy rozklad

n=at+a+...4+am, m=k,

kdea; = a2 = ... = an = 1 a v pfipadé m < k si jej
dopliime formdln€ nulami na soucet prdvé k sitancu

n=at+a+...+am+amn+ ... +ar,

ama = ... = ax = 0. ZvySime-li ted kaZdy sCitanec o 1,
dostaneme zfejmé rozklad

n—l'—k=(a1—{—1)-|—(az+l)+...+(a;,+l)

Cisla n + k na privé k sCitanch, pFiCemZ opét plati nerov-
nosti(a1+ 1) = (a2 + 1) = ... = (ax + 1) = 1. Naopak
z kaZdého rozkladu ¢isla » 4 % na prdvé k kladnych sci-
tanct dostaneme ode¢tenim 1 od kaZdého z nich rozklad
Cisla # na nejuyse k kladnych séitanct. Pfitom je vidét, Ze
toto pfifazeni je vzdjemné jednoznaéné. Dva rtzné roz-
klady Cisla # se nutné li§i v n&kterém ze s¢itancd, ale pfi-
¢teni jednotky ke viem scitanctim tuto nerovnost zachovd,
a podobné obricené; tm je rovnost (22) dokizina.

K ureni ¢isel P, a Py™ uZijeme vytvofujicich fad. Vez-
méme si opét naSe abstraktni prvky — Cislaai, as, ..., as
a utvofme soucin
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A+ ax + 2% + ... 4 akxk 4+ ) (1 F a4+
Foaet A ...+ aga® 1) . (L4 ag®® + ag?at 4 ...) ...
co (1 4+ anx® 4 ap2x? 4+ . ..) . (23)

Po rozndsobeni dostaneme jako koeficient pfi x%, 0 < &k <
< n, souet vyrazi tvaru

@ a3 ., apds , (24)

kdea;(j= 1,2, ..., n)jsou celd nezdporn4 ¢isla, pro kterd
plad

ai+2a+3a,+ ... +tnan=F%k. (25)

Ptitom jsou vyrazy (24) v koeficientu pti x* vesmé&s navzi-
jem ruzné. Avsak kazdému vyjadfeni ¢isla % ve tvaru (25)
lze, a to vzdjemné jednoznacné, pfifadit rozklad Cisla k&,
totiZz rozklad n%: (n—1)%-1 ... 2% 1°1 , resp.

k=n+n+...+n+

an
=Dt o—1)+
Qn_1
+...242+ ... +2+
az
—I—l-{—-u_’
a

Nyni jiZ zbyvé jen poloZit jako obvykle aj = a3 ... =a, =
= 1 a koeficient pfi x* ndm uda pravé pocet Pi viech roz-
kladu ¢isla k.

V soutinu (23) odpovid4 Cinitel tvaru
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1 + anx™ + am®x®™ + ... + andx™ + ... (26)

vyskytim scitanc velikosti m ve vysledném rozkladu. Po-
névadz se v rozkladu ¢isla 2 < 17 nemuizZe objevit séitanec
vét§i neZ », mohli jsme se pfi urCovani P (1 < k2 < n)
omezit na »n Ciniteld. Kdybychom chté&li vy]édht na;ednou
vechna Py jako koeficienty jediné fady, museli bychom
misto (23) vzit vlastn& soucin nekoneén& mnoha fad tvaru
(26) prom = 1, 2, 3, ... Souliny nckonecné mnoha fad
jsme si sice ve druhé kapitole nedefinovali, ale — jak jsme
ostatné pravé vidéli — v naSem pfipadé staci vzit pro kazdé
pevné % jen konmecny pocet Cinitelti, abychom mohli vy-
pocitat koeficient pfi x*. Z ostatnich fad (pro m > k) uz
stejné musime vzit jen prvni ¢len, totiZ 1, jako faktor a (ob-
dobné jako v nafem prvnim ,axiému‘ o dosazovini do
fad) je pfirozené poklidat soucin i nekoneéné mnoha jed-
ni¢ek za rovny 1.

Pti £ > n nebude koeficient u x* v (23) roven P, ale bu-
de, jak snadno nahlédneme, udavat pocet rozkladi éisla k na
séitance nejvyse rovné n, coz je jisté také zajimavy vysledek.
Souciny tvaru (23) miiZzeme ostatné i jinak modifikovat
obvyklymi zpisoby, chceme-li dostdvat jen rozklady vy-
hovujici dal§$im omezujicim podminkim. Tak napf. pro
stanoveni poc':tu rozkladu cisla » na soucty vyhradne li-
chych séitanct sta¢i najit koeficient pfi x* v souinu fad
(26)prom =1,3,5,...,2k 4+ 152k +1 =n <2k + 3.
Kazd4 fada tvaru (26) je oviem reciprokd k mnohoclenu
(1 — amx™), takZe misto toho miZeme psit kratceji

A — ax)? (1 — age®)? ... (1 — ageax®)1,  (27)
resp. jiz bez am

(I —x)1 (1 — 231 ... (1 — x2etl)-1 | 27)

Priklad 11. Vezméme si rozklady s vesmé&s rtznymi
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s¢itanci. Vynechdme-li v fadich (26) &leny odpovidajici
opakovini téhoZ scitance, dostaneme misto (23) soufin
dvojclenu ’
(I 4+ ax) (1 + aex?) ... (1 + apxn) ,

resp. po dosazeni a1 = az = ... = ay = 1 soucin

A+x0+x2)...(0+ x) . (28)
Koeficient pfi x%, 1 < k < n, v (28) udava pocer rozkladi
éisla k na vesmés rizné scitance.

Teorie rozkladd pfirozenych Cisel na s¢itance tvofi velmi
zajimavy a pomérné rozsahly oddil kombinatoriky, z n€hoZ
jsme si tu mohli ukdzat jen velmi mdlo. Lze vsak doufat, Ze
hloubavy ctenaf bude ve studiu rozkladt pokracovat samo-
statné i ddle. Pfipomefime jenom, Ze vytvorujici funkce
nejsou jedinym vhodnym néstrojem k vySetfovani rozkla-
did. Mnohé jejich vlastnosti lze velmi snadno odvodit
grafickymi metodami.

Jestlize rozliSujeme vyjadfeni (19) LliSici se pofadim
sCitancii, nemluvime o rozkladech ¢isla », ale o jeho kompo-
zicich. Da se dokdzat, Ze existuje pravé (; _ }) kompozic
¢isla n s m sCitanci. PEislu§na vytvofujici fada je

o
'; (:::: 11>x" =2l —x)"m=x+x+ ... +
+xk 4 )m (29)
Cuiceni
20. Kolik existuje rozkladu Cisla 11 na tfi sCitance ?
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o wis

21. Kolik existuje rozkladi ¢isla 12 na pouze sudé s¢itance ?
22, VypiSte si vSechny rozklady a vSechny kompozice
Cisla 5. Jak zavisi pocet kompozic na poctu rozkladii?

23. Kolik existuje rozkladd cisla 19 na lichy podet sci-
tanca?

24. DokaZte, %e pocCet rozkladi Cisla » na vesmés rizné
s¢itance se rovnd poctu rozkladid &isla 7 na liché sci-
tance.

25. Sestavte si tabulku Cisel P* pro 1 < &k < »n < 8.

26. Dokazte, Ze P* je také polet rozkladl Cisla 7 s nej-

vétsim sCitancem rovnym &.

27. DokaZte, Ze koeficient pfi x* v souinu
(l—x)(l—x2) (l—=2xm), m=n,
se rovna (—1)%, ]e-h n tvaru (3k2 4+ k)/2, a nule vostat-
nich pfipadech.

28. Oduvodnéte obvyklym postupem, proc je vytvofujici
fadou pro pocty kompozic prave (29).

29. Ukazte, Zze pocet kompozic Cisla # s m séitanci rovaymi
nejvySe k se rovnd koeficientu pfi x* v mnohoclenu

(x 4+ 22+ ... + xF)m,

7. Rozmistovaci tlohy. S rozklady a kompozicemi
cisel souviseji dost vzce téZ kombinatorické tlohy zniamé
jako ulohy o rozmistovani pfedmétu v prihradkiach. Méjme
n riznych pfedméti a r pfihradek, kazdy pfedmét umisti-
me v (pravé) jedné pfihradce; kolika riznymi zpisoby lze
toto rozmisténi provést?

Nepfipojime-li Z4dné dal$i podminky, je odpovéd na
tuto otazku pomérné jednoduchd: pro kaidy piedmét
mdme r moZnosti umisténi, celkem tedy r».

Proces umistovani pfedmétt do pfihrddek si ostatné
muZeme pfedstavit také jako postupné vybirdni pfihradek.
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Bereme jeden po druhém jednotlivé pfedméty a kazdému
vybereme jednu pfihrddku; jde tedy o #-ndsobny uspofi-
dany vybér z »r moZnosti s libovolnym opakovanim. Takovy
vybér jsme si uZ popsali v patém paragrafu, kde jsme také
dosli ke stejnému vysledku 7.

Misto o vybirani pfihrddek pro pfedméty muZeme oviem
opét uvaZovat o vybirdni jednotlivych faktord z rtiznych
¢initeld v soucinech mnohoélend, resp. fad. Vezméme si
soufin » stejnych vyrazi tvaru a; + az + ... + ar, tedy
vlastné n-tou mocninu

(m+at...+ar=@+at+... +a)(aa+a+
—I—...—I—af)...(al—f-ag—{—...—i—a,), (30)

kde ai, az ..., ar jsou op&t znimda abstraktni ,,Cisla*’.
JestliZze soucin (30) rozepiSeme, dostaneme soucet celkem
r® &lenl, z nichZ kazdy je soulinem 7 faktori — Cisel
ay, @z, ..., @ —, vybranych vidy po jednom z kaZdého
z n Ciniteld soucinu (30). Souvislost s problémem roz-
mistovini je zfejmd. Umisténi &-tého (k = 1, 2, ..., n)
pfedmétu do j-té (j = 1, 2, ..., ) pfihrddky odpovida
volba faktoru a; z A-tého Cinitele soucinu (30). Toto pfi-
fazeni jednotlivych ¢lend rozndsobeného soucinu (30)
riznym zpusobim rozmisténi » pfedmétu v r pfihradkach
je vzijemné jednoznalné, a proto je také celkovy pocet
Clent rozndsobeného soucinu roven po¢tu vSech moznych
rozmisténi, totiZ r”; Cislo »* dostaneme z (30) obvyklym
zpusobem, tj. dosazemm ag=dag = ... = ay =

Ze soulinu (30) v§ak muZeme ziskat i zajimavéjsi vysled-
ky. V rozepsaném soudinu se budou opakovat nékteré
stejné ¢leny (ndsobeni je komutativni a asociativni operace);
slou¢ime-li je, mtZeme (30) psit ve tvaru

(ar + a2+ ... + a)r =

= X C(al, azy, ..., a,) o191 0282 ... Zydr (31)
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kde ai, as, ..., ar jsou celd nezipornd {isla se soultem
ata+...+a=n,; (32

sitd se pfes vSechny moZné takové r-tice. Koeficienty
C(ai, as, ..., ay) jsou rovnéZz celé, nezdporné a vyjadiuji
vidy pocet téch clenii roznisobeného soucinu (30), které
maji pravé tvar oidixed: ... a4 § danymi exponenty
ai, as, ..., ar. V interpretaci rozmistovaci lohy je tedy
Clai, as, ..., ar) pocet zpusobi rozmisténi rakovych, Ze
© J-té pfihrddce je pravé a; pfedmérit, j = 1,2, ..., r.
Hodnoty koeficientt C(as, as, ..., ar) Ize uréit celkem
snadnou elementarné kombinatorickou vahou (jde v pod-
staté o permutace s opakovinim), kterou viak pfenechd-
viame Ctendfi. (UkdZeme si ostatné je§té jiny zpusob od-
vozeni.) Jest
(@a+a+ ...+ an)!

a1!a2! e a,!

(33)

Clay, azy ... ar) =

Cisla C(ay, ag, ..., a) jsou zfejmou obdobou binomic-
kych koeficienti, jeZ jsou ostatné jejich specialnim pfi-
padem pro r = 2;

Cla, az)zﬁﬂ - (al + az) <a1 + az) )

al!az!

Nazyvaji se t€Z multinomické &i polynomické koeficienty
a znaci symboly

Cla, asy ... ar) = <a1 a2" a,) .

Rovnost (31) je vlastné vzorcem pro n#-tou mocninu r-¢lenu,
tedy zobecnéni binomického vzorce (1.3).

Dosadime-lido (31) &1 = az = ... = a, = 1, dostaneme
rovnost
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Y Clay azy ... a;) =1 (34)

(s¢itdni probihd opé&t pres vsechmy r-tice neziapornych
celych Cisel a1, az, ..., ar, vyhovujici (32)). Vztah (34) je
obdobou a zobecnénim rovnosti (I.6).

Sviij vyznam mé téZ pocet sCitanci v souctu v (34).
Snadnou tvahou zjistime, Ze to je pravé poler kompozic
cisla n s nejvyse r séitanci (tj. s r s€itanci, z nichZ oviem
nékteré mohou byt nulové). Podobné jako pfi odvozovini
rovoosti (22) pak shledime, Ze tento pocet je roven

(n + ;— 1)- Ke stejnému vysledku miZeme ostatné

dojit, jestlize si uvédomime, %e kompozicim, v nichZ na
rozdil od obvyklé definice pripustime i nulové scitance,
odpovid4 namisto (29) vytvorujici fada
A+x+22+...+xk4+ .. )2=0—2x)m; (35
potom jiZ staci jen uplatnit rovnost (1I.18).

Vratme se vSak k na$i rozmisfovaci itloze a podivejme se
na riizné zpusoby rozmisténi z hlediska jedné urcité pfihrad-
ky, napf. r-té. VSechna moZnd rozmisténi si uspofadame
podle po¢tu pfedméty, které v ni umistime. MaZe tu byt
0,1, 2, ..., n ptedmétd. Je-li v r-té pfihrddce pravé k
pfedméti, je zbyvajicich » — k pfedmétd rozmisténo (li-
bovoln¢) v ostatnich r — 1 pfihrddkich. PEitom & pfedmét

z n lze vybrat (Z) zpusoby.

Piejdeme-li znovu od pfihradek k soucinu (30), ktery si
po rozndsobeni uspofiddme podle mocnin &isla «,, vidime
na zdkladé pfedchozi avahy, Ze ma platit

(+as+ ... + a) = ' (36)
= Z (Z) ark((ll + a2 —‘l— e + ar_l)n_k .
k=0
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To je ovSem jen bezprostfedni dusledek binomického
vzorce. Rovnost (36) nds vSak zdroveni pfivddi na mySlenku
neuvazovat vyraz (30) izolované, ale — jak jsme to b&Zné&
délali pfi pouZiti metody vytvofujicich fad — brat jej jako
koeficient pfi x*/n! v exponencidini (srv. cviCeni 16b) vy-
tvotujici fadé

Z (a1 + a2 + ... + a)* x/n! (37)
n—0

V fadé (37) snadno poznime znamou fadu E(x) z (I1.43),
tedy '

0
Z (a1 + az + ... + a)® x2n! = (37)
n=0

= E[x(a1 + oz + ... + an)] ;

podle zndmych vlastnosti fady E(x) lze (37) napsat téZ jako
soucin

Elmx + axx + ... + ax) = E(a1x) E(asx) ... E(ayx) .
(377)

UkdZeme si ted, Ze fada (37) ma skute¢né vyhodné vlast-
nosti pro studium rozmistovaci ulohy. MiZeme totiZ z ni,
resp. z jejich modifikaci snadno ziskat vzorce pro podlty
nejen viech moZnych zplsobi rozmisténi, ale i pro polty
rozmisténi vyhovujicich uréitym dodateénym podminkam.

Pfiklad 12. Mé&me tfi pfihradky a pét pfedméti.
Kolika zpisoby lze provést jejich rozmisténi tak, aby Zddna
z pfihridek nezistala prizdnd? Vedeni analogii s postupy
uplatnénymi v pfedchizejicich paragrafech dospé&jeme
k zivéru, Ze podminka neprdzdnosti pfihradek se projevi
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vynechdnim absolutniho ¢lenu ve faktorech E(a;x) soucinu
(37"), takZe hledand rozmisténi nalezneme pomoci koe-
ficientu pfi x%/5! v sou¢inu

[Basx) — 1] - [Eaex) — 1] . [E(oyx) — 11 ;
piimym vypoctem snadno zjistime, Ze timto koeficientem
je vyraz

3—; (mazag® 4 araz®ay 4 aiPazay) +
5!
+ 51T (a1a22a32 —+ a12aga32 -+ a12a22a3) .

Dosazenim a1 = a2 = a; = 1 pak nalezneme hledany
pocet zpisobd rozmisténi: 3 . 5!/6 + 3 .5!/4 = 60 +
+ 90 = 150.

Dalsi obdobné ulohy s riznymi omezenimi (nékolik jich
je uvedeno v pfipojenych cviCenich) dokdZe uZ Ctendf
jist& rozfeSit sdim. UkaZme si tu je$té na zdvér, jak lze
analyzou koeficientu pfi x?/n! v (37) odvodit vzorec (33).
V (37) je timto koeficientem soucin (30), ktery lze vyjadfit
ve tvaru sou¢tu (31). Naproti tomu z vyjddfeni (37"') vidime,
Ze po provedeni ndsobeni dostaneme jako koeficient pfi
x® soulet soucini koeficient pfi x# v fadach E(a;x), j =
= 1,2, ..., r; scitd se opét pfes viechny r-tice celych
nezipornych Clisel ai, a2, ..., a; spliujicich (32). Pii
urditych pevnych hodnotich Cisel a; to bude

(a1a1/ar!) (aza:/as!) . .. (as9rfa,!) =
= a14a9; ... ardr(all az! e ai’!)‘l .

PonévadZ hleddme koeficient pfi x#/n!, musime vysledek
ndsobit je$té n!; odtud viak jiZ bezprostiedné plyne rovnost
(33).
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Piitomnost faktoridld »! v (exponencidlni) vytvotujici
fadé pro rozmistovaci ilohu odpovidd pfedpokladu, Ze
rozmistované pfedméty dovedeme navzijem rozliSit (jsou
vesmés ruzné), takZe vzijemnou zdménou dvou pfedméti
ve dvou ruznych pfihrddkdch dostaneme uZ jiné rozmisténi.
JestliZe tento pfedpoklad opustime, tj. jestlize naopak pied-
pokliddme, Ze vSechny pfedméty jsou stejné, takie je
navzijem nerozli§ime, bude pfislu$nou vytvofujici fadou
misto (37), resp. (37"’) souéin (pfi rozmistovani bez dalSich
omezeni)

I+ ax + a?2x2 4+ ... + afxd + ...) (1 + aex +

+ a?x? + ... —+— afxd + ) o0 (1 L+ ax + oax? +
.+ akxk + ) =

= (1 — a1x) -1 (l — agx)1 (l — ax)l . (38)

Odtud vidime, Ze pocet riznych zpisobi, jimiz 1ze umistit
n stejnych predméti v r pFihrddkdch (o téch oviem stile
ptedpoklddame, Ze jsou navzdjem rozliSitelné, napt. oislo-
vanim), je (n Tre 1), je to koeficient pfi x# v fadé
1 — 2, kterou z (38) dostaneme obvyklym dosazenim
m = a2 = ... = ar = 1. Pienechdvime &tendfi, aby si
samostatné promyslel upravy vytvorujici fady (38) odpo-
vidajici riznym dodatenym omezenim kladenym na roz-
misténi. N&kolik tloh na toto téma najde ve cviCenich.
Zde se omezime jen na jeden pfipad, ktery md zvli$mi
vyznam.

JestliZe totiZ poZadujeme, aby po rozmisténi » stejnych
pfedmétii do r rozliSitelnych phhrédek nezistala 74dna
pfihrddka prazdnd, zméni se (38) tak, Ze z jednotlivych
diniteli odpadnou absolutni leny; vysledkem tedy bude
fada

ae2 ... apx’ (1 —ax) (1 —ax)1... (1 — ax)1. (39
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Obvyklym dosazenim a; = a2 = ... = a, = ] odtud
dostaneme vytvorujici fadu pro poéty rozmisténi. Je to
fada, kterou uZ znime z (29). To neni nijak pfekvapujici,
protoZe kaZdému rozmisténi n stejnych pfedméti do r roz-
lisitelnych (napf. odislovanych) pfihradek odpovidd ziej-
mym zpusobem prdvé jedna kompozice &isla n s r s€itanci,
interpretujeme-li pfedméty jako jednotky a pfihriddky jako
sCitance. Analogickym zpusobem Ize ostatné vysvétlit
i shodu vytvotujici fady (38) s fadou (35) pro kompozice,
v nichZz se pfipoustéji i nulovi séitanci (tj. prdzdné pfi-
hradky).

V této souvislosti napadd zcela pfirozen& otizka, zda
se 1 rozklady Cisel daji podobnym zptsobem spojit s iohou
o rozmistovani. Znamend to (viz paragraf 6) nerozlifovat
pofadi s¢itanci — pfihrddek: jde tedy o tlohu rozmistit =
stejnych — nerozli§itelnych pfedmétii do » rovnéZz neroz-
liSitelnych pfihradek. Vysledek, tj. polty Py, resp. P! uz
zname ze Sestého paragrafu.

Cuiéeni

30. Kolika zpisoby lze umistit §est rizznych pfedméta do
tfi pfihradek, ma-li byt v kazdé vzdy sudy pocet pfed-
méth ?

31. Napiste vytvortujici fadu pro zpisoby rozmisténi »
piedmétd v r piihrddkich s podminkou, Ze Zidna
pfihrddka nebude prizdnd a Ze v k-té piihradce (k =
= 1, 2, ..., r) bude vidy nejvySe k pfedméti. Jaké
podminky pro ¢isla n a r odtud vyplyvaji ?

32. Ukazte, Ze pocet zpusobu, jimZ lze n riznych pred-
métd rozmistit v r pfihradkach, z nichZ Z4dné nebude
prizdnd, je din Cislem r! S(n, 7).

33. Reste cvieni 30 pro nerozlisitelné predméty.

34. Dokazte, Ze existuje pravé S(n, r) zpisobu, jak roz-
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mistit 7 raznych, rozliSitelnych pfedmétii do » ne-
rozliSitelnych pfihrddek tak, aby Zidna z nich nebyla
prizdnd. Kolika zpisoby lze rozmisténi provést,
opustime-li poZadavek neprazdnosti pfihradek ?

8. Zavér. Omezeny rozsah na$i knizky nedovolil, aby-
chom se zde sezndmili s celou naznafenou problematikou
do vSech podrobnosti; v mnoha pfipadech zistalo jen
u niznaku. Na tuto skuteénost jsme ostatné étendfe upozor-
nili jiz v pfedmluv&. Nemélo by to ani byt povaZovino za
pfili§ zdvaZny nedostatek. NeSlo pfece o to dat &tendfi
vSeobsihlé kompendium, kde by nasel odpovédi na viechny
otdzky ; na§im cilem bylo daleko spiSe pravé na tyto otdzky,
problémy a tlohy upozornit a naznadit ‘metody jejich
studia a cesty k jejich feSeni. Doufiame, Ze Ctendf, ktery
po piecteni této kniZky pociti touhu seznidmit se diklad-
néji s krasnou, byt i ponékud opomijenou oblasti matema-
tiky, jiZ je kombinatorika, bude v jejim studiu pokraovat.
Nebude proto snad na $kodu, jestlize mu jest€ poradime,
kde miiZe hledat dalsi, dikladnéjsi poueni.

Pfi sestavovani seznamu literatury byly vzaty v tvahu
pfedevsim pfistupnost a hlavné dostupnost doporucovanych
kniZek; proto jsou u knih zidpadnich autori uvedeny —
pokud existuji — jen ruské preklady. Ceskd a slovenskd
matematicka literatura postrddd dosud vhodné dilo o kom-
binatorice, s vyjimkou kniZek o teorii grafit vydanych pod
,,kombinatorickou‘ firmou.
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NAVODY KE CVICENIM

Re3eni nékterych cvifeni by zpo&itku mohlo méné zku-
Senym &étendfim piisobit potiZe a odrazovat je tak od dalSi-
ho studia. Uvadime zde proto struéné, heslovité nivody
(nikoli vysledky) k feSeni. Neznamend to pfirozené, Ze
ulohy nelze feSit i jinak; ostatné doufime, Ze se kaZdy
¢tendf vidy nejprve pokusi rozte$it cvieni samostatné.

I
2 =14 x— 1p= IZ) (— 1) (Z) A + %)+,
3. (14 20 = (x + x + 1) =§0 (z) XH(x + 1)k
(D wrr=GIDar

5. (1 — x)n = zz (f;’) (—1)mxm =

n n—1
— 2n\ Lor _ 2n 2k+1
‘Z<2k ¥ Z<2k+l s
k=0 k=0
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— x)mtl = Z (271 + 1N per

_ Z 2n+ 1Y jone
Pt 2B+ 1

. Indukci pomoci (19).

. Fa(n) = nl, Fyu(—1) = (—1)" n! ; viz té% (24).
. Pomoci (32").

. a,b) — pomoci (57), (59) a (42');

¢, d) — pomoci (64) indukci.

. Dosazenim (16) do (57).
. Dosazenim x = 0 do Dgfx» = Akxn,

. Pomoci (66).

II.
. Pomoci (I.11).
. Dosazenim x = 1/3.

Im.

Ok =hE—1)+k,
AR =k(k—1)(k—2)+3k(k— 1)+ & .

. Pomoci (I1.35) a (I1.18).
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