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uvoD

Mili ¢tendfi, na$ maly vylet do moderni matematiky
mé byt cestou do krajin Vam dosud mélo zndmych, kde
Vas muZe potkat i néjaké matematické dobrodruZstvi.
O tom, %e matematika miZe byt dobrodruistvim, Ze
miZe byt zdbavné i veseld, o tom se presvédéuje stile
vice zakti a studentd, ktefi chodi do experimentélnich
tiid.

Chtéli bychom vsak, aby se do téchto oblastf mohli
podivat i jini mladi lidé. P¥itom bychom byli rddi, kdyby
14 vylet byl co moZznd nejméné naméhavy, aby se ho
mohli ddastnit s poté3enim i %4ci ze zédkladnich deviti-
letych 8kol. Proto z podnétu UV matematické olympiddy
vznikl tento svazek Skoly mladych matematiki. Z po-
kusnych udebnich textd pro experimentilni ZDS byly
vybrany nejzajimavéjdi dlohy z nékolika oblasti netra-
dini matematiky a doplnény kromé toho jest8 n&kolika
ulohami dal8imi. Nékteré z nich jsou v kniice rozieSeny
a je k nim pfipojen strudny teoreticky vyklad.

Maly vylet do moderni matematiky nebude auto-
karovym zdjezdem, z néhoZ si unaveni udastnici odné-
Seji jako jedinou trofej podéet ujetych kilometri. Nas
vylet miZete absolvovat volnym tempem — dokonce
s jistym poZitkem ze zastivek u sloZit&jdich tloh
a problémi.

Navitivite étyfi mista: Nejprve se seznamite se za-
kladnim pojmem moderni matematiky — s mnoZinami,
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které umoZiiuji jednotné chapani mnoha na prvni pohled
riznorodych tsekid tradi®ni matematiky a které nam
poskytuji velmi dsporny a vykonny jazyk a symboliku.
Potom navitivite oblast statistiky a pravdépodobnosti.
Zde potfebujete alespoii minimum matematickych zna-
losti, ale zvladdnete jimi i mnoho situaci ,,ze Zivota‘‘. Zde
také odpada ona v&é&ni otdzka ,k demu to je?*“ V teorii
pravdépodobnosti a statistice ma vlastn® kazdé tloha
pro praxi vyznam; tady skutedné byly nejdtive problémy
a pak teprve teorie. Treti navitéva bude patiit kombina-
torice. Vstoupite do ni uz s jistou mno#inovou priipravou
a ukdZe se Vam, Ze opravdu nejde o nic jiného neZ
o studium jistych specifickych vlastnosti konednych
mno%in. Zde se svazek odchyluje od pokusnych textid
nejvice. Poznate v3ak, %e ldtku, kterd se diive ne praveé
vhodnym zplisobem probirala ve vy&sich t¥iddch gymna-
sia, mohou zvliddnout i Zdci velmi mladi. A k d&emu
kombinatorika je, na to VAm daji opét odpovéd hlavné
ulohy. V zdvéru vyletu se opdt pfiblizite k vychozi
krajiné. K $emu by ndm byla é&isla, kdybychom s nimi
neumdli poditat? K ¢emu by ndm byla geometrickd
zobrazeni, kdybychom je neuméli sklddat? A k emu by
ném byly mnoZiny, kdybychom ani s nimi neuméli
provddét jisté operace? ,Kalkul“ (udeny vyraz pro
potitani) — to je to kouzelné slovo, které ovidds moderni
matematiku. Dne$ni matematik poditd nejen s &isly, ale
se vEim moZnym: s body, geometrickymi zobrazenimi,
mnoZinami, funkcemi, s lidmi a s jejich vlastnostmi,
s tahy na Sachovniei, s Sifrovanymi depeSemi, s logickymi
dsudky atd. Ke kazdému takovému poditéni potfebu-
jeme symboly a pravidla, jak s nimi zachdzet, operovat;
tak vznikne kalkul. A k demu jsou kalkuly? To je prosté:
ka%?dé poditdni znamend v matematice zpfesndni, zme-
chanizovéni a tim zlepSeni visudkii. S jednim takovym
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velmi obecnym kalkulem — je to poditdni s mnoZinami—
se sezndmite v zdvéru knihy.

Béhem celého vyletu V4m pak usnadni orientaci
v terénu pedlivé narysované obrizky, za které vdééime
F. Machaniovi. P¥i vyb&ru cest v oblasti statistiky a
pravdépodobnosti jsme vyuZili cennych rad RNDr.
F. Zitka CSc, za které mu touto cestou také déku-
jeme.

Douféme, Ze se Vam tento prvni vylet zalibi a Ze se
v ném n&temu novému ptiuéite. Prosime Zéky gymnasii,
zvld3té niZ8fch ro¥nikd, aby se nad timto svazelkem
SMM neosklibali pohrdlivd jen proto, Ze je sestaven
z textd pro ZDS. I oni se toti mohou nad mnoha tilohami
pékné zapotit.

V Praze v lednu 1972 Autots



NejdiuleZitdj5i symboly

V textu Na obrézcich Vyznam
4,B,0, ... ABC, .. body
a, b,¢c, ... abc .. piimky
<> .
AB - piimka jdouei body 4, B
A? - polopfimka s poddtkem A
a vniténim bodem B
AB - tuseéka 8 krajnimi body 4,
B
A B, ..M, a,dan,..m, mnoziny
) veey n., &
z €A - prvek z patif mnoZiné A
{a, b} - mnoZine sklddajicf se z prv-
ki a, b
{zreN|z < - mnozina vSech pf¥irozenych
< B} diselz < 5
2] 2 prézdnéd mnozina
Rz Ra rozklad mnoZiny
A a doplnék mnoZiny
AU B ava sjednoceni mnozin
AQNB ana prinik mnoZin
ACB aca A je podmnozinou mnoziny
B
T, C JC mnoziny boda (napf. troj-

thelnfk nebo &tyiihelnfk)




1. kapitola

SEZNAMUJEME SE S MNOZINAMI

1.1. MnoZiny a jejich prvky

Soudobé matematika se neobejde bez pojmi

MNOZINA a PRVEK.

Jsou to zikladni a tedy v jistém smyslu nejjednodussi
pojmy. Matematikiim v3ak trvalo dlouhd staleti, neZzse
jim podatilo tyto velmi obecné a pfitom redlnému svétu
blizké pojmy uspokojivé vymezit. Vybudovani zdkladid
tzv. teorie mnoZin, vyhovujicif poZadavkim modern{
matematiky, patii totiz mezi nejobtiZnéjsi otdzky.

Ném viak Gplné postadi, jestlize si pfedstavime mno-
Zinu jako skupinu, souhrn, soubor nejriznédjlich véci
(pFedméti, &isel, bodu ap.), které se nazyvaji prvky této
mnoziny. ,

V matematice vSak nazyvéme mnoZinami jen
takové soubory, pro né% plati:

a) O kaZdé véci lze jednoznaéné rozhodnout, zda tomulo
souboru patFi & nepatif. (Samoziejmé miZe nastat jen
jedna z obou moznosti.)

b) Vdechny véci, které do souboru patii, jsou navzdjem
riené. (Zadné véc se v takovém souboru neopakuje.)

Prvky oznadujeme libovolnymi pismeny nebo
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jinymi znaky (tfeba ¢&islicemi). MnoZiny oznadujeme
v textu velkymi polotuénymi pismeny, napiiklad

MABCK,Z,;

na obrézcich velkymi psacimi pismeny — viz str. 8.
Cheeme-li tlizné mnoZiny oznadit tymzi pismenem, mi-
Zeme je odlidit indexy, napf.

Mp ME’ Ma ;

indexy jsou é&islice 1, 2, 3 vpravo dole u pismene M.

MnoZiny jsou bud kone&né (napf. mnoZina viech
obyvatel CSSR, mnozina viech pismen latinské abecedy,
mnoZina vrcholii daného trojihelniku 4 BC) nebo neko-
neéné (napf. mnoZina vSech bodd na pfimee, mnoZina
viech celych ¢&isel ap.).*)

Koneéné mnoziny udavame zpravidla

a) vyétem prvkd;

b) tabulkou;

c) Vennovym diagramem;

d) charakteristickym znakem.

Mnozinu udame vyétem, jestliZe vyjmenujeme viech-
ny jeji prvky. Zapisujeme nap¥iklar

M=1{23,5 1

a $teme: mnozina M se sklada z prvka (¢isel) 2, 3, 5, 7.
Pfi zdpisu mnoZiny vyétem nezéleZi na pofadi
prvki. Naptiklad zapisy
{2,5,3,7 nebo (3,2 5, 7)

*) Mluvime-li zde o kone¢nych a nekonednych mnoZindoh
vychédzfme opdt z ndzorné pfedstavy. Oviem plesnd definice
téchto pojmu je témér stejné obtiZnd jako vymezeni samot-
ného pojmu mnoZina.



znadi stdle touZ mnoZinu M = {2, 3, 5, 7}. PH zapisu
mnoziny vydtem piSeme kazdy prvek jen jednou.
Proto nepiieme
M={2323571),
ale piSeme
M=1{23,571.

Tabulky uZivime pro uddnf mnoZiny nejéastdji v téch
piipadech, kdy mluvime o vice mnoZinach, jejichZ prvky
jsou vybrdny z n&jaké ,,v&tsi‘ mnotiny Z, tzv. zdkdadni
mnoziny. Nap¥iklad:

Z|1]|2(3(4|5)6[7(8 Z =1{1,2,3,4,5,6,7, 8}
-MT_/ =11l =111- M={23,5"
Al Iy =-1-=--]-1- A ={1,2,3}
B -|/(=-{1]|-|1]-]|1] B=i24,8638)

Viimnéte si, Ze vyuZivame zpusobu, kterym se v seznamu
osob zaznamendvaji pftomni a nepfitomni lidé.

MnoZiny muZeme udat tzv. Vennovym diagramem.
Na obrézku 1 je zndzornéna mnozina M = {2, 3, 5, 7},
jejiz prvky jsou vybriny ze zdkladni mnoZiny Z = {1,
2,3, 4,5, 6,7, 8).

Z obrazku 1 (i z tabulky) je snadno patrné, Ze napfi-
klad é&slo ,,2 JE prvkem a é&islo ,,1¢ NENI,prvkem
mnoziny M. Zapis: '

2 € M (¢teme: &islo 2 je prvkem mnoZiny M);

1 ¢ M (Steme: &islo 1 nenf prvkem mnoZiny M).

MnoZinu M = {2, 3, 5, 7} mGZeme udat téZ charakte-
ristickym znakem:
.»M je mnoZina v§ech prvoéisel z mnoziny Z*.



Zapisujeme
M = {z € Z| z jo prvoéislo}

a ¢teme: M je mno?ina viech &isel # € Z, ktera jsou
prvodisly.

z of
.4 ___m
o8
eb
Obr. 1
PRIKLAD 1

Z je mnotina viech mést v CSSR. P je mnozina viech
mést v CSSR, kterd maji vice neZ milién obyvatel.
Zapis:

P = {x € Z|x ma vice neZ milién obyvatel};
vyétem
P = {Praha}.

P je jednoprvkovéd mnoZina.
Mnozina R se skldda ze viech mést v CSSR, kterd maji
aspoii 2 miliény obyvatel. Zapis:

R = {z € Z |z mé aspoi 2 miliény obyvatel}.
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V CSSR neni #4dné dvoumiliénové mésto. Mnozina R
nemé proto 24dny prvek. Rikime, %e

R je prdzdnd mnozina,
zapis
R=gneboR={ }.
Znak @ neni nula. ’

PRIKLAD 2.

Zikladni mnoZina Z se sklidd ze vSech pfimek zné-
zornénych na obr. 2.

S/

Obr. 2 Obr. 3

Mnozina K se sklidd ze v¥ech pfimek z obrazku 2,
které prochazejl bodem A. Zapis:

= {x € Z | v prochdzi bodem A}.

MnoZina K, kterd je da’ma.‘svym charakteristickym
znakem muzeme udat téZ vyétem vSech jejich prvki;
K je 3-prvkovd mnoZina.

={a, d, ¢}.
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Podobné pro mnozinu L:
L={yeZ|y|a};

L je mnoZina vech piimek z obrdzku 2, které jsou rovno-
bdZné s pfimkou a, tzn. L je 3-prvkovd mnoZina

L={abc}.
Mnozina
M = {p € Z| p prochézi bodem D}

je prazdnéd mnozina, M = g.

Mnoziny K, L, M miZeme zadat téZ Vennovym
diagramem (obr. 3). Ve Vennové diagramu zndzoriiujeme
véechny proky zdkladni mnofiny Z jako body, i kdyZ jsou
to ve skutednosti tfeba pi{mky, kruZnice ap.

Mnoziny K, L, M udivé té2 tabulka:

Mnoziny K, L, M, které byly diny charakteristickym
znakem, jsme zapsali vy&tem vBech jejich prvkid, MiZeme
viak Fedit i obrdcenou tlohu.

Zékladni mnoZina Z je opét mnoZina viech pfimek
z obr. 2. MnoZinu

N ={q, b, ¢c, d},
kterd je dana vy&tem prvki, miZeme udat té% charakte-
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ristickym znakem. Je to mnoZina viech riznobéZek
s pfimkou ¢;

N = {z € Z | z je riznobézka s piimkou e} .

Snad jste si v&imli, Ze zdkladni mnoiina Z se mize
ptipad od pfipadu ménit.

Pamatujte si nazvy:

Mno#Zina, zakladni mnozina,
prvek, prézdnéd mnozina.
Pamatujte si oznadeni a zapisy:
aeM, M = {3, 5, 12, 15},
b¢ M, M = (x € Z| x je sudé &islo},
M=o0o.
CVICENI

1. Predtéte zdpis

T = {pondéli, dtery, stfeds, &tvrtek, patek, sobota}.
Dovedete popsat tuto mnoZinu charakteristickym znakem ?
2. a) Piettdte zdpis

P = {Afrika, Amerika, Asie, Australie, Antarktida,
Evropa}.
Dovedete popsat tuto mnozZinu charakteristickym ﬁlakem?
b) Udejte vyétem a zapidte mnozinu viech pevnin, kterd
maj{ menéi rozlohu ne% Australie.

3. Udejte vydtem a zapilte zdkladni stupnici (8kdlu) C-dur;
%rvky jsou tény, oznadené pismeny — jako napt. C, F, A atd.
rovedte notovy zdpis této mnoziny.

&

J
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4. a) Opravte zdpis M= {1, 2, 4, 3, 2, 1}.
b) Je {0} = 07
) Je {a, ¢, b} = {b, a, c}?

5. Potfebujete Sachovnici. Jeji pole hudete zapisovat takto:

/b je pole lezfci ve sloupei ,,/*“ a v Fadku ,,6°; na obr. 4 je
vyznadeno kiizkem.

a) Vypiste v8ecka bild pole, v jejichZz oznaden{ je &islo 3.

b) Vypiste viecke &ernd pole, v jejichi oznadeni jsou
pismens c, f.

¢) Vypiste vSecka rohovéd pole Sachovnice.

d) Na pole gl postavte figuru krdle. Vypiste viecka pole,
ne kterd se dostane tento krdl jednim tahem.

e) Na pole /5 postavte figuru koné. Vypiste v8ecka pole,
na kterd se dostane tento ki jednim tahem.

6. Potiebujete Sachovnici a figuru koné, kterého umistite na
ole ¢2.
P a) Kt mé piejit sedmi tahy na pole g5; vypiste mnoZinu
viech poli, kterymi projde.
b) K mé projit co nejmensim pogtem tahii na pole g6;
vypiste mnozinu vdech polf, kterymi projde.
¢) Kian mé piejit Sesti tahy na pole ¢g5; vypiSte mnoZinu
viech polf, kterymi projde.
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1. a) Vypiste mnoZinu Z v8ech ndsobky &isla 13, které jsou

mensi nez 200. ‘

b) Vyberte z mnoZiny Z viecka &isla délitelnéd tfemi;
vypiste jejich mnoZinu M,. :

c) Vyberte z mnoZiny Z v8echna trojcifernd é&isla; vy-
piSte jejich mnozZinu M,. .

d) Vyberte z mnoziny Z vSecka sudd trojcifernd é&isla;
vypiste jejich mnozinu M.

8. Prettéte zdpisy mnoZin a pak je udejte vyétem prvkii.
MnoZina Z = {4, 5, 7, 9, 13, 18, 20, 24).
a) A= {z € Z |z je ndsobek &isla 4}.
b) B=(rc Z|8 << 24}
c) C= {x € Z| z neni ndaobek &isla 3}.
V8echny mnoziny znézorndte té% Vennovymi diagramy.

B D

Obr. &

9. Na obrézku 5 je zndzorndno schéma &dsti ulidni sité
mdsta. : §

a) Rozmistéte na kfiZovatky 4, B, C, D, E, ii' co nej-
mensdi podet policisti, ktefi by mohli zrakem kontrolovat
viechny ulice. Najddte viechny moZnosti. _

Redeni modelujte 3achovymi figurkami a pak zaznamenejte
do tabulky naznadenym zpiisobem:

A | B| 0 | D | E | F
I =1 =1—=115
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b) Kolik policista stoji na kaZdych dvou sousednich
kiizovatkdch?
10. a) Rozmistéte na kfizovatky A, B, C, D, E, F uli®ni
sit® (obr. 5) co nejmensi potet vefejnych hodin tak, aby z kazdé
k¥iZovatky bylo vidét aspoii jedny hodiny. ReSte stejnym

zpusobem jako pfedeslé cvideni.
b) Kolik hodin stoji na kazdych dvou sousednich kfiZo-

vatkdch?

11. Z jo mnozina viech kladnych celych é&isel mensich nez
13. Udejte vyétem mnoZiny:
a) A= {x € Z| = jo ndsobek &isla 5};
b) B = {x € Z|  nenf ndsobek &isla 5);
) C={reZ| gzje celé &islo};
dD={zecZ & &isla 2 a 2 maji stejné posledni éislice).
MnoZiny 4, B a podobnd mnoZiny C, D znézorndte Venno-
vymi diagramy.

Obr. 6

12. Pfedstavte si ryZové pole na ostrovd, zndzorndnd na
obrézku 6. Otislované Gselky znaéi hréze. Kolem polf je jezero.
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Viechna pole je tfeba zavodnit tim, %e se protrhnou ndkteré
hrédze. Udejte nékolik mo%nosti. Pokuste se experimentdlnd
zjistit kolik miiZe mit mnoZina protrfenych hrdz{ nejméné
prvkd.

Obr. 7

13. Hra. Potfebujete pds se sedmi vyznadenymi poli, tFi bilé
a tfi E¢erné kameny (obr. 7).
Cfl a pravidla hry:

1. Bilé kameny se maj{ pfemistit na mista Sernych a naopak.

2. Kaidy derny kdmen se smi pohybovat jen vpravo, bfly
jen vlevo.

3. Kazdy kémen se smi bud posunout na vedlej&{ pole, je-li
prizdné, nebo smf pfekroéit jeden (kterykoli) kémen, ale vidy
Jen na prdzdné pole.

4. Zadin4 bily.

a) Vypidte viechny tahy; tah zaznamenejte napiiklad takto:
C (3 —4), tj. kémen C z pole 3 na pole 4.

b) Vypiite viechny tahy, kdy jeden kdémen pfeskakuje jiny.
¢) Vypiste vlechny tahy, kdy se hybé bilym kam&nem.

¥ k%

Nekoneéné mnoZiny udévame obvykle charak-
teristickym znakem.



PRIKLAD 3.

Zikladni mnoZina Z je rovina. Kruh K se stfedem 8
a polomérem r = 2,5 cm je mnoZina

={X € Z|8X <2,5cm)},

tj. mnoZina véech bodid X roviny, které maji od bodu 8
vzdélenost mensi nebo rovnou 2,6 cm. (Obr. 8, kde je
napi. A e K,C e K, S e K, B¢ K, D ¢ K)

Podobné dsetka u = AB je mnoZina

v ={X € Z | XleZzi mezi 4 a B nebo
s nékterym z bodi 4, B splyva}.

(Na obr. 8je A eu, Beu, Ceu, D¢ u S¢un)

Obr. 8
V geometrii jsou ptimky, dsetky, kruZnice ap.
mnoZinamibodi, i kdy? je ozna,éu]eme nékdy malymi
pismeny. -
PRIKLAD 4.

Pro polopiimky a ptimky (]sou to mnoZiny bodd) uzi-
vame z4pisu:

18 .



AB ... ptimka jdoucibody 4, B(A € AB, B € AB);
KL ... poloptimka s podstkem K (K € KL, L € KL);

MN ... Gsetka s krajnimi body M, N;
viz obrazek 9.

///zjﬁ
=4

A K q =KL
M N
u=MN
Obr. 9

PRIKLAD 5.

M je mnoZina viech kladnych nasobka é&isla tii. Za
zékladni mnoZinu Z mi%eme povaZovat mnozinu skla-
dajici se ze viech kladnych pFirozenych &isel. Tedy

M = {x € Z |« je nisobek &isla tii} .

Mnoziny Z a M nemtiZeme udat vydtem. Pfesto nékdy
zapisujeme mnoZinu vSech p¥irozenych &fsel takto:

Z={1,2234,5, ...} ¥
a podobné mnozinu M:
M={36091215, ...}.

Tetky znamenaji ,,a tak dale*“. Musime udat tolik
prvkd, aby byl ,zfejmy‘‘ charakteristicky znak pii-
slusné mnoziny.
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CVIEENI

14. Na obrédzku 10 jsou zakresleny &tyfi pfimky a na nich
je oznateno 8est bodu K, L, M, N, g, Q.

a) Pomoci oznafenych boda zapiste viecky usedky,
které obsahuji bod P; napf. P € PN.

b) Pomoc{ oznalenych bodi zapiSte viechny polo-
piimky, které obsahuji bod Q: napt. @ € LK.

¢) Pomoci oznadenych bodii zapiste vlecky polopi{mky,

které obsahujf aspoti jeden z bodt K, M; napt. M € NL.

Q K
P
L M\ N
Obr. 10

15. a) Narysujte obrdzek 11. Body vznikaj{ v pofadi 4, B,
C,D, E, F, d, H. Nejdtive zvolime body 4, B, pak C € AB.

Pak zvolime bod D ¢ AB, pak bod E € AD. Body F, G, H
u¥ budete umét sestrojit.

D
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b) Zvolte body D, E jestd jednou (D ¢ AB, E € AD).
Bod D zvolte ,,pod‘* pffmkou AB. Kde vydel druhy bod H?

16. Na £i‘fmé trati je pét zdvodnfki, které oznadfme pfsmeny
4, B, C, D, E. V urditém okamiZiku maji zdvodnici tyto vzdé-
lenosti AB= 30 m, AD =60 m, BO =40 m, CE = 30 m,
DE = 20 m. Zakreslete (pfi vhodném zmensenf) zdvodniky
jako body na pfimce, zejména zakreslete polohu zdvodnfka C.
fgg.})ofététe vzdélenost zdvodnfkt 4, C. Pozor, tloha mé dvé

nf.

17. Za zdkladni mnoZinu Z zvolte rovinu papfru. Sestrojte
kruZnici k= {X € Z | SX = 5 cm} a jeji pramér 4B (obr. 12;
zmenfSeno na polovinu). M je mnoZina vBech tsedek KL
kolmych k AB,kde K € k, L € AB. Mnozina E je tato:

E={X € Z| X jo stied tisetky KL € M, nebo
splyne 8 nékterym z bodta 4, B).

/-"/’M T \\\ |
1l -
A 1 I/ S L ’; B
4y : ’{,//

}\{NQJHA/ ¥

a G @G a, 0s s Q; Ag Qg
Obr. 12

Sestrojte na pffmkéch a,, a,, ..., @, (obr. 12) viechny body X
mnofiny E & pak nadrtnéte pribliZnd pribéh mnoZiny E.
Vznikne kfivka, tzv. elipsa.

18. Na obrédzku 13 je zndzornéno 8 bodi 4, B, 0, ..., K.
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MnoZina M se sklddé ze viech kruZnic k, které prochézeji
aspoh tfemi z danych bodd. MnoZina S se sklddd ze viech
stfedi krufnic z mnoZiny M. Zndzorndte mnoZinu § zjistdte
podet jejich prvkid a porovnejte jej 8 podtem prvki mnoZiny M.
(Jedna kruZnice a jeji stfed jsou na obr. 13 zndzorndny.)

Obr. 13

1.2. PodmnoZina

Mnoziny M, K jsou ddny jednak Vennovym diagra-
mem (obr. 14), jednak tabulkou 1. )

Tabulka 1. _
z 1 2| 8| 4|8 6 7 8 | 9
M — || =11 / / / I | —
K - ——=1—1"1 F|l—=t1 1 |-
h i + ¢



Rikéme, Ye mnoZina K je

PODMNOZINOU nebo CASTf
mnoZiny M; zdpis
KcCcM.

X

Obr. 14
Mnotina K je podmnofinou M, je-lt splnéna aapoﬁ
jedna z viastnosti:

(1) Ka#dy prvek z K je prvkem z M; (na obr. 14 viz
prvky vyznadené velkymi plnymi krouzky, v tabulce 1
viz sloupce oznadené éernymi Sipkami),

(2) Ka#dy proek, ktery nent z M neni také prokem z K;
(na obr. 14 viz prvky vyznafené bilymi krouZky, v ta-
bulce 1 viz sloupce oznadené bilymi Sipkami). ¢

PRIKLAD 1.

Zikladni mnoZina je Z = {1, 2, 3, 4, 5, ...}; je to
mnoZina v8ech pfirozenyoh ¢&isel (bez nuly).

=freZ|2<z=6)={3,4,56};



| # je jednociferné &islo} =

B={xecZ
={1,23 ...,8 9;
C =1{2 3 4.
Plati:
ACB, CCB,
C ¢ A (8teme: C neni podmnozinou mnoziny A),

protoze 2 € C, 2 ¢ A4,

ACZBCZCcCA
Pro katdou mnoZinu ‘A, jejiz vdechny prvky jsou

vybréany ze zakladni mnoziny Z plati:
ACZ ACA o CA

(vidy je spln&na aspoti jedna z vlastnosti (1) a (2) na

str. 23; ovétte si to sami).

PRIKLAD 2.
Na obrdzku 15 jseu znizornény kruhy
K={X|8X <4 cm}, L={Y|0Y £1,5 cm}*);
vzdélenost stiedit S, O je 2 cm,

Plati:
LCK.

To miiZeme ovétit téZ poletné. Necht
Y eL tzn.0OY £1,5em

*) Za zékladni mnozinu povaZujeme celou rovinu. Proto
oznaleni zékladni mnoZiny v obdobnych pfipadech mnohdy

nepfSeme.
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Podle neostré ,,trojdhelnfkové nerovnosti***) je
SY <80 +0Y =2cm + 1,5em = 3,5¢cm .

Obr. 15

Proto je
8Y £385cem < 4em, tzn.bod ¥ € K.
Tedy ka%dy bod Y kruhu L patii téZ kruhu K.

%7 = /Z\Y

X X X
XY =XZ +2Y XY<XZ+2Y XY<XZ¥2ZY
Obr. 16

**) Pro kadé tii rizné body X, Y, Z platf tzv. neostrd troj-
Uhelnfkové nerovnost:

XY =XZ+27Y.
Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz Z € XY viz obr. 16.
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PRIKLAD 3.

Zsa, zakladni mnoZinu Z zvolme mno#%inu viech prvo-
disel, tj.’
Z=1{235171113,...}%

MnozZiny A, B jsou dény charakteristickymi znaky:
A={r eZ|100 <z < 115},
B={xeZ|105 <z < 120}.

17Schematicky jsou tyto mnoZiny vyznadeny na obrdzku

a.
a b)

X X

Obr. 17a Obr. 17b

V tomto ptipad¥ mizeme rozhodnout o tom zda asponi
jedna z mnoZin A, B je asti druhé teprve tehdy, kdyZ
tyto mnoziny uddme vydétem.

*) Aékoliv soudasnd matematika nedovede rozhodnout o kaz-
dém ptirozeném ¢&isle, zda je &i neni prvodislo (napf. o tzv.
Fermatovs &isle 2% + 1 pro a = 21971 — viz J. Sedldéek: Co
vime o pfirozenych &islech, Skola mladych matematikd,
II. vydéni, str. 25), tvo¥{ tato &fsla mnoZinu. O kaZdém
plirozeném é&isle 1ze rozhodnout, zda je prvodislo bez
ohledu, zda to my umime nebo neumime.
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Zjistime, Ze B C A, nebot
A = {101, 103, 107, 109, 113},
B = {107, 109, 113};
viz napf. Matematické, fyzikalni a chemické tabulky
pro 7—9 ro&. ZDS.
¢ Skutednost, e pro mnoziny 4, B z Vennova diagramu

na obr. 17a plati
BCA

vyznadéime zpisobem z¥ejmym z obr. 17b (aniZ obrazek
17a prekreslujeme, nebo vyznadujeme na ném prvky
mnozin A, B).

a b)

S

Obr. 188 Obr. 18b

Pamatujte si ndzvy: ¢
podmnozina, ¢4st mnoziny. '
Pamatujte si oznadeni:
' MCN

(znédzorn&no Vennovymi diagramy na obr. 18ab bez
vyznadeni prvki). '
AgB.
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CVICENI

1. a) Obrdzek 19a znédzorfiuje kfiZovatku poulidni drdhy
v mésté. Ples kiiZovatku vede celkem 5 linek. Zjistéte, kolik
linek projfZd{ kazdou z ulic I, II, II1. Jedno Fefen{ ukazuje
obrdzek 18b. Naédrtndte viecka dalii Felenf.

b) Oznadte:

M, mnozinu véech linek, které vedou ulici I,

M, mnoZinu viech linek, které vedou ulicf IT,

M, mnozinu v8ech linek, které vedou ulici III,

P, mnozinu viech linek, které vedou po spojce II—IIT,
P, mnoZinu viech linek, které vedou po spojce IIT—I,
P, mnozinu viech linek, které vedou po spojce I—II.

Je P,C M,? Jo P,C M,? MaZe byt v ndkterém FeSeni
M, C M,?

Nezapomeiite uvdZit, Ze po spojce II-—III nemus{ vést
zZ4dn4 linka!

ulice |.

a)
u mll/{% I

ulice .

_ Obr. 19a Obr. 18b

2. Do autobusu se samoobsluhou nastoupili rdno prvni dva
cestujici a kazdy z nich zaplatil 1 Kés. Zédné z odevzdanygch
minef nebyla koruna a zdroveii nebyle mens{ neZ desetihaléf.
Oznatte My, M,;, My, mnoZinu desetihaléfovych, pStadvaceti-
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haléfovych a padesdtihaléfovych minci, které byly po zapla-
ceni v pokladnd. Urdete, kolik maji tyto mnoZiny prvki. Je
celkem patnéct moZnosti. Zapisujte si je do takovéto tabulky:

M, 6
M,, 2

Vymyslete takovy postup, abyste Zédnou moZnost nevyne-
chali.

3. Udejte vy&tem a zapiSte mnoZinu viech &isel, kterd jsou
vt ne% 10 000 a mensi neZ 15 000 a kterd 1ze vyslovit takto:
z tisfo, z set a « jednotek; napf. 11 tisic, 11 set a 11 jednotek,
tj. 11 000 + 1100 + 11 = 12 111.

4. Rysujte podle obrdzku 20. Obrazec U je omezen oblouky
kruZnic, které maji stfedy v bodeoh A4, B, C.

' a) Zndzorndte nejdelsi usetku XY, pro kterou plati
XY C U. Kolik mé tloha FeSenf?

o

Obr. 20 Obr. 21
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b) Lze sestrojit rovnostranny trojihelnik T o strané 8 em
(7,6 cm) tak, aby T (C U? Pokuste se aspoii jednu z vasich
domnének odtivod nit.*)

5. Na obrdzku 21 je pidorys obrazérny Z. V mistech 4, B,
D jsou zavéSeny 4 obrazy. Znézorndte mnoZiny:
= {X € Z | z mista X je vidét pouze jeden z obrazu 4, B},
= {Y € Z | z mista Y je vid&t jen jeden z obrazi C, D},
= {T € Z | z mista T jo vidét jen jeden z obrazu 4, C}.
Zjist&te, kterd ze zdpisa:

MCN, MCK, NCK,

NCM, KCM, KCN,

\

’////

C,
M
N
L

A

Obr. 22

*) Ndvod: Je-li trojihelnik T o strand 8 cm &4stf U, pak musi
nékterd strana prochézet aspoii jednim z bodd 4, B, C.
Vysetfete viechny polohy takovych trojuhelnfkd T, jejichz
jedna strana prochézi bodem C a jejf krajni body se pohy-
buji po obvodu U. Co vyplni tfeti vrcholy téchto trojdhel-
nikid? Pro trojihelnik T o str. 7,6 uvaZujte takové umistd-
nf, kdy jedna jeho strana prochézi dvéma z bodu 4, B, C.
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6. a) Rysujte podle obrdzku 22. T je libovolny trojihelnfk,
Ty, Ty, Ty jsou rovnostranné trojihelniky. U je rafovany obra-
zeo. VySetfete, zda miZe byt v nékterém piipadé UC A ABC

b) Ulohu Fete jests jednou pro piipad, %e T;, Ts, T
jsou rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky s pravymi ahly
pfi vrcholech 4, B, C.

7. Plijimaci zkousdka na stfedni #kolu se sklddéd ze dvou
d4sti: tstni zkouSky & pisemné zkousky. Na stfedni Skolu
mohou byt pFijati jen ti uchazeli, ktefi UspéSnd sloZi obé
zkousky. Z nich se udélé pofadi a skuteénsd se ptijmou pouze
ti, jejichZ pofadové ¢&islo neni v&tSi neZ polet volnych mist.

Uchazeti ZABODEFG'HJKLM

Prospéli:
a) ustnéd

b) pfsemnéd

c) tstnd i
pisemnsd

d) ptijati

vjiajw|n
'
]
1
I

a) Zapiste vztah mezi mnoZinami 4, B, C, D! )
b) Uvedte viechny moZnosti pro mnoZinu D v pfipads,
%o jsou volnd 4 mista (6 mist, 8 mist).

ORO@E@®

I & ‘
@ @ > @ ¥
leva miska pravd miska
Obr. 23

8. Pomocf Sesti zdve2{o vize 1 g,3¢g,9g,27g,81lga243g
miZeme (8 pfesnosti gramu) zvdzit kazdy pfedmét do vdhy
364 g. Udejte, jak navdzime 10g, 80g, 100g, 300g, 362 g.
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Pri véZeni smime kldst zdvaZi na obé misky. Pouzijte hracich
kameni s vepsanymi ¢&isly a kladte je ne ob8 ,,misky* vah.
Nap#. 56 grami navdzime podle obr. 23.

1.3. NejvySe — aspoii — privd

V matematice ¢asto pouzivame slov:
NEJVYSE — ASPON — PRAVE.

Jejich vyznam si ujasnime ptikladem.

PRIKLAD

M, je mnoZina viech Zika vasi t¥idy, ktefi maji nej-
vy$§e dva sourozence. Do M, pat# viichni Zéci, kteff

a) nemaji Zddného sourozence,
b) maji jednoho sourozence,
c) majf d va sourozence.

Oznadime-li mnoZinu viech zakt vai tfidy Z, pak plati
M, = {X e Z | podet sourozenci Zdka X je z < 2}.

M, je mnoZina viech Zakt vadi t¥idy, ktefi maji aspon
d va sourozence. Do M, patti vSichni %éci, ktefi

a) maji d va sourozence,
b) maji vice sourozencii nez dva.

To znamen4
M, = {Y € Z| podet sourozenct Zdka I je y = 2}.
M, je mnotina viech %4ka vasi t¥idy, kteii maji
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pravé dva sourozence. Do M, patii jen ti Zaci, ktefi
maji dva sourozence. Tedy

M, = {V € Z| potet sourozencu ¥éka V je v = 2}.

Plati
M,CM, M,C M,

ale nemusi platit
M,CM,aniM,C M,.

Rekne-li n&kdo »Zak ma dva sourozence‘’, myslime tim
,»24k mé pravé dva sourozence*’.

Pamatujte:

Nejvyse 2 je 2 nebo méné neZ 2,
aspoll 2je 2 nebo vice neZ 2,
pravé 2je 2.

CVICENI

1. a) Vypiste mnoZinu T, vBech trojoifernyoh 3fsel, z nichZ
kaZdé obsahuje nejvyde 2 cifry a aspofi jednu jedniku.

b) Vypiste mnoZinu T, vSech dvojcifernych &fsel, z nichZ
kazdé obsahuje nejvyse jednu jednifku. Je n&kterd z mnoZin
T,, T, podmnoZinou druhé? Maji mnoZiny T;, T, spoleiné
prvky? Vypiste mnoZinu v3ech &isel spoleénych mnoZindm

1» Tl'

2, Potiebujete mapu Evropy, na niZ jsou vyzna!iena nd-
kterd hlavni mésta; ddle potfebujeme méritko.
a) Vypiste mnozinu M; vSech vyznadenych hlavnich
mést, kterd majf od Prahy vzdusnou vzdélenost aspoit 300 km.
b) VypiSte mnoZinu M, vsech vyznalenych hlavnich
mést, kterd maji od Prahy vzduSnou vzddlenost nejvyse 600 km
¢) Vypiste mnoZinu P mést spolednych mnozindm M,,
M,. Popiste mnoZinu P charakteristickym znakem.
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3. Autobus mé 32 mist k sezeni a nejvyse 34 mist k sténi.
Na sportovni podnik md byt dopraveno takovymi autobusy
1000 osob. Aspoil polovina autobusi (jedoucich do vzddlendj-
Sich mist) md vézt jen sedici cestujici. Aspoir kolik (kolik
nejménd) autobusi potiebujeme pro tuto dopravu?
Vypottené &islo zkontrolujte zkouskou.

4. Potfebujete S8achovnici a figuru kond. Kah mé byt pfe-
mistén z pole ¢6 na pole al tak, Ze nesmi opustit sloupec a, b, ¢
a kazdym polem smi projit nejvyse jednou.

a) Vypiste vSechny cesty, pfi nichz vykond kil nejvyse
4 tahy. (Napt. takto b4 — ¢2).
tah b) Vypiste vSechny cesty, pfi nichZz vykond kui aspoi
8 a.

5. Jirka provedl sérii deseti hodii minci. Jenda si pozna-
menal prvnich 8 vysledki:
©O® ® © 0 O

(© znsaéf ,lic, znad{ ,,rub*). Koneény vysledek pokusu
mohl Jenda odhadnout takto:

a) Rub padl aspoty ............ — krét;
b) Lic padl aspolt ............. — krét;
¢) Rub padl nejvyde ........... — krét;
d) Lic padl nejvyse ............ — kr4t.

6. Kterd celd &isla miZete dosadit za z, y, z do tabulky 1,
jestliZe maji byt pravdivé zdroven tyto vyroky:

(1) Soudet &isel v kazdém Fddku je aspori 4.
(2) Soudet ¢&isel v kazdém sloupci je nejvyse 8.

Tab. 1. 2 —1 z
5
2 z 0

Dovedete uréit, kolik md loha raznych fedent?

7. Dopliite chybéjici tidaje. Z jedendcti po sobd jdoueich
pfirozenych ¢isel jo
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2a)@8poR .............. sudych,

b) nejvyse ............. sudych,
€)aspont............... ndsobkem é&isla 3,
d)nejvyse ............. nésobkem &isla 3.

8. Na stole leZi t¥i krabice a 3 dernéa 3 bilé koule (obr. 24).
Jenda vlozil do ka%dé krabice dvé koule, ale tak, Ze v Zddné
krabici nesouhlasil obsah s oznadenim. Potom dal Jirkovi
héddat, jaké koule jsou v jednotlivych krabicich. Jirka mu
odpovédsl: ,,Kdybych mohl vidét barvu aspofi jedné koule
z krabice, kterou Ti uké%i, pak bych odpovédél ptesnd. Tak-
hle viak musim hdédat*‘.

Dovedete uvazovat stejné dobfe jako Jirka ? Rozmyslete si
napfed, jak mohl Jenda koule rozmistit.

000006

(= (o (=f

Obr. 24

9. Cislo 180 rozlozte v soudin dvou &initell, jejichZ soudet je
a) nejvyse 40;
b) aspoil 70; .
¢€) co nejmensi. ¥
10. Hézime tfemi hracimi kostkami riznych barev. Vypiste

vBecky zptisoby, kterymi miZe padnout soudet 16 ok. DokaZte,
%e aspofi na jedné kostce musfi padnout 6 ok.

11. Kolik je nejvySe (nejmén&) pdtku v kalendéfnim roce,
které pfipadnou na 13. den v mésici?

35



1.4. Rozklad mnoZiny

Nékdy se zabyvime mnoZinami, jejichz prvky jsou
op&t mnoZiny.

PRIKLAD

Na jednom mensim gymnasiu jsou pouze &tyki tiidy:
I, II., ITI., IV. MnoZina Z se sklddd ze v8ech Zdkl
gymnasia.

T, je mnoZina vSech zZaka I. tiidy,
T, je mnoZina viech Zdki 1L ttidy, atd.
MnozZina Rz je mnoZina, jejiZ prvky jsou vSechny

t¥idy, tzn.
R;={T,T, T, Tg.

Viz obrdzek 25a; v ka%dé t¥idé jsou vyznadeni jen dva
nebo t#i Zdei.

b):

o%’.“z

N

L £

N

Obr. 25b



Dilezitd pozndmka. Zfejmd plati (obr. 25a):
AeT, T, € R,

kromd toho PLAT{
4 ¢ RZt

(tzn. NEPLATI: 4 ¢ Rz, nebot proky mno¥iny Rz jsou
t¥idy a nikoliv %dci).

V matematice uZivime nazvy:

- ROZKLAD MNOZINY

T, T To T, --... PRVKY (nebo TRIDY)
ROZKLADU R;.

Pfesny vyznam téchto ndzvi vymezime takto:

Mno#ina ’
Rz = {TI! Tz, Ta, .. -}
je ROZKLAD MNOZINY Z, jestliZe PRVKY (TRIDY)

T, T, T, ... mnotiny Rz jsou takové neprdzdné pod-
mno¥iny zdkladni mmofiny Z pro nét plati

(1) KaZdy proek x e Z patri aspoii jedné ¢ tid T,
> Ty -0 ‘

(2) Kakdy prvek x e Z patit nejvyde jedné z tid T,
2 8 - ’

Vime, Ze vlastnosti (1) a (2) miZeme vyslovit sou-
Casné.

(3) Katdy prvek x € Z pat¥ prdvé jedné z tHd T,

YR VRN
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PRIKLAD
Z={0,1,2,3,4,56,7, M,={1,3,5), M,={27),
M, = {6}, M, ={0, 4).

R; ={M, M,, M;,, M,}
je rozklad mnoZiny Z v tiidy M,, M,, M,, M,. Vennav
diagram rozkladu je na obrazku 26.

Obr. 26

PRIKLAD

a) Oznaéme N mnoZinu vSech prirozenych ¢&isel
(v8etn& nuly), S mnoZinu v3ech sudych pFirozenych ¢isel:

§$=1{0,24,628 ..},

L mnozinu viech lichych pfirozenych &isel:
L={1,35109,...)

Pali je Ry = {8, L} rozklad mnoZiny N na dvé& tiidy

3
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b) Oznadme opét N mnoZinu viech pfirozenych &fsel
(v&etné nuly), T, mnoZinu v¥ech nasobku t¥i (tj. pfiro-
zenych &isel, ktera, pii déleni tfemi dévaji zbytek 0);
T, mnoZinu v3ech pFirozenych &isel, kterd piti délenf
tfemi ddvaji zbytek 1; T, mnoZinu viech pfirozenych
gisel, kterd pfi délenf t¥emi dévaji zbytek 2.

Je tedy T, = {0, 3, 6, 9, 12, ...},
T, ={1,4,710,13, ...},
T, ={2,5, 8 11,14, ...},

pak Ry = {T,, T,, Ty} je rozkla,d mnoZiny N ve tfi
tiidy T,, Ty, T

PRIKLAD

M je mnoZina viech ptimek v roving. Vechny pfimky
rovnob&zné s danou prlmkou p tvoif mnoZinu, kterou
oznadime (p). Z nazoru vime: je-li ¢ € (p), jo (q) (p)
(obr. 27).

Obr. 27
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Popsanym zplsobem jsme provedli rozklad mnoZiny
M viech ptimek v roviné v tHidy (p), (), ...

PRIKLAD

M je mnoZina v8eoh lidi, ktetf na Zemi Z%ili nebo Ziji
od poéatku naseho letopodtu. Oznaéme S, mnoZinu
viech lidi, ktefi Zili (%iji) v n-tém stoleti{, R, mnoZinu
vieoh lidi, ktefi se narodili v »-tém stoleti. MnoZiny

sl’ sa’ sa’ R szo
neuréuji rozklad mnoZiny M, nebof nap¥. Hus Zil v 14.
i 15. stoleti, tzn. neni spln&na podminka (2).

Také mnoZiny

R.R,R, . .. R,
neurtuji rozklad mnoZiny M. Nenisplnéna podminka (1),
nebot do M patii i n&ktefi lidé, ktetfi se narodili pred
zaddtkem nadeho letopoétu, ale %ili v 1. stoleti.

PRIKLAD

Na obrazku 28 je Stverec ABCD rozddlen ve tii
obrazce; trojihelnik ABD, trojihelnik BEF a &tyfihel-

D c
E
F
A : B
Obr. 28
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nik CDFE. Jestlize ke kaZdému obrazci poditdme —
jak je obvyklé — i body jeho obvodu, nenf toto rozdéleni
¢tverce ABCD jeho rozkladem, nebot kazdé dva z ob-
razci ABD, BEF, CDFE maji spoletné éasti obvodi,
a proto nenf spln&na podminka (2).

Jestlite rozklad Rz mnoziny Z obsahuje JEN DVE
TRIDY T a T’ (obr. 29a, b), fikdme, %e mno¥iny

T, T jsou NAVZAJEM DOPLNKOVE MNOZINY

v mnozind Z.

a) b)
X . & X
5
i
Obr. 20 Obr. 29b

Plati pro né
T={&ecZ|z¢T}, T={xxecZlz¢T.

Za navzéjem dopliikové mnoZiny v zédkladni mnoziné
Z potitame 1 mnoZiny: @, Z. g

PRIKLAD

Z je mnoZina vSech ptirozenych &isel (v8etné nuly),
M je mnoZina viech nezdpornych nésobku t¥H. M’ je
mnozina viech piirozenych ¢isel, kterd nejsou na-
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sobky t¥i, neboli mnoZina viech takovych ptiroze-
nych &isel, kterd pFi déleni tiemi dévaji zbytek 1
nebo 2.

M’ se sklada ze viech pFirozenych éisel, kterd miZeme
napsat ve tvaru

32 +1 nebo 3n 4 2,
kde » probihé vSechna prirozend &isla.

*—0—0——0—0——0—0—8—0—0—0~
0 ) 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Obr. 30

Na obrazku 30 je &iselnd poloosa. Plné krouzky zné-
zorfiujf prvky mnoZiny M, prizdné krouiky prvky
jejiho dopliiku M. Tedy

M={x e€Z|x=23n kden € Z},

M ={& e€Z|z=23n+1 nebozx =3n + 2,

kde n € Z}.
Pamatujte si ndzvy (a jejich vyznam):
Rozklad mnoziny,
ttidy rozkladu,
dopln&k mnoZiny,
navzajem doplitkové mnoZiny.

CVICENI

1. Jo déna mnozina mést M = {Bansk4 Bystrica, Bratislava,
Brno, Kosice, Olomoue, Ostrava, Plzefi, Praha, PreSov, Usti
nad Labem, iilina}.

M, je mnoZina viech mést z M, kterd maji od Brna vzduinou
vzdédlenost mensi neZ 200 km, M, mnozZina vS8ech mést z M,
kterd majf od Brna vzdudnou vzddlenost 200 a% 400 km,
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M, je mnoZina viech mést z M, kterd maj{ od Brna vzdusinou
vzdélenost vété{ neZ 400 km.

a) Vypiste (vyétem) mnoZiny M,, M,, M,.

b) Odivodnéte, 2e mnoZiny M,, M,, M, tvoli rozklad
mnoZiny M.

Obr. 31

2. Na obrédzku 31 jsou nakresleny tii kruZnice, které se
protinaj{ celkem v 6 bodech; tim vznikne 12 obloukt a, b, ¢,
dye, f, 9, h 1,7, k, 1, z nichz kaZdy je opatien éipkou.

a) Mnozinu M= {a, b, ¢, d, ¢, f, g, b, 4, 3, k, I} rozloite
ve dvd podmnoZiny M,;, M, tak, aby M, (M,) obsahovala
jen 8ipky ve smyslu pohybu hodinovych ruéiéek (proti smyslu
pohybu hodinovych ruéidek).

b) MnoZinu M rozloZte ve dvé podmnoziny M,, M, tak,
aby pfi pohybu v naznaleném smyslu leZel vnitr"ek%pf‘isluéné
kruZnice po pravé, resp. levé ruce.
¢) Porovnejte oba rozklady.

3. N je mnoZina vSech pfirozenych é&isel, 4 je mnoZina
vBech sudych &isel, kterd nejsou dslitelnd Etyfmi, B je mnoZina
viech ndsobki &ty¥, C je mnoZina sklddajici se ze viech ptiro-
zenych &fsel, kterd konéi dvéma lichymi ciframi, D je mnoZina
sklddajfef se z &fsel 1, 5, 9 a ze viech lichych &sel, kterd maji
na mfsté desftek sudou cifru.
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a) Vypiste ndkolik prvnfch prvkd mnoZin 4, B, C, D.
b) Zjist&te, zda Ry = {4, B, C, D} je rozklad mnoZiny N.
4. Rozhodnéte, zda Vennovy diagramy na obrdzku 32 zn4-
zortujf rozklad M = {A, B, C}.
5. M je mnoZina vech trojcifernych &isel, v jejichZ zdpise
se vyskytujl asponi 2 stejné dfslice. Z je mnoZina viech troj-
cifernych &isel.

a) Uréete charakteristicky znak doplilkku M’ mnoZiny M,
a podet prvkil této mnoziny.

b) Zjistéte podet prvkd mnoZiny M. VyuZijte vysledku
z ovideni la na str. 33.

2 A a
A

6. a) Na obrdzku 33 je sit sloZend z deviti dtvercl. Vypiste
mnoZinu Z v8ech j,cest'' z 4 do B, které postupujf po strandch
dtverci a to vpravo a nahoru. Zdpis provddéjte takto: postup
o jednu stranu &tverce vpravo zaznamenejte &fslem 1, o jednu
stranu nahoru é&fslem 0. Napifklad tlusté vytaZend cesta na
obrézku 33 m4 zdpis 110100.

b) Urdete (napt. tabulkou) mnozZiny
K= {z € Z| cesta x prochéz{ bodem O i D}, '
L = {y € Z | cesta y neprochdzf 24dnym z bod& 0, D}

c) Vysvétlete, jsou — nejsou (nehodfcf se Bkrtnéte) mno-
#iny K, L navzdjem dopliikové v mnoZind Z.
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7. Listek do kina stoji 1 K&. V pokladné nejsou Zadné
penize, pfed pokladnou stoji 10 déti. Sedm mé pouze korunu,
t¥i déti maji pouze tfikorunu.

D

ﬁe =

Obr. 33 Obr. 34

a) Urdete asponi 10 riznyoh potadi déti, pfi kterych
nemus{ %4dné z dét{, které md tfikorunu &ekat na vrdceni.
Poutijte z:.rﬁisu (1 znadf ditd vlastnfef korunu; 3 znal&i ditd

vlastnjof-t¥{korunu): .
11111113 3 3
11111131 3 3
N atd.

(Nen{ mo%né pofadi: 1 1 3 1 1 1 3 1 1. Proé?)

b) MoZné pofadi zakreslujte podobné jako ve cvideni 6
do sfté dtverci z obrdzku 34. Pokuste se charakterizovat
mnoZinu M vdech moZnych potadi pomocf{ obrdzku 34.
(VSimn&te si vzdjemné Polohy zakreslenych lomenych &ar
a arkované ,,ihloptitky.)

N a.d? Charakterizujte mnoZzinu M’ v3ech nepffpustnych
pofadi.

d) Reéte dlohu pro pt¥ipad, %e pied pokladnou je,ll détf,
z nichZ 7 mé t¥fkorunu a zbytek korunu. -

8. MnoZina 'Z md n = 15 prvka. Prozradime vém, Ze v mno-
£ind miZeme najft celkem 5 005 rtiznych 6 prvkovych podmno-
Zin. Dovedete urdit podet vdech 9 prvkovych podmnoZin?
(Pokud si nevite rady, fete napfed ulohu pro n = 5 a t#i-
prvkové podmnoZiny.)

9. a) MnoZina Z mé n prvkd (napf. n = 6). Zvolte &islo
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k < n (napi. k= 2 < 6). Ukaite, Ze &islo, které uddvé podet
k-prvkovych podmnoZin & (n—£k) - prvkovych (napf.
(n — k) = 4) podmnozZin v mnoziné Z je vidy sudé.

b) MnoZina Z mé 2n prvki. Uka’ te, Ze &islo, které uddvé
podet n-prvkoyoh podmnoZin mroZiny Z je vidy sudé.

10. Otec zanechal svym tfem synum dédictvi pozistdvajic{
z péti domédeich zvifat a daldich &tyf véci, které byly takto
ocendny:

koza K,............ 420,— televizor T' ....... 3 200,—
esP ............. 900,— sudsvinemS .... 1200,—
otka K, .......... 250,— jizdni kolo dJ ...... 970,—

kufe Ky ........... 20,— obraz O .......... 2 900,—

husas H ............ 140,—

Tti synové se maji rozdslit tak, aby v8ichni dostali stejny
podil z d&dictvi. Zjistste jak se rozddlili. (Zédny pfedmét dé-
dictvi se nesmi délit.)

11. Méte rozloZit mnoZinu M skléddajfef se z 18 cvitench
na co nejvétsf podet tiid tak, aby kazdé dvé rizné t¥idy mély
také razny podet ¢lenu.

Névod: MiaZeme utvotit nap¥iklad rozklad, jehoz t¥idy maji
tyto poéty prvki: 1, 2, 4, 5, 6. Ten zndzornime tzv. bedovym
diagramem:

Obdobné miZeme znézornit i ostatni rozklady.

12. Tti kamarddi Jirka, Vlastik, Karel stifleli z malordZek
do terde. Kazdy vystfelil Sest ran. V terdi byly zjidtdny tyto
zésahy:

bodové

ohodnoceni -
zdsahu 1 2 3 5 10 | 20 | 26 | 50 |

podet zdsahu 3 2 2 2 3 3 2 1
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Kazdy doséhl celkem 71 boda. Méte zjistit, kdo mél nejlepsi
zésah, jestlize vam prozradime, Ze Jirka ziskal prvm’mi dvéma
ranami 22 bodd a Vlastik dosdhl prvni ranou jen tfi body.

Ndvod: Zjistdte, které zdsahy mél ten, kdo zasdhl stied
terée ohodnoceny é&islem 50.

13. Hraci kostky domina maji velikost dvou sousednich
polf dachovnice. D4 se ukédzat, Ze Sachovnici o 64 polich lze
pokryt 32 kostkami z domina celkem 12 988 816 = 2¢ . 901*
zpisoby. Zjistdte, zda 1ze obdobnym zptisobem pokryt zmen-
genou #achovnici o 7 x 7 polich.

Névod: Zjistdte, kolik bilych a kolik ¢ernych poli mé zmen-
Send Sachovnice.
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2. kapitola

CO JE PRAVDEPODOBNOST?

2.1. Statisticka pravdépodobnost

V teorii pravdépodobnosti uiivime ndzvi
POKUS — VYSLEDEK POKUSU — JEV.

Pokus zpravidla miiZe skonéit raiznymi vysledky a pie-
dem nedovedeme urtit, ktery vysledek nastane. Rikame,
Ze jde o ndhodny pokus.

PRIKLADY
Pokus P Vysledek pokusu
(Vi Vao o)
— Hodime minei. Vy: Padne rub,

V,: Padne lic.

— Hodime hraci kostkou. V,: Padne jedno oko.
V,: Paduou dvé cka.
Va: Padnou tii oka.

— Lékat zjistuje stav V,: Chrup je bezvadny.
chrupu 13letého %Zdka  V,: Chrup mé jediny zub
urdité skoly. 8 kazem.

V,: Chrup mé prévé dva
zuby s kazem.
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— Zasadili jsme semeno  ¥,: Semeno hrachu vzkliéilo.
hrachu z uréitého pytle ¥,: Semeno hrachu nevzkli-
na urdity zédhon. dilo.

KaZdou &ast (podmnozinu) mnoziny viech moZnych
vysledki daného pokusu P nazyvdme jevem.

PRIKLADY

— Pokus: Hodime mingci.

MnoZina W v8ech vysledki: padne lic (L), padne rub (R);
W={L, R} :

Jev J;: padne lic; tedy J;, = {L}.

Jev J,: padne rub; tedy J, = {R}.

Jev Jy (jev |{islt-f): padne rub nebo lic; tedy J, = W =
= (R, L}

Jev J; (jev nemozny): nepadne ani lic ani rub; tedy
J‘ = J.
— Pokus: Hodime hraci kostkou.
Mnozina Wvsech vysledki: padne jedno oko (1), padnou
dvé oka (2), ..., padne Best ok (6); W= {1,2, ..., 6}
Jev J;: padne jedno oko; J, = {1}.
Jev J,: padne sudy podet ok; J, = (2, 4, 6}.
Jev J: padne aspoii 5 ok; J; = {5, 6}.
Jev J, (jev jisty): padne.aspoii jedno oko; J, ¥ W =
={1, 2,3, 4, 5, 6).
Jev J; (jev nemoiny) pa,dne vice ne% 6 ok; J; = @.
— Pokus: Zjistime stav chrupu 13letého chlapce
urdité Skoly.
Mnozina W vEech vysledki: chrup je bez kazu (0), jediny
zub ma kaz (1), pravé dva zuby maji kaz (2), atd.
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Jev Ji: chrup je bez kazu; J; = {0}.

Jev J,: chrup ma nejvyse dva zuby s kazem;
Jz = {O, 1, 2}.

Jev Jy: chrup ma aspoii jeden zub s kazem;
J,=1{1,23,...}.

zin&) J, fikdme, Ze ,,nastal jev J*.

Zpravidla neprovadime pokus jediny. Pfi opakovani
pokusu predpoklidime, Ze vysledek Zadného z pokusi
nezavisi na vysledeich predchozich pokust. Rikime,
%e pokusy jsou nezdvislé.

PRIKLAD

Pokus: Hodime hraci kostkou. Vysledek pokusu:
Padne 5 ok. MnoZina M pokusi: Hodili jsme 20-krat
kostkou (opakovédni pokusu). Vysledky pokusi udivé
Venniiv diagram na obrizku 35. Jev J: padne 5 ok.
V mnoZiné M jsou étyfi pokusy, pro které nastal jev J.

M je mnoZing vséch
opakavanych pekusu
Obr. 35 Obr. 36
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‘MnoZina M v8ech opakovanych pokusi P mé zpra-
vidla mnoho prvki; tento poéet pokusi oznadime n.
VSechny pokusy z mneZiny M, p¥i nichZ nastal jev J,
tvoi{ jistou podmnoZinu mnoZiny M (na obrazcich ji
zpravidla oznadujeme opdt J). Polet prvki této pod-
mnoZiny znadime a a nazyvame

CETNOST JEVU J
v mnoZiné M.

: : ’ a s
Raciondlni éfslo dané zlomkem - nazyvame

RELATIVNI CETNOST JEVU J

v mnoZiné M.

Pfi mnohondsobném opakovani téhoZz pokusu P za
stejnych podminek relativni &etnost jevu J zistava
priblizné stejna, blizka néjakému pevnému &slu p. Toto
¢islo se nazyva

PRAVDEPODOBNOST JEVU J.

Pravdépodobnost jevu J lze pFibliZné uréit jako rela-
tivni &etnost jevu J v ,,dostatednd” velké mnoZing
pokusii. Proto misto relativni &etnost jevu J uziviame
téZ nizvu

STATISTICKA PRAVDEPODOBNOST JEVU J.

Pravdépodob- Cetnost
nost jevu J [\ a / jevu J
P=D= T
Statistickd - \ Potet viech
pravdépodob- | _— provedenych
nost jevu J pokusi
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Pamatujte: Pravdépodobnost (statistickd pravdépodob-
nost) jevuJ je &islo p, pro které platt

0o<p<1.

Nemotny jev md pravdépodobnost p = 0,
jisty jev md pravdépodobnost p = 1.

PRIKLAD
Pokus: Hézime minci. Jev J: Padne lic.
Podet Cetnost jevu |Statistické pravdépodobnost
ety | I @ jevaJ; (o)
100 48 -1% = 0,48 = 48 %
200 98 -—2%— = 0,49 = 49 9,
400 212 R =~ 053=163%
1000 614 | Touy = 0514 = 51,4 %

VBechny statistické pravdépodobnosti se ,,pohybuji*

kolem 0,5 = 50 %o

MiZeme vyslovit domnénku, Ze

pra.vdépodobnost jevulJ je asi 50 %,.

PRIKLAD

Pokus P: Hodime hraci kostkou. MnoZina M vznikne
tak, Ze pokus opakujeme 200krat (n = 200).
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a) Jev J;: padne jedno oko.
Jev J,: padnou dvé oka.

Jev J,: padne Sest ok.
b) Jev J: padne jedno oko nebo Zest ok.

Vysledky opakovaného pokusu jsou zaznamenény
v tabulce 1 a ve Vennové diagramu (obr. 37).

Tabulke 1

Jev C?gggst _
= L% %l ‘
Jy 37 y e - )
e 177 s
il 1 W
i Bl Obr. 37

Pravdépodobnost jevu J; je pFiblizné roy*na statis-
tické pravd&podobnosti:

29 '
—— == —_— o
P=gor =045 =15 %

Podobng vypoditdme pravd&podobnosti jevia J, Jy,
Jo J5, Jo.
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Vysledky vypoéti jsou uvedeny v tabulce:

Jev Pravddpodobnost
Jy 0,145 = 15 %
J, 0,185 = 18 %
J, 0,16 = 16 %
VA 0,15 = 15 %
gy 0,195 = 20 9
J, | 0,165 = 16 %
Celkem 1,00 = 100 %

Pro kaZdy pokus z mnoZiny M nastane pravé jeden
z jevi Jy, Jp, ..., Jy. Proto pro soudet jejich pravdé-
podobnosti plati
PPt +p=1=100%,
nebot
29+37+32+304394+33 200
P+t ...+ P = 200 =§(-W)=1'

Pravdépodobnost jevu J je ptiblizné
290433 62 ..
p= g = 5o =031 =31%.
Pravdépodobnosti p,, p,, .. ., pg & pravdépodobnost p
jsou urdeny pfibliZné jako statistické pravdépodobnosti.
VYZNAM PRAVDEPODOBNOSTI

Da se olekavat, Ze pii velkém poltu k nezdvisle opako-
vanych pokust P nastane jev J, jehof pravdépodobnost
(statistickd pravdépodobnost) je p, priblizné v

p-k

piipadech.
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Predpokladem je, Ze pokus probihé za stejnych pod-
minek, za kterych byla zjidfovina pravd&podobnost.
(Napf. hazi se stale stejnou kostkou nebo minci a stejnym
zplusobem, kontroluje se chrup Zédku z téZe krajiny, kon-
trolujeme auta projizdéjici uréitou kfiZovatkou pfibliznd
v tutéZ dennf dobu pracovniho dne apod.).

PRIKLAD

Pokus P: Zjidtujeme kolik nakladnich aut projelo
kiizovatkou K (jev J). Celkem tu projelo 1560 aut. Jev J
a jeho &etnost: Zjistili jsme, Ze projelo 48 nakladnich
aut. Pravdépodobnost jevu J je priblizné

p——8 _20_8 48 _o32-—320,

Za tyden projede (v téZe denni dobé&) kiiZovatkou asi
5000 aut, tj. & = 5 000. MaZeme predvidat, Ze z nich
bude asi

p.k =032.5000 =1 600

nékladnich aut.

PRIKLAD

Pokus P: Hézime minci: n = 100. T&chto 160 pokusit
davs vysledky:

padne lic | padne rub | ecelkem

Cotnost jevu 48 52 100
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Jev J: Padne rub; pravddpodobnost jevu J je pfiblizné
52
~ 100
Hodime-li toutéZz minei 2 500krdt (¢ = 2 500), miZeme
pfedpoklidat, Ze rub padne asi v
p.k =0,62.2500 =1 300

=0,62 =52 9.

ptipadech.
PRIKLAD

Lékat prohlédl chrup u 600 t¥inactiletych %ak a zjistil
137 %4kid se zdravym chrupem. Je tedy pokus P pro-
hlidka chrupu 13letého Zaka, podet pokusi n = 600,
jev J je: zak mél zdravy chrup; detnost jevu J je
a = 137. Pravdépodobnost p jevu J je ptiblizné

a 137 .
— — 2 D — (1)
p—n—600—0’23_23A"

Dé se tedy odekdvat, Ze mezi 2 000 Zdky (k = 2 000)
bude ptiblizné
23 %.2 000 = 0,23.2 000 = 460
Zaka se zdravym chrupem.
Ve viech ptedchazejicich prikladech byla pravdépo-
dobnost jevu vypottena ptiblizné na zdklad® skuteéns

provedenych pokusi — na zdkladé statistického zkou-
"ménf (tj. statistickou pravdépodobnosti).

JEV DOPLNKOVY

JestliZze pii pokusu nenastal jev J, pak. musel nastat
jev.d’ .(tj. dopln€k mnozZiny. J v mnoZiné W viech
moﬁnych vysledku pokusu P), ktery nazyvame

- - .DOPLNKOVY JEV K JEVU J.

56



PRIKLADY

Jev J.

— P¥i hdzeni kostkou
padne 5 ok.

— Pii hazeni minei
padne lic.

— K¥iZovatkou K proje-
de nékladni{ viz.

Jeﬁmﬂ

7

Dopliikovy jev J’

— Pti hazeni kostkou
padne 1 oko nebo 2, 3,
4, 6 ok.

— P¥i hdzeni minci
padne rub.

— KitiZzovatkou K proje-
de jiny viiz nez naklad-
n{ (osobni, autobus, je-
fabovy apod.).

7 je mngzina vsech
moznych vysledku

Jev}'

(doplnkovy k})

Obr. 38

Je-li p pravdépodobnost jevu J, je 1 — p
pravdépodobnost dopliikového jevu ¥

PRIKLAD

Pokus P: Hodfme kovovou t¥korunou a korunou.
MnozZina M vznikne tak, Ze pokus opakujeme 50krat
(n = 50). Vysledky zapiSeme do tabulky:
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Cotnost

Jev T#koruna Koruna jevu

A R R 15
(rub)
N A R L 12
(lic)

A L R 12
A L L 11
Celkem 50

Jev J: padne aspoii na jedné minci rub (mé &etnost

15 + 12 + 12 = 39).

Jev J' (dopliikovy jev k jevu J): na %4dné minci
nepadne rub, tj. na obou mincich padne lic (m4 &detnost

11). Venniv diagram:

68
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Pravdépodobnost p jevu J je pfibliZné

16412412 e
p=—"p =018 =189%.
Pravdépodobnost p’ jevu J' je ptiblizné
11
— — = o
Po=—a5 =022=22Y%.

Tedy
pP=1—p=1—0,78 =0,22
nebo v procentech
p =100 % —p =100 % — 78 %, =22 9%, .
Pamatujte si ndzvy (a jejich vyznam):
Pokus, vysledek pokusu, jev, jev jisty,
jev nemozZny, &etnost jevu, relativni &et-

nost jevu, pravdépodobnost, statistickd
pravdépodobnost, dopliitkovy jev.

CVICENI

1. Hra. Dva hrddi hézi st¥idavé touz minci. Na poZdtku hry
mé kazdy 0 bodd. P¥i kazdém hodu minef si pfipide hréd jedno
z &fsel 0, 1, 2 podle tdchto pravidel:

a) Gislo musf byt jiné, neZ &fslo, které si hraé pfipsal pfi
pfedchozim hodu.

b) Gislo ;pf'ipsané k ,,rubu‘* necht je mens3{, nez &islo pfi-
psané k , lei*'.

KaZdy z hrddd hodi desetkrét. Vyhrévd, kdo mé4 vétsf cel-
kovy soudet podtu bodd. Zapisujte priibsh hry napt. takto:

Hé¢|R[L|L|(RI/L|R|R|L|R|L Soudet bodu
A |l1]2|1j0]2/0|1]|2]|0}2 11

Hdd  LIL|L|L|L(R|R|R|(R|L Soudet bodt
B |2{1(2|1(2|0f{1|0]|1(2 12
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Vyhrévd hrdé B. Je oviem teké moZné remiza (nerozhodnd
hra).

2, Zjistdte, jaky je nejmensf moZny soudet podtu bodu a jaky
jo nejvétéi moiny soudet podtu bodli ve hfe z cvident 1.

3. Hra. V neprithledném sdéku jsou kulitky oznadené viemi
dvojcifernymi &fsly (10 a% 99). Hrd& po zatfepéni sédkem vy-
tdhne jednu kuliku a zjisti ciferny soudet &isla na ni napsaného
a vréti ji do sdéku.

Je-li ciferny soudet &islo 5 az 14, postupuje do druhého kola.
V druhém kole se hra opakuje; je-li ciferny soudet v tomto
kole 6 az 13, postupuje do tfet{ho kola. Vyhrdva v tietim kole,
doséhne-li tu soudtu 7 aZ 12.

a) Zjistéte, kolik riznych tahd umoZiuje postup do dru-
hého kola, kolik do prvniho kola, kolik umoZfiuje vyhru
v tfetim kole.

b) Jaké je pravdépodobnost postupu do prvntho, druhého
a tietiho kola?

4. Zjednodusens sportka. Zvolte 6 sportd a oznadte je &isly
1 a% 6; napf. 1 - kopané, 2 - plavén{, 3 - lyZafeni, 4 - horole-
zectvi, 6 - ledni hokej, 8 - skok vysoky. Kazdy hrdd vsadf na
tfi z téchto sportl. Vedoeuci hry hédz{ hrac{ kostkou tak dlouho,
az padnou t¥i rizné podty ok. Padnou-li &isla dvou vsazenych.
sporti, vyhrdavéd hréé II. cenu, padnou-li viech tf{ vsazenych
sportl, vyhrdvd hré¢ I. cenu.

Zapidte do tabulky podle tohoto vzoru:

Hrés 1 2 3| 4 i} 6 | 7 8
Veadil 124 {235 | 166 | 245 | 251 | 345 | 356 | 123
Vyhrélecepu | IT | IT | — [ T | I | — | — | —

Vedouci hry hodil 245.

5. Malé bludi$€d (obr. 40). Na obrézku je &tverec ABOD
a jeho dhlopiftky A0, BD. Hré¢ probshne stranu AB a pak
pokraduje takto:
a) nikdy se nevrac{ po cestd, po které bezprostfednd
pfedtfm da bodu ptisel;
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b) hodi mine{: padne-li lic jde po cesté ,,vpravo*, padne-li
rub, jde po cestd ,,vlevo‘.
Hra kond{, kdy% se hréd8 dostane do bodu 4. Vyhrévd ten,

kdo se dostane do A4 s nejmensim podtem hodu.

D C

Obr. 40
P¥klad prabdhu hry a jejtho zépisu L - lic, R - rub.
L L R L
AB | BC | CD | DB | BA

Pribéh je zakreslen na obrdzku 40.
a) Zehrajte tuto hru se &¢tyFmi tahy.
b) Zapiste a zekreslete pribéh bhry: L L L, R R R R.
6. Pii padesdti vrzich hraci kostkou nastaly tyto jevy
8 detnostmi uvedenymi v tabulce

Padl podet ol 1 2 | 3 s | 5 | e
Cetnost 8 9 7 10 9 7

Vypottite statistické pravddpodobnosti jevi:

a) padne jedno oko;

b) padne lichy podet ok;
¢) padnou nejvyse 4 oka;
d) padne asponi 5 ok,
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7. Stejnou hraci kostkou jako v pokusech ze cviSeni 6

hodime tisickrét. Kolikrdt pfiblizné padne
a) sudy poéet ok;
'b) 2 nebo 5 ok;
c) 2 nebo 3 nebo 4 oka. N

8. Ze 100 zasazenych hréska vzklidilo 86. Zasadime 2 500
hré8ktt z téhoz pytle; kolik jich pravdépodobnd nevzkl&{?

9. Na 100 8koldch se zjistovalo sportové,nf mléddeZe. Zjistilo
se, Zo pramérné z 50 zdku je 28 lyzaiu.

a) Kolik lyZafa pfipadd na 120 zdka?

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze libovolné vybrany zdk
je lyZaf?

¢) Kolik musfme vzit Zdki, abychom mezi nimi méli asi
100 lyZaia?

10. Mezi 32 hracimi kartami je 12 figur (spodek — svriek —
krdl). Pokusy bylo zjisténo, Ze pfi 100 tazich z Gplné karetni
hry byla taZena v 35 pfipadech figura.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze vytdhnu figuru p¥i tahu
z Gplné karetni hry?

b) Kolikrdt asi musime tdhnout, abychom vytdhli
z uplné karetn{ hry 60-krdt figuru?

11. Stokrdt vymriténd koule na tzv. ruském kuleénfku dala
tyto podty bodi:

Jev (podet bodi) 2 5 10 20 50 100

Cetnost 40 26 .| 15 10 7 2

a) Vypodtste jednotlivé pravdépodobnosti.
b) Kolikrét musim vymrstit kouli, abych ziskal p¥ibliZné
20-krét po 50 bodech?
12. Hdzim tfemi mincemi soudasnd. Pfi dvaceti pokusech
dostanu vysledky (lic L — rub R) zapsané do tabulky takto:

1. mince! R L L

2. mince{ R R R

3. mince! L L R

Vypliite tebulku ne zdédkladd skuteénych pokusi.
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Vypoitéte statistickou pravddpodobnost jevu, Ze padne
a) troji lic;
b) dvoji lic a jeden rub.

2.2. Pravd&podobnost teoreticka

V n&kterych piipadech mutZeme pFedpokladat, Ze
viechny vysledky pokusu P jsou stejné& pravdé-
podobné. Napiiklad pfi hodech minci nebo hraci
kostkou. Pak miZeme pravd&podobnost jevu J vypo-
¢itat pomoci

TEORETICKE PRAVDEPODOBNOSTI.
Teoretické pravdépodobnost je raciondlnf dislo dané

zlomkem p = —:-, kde » znadi podet viech moZnych

vysledki pfi pokusu P, a podet viech vysledkd, které
charakterizuji jev J.

podet vysledkil
charakterizujicich

/ »
(l/ jev J

n podet Yiech
moznych vysledki
pokusu

teoretickd pravde-|
podobnost jevu J P=

Pomocf teoretické pravdépodobnosti miZzeme pfiblizng
vypoditat etnost jevu J v daném podtu nezavisle
opakovanych pokusi (aniZ bychom museli tyto pokusy
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provadét). Tim se maZeme -vyhnout ¢asto dosti zdlou-
havému statistickému zkoumani.

Je-li p teoretickd pravdépodobunost jevu J, potom
teoretickd pravdépodobnost dopliikového jevu je opét
rovna 1 — p.

PRIKLAD

Napifeme pfirozena &isla od 1 do 100. Jaké je pravdé-
podobnost, Ze &islo z nich namétkou vybrané nebude
prvodislo? (Prvoéislo je pfirozené &slo p > 1, které ma
jen délitele 1, p.) : '

PouZijeme teoretické pravd&podobnosti. Podet moz-
nych vysledkd je n = 100. Jev J' (napsané &islo je
prvodislo) nastane pfi @’ vysledeich; pfitom o’ je podet
viech prvoédisel od 1 do 100. Jsou to éfsla 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97, tj. ' = 25. Pravdspodobnost p’' =

25 1

100 4
Teoretickéd pravdépodobnost p jevu J (napsané &islo
neni prvoéislo) je

p=l—p’=% =0,76 =75 % .

Jestlize poklddéme za stejné pravdépodobné napsani
kteréhokoliv z &isel 1 az 100, pak pravdépodobnostjevu
J se rovna jeho teoretické pravdépodobnosti. (Toholze
dosséhnout napfiklad losovénim &isel 1 aZ 100.)

PRIKLAD

Méme urdit teoretickou pravdépodobnost, Ze p¥i na-
pséni péticiferného ptirozeného é&isla napi§eme &islo
s nejvySe dvéma nulami. -
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Je zfejmé, co je pokus P; potet moZnych vysledki. je

n = 90 000. Jev J’ je mnoZina pé&ticifernych &isel s aspoii

tfemi nulami; &etnost jevu J’ je 324 + 9 = 333. (Prvni

séitance 324 uddva podet &fsel s tfemi nulami; 9 je podet

¢isel se &tyfmi nulami.) Teoretickd pravdépodobnost
jevu J’ je

. 333
P = 30000

Je tedy p’ = 0. Teoretick4 pravdépodobnost jevu J (na-
pséni péticiferného &isla s nejvyse dvéma nulami), ktery
je dopliikovy k jevu J', je
p=1—p =0,9963=1.
Pamatujte si ndzev:
Teoretickd pravdépodobnost jevu J.

= 0,0037

CVICENI

1. Narysujte obrdzek 41; A’, B’, C’ jsou stfedy stran troj-
thelnfka 4BC.

a) Urdete viecky moZné cesty z A do B, které vedou po
nakreslenych dsedkdch, ale kazdym bodem prochézejf nejvys
jednou. Zapiste je podle tohoto vzoru AC'TB'CB. Tyto cesty
tvoff mnoZinu M o n lomenych &ardch. Urdete n.

b) Vyberte z mnoZiny M viecky cesty, které prochézeji

bodem B’ a ur¥ete jejich podet a. Vypodtdte podil %. Jaky

vyznem mé tento podil?
c) Opakujte ulohu b) pro vSechny cesty, které nepro-
chézej{ bodem B’ ani C'.

2, Na pidé se susi dva pdry dervenych ponoZek, 2 péry
zoelenych a 4 pary modrych ponoZek; viechny jsou stejné
velikosti. Nékdo sunddvé ponoZky za tmy.

f.iKoli.k musf nejménd sundat ponozek, aby mél zarudeno, Ze
pFinese:
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a) espoil jeden pér stejnobarevnych;

b) aspoii dva pdry stejnobarevnyoh (tfeba keidy pér
jiné barvy);

¢) aspoii dva péry stejnobarevnych, a to oba téfe barvy.
(Pozndmka. U ponoZek nerozlifujeme levou a pravou ponozku.)

A c’ B
Obr. 41

3. K mnoZind pokusi M a jevu J o ¢etnosti a urdete:

a) dopltikovy jev J' a jeho &etnost a';

b) pravdépodobnost p jeva J i pravdépodobnost p’
jevu J'; ovéite, %e je p + p' = 1,

¢) Nakreslete Venniv diagram. MnoZinu M tvofi 20
pokusd — pokus je vrh dvou hracich kostek.
J: padne soudet podtu ok 9 aZ 12.
Joriiiiieee, B = (..o, yP= ....,68" = ..... yPI= i

d) Provedte skutednd pokusy a jejich vysledky zapiste
'do tabulky.

e) Urlete teoretické pravdépodobnosti e porovnejte je
8 pravdépodobnostmi statistickymi.

4. Ne obrdzku 42 je systém vodovodntho potrubf s kohouty
A, B, 0, D. Voda ptitéké i vytékd ve sméru Sipek.
a) Sestrojte strom viSeoch moZnosti otevienf a uzavieni
Lkohoutu (A otevien — A’ uzavien); viz obr, 43.
b) Vytéhnéte ve stromu viecky moZnosti pritoku vody
& zapiste Je podle vzoru: A'BC'D. Zjistéte jejich podet a.
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c) Zjistdte podet n véech moZnosti postaveni &tyt kohoutt
a vypoététe% . Jaké je pravdépodobnost (teoretickd) pfi
nahodilém postaven{ kohout, Ze voda bude protékat?

A
8
L L L T
caD =]
_&/_//u// 7 L /u/ o/

Obr. 42

5. Cvideni 6, 7 z ¢lénku 2,1 felte teoretickou pravdépodob-
nosti a vysledky porovnejte s vysledky ziskanymi statistickou
pravdépodobnosti.

6. Na obrdzku 44 je zndmé &tvercové sit; v ni jsou vyzna-

ODODDDODDODDOD DD DD DO D
Obr. 43
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deny body 4, B jako kartézské grafy zlomki %, % Dile jsou

tam vyznadeny body U, D.

a) Zjist&te, kolika ,,cestami‘ vpravo — nahoru lze dospét
z bodu A do bodu B.

b) Zjistdte, kolik z tdchto cest prochéz{ bodem O, kolik
bodem D.

¢) Urdeto s jakou pravdépodobnosti prochdzf cesta bodem
C, nebo bodem D, nebo obdma body C, D.

d) Uréete pravdépodobnost, Ze cesta neprochézi ani
bodem C, ani bodem D.

:

\ (5

14

Obr. 44 Obr. 456

7. Na obrdzku 45 je zjednodusend #achovnice o 25 polfch.
Na poli al stoj{ jezdec.

a) Vypidte (jako mnoZinu M) viecka pole, na nd% se
jezdec dostane dvéma skoky.

b) Vypiste viecka pole z M, kterd lez{ v sloupci d.

c) Vypiste viecka pole z M, kterd lezi v Fddku 3.

d) Jaké je pravdépodobnost, e se jezdec dvdma skoky
dostane bud do sloupce & nebo do Fddku 3 (pfipoustime mo#-
nost, %e se jezdeo dostane na pole d3).

e) Jaké jo pravddpodobnost, Ze se jezdec dvéma skoky
nedostane ani do sloupce d ani do f4dku 3?

f) Jaké je pravdépodobnost, Ze se jezdec dvdma skoky
dostane zdroveti do sloupce d a do ¥ddku 31 .
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Ve cvitenich 8 aZ 15 znamené slovo ,,néhodné*, Ze vSechny
mozné vysledky pokusi jsou stejnd pravdépodobné.

8. Ze slova ,,pravdépodobnost“ se md nédhodnd vybrat
jedno pismeno. Jaké je pravddpodobnost, Ze bude vybréno:
a) pfsmeno ,,v‘‘; b) pismeno ,,p*‘; ¢) pismeno oznadujfci né-
kterou samohlésku (e, e, o).

9. Z mnoZiny slov 8 = {kolo, oko, sklo, lak, dpluk, louka}
se vybird nédhodnd jedno slovo. Jaké je pravdépodobnost,
%e ve vybraném slové

a) bude aspoii jedno ,,0‘‘;

b) nebude bud ,,e* nebo ,,u*;

c) budou aspoii dv$é slabiky. .

10. Karlik si ptédl k JeZiSku: auto na baterii, knfzku, album
na postovni zndmky, samopal. Tatinek, maminka a starsi
bratr Jan mu chtéji koupit ({)0 joedné z té&chto véci. Jakd je

ravdépodobnost, Ze v piipads, kdyZ se pfedem nedohodnou,
oupi
pa) kazdy jinou véc;
b) nejvyse dva z nich stejnou vée.

11. V jednom séd&ku jsou 3 bilé kulitky a & &ernych, v dru-
hfll‘; sétku 4 bilé a 3 ¢erné. Tdhnu po 1 kulidce z kaZdého
sdtku.

a) Kolik moznych vysledki je pfi opakovén{ pokusu?
b) Kolik je pokusi, p#i nichZz vytdhnu '
. dvé kulidky téze barvy; :
. dv8 kulit¢ky &erné;
. dvé kulitky bilé;
. dvd kulitky rizné barvy.
c) Vypottéte prisludné teoretické pravdépobobnosti.
d) Provedte 20 -pokusi, vysledky zapisujte. Vypodtdte
statistické pravdépodobnosti a porovnejte je s vysledky
z ilohy ¢). {

12. Do 4 vagéni byly nalofeny vyrobené stroje tghoi druhu,
do kazdého vagénu a) 3 kusy, b) 4 kusy, ¢) 5 kust. Mezi
naloZenymi stroji jsou dva vadné. Jakd je (teoretickd)pravds-
podobnost, Ze oba vadné stroje jsou v témZe vagéns?

13. Volém telefonem svého piitele. Prvni tf#i cifry jeho
telefonniho &isla zndm spolehlivd, poslednf t#i cifry jsou §, 4, 2,
ale nevim, v jakém potadi. Jakéd je pravddpodobnost, Ze hned
napoprvé vyto&im spravné &islo?
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14, Rekte cvideni 13 v tomto ptipads:

. prvnf &tyti cifry telefonntho &fsle zném spolehlivé;
. étvrtd cifra je sudéd;

. pétéd cifra je 1 nebo 7.

-~ N w0

ab cde f
Obr. 46

1S. Sila [$achovych figur; a) Na zmensSenou 8achovnioi
(obr. 46) postavime ndhodné véi a jezdce. Vyjddrete v pro-
centech teoretickou pravddpodobnost p,, Ze v&%Z ohrozuje
jezdce & pj, Ze jezdec ohrozuje vd%. Cisla p,, p; 1ze povaZovat
za ,,8ilu‘‘ téchto figur. Porovnejte, jak se lisi pomér p, : p; od
bdzné uzivaného poméru sil 5 : 3.

b) Redte tlohu pro jiné dvojice figur.

Névod: Vaimnéte s1, Ze staéi uvaZovat pouze takové polohy
figur, pfi nichZ jedne je umisténa v ,,malém‘ &tverci, ktery jeo
na obrdzku 46 vyznalen tlustym orémovénim.

2.3. Stromy logickyeh moZnosti

Pti urdovani teoretické pravdépodobnosti je pro né-
které pokusy dost t82ké urdit mnoZinu vech moznych
vysledkd. V takovych piipadech uzivame &asto

STROMU LOGICKYCH MOZNOSTI
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PRIKLAD

Pokus P je hazeni tfemi mincemi (nap¥. tiHkorunou,
korunou a padesdtihaléfem). Jev J je: padne aspoii na
dvou mincich lic (L).

Mnozinu v8ech vysledkd pokusu P uréime pomoci
stromu logickych mozZnosti (obr. 47).

Je celkem 8 moZnosti:

L R L R

|~
2
,\
D]

Obr. 47

LLL, LLR, LRL, LRR, RLL, RLR, RRL, RRR.
Jev J tvoli étyti (podtrienéd) moZnosti.

Pravdépodobnost jevu J je proto

_ - o N
p—8 2 50 9%, 3

PRIKLAD
Na obrazku 48 je plan bludidté. V misté K je potrava.

Pokus P: Vlozime my&ku do bludité v misté S. My&ka
ucitf potravu a snazi se k ni bludiftém dostat. Jev J;:
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Myska b&%i v bludisti za potravou nejkratsi cestou
(viz obr. 48, cesta 8§ — A — D — K). Jev J;: Myska
zabod{ nejvyse jednou do nespravné chodby.

[£]

0

EA__—‘T

ﬂl_'—l_

Obr. 48

Mnozinu vSech moZnych vysledkti pokusu P uréime
pomoci stromu logickych moZnostf — obr. 49. (Ve
stromu je silngj8imi ¢arami vyznadena cesta § — 4 —
C—A—D—FE—-D—XK)

Pokus P ma celkem 10 moZnych vysledki. Pouze pro
jeden vysledek nastane jev J; (viz koncovy ,uzel*
stromu logickych moZnosti vyznateny (). Jev &L
nastane pro &tyfi vysledky (viz koncové ,,uzly” © a[=]).

Pravd&podobnosti p,, p, jevi J; a J; jsou

1 4

Poznédmka. P¥i sestrojovadni stromu logickych moz-
nosti, které ma myska v bludisti, jsme pfedpokléddali,
%e se pohybuje ndhodng, avdak nevracf se ke startu S
nikdy vice ne% je to ,,nutné“. V tom je skryt obecny
néavod
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JAK NAJIT v¥CHOD Z BLUDISTE

Pravidlo si vyslovime pfesng. Je tfeba vyhovét dvéma
poZadavkim:

(a) V bludidti nikdy neprochdzime touf chodbou dvakrdt
steynym smérem.
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(b) Na ka%dé kiiovatce*) sv pamatujeme chodbu, kterou
jsme piidli poprvé. Touto chodbou smime z k¥iZovatky
odejit pouze v tom pripadé, fe nemdme na vybranou jinou
moznost.

Prakticky muZeme toto pravidlo uskuteénit s pou-
zitim dopravnich znaéek (obr. 50).

zakaz vjezdu jednosmérny
provoz

Obr. 50

Vchazime-li do né&jaké chodby, vyznadime na jejim
zadatku ,,zdkaz vjezdu‘‘. JestliZe z néjaké chodby vy-
chazime na urditou kifizovatku po prvé, oznadime tuto
chodbu znatkou ,,jednosmérny provoz“ v ostatnich
piipadech ,,zakazem vjezdu®.

Pro bludisté, kterd nemaji okruini chodby lze udat

Yy !

jesté jednodussi navod. Stali védy it vlevo.

CVICENI

1. Dva pfiblizné stejné silni soupefi hraji tenisovy zdpas
na tfi vitédzné sety. Urdete pravdépodobnost, Ze zdpas skonéi
vysledkem 3 : 2 pro zvoleného hréde. ]

*) Za ,,kfiZovatku'‘ pokldddme i konec kaZdé slepé ulice.

74



2. Na jednom bdjném ostrovdé se dlouhodobd sledovalo
potasf. Dennd se zjidtovalo, zda je sluneno nebo zataZeno
nebo prif. Statistika potvrdila starou mistni pranostiku:
,Jestlife jsi dnes zmokl, nemusi8 si brét zftra destnfk‘.
Ukézalo se toti%, e nikdy neprsf{ dva dny za sebou. Jinak se
st¥{dd podasi zcela ndhodnd. Méte urdit pravdépodobnost,
%e kdyZz zmoknete v pondélf, pak nezmoknete v pétek.

3. Reite tlohu o my¥ce pro bludi§té na obrézku 51.

I |
11

START|

ciL
Obr. 51

4. Hézite tfemi hracimi kostkami. Urete pravdépodobnost,
Ze padne dohromady aspoii 8 ok.

5.V 8atnd si odloZili ¢tyFi nédvit&vnici kabdty a klobouky.
ProtoZe klobouky spadly, Satndfke je povésila ndhodnd k jed-
notlivym kabdtim znovu. Urdete pravddpodobnosti

a) viechny klobouky byly pfFidsleny ke sprdvnym ka-
bétum;
b) aspoti dva klobouky patfily ke spravnym kabdtim.

6. Na krouzku jsou t¥i patentn{ kli¢e: od branky, do zahrady,
od domovnich dvefi a od bytu. Po tmé beze svéHa jeo nemu-
zeme rozeznat. Chceme vSechny zémky pfi ndvratu z kina
oteviit. Nezbyvé nioc jiného, neZ u jednotlivych zdmki klide
néhodnd vyzkoufet. Je pochopitelné, Ze kdyZ zjistime klf&
od branky, nebudeme ho uZ zkoumat u domovnich dvefi.
Méme zjistit pravddpodobnosti, e se zmy¥lime nejvyse jednou.

7. Hézime &ty¥mi mincemi. Jakéd je pravddpodobnost, Ze
padne lc nejvyle dvakrdt?
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2.4. Geometrickd pravdépodobnost

Chceme-li uréit teoretickou ¢i statistickou pravdé-
podobnost urditého jevu J, potfebujeme obvykle pfedem
zjistit dv& cela nezaporna &isla. Napfiklad pro teoretickou
pravdépodobnost to jsou:

a) &islo a, které uddva podet prvkid mnozZiny viech
vysledka charakterizujicich jev J,

b) &islo », které znaéi podet prvki mnoZiny Z viech
moznych vysledki.

Takovd &isla existuji, pokud jsou obd mnoziny (jev J
imnoZina Z) koneéné. Jsou-li mnoZiny Ja Z nekoneéné,
nelze mluvit o poétu jejich prvki. Presto mtZeme teore-
tickou pravdépodobnost rozsifit i pro nékteré nekonedné
mnoZiny. ProtoZe nemiZeme charakterizovat jejich
»velikost podtem jejich prvki, uzivime obecnéjsfho
pojmu tzv. MIRY. V souhlase s tim mluvime v takovém
piipads o

MERITELNYCH MNOZINACH.

Mezi méfitelné mnoZiny patfi napfiklad dsetky (s kraj-
nimi body i bez nich).

MIROU USECKY JE (zpravidla) JEJI DELKA.
Také nékteré kiivky (napf. kruZnice a oblouky kruZnic)
jsou métitelné; mirou je opét jejich délka.

Jinym ptikladem méfitelnych mnozin jsou obrazce
(v&etnd hranic i bez hranice nebo jeji éasti).

MIROU OBRAZCE JE (zpravidla) JEHO OBSAH.
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Miry tsetky i miry obrazce vyuZivame p¥i tzv.
GEOMETRICKE PRAVDEPODOBNOSTI.
Kaidou z téchto mozZnosti si ukaZeme zvlast.

a) Mnoziny Z i J jsou m&fitelné; jejich mirou je
jejich délka (napt. usetky, oblouky kruznic ap.):

mira (délka)
geometrickd ] | mnoziny J
Pra.vdépodobnost — p=-
Jevu (mnoziny) J Z ~__ | mira (délka)
mnoziny Z
Jev F
—t—
& je mnozina vsech
mozZnych vysledkd pokusu
Obr. 52
PRIKLAD 1
Je déna tisetka AB = 6 cm. s

Pokus P je: zvolime nidhodn& bod C € 4B, (4 #
# C # B). Tim vzniknou dvé& usedky ¢ = AC, b = CB.

Jev J;: N&kters z tisedek a, b m4 délku asponi dvakrat
vEts nek druh4 vsedka.

Jev J,: Usetka a je pfesnd dvakrat deldi ne% tisetka b.
£ MnoZina Z vSech moZnych vysledki pokusu P je

77



mno%ina viech bodd tsetky AB bez krajnich bodil
4, B.
Mnozina M, vBech vysledkii charakterizujicich jev J,

2cm 2cem 2em
A c D x £ B
%«_A v J
a b
Obr. 53

se sklddd ze dvou tseéek (obr. 53): AD (bez bodu A),
EB (bez bodu B); nebof (kreslete si vlastni obrizky):

pro C eADjeAO’§2.cm,CBg4cm,
proC € EB je AC =2 4cm,CB < 2 cm.

Zatim co
proC e DE(D #C # E), t].C ¢ M, je
2em < AC < 4cm, 2em <CB < 4cm.

Pravdépodobnost p, jevu J, je rovna geometrické
pravdépodobnosti

AD+EB _ 2+2 _ 4. (g1 _679+)

h="4B ~ s 6
MnoZina M, v8ech vysledki charakterizujicich jev J,
je mnoZina
Mz = {E} .

*) Délkou tsetky bez jednoho nebo obou krajnfch bodu ro-
zumime délku usedky, kterd vznikne z dané ise¢ky doplné-
nim chybéjfcich krajnfch bodu.
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Mnozina M, je ,,nulové* tisetka; jeji mira (délka) se

rovné nule. Pravd&podobnost p, jevu J, je
0 0
=g =%~ "

tzn. p, je niulové pravddpodobnost. Adkoliv jev J, nenfi
nemo?ny, je jeho pravdépodobnost rovna nule.

Kdybychom uréovali délky s piesnosti na 1 mm, pak
bychom dostali vysledek

p,=—0é—2-£0,03=3%.

Ovéite si to sami vypodtem.

Poznémka. PRIKLAD 1 (str. 77) miZeme roztesit
pfibliznd i bez geometrické pravd&podobnosti. MiZeme
pouzit op&t teoretické i statistické pravdépodobnosti.
Musime viak vyuZit jistého zjednoduseni. UkéZeme si to
pro pravdépodobnost jevu J,.

a) PouzZijeme teoretické pravdépodobnosti.
Usedku AB = 6 cm, kterd je (bez krajnich bodd 4, B)
mnoZinou vSech moZnych vysledka rozdélime na 60
shodnych tsedek délky 1 mm. Usetky odfslujeme zleva
doprava é&isly 1, 2, ..., 60. (Ke kaZdé z téchto dsedek —
8 vyjimkou tsedky &. 1 — poéitime i levy krajni bod;
k z4dné z nich nepoditime jejich pravy kggjni bod.)

Jev J, (viz PRIKLAD 1 str. 77) nastane prévé tehdy,
jestliZe ,,délici*‘ bod C patii nékteré z tsedek 8. 1, 2, ...,
20 nebo 41, 42, ..., 60 (nesmi to vSak byt levy krajni
bod tsedky &. 41). Téchto shodnych nepiekryvajicich se
dsedek je celkem 40. Teoretickd pravdépodobnost, Ze
bod C patii n8které z tisedek &. 1, 2, ..., 20 nebo 41, 42,
..., 60 je tedy
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40 2
* T ——— o e, L_ =3 0,
P =55 =5 =067 =67%.

Vidime, Ze p] se rovni geometncke pravdépodobnosti
D jeva Jyz z PRIKLADU

b) PouZijeme statlstlcké pravdépodobnosti.
Uvniti dsetky AB budeme ndhodné volit bod C (pokus
P). Pokus provedeme celkem 100krat. Ndhodnost volby
zajistime napiiklad takto: Usetku AB rozd&lime na
36 shodnych iseéek, které oznadime pomoci dvojcifer-
nych &isel zapsa,nych dislicemi 1, 2, ..., 6. (Viz obr. 54).

1112 13 14 15 16 21 22 23 24 25 atd

PRV WU | — -
——ttt -

Obr. 54

Pfi kazdém pokusu umistime ,,d&lici* bod C uvnitt sed-

ky, jejiz &islo,,ziskdme‘‘pomoci hodu dvouhracich kostek.
Vysledky ziskané stem pokusd s hracimikostkami byly

zaznamenany v tabulce &etnostf se dv&ma vstupy:

2. kostka 1 | 2| 3| 4] 5] s
1. kostka
1 5 | 1| 4| 3| 3] 3
2 1 | 4| 2] 1] 1] 4
3 1 | 2| 1] o] 2| 2
n 3 | 3| 6| 3| 1| 4
5 1 | 4 | 4| 7] 2| 4
6 s | 3| 3| 20|
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Jevu J, z PRIKLADU 1 (str. 77) odpovidaji hody,
jejichZ &etnosti jsou vyznadeny v tabulce ve dvou silné
vytaZenych rdmeécich. Téchto hoda je celkem 72.

Tomu odpovidé statistickd pravdépodobnost

p:"=%=0,72=72%.

Tento vysledek se pfili¥ nelidi od obou pravdépodob-
nost{ (geometrické a teoretické) ziskanych p¥i pfedché-
zejicich FeSenich.

PRIKLAD 2

Parafutista ptristdl pfi noénim seskoku v misté A,
které je vzddleno 4 km od p#imé silnice (s).

Pokus P. Paralutista se vydd rychlostf 5§ km/hod
z mista 4 nezndimym smérem (pohybuje se po polo-
piimce).

Jev J. Parajutista narazi nejpozdéji b&hem jedné
hodiny na silnici.

Méme urdit pravdépodobnost jevu J.

MnozZina Z viech moZnych vysledkii je kruZnice se
stfedem A4 a polomérem r = 5 km. MnoZina M charakte-
rizujici jev J je kratsi oblouk BC kruZnice Z s krajnimi
body na pfimce 8 (obr. 55). Pravdépodobnost p jevu J je

1
D= 'z— ’ !\'
kde ! je délka (krat$iho) oblouku BC & z délka kru¥nice Z.
Tedy
nr L
180 &
P="—2—"" = T80 (a ve stupnich) .
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Velikost dhlu a zjistime bud thlom&rem nebo vypo-
étem pomoci goniometrickych funkef:

Obr. 656

Utijeme napt. ,,Matematické, fyzikdlni a chemické ta-
bulky pro 7. aZ 9. roénik‘‘ — tab. M5 a zjistime

a=37°.
Pravdépodobnost p je
— 37 = 2 0,
P = 155 = 0,205 =20 %.

b) Mnozina Z vSech moZnych vysledkt pokusu P
ijev J jsou m&fitelné mnoziny, jejichZz mirou je jejich
obsah. (Mnoziny Z a J jsou tedy méfitelné obrazce;
obr. 56). Geometrickou pravdépodobnost jevu J podi-
tdme podle vzorce:
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mira (obsah)

geometrickd | ] mnoziny J
pravdépodobnost |__ p —
jevu (mnoZiny) J Z

~_| mira (obsah)

mnoZiny Z

Z je mnozina vsech
moznych vysledk( pokusu

Jev },

Obr. 56

PRIKLAD 1

Je dén obdélnik O = ABCD s rozméry AB = 6 cm,
BC =4 cm.

Pokus P: Zvolime ndhodné bod X € O.

Jev J: Vzdalenost bodu X od obvodu obdélmku O je
vétsi nez 1,6 cm. 3

MnoZina Z viech moinych vysledkii pokus P je
obdélnik O. Mno%ina M viech vysledkii charakterizuji-
cich jev J je vnittek obdélniku KLMN (obr. 57) — tj.
obdélnik KLMN bez obvodu, ktery je proto na obridzku
57 vyznaden jen &irkovand. Rozméry obdélniku jsou
lcma 3 cm.
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Obsah vnittku obdélniku KLMN poditame jako obsah
celého obdéIniku. Pravdépodobnost jevu J je

1.3 1 =“%=mm5=m5%.

6.4 2.4

c
15 z
T
K L T
15

A I3 B
Obr. 57

Doplitkovéa pravdépodobnost p’ jevu J’ (tzn., Ze bod X
mé od obvodu obdélniku O vzdilenost nejvyse 1,6 cm)

]3
p = 0,875 = 87,5 9%, .

Poznimka. Také tento PRIKLAD 1 lze felit za
jistych jednodusdich pfedpokladi bez geometrické prav-
dépodobnosti. (Srovnejte s poznamkou na str. 79 aZ 81.)
Pokuste se sami o takové FeSeni.

PRIKLAD 2
Obdélnik O, ktery mé rozméry 1 m a 2 m je rozdélen
rovnobéZzkami na shodné pasy sitky 5 cm a délky 1 m.
Pokus P. Na obdélnik nidhodné umistime minci
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o priméru 3 cm. (Stfed mince musi patFit obdélniku O;
tast mince tedy muZe ,,pfeénivat ven‘’.)

Jev J. Celd mince lezi uvnit¥ nékterého z 40 pési.

Mnozina Z viech raznych vysledkt pokusu P (tj.
umistén{ stfedu mince) je obdélnik O.

Mnozina W v8ech vysledkid charakterizujicich jev J
se sklidd ze 40 pasi (bez hrani¢nich pfimek) srozméry
2 cm a 1 m. (Dv& moZné polohy mince jsou na obr. 58
znédzornény.) Pravd&podobnost jevu J je

40.(2.100) 4
= —_— = e = 4 = 40 o .
100. 200 0 =% %

m< 5447777 e

Obr. 58

Zajimavd poznidmka. Vezm&me opdt obdélnik O
z ptedeSlého piikladu. Pokus P zménime takto: Na
obdélnik budeme hézet z vysky jehlu délky 5 cm. Jev J
spodivé v tom, %e jehla zasahuje do dvou riznych pési.
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Necht p je statistickd pravdépodobnost jevu J. D4 se
ukdzat (uZitim tzv. vy$3i matematiky), Ze -

2
— T

(slovy:%se pfibliZzné rovna Ludolfovu é&islu ).

Piekvapujici na tom je, Ze bychom mohli timto zpa-
sobem mnohondsobnym opakovinim pokusu P experi-
mentalng urdit éislo n 8 libovolnou pfesnosti.

Pamatujte nazev: geometrickd pravdépodobnost.

CVIEENI

1. Na usedce AB = 10 cm se voli ndhodnd bod C. Urdete
pravdépodobnost p, Ze tisetka AC bude aspoii o 1 em delsi nez
tisedka BC.

2. Na obvodu &tverce ABCD o strané a) 5 em; b) 8 cm;
€) 4 cm; d) 2 em se voli zcela ndhodné bod X = A. Jakd je
pravdépodobnost, Ze bude usetka AX = 5 cm.

3. Trojihelnik T = A ABC mé strany ¢ = 4 cm, b = 5 cm,
¢ = 6 cm. Bod X se voli ndhodné mezi body 4 a B. Pfimka CX
déli obvod trojiihelniku na dvé &dsti délek 0,, O,. Uréete geo-
metrickou pravdépodobnost, Ze

a)|0,— 0, | =2cm;
b) jedna z &dstf O,, O, je asporh dvakrdt delsi nez druhé.

4. Hodiny se zastavily mezi druhou a tfeti hodinou. Jak4 je
pravdépodobnost, Ze hodinovéd a minutovd rudidka sviraji
thel mensi nez 90°. (Ndvod: Uzijte &asové osy.)

5. Je dén &tverec ABCD a bod M na strand BC tak, Ze
3BM = BC=6cm. K jo libovolny kruh o poloméru r =
= 3,6 cm a stfedu S € DM. Urdéete pravdépodobnost, Ze kruh
K obsahuje aspoii jeden vrchol dtverce.
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6. V mistd 4 se k¥izuj{ kolmo dvé silnice a, b, (obr. 59).
V misté S pristdl paraSutista. Odtud se vyd4 p¥imodate rych-
losti 8 km/hod. S jakou pravdépodobnosti naraz{ nejdéle po
jednohodinovém pochodu na nékterou ze silnic a, b.

a A
T
1
13km
i
S 4km
b
Obr. 69

7. Obdélnik O =ABCD méd rozméry a= AB =15 om,
b = BC = 3 em. Zvolime ndhodnd bod X € O. Jakéd je pravdé-
podobnost, e vzdédlenost bodu X od strany AB je véts{ neZ
od strany BC'?

8. Mofsky ostrov mé tvar kruhu K se stfedem O a polo-
mérem 4 km. Jakd je pravdépodobnost, Ze z ndhodnd zvole-
ného mista X je ke studni S, kterd je ve stfedu ostrova,

a) blize ne3 3 km (jev J;).
b) blize nez k mofi (jev J,).

9. Reéte cvideni 8a pro pkfpad, Ze studna S neni ve stfedu
ostrova. Dovedete vidy tdlohu vyTesit?

10. Jestlize nedovedete feSit ovideni 9 (tzn. nedovedete
vypoditat obsah mnoZiny charakterizujici jev !ﬂ) muZete
postupovat takto: Situaci zndzorndte na &tveretkovaném
papite — viz nap#. obrdzek 60.

Zmenseno: 1 em na obrédzku znaéi 1 km ve skute&nosti.
- 1 cm?® na obrdzku znaéi 1 km? ve skutednosti.

Vyznatime vSechny &tveredky, kteréd jsou ddsti mnoziny M.
Jejich podet je v,. Tyto &tverce maji celkem obsah o, =
=1/4 v, km?®. Dédle vyznatime viechny &dtveretky, které pokry-
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vaji mnofinu M. Jejioh Soéet je v;. Tyto Stverce majt celkem
obsah oy = 1/4 v, km?, Obsah mnoZiny M je pliblidn

o=-21—(o,+ 05) km? .
Rysujte a poditejte sami pro rizné pipady.

$kntf

0,

4,

/]

7.
UWHHY

%

UHHY,

7,

DA,

7
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%
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U

%

Mkt

G

%,

e
JANNNNNARY
NN
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£

- Obr. 60
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11. Pole m4 tvar obdélntku O = ABCD & rozmdry a =
= AB = 600 m, b = BC =400 m. V mistech 4, B, S (S je
stfed OD) jsou studdnky. Na poli stojf v mistd X traktorista.
Jakéd je pravddpodobnost, Ze mé nejbliZe ke studdnce v misté
A (B, 8)?

12. Paradutista seskodil v noci v trojihelnfkové oblasti
T = ABC. (AB = 56 km, BC = 8 kin, CA = 7 km). V mistd V
vysilé krdtkovinnd vysfladka s dosshem 5 km, Jaks j je pravdé-

odobnost, %e paraSutista muZe zachytit tuto vysiladku.
%vaiu]te tyto gﬂpa.dy. a) V = 4; b) V je stfed 4B. PouZijte
postupu naznateného ve cvidenf 10.

13. Trojtheln{k mé strany AB = 13 cm, BC = 15 em, AC =
= 10 em. Bod X je ndhodné zvolen uvnitf tohoto trojihelniku.
Jaké je pravdépodobnost, Ze vzddlenost bodu X od strany AC
]0 me {, ne¥ jeho vzddlenosti od zbyvajicich dvou stran

14. Na dtveredkovany papir se étveroi o strandch 4 cm se
hodf mince o priméru 2,6 om. Jaké je pravdépodobnost, Ze
hozend mince je celd ddat] jednoho ze &tverot: sitd?
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3. kapitola

PRVN[ POZNATKY Z KOMBINATORIKY-
ANEB DALSi POZNATKY 0 MNOZINACH

3.1. Dvouprvkova kombinaece

Je ‘dina koneéna mnozina M, ktera ma aspoil dva
prvky. Pak ka’dé jeji podmnozZina o dvou prveich se
jmenuje

DVOUPRVKOVA KOMBINACE MNOZINY M.

11

Slovo ,,kombinace‘‘ uZivime z historickych dvodi.
Misto dvouprvkové kombinace miZeme Fikat dvou-
prvkova podmnoZina.

PRIKLAD

Je dédna mnoZina M = {a, b, ¢, d} o &¢tyFech prveich.
Vsecky jeji dvouprvkové kombinace jsou: {a, b}, {a, c},
{a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}. Na obrazku 61 jsou ptisluiné
Vennovy diagramy.

Systém, podle kterého jsou vybirany vSecky dvou-
prvkové kombinace z mnoziny M, ukazuje schéma
z obrazku 62.

Struéné fedeno: ke kaidému z prvki a, b, ¢, d ptidru-
%ime postupné viecky prvky, které sto]l za nim v zépisu
mnoziny vyétem. Tentyz system znézoriiuje tabulka 1
s dv&ma pFistupy.
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Obr. 61

Tabulka 1 Tabulka 2
a b ¢ d a b ¢ d
a |[[]]]| @ | ac | ad L ==
o |[1111|11]]]] be | ba U Ml LS B
e NN ed L 7 7 L
a /[T =
— =97

Vysrafovand pole se nesméji vyplr'l(‘)va.t. Nékdy pouii-

vame téZ tabulky 2.

Jiny postup je tento: Sestrojime &tyfi body (nejvyhod-
néjsi je, nelezi-li Z4dné t¥i z nich v piimcee) a kazdé dva
z nich spojime jednou darou (tsedkou). Krajni body
téchto Usedek udavaji dvouprvkové kombinace (obr. 63).
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Polet viech dvouprvkovijch kombinact mnofiny M
on procich (n = 2)je n(n —1) : 2 =—;-n(n— 1).

Obr. 62 Obr. 63

Tento vzorec lze odvodit pro libovolné n = 2 z na-
&rtku podobného nadrtku z obridzku 63. Kazdy z » bodd
spojime s n — 1 zbyvajicimi; tak dostaneme n(n — 1)
spojnic. Ka?d4 z téchto spojnic byla viak poditina
dvakrit; proto je podet spojnic jen n(n —1): 2, tj.
poéet dvouprvkovych kombinaci.

Nésledujici tabulka udavé ¢&isla 1 n(n — 1) pro né-

2
kterd n = 2.

o= | 3

n{in—1) 1 3 (] 10 | 156 | 21 | 28

92



Poznamka: Cislo n(n—1) : 2 je vidy ptirozené,
nebot pravé jedno z &isel #, n — 1 je sudé a proto i soudin
n (n — 1) je sudy.

PRIKLAD

Ka?d4 dvé z » mést jsou spojena leteckou linkou
Kolik z téchto linek nevychdzi z jednoho z t&chto
mést?

Jsou to pravé viecky linky, které spojuji zbyvajicich
n— 1 mést (po dvou). Podet téchto leteckych linek je
(n—1)n—2):2.

Tento vysledek dostaneme, kdyZ ve vzorcin (n — 1) : 2
piSeme misto n ¢islo n — 1 a ov8em misto n — 1 é&fslo
n—2,

Pamatujte ndzvy:

kombinace mnoZiny,
dvouprvkové kombinace mnoZiny.

CVICENI

1. Ptdtelé 4, B, C, D se loudi. Kaidy dva si podaji ruku.
Kolik stiskn ruky si navzdjem vymsén{?
a) Udslejte si nddrtek. Pfdtele si zakreslete jako body na
kruZnici a kazdé poddnf ruky vyznaéte tisetkou. .
b) Vypiste v8echny dvojice ptdtel poddvajfich si ruku.

2. Jsou dény délky a= 2; b= 4; ¢= 3; d = 2,56. Vypo-
&téte obsahy vdech obdélnfku, jejichZz rozméry jsou ndkterd
z uvedenych &fsel. Uspofddejte tyto obdélnfky podle velikosti.

3. a) Na mapé je devét vesnic 4, B,C, D, E, F, G, H, K.
Mé se sestrojit co nejkratdf komunikaenf sff spojujic{ viech
devét vesnic. Pfitorn se smi rozvétvovat jen ne vesnicich.
(Obr. 64).
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Reste ilohu nejdfive zkusmo a pak teprve pro kontrolu usijte
postupu.: :
1) Spojte ka%dé misto usetkou s nejblizdim daldim mistem.

A B
L —@-

K? *C

7

Obr. 64 .

—o—
E

2) Jestlize vznikne nesouvisld sit slozend z ndkolika sou-
vislych &4sti, najddte pro kaZidou z nich nejkratsi moZné
spojeni s jinou &dsti, (Takto postupujte tak dlouho, dokud
nedostanete souvislou sit.)

b) ,,Naplénujte* nejvhodnéjs{ spojeni pro okresni mésta
vadeho kraje. (Potfebujete mapu.)

a) 1 b) 1 c 1

w1 2 7 ‘ 2 2

.\ |/
5 — 4 5 A 5 4

Obr, 65
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4. Rozpis turnaje pro 8 hrddu (hraje kaidy s kaidjm).
Hréée oznadime disly 1, 2, ..., 8 a uZijeme schemat (obr. 65).

1. kolo: 1 + 8 2+17,3+6,44+5

pti déleni &fslem 7 je zbytek 2
2. kolo: 2 + 8 3+1,4+7,5+ 6

pti délenf &islem 7 je zbytek 4
3. kolo: 3 4 8 4+2,5+1,6+7

pFi dslenf &slem 7 je zbytek 6
atd.
Dokondete rozpis turnaje sami:

5. a) Na obrdzku 66 je tisek Zelezninf trati s misty 4, B, C,
D, E, F a vyznadenymi vzdédlenostmi v km. Zapiste do tabulky
vzdélenosti kaZdych dvou mist (v tabulce na obr. 67 je jiz
uvedena vzddlenost mist B, D).

b) UkaZte, Ze mnoZina M = {4, B, C, D, E, F} md
14+ 24+ 34 4+ 5= 15 dvouprvkovych kombinaci.
¢) Podobné jako v tiloze b) ukaite, Ze mnoZina o sedmi
Epvm'?h mél+ 2+ 34+ 4+ 5+ 6=21dvouprvkovych kom-
inacf,

6. a) Jsou déna &tyFi riznd pfirozend &isla a =7, b= 5,
¢ = 3,d = 8. Vypoditejte kladné rozdily kaZdych dvou z téchto
Zisel. Vypoidtéte ddle soudin vSech téchto rozdili. Vysledek
bude nésobkem é&fsla 12. Presvédéte sel

97 &

Obr. 66

b) Ulohu opakujte pro jinou &tvefici &fsel g, b, ¢, d.
€) Zvolte jedtd jednou &isla a, b, ¢, d, a to tak, aby vysled-
ny soudin byl co nejmensi.
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7. Kterd z &islio 0, 1, ..., 9 se nejéastdji vyskytne v z4-
pisech v8eoh pfirozenych &isel od 1 do 99? .

8. Héz{ se dvdma hracimi kostkami, &isla, kterd padnou, se
stitaji. Kterd éisla tak miZeme dostat? Kterd z téchto dfsel
1ze ziskat nejvice zplsoby?

B

Mmoo

]

A B C D E
Obr. 67
9. Nové vozy tramv?ie se spfahuji v tzv. dvojlata. Ve

vozovné je 60 vozi. Kolika zpusoby je lze spfdhnout ve dvoj-
tata? (Pozor, zdleZf na tom, ktery viz je prvn{ a ktery druhy.)

- Obr. 68
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10. M4j piitel mé telefonni &fslo 435 84 96. Pfi vytddeni
tohoto ¢&isla jeem se zmylil pfi volbé dvou é&fslic. Kolik telefon-
nich ¢fsel (chybnych) jeem mohl tak vytodit?

11. a) Na obrdzku 68 sestrojte prisediky uhlopfitek éty‘r-
thelnikti ABB'A', ACC'A’, BCC'B’. P¥i pfesném rysovéni lefi
tyto prisetiky na jedné phmce

b) Sestrojte prisetiky uhlopfidek vBech &tykuhelnika
ABB'A', ACC'A', ADD'A’, AEFE'A’, BOC'B,
(Kolik takovjch étyi‘\ihelmkﬁ je, ]esthze sodtrzoné pismena
tvoti dvojprvkové kombinace mnoziny bodd 4, B, C, D, E.)
Co pozorujete ?

12. Na obrédzku 69 je zndzornén 5boky hranol. Vy, Mpoél'te]te,
kolik mé sténovych a kolik t8lesovych thlop#idek. (MuZete po-
¢ftat rmiznymi zphsoby.)

| ténove uhlopricky

| i | ,
LA\ > [—5-bokj HRANOL
/ o - ~Télesové ihlopficky
Obr. 69

13. Dopliite tabulku (n je podet vrcholi n-thelnika, p je
potet jeho dhlopfidek): ¢

n 6 | 8 * | 12 | 15 *) | 22
P 10 60 120

*) Odbadnéte a pak odhad kontrolujte vypodtem.

14. Do roku 1968 hrélo v nejsilnéjdi skupind MS v lednfm
hokeji 8 muZstev. Turnaj byl jednokolovy. Od roku 1969
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hraje v nejsilndjsi skupind MS v lednim hokeji 6 muZstev;
turnaj je véak dvoukolovy.

a) Kolik zépasi se sehrdlo dfive a kolik nyni v boji
o titul MS?

b) Kolik zépasi sehrdlo kaZzdé muZstvo dfive a kolik
nyni?

3.2. Kombinace k-prvkové

Je dédna koneénd mnoZina M # o, kterd mé n prvki
a déale pfirozené d&islo k < n. Kaidou podmnoZinu
M. C M, kterd ma k prvki, nazveme

k — PRYKOVOU KOMBINACI MNOZINY M.
Specidlné: prok = 0,je M, = o,prok=nje M, = M.

Jak utvofime tFfprvkové kombinace z dvouprvko-
vych? Budeme postupovat jako pfi tvofeni dvouprvko-
vych kombinacf tak, Ze prvky kazdé kombinace budou
v ,,zékladnim uspofadani‘. Je dana &tyiprvkovda mno-
%ina M = {a, b, ¢, d}. Jednoprvkové, dvouprvkové a t¥i-
prvkové kombinace zapifeme pomoci stromu logic-

abc abd acd bed

08



kych mozZnosti (sloZené zavorky pro jednoduchost
vynechavame); viz obr. 70.

Na linkéch 1, 2, 3 jsou zapsiny viecky jednoprvkové,
dvouprvkové a ttiprvkové kombinace mnoZiny M.

Pro pétiprvkovou mnozZinu M = {a, b, ¢, d, ¢} sesta-
vime pF¥isluny strom logickych moZnosti podle obrizku
71.

MnoZinu viech t¥iprvkovych kombinaci mnoZiny M
muzZeme udat tabulkou:

—] ]~
—~
—

— | — / / /

Je-li C; libovolné k-prvkové kombinace mnoziny M,
pak jeji doplndk C; = C,—; je (»n— k) — prvkovou
kombinacf mnoZiny M. Kombinace C,_ se nazyva

DOPLNKOVA KOMBINACE KE KOMBINACI C..

Ztejmé je také C; doplitkovd kombinace k C,—. Proto
tikime n&kdy, %e C;, C,—; jsou

29
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abc abd abe acd ace ade bcd bce bde cde

Obr. 71

KOMBINACE NAVZAJEM DOPLNKOVE

Jsou tedy C, = o a M = C, navzdjem doplitkové
kombinace.

PRIKLAD

M ={a, b, c, d, ¢}. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny
viechny dvouprvkové kombinace a k nim doplitkové
tiiprvkové.

Dvouprvkové; ab
kombinace

K nf dopliiko-
vé t¥iprvkovd| cde | bde | boe | bed | acd | ace | acd | abe | abd | abe
kombinace
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PRIKLAD

Z gesti 2dakd (Mirek, Jan, Karel, Véra, Dana, Helena)
mame sestavit viecky &tvetice, v nichZz nenf Karel, ale je
Dana.

Zéci tvoif mnozinu Z = (M, J, K, V, D, H} (pods-
te¢ni pismena jejich jmen). Hledané &tvefice musime
vybirat jen ze étyfprvkovych kombinaci mnoZiny {M, J,
V, D, H}, tj. dopliiku mnoZiny {K}.

MJVD, MJVH, MJDH, MVDH, JVDH.

Z nich jen druhé (podtrZend) neobsahuje D; fefenim
jsou tedy &tyti zbyvajici.
Pamatujte nazvy:

k-prvkova kombinace mnoziny;
doplitkova kombinace (k dané kombinaci).

CVICENI

1. Potfebujeme po 10 kusech minef v hodnotédch 5h, 10h,
25h, 50h, 1 Ké&s. Které ddstky lze zaplatit a) dvéma, b) tFemi
riaznymi mincemi? Sestavte viechny mozZnosti.

A F

Obr. 72 B E
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2. Narysujte 6-thelnfk ABCDEF podle obrdzku 72. Katdé
dtvetioi vroholi 6-uhelnika odpovidd jediny prisedik pfimek.

NaptF.:
{A,B,E, F} «—» P

VyuZijte toho k sestaven{ viech 4-prvkovych kombinaci
mnoZiny M= {4, B,C, D, E, F).

a
/ )] c
45 1| TIrR|P A AERE
/
v / Bl/|L|K 3442
7% cEl/|E|Z AAE
1 Alalulv 113|211
W
Obr. 73a Obr. 73b Obr. 73¢c

3. Je déna mnozZina M= {a, b, ¢, d, e, f}. Pomoci stromu
logickych moznosti udejte viecky tFiprvkové kombinace
v abecednim pofddku.

4. a) Kédovaci tabulka. Narysujte podle obrédzku 73a
kédovaci tabulku a vysttihnéte ji. Vytiznéte z ni té% vysrafo-
vanéd politka. Pomoci tabulky pfedtéte zaSifrovany text
z obrdzku 73b. Postupujte tak, Ze k hornimu okraji sifrovaného
textu pfiloZte postupnd strany kédovaef tabulky oznadené
I, IT, 111, IV a vidy pfeltSte po Fadd pismena v okénkéch
1, 2,3, 4.

b) Vytvofte sami jiné kédovaci tabulky. Vidy se vy-
stfihne po jednom poli oznadeném na obr. 73c disly 1, 2, 8, 4.
Odtivodnéte! Zjistéte, kolik 1ze sestavit takovych tabulek.

5. V gardii je umistdno 7 autobusti, z nichZ &ty musi
jezdit na linkéch, zbyvajici zustdvaji doma. Oznadte autobusy
a vypiste do tabulky véecky &tvefice autobusi, které gardz-
mistr maZe vypravit a vBecky trojice, které zistanou doma.
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6. Oislo 2 310 Ize napsat jako soudin 2.3.5.7. 11; presvdddte
se! Vypiste do tabulky vSecky dé&litele &fsla 2 310, které jsou
soudiny dvou riznych é&fsel mnoZiny M = (2, 3, 5, 7, 11).
Vypidte pomoci toho viecky délitele &fsla 2 310, které jsou
soudiny t¥{ &isel z M.

Dvojice 2.3 2.5 2.7 7.11

Trojice 3.6.11

Ktery ze soudti dvou é&isel stojicich v tabulce nad sebou
je a) nejvétéi; b) nejmensf?

7. VSechny 3-prvkové kombinace mnoZiny M= {1, 2, 3,
4, b, 6} rozdélte na 4 podmnoZiny M,, M,, M,, M, podle toho,

zde neobsahujf 1 nebo 2 &i 3 sudé4 &isla. Kterd z nich md nejvice
prvka?

8. Ze 6 hratu se maji postavit 2 t¥idlennd drustva. Kolike
zplisoby se to miiZe provést?

9. Zvolte si 6 bodt 4, B, 0, D, E, z nich% z4dné 3 nelezi
v pifmece. Kazdé trojice bodi vybrané ze zvolenych bodi

uréuje trojihelnik. Na obrdzku 74 jsou znédzorndmy dva
trojdhelniky.

A

D ¥
Obr. 74

. a) Urtete vydtern mnofinu M vSech takto vzniklych
trojahelnikd.

b) Zméfte obvody vlech trojahelnfkti mnoZiny M. Troj-
Ghelniky sefadte podle velikosti obvodi.
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10. a) Z ii‘istéte, kolik riznostrannych trojdhelniki lze sestro-
jit 2 dsede
a= 4,8 cm, b= 1,8 cm, o= 3,6 om,
d = 7,3 cm, e= 60,0 cm, f=8,1cm.
(Trojdhelnik o strandch a, b, ¢ (@ = b = c) lze sestrojit prdvé
tehdy, jestlite plati
. b+e>a,
tzn. soulet dvou kratich stran je vétél nek zbyvajict tFett strana.)
b) Kolik trojihelniki 1ze sestrojit celkem?
c) Urdete pravddpodobnost, Ze z libovolnd zvolenych
tii stran ze cvi¢en{ a) lze sestrojit trojuhelnik,.

11. a) Roztfidte trojuhelniky ze cviden{ 10. b) na pravo-
.4hlé, ostrodhlé a tupoiihlé.
(Trojihelnik o strandch a, b, ¢ (6 = b = ¢) je pravodhly, resp.
ostrovhly, resp. tupouhly, jestlize platt
a'=b¥+ 3, resp.a® < b?+ c?, resp.a® > b3+ cL)
b) Jakd je pravddpodobnost, Ze libovolny trojihelnik
z cvidenf 10. b) je pravouhly, ostrodhly, tupothly.

Obr. 76a Obr. 75b

12. a) Pro vnitfni Ghly konvexniho ¢&tyfihelniku ABCD
(obr. 76a) plati: « + f+ y + 6 = 360°. Sprdvnost ovéite bud
méfenim, nebo pomoef obrdzku 75b takto:

at+tnth=—,
atdtypy=——ouo,
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Seltenfm dostaneme

v(al + a)+ f+ (71'*_' )+ 4=
“— et — —"
a 4
b) Vyhledejte viechny trojice hld mnoziny M = {29°,
96°, 132°, 44°, 113°}, které jsou vnitfnf Ghly téhoZ konvexnfho
dtyfihelniku.
Reden{ zapisujte do tabulky:

Vzor:

20°/195°|132,|44°|113, 4. dhel
1] 1 | —|—|360°—(29°+ 95° + 132°) = 104° < 180°|ano|
{1 —1]1]|—|860°—(29° 4+ 96° + 44° = 192° > 180° |ne¥)

*) Velikost ka%dého vnit¥ntho dhlu konvexniho &tyfuhelnfka
jo mensf ne% 180°.

13. Vytah je maximélnd pro 3 osoby. Pfed vytahem stoji
spolednost Sesti lidi, kterd se chce dopravit dvéma jizdami
o 4. patra. Kolika raznymi zpuisoby lze dopravu provést?
(Je-li zndma posddka 1. jizdy, je t{m urdena posddka 2. jizdy.)
Zpusoby zapiste do tabullky. -

14. Je déna stupnice ¢ - dur, tj. ¢, d, ¢, f, g, a, h, ¢’ (obr. 76a).

Na obrézku 76b je zndzornén trojzvuk cfa. Sestavte do
tabulky viechny trojzvuky, které neobsahuji sekundu (tj. dva
»sousedn{‘‘ tény).

g o)
[ o
o —=—
J] & < -
c d e f g a h ¢ trojzvuk
cfa
Obr. 76a Obr. 76b
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Vaor: c d e I l g I a h c’
Il =11 =11r1-=1=1]=
Pl =11 = =11 | =1=

15. Kolik riznych 3-zvuku (4-zvukia) lze zahrdt na kldves-
nici z obrézku 77.

-~
o .2 w .0 .9 o .2
G O &5 © g 9

B c
Obr. 78

16. Na obrdzku 78 je znézornén 8-uhelnik ABCDEFGH.
a) Kolik pfimek je uréeno jeho vrcholy?
b) Oznadme Z mnozinu praselikl viech pfimek z ulohy
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a). Kolik mé mnozina Z nejvyse prvkt?
c) Oznadme V,={X € Z| X jo vnd 8-thelnika},
V, = {X € Z| X je vrchol 8-dhelnfka},
V,={X € Z| X je uvnitt 8-dhelnika}.
Pokuste se zjistit kolik nejvyse prvki majf mnoZiny V; a V,.

3,3. Kombinaéni &isla

Podet vS8eoh k-prvkovych kombinaoci dané
n-prvkové mnoZiny oznadfme symbolem

k

¢te se,,n nad k*‘ (napt. ,,pét nad dvéma‘*). Symbol [Z se
nazyvé

n\ - | POCET PRVKU DANE MNOZINY
—| POCET PRVKU KOMBINACE

KOMBINACNI ClsLo.

[Z] neni zlomek % Zévorky nesmime vyne-

chat. Zlomkovou &4ru nepfSeme.

Symbol

Ziei - (") = n] - .
ejmé je [0] 1, [n 1 pro kazdé plirgzené dislo

n = 1. Z definice doplitkovych kombinaci & z jejich
vytvofen{ plyne vzorec

[k)=(n ")
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PRIKLAD

Mnozina M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} mé Sest prvki. Viechny
jeji dvouprvkové kombinace jsou:

12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56.

Viechny jeji étyfprvkové kombinace jsou:

3456, 2456, 2356, 2346, 2345, 1456, 1356, 1346, 1345,
1256, 1246, 1245, 1236, 1235, 1234.

Je tedy [g] =15 i[ﬁ] =15, tj. [g] — [eiz]'

Vsimnéte si, jakym zpusobem byly vytvoteny &étyi-
prvkové kombinace pomoci dvouprvkovych.

PRIKLAD

MnoZina M ma 32 prvkd; méme zjistit podet viech
jejich 30prvkovych kombinaci.
. . (32) 32 32) . .
Protoze je 30] = (32_30) = ( 9 ), je hledany podet
roven podtu dvouprvkovych kombinaci. Jejich podet
jo — jak zndmo — (32.31): 2 = 992 : 2 = 496.

Kombinaéni ¢isla pro mala n, k uddva tabulka, zvana
Pascalovo (&ti Paskalovo) schéma.
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~CFfol1]2]s|a|s]|e]1|8]|0]|r0
1 i1 | 1

2 1| 2|1

3 1| 3| 3| 1

n 1| 4| 6| 4 1

5 1| 5|10| 100 5 1

6 1| 6|15| 20 15 ¢ 1

7 1| 7|21 35| 35 21

8 1| 8|28| 56 70| 56| 28 8 1

9 1| o|36| 84 126 126| 84 36| 8 1
10 1 | 10 | 45| 120 210| 252| 210] 120 48] 10| 1
11 1 | 11 | 556 | 165) 330 462| 462] 330 165 65| 11
12 1 | 12 | 66 | 220| 495 792| 924| 702| 405| 220| 66

Pascalovo schéma je tvofeno podle tohoto vytvarného

ptedpisu (klie):

a

b

atb

Prvni sloupec tabulky obsahuje vesméd sisla 1,

kaidy fddek se sklddé z &isel usporddanych soumérné

»podle stiedu‘‘, napt.:

1, 6 15 2

Posledni &islo v kazdém Fédku je také 1.
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Zapiseme-li vytvarny pfedpis Pascalova schématu
kombinaénimi &isly, dostaneme vzorec

(k) + (1) = (5)

je to tzv.
SOUCTOVY VZOREC PRO KOMBINACNI CIsLA

PRIKLAD

Ovéfime si soudtovy vzoree pro n =4, k = 2. Cislo [ :J

je podet viech t¥iprvkovych kombinaci pétiprvkové mno-
Ziny
M={a,bcd,e}

Tyto kombinace tvofi mnoZinu K. Utvofime rozklad
mnoziny Kna dvé t¥idy K, K, (viz obr. 79):

K, je mnoZina v¥ech tiiprvkovych kombinaci mnoZiny
M, které obsahuji prvek e.

K, je mnoZina viech t¥iprvkovych kombinaci mnoZiny
M, které neobsahuji prvek e.

K, miZeme vytvofit takto: sestrojime vlecky dvou-
prvkové kombinace mnoziny {a, b, ¢, d} — (mnoZina M
bez prvku e), tj.

ab, ac, ad, bc, bd, cd,
a pripojime k nim prvek e; je tedy
K, = {abe, ace, ade, bee, bde, cde} .

Potet prvkit mnoZiny K, je tedy [;]
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K, je mnoZina t¥iprvkovych kombinaci mnoZiny
{a, b, c, d}, tj.
K, = {abc, abd, acd, bed} ;
jejich poéet je (;]

Podet prvkd mnoziny K dostaneme seétenim pod&tu
prvka tHd K, K, tj. [;] + [;] Je tedy skutetns (5] -
4 : 2 R ; 3

= [2] + [3J, jak Fika soudtovy vzorec.

Diagramem znizornime mnoZiny K;, K, K napf.
takto (obr. 79):

x’ =

iabie
1

tacre
! |
iad:e
] ]

:bc-e
:bd:e
:cd!e

- ——d

abce
abd
acd

X% becd

Obr. 79
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PRIKLAD

Haézime Sesti riznymi mincemi. Mame uréit pravde-
podobnost, Ze padne aspoii na dvou mincich lio.
Podet moznych vysledkd udévé tabulka

Podet licu o | v | 2| 3| ¢« 5| 8

@6 |E]|E]E

Podet 6
mozZnosti

Celkem je mozZnosti
6y . (6) . (6) . (6) . (6) . (6) . (6
M+U+M+M+U+Q+M=
—14+6+4+16+20+16+6 + 1 — 64.

Potet mozZnosti, pfi nichZ nastane poZadovany jev

B+ 6+ (0 () -~ -() -

Hledand pravdépodobnost je

67
= - — 89 9/..
P = 64 0,89 =89 9%,

Pamatujte nézev a zépis:

kombina&ni é_islo; [:) .

112 ,



CVICENS

1. Které z &isel [ﬂ, (g) jo vétsi?
. n n
2. Odiivodnéte, proé je &slo ( 7+ (ﬂ " k] suds.

3. Uzitim kombina&nich ¢&isel zapiSte potet

a) ruznych typl ve Sportce (v Matesu);

b) riznych trojihelnikii, jejichz vrcholy splyvaji s né-
kterymi tFfemi body z danych » bodi, z nichZ 24dné 3 neleZi na
piimce;

c) prisedikit n pFimek, z nichz Z4dné 3 neprochézeji
tymZ bodem.

4. Kolika zpusoby lze udélat chybu v umisténi aspon jedné
oddélujic{ ¢drky v souvéti: ,,Myslim, Ze é&lovéka, ktery pfisel,
zndm*‘.

5. a) Prvni polodas fotbalového zdpasu skondil za stavu
4 : 3. Pofad{ branek, kter é stfelili hosté (H) a domdei (D) bylo

toto:
H D D H D H D
1@ ® ¢« ® 6 @

Vimné&te si, %Ze dosavadni prabdh utkéni 1ze charakterizovat
4-prvkovou kombinaci {2, 3, 5, 7} mnoziny M= {1, 2, 3, 4,
5,6, 7} (7T=4+ 3).

Kolika riznymi zptisoby mohl zdpas v 1. polotase probihat
pfi stejném vysledku?

b) Kolika zpisoby mohl probihat cely zdpas, jestliZe byl
vysledek 7 : 5 (polotas 4 : 3).

6. a) Znéte Pascalovo schéma. Rédky oéislujte podle sché-
matu. Ve 3. Fddku jsou vesmés lichd &fsla. Uridte nejbliZsi
2 fddky téZe vlastnosti.

0] 1
1| 11
2 |12 1
3|13 3 1]
¢ "1 4 6 41
51 15 10 10 5 1
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b) Ulohu mazete felit rychleji podle schématu. Dovedete
to vyevétliv?

ol ol g

t
ol

L
8 L
L L
8 8 8 L

=

7. a) V Pascalové schématu nshradte kazdé &fslo zbytkem,
ktery vznikne pti ddlenf tohoto &fsla tfemi. -
b) Jsou v ndkterém Fédku Pascalova schématu vSeohna
pvnitin{* &fsla plirozené ndsobky t¥i?

G

c
Obr. 80

8. Na obrézku 80 je 7-ihelnfk;
a) Kolik mé dhlopfiéek?
b) Kolik pffmek je urdeno tdmito body?
ik ¢) V kolika bodech se protfnaji pfimky omezujfci 7-thel-
?

9. Pro pfijeti ndvrhu hlasovalo 8 &lend komise z 11 p#-
tomnych. Kolika riaznymi zpisoby se mohlo v komisi hlasovat
pro a proti?

10. KaZdy bod (obr. 81) ma vodorovné pkimce lze spojit
uselkou s kaZdym bodem na svislé pfimce. Kolik vznikne
prisediku ?
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Véimnéte si, 2o prusetik P na obrdzku 81 je urden dvéma
2-prvkovymi kombinacemi: Jsou to kombinace {1, 3} mnoZiny
M = (1, 2, 3, 4} a kombinace {a, b} mnoZiny M = {a, b, ¢, d}.

a
b
P
oc
d
/ y now
-O0——0 OoO—0—
1 2 3 4
A
B
c
Obr. 81
11. Z deseti vybranych Zéka dostalo z pisemky zndmky
3 Zdoi
2t 5 Zdkd '
. 2 %écei

Kolika zpusoby se to miZe stdt?
12, Vypodtéte podle soudtového vzorce:

2 () +(3) o)+ () ()

v () + (@) o (3)+(5)
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13. Sestavte vdechny 3-prvkové kombinace mnoZiny M =

={l, 2, ..., 6}, které

a) obsahuji éislo 1,

b) obsahu)i &islo 1 a neobsahuji &islo 2,
€) obsahuji aspon jedno z é&isel 1, 2,

14. Vyjddiete jedinym kombinadnim ¢&islem a pak tato
¢isla najdéte v tabulce na str. 109,

(1) +2(2) + 5) -

% (s) = (1) + (2) =

o (5) + () + (3) + (5) + (5) -

o ()= (2)+ (5

o () +(¥) -

0 (5)+(3) -

o (o) + (i) + () + (5) + (8

[
)

18. Zjistdte, kolika zpiisoby lze ve schematech

P
RR

AA AN
HHHH\
JAAAAAN

AAAAA
VVVVVVYVYVYVY

AAAAAAAAAAN

predfst slova ,,Praha‘, ,,Bratislava‘’. Cte se slovo doli ve dvou
moZnyoh smérech udanymi Sipkami; pFi kazdém kroku médte
tedy moznost volby mezi dvéma pismeny.
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16. Hézite » mincemi. Jakd je pravdépodobnost, Ze padne

k-krét lic. Vypoéditejte pro tyto tdaje:
Ay n=5,k=3;b)n=T,k=4; c)n=8,k =< 4;

17. U stolu sedi 3 lidé. Kazdy z nich si mysli n8které z &isel
1, 2, 3, 4, 5, 6. Jakd je pravddpodobnost, %e si aspoil dva lidé
mysli stejné &islo. (Pravddpodobnost volby v8ech &isel 1 aZ 6
je stejnd.)

18. Ukaite, ze ve skupind lidi musi byt aspofi 5 osob,
abychom mali zaruéenu minimélné 50 %, pravddpodobnost, Ze
jsou mezi nimi dvé osoby narozené v témze mésici.

3.4. Kartézsky soulin dvou mnoZin

USPORADANA DVOJICE je dvojice predm&ti (prv-
ki), kde zileZi na tom, ktery pfedmét (prvek) je prvni,
a ktery druhy.

PRIKLADY

a) Uspotidand dvojice Jan — Jif je jind, neZ uspofa-
dand dvojice Jifi — Jan. (Napt. uspofddand dvojice

y

B:214

A4 ¥

T

Obr. 82
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Jan — Jit{ miZe znamenat, Ze Jan vstoupil do mistnosti
pted Jitim.)
b) Prvnf a drubé soufadnice bodu 4 tvoi uspofddanou
dvojici [4 | 2]. Uspotddand dvojice [2 | 4] je jiné (obr. 82).
¢) Ze dvou totoZznych prvki miZeme utvofit jen jednu
uspotidanou dvojici; nap¥. Jan — Jan, [3 | 3], K K ap.

KARTEZSKY SOUCIN mnozin M, = {a, b}, M, =
= {b, ¢, d} je mnoZina uspofddanych dvojic
ab, ac, ad, bb, be, bd ;

Zapisujeme:

M, x M, = {ab, ac, ad, bb, bc; bd} .
Rikdme, Ze tvotime kartézsky souéin, nebo Ze mnoZiny
kartézsky ndsobime.

Kartézsky soudin lze pichledné udat tabulkou se
dvéma vstupy:

M, x M, }l@\ b o d
a ab ac ad
b bb | ve | bd

Kartézsky soudin M; X M, lze udat pomoci ,,klesa-
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jicioh cest*“ ve stromu logickych moZnosti (obr. 83, kde
tlusté vytaZend ,,cesta‘’ znadi uspofddanou dvojici ad).

PRIKLAD

V &edting se uvddi na prvnim mist® rodné jméno, na
druhém misté pfijmeni. Kterd jména lze sestavit z rod-
nych jmen Jan, Jit{ a z p¥jmeni Suchy, Novék, Voditka ?

M, = {(Jan, Jiff},

M, = {Suchy, Novak, Pavel};

M, x M, \‘M!\M-\ Suchy Novék Pavel

Jan Jan Suchy | Jan Novédk | Jan Pavel
JiH Jiff Suchy ( Jiff Novék | Jif{ Pavel

V tomto pfipadd nemd mnoZina M, X M; vyznam,
(V &estind nepifeme Novdk Jan.)

PRIKLAD
a) M, = {1, 3, 5}, M, = {2, 4, 6}.
M,x M, M,M\' 2(a|6| [mxm }'M\! 1(3]s
1 |12/ 14|16 2 ¥} 21| 23| 25
3 |32 34|36 4 |41 43|45
5 |52 54| 56 6 | 61|63 65
Tedy:

M, x M, = {12, 14, 16, 32, 34, 36, 52, 54, 56},
M, x M, = {21, 23, 25, 41, 43, 45, 61, 63, 65}.
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Mnoziny M, X M,, M, x M,, jsou dokonce bez spo-
leénych prvki (viz diagram na obr. 84).

My x My
m1x7E2
21 23 25
12 1 16
‘ 41 43 45
32 34 36 61 63 65
52 54 56

Obr. 84

b) M, = M, = {4, B, C} ;
M, x M, =M, x M, ={AA, AB, AC, BA, BB,
BC, C4, CB, CC} .

Pro konedné mnoziny M,, M, miZeme zapsat prvky
kartézského soudinu M, X M, do pravoiihlé tabulky.

AA AB AC

mzx 7/[1
My BA BB BC ’

CA CB CC

OB_;'. 85

120



>pocet rad =
=pocet prvkd v M,

v LA
pocet sloupct =
=pocet prvkd v T Obr. 86

Proto pro koneéné mnoZiny plati:

. Podet prvki ’ Napiiklad
MnoZina mnoziny (viz obr. 86)
M, L n, =35
M, Ny ny =8
M, x M, ny.Ny ny.ny = 40

Udaje z pravého sloucpe tabulky si muZete ovéfit
sami téZ pomoci stromu logickych moZnosti.

PRIKLAD 4
Kartézsky soudin nekone&nych mnozin:
C={0, +1,—1, +2,—2, +3,—3, ...... }.

'C X C je mnoZina uspotddanych dvojic
KARTEZSKYCH SOURADNIC
bodd; obs jejich soutadnice jsou celd &isla.
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c\\c\ 0 +1 —1 +2 —3 |49
0 jojo] |[o]1] {([o[-1]|[(0]2] |[0]—2]|.
+1 ([rjo] ([rl1y |[r|-1] |[0]2) |(1]-2]
—1 110 =111 |1 1-0|e1) 2 (-2 ..
+2 ({2121 ([(2i1] |r2]1-11 ((212) ([2]|-2)
—2 |[-2]0] {[-2|1] |[-2{-1|[-2]|2) |[-2]-2]f..
+3

Uspordadané dvojice

kartezskych
S0 r?adn%
22] | (02 [[n2 (221 B2 412
A
k]
Da |
] Usa x
osa 7. souradnic
» R
POCGtEk - Osa y
osa 2. souradnic
. Obr. 87
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Bod A4 na obrédzku 87 mé soufadnice 2 a 1; plSeme:

A=[2|1]
1. soufadnice 2. soutfadnice
(soufadnice x) (soutadnice y)

Pamatujte nizvy:

kartézsky souéin dvou mnozin,
kartézské nasobeni mnozin,
uspofadand dvojice. -

CVICENI

1. Pfi signalisovéni jednfm &ernym praporkem Ize vyslat
osm znaki (obr. 88).

LITRA)

Obr. 88

Kolik znaka muZete vyslat pfi signalisovdn{ dvdma pra-
porky — &dernym a bilym? (Polohy bflého praporku znadte
pismeny a, b, ..., A).

Vypiéte ptehlednd viechny rizné signdly:

Napi.: Ada Ab Ac
Ba Bb Bc atd.
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2. Novéjsi typy vefejnych hodin jsou ,,¢islicové (obr. 89).
Ve vétsSim okg;ku jsou ddaje o hodindech — jde o prvky
mnoziny H = {00, 01, 02, ..., 23}.
V mensim okénku jsou udaje o minutdch — jde o prvky
mnoziny M = {00, 01, 02, ..., 59).
a) Kolik asovych udaji hodiny ukazuji? Zapiste ndkteré
z nich; nap¥. 15 - 07 znaéi 15 hodin 7 minut.
b) Vypiste viechny ¢asové idaje, které uddvaji ptlhodiny
a celé hodiny. Uspofddejte je do tabulky.

07

Obr. 89

3. V divadelnim sédle je 15 fad po 12 sedadlech, &islovanych
v ka%dé fadé zleva doprava 1 az 12 (obr. 90)., Kazdé sedadlo
1ze urdit dvéma 1daji. Sedadlo

5/9
je sedadlo &. 9 v 5. Fads.
Cena sedadel: I. misto (fada 1aZ8) ...... 12,50 Kés
II. misto (fada 9 8% 15) ..... 8,00 Kés
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a) Vypiste viechny dvojice uddvajici prostfedni sedadla
I. mista.

b) Vypiste viechna krajni sedadla II. mista.

¢) Kolik korun se vybere, je-li sdl plné obsazen?

d) Vléda sed&l na sedadle 10/8, Zdenék na sedadle 7/6
a vyménili si mista. Na kterych mistech museli divdei vstat,
kdyz byl sél plné obsazen?

4. M, je mnozina dvou druhd obrazci:
M, = {&tverec, kruh},
M, je mnoZina t¥i barev:
M, = {Servend, modré, Zlutd}.
Znézorndte kartézsky soulin M, x M, tabulkou i modelem
(barevné obrazce).
5. Jsou dény mnoziny slabik:
M, = {no, vé, vi, si},
M, = {ha, ta, la, ra} .
Vypiste tabulku M, x M, (jde nap¥. o ,,slova‘‘: noha, nola,
atd.). Kterd z téchto ,,slov‘‘ se uZivaji v &estind?
6. a) Kartézsky soudin M; x M, mé 12 prvki. Kolik prvka
maji mnoziny M,, M,? (Uloha mé vice feleni.)

b) MnozZiny M,, M, maji spolené préavé dvae prvky. Kar-
tézsky soudin M, x M, mé 24 prvki. Kolik prvki mé kazdé
z mnozin? (Uloha m4 vice fedeni.)

7. Mezi &tyfi pracujici A, B, C, D maji byt rozdéleny &tyti
goukazy na rekreaci: do Tater, do Krkonod, do Beskyd, na
umavu. Kolik je moznych zpusobi rozdéleni? Jak je vyétete
z ndsledujici tabulky? Vypiste viechny zpusoby rozdéleni,
pii nichz 4 jede do Krkonos.

Praoujil:zdiisto \ Tatry 11{121;2‘ Beskydy| Sumava
A
B
c
D
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8. Zvolte kartézskou soustavu soufadnic.
D a) Zobrazte body 4 =[—1|0), B=[1]2],C=[0] 4],
= [4] 0].
I:p)I Se]astrojte viechny pifimky uréené body 4, B, C, D.
Kolik jich bude?
c) Oznatte prisediky narysovanych pifimek a urlete
jejich kartézské soufadnice.

Obr. 91

9. a) Rysujte ptibliznd podle obrdzku 91.

b) Na jiném listd papiru narysujte znovu tento obrdzek
tak, aby ttvary mély na vadich obrdzeich tou% velikost i vzé-
jemnou polohu.

Névod: PouZijte soustavy soufadnic. Za kladnou poloosu z

zvolte poloptimku AB. Zmé&fenfm zjistdte soufadnice bodd
B, 0, S, U. Nyni uz dovedete obrdzek narysovat.

10. MnoZina M = {6, 12, 18, 24, 30, 36}. 4, je mnoZina viech
nésobku éfsla 4, které pati{ mnozind M. Podobné definujeme
mnoZiny A, A,.

a) Udejte mnoZiny 4,, 4,, 4, vyétem prvki.
b) Dopliite tabulku:

mnoZina MxA, | A X Ay | Ay x A | 4, x A,

podet prvku
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Vysledky odiivodnéte!

11. Na obrézku 92 je &achovnice bez vyznagenych &ernych
poll. Pole, které je ve 3. sloupci a v 4. ¥4dku, ozna&ime

/['3 | 4']\ .
afslo sloupce é&fslo Fddku

B h
P 8
e
7
a 6
) 5
/ >6f$lﬂ I:dd.kl..l
4
f\\\ /// 3
N L~
// ] 2
A/ d
J
. 1 2 3 4 5 6 7 8
dista sZoupc& ~ Obr. 92

s
8) Zapidte tfmto zpisobem pole, které prosel jezdec
z pole 4 na pole B:
(11,[213.0[412), ...
b) Na Sachovnici postavte 4 dé.my na pole: [1| 3], [4 ] 4],
[6]| 5], [6]8). Sami najdéte polohu pété démy tak, aby
viechna volnéd pole byla napadens aspori jednou démou. Je)i
poloha je [ | ]. Dopliite.
12, Na obrézku 93 jo &tvercovd sif, jejiz piimky jsou
oéfslovdny Bod A je prisedik svislé pi'fmky ¢é. 2 a vodorovné
plimky &. 3. ZapfSeme joj pomoe{ kartézskych soufadnic [2 ] 3].
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a) Zapiste timto zpuisobem vdechny body tvoffei pfs-
mena E, K. Napf.:
B (345,13 6

-

S NWUNOO W e

1 2 3 4 56 7 8 9
Obr. 93

b) Zapiste obdobné dalsi pfsmena a dejte je pfedfst svym
kamarddim.
13. Znédzorndte mnoimy bodt
NP -2 Z-[z| 22,
b)R={Y | Y = [22 ] z]}
kdez € {0,1, 2, 3, 4} J akou polohu maji body téchto mnozin ?
14. Z kosmické lodi je mozno vyslat signédly: a, b, ¢, d, e. P¥i
piijmu nelze nékteré dvojice signdla bezpe&nd odlisit. Viz
levou &ést tabulky:

vysléno | moZnosti pfijmu | vysléno | moZnosti pi{jmu
a a, b aq
b b, ¢ be
c c, d ce
d d, e db
e e, a ed
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d) Dopliite pravou 3dst tabulky.
b) Budou-li vysildna pouze ,,slova‘‘ aa, be, ce, db, ed, 1ze
je pFi pFijmu bezpe&nd rozeznat. Pfesvddéte se o tom!

15. Obménte tlohu 14 pro jiny podet vysilanych signdli.
Hledejte maximélni podet ,,slov‘* sloZenych ze dvou pismen,
kterd lze pfi pfjmu odlisit.

16. Urdete viechny obdélniky a &tverce s celo&iselnymi
rozmdéry, jejichZ obsah a obvod je vyjddifen tym% &islem.

3.6. Kartézsky soudin t¥{ mnoZin

USPORADANA TROJICE je trojice predmétii (prvki),
kde zdle#i na tom, ktery pfedmét (prvek) je prvni, ktery
druhy a ktery tfeti.

PRIKLADY

a) Uspotidans trojice JAN — JIRI — JOSEF je jin,
ne%-uspofddané trojice JIRf — JOSEF — JAN.

b} Ze dvou riznych prvki, napt. 1, 2 miZeme utvorit
uspotadané trojice: 111, 112, 121, 211, 221, 212, 122, 222,

¢) Z jediného piedmétu miZeme utvorit jedinou uspo-
fadanou trojici, v niZ se tento pfedmét opakuje; napt.
AAA.

KARTEZSKY SOUCIN

tH mnoZin My, ={a, b}, M, = {c, d, ¢}, M; = {f, g} je
mnoZina uspofadanych trojic: acf, acg, adf, adg, aef, aeg,
bef, beg, bdf, bdg, bef, beg.

Zapisujeme:
M, <X M, x M, = {acf, acg, adf, ..., bef, beg}.
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Rikéme, %e tvoFime kartézsky souéin mnozin M,, M,
M;, nebo Ze mnoziny M, M,, M, kartézsky ndsobime.
Kartézsky souéin t#{ mnoZin miZeme zndzornit
pomoci prostorového schématu na obrazku 94. (Napiiklad

beg bdg beg
A A1
ac adg_1 aeg.
tbef 5 bdf — bef
y
% .)/
acf adf aef
Obr. 94

uspofadané trojice, které maji na 1. misté pismeno ,,a‘
jsou zndzornény v piedni pricelni rovingé; uspofadané
trojice, které maji na 2. misté pismeno ,,c¢‘‘ jsou znazor-
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nény v levé boéni roviné, atd.). Nebo pomoci . klesa-
jicich cest” ve stromu logickych moZnosti (obr. 95,
kde je tlustou ,.cestou vyznalena uspofddana tro-

jice aef).

PRIKLAD

Mame utvorit viechna trojciferna &isla, pro ktera plati:
jednotky 2. fadu uddva néktera z &islic 2, 4, 8; jednot-
ky 1. fadu udava néktera z &islis 0, 1; jednotky 0. Fadu

uddava nékterd z &islic 0, 2, 7.

Hledan4 &isla jsou prvky kartézského soudinu mnozin
A, ={2 4, 8), A ={0,1}, 4, ={1, 2, 7).
A, x A, x A, = {201, 202, 207, 211, 212, 217,
401, 402, 407, 411, 412, 417,
801, 802, 807, 811, 812, 817}.

Pozor. nesmime zamé&nit kartézsky soudin 4, X A4, X
X A, napf. s kartézskym soulinem Ay, x A4, X A,.

Pro koneéné mnoziny plati:

Mnozina Podet prvki Napt. (viz obr. 95)
M, n n,=2
M, Ny My = 3
M, Ny Ny ="
M, x M, x M, Ny .Ny. 7y n.ng. Ny = 12

Pamatujte nizvy:

kartézsky soudin tif mnoZin,

uspoiadana trojice.
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CVICENI

1. Sazebnik pro dopravu baliku rozliSuje tii pésma vzdé-
lenosti: I (do 50 km), II (51 az 100 km), ITI (pfes 100 km);
ddle t¥i t¥fdy podle véhy: L (do 5 kg), 8 (od 5 do 10 kg),
T (od 10 do 16 kg); t&%5( baliky se nedopravuji. Mimo to lze
balik poslat oby&ejné (o) nebo 8 pojisténim (p).

a) Vypiste vSechny moZnosti do dvou tabulek: jednu
pro o, druhou pro p.

b) Vypiste viechny mozZnosti do t#i tabulek: jednu pro
I., druhou pro II, tFeti pro III.

Al Ay A A A
Obr. 96

2. Rysujte podle obrézku 96 (ka%dé dve sousedni body na
obvodu rovnoramenného trojihelnika KLM maji vzddlenost
1 cm). Oznadte: A= {4,, A;, A,, 4, 4}, B= {B,, By, B,,
Bd}’ C= {0y, Cy, 0:; 04} »

a) Udejte podet trojuhelniki A XYZ, kde X € 4,
YeB ZecC.

b) Pokuste se mezi tdmito trojiuhelniky najft ten, ktery
mé nejvétdi (nejmensd{) délku obvodu.

<) Reite obdobnou tlohu jako je tiloha b) pro obsah.
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3. a) V&imnéte si tabulky:

5 8 1
3 7 4 3=8—5,7T=8—1,4=5—1)

1 10
atd.
Najdéte kli¢ k sestaveni tabulky. Vysvétlete, prod se
v tabulce vyskytuji od 6 fddku jen trojice 011, 101, 110.
b) Tabulka z tlohy 3. a) je uréena prvkem 581 € M X
X Mx M, kde M = {1, 2, 3, ..., 9. Opakujte tilohu pro jiné
prvky kartézského soudinu M x M x M. Vidy vém na jednom
mistd vznikne fddek tvaru dd0. Presvédéte se.

4. Kartézsky soudin M, x M, Xx M, mé celkem 12 prvka.
Udejte viechny moZnosti gro poéty prvka mnozin M,, M,, M,.
Vysledky zapisujte do tabulky.

S. Hézime tfemi hracimi kostkami (pokus P).

a) Urdete podet moznych vysledku pokusu P.
b) UrZete pravddpodobnost, £e padne pravé jedna sestka.

& c) Urdete pravdépodobnost, Ze padnou vsechna sudéd
sla.

6. Zvolime libovolnd prvek z mnoziny M, x M, x M,, kde
Ml = {k, n, P}n Mﬂ = {0, a, 2}’ Ms = {8, ‘, l}’
Jakd je pravdépodobnost, Ze tento prvek znadi &eské slovo?

7. Pokuste se najit aspofi dva kvéadry s celodiselgymi roz-
méry, jejich% objem i povrch jsou vyjddieny ty &fslem.

36 VYariace

Zatim jsme kartézsky nédsobili dvé nebo tii mnoziny.
Podobn¥ miizeme kartézsky ndsobit i vice mnozin.
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PRIKLADY

a) Mnozina M = {E, M}. Kartézsky soudin &¢tyf mno-
Zin: :

K=MxMxMxM
je mnozina vSech uspofadanych &tvefic

EEEE MEEE EMME MEMM
EEEM EEMM MEME MMEM
EEME EMEM MMEE MMME
EMEE MEEM EMMM MMMM

MuZeme je opét znazornit jako ,klesajici cesty’* ve
stromu logickych moZnosti (obr. 97, kde tlusté vytaZena
cesta znadi étvetici EMEE).

EMEMEMEMEMEMEMEM
Obr. 97

byM, ={A}, M, ={B,C,D,E, H, K, J, L, M},
M={0,1,2,,..,9}.
Kartézsky soudin Sesti mnozin:
L=M xM,xMxMxMxM
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se sklada ze vSech ,starych evidenénich znadek praz-
skych automobild. Napiiklad éislo

AL 1986 ¢ L.
Z historickych duvodi se prvky kartézského soudinu
MxMxMx...xM
k-krat
(M je neprazdna mnoZina) nazyvaji

k — CLENNE VARIACE (MNOZINY M)

jsou to uspotidané k-tice prvkiu z mnoziny M.
Podet prvki kartézského soudinu lze snadno vypoditat:

Mno- oy lng | n, e may)... na| M, <o, x;, x MM, ... xma

_2ina. i s
g:fﬁ:; 7y [N (N5 [0y |75 |eee |1 Ny.Ng-Ny.Ng.Ny . .. Ny
Peiklad| 2 |3 |22 | 2.3.2.2 = 24

Ovéite si spravnost vysledku pro piiklad z posledniho
Fadku tabulky (jde o kartézsky souéin 4 mnoZin) pomoci
stromu logickych mozZnosti.

Specidlné pro potet variaci dostavame:

Z mnoiiny M, kterd md n proki lze vytvofst celkem
nnn. ....n=n

N————_ ot
k-krat
k-Elennyjch variaci.

Viz piiklad a) na str. 134, kde n = 2, k = 4.
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Poiet variaci je dan dislem
2.2.2.2 =2¢ =186.
— —
4-krat
Pamatujte nazvy: uspofadana k-tice,

variace mnoziny,
k-dlenna variace mnoZiny.

PRIKLAD

a) Krél stoji na prostfednim poli zmen8ené 8achovnice
0 7 X 7 polich (obr. 98). Tfemi tahy se miZe dostat na
posledni ¥adu. Mdme zjistit kolika zpisoby to lze pro-
vést.

Tahy krile mohou byt pouze trojiho druhu: I = vlevo
po dhlopki&ce, p = vpravo po thlopfidce, r = po sloupei.
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KaZdé ptemisténi lze charakterizovat jedinou tH-
-8lennou variaci mnoZiny M = {I, p, r}. VBech variaci je

3.3.3 =38 =27

b) Dale méme zjistit s jakou pravd&épodobnosti dorazi
kré] p¥i ndhodném vybé&ru ti tahti z mnoZiny M na bilé
pole posledni fady.

V tom piipad& je pfemisténi charakterizovdno tako-
vymi variacemi, které obsahujf bud jeden nebo t#i &leny
7. To jaou variace:

il Wl Ur  rer
rip lrp lpr
rpl  prl  plr
PP Prp ppr
Pozadovany jev miZe nastat ve 13 ptipadech. Hledana
pravd&podobnost je

13 . _ o

CVICENI

1. V Satnfku je 5 ko8il, 2 vdzanky, troje kalhoty a dvé saka.
Zjistdte kolika zpiisoby si muZete tyto &tyFi souddsti obledeni
zvolit.

2. Reste tlohu z PRIKLADU b) na str. 137 uZitim statis-
tické pravdépodobnosti. Abyste zaruéili ndhodnou ¥olbu taht
postupujte tekto: Hézejte hraci kostkou a uréete tahy pfed-
pisem:

1,2 -1, 34 ->p, 66 —>r.

3. Na tfech hrandch vychézejicich z jednoho vrcholu krychle
zvolte po tfech bodech.
a) Kolik rovin je uréeno témito deviti body? .
b) KaZdé dvé z té&chto rovin se protinaji nejvyse v jedné
piimece, tzv. prise&nici. Kolik vznikne maximélnd prasednic?
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4. Cisla 32 623, 427 724 nazveme symetrickd. Oznadte:
¢p » .. podet viech n-cifernych &isel (n =1, 2, ...)
8y . .. podet viech n-cifernych symetrickych &isel (n = 1, 2, ...).
a) Dopliite tabulku:

n 1 2 3 4 5 6 7
Ca 9 90
8, 9 9

b) Najdéte a dokaZte vzorce pro vypolet c, a 8,.
c) Napisete libovolné 5-ciferné &fslo. S jakou pravdépo-
dobnosti mazete ofekdvat, Ze toto &islo bude symetrické?

5. a) Na kazdém z pé&ti letist 4, B, O, D, E startuje jistého
dne v 8 hodin réno jedno letadlo. Po ukonéeni denntho provozu
ve 22 hodin je opét kazdé leta,dlo na nékterém z uvedenych
letiét. Na né&kterych letiStich muze byt i vice letadel, dokonce
na uréitém letisti mohou byt vSechna letadla. Kolik je celkem
moznosti?

b) Redte tutéz tlohu pro jiné pobty letist.

6. Z kosmické lodi se vysilaji dva signdly: 0, 1. Pro pfeddni
zprav se uzivd kédu:

A = 11111111 M = 0000 0000
B = 1110 1000 O = 00010111
C = 1011 0100 P = 0100 1011
E = 1001 1010 R = 0110 0101
I = 10001101 S = 0111 0010
J = 1100 0110 T = 0011 1001
K = 1010 0011 U = 0101 1100

= 1101 0001 V = 00101110

Dilezitou vlastnosti tohoto kédu je, Ze odstraiduje chyby,
které vzniknou pfi pfejiméni Zprav. Jestlize byl jeden z osmi
signdli urdujicich libovolné pismeno zachycen chybnd, lze
pismeno pfesto jednoznalné stanovit. Napiiklad:

prejaty signal 1100 0010 | 0111 1100 | 0010 1111

vyslany signdl 1100 0110 | 0101 1100 | 00101110
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a) Presvédéte se o Léto vlastnosti pro pfsmena C, E, U.
b) Desifrujte zprdvu:
01100001 01011110 01000000 11110100 11111111
11001110 01110000 00000111 00101111 11101111
01011011 11001101 01110010 00111001 00000111
11110001 10100011 11111110

g
A

)

une

Obr. 99

7. Mezi 49 vrcholy &tvercové sitd z obrdzku 99 lze nalézt
nejvyse 7 bodu tak, ze kazdé dva maji riznou vzdélenost. Na
obrdzku 99 je zndzorndno pdt bodi. Méte najit polohu dalsich
dvou bodt tak, aby vznikla skupina 7 bod uvedené vlastnosti.

3.7. Prosté variace - g
Jestlize ma k-&lennd variace
Qyaa0y. . .G
mnoziny M vesmés riizné ¢leny, nazyva se

PROSTOU (k-élennou) VARIACI

nékdy téz variaci bez opakovdni.
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PRIKLAD

V&echny prosté variace mnoziny M = {a, b, ¢, d} mi-
Zeme sestrojit pomoeci stromu logickych moZnosti. Na
obriazku 100 je znidzorn&na jeho &ist; chybéjici édst si
sami snadno doplnite.

1-clenné

2-clenne

3-clenné — I — I —Gf
4-clenné — — —
3 8
TRE

Prol <k < nlze z mnofiny Mo n procich sestavit
celkem n.(n—1).(n—2). ... . (n—k+1)

k-giniteld

prostych k-Elennyjch variact.

Toto tvrzeni si ovéfime na piikladech:
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PRIKLADY
a) MnoZina M = {r, s, t}, podet jejich prvku je n = 3.

1-&lenné 2-¢lenné 3-¢lenné

prosté variace r, 8, sr, rt, ra, rst, rts, srt,
st, tr, 13 str, trs, tsr

pocet 3 3.2=6 3.2.1=26

b) Poédet n-8lennych prostych variaci mnoziny Mo n-
prvcich je dén tabulkou '

n | 2 3 4 5 6
vypodet| 2.1 |3.2.1]4.3.2.1]5.4.3.2.1] 6.5.4.3.2.1

vysledek| 2 (] 24 120 720
Cislo n.(n — 1).(n — 2).. ... .3.2.1 zapisujeme ob-
vykle
n!
éteme ,,n faktoridl‘:.
Uvedeme tabulku faktoridla &isel 1, 2, ..., 10.
n|1l1|2|3| 4 5 6 7 8 9 10

nil 1| 2| 6| 24| 120/ 720[6 040| 40 320, 362 880 | 3 628 800

Pamatujte nizev a oznadeni:

prosté variace;
n! (,,n faktorial®).
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CVICENI

1. Kolem kulatého stolu zasedne 6 pfdtel.
a) Kolik je mozZnych rozmisténi pidtel kolem stolu?
b) Kolik je moznych riznych rozmisténi, jestliZe neroz-
lisujeme takové dvé rozmisténi, z nichZz jedno vznikne z dru-
hého otodenim. Napf. nerozlidujeme rozmistdni zndzorndnd
na obr. 101.

A E

Obr. 101

2. Hézime hraci kostkou. Jakd je pravddpodobnost, Ze pFi
tfech hodech jednou kostkou padne vidy jiny podéet ok?

3. Zitra ke mné pfijde pét prétel: Jan, Karel, Jifi, Vlastik,
Zbynék. Predpoklddam, Ze %d4dni dva nepfijdou soudasnd,
a Ze vSechna pofadi jsou stejné pravdépodobné.

a) Jak4 je pravdépodobnost, Zze Jan pfijde prvni a Zbynédk
posledni?

b) Vypoéitejte pravddpodobnost, Ze Jan pfijde dfive nez
Zbynék.

4. Na Sachovnici se md rozmistit 8 vézi tak, aby se zddné
dvé neohroZovaly (tzn. v kazdém sloupci a v kazdé fad® musi
byt privé jedna véz).

a) Kolik je moZnych rozmisténi?
b) Jakéd je pravdépodobnost, %e pfi takovém rozmisténi
budou stdt v8echny véze pouze na ¢ernych polich?

5. V roviné si zvolte 6 riznych bodu, z nich% %4dné t#i ne-
lezi v pfimce.
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a) Kolik lomenych &ar, které maji vrcholy v téchto
bodech, lze celkem sestrojit? Rozlidte piipad uzavienych
a otevienych lomenych &ar. Viz obrdzek 102 ab.

b) SnaZte se narysovat mezi tdmito darami tu nejkratsi
(¢ervend) a tu nejdelsi (modfie).

8 B
Y c b) c
A D A o0
3 E
F F
Obr. 102a,b

6. Problém knihafe: PFi vazbé knih je tieba pouiit dvou
strojd A4, B. KaZdd4 kniha musi{ byt nejdiive zpracovéna
strojem A, teprve pak muzZe byt vloZena do stroje B. M4 se
provést vazba t¥i knih; doba zpracovdni na jednotlivych
strojich je v minutdch udédna tabulkou: '

kniha 1 2 3
A 40 | 20 | 50 ¥
B 25 | 35 | 30

a) V jakém pofadi je tfeba knihy zpracovat, aby doba
od zahdjeni prédce stroje A do skondeni préce stroje B byla
co nejkratsi.

Jnih b) Obmaéiite e sami feste problém knihafe pro pfipad &ty¥
nih.
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7. Na pramitku se vejdou tfi osoby. Ve spolednosti je
71idi: A, B, C, D, E, F, G. Uskutednilo se celkem 7 projizdék;
pfitom kaZ?dé dvé osoby jely spolu prévé jednou. Dopliite
v seznamu chybéjici projizdky:

ABC, ADE, AFG, BDF .

8. (Problémovéd Gloha.) Sprdvnd hraci kostka mé vidy
soutet ok na dvou protéjéich stdndch rovny sedmi. Dvé
kostky povaZujeme za stejné, jestlize je lze pfemistit tak,
%e na stdndch obrdcenych ve stejném sméru majf tyz poéet ok.
Napt. jsou-li kostky zndzorndné na obrdzku 103a,b sprdvné,
pak vlevo jsou stejné, vpravo rizné.

— ® L — [ ®
o [ ] o [ J
-Obr. 103a Obr. 103b
5
5
4
- Podlazi
3
2
1
s Vv J Z .
Svétové strany
Obr. 104
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a) Kolik je riznych sprdvnych kostek ?
b) Kolik je rdznych — spravnych i nesprdvnych hracich
kostek ?

9. (Problémové Gloha, pokratovéni) a) Ze Sesti sprdvnych,
iplnd stejnych, hracich kostek postavte ,8estipodlaznf‘
magickou véZ tédchto vlastnosti:.

k(l) na kaZzdé svétové strand maji riznd podlaZf rdzné podty
ok.
(2) Podty ok na dolnich stédndch udévajf &islo podlaZ{ (tzn.
ne dolnfch stdndch kostek jsou od zdola &fsla 1, 2, 3, 4, 5, 6).
Popis véZe zapiste do ,,plénu‘‘ na obrdzku 104.
b) Uréete kolik magickych véz{ lze postavit. Pfitom
nerozliSujeme dvé véze, které 1ze otolenim ztotoZnit.

10. V zdvodd soutéZili zéci 4, B, C, D, E. Kdosi pfedpovédal
pofadi Zdki A, B, 0, D, E. Ukézalo se, Ze neuhadl umistdn{
ani jednoho #éka, ani pofadi Zddnych dvou po sob& nésledu-
jicich 2dkv. Nékdo jiny pfedvidael pofadf D, 4, E, C, B a uhddl
tak sprdvnd umfstdn{ prévé dvou 24kl a zdroveri dvd dvojice
po sobéd jdoucich Zdkli. Mdte urdit sprdvné pofadi.
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4. Kapitola’

UCIME SE POCITAT § MNOZINAMI

4.1. Prinik mno%in

Viecky prvky mnoZiny M, které nalezi mnoziné N,
tvofi mnoZinu, kterou nazyvéme

PRUNIK MNOZINY M S MNOZINOU N.
Zapisujeme jejf M N N.

U

T
MAT
Obr. 105

Je zfejmé, Ze prinik mnoZiny N s mnoZinou M, tj.
mnoZina N | M je taZ jako M (\N.
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MaZeme tedy fici, %e spoleéné prvky mnozin M, N

tvoli mnoZinu zvanou jednoduke
PRUNIK MNOZIN M, N;

oznadujeme ji M (\ Nnebo N N M.
Nemaji-li mnoZiny M, N Zidny spoleény prvek, je

jejich prunik mnoZina prazdna, coz zapisujeme

Je-li M (\ N = o, nazyvaji se mnoziny M, N

dvojim zpiisobem (obr. 106a, b).

MON-=o.

DISJUNKTNI.

Venntv diagram pro disjunktni mnoZiny lze nakreslit

a) b
Zz A
m’ 4 e g
L /(A
Obr. 106a,b
PRIKLADY
1. Priinik mnozin M a N snadno urdime v tapulce:
z 2| 3| a|7]9]15]16]21]25]30
m / =1/ / [ | —|——|—
N — =11 / = ! = !
MAN|— | — | — | | I | ——=—=|—]|—
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2. A je mnoZina v8ech nezdpornych nésobkil &isla 3;
A ={0,3,6,9, 12, 15, 18, 21, 24, ...}.

B je mnozZina viech nezdpornych ndsobki é&isla 4;
B ={0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, ...}.

Pozor! Nula je ndsobkem &isla 3 i &isla 4.

A N B je mnoZina v8ech nezapornych ¢&sel, kterd jsou
zéroveli nésobky ¢isla 3 i &isla 4, tj. kterd jsou ndsobky
tisla 12;

ANB =1{0, 12, 24, 36, ...}
3. U je mnoZina viech celych &isel men#ich neZ 30,
V je mnoZina vSech pfirozenych &sel vEtdfch neZ 29.
unv=go.
4. Z je mnoZina vech celych ¢&isel.
={reZlr>2,B=&eZ|xsb)

Prinik (viz obr. 107):
ANB={zx e€Z|z>2azdrovedz < 6} =
=z eZ|2<z=5 ={345).

B A
- a N
+ + t l + t t
-2 -1 0 1 2 32 4 5 6 7 8
L |
an®B
Obr. 107
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Na obrézku 108 je prinik étverce A BCD s pfimkou p
usedka KL. Oznaéime-li C &tverce ABCD, je

CNp=KL.

D K c q7 qz

L
// A B
n

Obr. 108

Na témZ obrazku je prinik poloptimek A_ﬁ, BA tisetka
AB. —
AB (VBA = AB.

Na témZ obrazku: Dvé kolmice ¢, ¢, k téZe ptimce p
nemaji spoledny bod i kdy% je libovolné prodlouzime.

aNg=2.

: 3
Ptimky ¢, g, jsou disjunktni mnoZiny bodii.

Priniky ptimek p, ¢, i p, ¢; jsou op&t mnoZiny (jedno-
prvkové), nikoliv body. Proto piSeme

pNa ={R, pNeg=1{S).

MizZeme urdit prinik i vice nez dvou mnoZin. Obr.
109a, b. -
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d/
- <z N
D
a/\@f\e d/\ﬂnC’nz"e'
Obr. 109a,b
PRIKLAD

A je mnoZina viech sudych nezapornych &isel:
A=1{024,638 ...}.
B je mnoZina v8ech celych disel mensich nez 9:
A= {zjecelé |z < 9}.
C je uddna vyétem:
C =1{0,3,12 4,6}.
Priinik:
ANBNC={04,6}.
Presvéddéte se, Ze
ANBNC=ANBNCO=ANBNC
Pamatujte nazev a oznadeni:
Prinik mnoZin,
ANB ANBNC.
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CVICENI

1. Sportovni 8kola. Z urditych 100 Zdka vadi Skoly je 95
plavei, 85 lyzafa a 60 fotbalistu.

V diagramu na obrédzku 110 znadéi horni pilkruh mnoZinu
viech plaved, dolni pulkruh mnoZinu viech neplaveil, pravy
pilkruh mnoZinu vSech lyZaft, levy pilkruh mnoZinu viech
nelyZzafi. MensSi kruh znad¢i mnozZinu téch, kdo nehraji
kopanou, mezikruz{ znaéi mnozinu fotbalisti.

a) Popiste, jaké mnoziny jsou zndzorndny 84stmi, ozna-
denymi Fimskymi éfslicemi I az VIII. (Napf. III jsou neplav-
ci, ktefi lyZuji a hraji kopanou.)

b) Na obrdzku 111 je nakreslen tyz diagram; v nékterych
ddstech jsou vepsdna &isla, kterd znaédi polty jednotlivych
mnozin. Dopliite zbyvajfci dsti.

D (A
D W

v W

N

i

Obr. 110 Obr. 111

2. Zapiste:
a) Prvek x nendlezi priniku mnozin M, N.
b) Priinik mnoZin 4,, 4, je podmnoZinou M. s
€) Mnoziny C, D jsou disjunktni.
d) Mnozina 4 obsahuje prinik mnoZin M, N.

3. Rozhodndte zda pro libovolné mnozZiny plati:
aMON CM;
b)MOMCM,; v ‘
MO A CM()B, kdy: AC B..

Uvedte. pfiklady siselnych mnoZin., ~ -
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4. Udejte vyétem a zapidte prinik mnoZin;
M je mnotina viech kladnych sudych &isel mensfch neZ 1 000.
N je mnoZina kladnych celych é&isel, kterd majf ciferny sou-
&et 3.

5. Narysujte 8tverec ABCD. Na polop¥mku AB naneste
postupné dvakrdt isedku AB; dostanete tak mimo bod B
jeitd bod E. Uréete a zapiste priniky:

a) AB() BC, b) AD(\BC, ¢)BE (N A4C, d)4E( BC,
e) AC () DE (oznadte jej!).

6. Zapisdte, ‘co vidite na Vennovych diagramech z obrdzku
112. V obrdzefch ¢), d) znadi tedky vSechny prvky mnoZin.

9 b)

¢)

Obr. 112

7. Do ndértku nekresleného podle obrdzku 113 zapiste,
které &ésti roviny zndzortuji priniky:

a) M, n M, b)) M, M,, ) M, M,, 4) (M, an) an-
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8. Chodba m4 pfidorys naznadeny na obrdzku l1l4; je to
obrazec sloZeny ze dvou &tvercd 4 BOD, BEFG; dsla uddvaji
délky v metrech.

XM

Obr. 113

a) Narysujte obrazec; &isla poklddejte za délky v centi-
metrech.

b) Vydrafujte v pidoryse &dst chodby, kterou nevidi
&lovék stojici v mistd P; (P} = AF () BD.

¢) Ohranidte tlustou &arou tu &dst pidorysu chodby,
z jejfho% kaZzdého mista vid{ pozorovatel celou chodbu.

6 . F
//
2 /// b}
D 3 C ///
AY e
\\ //
N2
X
P \
// \\
A =) E
Obr. 114
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9. Které mnoziny mohou byt priinikem dvou trojahelniki ?
(Je 7 moZnosti — nadrtnéte jel)

10. Zvolte &tyti body A, B, ¢, D tak, aby 24dné t#i nelezely
v pfimce. Které mnoziny mohou byt prinikem trojthelniku
a) A ABC, A BCD, A ACD;
b) A ABC, A BCD, A ACD, A ABD.

11. a) Kolik je &isel, kterd jsou vétsi neZ 95 a menii nebo
rovna 227?
b) Kolik je &isel, kterd jsou vé&tsi nebo rovna 187
a mensi nebo rovna 3481?
c) Kolik je &isel, kterd jsou v&tsi nebo rovna 111 a mensi
nez 445?
d) Kolik je &isel, kterd jsou v&tdi nez 715 a menSi neZ
10327
Ve viech &tyfech tlohédch vyjddfete vysledek pomoci rozdilu
danych dvou &isel.

12. Kolik je &isel vétdich neZ a a mensich nebo rovnych
éislu b? Zkuste nejprve pro uréitd &isla a, b, napf. a = 11,
b= 37, nebo a =9, b = 24 apod. Pak zapiste vysledek pis-
meny.

13. a) Kuafi na S8achovnici md byt premistén z pole 2 na
pole g6. Udejte &tyfi rizné cesty a porovnejte jejich délky.
(Délka cesty je podet tahd, které musi kun pii pfemist&ni
vykonat.)

b) Dovedete najit dv® cesty, z nichZz jedna bude delsi
o 1 tah nez druhd?

14. Udejte, . ktery utvar je prunikem nésledujiclch dvou
goeometrickych Gtvari:
a) Ctverec a pfimka.
b) KruZnice a uselka.
¢) Kruh a pfimka.
Ve viech pfipadech jsou t#i moZnosti — nadrtnéte je.

15. MnoZina Z = {1, 2, ..., 20}. Jsou dény dva rozklady
mnozZiny Z:

Rozklad R, mé tiidy:

e, ...,7(8,9, ..., 18}, {18, 20}.
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Rozklad R, mé t¥idy:
T, = {r € Z| = je ndsobek tfi},
T,={r € Z| (x + 1) je ndsobek tif},
T,={x € Z| (x + 2) je ndsobek tFi}.
a) Sestrojte rozklad R mnozZiny Z, ktery je zjemnénim
rozkladd R,, R;. (Rozklad R mé co nejménd t¥id, z nichz
kazdé je podmnoZinou nékteré t¥idy rozkladu R, i R,.)

b) Dovedete pfedem uréit, kolik md zjemnény rozklad
R nejvysde t¥id, zndte-li poéty tfid rozkladi R, a R,?

4.2, Sjed.noceni mnoZin

Ke vSem prvkam mnoziny M piiddme (ptipojime)
viecky prvky mnoZiny N; tim dostaneme novou mno-
Zinu, kterou nazyvame

SJEDNOCENIM MNOZINY M S MNOZINOU N.

Maji-li mnoziny M,N spole&né prvky, poditime je
do sjednoceni jen jednou. Sjednoceni mnoZin M, N
zapisujeme

My N.
Je zfejmé, Ze plati
MUN=NUM. s

PRIKLADY
a) M je hromada jablek, N jind hromada jablek.

M) N je hromada, kterd vznikne sesypanim obou
prvnich hromad.

b) P je mnoZina viech zaku vasi t¥idy, ktefi hraji na
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klavir; G je mnoZina v8ech %4k vesf tfidy, ktef hraji
Sachy. P\ G je mnoZina viech takovych Zikl vadi
tfidy, z nichZz kaZdy bud hraje na klavir nebo hraje
Sachy.

Mezi pfiklady a), b) je tento rozdil:
V ptikladu a) je

MAON-= g2 (M, N jsou disjunktni —

#4dné jablko neni zérove na obou hromadéch jablek.)
V ptikladu b) miZe byt

M (N # g (M, N nejsou disjunktni — miZe byt
zak, ktery zdroveii hraje na klavir a je Sachistou.)

MnozZinovy diagram sjednoceni 4 () B ukazuje
obrazek 115. Diagram sjednoceni A|) B je ohraniden

tlustou &arou.
]

Obr. 115

£

Plati
(AN B)CA4

AC (AU B),
(ANBC(AU B).
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¢) Sjednoceni mno%in M, N zadanych tabulkou:

¥4 3 3 6 9 156 | 16 | 19 | 23 | 31

Mo | — ===

N | —|— |11t i=|r1]1]=
MUN| — | /| 1=l
d)Z={1,23,...,16);

A={zxe Z |z jesudé &slo}, B={re Z |z <5}
Sjednoceni (viz obr. 116):
A B ={z € Z | je sudé ¢islo nebo x < 5} =
={1,2, 3,4, 68 10, 12, 14, 16}.
a8

]

1 23 45 67 8 9101121314151
Obr. 116

Q v B C (srafovanc) a By € uD (srafovano)
Obr. 117a,b
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MuzZeme uréit sjednoceni i vice neZ dvou mnozin. Viz
obrazek 117ab.

Pamatujte nézev a oznadeni:
Sjednoceni mnoZin;

AUB AUBU C

CVICENI

1. N je mnozina v8ech &isel mensich nez 73 a vétSich ne% 50.

a) Vypiste tyto podmnoZiny mnoziny N: mnoZinu N,
véech nédsobku t¥#i{, mnoZinu N, v8ech ndsobkl &tyF, mnoZinu
N; vBech ndsobku péti. Zndzorndte prvky téchto mnoZin na
&iselné poloose; kazdou mnozZinu jinou barvou.

b) Vypisdte mnoZinu P v8ech &isel z N délitelnych dva-
nécti. Vypifte mnoZinu G vlech &isel z N délitelnych bud
tferni nebo pé&ti nebo tfemi i pé&ti. Zapi§te, jakymi vykony
vzniknou mnoziny P, G z mnoZin N,, N,, N;.

c¢) Z kterych &fsel se sklddaji mnoZiny: N, () Nj,

N, U N, N; ) N, (A Ny, N; U N, ) Nq?

219 |56

5171163

N

4 10|
A 13

e

Obr. 118

NN

Q

2. Hra: Obrdzek 118. Potfebujeme hraci desku, na které
je velky &tverec rozdéleny na 16 mensich &tverch téZe velikosti,
do nichZ jsou vepséna &isla podle nédértu. Hréd poloZi pf{mé
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pravitko a narysuje pfimku tak, aby neprochézela Zédnym
vrcholem Zddného &tverce.

K piimce pripie své jméno a selte ¢&isla poli, kterymi
piimka prochézi. (Napf. na obrdzku je soudet 12 + 8 + 14
4+ 1= 35.) Vyhrdvd ten, kdo dosdhne nejvétiiho soudtu.
Pokuste se dosdhnout soudtu 74.

3. a) Popiste (charakteristickym znakem) mnoZinu &isel,
kterd vznikne sjednocenim vSech dvojcifernych a mnoZiny
vSech trojcifernych éisel.

b) Popiste mnozinu, kterd vznikne sjednocenfnr mnoZiny
vSech &isel jednocifernych a mnoZiny &isel mensich nez 20.

c) Popiste mnozinu, kterd vznikne sjednocenim vSech
¢&isel vétéich nez 205 a mensich nebo rovnych 199.

d) Popiste mnozinu, kterd vznikne sjednocenim mnoziny
viech &isel asponi trojcifernych a mnoziny viech &isel mensich
nez 307.

e) Popiste mnozinu, kterd vznikne sjednocenim mnoziny
viech sudych &isel a mnoziny viech ndsobkd Sesti.

4. Na mnozinovém diagramu vyznadte tii mnoziny 4, B, C,
praniky A()Y B, B () C, C(\) A, sjednoceni 4 () B, B|) C,
C U A4, a rozhodnéte, které ze zdpisu plati:

4anBC@U B), (BNCCC,
AC(aQ B), AU B Ca4,
BC(BU O). “yocec

5. V giti &tverci na obrdzku 119 sestrojujeme ,,cesty‘
z vrcholu 8 do vreholu Z. VSechny ,,cesty‘* vedou vidy vpravo
nebo nahoru. M je mnoZina vSech cest. 4 je mnoZina viech
cest, které jdou bodem A. Podobny vyznam maji mnoZiny
B, C, D, E, F. (Na obrdzku 119 je zndzornéna jed‘pa. cesta
vedouei bodem D; patii mnoziné D.) :
a) Ur&ete podty prvki vSech mnoZin M, A, B,C, D, E, F
pomoci kombinadnich &isel. Napifiklad mnoZina D méd

5).(9
3) (4
prvki. Cisla 5 a 9 znadi ,,délky* cest SD a DZ. Cisla 3 a 4 znadi

délky t&ch &dsti cest SD a DZ, které sméfuji vpravo.
b) Odidvodndte (bez pouziti tabulky kombina&nich &isel):

(@) + ()G + ()E) + () + @) + G)E) - (7)
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8. VyBettete, které mnoZiny mohou byt sjednocenfm dvou
dtvercl 8 rovnobé&Znymi stranami.

7. a) Kolika riznymi zptisoby mifete zapsat pétithelnfk
ABCDE jako sjednoceni t¥i trojihelniki |
b) Reite obdobnou tlohu pro &estithelnik a &ty¥i troj-

vhelnfky.
?Z

()——
B

[ AD
Y

AE
sL T o

Obr. 110

00

/

Obr. 120

a b c

8. Brahminskid hra. Obrdzek 120. Potfebujete tfi kotoude
ruznych velikost{ & podloZku, na které jsou vedle sebe vyzna-
deny t¥i kruhy velikosti nejvétitho kotoude. Na kruhu 1 jsou
narovnény kotoude a, b, ¢ tak, Ze nejvétai z nich (¢) je vespod
a nejmensi (a) navrchu. Ukolem hry je pfemfstit kotoule
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z kruhu 1 na kruh 2 (nebo 3) tak, aby byl opét nejvétsf vespod
a nejmensi navrchu.

Pravidla hry: I. Kotoute se musi pfemistovat jednotlivé.
II. Nikdy nesmi lezet vétsi kotoué na mensim.
ZapiSte vdechny tahy hry. (Napf. je-li prvni tah piemisténi
kotoude a na kruh 2, druhy tah pfemistdni kotoude b na kruh 3,
zapiSeme a2 — b3 atd.). Kolika tahy lze hru ukonéit?
Opakujte se 8tyfmi kotoudi riznych velikosti (pfi ne-
zménéném 3 kruhu). Zapiste tahy a zjistéte jejich podet.
Vyprévi se, Ze'Indi¢t{ mnichové hraji tuto hru se 100 kotouédi
a v&Fi, Ze aZ hra skondi, nastane konec svéta. Dovedeme vypo-
&itat, Ze trvé-li jeden tah vtefinu, potrvéd brahminskd hra se
100 kotoudi asi 30 tisic triliont let (to je ¢islo o 23 cifrdch).

4.3. Polet prvki sjednoceni dvou mnoZin

Pro koneéné mnoziny oznadime:

mnozina 4, Ay A 4, (A nA4

podet prvki n, Ny 813 Pas .

Plati vzorec

—_ | - i
Sp=N,——N,—P,, 3

PRIKLADY

a) MnozZina A4, = (1, 2, 3, 4, 5}, A, ={4, 5, 6, 7}.
Zikladni mnozina Z se sklida ze viech jednocifernych
¢isel. Viz Venniiv diagram (obr. 121).
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Sjednoceni mnozin A4,, 4, je

§=4,UA4A={1,23,4,56,T},
pranik je
P=A4 OP,={45}.

&£
A\ ?
o9

Obr. 121

Je tedy: n, = 5, ng = 4, 8;3 = 7, P, = 2, takZe opravdu
plati rovnost

8 =7 +Ny— Py, (nebot 7 =5 +4—2).

Vzorec miZeme ovéfit i tabulkou:

z 12| 3|4 56]|6(|7)]]8}9

A 1|l j=l—=]=]—|m=

A |—{=|=l1]1{t|1]|=]—|m=¢

s B R N O IR I R P PR
— ==l 11| === =] Pu=2
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b) Ve tfideé je 18 Zaki (mnozZina A;), kteii maji aspofi
jednoho bratra; 12 %4kl (mnoZina A4,), ktefi maji aspoii
jednu sestru, a koneén@ 23 Zici (mnoZina A4, |J A,), ktefi
maji aspoii jednoho sourozence. Kolik Zdkit ma sestru
i bratra (polet prvki mnoziny 4, N A,).

Potitdme podle zndmého vzorce:

23 =18 + 12— p,,,
23 =30 — p,,,
P =17.
Ve tfidé ma tedy p,, = 7 Zdku sestru i bratra.

¢) Je-li n; = 15, n, = 29, p,, = 17, lze podle zndmého
vzorce vypoditat s, = 27.

Ale nelze najit mnoZiny A, B, pro né% je n, = 15,
ny =29, p, =17, 8, =27. Tato ¢sla nevyhovuji
nerovnostem:

Pra =M S 8.
Prs SN =8y,
Poznédmka. Vzorec

813 =M + Ny — Pre

a; @,

Obr. 122

lze dokdzat s pouZitim Vennova diagramu z obr. 122 (kde
malé pismena znadf podty prvki).

143



Plati:
$p=a +b+c¢, nm=a-+b n=0b+4¢c, p.=0>b,
to znamend, Ze opravdu je

a+b+c=a+b+b+c—b>.
N comm—— N e’ —
$12 " Ny Dre

Pamatujte si vzorec:

815 = My + Ny — Py,

CVICENI

1. Kazdy pracujici jistého zédvodu bud je élenem kulturniho
krouzku nebo c¢vié¢f v zdvodni télovychové, nebo déld oboji
dinnost.

a) Oznadte K mnoZinu pracujicich, ktefi jsou é&leny
kulturniho krouzku, T mnozZinu téch, ktefi cviéi v télovychové.
Popiste mnoziny K () T, K |J T a oznadte mnoziny v die-
gramu z obrdzku 123.

b) V zdvod$ je 85 pracujicich; 36 jich cvi¢i v zdvodni
télovychovs, z nich 9 jsou &lenové kulturniho krouzku. Kolik
precujicich je celkem &leny kulturntho krouzku? (Hledejte
poéet prvki mnozin K, T, KUY T, KO T.)

Z z

15

.

Obr. 123 Obr. 124°
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2. L je mnoZina viech letadel, kterd byla réno jistého dne
na letidti, P je mnoZina viech letadel, kterd bdhem dne pfile-
téla, O mnozina v8ech letadel, kter4 bdhem dne odletdla.
Z4dné letadlo neptiletdlo toho dne na letidt vickrdt neZ jednou
a také Z4dné letadlo neodletélo toho dne vickrédt nez jednou.

a) Popiste mnoZziny PN O, LY P, Oy P, L) O.

b) Rédno bylo na letisti 17 letadel, z nich odletélo 15,
celkem odletélo 27 letadel, celkem piiletélo 32 letadel. Kolik
letadel zistalo veder na letidti?

c) Do kazdé ze sedmi nevySrafovanych édsti roviny
(obr. 124) vepiste ¢&islo, které znadé{ podet letadel, kterd tvori
pfisludnou mnoZinu. (Dvé z &fsel jsou zapsédna jako piiklad.)

3. Na upravé terénu pracoval prvni bagr 63 dni, druhy bagr
48 dni, oba spoletnd 29 dni. Kolik dni trvala Gprava? Znézor-
néte diagramem.

4. Na zfiové prédce ve stdtnim statku byly nasazeny dva
kombajny. Celkemn pracovaly 189 hodin, prvni pracoval 115
hodin, druhy 168 hodin. Kolik hodin pracovaly oba zérovei?
Zndzornéte diagramem.

5. V této tloze znadi a polet prvki mnoZiny A4, b polet
prvki mnoziny B, p podet prvka praniku A4 () B, 8 podet
prvku sjednoceni 4 () B.
a) Urlete p, je-li 8 = a + b; jaké jsou mnoZiny 4, B?
b) Plati p = s8; co lze fici o0 mnoZinach 4, B?
¢) Plati p = b; co lze Fici 0 mnozindch A4, B?

Ve vBech tfech ptripadech nakreslete diagram.

6. Podnik se sklddéd ze dvou odd8lenych zdvoda. V obou
zévodech byl proveden pruzkum, kolik lidi mluvi anglicky
a rusky. Byly ziskdny tyto ddaje

I. II.

Podet vBech zaméstnanci zdvodu 14}" 112
z toho znaji: anglicky 55 52
rusky 83 88

anglicky i rusky 37 23

Vypoditejte kolik lid{ mluvi v kazdém zdvodé anglicky nebo
rusky (aspori jednim z téchto jazyku), kolik mluvi jen anglicky
a kolik jen rusky. (Co lze prohldsit o udejich ze zdvodu II?)

7. Na vesnici je 43 majiteld motorovych vozidel (aut a moto-
cykld). Pfitom auto vlastni o 12 osob vice neZ motoeykl. Kolik
je ve vesnici majiteld aut?

165



8. V holiéské provozovné stoji holeni 2 Ké&s a stifthdni
8 K&s. Za dopoledne bylo inkasovéno 209 Ké&s. Podle vydanych
%okladnich lfstku se zjistilo, Ze bylo obslouZeno 41 zdkaznfki.
olik lidi se dalo holit a kolik st¥fhat? (Uloha mé 8 feSeni.)

4.4, Polet prvki sjednoceni t¥i mnoZin

PRIKLAD

V jedné zpravé o prizkumu vyuZiti volného ¢asu byly
uvedeny tdaje: ,,Ze zkoumané skupiny 150 osob navsti-
vilo alespoii jednou v mésici n&jaky kulturni podnik (tj.
kino, divadlo nebo konecert) 101 osob, z toho:

kino 77 osob kino a divadlo 36 osob
divadlo 63 osoby kino a koncert 21 osob
koncert 32 osoby divadlo a koncert 29 osob

kino, divadlo i koncert 15 osob*
Mame ukazat, Ze idaje ve zpravé jsou nepravdivé.

s O\
(kino) v (divadio)
—mncert )

Obr. 125
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UZijeme Vennova diagramu (obr. 125, mald pismena
znadf podty prvki). MiZeme postupné doplnit tdaje
(zapiSte do diagramu sami):

e = 15, nebof prinik mnoZin K\ D () C m4 15 prvki;
b = 21, nebof prinik Ky D méd b + e = 36 prvki;
d = 6, nebof prinik K() C mé d + e = 21 prvki;

= 14, nebot prinik D | Cma p + e = 29 prvki;

g = —3,11‘1?bof. mnozina Cméd +e + p + g = 32 prv-
.

Ale g je podet lidi, ktefi navitivili jen koncert a nemiize

to byt zdporné &islo.

Pro konetné mnozZiny uZijeme oznadenf:

Mno- { Podet Pruniky | Podet, Sjednocen{ Poé?l
%iny |prvku mnozZin |prvky mnoZin prvkid
4 | m 404 | Pu 4,04 | &
A, Ty 4, 4, P 40 4, 8
A, 7, A N A, P 4, U 4, 8n

A4, N AN A | P 404,04 s

Plati vzorce .

— I_ |
S193 =My nz+n3—P12_P13_P23 E_Pl23

—_pn A — — —_
Pigs=n,= Ny~ N3—S§,,—S), sza"l‘sm

Jeden vzorec vznikne z druhého pouhou zdménou pismen
p a 8. Rikdme, Ze jsou tyto vzorce duélnf.
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PRIKLAD

Pro mnoziny znazorn&né Vennovym diagramem (obr.
126) plati:

A
Obr. 126
m =3, P2 =2, 8, = 9,
ny, =6, Pa =1, 8y =12,
n, =8, Py =3, 8 =11,
Przs =1, 8103 = 14,

Qvéfeni 1. vzorce:
14 =5464+8—2—1—341.
Ovéfeni 2. vzorce:
l1=56+6+4+8—9—12—11 +4+14.

Pozndmka. Oba vzorce pro 85, a P miZete ovéfit
podobns jako vzorec pro s, na str. 163 a 164. Pokuste se
o to sami.

CVICENI

1. Ve mé&std jsou tfi linky elektrické dréhy. Celkovd délka
kolejf je 26 km. Tratd jsou dlouhé:
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I..... 9km, II..... 12km, IIL..... 13 km.

Diéle je zndmé délka spoleinych usekd kazdych dvou linek:
LII....3km, ILIII....6km, LIII....4km.
Urtete délku tratd spolednou viem tfem linkém.

2. V rodinném albu je 74 fotografii, na nichZ je aspoi jeden
élen rodiny (otec, matka, syn). Na 7 fotografiich jsou oba
rodite na 53 fotografiich asponn jeden z rodidd. 17 fotografii
zndzorfiuje oba muze a 65 alespoil jednoho z muzi. Na 5 foto-
grafiich je zachycen jen otec a na 25 je matka se synem. Podle
toho, kdo je na fotografii, miZeme rozlisit 7 druhu fotografii.
Uréete podty fotografii viech sedmi druhu.

3. Na vysoké Skole musi ka?dy posluchal studovat vedle
vlastnfho oboru jestd espoii jeden z cizich jazykid: anglicky,
francouzsky, rusky. Udaje o posluchadich posledniho roéniku
jsou zachyceny tabulkou:

@ (b .
23 13 ........ angliéting
23 23 ........ francouzstina
28 36 ........ rudtina
8 4 ....... . anglidtina a francouzétina
11 11 ........ angli¢tina a rustina
12 6 ........ francouzitina a rustina

b 1 ........ vechny t#i jazyky.
Vysvétlete vysledek v pripadd (b).

4. Ve cvideni 3. a) urdete pravdépodobnost, Ze ndhodné
vybrany posluchaé studuje
a) anglié¢tinu,
b) angli¢tinu a rustinu, ale ne francouzétinu. gr(

5. V knihovné byl proveden prizkum, jaky zdjem maji
&tendfi o beletrii, poezii a nauénou literaturu. Bylo zji&téno,
Ze z registrovanych é&tendia si vyptjéilo za pal roku:

65 9, étendia beletrii,

26 9, ¢tendid poezii,

16 9, &tendii nauénou literaturu,

12 9, &tendit beletrii a poezii,

8 9, &tendiu beletrii a nauénou literaturu,
7 % &tendid poezii a naugnou literaturu,
1 9% é&tendft knihy véech tfi skupin.
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a) Kolik &tendih &te jen poezii?
b) Jaké je pravddpodobnost, Ze nédhodny ndvatévnik
knihovny si ptjéuje beletrii?

6. Na palubd vyletni lodi cestuje: 9 kluki, 5 dét{ z Prahy,
9 dospélych muzu, 7 venkovskych klukid, 14 Prazand, 6 Pra-
zéktt muZského rodu a 7 venkovanek. Kolik bylo na lodi
celkem cestujicich? Kolik z nich bylo muZského rodu, kolik
Prazani, kolik dospélych ? Kolik bylo mezi cestujicimi venkov-
skych dévéat a kolik prazskych klukd ? MiZete d4t na vSechny
otdzky jednoznadnou odpovéd? (UZijte mnoZin: £ — mnoZina
vBech cestujicich, P — mnoZina v8ech cestujicich z Prahy,
D — mnozina v8ech dospélych cestujicich, M -— mnoZina
cestujicich muzského rodu.)

4.5. Pravdépodobnost sjednoceni dvou jevi

Oznadime:

jev J, Js JJUOK | 0,
pravdépodobnost p(Jy) |pW) | LU Js) | plh NV

A. Ptipad disjunktnich jeva J, J; (obr. 127).

M je mnoZina n pokusi M je mnozina 100 vrhi
kostkou

J, je prvni jev; v mnozingé J; nastane, kdy% padne
W mé &etnost n; 1 oko; n; = 15

J; je druhy jev; v mnozing J;, nastane, kdyZz padne
W m4 &etnost n, 6 ok; n, = 18

Ji U J; je daldi jev; J; U J; nastane, kdyz
v mnoZiné M m4 &et- padne bud 1 oko,nebo
nost 8, 6 ok; 83 = 33
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Mnozina vsech MM ~{Mnozina vsech pokust

pokust, kdy padlo
1 M)g ok

nozina vsech
pokusd, kdy padlo
5 ok

Mnozina vsech
|pokust, kdy padld
1 oko

Obr. 127

Pravdépodobnost jevu J, je pfibliZné

- m 15 — 150
p(Jy) = = 100 =016 =15 9,.
Pravdépodobnost jevu J, je pfiblizné
— ﬂ _18_ — S [
P = g = 018 =18 %
Pravdépodobnost jevu J; |J J, je pfiblizné
N W i WU W T
p(h U J) = n _n+n_

=p W) + ) = 0,33 =33 %.

PRAVDEPODOBNOST SJEDNOCENI DVOU
DISJUNKTNICHJEVU J,J,(tj.J, N J, = @) je

Py U o) = pdh) + p(Je)
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PRIKLAD

V kapse mam 6 desetihaléfi, 2 pétadvacetihaléfe,
1 padesatihaléi a 4 mince korunové. Vytdhnu z kapsy
minci, vratim ji a pokus opakuji 50-krat. Kolikrat
pravdépodobné vytdhnu desetihalét nebo pétadvaceti-
haléF?

Redeni. PouZijeme teoretické pravdépodobnosti.
Mnozina v8ech moznych vysledkd ma n = 13 prvka,
nebot mam v kapse 13 mineci. Jev J, je mnoZina vSech
vysledkd, ptinich? je vytaZena mince desetihaléf. Jev J;
ma tedy a, = 6 prvki. Jev J, je mnozina vSech vysledki,
kdy vytaZend mince je pétadvacetihaléf; ma a, = 2 prv-
ki. Ziejmé je J, N J, = 2.

6

Pravdépodobnost jevu J; je p(Jy) =

p— —
W|l° [

Pravdépodobnost jevu J, je p(J,) =

31,,9 3|8

Pravdépodobnost jevu J; U J; je
8 .
P () + p(J) = 43 =06l

Vsecky tyto pravdépodobnosti jsou teoretické.

P#i k = 50 pokusech nastane jev J; {J J, (vytdhnu
desetihalét nebo pétadvacetihaléf) ptiblizné 31-krat,
nebof

k.(pJ) + p(J)) = 50.0,61 = 30,5 = 31,
B. PFipad libovolnych jeva J,, J, (obr. 128).

M je mnozina n pokusi M je mnozina 52 taha ve
Sportce
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J; je prvni jev; v mnoziné
M ma getnost n,

J, je druhy jev; v mnoii-
né M ma &etnost n,

Ji N J; je tieti jev:
v mnoziné W ma &et-
nost py,

Jy U J; je dalsi jev;
v mnoZiné M ma det-
nost 8, =n;, + n, —
— Pre*)

J, nastane, kdyz je vylo-
sovano éislo 3; éetnost
n, = 16

J; nastane, kdyZz je vylo-
sovano é&islo 17; etnost
n, = 13

Ji- N J; nastane, kdyz
jsou vylosovédna obé
disla 3 a 17; &detnost
Prs =2

Jy U J; nastane, kdyZz je
vylosovano aspoii jedno
z disel 3, 17; é&etnost
8 =16 + 13 — 2=27

m .
[Mnozina vsech tahi]

Mnazina vsech tahu \F
s vylosovanym — "—}z
¢.3_nebo 17 =1 = v
7 nazina vsech tahu
vd s vylosovan m
~ 1

—

\Jvf‘:?z

Mnozina vsech tah N
s vylosovanym \\ J ) nozina vsech tahi
.3 U s vylosovanymi
o &3.1
Obr. 128

*) Viz vzorec pro podet prvki sjednoceni dvou mnoZin na
str. 161.
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Pravdépodobnost p(J;) = _nn_ = — = = =0,31 = 31 9%,
Pravdépodobnost p(J;) = % = ? = 0,25 = 25 9%,
Pravdépodobnost p(J, () J)) = % = % =~
= 0,04 =4 9.
Pravdépodobnost p(J, U Jp) = % =
N Wl Sl N NI T 2
n n n n

= p(Jh) + p(Jo) —p(Jy N Jy) = 0,56 = 56 %,

PRAVDEPODOBNOST SJEDNOCENf DVOU
LIBOVOLNYCH JEVU J,, J, JE

py U &) = p(y) + p(Jy) — o N Jo)

Vzorec plati i pro statistické, teoretické a geometrické

pravdépodobnosti.
Porovnejte uvedeny vzorec se vzorcem pro pocet

prvki sjednoceni dvou mnozin, str. 161.

PRIKLAD

Hazime velkou a malou kostkou. Vysledky zapisu-
jeme jako dvojcifernd &isla — podet ok na velké kostoe
udéva desitky, podet ok na malé kostce znadi jednotky.

Jaké je pravdépodobnost, Ze padne &islo, které je na-
sobkem dvou nebo tfi?
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Redeni. Poutijeme teoretické pravdépodobnosti. Po-
kus, tj. hod velkou a malou kostkou, ma 36 moZnych
vysledkt. Jsou to dvojélenné variace mnoziny {1, 2, 3,
4, 5, 6), které zapisujeme jako dvojciferna &isla. Jev J,
je mnoZina viech vysledki, kdy hod uréi sudé éislo;
jev J; ma n, = 18 prvki. Jev J, je mnoZina vysledkd,
kdy hod uréi &islo délitelné t¥emi:

Jy = {12, 15, 21, 24, 33, 36, 42, 45, 51, 54, 63, 66};
Jev J, mé n, = 12 prvki. Jev
J, O . = {12, 24, 36, 42, 54, 66}
mé p,, = 6 prvki.

Pravdépodobnosti:
18 -
12
P O J) =55 = 017 =17 %,

Pravdépodobnost jevu J, J J; je

AU &) = ph) + o) — oy N\ Jo) = 0,66 =
=66 9. ;
18

CVICENI

1. Vypiste mnoZinu M vEech dvojecifernych &isel, kterd majf
ciferny soudet 9, a zjistéte poéet n jejich prvku. Vypiste pod-
mno%inu M, C M v8ech ¢&isel, které jsou ndsobky é&isla 5,
o zjistéte podet a, jejich prvki. VypiSte podmnoZinu M, C M
viech &isel, kterd jsou sudéd; zjistdte polet a, jejich prvki.
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a) Urdete teoretickou pravdépodobnost p,, %e napsané
é{slo z mnoZiny M je ndsobek pé&ti.

b) Urtete teoretickou pravdépodobnost p,, %e napsané
éislo z mnoziny M je sudé.

c) Urtete teoretickou pravdépodobnost p, Ze napsané
dislo z mnoziny M je bud ndsobek pgtl nebo sudé. Je p = p, +
+

Vysvétletel

2. Opakujte cvideni 1 8 tim, Ze mnoZinu M, pounechdte,
mnoZinu M, nahradite mnozinou M, viech é&isel z M, kterd
jsou ndsobky &ty¥. Vypodstéte pravdépodobnosti p,, p, a zjistéte
zda je p, + P; = ¢, kde q je pravddpodobnost, Ze napisi ndsobek
étyT nebo péti. Vysvétlete rozdil mezi vysledky evideni 1 a 2.

3. Na rozvodné desce je pét vypinadi, kazdy z nich zapind
jedno svétlo. Checeme rozsvitit bud svédtlo A nebo svétlo B.
Jekd je teoretickd pravddpodobnost, Ze se ndm to zdafi:

a) pfi zapnuti jednoho vypinade;
b) pti zapnuti dvou vypinada?

4. V osudi jsou kulitky oznadené vSemi pfirozenymi &fsly

mnoziny M = {1, 2, 3, ..., 100}.

a) Jaké je teoretickd pravdépodobnost, Ze vytdhnu
kuli¢ku oznadenou ndsobkem jedendcti?
. b) Jakd je teoretickd pravdépodobnost, Ze vytéhneme
kulitku, oznafenou ndsobkem tfindcti?

c) Jakd je teoretickd pravddpodobnost, Ze dostaneme bud
vysledek a) nebo vysledek b)?

§. a) Nakreslete podle obrdzku 127 Vennuv diagram t# jevi
po dvou navzdjem dlsJunktmch 8 pravdépodobnostmi py, P, P
Urdete pravd8podobnost, Ze nastane bud jev J, nebo jev J,
nebo jev J,.

b) Sestavte konkrétni ptiklad, tieba s hraci kostkou nebo
pohybem koné na Sachovnici (viz obr. 45 na str. 68).

6. Vyjd&te ze stejné situace jako ve cvideni 11 na str. 69.
Vypoé&téte pravdépodobnost, Ze vytdhnu:
a) bud dvé kuli¢ky &erné nebo dvé kulicky bilé;
b) bud dvé kulitky &erné nebo dvé kulitky ruznych
barev;
<) Bud dvé kuli¢ky éerné nebo dvé kulidky bilé nebo dvé
kulitky riznych barev.
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7. Vyjdéte ze situace popsané ve cviteni 13 na str. 69 a vy-
podtéte teoretickou pravdépodobnost, Ze vyto&im:
a) &tvrté nebo p4até &islo sprdvné;
b) &tvrté nebo pété nebo Sesté (tj. aspoir Jedno &islo)
sprdvné;
c) aspoti dvé z poslednich tfi &isel spréavné.

8. Redte wlohu 4 pro p¥ipad mnofiny M = {1, 2, ..., 500}.

9. Ve tiidé je 12 chlapci. Z nich se maji vybrat losem 4 %dci,
ktefi maji jet na brigddu na 8kolni pozemek. Jaké je pravds-
podobnost, Ze los urdi aspofi jednoho ze sourozenciu Jana
a Josefa Okounovych?

10. V dostihu pobézi 8 koni, mezi nimi Avann, Vének
a Bélka. Jakd je pravddpodobnost, Ze Avann pfedb8hne bud
Vénka nebo Bélku. (Pfedpokldddme, Ze vSechny kond maji
stojné Sance na umisténi.)

11. Jakd je pravdépodobnost, Ze dva ndhodnd vybrani
obéané republiky jsou narozeni v témZe mésici, nebo slav1
svidtek v témZe mésici (rok narozeni nerozhoduje). :

12. Ve 8kole jsou tF¥i zdjmové krouzky: sportovni (S),
vytvarny (V), hudebnf (H). Ve tfidé je 35 Zdka. Podet (idast-
nikda v krouZcich udévé tabulka:

s v H S, v S.H V.HY| S,V,H

12 6 9 3 5 4 1

Jaké je pravdépodobnost, Ze ndhodné zvoleny iék‘pracuje

aspon v jednom krouzku?

13. Pokuste se urdit pravdépodobnost p (J; U Jy U Jy)
pomoci pravddpodobnosti: p(Jy), (), pWs), p(h () ),
P NI o N J), 2 N T N ).

14. Z osudi \)ytéhnéte néhodns jedno z &isel 1, 2, 3, , 100.
Jaké je pravdépodobnosb Ze vytaZené &islo je nésobkem
alespon jednoho z &isek 3, 5, 7 (neni ndsobkem Zddného z &isel
3,5, 7).
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4.6. Pravd¥podobnost priniku dvou nezdvislych
jevil
Dva jevy J, K mohou byt bud
NEZAVISLE nebo ZAVISLE

Jak pozndme o dvou jevech J, K, zda jsou nezdvislé
nebo zdvislé?

X———— —TMn
Mnozina [Mnozina n pokusd|
n, pokusu
o —+ —
Mnozina MnozZina
Pyz Pokusu ny pokusu
Obr. 129

Méime dénu (viz Venniv diagram na obrdzku 129):

MnoZinu M sklédajicf se z » pokusi;

Jev J etnosti n;
Jev K &etnosti ny;
Jev J () K &etnosti py,.

Vypotitime:
(a) Pravdépodobnosti jevi J, K:

_M =T,
p(J)_ n ’ P(K - nz
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(b) Pravdépodobnost jevu J; za piedpokladu, Ze
nastal jev K. (Oznadeni je pg(J)). Je to pravdépodob-
nost jevu J (Y K v mnoZind viech pokusi, p¥i nichz
nastal jev K.

_ P
rr(J) = oy

(c) Pravdépodobnost jevu K za predpokladu, Ze
nastal jev J; oznadime ji py(K).

p12
p7(K) = -22.

(d) Jevy J, K poklidame za nezdvislé pravé tehdy,
je-li
p(J) =pxJ) a p(K) = p;(K)

ProtoZe tyto rovnosti bud ob& soudasné plati nebo sou-
¢asné neplati (nemize se tedy stét, Ze by platila pouze
jedna), stadi ovéfit jen jednu z t&chto rovnosti.

JestliZe tedy
p(J) # pe(J) a p(K) # p;(K)
jsou jevy J. K zdvislé.

K zjistovani zavislosti &i nezévislosti dvou jevi J a K
miiZeme vychézet jak ze statistické tak teoreticlé nebo
geometrické pravdépodobnosti.

PRIKLAD

a) M je mnoZina 100 vrhi hraof kostkou; n = 100.
Jev J je mnoZina v8ech vrhi, p¥i nichZz padne sudé
¢islo; n, = 52. Jev K je mnoZina viech hod, kdy padne
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prvodislo; n, = 49. MnoZina J () K znadl jev, pki
kterém padne sudé prvoéislo; p,, = 186.

Poéitame pravdépodobnosti jevi J, K.

p) =22 = 22 _o5e; pR) =22

n 100 n 100 0,49.

Pravd&podobnost jevu J za predpokladu, Ze nastal
jev K je
16

_ p12 —_ =
p’((.’) = g . 29 0,32.

Pravdépodobnost jevu K za piedpokladu, Ze nastal
jev J se rovna ’

= P _ O .
pi(K) = n, 59 0,31.

Porovnanim pravdépodobnosti:

p(J) # px{J), nebot 0,52 £ 0,32 ;
p(K) # py(K), nebot 0,49 5 0,31
zjistime, Ze jevy J, Kjsou zdvislé.
b) Mnoziny M, J jsou z pFikladua). Jev L je mnoZina
viech vrhil, kdy padne ndsobek tii; ma éetnost n, = 32.

Jev J ) L je mnoZina v8ech vrhi, pfi nichZ padne sudé
¢islo a zaroven nasobek tii, tj. é¢islo 6; mé d&etnost

P = 17.

Poditame:

_Mm_ 52 ., _m 32 .,
p(J) = n = 100 = 0,52; p(L) = % = 100 = 0,32;
_Pe _ 37 . e _ P _ 17 _
p(J) = g = 32——0,53, p7(L) = ’"'1 =5 = 0,33.
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Porovnanim pravdépodobnosti
p(J) = pr(J), nebot 0,52 =0,53;
p(L) = p3s(L), nebot 0,32 = 0,33.

Zjistime, Ze jevy J a L jsou zfejmé nezavislé. (Rozdily
mezi porovnavanymi pravdépodobnostmi jsou totiz
zanedbatelné.)

Kdybychom poutili teoretické pravdépodobnosti, pak
by vysSlo p(J) = pi(J) (ptesné). Provedte vypodty
sami!

Jaka je pravdépodobnost priniku dvou nezdvis-
lych jeva J, K?

Poéitame (uZivame oznadenizavedené na str. 178 a na
obrazku 129):

P N K) =&___&.%= P ).

n 7, 7y
Jevy J, Kjsou nezévislé a tedy
Po — piK) = p(K),
1
takze ;
»(J N K) = p(K).p(J) ¥

PRAVDEPODOBNOST PRUNIKU DVOU
NEZAVISLYCH JEVU J, KJE

o(J N K) = p(J).p(K)

Vzorec plati i pro teoretické a geometrické pravdépodob-
nosti.
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PRIKLAD 2
Ovéfime vzorec pro nezavislé jevy J, Lz pFikladu 1b.

TR ST

p(J).p(L) = 0,52.0,32 = 0,1664 = 0,17 .
Plati tedy rovnost
p(J N L) = p).-p(L) .

PRIKLAD 3

Hézime dvéma mincemi soudasné. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze padne na obou mincich lic?

J je mnoZina vSech vrhii, kdy padne na prvn{ minci
lic.

K je mnoZina vSech vrhii, kdy na druhé minci padne
He.

J () K je mnoZina viech vrhi, kdy na obou mincich
padne lic.
PouZijeme teoretické pravdépodobnosti. Protoze je

p) = p(K) = pxd) = p(K) =,

jsou jevy J. K nezavislé a plati:

1 1
pJ N K) = pl).p(K) =5 - % -

Pro zdvislé jevy melze pravdépodobnost primikv dvou
jevi J, K poitat jako souéin pravdépodobnostt J a K.
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PRIKLAD 4

Pro zavislé jevy J, K z ptikladu 1a méme:
16

=P O _
pJ N K) == o0 = 16,

p(J).p(K) = 0,62.0,49 = 0,25 .
Oba vysledky se viak podstatné lisi.
Pamatujte si ndzvy a jejich vyznam:
Nezdvislé a zavislé jevy.

Pamatujte vzorec pro prunik nezévislych jeva J, K:
»(J N\ K) = p(J).p(K) .

CcVICENI

1. Hdzime dvéma kostkami. Jakd je pravdSpodobnost, Ze na
obou padne sudy pocet ok?

2. Ve méstd Zije 1 200 rodin se étyfmi ddtmi. Uréete pfi-
bliZn& v kolika rodinéch majf samé dcery, tfi dcery, vice dcer
nez synu?

3. Mnozina M se sklddéd ze 2 000 ndsledovnd vybranych
osob. J je mnoZina vSech lidi z mnoZiny M trpfcich chronic-
kymi chorobami hornfch dychaocich cest. K je mnoZina viech
kuféku z mnoZiny M. MnoZiny J, K, J () K maji pofads
120, 1 020, 72 prvku. Zjistéte, zda jsou jevy J, K z4vElé nebo
nezévislé.

4. K dostihu jsou ptihld8eni kond: 4, B, C, D. Sdzkovd
kanceléf tipuje vitézstvi jednotlivych konf s tdmito pravds-
podobnostmi:

A..... 0,4 =409, C..... 0,2 = 20 9%,

B..... 0,3=309% D..... 0,1=109%

Tésnd pfed dostihem bylo ozndmeno, %o kih O nepob&ii.
Jak se zméni pravdépodobnosti na vitdzstvi pro koné 4, B, D?
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5. Hdzime dvakrdt hraci kostkou. Urdete teoretickou
pravdépodobnost, Ze padne celkem soulet 10 ok za pfedpo-
kladu, Ze a) jednou padne Sestka; b) pfi prvnim hodu padne
Sestka.

6. Do utoku hokejového muzZstva maji nastoupit hrééi 4, B
C, z nichz kazdy muZe hrét na kterémkoli misté. Jev J je:
»»B hraje vpravo od A (nikoliv nutné vedle A4)*“. Jev K je:
,»C hraje vpravo od A (nikoliv nutné vedle 4)*.

a) Uréete zda jsou jevy J, K nezdvislé nebo zédvislé.
b) Vypoditejte teoretickou pravdépodobnost p(J () K).

7. Zjistdte zda jevy: J — byt majitelem automobilu, K —
byt majitelem motocyklu ze cvideni 7. na str. 165 jsou zdvislé
nebo nezdvislé!

8. Zjistéte pro kazdou dvojici jevii: J — ne fotografii je
oteo, K — na fotografii je matka, L — na fotografii je syn
z cvideni 2. na str. 169, — zda jsou &i nejsou zdvislé.

9. Obménte cvideni 8. pro jevy ze ovideni 12. na str. 177.

5cm 3em 2em
r A Y H_H
+ ¢ + 4
A S C B
Obr. 130

10. Zvolime néhodné bod X € AB (obr. 130). Dopliite
tabulku!

Jev Jy Jy UL |AHNT

vysledek pokusu |CX < 3cm|SX < 2cm

pravdépodobnost

11. Zvolime nédhodné dva body X, Y isedky AB = 10 cm.
Jevy J, K jsou mnoziny
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a)J={X, Y € AB|AX <3cm}, K={X,Ye€ AB|BY =
= 2 cm};

b)J={X,Y e AB|AX =3cm}, K={X,Y € AB|
| BY = 2 cmj}.

Vypolitejte pravddpodobnost: p(J), p(K), pr (J), ps(K),
r(J U K), p(J () K).

12. Zvolime néhodné bod X patfici rovnostrannému troj-
thelniku T = ABC. Jev J je mnozina v8ech boda X, které
maji od strany AB mensi vzddlenost nez od strany AC. Jev K
je mnozina vSech bodu X, které maji od bodu A vétsi vzdd-
lenost nez od bodu B.

Vypoéitejte pravdépodobnosti: p(J), p(K), px(J), ps(K),
pJ U K), p(J () K).
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Seznam pokusnych
ufebnich texti

(Hvézditkami jsou oznaleny udebni texty, ze kterych bylo
pouZito tloh v této knfZce)

A. UCEBNI TEXTY PRO ZD$

*J. Taisl a M. Koman: Matematika pro 5. ros. ZD§

*J. Vyétn: Uvod do moderni matematiky, &4st 1 - Mnoziny
a diselné soustavy, &dst 2 - Degetinnd &isla, obsahy a ob-
jemy (8. ro&. ZDS)

* M. Koman: Kombinatorika (7. roé. ZD8)

Z. Dlouhy: Relace (7. ro&. ZDR)

J. Hdjek, J. Maldé a J. Weigel: Zlomky (7. ro&. ZDS)

J. Vydin: Zobrazen{ (7. rot. ZDS)

J. Vyéin: Rovnice (8. ros. ZDJ)

V. Cech a V. Bla%ek: Obrazce (8. ro¢. ZDS)

Z. Dlouhy: Redlné &fsla (8. ros. ZDS)

K. Hruda: Operace (8. rod. ZDS)

J. Vyéin: Mnoziny bodu (9. rod. ZDS)

J. Vyéin: Stereometrie (9. ro&. ZDS)

J. Vyéin: Grupy (9. rod. ZDS)

*M. Koman a J. T'aisl: Matematika pro 6. roéd. ZDS8, 84st T a IT

Z. Dlouhyj: Matematika pro 7. roé. ZDS, &dst I, II a ot
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*J. Vysin: Nezdpornd raciondln{ &isla (7. ro&. ZDB)

J. Vyéin: Geometrické struktury I a II (8. rod. ZDS)
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. Vyéin: Funkee (9. rod. ZDS)
. Vyéin: Aritmetika a logike (8. roé. ZDS)
. Rohli&kovd a J. Vysin: Matematika pro 8. roé. ZDS§

NSNS

B. UCEBNI TEXTY PRO GYMNASIA

J. Sedivy: Matematika pro 1. ros. gymnasii

J. Sedivy: Zobrazeni, funkce a operace (1. a 2. rot. gymnasii)
J. Vy§in: Metoda soufadnic (2. roé. gymnasif)

V. Jodas: Komplexn{ &sla (3. rod¢. gymnasii)

VSechny uvedend uéebni texty vydala JCsMF, Kabinet pro
modernizaci vyu&ovén{ matematice, MU CGSAV, Praha 1-Nové
Mésto, Krakovskd 10, tel. 26 43 O1.
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4.3. Podet prvkui sjednocen{ dvou mnoZin —
4.4. Podet prvki sjednoceni t¥{ mnoZin— -
4.5. Pravdépodobnost sjednoceni dvou jeva

- 146
- 165
- 161
- 166
- 170

4.6. Pravddpodobnost priniku dvou nezévislych jevi 178

Seznam pokusnych udebnfch textd — - - —

~ 186
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