O aplikaciach matematiky

Jan éern}? (author): O aplikaciach matematiky. (Slovak). Praha:
Mlada fronta, 1976.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403836

Terms of use:

© Jan Cerny, 1976

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital signature
V within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403836
http://dml.cz

0 APLIKACIACH
MATEMATIKY







SKOLA MLADYCH MATEMATIKU

JAN CERNY

0 aplikaciach
matematiky

PRAHA 1976
VVDAL UV MATEMATICKE OLYMPIADY
VNAKLADATELSTVI MLADA FRONTA



Recenzovali doc. RN Dr. Stefan Zndm, CSe.
a RNDr. Josef Kubdt

© Jén Cerny, 1076



1. kapitola

UvVoD

1.1. Co je aplikovani matematika?

Takato otdzka je na prvy pohlad prirodzena, patri sa
najprv vymedzit matematicki disciplinu, o ktorej bude
reé. LenZe pozor! Aplikovani matematiku nemozno
pokladat za matematicki disciplinu s podobnym posta-
venim, ako je algebra, tedria éisel, alebo matematicka
tatistika. NemozZno ju vymedzit ani vymenovanim ma-
tematickych objektov (struktir), ktoré skima, ani po-
pisom metéd, ktoré pri svojej praci pouziva. Hoci sa
teda na niektorych univerzitich stretivame s katedrou
aplikovanej matematiky vedla katedry algebry, geo-
metrie, Statistiky apod., predmet, ktory tato katedra
§tuduje a vyuduje je podstatne odlisny. Na niektorych
zahraniénych univerzitach dali preto prednost tomu, Ze
maji len dva dstavy — ustav matematiky ,,distej
(v angliétine ,,pure’“) a aplikovanej (applied). Prvy
z nich sa potom pripadne delf na katedry jednotlivych
matematickych disciplin tak, ako ich pozndme.

Ak nemozZno aplikovani matematiku charakterizovat
ani Struktirami, ani metédami, ako ju teda mozno odli-
it od matematiky distej ?

Sposob odliSenia je podobny, ako pri mnoZine ¥ bodov
(z, ¥, z) trojrozmerného priestoru, pre ktoré plati ne-
rovnost a <z b (,,vrstva®). Body ktoré do V padni
moZno od tych druhych odli§if len podmienkou pre
tretiu siradnicu, prvé dve nam tu nepomézu. Podobne
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si méZeme predstavit, Ze kazdd matematickd ¢innost je
charakterizovana viacerymi ,,stiradnicami, napriklad
struktiurou, s ktorou pracuje, metédou, ktoru pouiiva,
spésobom vyutzitia vysledku, ktory chee dosiahnit apod.
Pritom é&innosti ,,aplikované‘ a ,,éisté' nemozno rozlisit
prvymi dvoma sdradnicami, ale tretou! MoZno preto
povedat, Ze

aplikovana matematika, na rozdiel od matematiky
tistej, sa snazi Stidiom matematickych Struktir a po-
uzitim matematickych metéd dosiahnit vysledky, ktoré
sa budd vyuzivat mimo matematiky.

Vednych odborov, v ktorych sa matematika aplikuje,
je velmi vela; iste ovela viac, ako tych, v ktorych sa
nevyuZiva. Ku davno znamym aplikdciam matematiky
vo fyzike pribudla chémia, biolégia, medicina, strojnic-
tvo, stavebnictvo, ekonémia, doprava a mnohé iné.

Aplikovand matematika sa vdaka tejto skutoénosti
moéze rozdelovat z dvoch hladisk: podla matematickej
discipliny, z ktorej berie Struktiry a metédy, alebo
podla odboru, v ktorom sa jej vysledky uplatiiuja. My
sa v dalSom texte budeme pridrziavat prvého hladiska.

1.2. Aplikovand matematika ako povolanie

V niekolkych poslednych desafroéiach sa prudko
menf spektrum pracovisk, na ktorych matematici mézu
najst uplatnenie. Do konca II. svetovej vojny temer
vietci pracovali ako stredoskolski uditelia (s vynimkou
malého poétu na vysokych skoldch, pripadne v bankach,
poistovniach apod.). V prvom desafrodi po vojne sa
birlivo rozvijaji vysoké Skoly, pritom najmi na ich
technickom smere bolo treba vela prednasatelov a asis-
tentov matematiky.

Mimo8kolstva vSak nepracovalskoroZiaden matematik.



Koncom pétdesiatych rokov sa situicia meni, rozvija
sa vedecko-vyskumnd zakladiia nasho stidtu a v nej
matematici nachiddzaji stadle sirSie moZnosti uplatne-
nia. Je to po prvy raz v nie zanedbatelnej miere i v od-
bore aplikovanej matematiky. Pre zaujimavost moZno
uviest, Ze roku 1958 prijali na SAV prvého matematika
na iny tstav ako matematicky (bolo to na Laboratérium
teoretickej a aplikovanej mechaniky, terajsi Ustav
technickej kybernetiky SAV) a o niekolko rokov ich na
mimomatematickych pracoviskach SAV pracovalo u%
niekolko desiatok.

Napokon, v Sestdesiatych rokoch sa objavi daldia,
birlivo rastica sféra uplatnenia aplikovanych matema-
tikov — vypoétové strediska. Ich kadrové potreby s
také velké, Ze doterajsi ,,producenti’ matematikov —
prirodovedecké, resp. matematicko-fyzikalne fakulty —
ich nestadia uspokojit a tak sa vychovou odbornikov,
ktorych mozZno povaZovat viac-menej za aplikovanych
matematikov, zaoberaju i dalsie vysoké Skoly (Vysoka
skola ekonomicks a Vysoka Skola technickd v Bratislave,
Vysoka $kola dopravné v Ziline a iné.)

Pretoze, ako uvidime neskér, je priaca aplikovanych
matematikov odlisna od price ,,éistych’ matematikov,
je aj ich 8tudijny program iny. V zdsade moZno povedaf,
Ze aplikovany matematik by mal mat znalosti SirSie,
i ked menej hlboké; tak aby vedel formulovat dlohy vo
vietkych vyznamnejsich matematickych disciplinach.

1.3. Ako pracuji aplikovani matematici

Ako sme uZ spominali, poslanim aplikovanej matema-
tiky je riesit problémy, ktoré si in§pirované mimo mate-
matiky a tam sa aj uplatni vysledok ich riesenia.

Uvedieme si jednoduchy priklad takejto dlohy.



Na aplikovaného matematika sa obratil ekoném s pros-
bou, aby mu pomohol pri rieSeni tlohy, ktorej cielom
je stanovit najvyhodnejsiu vyrobni kapacitu pekarni
a tehelni. Jde o tovarne, ktoré vyrabaji jeden druh
vyrobku, alebo niekolko pribuznych druhov. Potreba
tychto vyrobkov je pribliZne rovnomerna po celom
obyvanom tzemi nasho stitu, pretoZe vSade sa stavia
a viade sa je chlieb.

Problém je v tom, Ze mald vyrobiia vyraba pomerne
draho, ale pretoZe zasobuje len najbliZsie okolie, doprav-
né naklady si malé. Naopak, velkd vyrobna vyriba
lacno, ale zdsobuje viésie izemie a tym rasti dopravné
naklady. Treba urtit, kedy je stdet vyrobnych a doprav-
nych ndkladov na jednu tonu miniméilny.

Matematik porozumel, o éo v tlohe ide, ale aby ju
mohol presne formulovat, poziadal ekondma, aby mu
presne opisal

1. ako zdvisia vyrobné naklady jednej tony od toho,
kolko vyrobkov denne tovaren vyraba,

2. ako zavisia dopravné naklady od prepravovaného
mnozstva a od vzdialenosti,

3. kolko ton vyrobkov sa v priemere spotrebuje denne
na 1000 obyvatelov.

Ekoném odpovedal, Ze

1. Ak vyraba zavod x ton vyrobkov denne, vyrobné
naklady (celkové) mozno priblizne vyjadrit linearnou
funkciou ax + b, teda na jednu tonu a + b/x Kés.

2. Preprava x ton na vzdialenost d km stojf pribliZzne
cxd Kés.

3. Na 1000 obyvatelov sa spotrebuje denne v priemere
8 ton vyrobkov, teda pri priemernej hustote 4 obyva-
telov na 1 km? moéZeme rataf s priemernou spotrebou
sh[/1000 ton vyrobkov denne na 1 km2.
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Matematik uvazil, Ze sotva bude méct brat do ivahy
tvar tzemia, ktoré toviren zasobuje, pretoZe toto moZno
sotva vopred urdit. Rozhodol sa preto pre jednoduchost
predpokladat, Ze toto tizemie je kruh a Ze tovédren je
v jeho strede. Priemernd vzdialenost bodu kruhu od
stredu je 2r/3, kde r je polomer kruhu. Priemerna cena
dopravy jednej tony je potom 2cr/3.

Ak mé tovareni dennd vyrobu z ton vyrobkov, po-
kryje nimi 1000 z/sh km?, teda kruh o polomere r, pre
ktory

1000x
sh

e V 1000z
o nsh
a priemerné dopravné néklady na 1 tonu budid

2 V 1000z 2¢|/1000 /-
_— = T
3 nush 3Vn8h

ar: =

dize

0 mozeme skritene oznadit g |/z.
Vyrobné niklady na jednu tonu budi v tomto pripade
a + bjx a celkové niklady spoluy = a + b/x + gl/:c.
Matematicka formulicia wlohy je teda nasledovné:
najst minimum funkeie ‘

y=a+%+gl/5

na mnozine kladnych é&isel (kladnych preto, %e vyribat
treba).

Matematik ju riesil beZnym postupom: Derivoval y
podla z a nasiel také x, pre ktoré y' = 0:



= — =0
Y x? 21/1:
z ¢oho
AP

g
3 3
v — V(z_b]Z_ V_gnbaah
~ ¥ Ug ) ™ | Tooocz
Potom pomocou druhej derivacie zistil, Ze tato sa pre
toto x rovna 3g%/8b, ¢o je kladné éislo, teda y mé v bode z
lokalne minimum. KedZe  bolo jediné také, kde y* = 0,
je = hladand denna vyroba v tonach.

RieSenie vidésiny takychto tiloh moZno rozdelif na
niekolko Standardnych faz, ktoré vidime na obrazku 1.
Plna ¢&iara tu znadi obvykly postup, bodkoéiarkovana
postup bez vyuZitia poéitada a ¢iarkovana spitné vizby,
ktoré znamenaji, %e niekedy treba opravif vysledok
predchadzajice] fazy na zaklade nasledujicej (napr.
vo faze D zistime, Ze navrhnutou metédou by poditad
dlohu riedil tri biliény rokov, tak musime zmenit meté-
du pripadne aZ formuldciu vlohy a pod.).

Aplikovani matematici (teoreticky) by mali vykona-
vaf dinnosti B a C, ale prax ukazuje, Ze ich spolupraica
je nutnd aj pri 4, D, F, G a isty dohlad aj pri E. Sledujt
teda tlohu od jej vzniku aZ do dplného vyrieSenia i s vy-
uZitim vysledkov. Faza A, ktori by (teoreticky) mali vy-
kondavat ti, ktori na problém vo svojej praci narazili,
spoéiva zvidésa v dvoch krokoch:

1.3.1. Definicia mnoziny pripustnych riesenf.

1.3.2, Stanovenie kritéria kvality a optimality, ktoré
umozni vybrat spomedzi pripustnych rieSenf najlepsie.
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Krok 1.3.1 spotiva vlastne v tom, Ze sa stanovi za-
kladny priestor, ktorého &astou je mnoZina rieSen{
a ohranidenia, ktoré jej prvky musia spliiat. Tento krok
zvydajne nerobi tazkosti pracovnikom inych odborov
a len niekedy vyZaduje spolupricu matematika.

PRAKTICKA
FORMULACIA

MATEMATICKA
FORMUL ACIA

VOCBA METODY

I'_'—'_" C (aLcoriTMU)
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Krok 1.3.2 vak byva prekvapujico kameiiom trazu.
Ak totiz chceme, aby existovalo optimalne rieSenie,
musime mat na mnozine rie§eni dané usporiadanie podla
kvality a to bud linedrne, alebo ¢iastoéné; v kaidom
pripade vSak také, aby v mnozine existoval maximalny
(minimélny) prvok. Toto usporiadanie by malo byt urée-
né prave pomocou kritéria kvality a optimality. Nema-
tematici viak formuluja toto kritérium nevhodne, tak,
Ze mnoZinu riefeni nemozno pomocou neho usporiadat
ziadicim spésobom.

Najtastejsia chyba, ktorej sa ,,praktici dopustaju,
je, Ze nezadavaju jedno ale viac kritérii, a to ¢asto proti-
chodnych. Napriklad Ziadaji, aby navrhovany vyrobok
bol ¢o najlahsi, najpevnejsi a najlacnejsi — hoci je zrej-
mé, Ze &m je vyrobok Iahsi a pevnejsi, tym je drahsi
(musime pouZif drahé suroviny), éim je lacnejsi a pev-
nejsi, tym je i tazsf atd. Matematik potom musi praktika
namahavo presvedéovat, Ze je treba urdit jediné kom-
plexné kritérium k& = k (v, p, ¢), kde k& by bolo funkeciou
vahy v, pevnosti p a ceny ¢, pritom (napriklad) &im
vidsie by bolo k, tym lepsie by bolo rieSenie. Z niekto-
rymi prikladmi tohto druhu sa stretneme aj v dal3ej
tasti knizky a vSetky podporia nazor, %e pritomnost
matematika uz vo fize 4 je velmi potrebna.

Faza B — matematickd formulacia dlohy — je prave
kld¢ovym miestom, na ktorom sa nejviac rozhoduje
o uspechu alebo o nedspechu celého riesenia. Musi ju
zvydajne vykondvat jeden ¢lovek (mal by to byt prave
aplikovany matematik), ktory musi maf dostato&ny
prehlad o vSetkych podstatnych matematickych disci-
plinach, tak, aby vedel do ktorej z nich uloha patri,
ktorej re¢ ma pouzit.

V minulosti sme boli svedkami dvoch prudkych obra-
tov v hodnoteni vyznamu matematiky, ako pomoenika
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pri rieseni praktickych uloh. Najprv sa matematika
vyuZivala len nepatrne a tlohy sa riedili na zéklade
predchadzajicich sktsenosti, bez vypoétov. Potom
pridla éra rapidneho rastu zdujmu o matematiku, jej
vyuZivanie sa stalo médnym a malo temer kampatiovy
charakter. Po ¢ase vSak, na zaklade nie najlepsich ski-
senosti, mnoho praktikov preslo na skeptické stanovisko
pri posudzovani moznosti matematiky poméct v ich
préci.

Druhy zo spominanych obratov je pre matematikov
neprijemny, hoci zan do znaénej miery nemézu. Jednou
z hlavnych pridin je totiZz to, Ze fizu B — matematicki
formulaciu dloh — vykonavali dasto Iudia nedostatod-
ne pripraveni, mnoho riz ani nie matematici. Chybné
matematické vyjadrenie — matematicky model —
ktoré nevystihovalo podstatu praktickej ulohy, potom
sposobilo, Ze vysledky rieSenia nebolo mozné v praxi
vyuZif.

Najéastejsie zavaZné chyby vo faze B byvaju tieto:

1.3.3. Chybna volba matematickej discipliny, ktorej
re¢ sa pouZije, pripadne ,navliekanie* pratickej ulohy
na uZz znamy typovy problém, pridom sa vSak porusia
ohranidenia, alebo kritérium. Prave preto, aby sa apli-
kovany matematik vyhnul tymto idskaliam, musi mat
dostatoéne Siroky rozhlad.

K takymto chybam sa ¢asto dospelo zasadne nesprav-
nym prostupom, pri ktorom sa niektory pracovnik zo-
znamil s niektorou vyhodne aplikovateInou matematic-
kou metédou (napriklad s niektorou metédou na riesenie
dopravného problému) a zadal okolo seba hladaf jej
uplatnenie za kaidd cenu, aj na nevhodné dlohy.
Proste, nema sa k matematickému modelu hladat prak-
ticky problém, ale k problému model.
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1.3.4. Nepripustné zjednodusenie dlohy, pri ktorom sa
vynechaji podstatné ohranidenia, alebo sa zmeni ich
tvar (napriklad linearizaciou).

1.3.5. Chybné stanovenie kritéria, ku ktorému méoze
tiez napriklad déjst linearizdciou niektorej funkecie,
ktorej nelinedrnost je podstatna.

Vyvarovanim sa tychto chyb moZno dosiahnut si-
tudciu, Ze praktici nebudu ani fetidistami, ktori by verili
vo viemohicnost matematiky, ani nihilistami, ktori by
sa od nej celkom odvracali; Ze daju aplikdciam matema-
tiky to dostojné miesto, ktoré jej patri.

V poslednych rokoch mozno konstatovat, Zze podnikov
a ustavov, kde tomu tak je, neustdle pribida a treba
difat, Ze dasom budd také vSetky. Na to vS8ak bude
treba pripravit erudovanych aplikovanych matemati-
kov, ktorych najvi¢si nedostatok pocifuje u nas prave
faza B.

Fazu C — vyber vhodnej metddy (algoritmu) na rie-
Senie sformulovaného problému —sme oznadili za jednu
z faZiskovych iloh aplikovanych matematikov. Ne-
myslime tym vsak, Ze by matematik, ktory tlohu sfor-
muloval, musel ihned stanovit aj metédu. Takého od-
bornika, ktory by ovladal vSetky metédy zo vsetkych
matematickych disciplin, by sme sotva nasli. Dobry
aplikovany matematik iste poznd mnoho metéd, najma
z tych, ktoré st v jeho prici najizitoénejsie, ale naméze
ich vedief ani zdaleka vsetky. Stadi ak vie, v ktore]j
knihe ju ma hladaf, alebo na ktorého odbornika (i spo-
medzi ,,fistych matematikov‘‘) sa md obratit.

Zivereénym momentom fazy C je rozhodnutie, & sa
tloha bude riefit na poéitadi (a ak ano, tak na akom),
alebo ,,ruéne‘. Pritom pod ruénym vypo&tom rozumie-
me i vypodet s pomocou kalkulatky alebo logaritmického
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pravitka. Pod poéitadom rozumieme bud samodinny
potitad analogovy, alebo &islicovy.

Nie je cielom tejto kniZky, popisovat jednotlivé typy
potitadov, tejto téme sa napokon venuje dostatok inej
literatiry. Poznamenivame len, Ze po&itade nie st
vhodné na vietko a je mnoho tloh, ktoré je lepsie riefit
ruéne, &¢i uz z dévodov dasovych, alebo finanénych. Ca-
sové dovody sa uplatiiujd najmi vtedy, ked ide o 1lohu
jednorazovi, nestandartnii, na ktori treba vypracovat
novy program, ¢o spolu s dakanim na pridelenie strojo-
vého ¢asu a s éasom, potrebnym na odladenie programu
trvé dlhsie, nez ruény vypodet. Niekedy zas sa méze staf,
Ze pouZitie poditada by bolo sice z dasového hladiska
vyhodnejsie, ale uloha nie je takd urgentna a pri po-
merne velkej cene strojového d&asu (aZ niekolko tisfc
Kés za hodinu) je lacnejsie, aby ju niektory (zvydajne
stredoskolsky vzdelany) pracovnik vypoéital ru¢ne.

Pri Gvahéch o fazach D, F resp. G, si treba uvedomit,
%e aplikovani matematici s vysoko kvalifikovani odbor-
nici, ktorych je a dlho bude velky nedostatok. Bolo by
preto nerozumné plytvat ich asom a nechat ich tieto
fazy vykonéavat, na to s ,niz8ie” kidre. Na druhej
strane je vSak potrebné, aby tymto pricam rozumeli,
vedeli na ne dohliadnit a najmé poradif, ak sa vyskytni
problémy.

Zaveretna faza F — interpretdcie vysledkov — mé
sice podobné postavenie, ako bodka vo vete, ale treba,
aby ju aplikovanf matematici dobre straZili a radsej
nepdstali z rik, pretofe inak by mohla celd ich pred-
chidzajica priaca vyjst navnivo¢ chybnou interpreta-
ciou, alebo nespravnym pouzitim vysledkov. Pritom aj
praktici maji radsSej, ked im matematik vypracuje ho-
tové uzavery, alebo pokyny, nez aby ich zo ,,surovych
vysledkov museli pracne dedukovat.
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1.4. Kde sa najviac uplatiiuji aplikovani
matematiei a aki maju perspektivun

NajsirSie uplatnenie aplikovanych matematikov v si-
¢asnosti je a v budicnosti pravdepodobne bude v stéin-
nosti s vypodtovymi strediskami, v priprave tloh pre
rieSenie na poéitadoch. U nich sa okrem spominaného
dobrého prehladu o matematike vyzaduji dobré zna-
losti o potitadoch, ich stavbe, opera¢nych systémoch
a programovacich jazykoch.

Dalsie iroké uplatnenie nachadzaji a budd nachédzat
tito odbornici vo vyrobnych podnikoch a vyskumnych
ustavoch ako é&lenovia timov (skupin) odbornikov
rozneho zamerania. Tieto timy sa zostavuji na rieSenie
takych tloh, na aké nestaéi jeden odbornik sam. Pri-
tomnost matematika vo véidsine takychto timov zvy-
razfiuje snahu postavit rieSenie viéSiny technickych
i ekonomicko-organiza¢nych uloh na exaktny za-
klad.

V mensej, ale nie celkom zanedbatelnej miere apliko-
vani matematici pracuji a budi pracovat vo vyskumnej
a pedagogickej praci na vysokych 8koldch technického
a ekonomického zamerania.

Okrem doteraz spominanych moznosti sa najdu este
dalsie ustanovizne, ktoré tieZ matematikov potrebuju,
ako napriklad penaZne a geodetické lstavy, ministerstva
apod. Rozhodne moZno povedat, Ze aplikovani matema-
tici maji v sddasnosti (r. 1974) SirSie moZnosti uplat-
nenia, ako matematici ,,8isti* (ak medzi gistych nera-
tame stredoskolskych profesorov a uéitelov matematiky),
ktori zvid&sa posobia len v sidlach vysokych skol. Maju
dobré platové i (zvd&sa) bytové podmienky a jediné, ¢o
zatial maji taZiie, ako ,,éisti‘“ matematici, je mozZnost
ziskat vedecké hodnosti. Ale i v tomto sa Iady pohli
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a nez dnesdnf adepti aplikovanej matematiky dodtuduju,
bude asi aj tento problém vyrieseny.

1.5. Kto sa hodf na aplikovani matematiku?

Mnohych gymnazistov matematika zaujima, radi by
si ju zvolili za svoje Zivotné povolanie a radi by sa uz
teraz rozhodli, na ktord z troch moznostf (uéitelsky
smer, ¢istd matematika, aplikovana matematika) sa
budi orientovat. Nie je to otazka Iahka, vela pri nej
zalezi na zalubach a vnitornom sebahodnoteni kazdého
Studenta. ZviéSa je tieZ moZné, najmé podas prvych
roénikov vysokoskolského stidia, zmenit svoju orienta-
ciu.

Zésadne mozZno povedat, Ze na Studium aplikovanej
matematiky sa hodia najmé Studenti, ktori dobre riesia
slovné dlohy a najmi ulohy Matematickej olympiady
a tulohy netypické, ktori celkom radi odvodzovali fyzi-
kalne a chemické vzorce, dobre sa citia v kolektive
a lahko sa prispdsobuji novym podmienkam.

Nakoniec pre tych, ¢o sa chei trochu pobavit, prida-
vame maly test (ved méda testov svetom vladne), na
pomoc pri rozhodovani. Netreba ho brat celkom vézZne,
skor ako hru, ale samozrejme nie je zakdzané viac sa
zamysliet ako nad zmyslom jednotlivych otazok, tak aj
nad celkovym vysledkom.

Kto z ¢itatelov sa chee pohrat, nech si po kazdéj klad-
nej odpovedi zapiSe pismeno, uvedené za otdzkou (po
odpovedi ,,nie* netreba pisat nic).

1. Méte radsej algebru, ako geometriu? . . . . . . b

2. Zo 8kolskych predmetov vas zaujima temer vy-
hradne len matematika? . . . . . . . . . .. b

3. Ide vam ta?ko stddium cudzich reé¢i?. . . . . . a



10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.

. Je pravda, Ze ste zatial nepreéitali do konca Ziadnu

matematickd knihu (okrem uéebnice) ? .
Clanky v ,,Matematickych rozhladoch® vas za,u]i-
maji menej, ako priklady v nich? . .

. Mali ste v skole radi tzv. ,,slovné‘ uloh).r’!
. Je pravda, Ze ste v M&tematlcke] olympiade nebo-

li ani raz v II. kole tspesnym rieditelom ? .

. Ak ste dosiahli ispech v MO, bolo to viac vdaka

vasmu dévtipu ako vedomostiam ? .

. Domnievate sa, %e metodickd prlpra.v& “utitela

matematiky je aspon tak ddlezita, ako jeho vedo-
mosti? . e e e

Studujete na]ra.dse] veter? . .
Hrite sa este teraz radi s detskyml vlaélknn,
alebo kon ;trukényml stavebnicami? .
Pestujete vadnivo turistiku?.

Mate radi samota?. ..
Tazko sa prispésobujete novym podmlenkam [
Radsej by ste preteka,ll v behu na 1000 m ako na
60m? . . .

Povaiujete dva mesiace u(‘,ltel'skych prazd.mn za
tazko nahraditelnii vyhodu oproti inym povola-
niam? . . .. ... .. e
Hladéte dobre v cestovnom porladku? e e
Ste dievéa?. . . . . . . ..

T e [}

o TUooe

. 8
. C
. a

Tak, a teraz si s&itajte podty pismen, ktoré ste si za-

pisali za kladné odpovede. Vid&sina pismen ,,a

ana-

mend, %e by ste mohli uvaZovaf najmié o uditelskom
povolani, ,b* o vedeckej prici v ¢distej matematike

a' ”cl‘

ako sme uZ povedali, celkom viZne to neberte!
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2. kapitola

APLIKACIE STREDOSKOLSKEJ
MATEMATIKY

Po preditani tohto nadpisu si jedni ¢itatelia povedia, Ze
takych aplikicif poznajd plno, sta¥f si vziat ktorikolvek
slovni ilohu zo stredofkolskej uédebnice; druhf zas
budii stredodkolskd matematiku povaZovaf za prilid
slabi na zdolanie problémov, s ktorymi sa stretaji
aplikovani matematici.

S prvou namietkou nemozno sihlasit, pretoZe slovné
dlohy v stredoSkolskych udebniciach nesi na sebe prili§
jasné znaky toho, ako vznikli. Sotva by sa nasla medzi
nimi takd, ktora ma povod v aplikovane-matematickej
praxi. Naopak, tieto priklady si vytvorili autori u¢ebnic
na ilustrdciu preberanej litky (je to opédt pristup od
met6dy k problému a nie naopak!)

Druhé ndmietka je vaZnejia, skutoéne mélo kedy sa
mo#no stretnif s praktickou vlohou, pri ktorej riefeni
by sa vystadilo len so stredoskolskou matematikou. Nie
je to vSak vyla&ené, ako ukazuje nasledujici priklad.
Je dost zloZity a preto menej skisenym d&itatelom
doporudujeme ho vynechat, prejst k 11I. kapitole a vrd-
tit sa sem aZ po preditani ostatnych kapitol.

2.1. Uloha o siistave pravidelnych
mnohouholnikov na kru¥nici a jej aplikdcia
v doprave

2.1.1. Uvod. Na obr. 2 méme znazornent siet troch
liniek mestskej dopravy: &slo 1 z 4 cez C a E do G,
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Uslo 2z Bcez C a E do F a &fislo 3z D cez C do E.
Vozy linky 1 premévaji v pravidelnych 12-miniitovych
intervaloch. Linky 2 v 8-mintitovych a linky 3 v 6-mini-
tovych intervaloch. Doprava na tsekoch AC, BC, CD,

8

%

G
ACS C X

oQ.

ar

Obr. 2

EF a EG je potom celkom pravidelnd, kym na iseku CE
nie. Cestujici, ktori cestuju len na tomto dseku, a teda
moéZu pouzit voz ktorejkolvek linky, musia raz akat
viac, inokedy mene;j.

. Nech by odchody zo stanice C smerom na E boli
takéto:

- Linka 1: 6.00, 6.12, 6.24, 6.36, . ..
Linka 2: 6.00, 6.08, 6.16, 6.24, 6.32, 6.40, ...
Linka 3: 6.02, 6.08, 6.14, 6.20, 6.26, 6.32, 6.38, ...

Intervaly medzi vozmi na tomto dseku by potom boli
v minttach 0, 2, 6, 0, 4, 2,2, 4, 4,0, 2,6, 0, 4, 2, 2, 4,
4, ... Vidime, %e skupina 0, 2, 6, 0, 4, 2, 2, 4, 4, ktord
dédva v sidte 24 = [6, 8, 12] sa tu opakuje a sved?df
o velkej nerovnomernosti v odvoze cestujtcich na tseku
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CE, a tym aj nerovnomernosti vyfaZenia jednotlivych
vozov (symbolom [a,, a,, ..., a,] oznadujeme najmensi
spolo&ny ndsobok é&isel a,, a,, ..., a,).

Iné moZné riefenie cestovnych poriadkov je takéto:

Linka 1: 6.03, 6.15, 6.27, 6.39, ...
Linka 2: 6.01, 6.09, 6.17, 6.25, 6.33, 6.41, ...
Linka 3: 6.00, 6.06, 6.12, 6.18, 6.24, 6.30, 6.36, 6.42, ...

s opakujdcimi sa intervalmi medzi vozmi na tseku CFE 1,
2, 3,3, 3,3, 2,1, 6 Toto rieSenie sa zda byt lepsie, a to
napriklad preto, Ze interval medzi najbliZz§imi po sebe
iddcimi vozmi je tu najmenej 1 mintta a nie 0, ako
v predoSlom pripade (nulovy interval medzi vozmi je
skutodne nevyhodny, vozy sa nevojdi na zastivku
a zadny ide prizdny). Ak viak chceme odpovedatf na
otdzku, ktoré rieSenie je najlepsie, musime si presne
stanovif

1. aké cestovné poriadky moino uvaZovat, tj. aka je
mnoZina pripustnych rieSeni;

2. &o je kritériom kvality riefenia, tj. ako poznime, Ze
rieSenie je najlepsie.

1. Za pripustny cestovny poriadok budeme povaZovat
tri aritmetické postupnosti ¢asovych tidajov v hodinich
a mimitach, pritom diferencie si: pri prvej d, = 12,
pri druhej d, = 8, pri tretej d, = 6 minit a prvy élen
i-tej postupnosti je (¢ = 1, 2, 3) je medzi 6.00 a 6.00 + d;.

2. Ak potom z tychto postupnosti vytvorime jednu,
usporiadand podla velkosti, za kritérium kvality rieSe-
nia budeme povaZovat minimum z rozdielov po sebe na-
sledujicich ¢&lenov tejto postupnosti, tj. minimdlny
interval medzi vozmi na vseku CE. Cestovny poriadok
bude tym lepsi, ¢im je toto &fslo vadsie.
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I ked lohu uz miame vlastne matematicky formulova-
nd, prevedieme si ju na formu, pristupnejsiu skimaniu.
Uvazme kruznicu dlzky 24 = [6, 8, 12]. Zvolme na nej
bod, ktorému priradime &as 6.00 hodin, poéinajic tymto
bodom si rozdelme kruZnicu na 24 rovnakych dielikov
dlzky 1 a v smere hodinovych rudidiek priradme deliacim
bodom é&asy 6.01, 6.02, ... Keby sme takto pokradovali
dalej, je zrejmé, Ze Sasom, lisiacim sa o 24 minit by
zodpovedali rovnaké body.

Zvolme si z deliacich bodov tejto kruZnice

1. dva body 4,, a 4,, tak, aby 4,,4,, = 12 (tj. aby
tvorili ,,pravidelny 2-uholnfk*);
2.tri body A,,, A,,, A,s tak, aby A,,A4,,=

s24s5 = 8 (pravidelny trojuholnik);

3. 8tyri body A,,, ..., 4,,tak, aby tvorili pravidelny
Stvoruholnik, stvorec.
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Na obr. 3 vidime vysledok takého rozmiestnenia
(optimalny). Body A,,; plne uréuji odchody i-tej linky
a naopak. Podobne aj minimalna vzdialenost dvoch
bodov sa rovna minimalnemu &asovému rozdielu v spo-
loénej postupnosti odchodov. Vyriesif nadu tlohu zna-
mena teda vpisat do celodiselnych bodov kruZnice
dlzky 24 pravidelny 2-uholnik, 3-uholnik a 4-uholnik
tak, aby minimalna vzdialenost dvoch susednych bodov
bola maximélna. Ulohu mé#eme formulovat aj vieobec-
ne, prifom vynechame nie prili§ podstatni poZiadavku
celodiselnosti:

2.1.2. Zakladna tloha. Dand je kruznica k=(S; r) a pri-

rodzené &isla m,, ..., m,, s > 1. Vpisat do k pravidelny
my-ubholnik &, = {4,,, ..., Aym} ..., pravidelny
me-uholnik o7, = {&,,, ..., A,.,} tak, aby ¢&islo
d(y, ..., o,) = d = min 4;;4;;5 bolo maximalne, pri-
bom 2, 1 =1, ..., 8 =1, ..., m; =1, ...,
mz, ¢ % 1.

Poznamendvame, %e po¥iadavka s = ¢ je v poriadku,
pretoZe minimalna vzdialenosf d sa nadobida sku-
todne vidy medzi bodmi dvoch réznych mnohouholni-
kov a nie medzi dvoma bodmi toho istého mnoho-
uholnika.

Kazdi sGstavus,, ...,o, vpisani do k (pritom pre
vietky ¢ jeo/; pravidelny m;-uholnik) nazveme riesenim.
Ak naviac maximalizuje d(«,, ..., &), nazveme ju
optimalnym riesenim.

K aplikdcii zakladnej tlohy prichddzame zvaésa
v tych praktickych situdcidch, ked viaceré deje pre-
biehaji v pravidelnych rytmoch, ale s réznou frekven-
ciou a ¢ast svojho vplyvu sistreduji na jedno miesto,
alebo na jedno miesto kladd poZiadavky.
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2.1.3. Priklad. UvaZujme smerové kolajisko zriadova-
cej stanice z obr. 4. Zo zvaZneho pahrbku sa tu spusdtaju
vozne na jednotlivé kolaje podla nasledujiiceho uréenia.

pa N
Lz AN
P pa N\
Zz AN
A / N\
v N\ V4
- . y
N 7
N\ /
Obr. 4
Cislo Podet vla- Odporidany ¢as ukonéenia
kolaje kov denne zhromaZdovania
1 3 080 8.0 1 630
2 2 g3 2]80
3 3 2% 1030 ]18%
4 4 Qoo 600 1200 1800
5 4 200 800 1400 2000
6 3 430 1230 2Q%
7 3 G630 1430 2230
8 2 330 153
9 4 400 1000 1g°° 2200
10 2 53 173
1l 3 100 geo 700
12 4 120 780 13% 19
13 3 500 ]13°°  2]00
14 2 300 15°°
15 2 700 190
16 2 1100 2300
Tab. 1
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Cast z nich zostdva v stanici (vozne do depa, na vledky
apod.) a &ast, zhromaZdovand na tzv. smerovych ko-
Iajach, odchddza do inych stanic. Na to, aby sa z voz-
flov na smerovej kolaji utvoril vlak, treba vykonat nie

136 4

Obr. b

kolko tkonov, pospajaf, skontrolovat brzdu, spisat
vozne atd. Tieto tkony vyZadujd isty &as a nie je vhod-
né, aby ich bolo treba robif s viacerymi vlakmi naraz,
pretofe by vyZadovali viac pracovnikov, alebo by
niektoré vlaky museli éakat. Okamihy ukonéenia zhro-
maZdovania voziiov na smerovych kolajach treba preto
rogvrhnif o najrovnomernejiie, aby medzi najblizsfmi
dvoma po sebe nasledujicimi bol & najviaési odstup.

Ak méme s takych kolaji, pritom z i-tej kolaje od-
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chidza za 24 hodin m; vlakov a na kaZdej kolaji sa Ziada
pravidelny rytmus, prichddzame opéf k nasej zikladnej
tlohe. Tu byva vhodné volit k s obvodom 24.

Napriklad v zriadovacej stanici Pterov-pravé méme
situdciu opfsant v tab. 1, pritom v trefom stlpci u
méame rieSenie tilohy, kde d = 30minut. Na obr. 5 vidi-
me toto rieSenie na kruZnici k. Zvonku si &fsla kolajf,
zvnitra &as.

2.1.4. Niektoré vlastnosti stistavy pravidelnyech mno-
houholnikov vpisanyeh do kruZnice. Poznamenava-
me, %e pravidelnym 1-uholnikom budeme nazyvat Iubo-
volny bod kruzZnice, 2-uholnikom jej Iubovolny priemer.

Lema 1. Nech m, a m, st prirodzené &isla, nech [m,, m,]
je ich najmensf spoloény nasobok. Nech k = (S; 0/27x) je
kru’nica a nech 4,,, ..., 4d;m & 431, -.., Agm, 81
vrcholy pravidelného m,-uholnika &7, a m,-uholnfika o,
vpisanych do k. Potom

o ——— [4]
D) d(o,,o,) =mind, 4,; < ——
D) (1,5 5) ‘=:1.1'I.1.m]1. 247 2[m,, 1)
i=1.....mg

pritom existuji «f,, &/, také, e vo vztahu (D) plati
rovnost.

Dékaz, tejto lemy je trochu zdlhavy, preto ho ne-
uvadzame.

Lema 1 nam priamo opisuje postup, ktorym méZeme
ziskat optimalne rieSenie nadej zikladnej ilohy, ak
8 =2

Najprv stotoinime niektory vrchol m,-uholnika
8 niektorym vrcholom m,-uholnika, a potom m,-uholnik
ototime okolo stredu ktorymkolvek smerom o uhol
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n/[m,, m),. Zial, tento postup sa pre s > 2 nedd zo-
vieobecnif. Nasledujica lema ndm da asponi hruby
odhad pre d(«,, ..., %,).

Lema 2. Nech k = (S; o/2n) je dand kruZnica a m, >
=My ... = , st prirodzené ¢&isla. Nech s/, ..., o, je
optimalne rieSenie zakladnej tlohy. Potom, ak ozna-
¢me m =m,; + ... + m,, plati

o . o 0
8.[my,...,m) = Ay, ) = mm[2[m1,mﬂ ’ m]

Dékaz. Oznadme n = [m,, ..., m,]. Pre My = ... =
= M, = n dostaneme optimdlne rieSenic nasej ulohy
zrejme takto: n-uholnik %, umiestnime na kruZnicu
Tubovolne a %;,, ziskame otoenim #, v smere hodino-
vych rudidiek o uhol ¢.0/s.n. Vtedy zrejme d(%,, ...,
#,) = ofs.n. KedZe o/; vznikne z #; vynechinim n — m;
vrcholov, nutne d(«,, ..., &,) = o/s.n. Lava nerovnost
je dokédzana.

Zre]med(dl, oo d,) Sd(,, A,) kde |, je opti-
malne rieSenie zakladne] ulohy pre m, a m,y. Podla lemy 1
je potom d(«,, ..., #,) < o/2[m,, m,]. Zostdva nam
teda uz len doké,za,f,, Ze d(y, . .., &,) = o/m, o je viak
priamym ddsledkom toho, Ze stistava ma spolu m bodov.
Lema je dokizana.

Vrafme sa teraz k nasim dvom prikladom. V prvom
sme mali m; = 2, m, = 3, my = 4 a nadli sme pravidelny
2-uholnik, 3-uholnik a 4-uholnik ako na obr. 2. Lema 2
nam ohraniduje d(#,, &,, F3) =< 24/2.12 = 1, pre nade
rieSenie plati rovnost, je teda optimédlne. V druhom
priklade sme nasli &,, ..., &, ako na obr. 4. Podla
lemy 2 d(o,, ..., H14) < 24/46 = 0,52, kym my sme
dosiahli 0,50, &o je iste vysledok velmi uspokojivy.
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Nasledujiice odstavce si matematicky naro&nejsie,
moZno ich vynechat a prejst k III. kapitole.

Sustavu pravidelnych mnohouholnikov «,, ..., &,,
vpisanych do kruznice k tak, Ze Ziadne dva vrcholy sista-
vy nesplyvaji, modZeme charakterizovat vektorom
(B, -y tn), kdem =m; + ... +m, a disla i, ..., i,
dostaneme takto: Zvolime si lTubovolny bod A, ; sistavy
a polozime ¢, = ¢. Ak uZz mame %,, ..., ¢, definované
pfiom sme ich definovali ako prvé indexy vrcholov
Ai iy o ..y 4y 5, potom nijdeme v smere hodinovych

rudidiek susedny vrchol 4;; k vrcholu 4,, ;, a poloZime

4,y = . Vektor (¢;, ..., ¢,) nazveme charakteristickym
-vektorom sustavy &/, ..., ,.

Charakteristicky vektor sistavy uréuje, v akom poradi
sa na kruznici striedajiu vrcholy jednotlivyeh mnoho-
uholnikov sustavy, tj., Ze existuje taky vrchol mnoho-
uholnika &;, Ze k nemu susedny v smere hodinovych
rudiiek je vrchol mnohouholnika &;,, za nim &;, atd.
KaZdé 1 sa v charakteristickom vektore vyskytuje prave
my-krat. Podla toho, ktory vrchol je ako prvy, by sista-
va mohla mat aZ m roznych charakteristickych vekto-
rov (jeden z druhého odvedené cyklickou zdmenou).
Charakteristickym vektorom sistavy z nasho prvého
prikladu je napriklad (1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 3, 2).

Na mnozine charakteristickych vektorov si definu-
jeme niektoré zobrazenia do seba (unarne operdcie):

0, — cyklicka zamena,

0, — obratenie poradia zloZiek vektora,

0y — vymena rovnako poéetnych indexov — ak sa
prirodzené &isla p a p vyskytuji v charakteristickom
vektore rovnaky poéet krat, nahradime pri tejto opera-
cii viade p ¢slom $ a naopak.

Tak napriklad o,(1, 2, 3, 4, 1) =(2, 3, 4, 1, 1),
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oi1, 2,3, 4, 1) =(1, 4, 3,2, 1), oi(1, 2, 3, 4, 1) =
=(1,3,2 4, 1).

Dve sistavy o, ..., &,; %,, ..., &, nazveme topo-
logicky ekvivalentné (jednej topologickej triedy), ak
mozno charakteristicky vektor jednej previest na cha-
rakteristicky vektor druhej konednym podétom opera-
cif 0, — 0,.

Zaujimavi vlohu zatial nevyriesend, dostaneme, ak
definujeme &islo K(m,, ..., m,) ako maximalny podet
navzdjom topologicky neekvivalentnych sistav z m,-
uholnika &f,, ..., m,uholnika &/,. Napriklad plati
K(3,3,1,1) =2 a je hypotéza K(m,,m,) =1 pre
vietky m,, m,.

2.1.5. Problém algoritmu. Nasu zdkladnid tlohu by
sme mohli riesif v dvoch éastiach:

1. topologickej — urdit topologicki triedu

2. metrickej — vybrat konkrétneho predstavitela

v ramei topologickej triedy.

Optimélny algoritmus (v praxi sotva pouZitelny) je
napriklad tento: Prebrat v8etky topologické triedy pre
dané m,, ..., m, a v ramci kaZdej triedy najst reprezen-
tanta s najvidiim d (napriklad metédou hladania
extrémov funkcie s — 1 premennych &,, ..., &, kde &;
vyjadruje uhlové natodenie ¢-tého mnohouholnika voii
prvému). Pochybnosti o praktickom vyzname takéhoto
algorltmu sa tykaji najma jeho prvej dasti, pri vi¢Som s
bude asi fazké vyhladat vietky topologlcke triedy, ¢i uz
pre ich velky podet, alebo komplikovani struktiru.
Uvedieme si preto algoritmus, ktory nevedie vidy
k rieSeniu optimdlnemu, ale didva dobré vysledky.
Uspesny byva najmi vtedy, ked je s pomerne velké, kym
n = [m,, ..., m,] pomerne malé. I v nasom druhom prikla-
de (s = 16, n = 12), sme nim dosiahli pekny vysledok.
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Najprv si definujeme pojmy, ktoré v fiom budd hrat
vyznamni tlohu: Predovietkym vyslovime induktivnu
definfciu tzv. pripustného rozkladu prirodzeného éfsla.

1. Pripustnym rozkladom ¢&isla »n je kaZdy vektor

v = (ny, ..., N,), ktorého zlozkami sd prirodzené &isla
Ny =...="n,8¢.n =n,

2. Ak (m, ..., n,) je pripustnym rozkladom ¢&isla n
a (Mi,q, ..., N q) je pripustnym rozkladom ¢é&isla n,,
potom (n,, ..., Ni_y, Wiy, « ooy Migys Wiy - - -5 Ng) j€ Pri-

pustnym rozkladom é&isla n.
Pripustnymi rozkladmi ¢isla 6 si napriklad (3, 3),
(2,2,2),(3,1,1,1).

Lema 3. Nech 4,, ..., A,._, st vrcholy pravidelného
n-uholnfka a nech (n,,...,n,) je pripustny rozklad
¢isla n. Potom existuje rozklad mnoZiny & = {4,, ...,
4,_1} na mnoziny &/; = {44, ...,4is_}(¢t=1,...,9),
tak, Ze body &/; st vrcholmi pravidelného #;-uholnika.

Dékaz lemy plynie priamo z definicie pripustného roz-
klada, indukciou cez podet pouZiti dasti 2 tejto definicie.

Vektor (n,, ..., n,) nazveme n-pripustnym, ak existu-
ju prirodzené &isla n,,,, ..., n, také, Ze (n,, ..., ng,
N1, - - -, Np) je pripustny rozklad éisla n. (Pripustny
rozklad je teda Specidlnym pripadom n-pripustného
vektora.)

Nasledujicu lemu uvedieme bez dokazu.

Lema 4. Nech m,, ..., m, si dané prirodzené &isla.
Nech n =[m,,...,m,] a nech % = (n;,, ..., %),
1 =1, ..., t 8 n-pripustné vektory, pri¢om (n,,, ...,

Ny, g - - -» T,q) J& permuticiou vektora (m,, ..., m,). Po-
tom na danej kruZnici k = (8; o/2x) existuje sistava
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z pravidelného m,-uholnika «/,, ..., m,uholntka <7,
taka, Ze d(y, .. .,&,) = oft.n.

Lema 4 ndm umoZiiuje najst rieSenie (nie nutne opti-
mélne) v dvoch krokoch:

1. Z &isel m,, ..., m, skombinovat &0 najmensi pocdet
n-pripustnych vektorov pre n = [m,, ..., m,]. Nech je
tento podet ¢.

2. Rozdelif kruZnicu k na t.[m,, ..., m,] dielikov a zo-

stavit z deliacich bodov pravidelny m,-uholnik, ..
m,-uholnik,

RiesSenie, ktoré dostaneme, bude mat d = oft.n.

Névrh rozpisu d6b ukondenia zhromaZdovania zéfaZe
v zriadovacej stanici Pferov-pravé v tab. 1 je prikladom
pouzitia spominaného postupu. Mali sme n = 12, ¢ = 4
a pouzité 12-pripustné vektory boli (4, 4, 4), (3, 3, 3, 3),
(3,3,2,2,2), (4, 2, 2, 2). Vidime, Ze okrem posledného sii
to vietko aj pripustné rozklady ¢&isla 12,

2.1.6. Niektoré pribuzné iilohy. Kritérium, ktoré sme
poutzili v naSej zékladnej iilohe, nie je jediné, s ktorym sa
modZeme v praxi stretnif. Tak napriklad pri navrhovan{
cestovnych poriadkov mestskej dopravy sa méZe Ziadat,
aby dhrnna &akacia doba cestujicich bola miniméalna, o
podla [1] vedie na minimalizdciu suétu Stvorcov rozdie-

0
3 20
18 6
12
Obr. 6a Obr. 6b
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lov medzi po sebe ndsledujicimi odchodmi. Toto krité-
rium sa od nasho pévodného lisi, ako vidno na obr. 6.
Ide o dva 2-uholniky a jeden 1l-uholnfk na kruZnici
obvodu 24. Podla nasho p6vodného kritéria je variant
b) lepsf, nakolko d = 4, kym pri a) je d = 3. Podla
sddtu stvorcov je vSak lepsi a), pretoze 9 + 9 4 36 +
436436 =126 <16+ 16 + 64 - 16 — 128.

K zaujimavej tlohe déjdeme, ked sa snaZime minima-
lizovat celkovi éakaciu dobu v celej sieti (napr. na obr.
2), ale pripustime narusSenie pravidelnosti i na jednotli-
vych linkédch. Touto problematikou sa zaoberaji price

[1] a [2].
Cvifenia

1. Nech ne kruZnici k = (S, o/2x) je ., pravidelny 6-uhol-
nik, o/, 8 &/, Stvorce, .o/, 8 o/; rovnostranné trojuholniky, .o/,
a o/, priemery kruZnice. Dokdite, e o, — .o/; moZno zvolit
tak, Ze

0

24

2. Nech na kruznici k = (S, 0/2n) je o, pravidelny m,-uhol-
nik a .y, pravidelny m,-uholnik, ktoré nemaji spoloény
vrchol.

Dokédite, %e pre m; = 3, m, = 7 a pre kaidy tharakteristic-

ky vektor 1 = (5, ..., im, +m,) SUstavy of,, &, existuji ra-
ciondlne &isla p,, r,, P,, 71 také, e

d(ﬂn ---:-‘V7) =

/l = j = int[p,(k + "mx) + ] —n(m, + m,)

'i,z\ k=1...,m,n=20,1,2, ...
2 & j = int[pyk + nm,) + ry] — n(m, + m,)
=1,...,m,n=20,12,...

int  tu znamend celd &ast z z, &iZe najvalsie také celé &islo,
ktoré neprevysi z.
Plati toto tvrdenie pre Tubovolné m, a m,?
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3. kapitola

TEORIA GRAFOV —
JEDNA Z NAJVIAC APLIKOVANYCH
DISCIPLIN

V poslednych desatrodiach &oraz viac vystupuji do po-
predia aplikdcie matematiky na rie§enie problémov orga-
nizdcie a riadenia. VaZnu ilohu tu hri prave tedria gra-
fov. Tato sice nie je sidastou povinnej matematiky na
gymnéziach (i ked aj o tomto sa uvazuje), ale viésina
titatelov, i mladych, sa s fou uZ asi stretla pri inych pri-
lezitostiach, napr. v Rozhledoch, v kriaZkoch, na akeidch
JCSMF apod.

3.1. Z4ikladné pojmy tebrie grafov

Grafom nazyvame dvojicu (V, H), kde V je nejaka
mnozina a H je podmnoZina mnoZiny V2 v8etkych dvojic
(vy, v,), kde v, €V, v, € V. MnoZina V sa vola vrcholova
mnoZina grafu a my o nej budeme predpokladat, Ze je
konedna. Jej prvky sa volaji vrcholy grafu. MnoZina H
sa vola hranovd mnoZina grafu a jej prvky sa volaju
hrany grafu.

Ak chédpeme hranu & = (v,, v,) ako usporiadani dvo-
jicu, volame ju orientovanou hranou, vrchol », volime
jej zadiatoénym a vrchol v, jej koncovym vrcholom. Ak
nam naopak pri hrane s nezalez{i na poradi vrcholov »,,
vy, volame & neorientovanou hranou a v,, v, volame jej
koncovymi vrcholmi. Graf, ktory obsahuje len oriento-
vané hrany sa vola orientovany, graf, ktory obsahuje len
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neorientované hrany sa vold neorientovany, graf, ktory
obsahuje hrany oboch druhov sa vold &iastoéne oriento-
vany.

Graf ¢asto zndzorfiujeme v rovine, a to tak, Ze kazdé-
mu vrcholu priradime v rovine kriZok, pridom tieto
krazky si navzajom disjunktné, tj. nemaji spolo&né
body. Ak v,, v, je orientovand hrana, narysujeme v rovi-
ne §fpku z krizku », do v,.

Ak (v, v,) je neorientovana hrana, spojime krizky v,
a v, usetkou, alebo oblikom. Obrazok 7a a dalSie sid
prikladmi znazornenia grafov v rovine.

Na danom grafe ¢ = (V, H) volame vrcholy v, a v,
susednymi, ak (v,, »,) € H, alebo (v,, v,) € H. Navzijom
rozne hrany A,, k, volime susednymi, ak maji spoloény
vrchol.

Vidime, Ze graf je matematickd struktira, ktord vy-
jadruje isty vztah medzi dvojicami prvkov mnoZiny V,
¢iZe bindrnu relédciu na mnozine V.V praxi sa dasto stre-
tdvame prave s potrebou Studovat mnoZinu prvkov
s bindrnou reldciou, a preto ma tedria grafov také firoké
uplatnenie.

Obr. 7a
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UvaZime napriklad neorientovany graf z obr. 7a.
Tento graf moZie maf mnoho réznych vyznamov, ako
napriklad

3.1.1. Vrcholmi st niektoré eurépske &téty (C — Ces-
koslovensko, § — Sovietsky zviz, A — Raktsko, M —
Madarsko, J — Juhoslivia a B — Rumunsko), hranou st
spojené susedné staty.

3.1.2. Vrcholmi si televizne vysielate I. programu.
Dva vysielade spojime hranou, ak na niektorom mieste
mozZno prijimaf signdl s oboch vysielad¢ov.

3.1.3. Vrcholmi grafu sd 8iesti Ziaci (Cyril, Stano,
Andrej, Martin, Juraj a Roman) a hranou si spojeni tf
dvaja, ktorf sa spolu priatelia.

3.1.4. Vrcholmi grafu si objekty, ktoré ma strézif
vojenskd straZna jednotka (centralny sklad, strelnica,
autopark, muniény sklad, juzny sklad a radarova stani-
ca). Dva objekty si spojené hranou, ak je medzi nimi
priama viditeInost.
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Niekedy pripisujemejhranim™grafu &selné ohodno-
tenia, ako napriklad na obr. 7b. Tieto &isla méZzu mat
rézny zmysel, napriklad

3.1.6. Tento graf méze vyjadrovat Sest homogénnych
rovnic pre Sest nezndmych A, C, J, M, R, S, ktoré dosta-
neme tak, %e pre kazdy vrchol grafu napiSeme rovnicu,
v ktorej oznadenie vrcholu je na Iavej strane rovnice
a na pravej strane je stidet, ktorého &lenmi sii oznadenia
susednych vrcholov nisobené ohodnoteniami hréan, sme-
rujicich do vybraného vrcholu:

1C + 44J -+ 38M

14 + 30M + 158

44 + 40M 4+ 28R

84 4 30C + 40J + 36R + 328
8J

5C

=D W W

+ 36M + 248
+ 32M + 24R

NSO

3.1.6. Vrcholy grafu mézu znamenat mesta v niektorej
oblasti, pritom hranou st spojené susedné mests a ¢iselné
ohodnotenie znamend vzdialenost v kilometroch (pri-
padne v hodinach jazdy, alebo v niakladoch na prepravu
jednej tony).

3.1.7. Vrcholmi grafu st dopravné uzly; dva uzly st
spojené hranou, ak medzi nimi vedie priama dopravns
tepna, ktord uZ neprechidza Ziadnym dal3im uzlom.
Ciselné ohodnotenie tu znamend priepustnost, kapacitu
dopravnej tepny. Priepustnostou rozumieme maximalne
mnozstvo dopravnych jednotiek, ktoré moéiu tepnou
prejst za jednotku dasovi (napr. podet vozidiel za mi-
nitu apod.). '

34



3.2. Najiastejlie aplikované metddy
tedrie grafov

Priklady, ktoré sme si uviedli, nam ukazujua, aké roz-
manité situdcie moZno opisat pomocou grafov, ba do-
konca aj pomocou toho istého grafu. Opis tu v8ak byva
len zadiatkom, zriedkakedy koneénym cielom price. Zvy-
¢ajne sa pomocou niektorej metédy tedrie grafov hlada
odpoved na isti prakticki otdzku. V dalSom texte si
preberieme niektoré tulohy teérie grafov i pripadne
s metédami na ich rieSenie, ktoré sa dastejdie vyskytuji
v praktickych aplikaciach.

3.2.1. Farebna iloha. Uvazme dast mapy Eurépy, na
ktorej je Ceskoslovensko, Sovietsky zviz, Rakisko,
Madarsko, Juhosldvia a Rumunsko. Ulohou je najst
minimalny podet farieb, ktorymi mozZno tito mapu vy-
farbit, a to tak, Ze celé tizemie jedného &titu je jedno-
farebné, ale tzemia susednych Statov st vyfarbené
réznymi farbami. RieSenie tejto tlohy by sme sa sice
mohli pokisit najst priamo na spominanej mape, uka-
Zeme si viak lepsiu graficki pomoécku. Je niou graf z obr.
Ta. Pre nés je totiZ zaujimavé len to, aké prvky mé mno-
Zina skimanych $tdtov a ktoré z nich sui susedné. Ako
sme si uz uviedli v priklade 3.1.1, tieto skutoénosti vy-
jadruje prave graf z obr. 7a.

Nasa tloha je Specidlnym pripadom vSeobecnej fa-
rebnej tilohy pre vrcholy grafu, ktora je nasledovna:

Pre dany graf ¢ = (V, H) nijst mnozZinu farieb
Fg ={f,, ..., [s} a zobrazenie f mnoZiny V do Fg
také, Ze

1. pre véetky (v, w) € H plati f(v) # f(w),

2. ¥slo n je minimélne.

Ak existuje rieSenie tejto tlohy, ktoré spliia tieto
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podmienky, hovorime, %e na vyfarbenie grafu treba
minimalne n farieb &iZe, Ze graf je n-farebny. Ak sa
splni len podmienka 1, hovorime, Ze na vyfarbenie grafu
staéi » farieb.

Algoritmy, ktoré pozndme na rieSenie vieobecnej fa-
rebnej tlohy si mdlo uspokojivé. Podet poétovych vy-
konov, ktoré si potrebné na ich vykonanie, prudko
rastie s rastiicim poétom vrcholov a hran grafu a je te-
mer porovnatelny s poétom vykonov pri ,,absolitnom"
algoritme preskimania vdetkych variantov. Jeden
z algoritmov si popiSeme neskdr.

V naSom konkrétnom pripade je viak zrejmé, Ze Styr-
mi farbami je mozné graf vyfarbit (obr. 8), kym tri farby
nestadia, ¢o si moéZeme dokazaf nepriamo: Predpokla-
dajme, Ze by tri farby stadili na vyfarbenie tohto grafu.
Oznatme si farby, priradené vrcholom M, C, S po rade

fi> fas fao ti. (M) =}, f(C) = fa, {(S) = f5. Potom
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nutne f(4) =f,, /(R) =f,, a teda susedné vrcholy
vrcholu J maji farby f,, fa, f., 6iZze Ziadnu z tychto farieb
nemozno priradit vrcholu J, éo je spor s predpokladom.

Citatelia si iste uvedomuji, Ze farbenie map je tloha
velmi Specidlna a v praxi tak zriedkava, Ze by sa sotva
oplatilo o nej hovorit, keby neexistovali iné, vyznamnej-
sie aplikacie farebnej ilohy. Jedna z nich stvisi s prikla-
dom 3.1.2.

Na nafom tzemf{ mame uZ postavenych, alebo plano-
vanych, niekolko stovak vysielatov rézneho vykonu pre
I. televizny program. Ak z nich zostavime graf podobne,
ako v 3.1.2 a podari sa nam ho zafarbif menej, ako 12
farbami, potom, ak povaZujeme kaZdi z farieb za niekto-
ry vysielaci kanal, najdeme vysielacie kanaly pre vietky
vysielade tak, aby sa navzdjom nerusdili. Hovorime o me-
nej, ako 12 farbach preto, Ze k dispozicii je len 11 kana-
lov, hoci na televizore ich je 12. Treti kanal sa pouZiva
pre VKV rozhlas.

Teraz si opiSeme jeden z algoritmov na riesenie vseo-
becnej farebnej tilohy. Jeho presnou tlohou je zistit, &
mozZno pre dany graf a dané n vystatit s n farbami. Viac-
nasobne opakovanym pouZitim tohto algoritmu nako-
niec zistime minimalne .

1. krok: Pre ka%dé veV a ¢ =1, ..., n definujme
premennd z,; (tzv. binomicki), ktord méZze nadobiudat
len hodnoty 0, 1.

2. krok: RieSme systém rovnic a nerovnic

é Ly = 1 (’UG V)
i=1

Ty + Ty = ((vywyeH, 1=1,...,n)

Ako sa takyto systém riesi, si povieme v 4. kapitole.
Ak rieSenie neexistuje, nemozno graf vyfarbit n far-
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bami. Ak ano, tak n farieb na to staéi a x,; = 1 znamena,
Ze f(v) = f:.

3.2.2. Uloha o vmiitornej stabilite. Predstavte si, Ze by
sme zo Ziakov, ktorych spominame v priklade 3.1.3,
potrebovali vybrat predsedu a pokladnika triedneho vy-
boru. Bolo by pritom Ziadice, aby neboli blizkymi pria-
telmi. Existuje takato dvojica? Na grafe z obr. 7a vidi-
me, Ze ich existuje niekolko, napr. Cyril—Juraj, Cyril—
Roman, atd., spolu 5 dvojfc. Ak by sme viak chceli vy-
brat troch Ziakov tak, aby Ziadni dvaja neboli blizkymi
priatelmi, uZ sa nam to nepodari. Ak na grafe z obr. 7a
vyberieme akikolvek mnoZinu troch vrcholov, vidy sa
medzi nimi najdu aspon dva spojené hranou. Cislo 2 mé
teda pre tento graf isty vyznam, ktory méZeme vSeobec-
ne formulovat takto:

Majme graf ¢ = (V, H). Mnozina WCV sa vold vnu-
torne stabilnd, ak Ziadne dva jej vrcholy nie sil susedné
(spojené hranou). Najvidsie éislo vy , ku ktorému v grafe &
existuje vnitorne stabilnd mnoZina s poétom prvkov v,
sa vola é&islo vnitornej stability grafu 4.

Algoritmus na vyhladanie vndtorne stabilnej mnoZiny
s maximalnym poétom prvkov, je popisany v Bergeho
knihe [4]. Tato tloha, pripadne tdlohy k nej pribuzné,
moZu mat aplikdcie tam, kde ide o tvorenie kompletov
z viacerych zloZiek, priGom niektoré dvojice zloZiek
nesmi byt obsiahnuté v jednom komplete. Citatelia sa
mozu vlastnou tivahou presveddit, Ze 1iloha o rozmiesteni
maximalneho poétu ddm na 8achovnici tak, aby Ziadne
dve se nemohli navzajom zobrat (tento maximalny po-
det je 8), je tiez Glohou o maximalnej vnitorne stabilnej
mnozine.

3.2.3. Uloha o vonkaj¥ej stabilite. Uvdzme straZené
objekty, ktoré spominame v priklade 3.1.4. Predpokla-
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dajme, Ze netreba obsadit striZnym vietky objekty, ale
%e stadf, ak na kaZdy neobsadeny objekt je vidno
z niektorého obsadeného. Stadilo by teda napriklad
obsadif objekty C a J, ale nestadilo by H a S. Zvlast-
nostou grafu z obr. 7a (iné grafy ttto vlastnost nemusia
maf) je, Ze vrchol M je susedny vietkym ostatnym vrcho-
lom a teda stadi obsadit M, ostatné st z neho vidno.
Uloha, o ktorej sme teraz hovorili, je Specidlnym pripa-
dom nasledovnej vieobecnej 1lohy, ktord sa vold tilohou
o vonkajsej stabilite:

Majme graf ¢ = (V, H). MnoZinu WCV volame na-
vonok stabilnou, ak pre kaZdy vrchol v e (V — W) plati,
Ze je susedny k niektorému we W (Size kaZdy vrchol
grafu alebo padne do W, alebo je k tejto mnoZine sused-
ny). Najmensie ¢slo we, ku ktorému existuje v grafe ¥
navonok stabilnd mnoZina W s podtom prvkov wg, sa
vola &islo vonkajSej stability grafu %.

S algoritmami na vyhladanie najmensej navonok sta-
bilnej mnoZiny je situicia podobnd, ako pri farebnej
tilohe; st velmi zdlhavé. Aj thto filohu mo#no riesif
pouzitim binomickych premennych:

Ku kaidému v eV definujeme binomicku premennt
Z, (€, = 1 bude znamenat, ze ve W, x, = 0, Ze v¢ W),
Treba nijst minimum tzv. cielovej funkcie

2=
oV
na mno#ine, uréenej podmienkami

xv"‘ 2 17,,,_2_ 1 (‘UGV).

weus. ko

Uloha o vonkajsej stabilite mé &irSie uplatnenie, ako
tloha o stabilite vnitornej. UkdZeme si jeden priklad.
Predpokladajme, Ze v istom meste sa chystd nejaks vy-
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znamnd akcia (festival, spartakiada apod.). Nech V je
mnozina vSetkych jeho kriZovatiek. Predpokladajme, Ze
pre velky podet prvkov v mnozZine V nie je moZné kazda
kriZovatku v meste obsadif informatorom, ale Ze by bolo
Ziadice, aby v pripade, Ze na niektorej kriZovatke infor-
mator nie je, existovala krizovatka ku nej susednd, na
ktorej uz informator je. Najmensia mnoZina obsadenych
kriZovatiek s touto vlastnosfou je najmensia navonok
stabilnd mnoZina v grafe ¢ = (V, H), kde (v, w)e H, ak
st krizovatky v, w susedné v dopravnom zmysle.

Inym prikladom takejto ulohy je problém umiestenia
minimélneho poétu dam na Sachovnici tak, aby kazdé
pole, na ktorom dama nestoji, bolo v dosahu niektorej
z nich. Citatel sa méZe sém presvedéit, Ze tato tloha je
tlohou o minimélnej navonok stabilnej mnoZine.

3.2.4. Cesty na grafoch. Cestou na grafe ¥ = (V, H)
voldme koneénu postupnost € = (v, ky, vy, .- ., ks, Ua),
kde v, a v, sii rozne vrcholy hrany 4,, », a v, si rézne
vrcholy hrany %,, . . ., v,_, av, st rézne vrcholy hrany &, .

Délezité je, aby sme si uvedomili, Ze v pripade oriento-
vanej hrany h, neziadame, aby v, bol jej zatiatoény a v,
koncovy vrchol. Méze to byt aj naopak!

0 h1 c hz 0 hJ °
Obr. 9

Na obr. 9 miame priklad cesty € = (v,, by, vy, by, s,
kg, v3) na orientovanom (pripadne é&iastodne orientova-
nom grafe).

Ak naviac vietky orientované hrany Ak = (v;_;, v)
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maji svoje vrcholy i v tomto poradl na ceste € hovori-
me, Ze ¢ je usmernena cesta. Na obr. 9 je cesta (v,, ks,
¥y, hy, v,) usmernena.

Ak pre cestu € plati v, = v, a vSetky ostatné vrcholy
st navzijom rézne, volame ju kruznicou. Ak to plati pre
usmerneni cestu ¥, voldme ju usmernenou kruZnicou.

3.2.5. Vyhladanie cesty medzi dvoma vreholmi. Tato
tloha sa mdze zdaf ditatelom trividlna, ved kto by mohol
maf starosti napriklad s vyhladanim cesty z § do 4 na
grafe z obr. 7a. Zdanie sa vSak tento raz myli. Omyl spo-
¢iva v tom, Ze nie vidy mame mozZnost ,,systematické-
ho* pohladu na graf ako celek. Predstavme si, Ze by sme
nemohli kreslif Ziadne obrizky, ale mali graf znadeny

—~{C,A,J, R, 8, M)

h, = (C, 4), h =(A ' _(J B), h = (R 9)
hs = (Sr C)’ h’ = (M C)! (M A), h’ = (Mv J)
hy =(M,R), hy=(M,8)

(takymto spdsobom by mohol byt graf z obr. 7a zadany
napriklad v pamiti poditada). Pri takomto sposobe urée-
nia grafu nevidno cestu z § do 4 ,na prvy pohlad‘.
Predstavme si viak, Ze pri takomto sposobe zadania
by vrcholov nebolo 6, ale 60 a hran okolo 300. Potom
vznikd skutoéne netrividlna otdzka, podla akého algo-
ritmu treba postupovaf (napriklad pri rieSenf na poédi-
tadi) pri hladani cesty medzi dvoma vrcholmi grafu.
Takyto isty algoritmus by mohol potrebovat aj spe-
leolég (= jaskyniar), ked by zablidil v spleti podzem-
nych chodieb a potreboval by sa dostat von. Podzemné
chodby mozno totiz povazovat za hrany niektorého gra-
fu a kriovatky chodieb za jeho vrcholy. Speleolég pri-
tom nielen %e nemd celkovy pohlad na graf, ale nevidi nié,
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okrem chodby, ktorou ide a chodieb, ktoré do nej ustia.

Hoci pre pracu aplikovaného matematika je viac cha-
rakteristicka tvorba matematickych modelov, ako vyber
algoritmov, algoritmus pre vyhladanie cesty na grafe si
preberieme ako zaujimavi ukdzku. Citatelia si potom
méZzu premyslief, ako by bolo treba tento algoritmus
upravit pre hladanie usmernenej cesty na orientova-
nom, pripadne d&iastoéne orientovanom grafe.

Algoritmus na vyhladanie cesty z vrchola v do w na
grafe ¢ = (V, H) opfifeme tak, Ze urtime pravidla,
pomocou ktorych sa dalej predlzi cesta, ktord zadala vo
vrchole v a zatial dospela po vrchol u:

3.2.5.1. Nikdy nevybrat hranu, ktord uz raz do cesty
vybrana bola, v tom istom smere (= poradi vrcholov),
ako predtym. Inymi slovami, neslobodno fst po Ziadnej
hrane po druhy raz smerom, ktorym sme uz raz ishi.

3.2.5.2. Ak je vrchol u # v a vrchol % sa na konstruo-
vanej ceste ¥ vyskytuje po prvy raz na hrane (i, u),
predl%ime cestu € hranou (u, @) len vtedy, ked niet inej
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mozZnosti. Inymi slovami, hranou, po ktorej sme do
vrehola prisli po prvy raz, sa slobodno vrétit len vtedy,
ked nemame ind mozZnost.

Déa sa dokazat (dokaz je napriklad v knihe [4]), Ze
po koneénom podéte krokov bud dosiahneme vrchol w,
ktory sme chceli dosiahnut, alebo skondime vo vrchole
v tak, %e cestu C nebude mozné dalej predl¥it bez poru-
Senia pravidla 3.2.5.1. Tato druhd mozZnost potom zna-
mené, ze hladana cesta na grafe neexistuje.

Na obr. 10 vidime priklad cesty z A do R (¢iarkova-
nej), ktord sme predlZovali podla pravidiel 3.2.5.1
a 3.2.5.2, pridom ak bolo mo#né vyberat si z viacerych
moznosti, vyberali sme si nahodne.

3.2.6. Vyhladanie najkratSej cesty na grafe. Kym
predchadzajtca tloha sa v praxi zriedkakedy vyskytuje
samostatne (skor ako stdast Sirsieho problému), tloha
o najkratSej ceste md vela priamych aplikacif.

Viiédina ditatelov uZ iste pouZivala automapu nasho,
alebo cudzieho tzemia pri hladani najkratSej cesty
medzi dvoma mestami. Pritom zistila, Ze najmi pre
vzdialenejsie mestd je to nelahka vloha. (stadf si skisif
vyhladat najkratsiu cestu z Popradu do Znojma, alebo
z Oradey do Giurgiu v Rumunsku). Dopravné zivody
CSAD,alebo dopravné dtvaryinych podnikov, viak musia
takéto tlohy riesit temer denne a preto sa na jej opako-
vané rieSenie postupne nasadzuji samodéinné potitace.

Vieobecna formulacia tlohy o najkratSej ceste na
grafe je nasledovna:

Nech ¢ = (V, H) je graf, na ktorom pre kazdé
heH je dané kladné &islo d(h) (toto ohodnotenie mdzZe
vyjadrovat dlzku hrany h, alebo &as, potrebny na jej
prechod, alebo cenu za prepravu jednotkového nakladu
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cez tito hranu). Nech veV, we V. Treba najst taka
cestu € = (v = v, by, ..., ks, v,.= w), aby d&islo

(%) =éld(h,-)

bolo minimaélne.

Vypodétovy postup (algoritmus) je typickou ukizkou
metddy, vhodnej pre pouZitie na poditadi.

Pri tomto algoritme priradujeme vrcholom grafu po-
mocné ohodnotenia. Postupujeme takto:

1° Vrcholu » (vychodisku) priradime ohodnotenie
f(w) = 0, vietkym ostatnym vrcholom priradime ohod-
notenie f(u) = oo, alebo f(u) = m, kde m je nejaké
velmi velké ¢&islo, napriklad m = 1020 apod. Potom pre-
jdeme ku kroku 2°.

2° Ak existuje hrana & = (u, @) € H, na ktorej

@) — flw) > d(h)

nahradime f(i) hodnotou f(u) - d(k) a vratime sa na za-
diatok kroku 2°. Ak takd hrana neexistuje, prejdeme ku
kroku 3°.

3° Ohodnotenia vrcholov, ku ktorym sme dospeli,
znamenaji miniméalne hodnoty d(¥) pre cesty € z vy-
chodiska do prislu$ného bodu. Minimalnu cestu ¢ z vy-
chodiska v do vrcholu w potom zostrojime spitne od
vrcholu w podla 4°.

4° Ak uZ méme zostrojeni koncovi d&ast cesty

Un_k» hn—k+1’ Unky1s s hm v, =wa Plati Un_k #* v, na"j'
deme vrchol v,_;_, taky, Ze k., = (Vu_x_y, Vi) €EH
a plati

dha) = f(va ) — f(Vnk)
Cestu potom predlfime v spitnom smere na tvar
Vn_k—1r Prnks Un_ty Pn_iyry +-+» Pn, ¥ = w. Taky vrchol
¥n_x—y VZdy existuje vdaka spdsobu, ktorym sme vyko-
nali kroky 1° a 2°.
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Ak po tomto kroku je uZz prvym vrcholom na ceste
vrchol v, sme hotovi. Ak nie, zopakujeme krok 4°
s predi¥enou cestou. Po konetnom poédte krokov napo-
kon dospejeme k hladanej ceste ¥ = (v = v, by, vy,
hay vy = w).

Ako priklad pouZitia tejto metédy si ukdZeme postup
(napr. v poéitadi) pri uréovani vzdialenosti z vrcholu 4
do R na grafe z obr. 7b. Postupujme podla tabulky 2.

ooy

Ohodnotenie
body

1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C m m 31 31 31 31 31 31 31
J m m m 44 44 44 44 44 44
M m 38 38 38 38 38 38 38 38
R m m m m m 4 72 72 70
S m m m m 70 70 70 46 46

Tab. 2

KaZdej zmene 1_pomocnjrch ohodnoten{ vrcholov tu zodpo-
vedd novy stlpec tabulky. Citatelov moZno prekvapi
, hlipy*‘ postup pri urdovani stlpca 5, kde oprava ohod-
notenia f(S) sa vykonala pomocou hrany (M, 8), hoci
,,mmiidrejsie’‘ by bolo urobit to pomocou hrany (C, S).
LenZe pozor! Poéitad nema celkovy prehlad a pouZije
prvi hranu % = (%, #), na ktord natrafi a pre ktord
fla) — f(u) > d(h). Zale%i teda potom len od poradia,
v ktorom mé poéftaé hrany v pamiti uloZené. Ak ma
skor (M, S), ako (C, 8), postupuje tak, ako v tomto pri-
pade.
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3.2.7. Metoda kritickej cesty. Pomocou orientovaného
grafu mdZeme znazornit aj naslednost dieldich ¢innosti,
ktoré su potrecbné pri vykondvani niektorej price.

Predstavme si, Ze by sme v niektorej chatovej oblasti,
kde este nie je uzaver chatovej vystavby, chceli postavit
chatu niektorého z typov, ktoré poniika n. p. Drevina.
Cesta, ktorti musime prejst od tohto nasho rozhodnutia,
aZ po ukondenia hrubej vystavby chaty, sa sklada
z viacerych nutnych dinnostf (etap). Ich zoznam vidime
v tabulke 3. Treti stlpec tabulky obsahuje trvanie &in-

Pred-
-Cislo . Nézov dinnosti 'Ijrvani? ch.édza,-
ginnosti dinnosti jlace
éinnosti
1 Projektové préce 2 —
Povolenie na vystavbu 2 1
3 Objedndvka a vyroba chaty
u n. p. Drevina 10 —
4 Vykop zédkladov 2 2
5 Nékup a dovoz Zeleza a dre-
va na debnenie 1 2
6 Debnenie zdkladov a armo-
vanie 1 4,6
7 Nékup a dovoz kametie,
Strku a cementu 1 2
8 Vybudovanie zdékladov 1 6,7
9 Montdz chaty 1 3,8
10 Nékup a dovoz krytiny 1 2
11 Pokrytie chaty 1 9,10

Tab. 3
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nosti v mesiacoch, a Stvrty, velmi délezity, nam ukazuje,
ktoré dinnosti uz musia byt ukonéené, aby sa niektors
¢innost mohla zadat. Napriklad dinnost 8 — vybudova-
nie zikladov, sa moéze zadat, a% ked st ukondené &in-
nosti 6 a 7, t. j. debnenie zadkladov s armovanim a dovoz
potrebného stavebného materialu.

Obr. 11

Obsah tabulky 3 sa priam ponika na to, aby sme ho
vyjadrili pomocou grafu. Prvy moZny spésob vidime na
obr. 11, kde ide o tzv. sietovy graf vrcholového typu.
O druhom moZnom type, hranovom, si povieme neskdr.

Kazda ¢innost je tu znazornend vrcholom grafu, ktory
je oznadeny zlomkom m/xn, kde m je ¢&islo dinnosti a n jej
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trvanie. Vrchol m/n spojime s p/q orientovanou hranou
(8fpkou), ak &innosti p-tej musf predchiddzat m-td podla
4. stlpca tab. 3. Okrem toho priddme do grafu pomocné
vreholy z (zadiatok) a k (koniec) s nulovym trvanim.

V tomto grafe vrcholového typu su teda é&innosti
zndzornené vrcholmi a nadvaznosti hranami.

Sietovy graf ndm nielen umoZfiuje velmi ndzorne
vyjadrif nadviznosti jednotlivych &innostf, ale aj zistit
niektoré &asové relacie. Ak zaéneme das poéitat v mesia-
coch od zadiatku prac, zistime postupne, Ze ¢innosti 1
a 3 mo6Zu zadat v ¢ase 0, 6. 2 a 10 v &ase 2, ¢. 4,5 a 7
v lase 4, 6. 6 v dase 6 atd. aZ &innost k v dase 12, t. j.
0 12 mesiacov by sme mali mat chatu v hrubej stavbe
hotovit. Cisla najskorsieho moZného zadiatku piSeme
vlavo hore pri prislusnom vrchole.

Mozeme si vSak poloZit aj dalsiu otizku: aké si naj-
neskorsie nutné zadiatky jednotlivych &innostf, ktoré by
este nespdsobili predlZenie vystavby na &as dlhsi, ako 12
mesiacov. Tieto ¢asy si postupne odvodime od konca. Pre
ginnost 11 je to 11, pre & 10 a 9 je to 10, atd. Udaj
o najneskorfom nutnom zadiatku pifeme vpravo hore
pri prislusnom vrchole.

Rozdiel medzi nejneskorsim nutnym a najskorsim moz-
nym zadiatkom znamen4d rezervu, o ktor mozno trvanie
tej ktorej dinnosti predlZit bez toho, e by sa porusil
koneény termin. Udaje o rezerve pfSeme pod vrchol.
Samozrejme, tito rezervu sme vypoé&itali za predpokladu,
e ostatné ¢innosti prebehni podla planu. Ak by sa totiz
napriklad &nnost 2 predi%ila o 1 mesiac, nebude mat
dinnost 7 rezervu 4, ale u% len 3 mesiace apod.

Cinnosti, ktoré nemaji #iadnu rezervu, maji zvlstne
postavenie, pretoZe kazdé omeskanie sa v nich sa prejavi
predlfenim &asu vystavby. Preto sa usmernena cesta,
ktora nimi prechddza z vrcholu k do z, vola kriticka.
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V nafom pripade sd na kritickej ceste &innosti 3, 9 a 11.
Stadf viak, aby sme z nejakych dévodov museli napri-
klad o 2 mesiace predlZif ¢innost 1 (dajme tomu, Ze
povolenie na vystavbu pride o dva mesiace neskér),
a uZ sa na kritickej ceste ocitnu aj éinnosti 2, 4, 6, 8.

Metéda, ktorii sme si opisali, sa vold metéda kritickej
cesty, skraitene CPM, podla anglického ndzvu ,,critical
path method‘, je najjednoduchsou z metéd tzv. siefovej
analyzy, ktord sa zaoberd Btidiom siefovych grafov,
ktoré vyjadruji nadviznosti diel¢ich &innosti. Tieto me-
tédy sa uz bezne pouZivaji pri zostavovani planov vy-
stavby vidsich stavieb, planovani vyskumu a vyvoja
novych zariadeni apod.

Pri prici so siefovym grafom z obr. 11 pocifujeme
jednu nevyhodu, a to Ze mé ohodnotené vrcholy, a nie
hrany, ako sme boli zvyknuti, ¢oho désledkom je aj to,
%e &innosti, ktoré maji pomerne dlhé trvanie, si zndzor-
nené vrcholmi, kym okamZiky prechodov medzi &in-
nostami s zndzornené hranami, teda Gtvarmi geometric-
ky dlhsfmi. UkdZeme si, %o od grafu vrcholového typu
moZno prejst ku grafu hranového typu, kde &innosti
budi vyjadrené ohodnotenymi hranami.

Vykonajme dva kroky:

1° Nahradme ka%dy vrchol, s vynimkou z a &, dvoji-
cou vrcholov, spojenych orientovanou hranou (v smere
zlava doprava). Hrany, ktoré predtym konéili vo vrcho-
le, budi teraz konéif v Javom zo spominanych vrcholov
a hrany, ktoré predtym vo vrchole zaéinali, budd zadi-
naf v pravom z dvojice vrcholov. P6vodné oznadenie
vrchola priradime teraz hrane, ktorou sme vrchol nahra-
dili (obr. 12).

2° KaZdi dvojicu vrcholov, spojenych neohodnotenou
hranou, nahradime postupne jednym vrcholom, ak sa
splnia tieto podmienky:
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2a) nepridd sa tym do grafu zavislost medzi takymi
¢innostami, ktoré predtym boli nezavislé,

2b) nespdsobf sa to, Ze by niektoré vrcholy boli spojené
viac, nez jednou hranou.

Obr. 14
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Vrcholy, ktoré po kroku 2° splynid do jedného, sme na
obr. 12 ¢iarkovane ohraniéili a pridelili sme im abecedné
oznadenia. Ich spojenim vznikne graf z obr. 13. Vrcholy ¢,

Obr. 15
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d nemohli splynit vzhladom na pravidlo 2b. Pretofe
v naSom priklade sa neuplatnilo pravidlo 2a, ukdZeme si
pripad, kedy sa s nim stretneme.

Predstavme si, Ze na obr. 14 mame &ast siefového
grafu vrcholového typu, z ktorej po kroku 1° dostaneme
graf z obr. 15. Ak by sme tu chybne zlidili tri vrcholy do
b, porusili by sme pravidlo 2a pridanim zavislosti &in-
nosti 5 na &innosti 2, ktord vo vychodiskovom grafe nie
je (obr. 16). Vysledok sprivneho zlienia mame na
obr. 17.

3.3. Dopravné siete

Hoci tedriu dopravnych sietf si uvddzame ako posled-
ni, je svojim vyznamom pre aplikdcie prva a preto jej
venujeme tito samostatni dast.

Dopravnou sietou voldme orientovany graf ¥ =
= (V, H) bez usmernenych kruZnic, v ktorom

1. kazdej hrane % € H je priradené ohodnotenie k(k) >
> 0; toto ohodnotenie sa vola priepustnost, alebo kapa-
cita hrany A,

2. existuje vrchol peV, v ktorom nekonéi a vrohol
# €V, v ktorom nezaéina Ziadna hrana z H. Vrchol p sa
vold prameri a % sa vola tstie siete.

Ak graf ¢ spliia len podmienku 1., vola sa zovieobec-
nena dopravna siet.

Tokom v dopravnej sieti volame funkeiu f, ktord kaz-
dej hrane A € H priradi nezaporné &islo f(h) < k(h), ktore
volame velkostou toku cez hranu A, pri¢om

fr= 3  flow)= T fw,) :f.?

df (w:(o,w)€ll) {w:(w,9eH)

pre Iubovolné ve V — {p, u}.



Tato podmienka sa podoba na Kirchhoffov zakon,
znamy z fyziky (,,é0 do vrchola pritedie, musf z neho aj
odtiect‘).

. Tok f sa vold maximalny v dopravnej sieti = (V, H,
k), ak pre kazdy iny tok g v tejto sieti platf f; = g} .

Dopravni siet si méZeme predstavit ako sief vodnych
kandlov, do ktorych sa voda dostdva z jediného pramefia
p a z ktorych tsti do jediného tstia u.

Dopravna siet s jedinym pramenom a jedinym tstim
by sa mohla zdat matematickym modelom prili§ Special-
nym a preto aj malo aplikovateInym. Ved beiné doprav-
né siete (nie v matematickom zmysle), ako napriklad
cestna, alebo Zeleznidna sief, maji viac miest, z ktorych
prudy vozidiel vychadzajd, alebo kam prichadzaja.

V nasledujicom priklade si ukdZeme, Ze matematicky
pojem dopravnej siete ma predsa len viadsie pouzitie,
neZ by sa na prvy pohlad zdalo.

Odberatel 1 2 3 4 5 6

Poziad.

Zdroj \\

50 90 60 75 36 60

Ponuka™\
A 60 40 0 50 0 0 60
B 30 0 20 0 0 0 30
C 50 35 50 0 0 0 0
D 70 0 66 0 100 0 0
E 40 0 0 0 40 30. 0
F 80 0 0 0 80 50 0

Tab. 4



3.3.1. Priklad. Piedpokladajme, Ze na jednom brehu
mora su zdroje 4, B, C, D, E, F niektorej suroviny,
ktorej odberatelia &islo 1, 2, 3, 4, 5, 6 sidlia na druhom
brehu. Medzi sfdlami zdrojovn A—F, a odberatelov
1—6 premévaji rozne lodné linky, ktoré prevaZaji
pripadne cestujicich, rézne tovary a na prepravu nasej
suroviny mézu vyélenit kapacitu podla tabulky 4 (kapa-
citu meriame v jednotkich mnozstva za jednotku &aso-
vi). Pri zdrojoch hned uvddzame ponikané, pri odbera-
teloch poZadované mnoZstvo. Nula vovnitri tabulky
znamend, %e od dodivatela z prisludného riadku ku od-
beratelovi z prislusného stlpca bud lodn4 linka nepre-
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méva, alebo na prepravu naSej suroviny nemd Ziadnu
volni kapacitu. Cislo 50 v trefom riadku, druhom stlpci
napriklad znamend, Ze od zdroja C' k odberatelovi 2 pre-
mava linka s kapacitou 50 pre prepravu nasej suroviny.

Tdto situdciu moZeme vyjadrif grafom z obr. 18.

Obr. 19

Takyto graf, v ktorom sa mno#ina vrcholov rozpadd na
dve éasti a hrany vedi len z dasti prvej do druhej, sa
v literatire volad prosty graf. Definicii dopravnej siete
sice nevyhovuje, ale ukidZeme si,ako ho mozno jednodu-
chym obratom upravif na dopravni sief.

Pridajme ku mnoZine vrcholov grafu z obr. 18 ,,ume-
ly* (fiktivny) prameri p a ustie » (obr. 19). Pritom spojme
vrchol p s kazdym z vrcholov 4, ..., F orientovanou
hranou s kapacitou, ktora sa rovna ponuke odpovedajai-
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ceho dodavatela. Podobne spojime vrcholy 1, ..., 6
s vrcholom u hranami s kapacitami, ktoré sa rovnaji
poziadavkam odberatelov. KedZe v stredne;j dasti grafu si
hrany v smere voInych lodnych liniek s kapacitou, kto-
rd sa rovna kapacite tychto liniek, urduje kaidy tok
v tejto sieti svojimi hodnotami v strednej Casti grafu
velkost dodavok od dodavatelov k spotrebitelom. f je
tok, a preto Ziadnej linke sa neurdf prepravit viac, nez
je jej kapacita, do Ziadneho z vrcholov A4, ..., F nepri-
de, a teda ani z neho neodide viac jednotiek toku
(= suroviny), nez je kapacita hrany, spojujicej pramen
8 tymto vrcholom, teda nez je ponuka tohto dodavatela.
Z podobnych dévodov ani Ziaden odberatel nedostane
viac, nez je jeho poziadavka. Maximalny tok v tejto
sieti urdf potom maximalne tihrnné mnozstvo suroviny,
ktoré moZno pri splneni danych podmienok previezt od
dodévatelov k spotrebitelom.

3.3.2. Ford-Fulkersonov algoritmus na vyhladanie
maximélneho toku v dopravnej sieti. Uloha o maximal-
nom toku m4é vela aplikdcii a preto nevyhnutne potrebu-
je efektivny algoritmus, ktory mo#no dobre programo-
vat na samoéinnom poéftadi. Obidve tieto vlastnosti ma
Ford-Fulkersonov algoritmus, ktory si preberieme po-
drobnejsie.

Pri pouziti tohto algoritmu vychddzame z nulového
toku, ktory kazdej hrane & € H priraduje hodnotu f(k) =
= 0. Po koneénom podte krokov dospejeme ku maxi-
méilnemu toku.

Pri kaZdom kroku sa nejprv rozhodneme, ¢&i tok, ktory
sme dosiahli, je uZ maximalny, alebo nie. Ak nie, uka-
Zeme si, ako ho zvadsit,

Predpokladajme, %e sme zatial dosiahli tok f, ktory
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nie je maximdlny, t. j. Ze eSte existuje niektory tok g,
pre ktory
= 3 gpw>fh= 3 fpw

(pow€H (p,w)€H

Potom musi existovat aspon jeden vrchol w,, pre ktory

f(p, wy) < g(p, w,) = k(p, w,)

¢ize hranou (p, w,) pritekd do vrcholu w, vadsf tok g,
ako f, a teda
1. bud existuje hrana (w,, w,) € H, na ktorej

fw,, w,) < glwy, wy) = k(wy, wy)

(t. j. touto hranou aj odteka vidsf tok g, ako f,
2. alebo existuje hrana (w,, w,) € H, na ktorej

f(wy, wy) > g(w,, wy) 2 0

(t. j. touto hranou sa nerovnost z 1. zasa kompenzuje).
V prvom pripade moZno vo vrchole w, zopakovaf
tvahu, ktori sme vykonali vo vrchole w,.
V druhom pripade z vrchola w, vychadza hranou
(w,, w,) valsi tok f, ako g, a teda bud to kompenzuje ind
hrana (w,, w,), na ktorej

f(wa, wy) < g(wg, wy) = k(w,, wy)

alebo po niektorej hrane (w,, w,) do w, aj vadsf tok vcha-
dza, &iZe
f(ws, wy) > g(w,, wy) 2 0

Uvahu, ktord sme vykonali vo vrchole w,, méZeme
vykonat vo w, a definovat w,, atd. Dostdvame tym po-
stupnost vrcholov p = w,, w,, w,, ..., ktora mi t4
vlastnost, Ze ak (w;_,, w;) € H, tak plati
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Flwi_y, wi) < glwi_y, wi) £ k(w;_y, w;), GiZe
fwi—y, wi) < k(wi_y, wi)
a ak (w;, w;_;) € H, tak

f(wi’ wi—l) > g(wi, wi—l) g 0’ élie
f(wi, wi—l) > 0

Uvazme teraz mnoZinu W € V vrcholov, do ktorych sa
takymito postupnosfami méZeme dostat. DokaZeme si,
e za nasho predpokladu f; < g3 plati u € W. Postupuj-
me nepriamo. Nech by ue W¢ = V — W. Potom pre
hrany (w,v)eH, weW, ve W¢ by platilo f(w,v) =
= g(w, v), pretoZe inak by sme postupnost, ktorou do-
siahneme vrchol w, mohli predlzit aj do bodu v a bolo by
veW, v¢ WC.

Dalej je z podobnych dévodov zrejmé, Ze ak (v, w) € H,
veWC, we W, tak f(», w) < g(v, w).

f<g
® )5

Obr. 20

Situaciu, ku ktorej sme dospeli, vidime na obr. 20.
Obsahuje v sebe spor, pretoZe toky f a ¢ ,,vyvieraji‘ len
vo vrchole p, vBetky ostatné vrcholy mnoziny W vysld
tolko toku, kolko ho prijmd. Pritom f; < ¢} a aj pre
pritok z mnoZiny W€ platf
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Z fmw) <3 g, w)

vewC vel
wew veW

Potom ale nevyhnutne

Z fw,v) < T g(w,v)
wew wew
venC rewC
&o je v spore s tym, Ze na vietkych hranach z W do W¢
md platit f(w, v) = g(w, v). Predpoklad ue W°® teda
vedie k sporu.
Tym sme dokazali, Zze ue W, t. j. Ze existuje postup-

nost p = v,, vy, ..., vy = u, na ktorej

(D) {f(wi—l’ w;) < k(w;_y, w;) pre (w;_;, wi) € H (,,vpred®)
fwi, wy_y) >0 pre (w;, w;_,) € H (,,vzad")

Oznaéme

d = min {min[k(w;_,, w;) — f(wi_, wi)], min fw;, w;_,)}

(m‘-_l A €H (e, w,,;_‘) €H

a definujme teraz novy tok f pomocou postupnosti
P = We, Wy, ---,wn=ua,éisla.d:

/f(h) + d pre h = (wi, w)
(F)  Hh) =CAf(h)—d pre b = (wi, wi_y)
f(h) v ostatnych pripadoch

Ukézeme si, %e | je opif tok, vidsi, ako f.

Z definicie ¢isla d vyplyva, ze 0 < [(h) < k(h) pre
vietky he H.

»Kirchhoffov zakon‘ sa tieZ nenarusf, pretoZze pre
vrcholy, ktoré nie si prvkami postupnosti, sa tok f
nezmenil, & ak 7 = 1, ..., n — 1, tak méZe nastat len
jeden z pripadov z obrézku 21 a v Ziadnom z nich sa tito
podmienka nenarusf.

60



Pretoze w, = p, plati [; = f; + d a teda tok sa zvid-
" gl
Postupnost p, w,, ..., wa_;, » ndm _teda posliZila na
zvidSenie toku f. Na zvid&Senie toku f vSak u% poslazit
nebude moct, pretoZe vdaka definicii korekeie d sa jedna
z nerovnosti (D) stane rovnostou.

5 ®O 0O O &

Obr. 21

PretoZe v8etkych ciest na grafe s konednou vrcholovou
mnoZinou je len konedny podet, po konetnom potte
krokov uZz vyradime vSetky takéto korekéné postup-
nosti. Ford-Fulkersonov algoritmus mé teda vidy len
koneény podet krokov.

MéZeme teda zhrnif:

1. Ak vychodiskovy tok f nie je maximdlny, tak
existuje postupnosf vrcholov p = w,, w,, ..., Wy, =u
s vlastnostou (D) a pomocou nej mozno ku f definovat
novy tok f, vidsi, ako f.

2. Ak f je maximdalny tok, tak takito postupnost
neexistuje, pretoZe keby existovala, f by sa dal zviésit.

Cestu s vlastnostami (D) méZeme hladat viacerymi
spésobmi. Napriklad pri ruénom spracovan{ moéZeme
farebnou ceruzkou vyznaédit na jednotlivych hranéch, &
spltaji podmienku (D) vpred, vzad, alebo obidvoma
smermi.

Pri spracovani na po¢itadi sa jeden krok Ford-Fulker-
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sonovho algoritmu s vychodiskovym tokom f Vykona.
takto:

3.3.2.1. Vrcholu p priradime pomocny index 0.

3.3.2.2. Ak vrchol » uZ pomocny index ma a vrchol w
nie, pri¢om f(v, w) << k(v, w), priradime vrcholu w pomoc-
ny index +v. Tym si oznaéfme, Ze pri tvorenf cesty
s vlastnostou (D) méZe za vrcholom v nasledovat w
v zmysle ,,vpred*.

3.3.2.3. Ak vrchol v uZ pomocny index mé a vrchol w
nie, pritom f(w,v) > 0, priradime vrcholu w pomocny
index —w» (,,vzad‘).

3.3.2.4. Ak po prideleni pomocnych indexov vSetkym
vrcholom, ktorym sa to d4, zostane vrchol  bez pomoc-
ného indexu, je tok f maximalny. Ak m4 vrchol # pomoc-
ny index -+v, poloZime w, = %, w,_, = v (postupnost
konstruujeme od konca a ¢islo » zatial nepozname).
w,_, bude potom vrchol, vymenovany v pomocnom
indexe vrchola w,_, atd., aZz sa dostaneme k vrcholu p.

V pripade, Ze hladdme celodfselny tok, a Ze aj kapacity
Ic(h) st vietky celodiselné, méZeme stiéasne s konstruk-
ciou postupnosti ihned opravovat tok o jednotku takto:

Ak mé vrchol v = w, index +w,_,, prlda,me k f(ws_,
w,) éislo +1

Ak mi vrchol w; index w;_,, priddme k f(wy_;, wy)
¢islo 41.

Ak méa vrchol w; index —w;_;, od&ftame od f(w;, w;_,)
¢islo 1.

Je zrejmé, Ze po konednom poéte krokov tento postup
skondi, pretoZe tok je zhora ohranideny a pri kaidom
kroku vzrastie o 1.
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V pripade, Ze nejde o celo&iselni dlohu v tomto zmys-
le, musime po skonS§truovani postupnosti vyratat d
a opravif tok podla (F').

3.3.3. Priklad (pokradovanie 3.3.1). Predpokladajme,
ze v sieti z obr. 19 je zatial nulovy tok. Vlastnost (D)
ma napr. postupnost p, 4, 1, # a méZeme na nej defino-
vat opravu d = 40, ktori pridime k toku na hranach
(p, 4), (4, 1) a (1, u). Dalej méZeme postupovat napr.
takto:

Obr. 22
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Postupnost p, 4, 6, « ndm d4 opravu 20
Postupnost p, B, 2, » nam dd opravu 20
Postupnost p, B, 6, » ndm d4 opravu 10
Postupnost p, C, 2, ¥ ndm da opravu 50
Postupnost p, D, 2, v ndm d4 opravu 20
Postupnost p, D, 4, v nam da opravu 50
Postupnost p, £, 4, v nam da opravu 25
Postupnost p, E, 5, » ndm d4a opravu 15
Postupnost p, F, 5, v ndm da opravu 20

Pri tychto dpravich pri ktorych sme pouiili smer vpred
ddjdeme k sieti s tokom na obr. 22. Citatel zlomku na
hrane znamend kapacitu, menovatel velkost toku.

Tu uZ sa ned4 najst postupnost s vlasnostou (D), ktora
by pouiivala len smer ,,vpred.

Obr. 23



Pre vyhladanie korekénej cesty pouZijeme pomocné
indexy a postupne ich pridelime takto:

vrcholup, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u
index O’ +P; +F’ _4s +-D) _‘2’ +Cs '_13 +As +3

KedZe sme uZ dosiahli vrchol %, nebudeme pridelovaf
dalsie indexy, hoci by to bolo moZné.

Na korekénej ceste p, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u mame
d = min {60, 80, 50, 45, 50, 35, 40, 50, 60} = 35
Toto &islo priddme k toku na hranich (p, F), (F, 4),
(D, 2), (C, 1), (4, 3), (3, ) a uberieme na (D, 4), (C, 2),
).

Dostaneme tok z obr. 23. Pridelime pomocné indexy
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Odberatel‘ 1 2 3 4 b5 6 |spolu Ne- -
e-
Poziad.
ZdIOJ \\ vyui.
50 90 60 76 36 60 |dodd| PO
\ nuka
Ponuka™\
A 60 6 — 35 — — 20| 60| —
B 30 — 10 — — — 20 30| —
c 50 36 16 — — —-— — 60 | —
D 70 — 656 — 5 — — 70 | —
E 40 — — — 25 15 — 40 | —
F 80 — — — 45 20 — 65 15
Spolu
dostaneme 40 90 35 175 356 40| 3156
Neuspoko- Spolu
jend potia- prepra-
davka 10 — 25 — — 20 vené
Tab. &
vrechol p, F, 4, D, 2, , 6, u
index 0’ +p, +F, _4’ +D: —2, +B’ +6

a na ceste p, F, 4, D, 2, B, 6, u dostaneme
d = min {35, 45, 15, 10, 20, 20, 30} = 10

Po pridanf tohto ¢isla k toku na hranach (p, F), (F, 4),
(D, 2), (B, 6), (6, u) a jeho ubrani od (D, 4) a (B, 2) dosta-

neme tok z obr. 24.

Tu méZeme daf pomocné indexy takto

vrchol p,
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index 0, +p,

4

5

E
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+F’ +F: —4, —4



a Ziadne dalSie. Vrchol « teda index nedostane, &ize tok
je maximalny.

Znamend to potom rozdelenie dodavok jednotlivymi
linkami podla tabulky 5. (napriklad z 4 do 1 dodavka 5,
z A do 3 dodavka 35 atd.). Vidime, Ze ponuka zdrojov
sa vyuZila temer tplne, kym poZiadavka odberatelov
(ktord bola vidsia, nez ponuka) zostala u niektorych
z nich &iastone neuspokojena.

3.3.4. Uloha o prideleni pracovnikov na pracoviska.
Predpokladajme, Ze niektory podnik rozSiruje podty
svojich pracovnikov, napriklad preto, %e zakupil nové
stroje a potrebuje robotnikov na ich obsluhu. Predpo-
kladajme, Ze ku strojom treba dovedna Sest pracovnikov
na pracovné miesta 6. 1, 2, ..., 6 a Ze podnik prijal Sest
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novych robotnikov Adama, BlaZeja, Cyrila, Dusana,
Emila a Floriana, ktorych skratene ozna¢ime 4, B, C,
D, E, F. Predpokladajme, Ze ide o pracovnikov kvalifi-
kovanych a skisenych, priéom

A mé predpoklady zastat miesto 1, 3, 6
B .

' miesto 2, 6
C —_—— miesto 1, 2
D — miesto 2, 4
E —— miesto 4, 5
F —— miesto 4, 5

Vediei by tychto pracovnikov rad rozmiestil tak, aby sa
kazdy pracovnik dostalna miesto, na ktoré uz ma pred-
poklady (kvalifikdciu, zapracovanie apod.), aby ho ne-
bolo treba Skolit.
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PretozZe pracovnikov je pomerne malo, po istej nama-
he by sa (napriklad postupnym preberanim vsetkych
variantov) vediicemu podarilo najst najlepsie rozmieste-
nie. Ak by ich v8ak bolo povedzme tridsat, iloha by bola
nad jeho sily. Tu méZe poméet matematika, presnejsie
dopravné siete.

o, dopravné siete, hoci v zadani ilohy o Ziadnu
dopravu nejde. Dostaneme sa k nim takto:

Je celkom prirodzené znazornif pracovnikov a pra-
covné miesta vrcholmi grafu (obr. 25) a spojit kazdého
pracovnika orientovanou hranou s tymi pracovnymi
miestami, pre zastivanie ktorych ma predpoklady. Ulo-
ha, ktori treba riesif, je vybrat ¢o najvidsi podet hran
tohto grafu tak, aby Ziadne dve z nich nemali spolodné
vrcholy. Této tloha sa vold tlohou o parovani vrcholov
prostého grafu. No a k dopravnym siefam je uZ len kro-
¢ik. Stadf pridat ku grafu z obr. 25 fiktivny pramen p
a tustie u (obr. 26), predpokladat, Ze vietky hrany maji
kapacitu 1 a hladat maximilny celodiselny tok.

KaZ%dy celotiselny tok f v tejto sieti méZe na hranach
siete nadobtidat len hodnoty 0, alebo 1. Hrany v stred-
nej asti grafu, na ktorych f = 1, su isté také, Ze Ziadne
dve z nich nemaji spoloény vrchol (neméZu to byt
napriklad hrany (4, 1) a (4, 3), pretoZze podla ,,Kirch-
hoffovho zdkona* by muselo byt f(p, A) = 2 &o je spor
s tym, Ze kapacita hrany (p, 4) je 1).

%im viadsi je tok f, tym viac je vybranych hrin
(= dvojie) na ktorych f = 1. Maximalny tok nam po-
tom d4 aj maximalnu vybrani mnoZinu.

Rie§me teraz nasu tlohu vyhladanim maximalneho
toku v sieti z obr. 26. Postupnym vyberom korekénych
ciest (p, 4,1,u), (p, B,2,%), (p,D,4,u), (p, E,5,u)
dostaneme tok f, pre ktory f; = 4, priom hrany %, na
ktorych f(h) = 1 oznaéime ¢&iarotkou. Tento tok sa uz
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cestami ,,len vpred'‘ neda zvalsit, pouZijeme preto po-
stupnosti, ktoré idi aj ,,vpred* aj ,,vzad“ a hladajme
ich pomocou pridavnych indexov. Tak postupne pride-
lime tieto indexy:

vrchol p, C, 1, A, 3, %
index 0, +p, +C, —1, 44, +3

Cize priddme jednotku toku na (p, C), (C, 1), (4, 3),
(3, #) a uberieme ju na (4, 1) — obr. 27.
Potom podobne

vrchol p, F, 4, D, 2, B, 6, u
index 0’ ‘HD, +F: _‘4; +D1 '_2) 'I'-B) +6
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¢im dostaneme tok (uz maximalny) na obr. 28. Ten ndm
uréuje, Ze pracovnikovi A treba pridelit miesto 3,
B—6, C—1, D—2, E—5, F—4. Existuje aj rieSenie
v ktorom namiesto £—5, F—4 je F—5, E—4.

Obr. 28

3.3.5. Uloha o turnmsoch dopravnjch prostriedkov.
Tato tloha na rozdiel od predchadzajicej, je dopravného
charakteru, ale uplatnenie dopravnych sietf{ v nej bude
i tak zaloZené na prekvapujticom obrate.

Predpokladajme napriklad, Ze istd obec ma staré
centrum i so Zel. stanicou — oznad&ime ho C, dalej nové
sidlisko — 8, zdvod — Z a 8kolu — &, (ktord je mimo
centra i sidliska, pretoZe sliZi aj detom zo susednej
obce). Jazdné doby autobusov medzi tymito miestami
8d vidno z obr. 29, Vzhladom k tomu, Ze robotnici v za-
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vode pracuji od 6,00, administrativni pracovnici tamze
0 6,45, v centre od 7,15, vlak odchadza o 6,30 a v skole sa
zadina dopoludnajsia smena o 7,30, je potrebné, aby
chodili tieto autobusové spoje:

Obr. 29
Spoj. &. 1: centrum 5% zavod 550
Spoj. &. 2: sidlisko 5% zavod 55
Spoj. &. 3: sidlisko 6° centrum 62°
Spoj. &. 4: sidlisko 6% centrum 7°°
Spoj. &. 5: centrum 6% sidlisko 624 zavod 634
Spoj. &. 6: centrum 6 sfdlisko 7% skola 724

Otazka je, aky minimalny podet autobusov je potrebny
na obsliZenie tychto spojov.

Pri rieSeni tejto Glohy (nielen tejto konkrétnej, ale aj
vieobecnej tlohy v turnusoch vozidiel), hra doéleZitd
tlohu binarna reldcia na mnoZine spojov. Dva spoje si
v tejto reldcii, ak jeden dopravny prostriedok po obsli-
Zeni jedného spoja stihne obslizZit aj druhy (tato reldcia
je zrejme nesymetrickd, druhy spoj je vidy v &asovej
naslednosti za prvym).

Jedna moZnost na vyuZitie grafov sa tu priam nika.
Zostrojme orientovany graf, ktorého vrcholmi budd spo-
je 8 a orientované hrany budi vyjadrovat relaciu, o kto-
rej sme si uz hovorili. Niektoré hrany viak méZeme
z grafu vynechaf, a to tie, ktoré i tak vyplyvaja z tran-
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zitivity naSej reldcie. Napriklad ak pre tri spoje plati
8, — 8 & 8, —> 83, ZTejme aj 8, — 8, ale tito hranu mé-
zeme pre jednoduchost a prehladnost vynechat z grafu.
Pre nas konkrétny priklad mame tento graf na obr. 30.
Postupnost vrcholov s,, s, ..., takd, Ze kazda dvojica
(8i-1, &) je hranou grafu, uréuje poradie spojov pre jed-
notlivé vozidlo, diZe jeho turnus.

Q—O—C
e‘o‘o

Obr. 30

Ulohou je pokryt celid vreholové mnoZinu najmensim
mozZnym podtom takychto postupnosti. Ak by niektory
vrchol (= spoj) bol vo viacerych postupnostiach, jedno-
dl(l;;lllo ho vynechdéme zo v8etkych postupnosti, okrem
jednej.

Riesit tito dlohu na grafe z obr. 30 je velmi jednodu-
ché. Na prvy pohlad ndm stadia dve postupnosti, napri-
klad 1, 3, 4 a 2, 5, 6.

V skutodnych tlohich z praxe sa viak uvaZuji
desiatky, ba stovky spojov a tam sa uZ na intuiciu spo-
liechat nemo#no. Treba mat algoritmus, ktory zarutene
vedie k optimalnemu rieSeniu, &i%e k minimdlnemu podtu
potrebnych vozidiel, a to taky, ktory by sa dal pouZit
aj na poditadi.

Zial, priamo pre tlohu v tom zneni, o akom sme dosial
uvazovali, algoritmus nepozndme. Tu pride figel o kto-
rom sme u% hovorili a ktorym ilohu prevedieme na
dopravné siete.
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Najprv si uvedomime, Ze pre rieSenie nasej tlohy
nemusime poznat cely spoj, od odchodu z vychodiska,
cez prechod vSetkymi zastdvkami az po prichod do cielo-
vej stanice. Sta¢f nam poznat ho v dvoch momentoch:
pri odchode a pri prichode. Namiesto jedného spoja s
stati nam uvazovat jeho odchodovi charakteristiku s,
(6as odchodu a vychodisko) a prichodovi charakteristi-
ku s,. Co keby sme teda kazdému spoju nepridelili jeden
vrchol grafu, ale dva — prichodovy a odchodovy. Po-
dobne, ako v grafe na obr. 18 mézeme dat ,,prichodové*
vreholy do Iavého a odchodové do pravého stipea.
Pritom spojime s, hranou s vrcholom &,, ak jedno vozidlo
po vykonani spoja s méZe vykonat spoj 3.

Uvézme teraz tlohu o parovani v tomto grafe. Ak
vyberieme par, &¢iZe hranu (s,, 3,), znamena to, Ze to isté
vozidlo vykond spoj s a po fiom 3.

Predpokladajme, Ze spojov je dovedna m. Ak by sme
z grafu nevybrali Ziadnu hranu, potrebovali by sme
tolko vozidiel, kolko je spojov, diZe m. Vybranim kazZdej
hrany sa potrebny podet vozidiel zniZi o jedno, pri vy-
bere » hran je potrebny podet vozidiel m—n. Maximal-
nym moznym podtom vybranych hran minimalizujeme
potrebny podet autobusov.

Ak mame vybrané hrany, turnusy uZ vytvorime Iahko.
Vyhladdme taky vrchol s, do ktorého neusti Ziadna
hrana. Ten nam uréi, Ze spoj s’ bude prvym v turnuse
pre niektoré vozidlo; ak z s}’ nevedie vybrand hrana do
Ziadného s, vykona toto vozidlo len jeden spoj sV. Ak
vedie vybranid hrana do s?, vykond vozidlo po spoji
s spoj 8. Podobne postupujeme dalej.

Vidime, Ze itlohu o optimalizacii turnusov sme pre-
viedli na tlohu o maximalnom péarovani vrcholov
prostého grafu. No a o tejto dlohe sme si uz ukazali, Ze
pridanim fiktivneho pramena p, ktory teraz spojime
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8 kazdym s, a tistia u, s ktorym teraz spojime kazdy
vrchol s,, dostaneme dopravnu siet, v ktorej kapacitu
ka?dej hrany predpokladime jednotkovi. Maximilny
tok v tejto sieti nam urdi maximalne sparovanie a tym

Obr. 31

aj minimilny podet vozidiel. Pre nas jednoduchy priklad
dostivame siet z obr. 31, na ktorom uZ je aj optimalny
tok, ktory ndm vyberd dvojice (1,, 3,), (2,, 5,), (3,, 4.),
(55, 6,). Vidime, Ze do 1, a 2, Ziadna vybrana (dokonca
vobec Ziadna) hrana netsti a spoje ¢. 1 a 2 budu za-
diatkami turnusov. Dalej je spojené 1, - 3, a 3, - 4,,
z &oho vyplyva turnus 1, 3, 4. Zo spojenia 2, — 5,
a 5, - 6, vyplyva zasa turnus 2, 5, 6.
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Cvidenia

1. Graf voléme rovinnym, ak ho moZno zakreslit do roviny
tak, aby sa ¥iadne dve hrany nepretinali v inom bode, ako vo
vrchole grafu. Néjdite najmensie n tej vlastnosti, Ze existuje
rovinny graf, ktory mé n vrcholov a ktorého vrcholy nemozno
vyfarbit troma farbami tak, aby vietky sisedné vrcholy mali
roznu farbu!

2. Vezmite si autoatlas CSSR, v ktorom je aj tabulka vzdia-
lenosti miest. Preverte, &1 niektoré vzdialenosti v tabulke
sihlasia so vzdialenostemi podla mapy! Bolo by vo vadich
sildch preverit vietky ?

8. Méme danych n tovarov, o ktorych vieme, Ze niektoré
dvojice z nich nesmu byt skladované v jednej miestnosti.

ohou je do prvej, najvidfej skladovej miestnosti vybrat &o
najviac druhov tovarov, ktoré sa mézu spolu skladovat. Ktori
znému tlohu tedrie grafov tu mozno vyuzit?
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4. kapitola

LINEARNE PROGRAMOVANIE —
ZBRAN V RUKACH EKONOMA

4.1. Zikladné pojmy a dlohy

Ak ¢, ¢, ..., ¢, st konstanty (u nds budu vidy redlne)
a Ty, ..., Z, 80 nezivisle premenné, volame funkeiu

Lz, ...,2z3) = ¢,@ + ... 4o + ¢

linedrnou funkeciou (n premennych).
Vzfah
L(zy, ..., 2) = 0

sa vola linearna rovnica. Ak v tejto rovnici nahradime
znamienko = hociktorym zo znamienok >, <, z, =,
dostaneme linedrnu nerovnicu. Prvé dva pripady (,,0stré*
nerovnosti) nebudeme uvaZovat, v praxi sa temer ne-
vyskytuji.

Linearne rovnice a nerovnice sa volajd linedrne pod-
mienky.

Vseobecnd tloha linedrneho programovania sa da
formulovat takto:

Najst maximum lineirnej funkcie na mnozine, uréenej
linedrnymi podmienkami.
Co je to isté, ako:

Nijst maximum funkcie L(z,, ..., z,) za predpokla-
du, Ze sa splnia podmienky
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Lz, ..., za) = 0,

Lo (2, ..., %) =0,
mel(xl: e ) 20,
Lﬂb]-}.mg(zl’ ey xn) Z 0.

Poznameniavame, Ze keby iSlo o hladanie minima
funkcie ¢z, + ... + ¢z + ¢, bolo by to to isté, ako
hladanie maxima funkcie (—¢,) 2, + (—¢,) 2, + ... +
+ (—c¢») ., — ¢, ktord je tiez linearna. Podobne pri
opatnej nerovnici (<) statf previest vietky &leny na jej
druhi stranu.

Mozno sa pozastavit nad slovom ,,programovanie
v nazve tejto matematickej discipliny, pretoZe tu zna-
mend isto niedo celkom iné, ako programovanie na sa-
moéinnych poéitadoch. Dochadza tu k neZiadicemu
javu, Ze dva roézne pojmy sa oznaéuji tym istym ndzvom
(homonymum). Je to désledok historického vyvoja, pre-
toZe vznik linearneho programovania aj zaiatok vyuZi-
vania poéftaov spadaji pribliZne do toho istého obdobia.

4.2. Uloha o skladbe vyroby

Tato idloha je typickou aplikaciou linedrneho progra-
movania. Stretdvame sa s fiou vtedy, ked podnik vyraba
viac druhov vyrobkov, pri¢om niektoré z nich vyraba na
tych istych strojoch, pripadne z tej istej suroviny. Slovo
»,surovina‘“ tu chipeme o nieto vieobecnejsie, ako zvy-
dajne. Za surovinu povaZujeme napriklad aj elektricky
priud, aj vyrobnu kapacitu stroja, proste vietko, &o
nam obmedzuje rozsah vyroby.

4.2.1. VEeobecni formulicia dilohy. Nech n je podet
druhov vyrobkov, pri vyrobe ktorych sa pouiiva m
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druhov surovin. Nech st disponibilné mnozstvi suro-
vin b,, ..., b, a nech na vyrobu jednotkového mnoz-
stva j-teho druhu vyrobkov je potrebné mnoistvo
a; 1-tej suroviny. Nech jednotkové mnoiZstvo j-teho
vyrobku prinesie podniku zisk ¢; finanénych jednotiek.
Hladané mnoZstvd vyrabanych vyrobkov si oznadme
Z,, ..., %,. Ulohou je najst maximum cielovej funkcie

(0) z2=02,+ ... + Ca%y
za predpokladu

an%, + s + Q10 Tn = bly
(1)

A1y 4+ ...t apta = bm,

(2) =20 ...,2,20.

Predpokiad (1) Ziada, aby sa nespotrebovalo viac
suroviny, neZ je disponibilna zasoba. Predpoklad (2) zas
nevravi ni¢ iné, nez aby sa vyrobky vyrdbali a neniéili.

4.2,2. Priklad. I ked zadanie tohto prikladu vyvolé
moZno usmev, jeho instruktivna hodnota je nesporné.

Majme dielfiu na vyrobu krompadov a lopit. Keby
dielna vyrabala cely deti len lopaty, vyrobila by ich 55,
keby len krompade, tak by ich vyrobila 110. Dalej je
zname, %e plechu dostane denne dielfia maximélne na
40 lopat a %eleza maximélne na 70 krompédov. Dreva na
nasady dostane maximéaine na 80 kusov denne. Napokon
predpokladajme, %e s odbytom tychto vyrobkov niet
taZkosti a Ze jeden krompad prinesie zisk 3 Kés a jedna
lopata 4 Ké&s. Otédzka, je, kolko krompadov a kolko lopat
treba vyrobit, aby sa dosiahol maximalny zisk.
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Oznadme poéet vyrobenych krompafov z a lopat y.
Zisk, ktory prinesd, je

(0a) z2 =3z 4y

a tuto funkciu treba teda maximalizovat.
Cisla x, y musia spliiat tieto podmienky:

(1a) z < 170,
y = 40,
z + y = 80,

{ z=0,

(2a) y=0.

Prva nerovnica vyplyva z toho, Ze na vyrobu jedného
krompaéa treba 1/110 diia, teda na z krompadov =110
dria. Podobne na y lopat y/55 diia, ¢o spolu nesmie pre-
vysif jeden den.

Mnozina bodov roviny (z, y), ktoré vyhovuji linear-
nej nerovnici, je polrovina, ohrani¢end priamkou, ktorej
rovnicu dostaneme, ked v nerovnici nahradime zna-
mienko nerovnosti rovnitkom.

Spolo&na &ast vietkych Siestich polrovin, uréenych ne-
rovnicami (la) je na obr. 32 vysrafovana a oznadend R.
Z tejto mnoziny pripustnych riefenf treba vybrat taky
bod (z, y), v ktorom funkcia 3z 4 4y nadobida svoje
maximum.

UviZme mnozinu priamok s rovnicami 3z + 4y = ¢,
kde ¢ je lubovoIné ¢&islo. Niektoré z nich sme si vyznadili
na obr. 32 diarkovane. V kaidom bode (z, y) takejto
priamky nadobida funkecia 3z + 4y hodnotu c. Tato
hodnota je teda tym vidSia, ¢im je priamka dalej od
podiatku a maximéalnu hodnotu dostane na priamke,
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ktora ako poslednd mé eSte s mnoZinou pripustnych rie-
Seni R spoloény bod. Na obr. 32 je to priamka 3z 4 4y =
= 270, ktord ma s R spoloény bod x = 50, y = 30. To
znamend, %e optimdlne riefenie je vyrabat denne 50
krompéadov a 30 lopat. Toto rieSenie prinesie potom
zisk 270 Kés denne.

71o5NENE, \ %

2, (7 N F Y
Ny SIONEND
> oNO
N2 B

N

., R // N
\<° 0;10) t\

< 1 \‘\‘
AN N 70 NN\
N N N

Obr. 32

Grafickd metéda riefenia, ktord sme pouZili v tomto
pripade, je vhodna len na ulohy s dvoma premennymi,
1 ked ikovny deskriptivar by si mohol trifnuf ina troj-
rozmerni tlohu. Pre viae, ako tri premenné je jej pouZi-
tie prakticky vylidené. Bolo preto treba vypracovat ini
metdédu.
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4.3. Simplexovi metéda

Simplexova met6éda na riefenie vSeobecnej tlohy li-
neidrneho programovania mé v tejto tedrii asi také vy-
znamné postavenie, ako Ford-Fulkersonov algoritmus
v tedrii dopravnych siet{.

Simplexovd metéda vyuZiva pri rieSeni vSeobecnej
dlohy linearneho programovania niektoré vlastnosti mno-
Ziny rieSenf, ktoré sa dali vycitif aj v nafom predoslom
dvojrozmernom pripade.

Podobne, ako v dvojrozmernom priestore, ktorého
prvky si body (z, y), aj v n-rozmernom priestore, kto-
rého prvky st body (z, ..., z.), plati, Ze na jedno-
znadné uréenie bodu treba n navzdjom nezdvislych
linedrnych rovnic

ayuZy + ... + G = by,
A%y + ... + CpuZp = by.

Rovnice volame lineirne nezavislé, ak Ziadnu z nich
nemozno dostat ako lineirnu kombindciu ostatnych,
tj. Ze Ziadnu z nich nedostaneme, ak kaZdd zo zvySnych
rovnic vynasobfme nejakym ¢islom a s¥itame ich. Tak
napriklad rovnice 2 +y +2z=1; — 2y + 2z = 5;
3x — 3y + 5z = 11 s linedrne zavislé, pretoZe tretia je
stiet prvej a dvojnasobku druhe;.

Podobne, ako v dvojrozmernom pripade, sa da
dokézat, Ze ak na mnoZine pripustnych rieSeni, uréenych
nerovnicami (1) a (2), existuje maximum linearnej
funkeie

2=20C%; + ... + Cp2p

tak ho tato funkecia nadobudne v jednom z bodov, ktoré
dostaneme, ak » nezavislych nerovnic zpomedzi (1)
a (2) zmenime na rovnice.
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Simplexovd metéda postupuje tak, Ze
1. Zvolf jeden z takych bodov

2. Rozhodne ¢ tento bod je pripustnym (opornym)
rieSenfm. Ak éno, prejde ku 3., ak nie, zisti, &i je moZné
volbou susedného bodu dostat sa blizsie k mnozZine pri-
pustnych rieSeni. Ak ano zvoli ten bod a vykona znovu
krok 2. Ak nie znamena to potom, Ze mnozina opornych
rieSeni je prazdna a 1loha je sporna.

3. Rozhodne, & oporné (pripustné) rieSenie je uZ
optimalne (tj. & maximalizuje cielovi linearnu funkeiu).
Ak ano, je postup skondeny. Ak nie, zisti, i sa mozno
prechodom do susedného bodu dostat bliZzsie k optimu.
Ak ano, zvoli ten bod a znovu vykona krok 3. Ak nie,
znamend to, Ze cielova funkeie nemd na mnoZine pri-
pustnych rieSeni maximum, &iZe je neohraniéena.

Poznamenavame, %e ak mame bod, uréeny tak, Ze
zpomedzi nerovnic (1) a (2) vyberieme n a zamenfme
rovnicami, za susedny k nemu povazujeme bod, ktory
dostaneme vynechanim jednej z urdujicich rovnic a jej
nahradenim inou (ktora bola predtym nerovnicou).

Pri pohlade na simplexovi metédu vidime, Ze sa
vlastne skladd z rozhodovani a prechodov k susednym
bodom. Uréenie pravidiel rozhodovania je pomerne
jednoduché, ale prechody k susednym bodom treba vy-
konavat tak, aby boli prehladné, jednoduché a nespotre-
bovali prili§ vela operacii. O tom, ako na to, nam povie
nasledujici odsek.

4.3.1. Modifikovani Jordanova eliminfcia. Nasobme
nerovnice (1) &islom (—1), odéftajme od nich po rade
¢sla —b,, ..., —b. a oznadime lavé strany tychto ne
rovnic po rade y,, ..., ¥,. Dostaneme
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Y = —0u% — ... — Ga% + b, =0
(3)

?:/m-z- —.‘a;nlxl Il | PO 2 + bm ; 0
a doplnfme k nim
z, =0
(2) N
. T =0

o e

Mame teda m + n nezapornych premennych z;, ...,
Tns Y15 «+ o5 Yms

—Z . . . ... —Tj . . e . . —z, 1
Y L By - . e [ b,
Yi (22 S [ Q;p, bi
Ym Qore + ¢+ o 0o B« + o e e e Gun | bn
Tab. 6

Vztahy (3) mdZeme formalne zapisat v tvare tabulky
6. Tato tabulku treba rozumiet tak, Ze hodnoty, napisa-
né v riadku vlavo od prvej zvislej éiary, sa rovnaji linear-
nej kombinacii hodnét, uvedenych nad tabulkou, pri¢om
koeficienty si v prisludnom riadku tabulky. Teda na-
priklad
(4) Y = —Qp¥y— . oo — QX5 — oo — Qiply + b;.

Predpokladajme, Ze &islo a; # 0. Potom nim méZeme
vydelit rovnost (4) a vyjadrit z nej x;:

(5) x=—




Po dosadeni (5) do vSetkych rovnic, okrem j-tej, a po
nahradeni j-tej rovnice rovnicou (5) dostaneme v (3)

i @1 @y ay4
o= — (o — By
aij ai;
Ainly; b.al,
- [aln n + bl ’
if il
a3 1 Qin bl
O fo=— Lz — . —— g — g
ai; Qij ] Qij
a’llami a’mz
Yn = —[aml— —t——yn—... —
ij ij
i, @i b Dng
- (a’mu n + bm
i @i

a (samozrejme)

(7 2, 20,...,=0,...,2, 20,9, =0, ...,
z=0, ...,yYn=0.

Podobne ako vzfahy (3), moéZeme i (6) zapfsaf do
tabulky (tab. 7).

Pre priamy prechod od tab. 6 ku tab. 7 platia teda
tieto pravidla:

1. Ak chceme navzajom zamenit premenné y; a z;,
musi byt a; # 0. Tento prvok nazveme riesiaci prvok;
podobne riadok a stipec, u ktorych sa tento prvok na-
chidza, volame riesiace a oramujeme ich &iarkovane.

2. Nahradime riefiaci prvok jeho obratenou hodnotou.
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3.S vynimkou rieSiaceho prvku nahradime kazdy
prvok riesiaceho riadku nim samym, podelenym riesia-
cim prvkom.

4.8 vynimkou rieSiaceho prvku nahradime kazdy
prvok riesiaceho stipca nim samym, podelenym riesia-
cim prvkom s opaénym znamienkom.

5. Pri nahradzovani prvku a,, mimo riesiaci riadok
a stlpec pouZijeme edte tri prvky, ktoré spolu s nim
tvoria obdl¥nik, a sice tieto:

— — ¥ — 3, 1
0,6, a5 BinGy; bia,;
Y (au—— verr ——5. . ey ———) | by———
Gij Gij aij aij
a5 1 Gin b;
z; reee T3l —
ai; a;; @i; Gij
a;10p; Qj @inGnmj biam;
ym [a'ml._— e e T T3 . a . amn_—__ bm_—_—
@ij aij ai; Bij
Tab. 7

a,; — prvok v riesiacom stipci a v tom istom riadku ako
nahradzovany

a;, — prvok v rieSiacom riadku a v tom istom stIpci,
ako nahradzovany

a;; — rieSiaci prvok.

Vytvorime stGéin a;a, prvkov v druhej uhloprietke
nez je riesiaci prvok, tento sidin podelime rieSiacim
prvkom a vysledok odéitame od nahradzovaného prvku.
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Schématicky:

Prechod od tab. 6 ku tab. 7 sa volda modifikovand
Jordanova eliminécia.

Hoci modifikovantd Jordanovu elimindciu vyuZijeme
najmi pri simplexovej metéde, moZno ju pouZif aj na
iné ciele. Majme napriklad systém &tyroch rovnic o &ty-
roch neznamych

3z, + 22, — b5xy + x4+ 11
—x, + x, + 2x9 + 22, + 2
— + 223+ #H— 24— 1
22+ 23+ 3+ r,— 1

Tieto rovnice mozeme prepisat do tabulky

SO0 O

—xy —T, —X3 —, 1

—3 —2 5 —1 11
1 —1 —2 —2 2
1 —2 —1 1 —1

—2 —1 —1 —1 —1

COOO

Zvolme si za riefiaci prvok a,, = 1 a zamefime druhid
nulu za z; :
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0 —z, —x; —x, 1

3 —5 —1 —7 17
d 1 —1 —2 —2 2

1 —1 1 3 —3
2 —383 —b —5 3

ook O

prvy stipec mdézeme vynechat, pretoze nisobenim nulou
dostaneme len nulu, Podobne zamenime x, za tretiu
nulu:

a napokon z, za prvi nulu

1
zy, | —1
x, 1
Ty 2
x| —2
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Teda rieSenie je z, = 1, z, = —1, 23 = 2, z, = —2.

Ziverom treba poznamenaf, e modifikovani Jorda-
nova eliminacia je len mailo odlisna od obydajnej Jor-
danovej eliminacie. Jediny rozdiel je v tom, Ze pri pre-
chode premennej zhora na bok sa meni znamienko
a vdaka tomu si opaéné znamienka v riefiacom riadku
a stlpei.

—L, . . . ... —_Z; . . ... —, 1
Y1 @yy v e Gy o e Qyn b,
Yi [ S (- @i bi
Ym | @pre « « o . Qi o Qun b,
z —Cy v e e e —Ci . . . . —Cp 0
Tab. 8

4.3.2. Simplexovi tabulka. Podmienku (3), ako aj
cielovii funkeiu (0) zapieme do tabulky 8. Tito tabulka
nim nielen ukédze zdvislost premennych y,, ..., yn8zna
Zy, ..., . Stdasne vyjadri tych » nerovnice spomedzi
nerovnic (2) a (3), tj. spomedzi nerovnic

(7)

ktoré sa menia na rovnice pri uréovani riefenia (= bodu
v m-rozmernom priestore). Vidy to budid tie, ktorych
premenné si nadpisané nad tabulkou (teda na zadiatku
2, =0,...,%, = 0). Za tohto predpokladu budd hod-
noty v poslednom stl'pei vyjadrovat hodnoty zvysnych
premennych ¥, ..., ¥m, 2.

zlgoy'--’xngog %%0,---,3/7»20.
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4.3.3. Vyhladanie pripustného rieSenia. Simplexovéd
tabulka 8 ndam vyjadruje riesenie

(8) x1=0,...,a:,.=0, yl"_—bly---,ym:bm’

pri ktorom cielovéd funkcia nadobida hodnotu z = 0.
Toto rieSenie je pripustnym rieSenim prave vtedy, ked
vyhovuje nerovniciam (7), tj. ked b, =0, ..., b, = 0.
Ak toto plati, mdme uZ pripustné rieSenie a prejdeme
k hladaniu optimélneho rieSenia, ktoré si opiSeme
neskér. Ak je niektoré b; < 0, nie je rieSenie (8) pri-
pustné a pokusime sa prechodom k susednému bodu do-
siahnit pripustné rieSenie, alebo sa k nemu aspotfi pri-
bliZit.

Predpokladdme pritom, Ze Ziadne &isloz b,, ..., b, sa
nerovna nule. Ak niektoré b, = 0, vold sa tento pripad
degenerovany a treba ho riesit niektorou §pecialnou me-
tédou; jednou z nich je ten figel, Ze namiesto b, = 0
poloZisa b, = ¢ > 0. ¢ je tu &islo o niekolko radov men-
8ie, ako éisla b, ..., b, a teda toto malé posunutie ne-
mozZe ovlivnit vysledok riefenia; tejto metide sa hovori
e-nova metéda na odstranenie degeneracie.

Vratme sa teda k predpokladu, Ze b; < 0 a Ziadne
z &isel by, ..., b, nie je nulové. Pripomernime si, Ze za
susedny bod (ktory uréuje susedné riesenie) povazujeme
ten, v ktorom jednu z rovnosti (8) vynechdme a nahradi-
me inou, ktora bola predtym nerovnostou.

To ale znameni, Ze jedna z premennych nad tabulkou
sa zameni s niektorou z premennych vlavo od tabulky
(samozrejmé okrem z), &ize nevykona sa ni¢ iné, ako mo-
difikovand Jordanova elimindcia. Treba len uréif, ktord
zamenu vykonat, tj. ktory prvok zvolit za riesiaci.

4.3.3.1. Volba rieSiaceho stlpea. Ak b; < 0, zvolime za
riediaci stipec ten, ktory mé s i-tym riadkom spoloény
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zéporny prvok. Ak je takych stlpcov viac, volime ktory-
kolvek. Pripad, #e by taky stlpec neexistoval si rozobe-
rieme neskor.

4.3.3.2. VoIba riefiaceho riadku. Ak uz mame zvoleny
j-ty stlpec za riesiaci, véimame si v ka?dom riadku po-
diel &lena v poslednom a rieSiacom stlpci. Za riesiaci
riadok vezmeme k-ty, ak bp/a;; je najmensi spomedzi
tych spominanych podielov, ktoré si kladné, a pritom
aj b, > 0. Ak takého niet, vezmeme za riesiaci ten prvok,
pre ktory je by < 0 ai; < 0, ale b;/a;; najvidsie.

Po vykonani modifikovanej Jordanovej eliminacie
s riediacim prvkom g;; dostaneme v poslednom stlpci
v k-tom riadku &islo bi/a;; > 0 a pre r # k v r-tom riad-
ku &islo

by ay;

b, —
Ay

Ak a;; < 0, by < 0 (a teda vSetky b, < 0) tak

b,—M=—aﬁ(bk b,

Qi Ayj

)=

Qpjy
pretoze —;l bolo najviésie mozné.
ki
Ak a;; > 0, b, > 0, uvaZme dva pripady
a) b, > 0; vtedy

b_bkaﬁ/gbr>0 ak ay <0
, b haizl

277} \‘=aﬁ(b’ __bf_) =0 ak a;>0.
bfj aki
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b) b, < 0; vtedy pri a,; < 0 (%o isto plati pre r = 1)

bka,.,-

bf_- >br.

)

Vidime, %e po vykonani elimindcie zostane nezaporné
dislo v8ade tam, kde bolo b, > 0. Naopak, poéet zdpor-
nych absolitnych &lenov bud poklesne, alebo ak zostane,
vybrany i-ty absolitny d&len sa zvidsi a po konednom
podte krokoy sa nutne stane nezapornym. Po koneé¢nom
podte krokov sa teda napokon dostaneme k tabulke, kde
vietky b, > 0 (pripadni nulu odstrinime e-metddou)
a takto postupne odstranime vSetky zdporné &isla z po-
sledného stipca. Tym dostaneme pripustné riedenie, ktoré
vyjadrime tak, Ze premenné nad tabulkou poloZime
rovné nule a premenné vlavo poloZime rovné ¢islam
z posledného stlpca.

Zostava nam objasnit pripad, ked pri kroku 4.3.3.1
déjdeme k riadku, napriklad ¢-temu, v ktorom b; < 0,

ale a; =20, ...,a, =0. To vSak znamena, Ze pre
2, =0,...,%, = 0 platf
Yi = —0nZy) — ... —am:v,.—{— b.‘ <0

do je v spore s predpokladom y; = 0. Uloha je teda
spornd, nemé riefenie a nemusime ju dalej riesit. Byva to
zviitsa svedectvom chyby pri jej formuldecii.

4.3.4. Prechod k optimélnemu rieSeniu. Podla toho,
do sme si povedali, za optimélne povaZujeme to rieSenie,
pri ktorom cielova funkeia nadobida maximum. Bude to
pripustné riefenie, pre ktoré v pravom dolnom rohu
tabulky médme najvadsie &islo. LenZe, ako pozname, Ze

niektoré iné riesenie nebude mat tito hodnotu este
vadsiu ?
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—M e e e e e —Mi e e e e e e N 1
Nagr| @2« « « « « .« . 2 Ayn B
Nngd [ ¢ T 22 B R Xin ﬂ‘
Nagm| @mae + « « + o« . Cupj + o o e e e e ann | Bm
z Pi oo o e e e Pio e e e e e e Yn 6
Tab. 9

Predpokladajme, Ze sme uZ dospeli k tabulke 9, v kto-
rej f, >0, ..., Bn > 0 a teda riesenie
M =0, ..M =0, ="7F,- - Mn =fn

je pripustné. O tom, &i je aj optimalne, rozhodne posled-
ny riadok:

ak =0, ..., ya = 0 jo rieSenie optimilne, pretoZe
Z=—pm— ... — Y+ =0
pri¢om rovnost nastane pre 5, =0, ..., 5, = 0.

Ak je naopak niektory élen zaporny, napriklad y; < 0,
tak zrejme — y;; > 0, 7, > 0 nam da vysSiu hodnotu
z ako ; = 0 a teda rieSenie nie je optimalne.

V tomto pripade volfme j-ty stipec ako riesiaci a rie-
Siaci k-ty riadok volime podla pravidla 4.3.3.2.

Tak isto, ako v 4.3.3, aj tu vietky prvky posledného
stlpca (pripadne okrem §) zostanii nezdporné, rieSenie
teda zostane oporné a namiesto élena 8 budeme mat
(pretoZe y; < 0, (bg/ai) > 0)

6—M >0
Qrj
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tize hodnota cielovej funkcie vzrastie, priblizime sa
k optimu.

Po koneé¢nom poéte krokov bud dosiahneme optimum,
alebo prideme k situdcii, Ze y; < 0, ale v celom zvySnom
j-tom stipci niet kladného prvku. To v3ak znamena, %e
pre vietky ¢ vo vyraze

Ni = — &ty —— o0 — iNj — « v 0 —ainnﬂ_l_ﬂﬂ

je aj ¢len —ay;m;, ktory je nezaporny pre vietky 7;
a teda #; > 0 moézZe byt IubovoIné velké a i tak splni
vietky ohranidenia. KedZe aj vyraz pre z obsahuje
tlen —y;m; > 0, mdze jeho hodnota vzrastat nad vietky
medze, funkcia z je tak na mnoZine pripustnych rieSeni
neohranidena a teda jej maximum neexistuje.

I toto zvydajne znamend, Ze pri zostavovani tlohy
doslo k chybe.

4.3.5. Priklad s krompaémi a lopatami. Pre premenné
z a y z tohto prikladu platia ohranidenia

Yy, =—x— 2y + 110 > 0,
Y =—x— Y+ 80=0,
Y3 = —% + 70>0,
Yo= — y+ 402=0,

=20, y=0
pri ktorych treba maximalizovat ciefovd funkeiu
z = 3z + 4y.

Tabulka 10 predstavuje simplexovi tabulku pre tito
ulohu. Vidime, Ze x = 0, y = 0 je pripustné, ale nie opti-
mélne rieenie. Za riesiaci stlpec si vezmeme napriklad
prvy stipec (ale mohli by sme aj druhy). RieSiaci riadok
je potom treti (70/1 < 80/1 < 110/1) a modifikovanou
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—x —y 1 —Ys| —Y 1

Y1 1 2| 110 Y —1 2 40

Ya 1 1 80 Ya —1 1 10

Ya 1 0 70 T 1 0 70

Y 0 1 40 Ya 0 1 40

z —3 —4 0 z 3| —4 210
Tab. 10 Tab. 11

—Ys —Ys 1 Y1 | Y 1

Y 1 —2 20 Ys 1| —2 20

—1 1| 10 y 1| —1 30

1 0 70 z —1 2 50

Ya 1 —1 30 Y —1 1 10

z —1 4 250 z 1 2 270
Tab. 12 Tab. 13

Jordanovou elimindciou prejdeme k tabulke 11, ktora
predstavuje pripustné rieSenie x = 70, y = 0 s hodnotou
z = 210. ]%)a]éimi elimindciami sa cez tabulku 12 dosta-
neme k tabulke 13, ktord m4 u% vietky prvky v posled-
nom riadku kladné a teda rieSenie x = 50, y = 30, pri

ktorom z = 270 je optimalne.
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4.3.6. Priklad. N4jst maximum funkcie z = z + 2y
na mnozine, uréenej podmienkami:

= z+y—10=0,
Ypo=—2+y+ 120,
Ys = —Y + 8 g 07
r=0, y=0
—= | —¥ 1 Y| —¥ 1
7 —1 —1 | —10 % 1 —2 —9
Ys 1 —1 1 z 1 | —1 1
z —1 —2 0 z 1 —3 1
Tab. 14 Tab. 15
—Ya|—Ys| 1
Y1 1 2
x 1 1 9
Y 0 1
z 1 3 256

Tab. 16
Tab. 14 je simplexovou tabulkou pre tieto rovnice.
Prislu$né riefenie nie je ani pripustné, pretoze medzi
absolitnymi élenmi je —10. Po dvoch elimindciach
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dostaneme tab. 16, ktorej zodpovedajuce riefenie z = 9,
y = 8 je uZ nielen pripustné, ale aj optimélne. Cielova
funkcia pri nom nadobtda hodnotu z = 25.

4.3.7. Priklad o reznych planoeh. Predpokladajme, Ze
v tovarni, kde sa vyrabaji dvere do bytov v novostav-
bich sa vyribaji rdmy (zdrubne) tychto dverf z tydi
s profilom U, ktoré si dihé 6,5 m. Takychto tyéf je k dis-
pozicii 100.Treba uréit, ako tyde rezat, ked na ram jed-
nych dveri si potrebné dva kusy dlhé 2 m, a jeden kus
dlhy 0,9 m pri¢om chceme dosiahnuf, aby sa zo spo-
minanych 100 tyéf vyrobilo &o najviac ramov (a teda
odpad bol minimélny).

Jednu ty¢ moéZeme rozrezat tymito sposobmi:

1. na 3 kusy po 2 m, 0 kusov po 0,9 m a zvysok 0,5m,
2. na 2 kusy po 2 m, 2 kusov po 0,9 m a zvysSok 0,7 m,
3.na 1l kus po 2 m, 5kusov po 0,9m a zvySok 0 m,
4. na 0 kusy po 2 m, 7 kusov po 0,9 m a zvysok 0,2 m.

Rezny plan musf uréit &fsla

x, — podet tyd, ktoré sa budi rezat 1. spésobom,
x, — podet tydi, ktoré sa budii rezat 2. spésobom,
x3 — podet tydi, ktoré sa budi rezat 3. spésobom,
z, — podet tyéf, ktoré sa budi rezat 4. spdsobom.

Pre nezname x,, x,, ,, ¥, musf platit

2, + % + zy + 2, < 100
zlgoyngosxsgo,x-l_z..o

x,, X, T3, T4 81U celé isla.

Tieto podmienky nestadia na plné uréenie dovolenej
mnoZiny rieSeni a chyba nim aj cielova funkcia.

Pri hladan{ cielovej funkcie by sme mali vychadzat
z toho, Ze naSou snahou je dosiahnut, aby sa z nareza-
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nych kusov dalo vyrobif maximalne mnoZstvo ramov.
LenZe podet vyrobitelnych raimov nie je mozné vyjadrit,
ako linedrnu funkciu premennych z,, z,, z;, z,. Ttto
tazkost prekoname istym Sikovnym obratom, ktory sa
v roznych obmenach velmi ¢asto pouZiva pri aplikdciach
linearneho programovania.

Oznadéme ¥y podet ramov, ktoré moéZeme z narezanych
tyéi zhotovit. Na tento podet ramov budeme potrebovat
2y kusov 2 m dlhych a y kusov 0,9 m dlhych. Pritom

z, tydi, porezanych 1. spésobom da 3z, ks 2 m a 0 ks

g;gt;g‘é,i, porezanych 2. spésobom da 2z, ks 2 m a 2z, ks

g;gtryn(’é,i, porezanych 3. spésobom da z, ks 2 m a 5z, ks

%;Ztr;éi, porezanych 4. sposobom da 0 ks 2 m a 7z, ks
,9 m.

Teda musi platit
. 3z, + 22, + 24 = 2y,
2z, + 52y + Tz, = y.

Tieto a predchadzajice nerovnice mézeme upravif na
tvar nasledovnych podmienok

Yy = 3x, + 2, + x4 — 2y =20,
Ys = 22, + 52y + T, — y =0,
Yy = —&y — Ly — Ty— &4 + 100 = 0,

xlzo,ngo,xa_—'o)x4gol

pri ktorych treba maximalizovat cielova funkeiu z = v.

Tito 1dlohu mame zapisant v tab. 17. Vidime, Ze rie-
Senie z, = x, = x; = z, = y = 0 je pripustné, ale nie
optimalne. ﬁa,lej vidime Ze ide o degenerovany pripad,
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pretoZe absolitne &leny v 1. a 2. riadku sii nulové. Tu by
sme mohli pouZif e-novi metédu na odstranenie degene-
racie. V tab. 17 v8ak nastala t4 &tastna okolnost, Ze napr.

Ty By | Ty —Lg| —Y

v, |—8| —2|—1| o] 2| o

ya| O —2|—5|—7] 1| o

vs| 1| 1| 1| 1| o100

z 0 0 0 0| —1 0
Tab. 17

v 2. stlpci je v 1. aj 2. riadku zaporné &slo. Ak v tomto
pripade zvolime druhy stlpec za rieSiaci, mé%eme riesiaci
riadok v stlade s 4.3.3.1 volit tak, ako keby namiesto
nil na konei 1. a 2. riadku boli malé kladné é&isla ¢, bez
toho, Ze by sme ich tam museli pisat. Riesiacim prvkom
je potom a,;, =1 a eliminaciou dostaneme tab. 18.

—z, | ~Ys | —%3 | —x, —y 1
A —1 2 1 2 2 200
A 2 2 —3 —5 200
2, 1 1 1 1 0 100
z 0 0 0 0 —1 0
Tab. 18
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— —Ys — %, —Zs — 1
1 1 1 1 1 100
y ) 2 )
5 1 7 6 L1 100
Y K} T2 )
T, 1 1 1 1 o | 100
1 1 1
2 — 1 — 1 — | 100
2 2 2
Tab. 19
—Ys Y —%s —% —Y 1
1 6 1 1 2
y — — - R — 120
b5 b 5 5 b5
2 2 7 12 1 40
#1 3 5 5 5
2 3 12 17 1 60
T2 5 5 5 5
1 6 1 1 2
2 _ — — _—— — 120
b b b 5 b
Tab. 20
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Dald{mi elimindciami, ktoré si nadimi pravidlami jedno-
znadne urdené, prejdeme k tabulkdm 19 a 20. O prechode
k tab. 21 viak treba povedat viac.

—Ys Y —Ty —X Y 1
Y 125
z, 75
Ty 26
1 5 1 1 5 195
2 ) T 12 12 12
Teab. 21

V poslednom riadku si dve zdporné &sla y; = y, =
= —1/5 v 3. a 4. stlpci. Keby sme si hociktory z nich
zvolili za rieSiaci, pravidlo 4.3.3.1 ndm urédf za rieiaci
treti riadok. Méme teda dve moZnosti volby riesiaceho
prvku: a,; = 12/5, alebo agy = 17/5. Keby sme v8ak boli
zvolili druhi moZnost, dostali by sme v poslednom riad
ku a 3. stlpei slo

1 1 12 5 1 12

5 '6 6 17 b5 ' 85

a teda rieSenie by nebolo optimélne (kym pri prvej
moznosti sme uZ optimum dosiahli).

Dalej si vifmame, %e tabulku 21 sme zadali vypliiat
od posledného riadku a stlpca. Ked totiZ zistime, %e
prvy a% predposledny prvok posledného riadku si nezé-
porné, je jasné, Ze sme dosiahli optimalne rieSenie, dalsie
eliminicie u¥ nebudii potrebné a netreba teda vypltat
ani vaitro tabulky.
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Optimalnym rieSenim je z, = 75, 2, = 0, z; = 25,
z, = 0, y = 125. To znamena, Ze treba rozrezat 75 tyci
prvym a 25 tydi tretim spésobom. Dostaneme tak
75.3 + 25 = 250 kusov di¥ky 2 m a 25.5 = 125 kusov
dizky 0,9 m. Tieto prive stadia na zhotovenie 125 ra-
mov, & je maximilny dosiahnutelny poéet.

Treba eSte poznamenat, Ze sme mali sfastie, Ze riese-
nie vyslo celo¢iselné (vidy to tak nemusi byt!). Inak by
sme museli hladat rieSenie odhadom v blizkosti necelo-
tiselného optimalneho riefenia, pretoZe Ziadnu z metdd
na rieSenie celodiselnej ilohy sme nepreberali.

Mnohi é&itatelia by mohli tieZ namietaf, Ze prva ne-
rovnica medzi nasimi podmienkami by sa mohla nahra-
dit rovnicou. Maji pravdu a vysledné riefenie by muselo
vyjst rovnaké. I§lo by o tzv. zmieSanu 1lohu s rovnicami
a nerovnicami. Pri zostavovani tabulky pre fiu by sme
pre Ziadnu rovnicu nenapfsali vlavo od tabulky pre-
mennu, ale nulu. Potom by sme prvymi elimindciami
tieto nuly zlava eliminovali a vynechali kazdy stipec,
nad ktory sa eliminiciou dostane nula. Tym by sa
tabulka vlastne zuzila, &0 by najmd pri ,ruénom*
spracovani bola vyhoda.

4.4. Dopravny problém
Majme, podobne, ako v kap. III, m doddvatelov toho

istého tovaru, ktorf pontkaji mnoZstvd a,, ..., an;
dalej n spotrebitelov, ktorf tohto tovaru pozaduju
by, ..., by. Zvytajne sa predpoklada, Ze

%ai = ébi =b
i=1 j=1

?
hoci metédou, ktord si ukiZeme, moZno riesit aj ulohu
v ktorej sa tento predpoklad nesplni.
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Dalej predpokladajme (na rozdiel od kap. III), Ze niet
kapacitnych obmedzeni. To znamena, Ze pri Iubovol-
nych %, § moino lubovolné mnoZstvo tovaru (pokial ho
mé dodavatel k dispozicii a odberatel ho poZaduje)
dopravift od ¢-tého dodavatela j-temu spotrebitelovi.
Predpokladajme tieZ, Ze preprava jednotkového mnoz-
stva tovaru na tomto smere stoji ¢; Ké&s. Treba uréif
mnozstva x,; tovaru, ktoré sa dopravia od i-tého doda-
vatela j-temu spotrebitelovi (¢ = 1,...,m,j =1,...,n)
tak, aby sa prepravilo celé pozadované mnoistvo b
a dopravné naklady boli minimalne.

Toto je formulacia klasického dopravného problému,
ktory patri do linedrneho programovania, pretoze pri
nom treba minimalizovat lineidrnu cielovi funkeiu

2= 3 Oy
b

za predpokladov

k]

jzlxﬁ=a‘ (1:=1,...,m),

m -

227,','=b1 (y=1,...,n),

i=1

z; =20 (t=1,....,m;j=1,...,n).

Riesit tito tlohu simplexovou metédou by vsak bolo
dost zdlhavé. Uz napriklad pri Styroch dodavateloch
a piatich spotrebiteloch by sme mali 8 rovnic pre 20
neznamych.

Vzhladom na tito skutoénost vypracovali matematici
iné metdédy, ktoré si uréené Specidlne pre tito iilohu
a vedi k cielu ovela ryechlejsie, ako metéda simplexova.
My si preberieme jednu z nich, metédu sovietskeho pro-
fesora A. L. Lurje.
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Vychéddzame pri nej z tabulky 22, ked mé tato najme-
nej tolko stlpcov, ako riadkov. Ak nem4, tak vychidza-
me z preklopenej tabulky 23. Pre metédu je proste vy-
hodnejsie, ked ma tabulka viac stipcov, ako riadkov. Pre-
toZe tabulka 23 sa od tabulky 22 formalne vébec nelisi,
stadf, ked si riesenie popiSeme iba pre prvi z nich.

Odbera-
Do- tel n ponuke
dévate]\
1 Clr v v e e e e e Cin a,
m Cma « » o « o v o o . Cun [
_~
poZiadavka b, . . . . .. ... by b
spolu
Tab. 22
Doddva-
h\ tel 1 ... 0. m potiadavka
beratel ™
1 Crlr « ¢ e e e e e e Cm b,
m Cim » o e e e e e Con b,
5
ponuka L G,
spolu
Tab. 23
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Meté6da sa zakladd na nasledujicej vete:

Veta. Ak @y, ..., Ziny « - oy Zuay -« «, Tun je optimalne
rieSenie dopravného problému z tabulky 22, zostane
optimilnym aj pre dopravny problém, ktory zodpoveda
tabulke, ktora vznikne z tabulky 22 tak, Ze k prvkom
niektorého riadku vovnitri tabulky pripoéitame &slo d.

Doékaz si vykoname pre k-ty riadok. Po pripoéitani
v flom budeme mat prvky &y =cu+d, ..., &n =
= Cxs + d. V ostatnych riadkoch budeme mat prvky
&; = ¢;. Hodnota cenovej funkeie, ak v tejto novej lo-
he si zvolime pdvodné riefenie, bude

!
= Y Gyzi= X cyxy+dYzy =z da.
=1.5.m (=lreoum =1
i=1,..., n i=1,..., n

Preto%e hodnota da, nezévisi od volby riefenia xy,
hodnota Z bude minimilna priave vtedy, kedy z, &iZe
optimélne rieSenie pre jednu tlohu je takym i pre druhd
a veta je dokazana.

Postup algoritmu je takyto:

1. Pre ka?dé j si vyhladdme minimilny prvok
v j-tom stlpci tabulky &fsel c;;.

2. ZakriZkujeme si minimilne prvky v stlpcoch.
Pritom ak je v jednom stlpci viac (rovnakych) minimal-
nych prvkov, zakriZkujeme si kaZdy z nich.

3. Vyhladame pseudooptimélne rieSenie xy;, ktoré mi
tieto vlastnosti:

I. z; > 0 = ¢; je zakritkované (t. j. odberatel odo-
bera len od dodivatelov, od ktorych sii dopravné na-
klady minimalne).

I1. Stidet vietkého dodaného mnoZstva

I = ‘2’ Xs;
je maximalny mozny. '
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Pri tlohédch malého rozsahu vyhladdme pseudoopti-
malne rieSenie priamo odhadom, pri vidsich postupuje-
me pomocou grafu z obrdzku 22, v ktorom hrany z p
do » budd konstruované podla nezmenenych zdsad
a v prostrednej dasti spojime hranou i-teho doddvatela
8 j-tym spotrebitelom, ak c;; sme zakriZkovali pri kroku
2. Tejto hrane pridelime potom nekonednd kapacitu
(alebo rovnajicu sa a;). Maximalny tok v takejto sieti
nam uréf pseudooptimilne riefenie.

4. Ak ¢t =0b, je pseudooptimélne riesenie aj optimalne
(vozime len cez najlacnejiie cesty) a sme hotovi. Ak
nie, znamend to, e sa nam nepodarilo previezt vietko
mnoz¥stvo tovaru a prejdeme ku kroku 5.

b. (teraz vyuZijeme tvrdenie naSej vety, zmenime
maticu ||cy|| pripoéitanim vhodného &sla d ku vhodnym
riadkom tak, aby sme dostali vyhodnejsie poloZzené za-
krizkované prvky). Ak pre niektorého dodavatela
plati, Ze existuje také ¢ > 0, Ze pri zvySeni jeho ponuky
Z a; na a; + & bolo by mo#né zvolit taky pseudoopti-
mélny plan, e by sme namiesto ¢ mali ¢ + ¢ (t. j. mali
by sme kam dodat i o niefo zvysené pontikané mnoZstvo
od k-teho dodavatela), volame k-ty riadok nedostatko-
vym. Riadky, ktoré nie st nedostatkové, volime dostat-
kové. Ku ka?dému nedostatkovému riadku potom
pripo¢itame istG hodnotu d, ktord si uréime v kroku 6.
Dostatkové riadky ponechime bez zmeny (alebo, &o je
to isté, nechdme bez zmeny nedostatkové riadky a od
dostatkovych hodnotu d odéitame).

6. Pre vietky j vyhladime v j-tom stlpci prvok &,
minimélny zpomedzi prvkov j-teho stlpca, ktoré sa
nachddzaji v dostatkovych riadkoch. Dalej vypotita-
me d; = 0; — u;. Napokon vezmeme vietky kladné &fsla
d; a definujeme opravu d ako najmensie z nich, t. j.

d = min {d; : d; > 0}
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S éislom d, ktoré sme si takto uréili, vykoname tpravy
matice [|c;||, ktoré sme opisali v kroku 5. S novo upra-
venou maticou sa zasa vratime ku kroku 1.

Dé sa dokézat (d6kaz vynechime, moZno ho néjst
napriklad v [5]), Ze po kone¢nom poédte iprav dospejeme
k tomu, %e pseudooptimélny plan bude uZ optimalny.

4.4.1. Priklad. Na obr. 33 je cestna sief, na ktorej sii
mestd 4, C a dediny B, D, E, v ktorych stavebny pod-
nik stavia rozne objekty. Na ich vystavbu potrebuje
Strkopiesok, a to v dennych mnoZstvach v tonach podla
gisel, ktoré sme pripfsali k jednotlivym obciam. Strko-
piesok dodavaju strkovisks S, — 8, v dennych mnozs-
tvach, ktoré st v zatvorkich (taktiez v tonach). Cisla pri
cestnych tsekoch znamenaji ich dizky.Treba uréit,
kolko strku z ktorého Strkoviska na ktord stavbu treba
vozit, tak, aby celkovy potet tonokilometrov bol mini-
mélny.
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Pokiisme sa najprv uréit rozvozny plan odhadom (bolo
by vhodné, aby sa kaZdy &itatel pokusil aj sam). Zvolme
napriklad

z 8,100 t do 4

z8, 50tdo 4

z&, 50tdo A,30tdoB,70tdoC,40tdoDalot
do £

z8, 50tdoE.

Uhrnom sa pri tychto prepravich dosiahne nasledov-
ny podet tonokilometrov:

3.100 + 7.50 4+ 11.50 4+ 4.30 4 7.70 + 9.40 +
4 16.10 4+ 2.50 = 300 4 350 -+ 550 + 120 + 490 +
4+ 360 + 160 + 100 = 2430 tkm.

Prikrotme teraz k urdeniu optimalneho rozvozného
plénu metédou Lurje.

~~_Odbera-

Do~ tel A B C D E ponuka

ddavatel ™
S, 11 4 (e 8 16 200 dost.
S, (3)1r00 4 15 8 16 100 ned.
S, 14 14 8 9 (2)° 50 ned.
S, 7 (3)%0 12 (2)%° 9 50 ned.
po. 200 30 70 40 60 | 400
d; 8 1 0 7 14 -~ 8p

Tab. 24
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Zapiseme si dlohu do tab. 24. Vyznaéme krizkom*)
minimalne prvky u; v stlpcoch a uréme si maximéilny
mozny rozvozny plin cez zakriZzkované smery (pseudo-
optimalne riesenie). RozvdZané mnoZstvd si pripiSeme
ku krizkom vpravo hore. Vidime, e §, je dostatkovy
dodavatel (ponika 200, rozvezie len 70), kym zvysné
riadky st nedostatkové, pretoze keby mal §, 101 na-
miesto 100, alebo §; 51 namiesto 50, alebo 8§, 51 namiesto
50, mali by ich kam dodaf v rdmci pseudooptiméalneho
rieSenia cez zakrizkované trasy.

Cisla ; st teda vietky prvkami prvého riadku. Roz-
diely d; méme pod tabulkou a vidime, %e d = 1, &o
odéftame od 1. riadku. Dostaneme tab. 25, v ktorej
pseudooptimélne rieSenie znamend rozvoz o 20 vaési,
ako v tab. 24. Nedostatkovymi si 2. a 3. riadok. Cisla
é; vyznadime Stvorcovym ordmovanim, vypotitame
d; a z nich d = 4, %o pripoéitame k 2. a 3. riadku. Dosta-
neme tab. 26, kde je rozvozny plan opit vaési, uz 300.
Zvytajnym spOsobom uréime d = 3, &o odéftame od
1. riadku. Dostaneme tab. 27, v ktorej celkové rozvezené
mnozstvo, 390, je uZ len o 10 mensie, neZ je treba.Opa-
kovanym pouZitim krokov 1 a% 6 zistime d = 3, &o pri-
poditame k 3. riadku. Dostaneme tab. 28, v ktorej uz
pseudooptimélny plin rozmiestfuje véetok sterkopiesok,
je to teda riefenie optimédlne. Urduje nam, aby islo

z8,100tdo 4,30t do Ba 70t do C
z 8,100 t do 4

z8, 50tdo E

z8, 40tdoDal0tdo E

*) Z technickych dévodov nebolo moZné dodriat v tab. 24
a% 32 oznadenie uvedené v texte. V tab. sii vysadené miesto
krazku gulaté zdtvorky a miesto 8tvordeka hranaté zédtvorky.
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Ak chceme zistif dhrnné tonokilometre, musfme ich
vypotitat z vychodiskovej tab. 24 (prechody k dalSim
tabulkdm zachovavali optimalne rieSenie, ale nie jeho

cenu!):

Odbera-

Do- tel y:| B c D E ponuka

dévatel
$, 10 [(3)I°[(6)° 8 15 200 d
S, (3)0 4 15 8 15 100 n
S, 14 14 8 9 (2)0 50 n
S, (7} (3) 12 [(2*9)] [9] 50d
poz. 200 30 70 40 60 400
d; 4 0 0 0 7 // sp

Tab. 25

Odbera-

D\o. tff] A4 B ¢ D E ponuka

dévm
8§, 10 (3) (@) 8 15 200 d
S, (e 8 19 12 19 100 n
S, 18 18 12 13 (6)%° 50 n
S, (T (3) 12 (2) 9 50n
pot. 200 30 70 40 60 400 "
d; 3 0 0 6 9 ~sp

Tab. 26
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11.100 + 4.30 + 7.70 4+ 3.100 - 2.50 - 2.40 4
+ 9.10 = 1100 + 120 + 490 + 300 + 100 + 80 -+
+ 90 = 2280 tkm

¢im sme oproti rieseniu, ktoré sme ziskali odhadom, zis-
kali 150 tonokilometrov denne, &o je priblizne 6 %,.

Odbera-
Do- tel A B o D E ponuka
ddvatel

S, [(T)Fe [(0))* [(3)])° 6 12 200d

S, (7)10 9 19 12 19 100d

S, 18 18 12 13 (8)*° 50 n

S, (7)1 3 12 [(2)]* [9] 50d

poi. | 200 30 70 40 60 400~

d; 0 0 0 0 3 //

Tab. 27

Odbera-
Do- tel A B (0} D E ponuka
dévatel

S, (7)100 (0)%0 (3)* 5 12 200

S, (e 9 19 12 19 100

S, 21 21 156 16  (9)% 50

S, ) 3 12 (2)t0 (9) 50

poZ. 200 30 170 40 60 40£:p/

Tab. 28
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4.4.2. Priradovaei problém. V kap. III sme sa stretli
8 dlohou priradovania pracovnych miest pracovnikom.
Vhodnost priradenia miesta pracovnikovi sme hodno-
tili len ,,dvojstupiiovo‘’‘: vhodné — nevhodné.

Mohli by sme viak pouZif aj jemnejsie hodnotenie
a priradif kaZzdej dvojici pracovnik — miesto nezdporné
tiselné ohodnotenie jeho vhodnosti, a to systémom zé-
pornych bodov, t. j. nula by znamenala najvhodnejsie
priradenie a &m vidsie ¢fslo, tym horsie. Celkové riese-
nie by sme potom povaZovali za optimalne, ak by sidet
ohodnoteni vybranych dvojic bol minimalny. Problém
vyhladania tohto optimélneho rieSenia je Specidlnym
pripadom priradovacieho problému, ktorého vieobecné
formulacia je nasledovna:

Nech {D,, ..., D;}a {0,, ..., 0,} si dve rovnako po-
¢etné mnoziny. Nech |c;|| je Stvorcova matica s n riad-
kami a stlpcami, ktore] vietky prvky st neziporné
¢isla. Treba uréit dvojice (Dy, Oy), . .., (Da, 0;,) tak, aby
(§1» + - -» 7a) bola permutdcia &isel (1, ..., ) a aby sidet

n
2= 2 cia‘;
i=1
bol minimalny.

Lahko sa presvedéime, %e priradovaci problém je spe-
cidlnym pripadom dopravného problému, v ktorom mé-
me dodavatelov D,, ..., D,, pritom kaZdy dodéiva
jednotku ,,produkcie* a odberatelov O, ..., O,, z kto-
rych ka¥dy odobers zasa jednotku produkecie. Dalej
méme cenovii maticu ||c;||. Treba zvolif &sla x; € {0, 1},
i, =1, ..., n tak, aby sidet

n
2= X Ci; Tij
$.i=1
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bol minimilny, za predpokladu

_glxil =1 (7 =1, ’ n)

é & = 1 (‘l; = ]., . n)

j=1

0, 0, 0, O, Oy O
D, (nr 2 3 2 (@M (0 n
D, 4 7 7 6 6 8 d
D, {21 (Hr 2 4 4 [3] d
D, 6 6 4 4 7 b d
D, 4 4 (2 31 4 5 d
D, 3 2 4 4 [2] 5 d
d; 1 0 0 1 1 3 d=1

Tab. 29

0, 0, 0, O, O, O
D, (2) 3 4 (3) (2) Qp n
D, 4 7 7 (] 8 b d
D, (2) (1) @2y 4 4 3 n
D, 6 6 4 4 7 b d
Dy 4 4 2 @)y 4 6 n
D, [31 [21 [41 [41 [(2)1* (8] d
d; 1 1 2 1 0 4 d=1

Tab. 30
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Uvazme napriklad lohu z tab. 29. Tu sa méZu ditatelia
pokusit odhadnit rieSenie sami, prv, nez ho nijdeme
Lurjeho metddou.

Postupnym prechodom aZ k tab. 32 dospe]eme k opti-
malnemu priradeniu (D, Oy), (D, 0,), (Ds, 0,), (Dy, O),
(Ds, 0,), (Dg, Os), ktorého cena, podla tabulky 29, je
0+4+14+44+242=13.

0, 0, 0, 0O, O, O,
D, 3 4 5 4 3 (2 n
D, 4] 7 7 6 6 5 d
D, 3 (2 (3) 5 5 4 n
D, 6 6 4 42 7 [5] d
D, 5 [6] [(3)]" [(4)] (6] 6 d
D, (3) (2 ¢ 4 @ 5 n
d; 1 3 0 0o 3 3 d=1

Tab. 31

0, 0, 0, 0, 0, 0,
D, (4) 5 6 5 4 (3)1
D, (an 7 7 6 (] b
D, (4) (3) 4 6 ] 5
D, 6 6 4 (4)* 7 b5
D, 5 5 (3) (4) 6 6
D, (4) (3) 5 5 3" 6
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Cvidenia

1, Zistite, ktoré z dloh teérie grafov mozno sformulovat ako
ulohy linedrneho programovania.

2. Cestovné na elektritke je 1 Kés, pokuta za cestovanie bez
listka 50 K&s, nédklady ne skontrolovanie jedného cestujiceho
revizorom si 0,10 Ké&s. Urdete grafickou metédou optimélny
pomer 2 pottu kontrolovanych cestujicich ku vietkym cestu-
jacim! (Névod: oznadte po rade f,(z), fi(z) stredni hodnotu
zisku dopravného podniku na jedného platiaceho, resp. ne-
platiaceho cestujiceho. Treba ndjst také z, pre ktoré je
min [f,(z), f.(z)] najvilsie. Rielenie je z = 0,0197, &iZe
kontrolovaf treba 1,97 9, cestujicich).
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DOSLOV

Konédi sa nada malé prechidzka po niektorych Zastych
aplikdcidch matematiky v oblasti ekonomiky, organiz4-
cie a riadenia.

Neberte ju, milf gitatelia, iba ako pokus ukdzaf Vam
niektoré matematické metdédy, ktoré sa v praxi dasto
pouZivaji. SnaZte sa v nej najst viac, urobif si obraz
o tom, ako pracuju aplikovanif matematici, ako uskutod-
nuji prechod od praktického problému k jeho matema-
tickému rieSeniu a v nie poslednom rade, ako rieSenie
praktickych tiloh stimuluje aj rozvoj ,,distej*‘ matemati-
ky. Ved vidsina pojmov a metéd &isto matematickych,
ktoré ste stretli v tejto knizke, bola pred niekolkymi
desafrodiami este celkom neznama.

Aplikovand matematika je aj v stidasnom obdobi
stimuldtorom pokroku v mnohych teoretickych mate-
matickych disciplinach. Nie si to len tie, o ktorych sme
hovorili v tejto knizke, ale aj mnohé dalsie, ako napri-
klad tedria pravdepodobnosti, tedria jazykov, tedria
automatov, tedria optimalizacie a mnohé iné. Ak sa
teda mnohi nematematici pytaji: ,,Co mé%ete v mate-
matike stile nového vymyslat, ved jedna a jedna st
stale dve?“, tak nemald zdsluhu na neopodstatnenosti
tejto otizky m4a aj aplikovand matematika.

A vy, %o premyslate o volbe aplikovanej matematiky
za svoje budiice povolanie, ste snad ziskali presnejsi
obraz o ceste, ktora by vas ¢akala. Je to iste cesta ne-
Tahka, ale pestra a zaujimavé, pravdepodobne zaujima-
vejfia, neZ pri vidSine inych povolani.
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