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UVODEM

V této edict jiz vy$la ve dvou vyddnich brozura R. Vygbor-
ného Matematickd indukce. Z wdZngjch divodd i vdak
nebylo moZno vydat znovu, a proto vznikla tato novd kniZka
na stejné téma. Postup vykladu je vdak jiny a dost litky
je zde navic.

Zdklad tvort proni dvé kapitoly. Je v mich uvedeno
nékolik variant principu matematické indukce a wkdzdn
jejich vgznam pro dokazovdni matematickijch vét a pro
rekurentni definice. Teorie je demonstrovina na Fedenyjch
tlohdch. Prtestote jsou co mejjednodusdsi, mite se stdt, %e
v nich élendf narazi na pojmy a souvislosts, k nimZ dosud
P studiu matematiky nedospél. V Zddném pripadé to
vdak nebude nic specidlntho, sloZitého & hlubokého a po-
ubent lze nalézt v libovolném pFehledu elementdrni mate-
matiky. Také znalent se moind bude misty trochu lisit
od momentdln{ $kolni praxe. V nejhor§im pFipadé je moZno
dlohu, se kierou by snad byly mepiekonatelné potize, vy-
nechat ; v dal$i Eetbé to nebude vadit.

Ve tieti kapitole jsou shrnuty rizné pozndmky, mj. jsou
tu dvahy o filozofickém a logickém pozadi indukce a také
bibliografie.

Ctortd kapitola se pak sklddd z rozmanityjch FeSengch
tloh (vétéinou zahramiéni provenience), jejichi obtifnost
je srovnatelnd s ilohami matematické olympiddy. Jsou se-
fazeny podle tematické pribuznosti a vdechny oviem spofi-
vaji v matematické indukei. Ulohy spolu a? na malé vijjim-
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ky vzdjemné nesouviseji a nent nutno je st v tom poradi,
jak jsou uvedeny.

Za kazdou z pronich t¥ kapitol ndsleduji cvideni. Nékte-
rd dopliiuji slohy fedené v textu, vétsinou véak vyiaduji
samostatné pouZiti teorie vyloZené v kapitole. Ndvody k Fe-
Sent nékolika sloitéjdich cvideni tvori pdtou édst kniZky
a zdvéreénd Sestd Edst je slofena z Fedent téméf viech cvident.



1. kapitola

PRINCIP MATEMATICKE INDUKCE
A JEHO VYUZITI V DUKAZECH

Zaéneme hned tlohou. Teoretické vyklady si nechame
na pozdéji.

Uloha 1. V roving je dan konedny podet raznych p¥i-
mek. Ty ji rozdéluji na é&asti. Dokaizte, Ze je tyto &asti
mozZno vybarvit dvéma barvami tak, aby kazda d&ast
byla celd vybarvena jednou barvou a aby Zidné dvé
sousedni éasti (tj. éasti oddélené viseckou, polopfimkou
nebo pfimkou) nebyly vybarveny stejnou barvou.

Je-li podet pi‘imek hodné maly, snadno se pfesvédéime,
Ze véta, kterou mdme dokdzat, v téchto jednotlivych
piipadech plati. Tak napt. jedna prlmka rozdéluje rovinu
na dvé sousedni poloroviny a ty maZeme obarvit rlzny-
mi barvami,




Jsou-li dany dvé pfimky, mohou byt bud rovnobéiné,
nebo raznobézné. Na obriazku je zndzornéno, jak lze
vybarvit éasti, aby podminka byla splnéna.

Na dal$im obrazku jsou viechny &ty¥i vzdjemné polo-
hy tii pfimek. I zde se podafilo dasti vybarvit nilezitym
zplisobem.

Se vzristajicim podétem piimek vsak rychle rostou
technické potiZe. ZvétSuje se podet pFipadu vzdjemné
polohy piimek a nastava problém s tim, aby se na Zadny
z nich nezapomnélo. Kromé toho obrazky také ztraceji
na piehlednosti a jejich barveni je éim dale sloZitéjsi.
I kdybychom se s témito obtiZemi dokazali vypofddat
a dafilo se nam ovéfovat platnost véty v dalsich jednotli-
vych konkrétnich ptipadech, nebude to mit pro dikaz
véty valny vyznam. Véta totiZ tvrdi, Ze ¢asti lze vybar-
vit popsanym zpusobem pii jakémkoliv poétu piimek
a jakékoliv jejich poloze. At ovéfime platnost véty v se-
bevice jednotlivych piipadech, zlistane stile nekoneéné
mnoho piipadd nevySetfeno a o platnosti obecné véty
stale nemuZzeme nic fici. Tento postup by mél smysl
pouze tehdy, podafilo-li by se ukizat, Ze se v uréitém
pfipadé nedaji &isti roviny vybarvit popsanym zpuso-
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bem. Tak bychom dokazali, e véta neplati. Jak se viak
brzy pitesvédéime, véta plati a k jejimu dikazu budeme
tedy musit pfistoupit z jiné strany.

Zachrani nas tato spasnd myslenka: Dejme tomu,
Ze jsme se o platnosti véty pfesvédéili jesté pro p pfimek.
Coz vyjit z vybarveni &asti v tomto piHpads, vést
(p + 1)-tou piimku a pokusit se néjak upravit pavodni
obarveni tak, aby z ného vzniklo nileZité obarveni pro
p + 1 pfimek ? KdyZ se nam to poda¥f, budeme tak mit
vétu ovéfenu i pro p + 1 pfimek. Pokud viak tato meto-
da pfechodu od’piipadu p pHmek k piipadu p + 1 pii-
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mek bude univerzalni, tj. pujde pouzit pro jakékoliv
plirozené &islo p, bude véta vlastné dokidzana. MizZeme
si totiZ pfedstavit, jak metodu dale opakované pouZiva-
me: na zikladé toho, Ze jsme vétu oveéfili pro p + 1
piimek, ji ovéfime i pro p 4 2 piimek, na zakladé toho
pak pro p 4+ 3 ptimek atd.

Zbyva jen to hlavni — najit, jak z vybarveni pro p
piimek sestrojit vybarveni pro p + 1 pfimek. Neni viak
tak tézké na to ptijit. Predstavme si, Ze je v roviné p pfi-
mek a Ze jsou jeji &asti vybarveny dvéma barvami tak,
aby sousedni &isti mély vidy ruzné barvy. (Je to zna-
zornéno na obrazku.) Vedme nyni (p + 1)-tou pifimku
(na druhém z obrazku je zndzornéna &¢irkované). Ta roz-
délf rovinu na dvé poloroviny. V jedné z nich barvy po-
nechdme tak, jak byly ptivodné, a ve druhé je navzajem
vyménime. Pokud je mezi dvéma sousednimi &istmi
roviny pfi tomto novém déleni hranice tvofena nékterou
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z puvodnich p pfimek (nebo jeji 8asti), pak byly &asti
obarveny riznymi barvami a jsou v téie poloroviné
urdené (p + 1)-tou ptimkou. Zistaly tedy bud beze
zmény, nebo se navzajem vyménily a jsou opét razné.
Jsou-li dvé sousedni éasti oddéleny (p + 1)-tou piimkou
(nebo jeji ¢astf), pak ziejmé vznikly z nékteré pivodni

tasti tak, Ze ji (p 4 1)-td ptimka rozetla. Pivodni barva
této 8asti na jedné strané zhstala a na druhé se zménila.
I tyto sousedni &asti jsou tedy vybarveny ruznymi
barvami.

Dtkaz, ktery jsme pravé dokondéili, byl zaloZien na
tzv. principu matematické indukce :

Bud M mnoZina, kterd ma tyto dvé vlastnosti:
(I) 1e M.

(IT) Pro kaZdé pfFirozené ¢&islo p plati: JestliZe pe M,
potom je téZ p + le M.
Potom mnoZina M obsahuje viechna pfirozena é&fsla.



O platnosti tohoto principu se presvédéime snadno:
Podle (I) je 1€ M. Podle (II) z toho plyne, Ze 2€ M.
Z toho opét podle (II) plyne, Ze 3€ M, odtud je pak
4e M atd. Tak mizZeme ziejmé postupné dojit ke které-
mukoliv pfirozenému &islu; mnozina M tedy obsahuje
viiechna piirozena ¢isla.

Jinak si to muzeme ukéazat také takto:

Dejme tomu, Ze existuji piirozena éisla, kterd do M
nepatii; nejmensi z nich oznaéme £. Podle (I) je ¢ > 1.
Cislo t — 1 je tedy piirozené a podle definice &isla ¢
plati ¢ — 1 e M. Podle (II) z toho plyne, Ze t e M a to je
spor.
1K obéma Uvahdm se jesté vratime na str. 59 a bu-
deme je podrobnéji analyzovat.

Principu matematické indukee lze mj. uzit k dokazo-
vani vét tak, jak jsme to uéinili p¥i FeSeni dlohy 1.
Chceme-li dokazat platnost néjaké véty, kterdi méi tvar
(nebo se da pieformulovat tak, aby tohoto tvaru nabyla)
s, Pro ka%dé pfirozené é&islo plati..., staéi dokazat tyto
dvé pomoené véty:

(1) Véta plati pro &islo 1.
(2) Pro kaZdé pfirozené ¢&islo p plati: Pokud véta plati
pro &islo p, pak plati také pro &slo p 1.

T'o plyne bezprostiedné z principu matematické indukee,
vezmeme-li za M mnoZinu vSech ¢&isel, pro néz véta
plati.

Pomocné vété (2) se 8asto Fika indukéni krok a jejimu
predpokladu ,,véta plati pro é&islo p*‘ se fikava indukéni
predpoklad.

UkéZzeme si jesté na nékolika typickyeh piikladech,
jak se provadéji dukazy metodou matematické indukee.
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Uloha 2. Dokaite, e &islo 2% 4 3 neni pro z4ddné
piirozené k délitelno &islem 73.

Reseni. Pro k =1 véta plati, nebot 23 | 34 = 89
a to neni délitelno éfslem 73. Pomocna véta (1) je do-
kazana.

Pristupme k diikazu pomocné véty (2). Bud p priro-
zené ¢islo a predpoklidejme, Ze 2% | 3% neni délitelno
¢islem 73. VySetime &fslo 23w+ - 34w*D, To je rovno

2043 | Gpte — 29 2% | 34,30 —
= 8.2% + 81.3% — (2% -+ 3%) 4 73.3%

Prvni z obou séitanci neni podle indukéniho piedpokla-
du délitelny é&islem 73 a druhy je. Soudet tedy ¢islem 73
délitelny neni.

Tim je dukaz proveden a iiloha vyresena.

Uloha 3. Je déno n étverci. Dokaite, e je lze rozdélit
na Casti tak, aby z nich bylo moZno sestavit jediny
étverec.

Regeni. Je-li dan jen jeden &tverec, je moZno ho roz-
délit jakkoliv. Ze vzniklych &asti lze pak vidy sestavit
pivodni étverec. Pomocnd véta (1) je dokazana.

Bud nyni p pfirozené &islo. Piedpokladejme, Ze pro p
dtvercti véta plati, a dokaZme, %e pak plati i pro p + 1
&tverci. Vezmeme si néjaké dva z nich (je p + 1 = 2).
Ozna¢me je ABCD, PQRS (sledujte obrazek) tak, aby
AB =< P@. Na stranich PQ, @R, RS, SP sestrojme po
fadé body K, L, M, N tak, aby platilo KQ = LR =
~ms—np - ABLEQ
usetek KM, LN a rozdélme &¢tverec PQRS podle téchto

. Oznaéme O spoletny bod
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P K Q

usedek na &tyfi shodné dasti. Pfilozime-li je ke étverci
ABCD tak, jak ukazuje dalsi obrazek, vznikne &tverec,
o ¢em? se snadno presvédéite. Tento &tverec spolu se
zbylymi p — 1 étverci umime podle indukénfho pied-
pokladu déle rozdélit tak, aby vzniklé ¢asti ddvaly jeden

oll
M
vy
0 R .
D cla
S|A B
N b o'
K
0
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étverec. Nyni je jiZ zfejmé, jak rozdélit pivodnich p 4 1
¢tvercti. Dokdzali jsme pomocnou vétu (2).

Tim je tloha vyfesena.

Véty, které jsme zatim dokazovali, mély velmi jed-
noduché predpoklady. V dalsi iloze bude lépe vidét, jak
se vyuziva pii dikaze matematickou indukei piedpo-
kladd dokazované véty.

Uloha 4. Jsou-li x,, x,, ..., 2, kladna &sla, pro né?
platf
L%y .. 2y =1,
potom je

271—|—2?2+ e +xngn-
Dokazte.

Redent. Pro n = 1 véta plati (nastiva rovnost).

Bud nyni p ptirozené &islo. Predpokladejme, Ze pokud
je soudin néjakych p kladnych é&isel roven 1, potom je
jejich soudet vétsi nebo roven p. Uvazujme nyni p 4+ 1
kladnych &isel z,, z,, ..., z,,, takovych, Ze

TyTy ... Xpyy =1,
MiZeme piedpokladat, Ze jsou oznadena tak, aby
TS, .. SXp.
Pro p kladnych ¢&isel
TyTprys Lay o ooy Xp

plati, Ze jejich soudin je 1 a podle indukénfho pFedpo-
kladu je tedy

TZpa +Zat+ ...+ 2 2P
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Odtud dostavime
o4+t .. Ay =@Fn et )+

+a,t X — T 2P+ 2 — XX =
=p+(dl—a)@u—1N+12p+1.

Posledni nerovnost vznikla takto:

Kdyby bylo z, > 1, bylo by také (protoZe z, je nej-
mensi z uvaZovanych ¢isel) x, > 1, ..., x,,, > 1 a tedy
Z,Xy ... Tpyy > 1, coZ odporuje pfedpokladu*). Je tedy
z, = 1. Analogicky se dokaze, Ze z,,, = 1. Souéin
(1 —2z,) (x,,, — 1) je tedy nezdporny.

Tim je dukaz proveden.

I kdyZ dikaz pomocné véty (1) byva vétsinou pod-
statné snazsi nez dikaz indukéniho kroku (2) (neni tomu
tak vidyecky), nenf radno tuto etapu dikazu metodou
matematické indukce odbyvat nebo dokonce vynecha-
vat. Predstavme si, Ze bychom se pokouseli dokazat
tuto vétu:

Pro ka#dé ptirozené k je &islo 2% 4 34 délitelno &fs-
lem 73.

Z dlohy 2 vime, Ze to neni pravda. Pokud bychom se
viak zmylili a dikaz pomocné véty (1) (kterd ve skuted-
nosti neplati) se nam podafil, nebo bychom piipad
k = 1 viibec nezkoumali, podatilo by se ndm nepravdi-
vou vétu ,dokizat, Pomocni véta (2) totiz plati:
Predpokladdme-li, Ze 2% 4 3% je délitelno &islem 73,
pak z toho vyplyva, Ze i 23+ | 34+h — §(2% | 3ér)|-
+ 73.3% je délitelno ¢&islem 73.

*) Pfedpokladu dokazované vdty, nikoliv indukénimn pfed-
pokladu.
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Jesté na jednom odstrasujicim piikladé si ukaZme,
jak dilezita jsou slova ,,pro kazdé ptirozené &islo* ve
formulaci pomocné véty (2). ,,DokaZeme’ si, Ze pro
kaZdé ptirozené &islo » plati: KaZdych » piirozenych
¢isel si je navzdajem rovno. Provedeme to metodou ma-
tematické indukee.

Pro n = 1 to plati — kaZdé ptirozené é&islo je samo
s0bé rovno. Pomocna véta (1) je dokazana.

Bud dile p ptirozené ¢&islo a predpoklidejme, Ze
kaZdych p pfirozenych &isel je si navzajem rovno. Méjme
nyni p + 1 ptirozenych ¢isel ¢, ¢,, ..., €pyy. Podle
indukéniho predpokladu je

€L =¢C = ... =¢,
a také
€ =C3= ... =0Cpyy .
Je tedy
€L =Cy = ... =Cp =Cpyy.

Tim je dikaz proveden.

Omyl tentokrat spotiva v tom, Ze pomocna véta (2)
neplati pro p = 1. Z toho, Ze kazdé &islo je rovno samo
sobé& neplyne, Ze kazda dvé &isla jsou si rovna.

Uvédomme si déle, Ze na principu matematické in-
dukce vibec nenf podstatné, Ze se zalind od ¢&sla 1.
Zcela analogicky jako u puvodniho znéni (I)—(I1) lze
ovérit pravdivost nasledujici obecnéjsi verse:

Bud M mnoZina, kterA ma tyto vlastnosti:
(IIT) Pro celé &islo k plati ke M.
(IV) Pro kaZdé celé &islo ¢ = k plati: JestliZe ce M,
potom také ¢ 4-1e M.
Potom mnoZina M obsahuje vSechna cold &sla vatyi
nebo rovni &islu k.
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To plyne také piimo z pavodniho znéni principu
matematické indukce: Ozna¢me L mnoZinu, kterd vznik-
ne z mnoZiny M odedtenim ¢&isla k — 1 ode vsech
celych ¢&isel, ktera jsou obsaZena v mnoziné M. Z pred-
pokladi (III) a (IV) pro mnoZinu M plyne, Ze jsou
splnény predpoklady (I) a (II) pro mnoZinu L. MnoZi-
na L tedy obsahuje vSechna pfirozena ¢&isla a tedy
mnozina M obsahuje vsechna cecla ¢&isla vétsi nebo rovna

éfslu &.

Toto znéni principu matematické indukece umoziiuje
mj. dokazovat vty typu ,,Pro kaZdé celé &islo vE&t3i neZ
&islo k, nebo rovné &islu k plati. . .« tak, Ze dokaZeme na-
sledujiei dvé pomoené véty:

(3) Véta plati pro celé &islo k.
(4) Pro ka%dé celé &islo ¢ = k plati: Pokud véta plati
pro &islo ¢, pak plati i pro &islo ¢ + 1.

Tuto metodu si budeme demonstrovat na nékolika
ulohéch.

Uloha 5. Dokazte, Ze pro kazdé redlné &islo «, které
neni celodiselnym nasobkem é&isla #, a pro kazdé neza-
porné celé é&islo n plati

sin 27+l

COS & CO8 2a ... COS 2% = : .
2n+lgin

Redent. Pro n = 0 se dokazovana rovnost redukuje na

sin 2a

cos a = ,
2sina

coZ je pravda vzhledem ke znidmému vzorci pro sinus
dvojnasobného dhlu. Pomocna véta (3) je dokazana,
Predpoklidejme, %e ¢ = 0 je celé éislo a Ze pro
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n = ¢ dokazovand rovnost plati. DokaZeme ji pro » =
= ¢ + 1. Postupné dostavime

COS & COS 2 ... COS 2¢x cO8 2¢F1q =

|
. —sin 2.2¢%1y .
sin 2¢+1y cos 201 2 sin 2¢+24
— —_— a = - = < .
2¢+1 gin o 2¢+1 gin a 2¢+2 gin «

(Prvni rovnost je dusledkem indukénfho pfedpokladu
a druha plyne ze zminéného goniometrického vzorce.)

Tim je proveden dikaz pomocné véty (4) a tloha je
vyfesena.

Uloha 6. Na pos$té maji zndmky pouze v hodnotach
0,30 Kés a 2,50 Ké&s. Dokaite, Ze jimi lze ofrankovat
jakoukoliv zésilku, jejiZz postovné ¢&inf alesponi 4,80 Kés.
(Postovné je vidy zaokrouhleno na desetihaléfe.)

Resent. Uzijeme-li matematického vyjadfovani misto
postovniho, jde o to dokazat nésledujici vétu:

Ke kaZdému pfirozenému éislu @ = 48 existuji cela
nezadporna &sla u, v takova, Ze

a = 3u 4 25v.

(Cisla , » odpovidaji poétu znimek za 0,30 Kés, resp.
2,50 K&.) K tomu, abychom ji dokazali, bude stadit
dokizat pomocné véty (3) a (4) pro k = 48.

Vzhledem k tomu, Ze 48 = 3.16 + 25.0, pomocna
véta (3) plati.

Pfedpokladejme, Ze ¢ = 48 je piirozené ¢&islo*) a Ze

*) Zde je jedno, zda fekneme ,,pfirozené* nebo ,,celé‘’, nebot
c>0.
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pro né véta plati, tj. pro jista nezaporna celd &isla u, v
platf
¢ = 3u + 25v.

Hledejme nyni podobné vyjadieni pro &islo ¢ 4- 1. V3im-
néme si, Ze
1.25—8.3 =1
a také
17.3 —2.25 =1,
Z toho plyne:
Je-li = 8, miZeme psit

¢+ 1 =3u—8)+4 25w+ 1).
Je-li v = 2, maZeme psit

¢+ 1 =3+ 17) + 250 —2).
V ptipadech w = 8 a v = 2 jsme s dikazem pomocné
véty (4) hotovi. Vzhledem k tomu, Ze jsme pfedpokla-

dali ¢ = 48, jiny pifipad uZz nenastane. Kdyby totiZ
bylo soudasné » < 7iv < 1, bylo by

¢ =3u+ 250 <3.7+ 25.1 = 46,

Tim jsme s dikazem hotovi.

Uvedme si jesté jiné velmi uzitetné znéni principu ma-
tematické indukce.

Bud M mnoZina, ktera ma tyto vlastnosti:
(V) 1e M.
(VI) Pro ka%dé pFirozené &islo p plati: Je-li ke M pro
viechna piirozend k < p, pak je ték p +1eM.
Potom mnoZina M obsahuje viechna pfirozena é&isla.

O jeho platnosti s¢ miuZeme piesvéddit podobné jako
u principu (I)—(II). Princip (V)—(VI) je vsak disled-
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kem principu (I)—(11): Bud M’ mnozina vsech piiro-
zenych ¢isel n takovych, Ze leM, 2€edl, ..., neM.
Ziejmé plati M'<S M. Podle (V) je 1e M’. Bud dale p
pirozené ¢&islo, pe M'. Podle (VI) je pak téZz p 4 le M
a tedy p + 1e M’. Vidime, Ze podle principu (I)—(II)
obsahuje mnozina M’ vSechna pFirozend &isla a tedy téz
mnozina M obsahuje viechna pfirozeni ¢isla.

Principu (V)—(VI) odpovida nasledujici schéma, po-
dle néhoz se daji dokazovat matematické vély nain jiz
znamého typu ,,Pro kaZ%dé pfirozené ¢&islo plati...” tak,
Je dokaZeme nasledujici dvé pomoené véty:

(5) Vé&ta plati pro ¢&islo 1.

(6) Pro kaZdé pFirozené &islo p plati: Pokud véta platf
pro viechna pFirozeni &isla menSi neZ p {1, pak
plati i pro &islo p 1 1.

Uzitednost tohoto principu si budeme demonstrovat
na nasledujicich dvou tlohach.

1
Uloha 7. Je-lia + % celé ¢&islo, pak a» -+ pm je pro
kazdé piirozené m také celé &islo. DokaZte.
Redeni. Pro m = 1 véta trividlné plati. Pomocna véta
(6) je dokazana.
Bud p pfirozené &islo a predpoklidejme, Ze pro vie-

chna pfirozend m < p véta plati. Podle binomické véty
je

1yr+? 1 1 1 1
) T S P e

" p+l]a 1 1

+...+[ p W Wl—'
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VyuZijeme-li znamého vzorce

(=62

ktery plati pro viechna ptirozena &isla r, s, r = s, dosta-
neme odtud pro sudé p

1 1P+ (p+ 1y, 1
a"“=[a+3] _[ 1 ](ml+a”"]_

R  Cat

aqrtl +

2
a pro liché p

ar+l L a"1+1 = (a 4 %]1&1_[?_{1_ 1)[@”‘1 + apl"‘l) —
_[p-zk 1][,1,,-3+ Ml_a]_____

[

2

Z indukéniho ptedpokladu vyplyva, Ze v obou pfipadech
jsou véechny s¢itance na pravé strané celd disla a tedy
1 na levé strané je celé &islo. Véta tedy plati i pro m =
= p + 1, pomocna véta (6) je dokazana a tloha je vy-
feSena.

Uloha 8. Na bilém &tveretkovém papite je n étveretki
zadernéno. Ctveretky se prebarvuji (najednou) podle
nasledujicfho pravidla: Kazdy &tveretek ziskd takovou
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po

1. piebarveni

%

% é’/

—
po 2, piebarveni po 3. prebarveni
po 4. plebarvenl po 5. piebarveni
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barvu, jakou méla vétSina z téchto tfi étvereckt: uva-
zovany &tvereéek, dtveretek bezprostfedné vpravo od
ného a ¢tveretck bezprostiedné nad nim. Dokaite, Ze
nejvyse po n piebarvenich budou vsechny é&tvercéky
bilé. (Obrizek ukazuje, jak se pFi postupném piebarvo-
vani méni jedna konfigurace ¢tvereéku.)

ReSeni. Pro n = 1 je to zfejmé pravda. Bud p ptiro-
zené Gisto a ptedpoklidejme, Ze pro vSechna pfirozend
¢isla mensi nez p + 1 véta plati. DokaZzeme, Ze pak plati
i pro ¢&islo p + 1.

Necht je tedy pravé p + 1 étvereéka ¢ernych. Uva-
Zujme prvni svislou fadu d&tveredka zleva, - ktera
jestdé obsahuje ¢erné étveredky. Ty nemajf ziejmé Zadny
vliv na prebarvovani &tvereckdt v ostatnich svislych
faddch. V nich je nejvyse p ¢ernych &tveretka a podle
indukéniho ptedpokladu*) v nich po p krocich uz Zadny
derny &tveredek nebude.

Analogicky dokaZeme, %e po p krocich nebude zadny
éerny &Stvercéek ve vodorovnych fadach s vyjimkou té,
ktera byla z fad, obsahujicich piivodné éerné ¢tveredky,
nejnize. Po p krocich miuZe byt tedy éerny jediny dtve-
reéek, totiz ten, v némi# se kiizi uvazovana leva svisla
a dolni vodorovnd fada. Po (p - 1)-tém kroku bude
bily i ten. Tim je dikaz proveden.

Princip matematické indukce se da obménovat nej-
raznéj$imi zpisoby. Uvedme si jedno velice specidlni
znéni:

Bud M mnofina, ktera mi nasledujici vlastnosti:
(VII) 1e M, 2eM, ..., re M.

*) ch; by ndam schéma (1)---(2) nepomohlo, nebot polet
étvereékt v oostatnich fadich je jen nejvyse p, nemusi byt
pravé p, a o jejich poétu nemutizeme nic presnéjsiho Fici.
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(VIII) Pro kaZdé piirozené &islo p plati: JestliZe pe M,
pt+1leM, .., p+r—1eM, pak je také
p +reM.

Potom mnoZina M obsahuje viechna pfirozena &isla.

Tomu ovSem odpovida prislusné dikazové schéma.

Chceme-li dokazat, e n&jaka véta (obvyklého typu)
plati pro kaZdé prirozené &islo, sta¥i dokazat nasledujici
dvé pomocné véty:

(7) Véta plati pro éisla 1, 2, ..., r.

(8) Pro kaXdé pFirozené &islo p plati: Pokud v&ta plati
pro &isla p, p +1, ..., p + r— 1, pak plati i pro
Cislo p 4+ r.

Podle tohoto schématu budeme postupovat v dalsf
tloze (bude tam r = 2).

Uloha 9. Je-li cos a = ; , kde s, ¢ jsou cela ¢isla, po-
tom pro kaZdé pFirozené » je t* cos na &islo celé. Dokazte,

Reseni. Pron =1 je

s
tcos a = t—t— =3.
Pro n = 2 dostavame podle znamého vzorce
2 cos 2a = 13(2 cos 2a — 1) =
2 s? 2 2

Pomocna véta (7) je tim dokazana.

Piistupme k diikazu pomocné véty (8). Neni tézké
odvodit goniometricky vzorec

cos (kK + 2) a = 2cos acos (k + 1) a — cos ka
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platny pro viechna pfirozena k a redlnd «. Bud p piiro-
zené ¢islo a predpokladejme, Ze pro n = p a pro n =
= p + 1 véta plati. Podle uvedeného vzorce je

P2 c08 (p + 2) « = 2(¢ cos a) (tP*lcos (p + 1) a) —
— t%(¢? cos pa) .

Podle induké&niho pfedpokladu jsou séitance vpravo cela
¢isla a vlevo tedy také. Pomocna véta (8) tedy plati
a tim je dikaz proveden.

Zatim jsme formulovali nékolik variant principi ma-
tematické indukce, v nichz se tvrdilo, Ze jistd mnozina M
obsahuje vsechna pfirozena ¢isla, resp. vsechna celd
¢isla od uréitého poéinaje. Nékdy se vSak hodi nésle-
dujici verze, v niz se tvrdi, Ze jista mnoZina M obsahuje
viechna pfirozena &isla aZ po jistou hornf mez.

Bud Ek pfirozené &islo a M mnoZina, ktera ma tyto
vlastnosti:
(IX) 1e M.
(X) Pro kaZdé prirozené ¢&islo p < k plati: JestliZe
pcsM, potom téZ p +1e M.
Potom mnoZina M obsahuje pFirozens éfsla 1, 2, ..., k.

Piislusné dukazové schéma zni pak takto: Mame-li
dokazat, Ze véta plati pro pfirozena éisla 1, 2, ..., k, pak
stali dokazat:

(9) Véta plati pro &islo 1.
(10) Pro ka%dé pFirozené &islo p < k plati: JestliZe vita
plati pro é&islo p, potom plati i pro &islo p 4+ 1.

Podle tohoto schématu budeme postupovat v nasledu-
jici uloze.
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Uloha 10. Dokaite, Ze pro libovolnd pfirozend é&isla

t < n plati
1 1y 1 4 {2
( + n] <1+ n + n?

EBeseni. Budeme postupovat matematickou indukef
podle ¢. Pro ¢ = 1 je nerovnost zfejmé, pomocna véta (9)
je dokdzana.

Bud p < n ptirozené &islo a necht pro { = p véta
plati. Dokazeme jeji platnost pro ¢ = p 4+ 1. Postupné
dostavame

(s =Y 2) <
<[22 )-
w;tp-F%;=

p+1)? » _ p+1
ton T

(p+ 1)

n2

1
el
n
1
Pl

n n2 <

1
<1422
n
Prvni nerovnost plyne z indukéniho ptedpokladu

a druhd je pak dusledkem nerovnosti

PP _ p+1
CERT'Y

ktera zfejmé plati pro kazda dvé pfirozena éisla p < =n.
Tim je dokdzdna pomocna véta (10) a vloha je vyfeSena.

V nerovnosti z tdlohy 10 se vyskytuji dvé proménné,
n a t. Nejprve jsme museli rozhodnout, podle které
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z nich budeme indukeci provadét. Uvédomte si, Ze in-
dukce podle n by patrné nevedla k cili.

Pét raznych znéni principu matematické indukce,
kterd jsme si postupné uvedli, bychom mohli jesté déle
dopliiovat, obménovat a kombinovat, napt. (V)—(VI),
(VII)—(VIII) a (IX)—(X) zobecnit v duchu (I111)—(IV)
tak, aby zadinaly od né&jakého celého Cisla a ne praveé
od ¢&isla 1, dale (VII)—(VIII) a (IX)—(X) upravit
v duchu (V)—(VI) tak, aby sc indukéni krok neprova-
dél zpnap+ l,alezl, 2, ..., pnap- 1 apod.

Zavérem jesté nékolik poznamek praktického razu.
Nékdy se setkivame s indukénim krokem nikoliv z p
na p -+ 1, ale z p — 1 na p. Tak tieba (1I) v této podobé
zni: ,,Pro kazdé prirozené &islo p > 1 plati: Jestlize
p—1eM, potom téz pedl.”” Uvédomte si, Ze tento
rozdil je jen formalnf a neni podstatny.

V diakazech vét ,,Pro kazdé piirozené éislo n plati...*
se fasto setkavame s takovouto formulaci indukéniho
kroku: ,,Predpokladejme, %c véta plati pro éislo n, a do-
kizeme ji pro Cislo n + 1. Zde neni pevné zvolené
piirozené &islo, ze kterého pii indukénim kroku vycha-
zime, oznadeno zvlastnim symbolem (my jsme je vétsi-
nou znadili pismenem p), ale uZiva se pro né stejny sym-
bol, ktery se vyskytuje ve znéni véty (v nasem piipadé
n). Dva rGzné symboly se zavadéji spile z metodickych
diivodil (a my to v této kniZce budeme disledné délat),
podstatné to vSak neni. Kromé toho uzivani stejného
symbolu je nékdy z gisté praktického hlediska vyhodnéj-
81, nebot umoZnuje struénéjsi vyjadiovani. Nenf totiz
tfeba to, co uZ je ve znéni véty zformulovdno pro »
(napf. néjaky vzorec, nerovnost nebo pod.) znovu opi-
sovat pro jiné pismeno (napk. pro p) pro potieby induk-
¢ntho kroku, staéi jen odkaz.

Koneéné si uvédomte, ¢ metodou matematické in-
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dukee se daji dokazovat nejen véty ,Pro kaidé p¥iro-
zené ¢dislo n plati..., ale i jejich specialni ptipady pro
konkrétni hodnoty n. Tak napi. skutednost, Ze &islo
251 + 3% peni délitelno é&islem 73 bychom dokazovali
tak, Ze bychom dokazali vice, totiz obecnou vétu z tlo-
hy 2.

1.

10.

Cvic¢eni

V rovind je ddno 7 pfimek a ty ji rozdéluji na &dsti. Vy-
barvéte tyto &dsti dv&mna barvami tak, aby Zédné dvé
sousedni &dsti nemély stejnou barvu.

. Nakreslote obrézek k uloze 3 pro pfipad AB = PQ.
. Zhotovte si z papiru tfi &tverce a pak je rozstfihejte tak,

aby sloZzenim v8ech &dsti vznikl jeden velky &tverec.

. Urdete, kdy nastdvé rovnost v nerovnosti z ulohy 4.
. UvaZzujme mnoZinu vsech obdélnikit o daném obvodu.

Ktory z nich md nejvétsi obsah ?

. Navrhnéte krabico vo tvaru kvéddru tek, aby mély prede-

psany objem a aby se na jejich vyrobu spotfebovalo
co nejméné materidlu.

. UvaZujte mnoZinu vsech trojuhelnikd o daném obvodu.

Ktery z nich mé nejvétsi obsah?

. Bud n ptirozené &islo a x,, x5, . .., ¢, kladnd &isla.

Potom plati
x x x x
L I U A L L T
&y g 2 x,

Dokaite.

. Kolika zpusoby lze ofrankovat zdsilku znémkami v hod-

noté 0,30 a 2,50 Kés, &éini-li po§tovné 12,70 Kés?
Existuji takové n-tice Sernych &tveretki, Ze pFi pfebarvo-
vini podle ilohy 8 jsou po n — 1 krocich jesté néjaké
dtveredky derné?
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11.
12.
13.

Dokaite, Ze véta z tlohy 7 plati pro kazdé celé &islo m.

Dokaite vétu z tlohy 7 podle schematu (7)—(8).

Dokazte metodou matematické indukce ndsledujici véty:

8) V rovind je dén kone&ny poéet kruznic. Cdsti, na né? je
jimi rozdélena, lze vybarvit dvéma barvami tak, aby
sousedn{ ¢dsti mély riznou barvu.

b) V rovind je dédno = piimek tak, Ze Zddné tfi z nich
nemaji spoledny bod a Zddné dvé nejsou nerovnobézné.
Rovina jo jimi rozdélena na pravé %l)- + 1 &dsti.

¢) Cislo 117+t 1221 je pro kadé pfirozené &islo n déli-
telné é&islem 133.

d) Pro kaZdych r redlnych &isel z,, z,, ..., z, plati (z, +
+ @+ ) Sl 2+ .+ 2.

e) Pro kaZdé piirozené &islo n > 1 a redlné &islo «, pro
néZ tq md smysl, plati

tgatg2a + tg2atgd3a 4+ ... +tg(n—1)atgna =

tg na
= —n.
tg «

f) Pro kaidé prirozené é&islo n > 1 plati
1 3 5 2n — 1 1

—_—.—e—. ... < —————
2 4 6 2n Vgn +1
g) Pro kaidé pi'irozené éislo n > 1 plati

V V_ <2Vn.

h) Pro kaidy konvexn{ n-iuhelnik je maximédlni podet
udhlopfi¢ek, které se uvnitf ného neprotinaji, roven
n — 3. KaZdd takovd soustava n — 3 tdhlopfitek déli
n-uhelnik na » — 2 trojihelnikd.

Vn<l+



14,
156.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

i) Pro kaZdé pfirozené &islo n a pro libovolnd komplexni
&isla a,, a,, ..., a, plati

a, +(a, +1)ay +(@, +1)(a;, + )as + ... +
+(a, + D)@, +1)... (@4 + 1)@, =
=(a, + 1)(a; +1)...(as +1)—1.

Kdy nastanc rovnost v nerovnosti ze cvié. 13d)?

Jsou dédny dva konvexni mnohouhelniky takové, Ze prvni
lezi uvnitf druhého. Dokazte, Ze obvod prvnfho nenf v&tsi
neZ obvod druhého.

Najdéte chybu v této tvaze: Dokaime podle principu
(1)—(2) ndsledujici vétu: Pro kaZdé ptirozené ¢&islo n
plati: Je-li v autobuse n cestujicich, pak je poloprézdny.
Pro n = 1 véta zfejmé plati. Je-li autobus poloprdzdny
Pfi & cestujicich, pak pfistoupenim (k¢ + 1)-tého cestuji-
ciho neprestane byt poloprdzdny.

Uvédomte si, e kaZzdou vétu, kterou jde dokézat pomoci
principu (1)—(2), jde dokdzat té%Z pomoci principu
(6)—(6).

Odvodte pfimo (bez poufiti jiné varianty) ta znéni prin-
cipu matematické indukece, u nichZz to neni provedeno
v textu.

Uvédomte si, Ze principy (I)—(II) a (V)—(VI) jsou ekvi-
valentni. Prineip (V)—(VI) jsme totiz odvodili z principu
(I)—(I1), ale téZ princip (I)—(II) vyplyvd z principu
(V)—(VI).

Uvédomte si, Ze principy (I)—(II) a (1)—(2) jsou ekvi-
valentni. Vyjdeme-li totiZ z principu (1)—(2), pak pomoci
nédho lze dokdzat platnost jisté véty, kterd tvrdi toté:
co princip (I)—(II). Zformulujte a dokaZte tuto vétu.
Uvédomte si, e vSech 10 formulaci principu matematické
indukee, které jsou uvedeny v textu, je navzdjem ekviva-
lentnich,
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22, Bud n pfirozené &islo a M bud mnozina, kterd mé tyto dvé
vlastnosti:

(a) nE€ M.
(8) Pro kazdé ptirozené &slo p takové, %e 1 < p < n,
plati: Jestlizo p € M, potom téZ p — 1 € M.

Dokate, 20 mnoZina M pak obsahuje &isla 1, 2, ..., n.



2. kapitola

VYZNAM PRINCIPU
MATEMATICKE INDUKCE
PRO DEFINICE A KONSTRUKCE

V prvni kapitole jsme se zabyvali vyluéné pouZitim
metody matematické indukee pfi dokazovani matema-
tickych vét. Indukce je vsak dulezitym ndstrojem i pfi
definicich a konstrukeich.

Vzpomeiite si na tlohu 1, v niZ jsme dokazovali exis-
tenci jistého obarveni roviny, rozdélené piimkami na
tasti. Dukaz jsme provedli tak, Ze jsme obarveni piede-
psanych vlastnosti sestrojili. Pritom jsme vysli od obar-
veni v piipadé jedné piimky a popsali jsme, jak pro
libovolné piirozené &islo p z obarveni pro p piimek
dostaneme obarveni pro p 4+ 1 pfimek. Definovali jsme
tedy posloupnost obarveni {o0,} tak, Ze jsme piimo po-
psali jeji prvni &len, obarveni o,, a ddle jsme pro libo-
volné prirozené &islo p popsali, jak od obarvenf o, ptejit
k obarveni o,,,.

Konstruktivni charakter mély také dikazy provedené
v tlohdch 3 a 6. I tam jsme definovali posloupnost
objektii (déleni &tverch, resp. frankovani postovnich
zasilek) tak, Ze jsme popsali prvni ¢len a pak pomoci
p-tého &lenu &len (p + 1)-ty (pro kaZdé piirozené p).

UvaZujme jeSté posloupnost reilnych ¢isel {u,} za-
danou predpisem

u1:2’

2 < " .
Upyy = U5 — 3u, + 7 pro vsechna piirozend p.
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Podateéni éleny této posloupnosti jsou
U =2,

2
Up=uf—3u, +3=20—3.2+2=0,

ua=u§—3u2+-§=02—3.0+ 1 =1,

2 2
uy = Ui — 3u, —}—§: 12_3_1+_3_=_%,

2 432 4 1 113
Us =“?4—3“44—2:(—5]—3[—3]-!-?=TB,

atd.

Vsechny posloupnosti, o nichZ jsme se pravé zmfinili,
byly definovany obdobnym zpisobem. Symbolicky
muzeme takovouto definici posloupnosti {c,} zapsat
takto:

(A) C]_ = a,
(B) ¢p41 = P(c,) pro kazdé ptirozené p.

Zde (A) je pozadavek, aby prvni élen byl ¢; (B) pak sym-
bolizuje pfechod od p-tého k (p + 1)-tému &lenu, pfi-
temZ P oznaduje predpis, ktery pro kazdé pfirozené p
jednoznaénd vyjadtuje élen ¢,,, pomoci élenu c;.

Zdtraznéme, Ze pedpis P musi mit opravdu pro kazdé
¢, smysl. Tak naptiklad piedpis

5
V= — 3
__ P . .
Vpyy = 5 1 pro viechna pfirozena p
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nevyjadifuje élen »; pomoci &lenu v,, nebot postupné vy-
chazi v, = — ;, v, = —4, v, = —1 a zlomek
neni tedy definovin.

Vyznam principu matematické indukee spo¢iva v tom,
e zaruluje ,,spravnost’‘ definic typu (A) — (B). S jeho
pomoci totiz dokdZeme nasledujici vétu:

v+ 1

Existuje jedind posloupnost {c,}, jejit &leny vyhovuji
podminkdm (A) a (B).

Dikaz. Oznaéme M mnozinu vech pfirozenych é&sel n
takovych, Ze n-ty &len c, je podminkami (A), (B) jedno-
znadéné uréen. Podminka (A) jednoznaéné uréuje c, a tedy
1 e M. Piedpokladejme dile, Ze p € M, tj. &len ¢, je jedno-
znaéné uréen. Podminka (B) pak jednoznaéné vyjadifuje
dlen ¢, , pomoci ¢, a tedy c,., je také jednoznaéné urden,
¢ili p + 1 e M. Podle prinecipu (I)—(11I) je tedy M mnozi-
na vsech piirozenych &isel, coz jsme méli dokazat.

Daéle uvazujme posloupnost realnych ¢&isel {¢,} uréenou
podminkami
tl = 2,
(b2t 4t
A bttt ... + ¢,

pro vsechna pfirozena p.

Jeji éleny jsou

tl=2,
t, 2
b=4, =z~ b
; Lt 242 4
3T 4+t 24+1 3°
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b+ 2+ 3, 24244 24

t, = - _ 2
L+ b, + 2+1+% 13

atd.

Ta je definovana podle schématu

(0) ¢ =a,

(D) epy = Pley, €, ..., c,) pro kazdé piirozend p,

kde a je pfedepsany prvni élen a P je predpis, ktery pro
kaZdé ptirozené p vyjadfuje jednoznaéné (p + 1)-ty
élen ¢,,,; pomoci pfedchazejicich &lend ¢,, ¢y, ..., ¢,
,»Opravnost definic typu (C) — (D) zaruduje princip
matematické indukee ve tvaru (V) — (VI). Pomoci ného
bychom analogicky jako pfedtim ukazali, Ze existuje
pravé jedna posloupnost {c,} spliiujici podminky (C) —
(D).

Zabyvejme se nyni dal§imi dvéma posloupnostmi.
Jsou-li v prostoru diny dva body A, A’, poloime
B, = A, B, = A’ a pro kaZdé ptirozené &islo p necht
B,,, je stted tsetky B,B, ;. Tak je definovina posloup-
nost bodl {B,} (viz obrazek).

L L I M 4.
Bf 53 B5 BG B‘ Bz

Jak zndmo, af jsou koeficienty a, b, ¢, d jakakoliv
realna disla, ma rovnice

axd3 +bx2+cx+d=0

vidy alespoil jedno reilné fedeni. To ndm umoziiuje de-
finovat posloupnost realnych &isel {w,} takto:
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w, = 0,77, w, =—3,15, w; =1,02, w, = 15,60 a
w, .4 necht je pro kazdé piirozené ¢islo p nejvétsi z real-
nych feSeni rovnice

Wy g% + Wy, p2® + Wy + wp = 0.

Posloupnosti {B,} a {w,} jsou definovany podle sché-
matu

(E) ¢, =a, ¢ =a,, .., ¢=a,,
(F) ¢pyr = PlcpCpiqs -+ o5 Cpir—q) pro viechna ptirozena p.

(U posloupnosti {B,} bylo r = 2 a u {w,} r = 4.)
»Spravnost’ zde zaruéuje princip matematické indukce
ve tvaru (VII) — (VIII).

Ukdzali jsme si nékolik definic posloupnosti raznych
objekti, pii nichz byl kazdy ¢len (aZ na &leny podatedni)
urden pomoci &lent, které mu pfedchdzeji. Takovymto
definicim Fkame definice rekurentni a v riznych partiich
matematiky se s nimi ¢asto setkavame.

V dalsim textu budeme pracovat také s posloupnostmi

Ces Cry1s Crygy «oe

i pro r > 1. Nenf jistd nutno podrobné rozvadét, jak
rekurentni definice téchto posloupnosti souviseji s prin-
cipem (III) — (IV) a jeho analogiemi.

Uloha 11. Kruh je rozdélen na 2* vysedi (viz obrazek).
Viech n-cifernych ¢&isel, jez maji jen é&islice 1 a 2, je
také 2». Rozmistéte je po jednom do vysedi tak, aby se
¢isla v sousednich vysedich lidila jen v jedné &fslici.

Eedeni. V ptipadé n = 1 je kruh rozdélen na dvé vy-
sele, do jedné umistime ¢islo 1 a do druhé &islo 2. Bud p
plirozené &islo a predpoklidejme, %e jsme poZadovanym
zpisobem rozmistili do 27 vyse&i 2» p-cifernych &isel
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sloZenych z éislic 1 a 2. KaZdou z téchto vyseéi rozdéli-
me na dvé vysede. Do kaZdé z takto vzniklych 2r+!
vyseéi dame (p 4 1)-ciferné ¢islo, jehoz prvnich p &fslic

se shoduje s p-cifernym ¢&islem, které bylo ve vysedi pfed
rozdélenim, a (p 4+ 1)-td &islice bude bud 1 nebo 2 podle
schématu na obrazku. Kazdé ¢islo se nyni 1idi od svého
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souseda z jedné strany v posledni é&islici a z druhé strany
v jedné z prvnich p &islic.

Tak jsme definovali (indukei typu (A) — (B)) pro kaz-
dé pfirozené ¢islo n rozdéleni, které vyhovuje dané pod-
mince. )

Vsimnéte si, Ze 8lo o tGlohu stejného typu jako byla
napf. dloha 1, rozdil je jen ve formulaci.

Uloha 12. Téznice a t&%i$té n-thelnika se definuji tak-
to: Pro n = 3 (trojihelnik) je téinice tsetka spojujici
vrechol se stiedem protilehlé strany. Tézisté trojihelni-
ka je pruseéik tézinic. Je-li p = 3 piirozené &islo, pak
téznice (p + 1)-tthelnika je tsetka spojujici vrchol
s tézistém p-ihelnika uréeného ostatnimi p vrcholy.
Té&zisté (p -+ 1)-uhelnika je spoleény bod vsech jeho
p + 1 téznic. Ukaite, Ze tato definice ma smysl.

Refeni. Smysl definice zarutuje princip matematické
indukce ve tvaru (III)—(1V), pokud m4 ovéem piedpis,
uréujici téZisté (p 4+ 1)-tthelnika pomoci té2ist p-thelni-
ki, smysl. Je nutno dokédzat, Ze téZnice se skuteéné pro-
tinaji v jediném spoleéném bodé.

Provedeme to matematickou indukei. Pro trojihelnik
je znamo, Ze tomu tak je, a Ze téZisté déli kazdou téznici
v poméru 1 : 2 (delsi dast je pti vrcholu). Predpokladej-
me, Ze p = 3 je ptirozené ¢islo a Ze pro vSechna p¥iroze-
na &isla k, pro néz 3 < k = p, je definovdno tézisté
k-idhelnika, a to déli kaZdou jeho téZnici v poméru
1 : (k— 1), pfiemzZ delsi dast je pfi vrcholu. Nyni do-
kazeme, Ze viechny téZnice (p + 1)-thelnika se proti-
naji v jediném bodé. K tomu zfejmé staéi dokazat, ze
kaZdé dvé sousedni téznice (tj. téZnice piislusné soused-
nim vrcholim) (p 4+ 1)-thecInfka se protinaji v bodé,
ktery je obé déli v poméru 1 : p, pfitemz delsi &ast je
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pfi vrcholu. UvaZujme tedy (p + 1)-thelnik 4.4, ...
A,A4,,, (sledujte obrazek) a dva jeho sousedni vrcholy
A,, 4,,, (timto oznadenim ziejmé neztratime na obec-
nosti).

Oznatme T, tézisté p-thelnika A,4, ... 45, Ty,
t6Ziste p- uhelmka A A,...4,a T’ t&2i5té (p — 1)-thel-
nika*) 4,4,... A,.

Bod T1 (resp. T,,“) lezi na useéce A,,, T’ — téinici
p-uhelnika A, ... 4,,, (resp. na tseéce A,T' — téinici
p-thelnika 4, ... 4,) a podle indukéniho predpokladu
plati

TT, T Ay, =TTy, : Ty d,=1:p—1.
Z toho je vidét, ze Ty, T,,, a T’ jsou tii rizné body
a Ze trojihelniky T,7'T,,,, A,,,T'A, jsou podobné
s pomérem p. Usedky A,T,, A,,,Tp,, maji spoleény
*) V piipadd p = 3 bude 7" stied strany A,4,.
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bod, oznatme ho 7. Trojthelniky 4,74,,, a T'7T,,
jsou podobné s pomérem p a proto

Ay T :Tp(ysT =AT:TT=p:1,
coZ jsme méli dokazat.
Vlastnosti rekurentnd definovanych posloupnosti se
dasto dokazuji metodou matematické indukece. Neni to

nic pfekvapivého — vidyt, jak vime, princip matema-
tické indukce stoji v pozadi rekurentnich definic.

Uloha 13. Posloupnost {f,} je déna ptedpisem
fl =1, fz =1,
fora = fo + fpe1  pro viechna ptirozend p.

Dokaite, Ze pro kazda dvé pfirozend ¢&fsla s, ¢ plati: Je-li
8 délitelno ¢, potom je téZ f, délitelno f,.

Eedent. Nejprve dokédZeme pomocnou vétu: Pro kazds
dvé pfirozena ¢&isla m, k plati

fm+k+1 = fok + f1n+1fk+1 .

Budeme postupovat indukef podle m. Pro m = 1 se po-
mocné véta redukuje na

fesa = fife + fofers = L fe + L. fenr = f + frsas

coz je podle definice posloupnosti {f,} splnéno pro kazdé
pfirozené k. Pro m = 2 nabude pomocni véta tvaru

fk+a = fsz + fsfk+1 = 1~fk + 2-fk+1 =
= fk + fk+1 + /k+1 = /k+z + flc+1 >
coz také plati.
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Bud r piirozené &islo a predpoklidejme, Ze pomocnd
véta plati pro m = r a pro m = r + 1, tj. Ze plati

fr+k+1 = frfk + /r+1fk+l

fr+k+2 = fr+1/k + fr+2fk+1 .

DokéazZeme, Ze pak platii pro m = r + 2. Seétenim obou
poslednich rovnosti dostaneme

fr+k+1 + fr+k+2 = /k(fr + fr+1) ‘I‘ flc+1(fr+1 + fr+2)-

Upravime-li obé strany podle definice, vyjde

fr+k+3 = fr+2fk + ff+3fk+l s

coZ jsme méli dokazat.

Pristupme k dikazu véty z tlohy 13. Predpokladame,
Ze s je délitelno ¢, tj. existuje pfirozené ¢&islo ¢ takové,
Ze § = !g. Budeme postupovat indukei podle g. Je-li
g = 1, véta trividlné plati, nebot pak s = ¢ a f, oviem
déli f; = f,. Bud nyni w pfirozené &islo a necht proqg = w
véta plati, tj. f.. je délitelno f,. DokaZeme, Ze také
frwsn je délitelno f,. Podle pomocné véty dostivame

fl(w+1) = flw+l = ,fhv—lfl + f(wfl+1 .

Vidime, Ze prvni séitanec je délitelny f, a druhy podle
indukéniho predpokladu také. Pravé provedena uvaha
vSak neplati pro ¢ = w = 1, nebot f,,_, nema smysl
(8len f, nebyl definovan). V tomto piipadé je vsak
fa = fL = 1a f,; je délitelno f,. Tim je dukaz proveden.

Posloupnost {f,}, se kterou jsme pracovali v tloze 13,
je tzv. Fibonacciova posloupnost. Ta ma fadu pozoru-
hodnych vlastnosti a hraje duleZitou ulohu v raznych
matematickych disciplinach. Studium Fibonacciovy po-
sloupnosti a uréitych jinych s nf dzce souvisejicich po-

a
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sloupnosti neni dosud uzavfeno. Vychazi dokonce spe-
cialnf dasopis, objemny &tvrtletnik Fibonacci Quarterly,
v némz jsou publikovany vyluéné nové vysledky z této
oblasti.

V dalsf dloze si ukaZeme vyznam rekurentnich definic
pro konstruktivni geometrii.

Uloha 14. Jsou dany dvé rizné rovnobéiky a, a’, pii-
rozené ¢&islo n a na primce a dva body A4, B. Sestrojte
pouze pomocf pravitka uvniti dseéky AB bod C, tak,
aby AC, :BC, =1 :mn.

Redeni. Bud n = 1. Zvolme bod S tak, aby nelezel
v pasu uréeném danymi rovnobézkami (sledujte obrazek).
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Oznatme A’ (resp. B') prisedik piimky SA4 (resp. SB)
s piimkou a'. Priiseéik pfimek AB’, A'B ozname O,
a prusetik pfimky SO, s pfimkou a (resp. a’) oznatme
C, (resp. C}). Z podobnych trojihelnikti dostévime
C,B_OB AB 84 CA
ci4" 0,4 AP sS4’ — CA’
a je tedy C,B = C,4, ¢ili C, je hledany bod.

Bud p ptirozené ¢&islo a pfedpoklidejme, Ze bod C,
déli tse¢ku AB v poméru AC, : BC, = 1 : p. Zvolme
bod 8 tak, aby neleZel v pisu uréeném danymi rovnobéz-
kami. Prusetik pfimky SA4 (resp. SB, SC,) s piimkou a’
oznaéme A’ (resp. B', C;). Pruseéik pifmek A'Cy a AB’
oznaéme O,,, a prusedik piimky 80,,, s piimkou a
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(resp. a’) ozname C,,, (resp. Cy,,). Z podobnych troj-
thelniki dostavame vztahy

Cy11Ch — C30,4. _ AC,

4C,, =~ 40, 4B’
AC,,, SA _ AB
A0, =84 T 4B

CouaCy _ A'Cpy _ ACp, |

4C,,, = BC,,, ~ BC,,

Z nich plyne
A0C,,,  AC, AC, 1

BC,., AB ~ AC,+ BC, 1+p
Popsali jsme rekurentné konstrukei takové posloup-
nosti bodu {C,} na usefce AB, %e pro kaZdé piiro-
zené &islo n je AC, : BC, = 1 : n. Jinych nistroju nez
pravitka neni p¥i konstrukecich zapottebi.

Uloha 15. Jsou dina realna &sla @ > 0, 4 > 0. Po-
sloupnost {z,} je definovana piedpisem

z, =4,
1 a v 312 v
Topy = & [x,, + ?] pro kazdé ptirozené p.
~ »

Dokaite, Ze tato posloupnost je konvergentni a jeji limi-
ta je Va.
Reseni. Je vidét, %e x, # 0 pro viechna piirozens n

a definice ma tedy smysl. Pro ka?dé pfirozené n déle
plati

- 1 —
:c,.ﬂ—l/a =§[z,.—l— zn] Va —__l_/ﬂ)_z_ =0

2,
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1 a 2 —a
Tp—Tpyy = Ty _"2' [xu + x_] = _217 .
n n

Z prvni nerovnosti plyne, Ze pro vSechna n = 2 je
T, = Va; posloupnost {z,} je tedy zdola omezend a pro
vSechna n = 2 je (z druhého vztahu) z, = z,.,, ¢ili po-
sloupnost {x.} je (aZ pfipadné na prvni élen) nerostouci.
Podle znamé véty je tedy posloupnost {x,} konvergentni,
Jeji limitu oznaéme L; podle toho, co jsme uZ zjistili,

jeL = Va_. Posloupnost {z,,,} *) konverguje oviem také
k limité L. Posloupnost {% [x.,, + a ]} konverguje k li-

Ln

mité % L+ %—] a pritom je vzhledem k rekurentni

definici totoZna s posloupnosti {x,.,}**). Plati tedy
1 a
L= E[L + T]

I =a.

¢ili

Vzhledem k tomu, co uz vime, je L = |/a. Tim je dikaz
proveden.

Pravé dokazané vlastnosti posloupnosti {z,} lze vyuzit
k praktickému vypoétu Va. Dejme tomu, Ze je ddno
kladné éislo @ a malé kladné &islo ¢; mame vypodist é&islo
Va tak pfesné, aby chyba nepfesahla ¢. Zvolime d&islo
A > 0, polozime z, = A4 a postupné poéitame dalsi
tleny posloupnosti {x,}. Podle definice limity posloup-

*) Posloupnost {z,,,} jo posloupnost {y.}, kde ¥, = =,,, pro
viechna pFirozond p.
**) AZ na prvni &len.
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nosti existuje index n, takovy, Ze pro viechna n = n,
je | za —Va, | < e._()len z,, a vSechny nasledujicf &leny
jsou tedy rovny Va, s chybou mensi neZ ¢; mazeme tedy
ukondit vypodet; jakmile dojdeme k dostatetné velké-
mu indexu, a pfisludiny é&len je hledany vysledek. Na-
skyta se viak otazka, jak v praxi pozname, Ze jsme uz
dospéli k dostatednd presné hodnoté. Podle vyjidreni
odvozeného na zadatku fefen{ Glohy je vSak pro vsech-
na n

Tyt — VE =

(@a—Ya) _ (2. —Va) @+ Va) _
2z, = 2z, -
= :E,. - xn+1 .
Budeme-li potitat éleny tak dlouho, nez se dva po sobé
nasledujici ¢leny budou li§it méné nez o ¢, bude posledn{

vypodteny ¢len dostatedné blizko k VE. Vypolet bude
probfhat podle schématu

Yy ie rovno VE
s chybou mensi
ne: €

Podotknéme jesté, Ze v praxi nebudeme éleny posloup-
nosti {z,} poditat pfesnd, ale jen na urdity podet mist
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(samoziejmé alespon na tolik, na kolik mist chceme
dostat odmocninu). Da sc ukizat, Ze chyby zphsobené
zaokrouhlovanim nebudou mit na vysledek podstatny
vliv,

Zbyva jesté vyjasnit, jaky vliv na prubéh vypostu
bude mit volba é&isla A. Je vidét, Ze bude-li se 4 velmi
lisit od Va, bude nutno k tomu, aby se doslo k nalezité
presnému vysledku, poéitat vice &lenti posloupnosti {z,},
neZ v piipadé, kdy se 4 a Va prilis liSit nebudou. Aby-
chom si uset¥ili praci nebo naklady na provoz poéitade,
budeme proto volit 4 tak, aby se od Va piilis nelisilo.
V ptipadé, kdy napi. pfipravujeme program sloZitéjsiho
vypodtu, béhem néhoz se nejprve vypodte jakési &islo,
které nedovedeme piedem odhadnout, a to se teprve
pak bude odmociiovat, bude vhodné polozit tfeba A = a.

Podobné procesy, zaloZené na postupném vypoétu ko-
neéného podtu ¢leni rekurentné definované posloupnosti,
se v numerické matematice hojné pouiivaji a fikd se jim
iteraént procesy.

Uloha 16. Uréete, kolika zpiisoby lze rozd&lit konvexn{
n-thelnfk na trojihelniky jeho thlopti¢kami, které se
uvnitf ného neprotinaji.

Reseni. Pripomenime si, co jsme dokazali ve cvig. 13h):
Maximalni podet dhlopii¢ek konvexniho n-tihelnika, kte-
ré se uvnit ného neprotinaji, je n-3. Takové dhlopiitky
ho déli na »-2 trojihelniky.

Na obrazku je étrnicti riznymi zpisoby rozdélen po-
psanym zpusobem Sestitihelnik.

Nasim ukolem je najit podet (oznadme ho ¢,) viech
takovych déleni n-thelnika. Ziejmé ¢, = 1. Bud p = 3
piirozené éislo a bud din konvexni (p + 1)-ihelnik
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AA, ... A, Buddile 3 <k < p + 1 a uvaZujme,
v kolika délenich je obsaZen trojahelnik A4,4,4;. Pro
k = 3 (resp. k == p + 1) je jich zfejmé pravé tolik, koli-
ka zptsoby lze rozdélit p-uhelnik 4,4, ... 4,,, (resp.
A,A, ... A,4y), totiz t,. Pro 3 < k < p + 1 je jich tolik,
kolika zplsoby lze zkombinovat déleni (k — 1)-dhelnika
A,A, ... Ay s délenimi (p — k + 3)-1’1he]niku AA, ...
Apiq, totiz f_jby 1, Kazdé déleni (p 4 1)-thelnika
A\ A, ... Ay, obsahuje pravé jeden trojuhelnik, ]ehoz
]edna, strana je A4,4,, je proto

t1’+1 = tl’ + tatl’—l + titp—2 + e + tp—2t4 + tp—lt’a + tp

pro viechna piirozend éisla p = 3. Tento vztah spolu
s podminkou t, = 1 definuje rekurentné posloupnost
{t.} = {ts, %, ...} a umoZiiuje postupné potitat jednotli-
vé &leny této posloupnosti:

ty =1,

bh=1t3+ 13 =2,

by =1ty + tals + 1, = 5,

tg = b5 + bafy + Uifs + 15 = 14,

b = tg + babs + buby + bsls + Lg = 42

tg = by + bybs + tebs + L5ty + gy + 6 = 132

atd. (Viimnéte si, Ze na obrizku byla vSechna délen{
Sestidhelnika.)

Mohli jsme postupovat jesté jinym zptsobem:
Ozna&me vy potet viech déleni, ktera obsahuji tuhlo-
pticku 4;A4,*). Setteme-li viechna &fsla vy (pro viechny
uhloptitky), dostaneme vzhledem k tomu, Ze v kazdém
déleni je obsazeno pravé (p + 1) — 3 = p — 2 tihlop¥H-

*) Tj. A;A; je stranou ndktorého z trojihelnikt vzniklych
délenim.
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dek, (p — 2)-ndsobek podtu vsech déleni, tedy é&islo
(p — 2)t,,,. Pro kazdé 3 < k < p je vix = tibp_ya
nebot thlopiitka 4,4, rozdéluje (p + 1)-Ghelnik
AA,...A,,, na k-uhelnik 4,4, ... Ayana(p—Fk + 3)
-thelnik A;Ag,y ... 45,1 A,. Soudet viech &isel vy, (pro
viechny dhloptitky vychazejicf z vrcholu 4,) je tedy

Vig+ Vit oA Vpa 0y =
=tyt, + batpg oo A+ byats + by .
Stejné vyjde soudet i pro uhlopiicky vychazejici z ostat-
nich vrcholi. Soudet vSech éisel vy (pro vSechny thlo-
ptitky) bude tedy (s pfihlédnutim k tomu, Ze kaZda
uhlopiitka spojuje dva vrcholy) roven

l
p+ (aty A by A o tyats E b)

Posloupnost {t:} je tedy definovana také predpisem
ty =1,

1
t,,+1=2(pL(tt F bty & ... + 4ts) Pro p = 3.

Porovname-li obé rekurentni definice téZe posloupnosti
{ta}, zjistime, Ze pro kaZdé pfirozené n > 3 je

n

b = gy (afns + febna + oo+ laa) =

n
= o —3) (tnyr — 2t0)

a odtud
22n—3)

bpyp = ————=1,.
n+1 n n



Posledn{ vztah plati i pro n = 3 (nebot {, = 2) a spolu
8 podminkou ¢; = 1 je dalsi rekurentni definici posloup-
nosti {£,}. Ta je podstatné jednodussi nez obé definice
predchézejici a nadto umoziuje snadno odvodit vyjadre-
nf n-tého élenu ¢, pomoci jeho indexu =, toti
1.3.5... (2n — 5)

(n— M) ’
To lze dokazat metodou matematické indukce a dale
pak upravit na elegantnéjsi tvar, napt.
' .- 1 2n —3
" 2n—3 [ n—2)

t, = 2072

Cviteni

1. Udejte feSeni tlohy 11 pro n = 4.

2. Sestrojte t&%i5té daného Sestiihelnika.

3. T&zidt8m 1isetky jo jeji stfed. Uvddomte si, jak to zapadd
do rekurentni definice t8%iSté n-thelnika.

4. Je dén (n + 1)-uhelnik 4,4, ... 4,,,,. Oznagme O, t&ziité
n-uhelnika 4,4, ... 4,.,, O, té2i8t8 n-uhelnika 4,4, ...
oo Ay oo, O, t62i8t& n-thelnika A4, ... 4,.
Dokatite, 2e (n+ 1)-tihelniky 4,4, ... 4,,,,, 0,0,...0,,,
jsou podobné.

5. Dokazte, Zze pro kazdé pfirozené &islo n plati pro &leny
Fibonacciovy posloupnosti {f,} definované v uloze 13
a) fafair = f} +f: + ..o+ S
b)f"l+l *.fnfnu = (—)*

6. Dokazte, Zc pro ka%dé prirozené &islo n plati pro n-ty &len
Fibonacciovy posloupnosti

e ()
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7.
8.

9.

fa

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Vyfeste cviteni 5b) pomoci vysledku cvigeni 6.

Urdete, kolik existuje riiznych vlajek sloZzenych z n vodo-
rovnych stejnd Sirokych &ervenych a bilych pruhu tak,
20 24dné dva bilé pruhy nejsou vedle sebe.

Dokazte, Ze pro kazdé prirozené &islo n plati pro &leny
Fibonacciovy posloupnosti {f,} vyjddieni

(VTN )

n_
kde m =

1
pro lichd n a m = % — 1 pro sudéd n.

Jak to souvisi se cvidenim 8?

Je déna tisetka A B a ptimka a || AB. Sestrojte jen pomoci
pravitka na usetce 4B bod C tak, aby AC: BC =1: 4.
V iloze 14 jsme sestrojili bod C,, ktery délil isetku AB
v poméru AC, : BC, = 1 : n. Sestrojte je§téd n — 1 daldich
bodu této tsetky tak, aby ji spolu 8 bodem C,, rozdélovaly
na n + 1 stejnych &dsti. PouZijte pfitom jen pravitka
& dané rovnobézky s tsetkou 4 B.

Rozdélte danou tsetku AB na &étyfi stejné dfly pomoci
pravitka a dané rovnobdzky s usetkou AB.

Spodtéte l/2 na &tyfi desetinnd mista pomoci posloupnosti
{z,} definované v iloze 15,

V8imnéte si, %e pokud A, a jsou kladné raciondlni &fsla,
jsou viechny &leny posloupnosti {z,} z Glohy 15 raciondlni
&isla, zatimeo je)i limita muZe byt &islo iraciondlni.

1
Bud @ > 0. UvaZujme funkei f(z) = Y [z + 1] v inter-
z

valu (0, + o). Dokazte, e pro &leny posloupnosti {z,}
z tlohy 15 plati

Taa =fU(C. .. (f(4)) ...)
(vpravo je n-krét slozend funkce f).



16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Dokaite, Ze pro ¢leny posloupnosti {x,} z ulohy 15 plati
Tars— o _ [ A—]a ]2"
et Vo Catfa

Odvodte odtud, Ze {z,,,} jo omezeni a nerostouei posloup-

nost konvergujici k limité Va .
Jsou déna kladné ¢gisla a, A. Posloupnost {y,} je reku-
rontnd definovdna piedpisem

=4,

1
Ypr1 = ry (23/,, + i,] pro viechna piirozend p.
. Yp

3 -—
Dokaite, Zo posloupnost {y,} konverguje k limitd Va .
3

Spoététo VE na étyfi desetinnd mista podle pfedchézejici-
ho cvideni.

Urdete, kde so pii FeScni ulohy 16 vyuzilo pfedpokladu
o konvoxnosti n-thelnika.

Spoététe &islo ¢,, z ulohy 16 pomoci viech &tyi definic
a porovncjte jejich vyhodnost pro prakticky vypodet.
Na kruinici je déno 2n navzdjem riznych bodd. Uréete,
kolika zptisoby je lze po dvou pospojovat n tétivami tak,
aby se uvniti kruZnice neprotinaly.



3. kapitola

POZNAMKYAKOMENTARE

Indikce je prechod od zvlistniho k obecnému. Usudky
induktivniho charakteru jsou obvyklé ve fyzice, chemii,
biologii a daldich oborech. Tam se na zakladé kone&ného
poétu pozorovani & experimenta vytvareji obecné zako-
ny. Tak tfeba chemik na zakladé dostateéného podtu
pokusti- prohldsi, Ze smisime-li za uréitych podminek
urdité latky, probéhne vidy uréitd chemicka reakce.
Nebo mykolog shrne vysledky pozorovani v piirodni
zakon, ze klouzek bily (Boletus placidus BONORD.)
se vyskytuje pouze v bezprostiedni blizkosti vejmutovky
(Pinus strobus) nebo limby (Pinus cembra). Fyzik
zobecni konedny podet cxperimenti a zformuluje zakon
o FiSeni svétla na rozhrani dvou prostiedi: Také statistici
usuzuji z vlastnosti vybéru na obecné vlastnosti celé
populace apod

Dedukce je prechod od obecného ke zvlastnimu. Ma-
tematika j je vybudovéna diisledné deduktivné. Vyijde se
od axiomu danych a priori a z nich se odvozuji jejich
disledky a dusledky jiZz odvozenych dusledki. I v expe-
rimentalnich védach se setkavime s deduktivnimi dva-
hami. Tak nap¥. pokrodily-h chemie a fyzika natolik, Ze
poznaly zakony, podle nichz probfhaji jisté jevy na ato-
marni a molekularni ﬁrovni, ukéaZe se, Zze zdkon o uréité
chemické reakei, k némuz se pavodné dospélo indukei
na zakladé pokusu je vlastné specidlnim piipadem jisté-
ho obecného fyzikilné chemického zakona. Zejména pro
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moderni tyziku je typické prolinan{ a stfidani deduktiv-
nich a induktivnich metod.

Podivejme se nyni na strukturu usudku, které jsme
provadéli na zakladé principu matematické indukce. PFi
diikazu urdité matematické véty jsme nejprve ovétili,
zda jsou v tomto pfipadé splnény piedpoklady obecné
véty o matematické indukei (tj. napt. zda dokazovani
véta plati pron = 1 a déle zda z jeji platnosti pron = p
plyne pro kazdé p jeji platnost pro n = p + 1). V klad-
ném pfipadé jsme usoudili, Ze z obecné véty o matema-
tické indukei vyplyva platnost dokazované véty. Vidi-
me, Ze tento usudek mél ryze deduktivni charakter.
Dikaz matematickou tndukci je tedy vlastné dedukce.

Nejen, zZe se nékterym deduktivnim ivahdm, totiZ da-
kaziim metodou matematické indukce, pfezdiva indukce.
ale existuji také tvivahy spise induktivniho charakteru,
jimz se, hlavné v detektivni literatufe, fika dedukce*).
Dokumentuje to viryvek z povidky A. C. Doyla Liga
2rzavijch.

,» Vite, Watsone,* vysvétloval Holmes v Easnijch hodindch
toho rina, kdyZ jsme uf sedéli nad sklenifkou whisky
v Baker Street, ,,od samého zaldtku bylo ziejmé, Ze jedingm
ctlem omoho trochu podivného inzerdtu Ligy a opisovdni
nauiného slovniku bylo odstranit kaidy den na nékolik
hodin z cesty toho nepfili¥ bystrého zastavdrnika. Zafidils
to zvlddtnim zpisobem, ale myslim, Ze lze stéZi prijit na
néco lepsiho. Metodu bezpochyby vnukla Clayové divtipné
hlavé barva viast jeho spolupachatele. Ctyti libry tidné,
to bylo vnadidlo, kterym piilakali zastavdrnika. Co to bylo
pro lids, kteit hrdls o tisice? A tak uvefejnili inzerdt. Jeden

*) Porovndme-li podet &tendid detektivek a matematické
literatury, zjistime, Ze dedukei se ddje vétsi kiivda.
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z téch darebdku sv zFidi dolasnou kanceldf, druhy darebdk
premluvi toho chlapika, aby se o misto uchdzel, a oba si
pak zajisti jeho nepfitomnost v kramé kaidy den na do-
poledne. Od okamZiku, co jsem se dov¥dél, Ze prFiruét byl
ochoten pracovat za poloviéné mzdu, bylo mi jasné, e mél
néjaky pddng duvod, aby ziskal zaméstndni prdvé u tohoto
zastavdrnika.

»Ale jak jste uhddl, co ho k tomu primélo?‘

,»Krdm toho chlapika je docela maly a v domé nent nic,
co by oduvodiiovalo tak promyslené pripravy a vydaje.
Jisté to bylo néco mimo détm. Co to mohlo byjt? Vzpomnél
jsem st na zdlibu priruétho ve folografovin! ¢ na to, Ze
casto zmizel na dlouhou dobu ve sklepé. Sklep! Tam vézel
jeden konec zamotaného klubka. Pak jsem se vyptdval na
toho tajemného priruciho a zjistil jsem, Ze mdm co délat
8 jednim z mejchladnokrevnéjsich a nejodvdZnéjsich zlo-
éinet v Londyné. Pdchal néco ve sklepé, néco, co trvalo
nékolik hodin denné po Fadu tijdna. Co to jen mohlo byt?
Nepfichdzelo nic jiného v dvahu, nef Ze se prokopdvd do
jiné budovy.

KdyZ jsem dodel ve svijch vvahdch aZ sem, $li jsme 8
obhlédnout misto déje. Pfekvapilo vds, Ze jsem tukal holt
na chodnik. Zjistoval jsem, zda sklep vybihd pied dam
nebo na opaénou stranu. Vpiedu sklep nebyl. Pak jsem
zazvonil @ — jak jsem” olekdval — oteviel mi pFiruéi..
U% jsme spolu méli nékolik potyéek, ale dosud nikdy jsme
nestdlt tvdfi v tvdf. Jeho tvdfi jsem véak piili§ pozornosti
nevénoval. Chtél jsem vidét jeho kalhoty. Jisté jste si sdm
vdiml, jak byly zmalkané, $pinavé a otrhuné. Mluvily
jasnow teli o dlouhigjch hodindch strdvenych kopdnim.
Zbyvala otdzka, pro€ a kam se ti dva chtéji prokopat. Zadel
jsem tedy za roh, a kdyZ jsem zjistil, Ze City a banka sou-
sedi tésné s domem nmadeho pritele, védél jsem, Ze problém
je vyfedeny. Hned, jak jste po koncerté odjel domau, zadel
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jsem do Scotland Yardu a pak jsem navstivil Feditele
banky. Viysledek jste vidél na vlastni oéi.

nd jak jste védél, Ze banku vyloupi dnes v noci 7 zepial
jsem se.

»T'o bylo snadné. KdyZ zrudili vfadovn Ligy, bylo to
2nament, %e na panu Wilsonovi uf nemaji zdjem. Jingmi
slovy : tunel uf prokopali. Dilefité véak bylo, aby tunelu
vyuzili co nejdiive, protofe by okl byt objeven. A za druhé
také proto, Ze zlato by zatim mohli premistit. Sobota se jim
hodila ze vdech dnt v tijdnu nejvice, nebot jim zaruovala
dva klidné dny k provedeni zdméru a k téku. Z téchto dir-
vodi# jsem je ofekdval uZ dnes v noci.”

»wSkvéld dedukce I vykiikl jsem s nepFedstiranym obdi-
vem. ,,Tak spletity Fetéz a piitom kaZdy Eldnek je prihled-
ny jako studdnka !

» Vylrhlo mé to z nudy,”” fekl Holmes a zivl. ,,Vida,
uZ se zase zacindm nudit. Cely sviyj Zivot trdvim v jediném
dlouhém dsili uniknout jednotvirnosti. A tyto drobné pit-
pady mi v tom pomdhaji.*

NemitazZeme neobdivovat Holmesovu intuici a schop-
nosti kombinovat a bystie vytvafet pravdépodobné
domnénky. Rozhodné vsak genidlni detektiv nevyvozo-
val z obecnych principu specialni zavéry, actkoliv jeho
pritel dr. Watson tolik jasal nad jeho ,,dedukcemi*.

I matematici vSak uvaZuji induktivné. Takové ivahy
viak mivaji pomocny raz a obvykle se s nimi vefejnost
neseznami, skondi totiz v kosi mezi koncepty. Nez ma-
tematik zformuluje a dokiaZe néjakou vétu, vychézi
z urditych dohadi. O platnosti svych domnének se éasto
nejprve presvédéuje na jednotlivych specialnich pfipa-
dech a teprve pokud se pfi tom neukdzZe, Ze domnénka
v nékterém z nich neplati, pristoupi k jejimu deduktiv-
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nimu odvozeni. Pravé platnost domnének typu ,,Pro
kazdé pfirozené &islo » plati...* je oviem velmi ptiro-
zené zkouset tak, Ze se prozkoumsa situace pro nékteré
konkrétni hodnoty n. Asociace metody matematické
indukce s timto postupem vysvétluje pivod rozporu
v nazvu matematicka indukce.

Piipomernime jesté, Ze i proces zobechovani, v mate-
matice tak dalezity, méa své kofeny v indukei: viimame
si spoleénych rysu jednotlivych specidlnich pfipadi a to
nds inspiruje k formulaci obecnéjsi véty, jez v sobé za-
hrnuje specialni ptipady, od nichZz jsme vysli. Obecné
vété viak mizeme véfit teprve aZ ji deduktivné odvodi-
me z jinych jiz dokazanych vét.

*

Mezi tim, jak se chape platnost néjakého vyroku v ma-
tematice a jak v empirickych védach, je podstatny rozdil.
Je-li napf. velmi zfidka nalezen klouzek bily v oblasti,
kde Zadna vejmutovka ani limba nejsou a jaktéZivy ne-
byly, poklada se to za podivuhodnou vyjimku, ktera
nikterak neotisa pravdou o symbioze zminénych orga-
nismi. Ojedinély vyskyt bilé vrany nevyvraci skuteé-
nost, Ze vrany jsou ¢erné. V matematice se viak uznava
jen pravdivost absolutni,Zddné vyjimky se nepfipoustéji,
jediny protipfiklad vyvraci obecnou vétu. I to je divod,
pro¢ v matematice nejsou Gsudky induktivniho charak-
teru dostatedné presvédéivé.

L

Z déjin matematiky je znama cela fada p¥ikladt do-
kladajicich, jak by se nevyplatilo nepodlozené zobec-
novat.

Tak napiiklad se zdilo vérohodné, %e pro Zadné prvo-
éislo p neni 2271 — 1 délitclno &islem p? a bylo to po-

57



tvrzeno pro viechna p < 1000. Pozdéji se viak ukazalo,
Ze pro prvodfslo 1093 hypotéza neplati, nebot ¢&islo
21092 ] (ma 329 &fslic) je délitelno éislem 10932

Nejmens{ pfirozené éislo z, pro néZ je 991n2 4 1 dru-
hou mocninou pfirozeného ¢isla, je

12 055 735 790 331 359 447 442 538 677.

Rozklddame-li mnohodleny 2» — 1 v souéin mnohoéle-
nt s celymi koeficienty, vychazi

zr —1=x—1,
22—1=(r—1) (x4 1),
2—1=(x—1)(a*+ x4+ 1),

2—1=(@—1)(x+ 1)+ 1),
B—1l=@—1)(x+ 22+ 224+ 2+ 1),
B—l=@—D@+DH@@E+z+1)@—2z+1),

atd. I dalsi pokusy sugeruji domnénku, Ze pro kazdé
ptirozené &fslo » maji mnohodleny vpravo za koeficienty
pouze ¢&isla 0, 1 a —1. Plati to viak jen pro n < 106.
V rozkladu mnohoélenu % — 1 se vyskytuje &initel

xlﬂ + x47 _|_ xdﬂ N xd:l R zdﬂ N 22:41 —_ 140'_ x39 +
+ xm+ z35 + z:M + x33 _I,_ x32 + x3l_x28_x26_
I x24 _x22 — z20 + o + xlo + 15 + zll + xla +
+ 22— — a8 — 297 — P — 28 {22} x4 ],
ktery jiz dal rozloZit nelze.
ok W

Véech.ny solidni matematické teorie jsou vybudovany

axiomaticky. Jak uZ jsme se zminili, vychizi se pfi tom

ze soustavy zakladnich vét, tzv. axiomu, jejichZ platnost
se konstatuje. Z nich se pak dedukuji véty tvoffci pii-
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slusnou teorii. Tak napt. jiz Euklides uvedl ve svych
proslulych Zdkladech pét axiomi a z nich odvodil
(s urditymi mezerami) celou tehdejsi planimetrii.

Aritmetika a teorie &fsel jakoZ i podstatné &asti jinych
matematickych disciplin spoéivaji na pojmu pfirozené-
ho &isla. Zatimco celd, racionalni, redlnd a komplexni
¢fsla jsou presné definovina, zaklad, z néhoZ se pfi je-
jich zavadéni vychazi, toti% pojem pfirozeného &isla, je
znaéné mlhavy. Jiz v piedskolnim véku si ditko uvédo-
mi, Ze StyFi &vestidky, &tyFi pejskové a &tyfi prsticky
majf cosi spoleéného, totiz pravé ty &ty¥i. Abstrahuje-li
se (jak se tomu udené Fika) od Svestiek atd., dospéje
se k pojmu pfirozeného &isla 4.

Proto se i pfirozena ¢&isla zavidéji axiomaticky. Nej-
znaméjsi je soustava tzv. Peanovych axiomu. Zakladni
pojmy jsou 1 (jedna) a nasledovnik (budeme ho oznaéo-
vat éarkou).

(1) 1 je pfirozené ¢islo.
(2) Ke kazdému piirozenému ¢&islu a existuje jediny jeho
nisledovnik a’, je to také pfirozené &fslo.
(3) 1 neni nasledovnikem #idného pfirozeného é&isla.
(4¢) Razna ptirozena éfsla maji rizné nasledovniky.
() Necht mnoZina M m4 tyto vlastnosti:
(a) Obsahuje &fslo 1.
(b) S kazdym pfirozenym é&islem a obsahuje i jeho
nasledovnika a’.

Potom mnoZina M obsahuje vSechna ptirozena éisla.
Vidime, Ze pity Peaniv axiom je vlastné princip mate-
matické indukce. (Zavedeme-li séitani ptirozenych ¢&isel,
odpovid4 nasledovniku a’ &fslo @ 4 1). Pfitom soustava
Peanovych axiomu je nezavisld, tzn. %e Zadny z nich
nenf disledkem ostatnich; princip matematické indukce
nelze tedy z ostatnich Peanovych axiomi odvodit. Jak
to, Ze se nam ho v 1. kapitole podaFilo ovérit ? Nepraco-
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vali jsme totiz s axiomaticky zavedenymi pfirozenymi
¢isly, ale s nazornymi piedstavami o nich. Pii jednom
,,dukaze jsme se opfeli o intuitivné zfejmou skuteénost,
7e kaZda neprazdnd podmnoZina mnoziny vSech pfiro-
zenych éisel obsahuje nejmensi éislo. Tuto vétu vsak
v axiomaticky zaloZené tcorii (mame-li definovano, co
znamend ,,nejmensi‘‘) nelze dokazat bez patého axiomu.
Podobné v jiném ,dikaze*, ktery jsme uvedli, jsme
»zdravym rozumem*‘ usoudili, Z¢ k libovolnému pfi-
rozenému ¢&islu lze dojit tak, Ze vyjdeme od éisla 1 a opa-
kovang prid¢itdime 1. Ani to vSak nevyplyva z Peano-
vych axiomu (1) az (4).
* ok ok ok

Zamysleme se nad hodnotou ditkazii metodou mate-
matické indukce ve srovnani s jinymi metodami. Tak
napf. vétu

pro kazdé piirozené éislo n > 1 je

1
14 = =
PRt
lze dokdzat nejen matematickou induketi (viz cvig. 1.13g),
ale téZ nasledujici ivahou: Ekvivalentni nerovnost

Vn + 5._ . ’.’V—_.‘

plati pro kazdé prirozené &islo n >- 1, nebot vlevo je
n — 1 séitancti vétSich nez 1 a jeden rovny 1.

Metodou matematické indukce snadno dokaZeme, %e n
piimek v rovind, z nichZ Zidné dvé nejsou rovnobéiné
a Zzadné tfi neprochazeji tymz bodem, se protina pravé v
n(n —1)

2

+ . >Vn

bodech. Stadi si vSak uvédomit, Ze kazda
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z danych n p¥imek je protindna ostatnimi n — 1 p¥im-
kami, pfi¢emz kazdy priuseéik odpovida dvéma piimkim.
Nebo jesté strudnéji, kaidé dvojici pifmek odpovidi

pravé jeden pruseéik, pruseéiki je tedy {Z] .
Ani k dikazu rovnosti

1 1 1 n
i5Tse T (4n—3)(d4n + 1) dn+1

pro kaZzdé ptirozené &islo » nepotiebujeme matematickou
indukei. Pro kaidy séitanec plati

1 _ 11—k k
(4k—3)(4k + 1) 4k—3 T
a je tedy

1 1 1
15 T58 T (4n——7)(4’n—3)
1 1 1 1
t @G @my) 5 59
n n—1 n—1 n
T —7 T amn—3 dn—3 TamFi-
n
St 1

nebot dvojice sousednich élenti se zrusi a zbude jen po-
sledn{ élen.

V mnohych uéebnicich se binomickéd véta dokazuje
matematickou indukef: Ziejmé plati

(@ + bt = ((1)] ath® 4 [i] a%ht .
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Predpoklidejme, Ze pro pfirozené &islo p je

(@ + by = (g] avbo + ["1’] @b 4.+

P - PY . on
+[p—1)albp l+[p]a0b '

Potom je

(@ + P = (6 + b) (a + b =
= (o) +(2) + ()
7 ) e+ o

Vyuiijeme-li vzorca
p p Y_(p+1
B+(:2)-G5)

{02061

dostaneme

(@ + b+ = [:" j; 1] ar+1bo [” T 1] arb + ...

p+1y . (p+1
+[ P )alb +(p+1]aobm

a véta je dokdzana. Lze ji vSak odvodit také jinak:
Roznasobime podle distributivniho zikona souéin =
dvojélent (¢ -+ d) (¢ + b)...(a 4+ b). Dostaneme tak
soudet &lenu tvaru aib/, kde ¢ + j = n. Pfitom koefi-
cient u a*"*p* bude roven podtu viech zplsobt, jak z n

avb! + ...
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dvojélentt vybrat k& dvojéleni, z nichz se vzal &len b
(z ostatnich n — k dvojélenii se vzal &len a). Koeficient
bude tedy roven poétu viech k-prvkovych kombinac{

z n prvki, tj. [Z] .

Snad tyto piklady stadi k ilustraci skutednosti, Ze
dukaz mnohych vét lze provést nejen matematickou
indukef, ale téZ jinym pFirozenéj§im zpusobem. Oba di-
kazy jsou oviem stejné platné a hodnovérné, pfece jen
v8ak nemajf stejnou hodnotu. Nehledime-li k estetickym
zieteliim, je podstatné, Ze dikaz matematickou indukef
byva vétsinou formalnf, zatimco jiné metody poskytuji
daleko vice informaci o podstaté dokazované véty,
o souvislostech apod. Tak napf. z dikazu binomické
véty matematickou indukei nenf viabec vidét, kde se
tam vzala kombinaéni ¢fsla. V matematické praxi je pro-
to obvyklé nespokojit se s dikazem matematickou in-
dukef, ale hledat jesté dukaz pfirozenéjsi, ktery by na
zkoumany problém vrhl jasnéjsf svétlo. Na druhé strané
byvéa ale diikaz matematickou indukef spolehlivy; prav-
dépodobnost, #e se dopustime omylu, neni tak velkd
jako u bezprostfednich avah. Jsou oviem véty, v jejichz
podstaté tkvi, Ze je nelze dokazat jinak neZ metodou
matematické indukce, a také jsou samoziejmé véty, k je-
jichZ dokazovanf se matematickd indukce nehodi.

W ok ok ok ok

Dokédzeme, Ze pro kaidé pfirozené ¢&islo n plati ne-
rovnost
1.3...(2n—1) 1
< ——
2.4...2n V3n

Zkusime to metodou matematické indukce: Pro n = 1
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dostévéme% < % , coz plati. Bud p ptirozené &fslo

a necht nerovnost plati pro n = p, tj.
1.3...(2p—1) _ 1

2.4...2p V3p
Pro n = p 4+ 1 je leva strana
1.3...p—1)(2p+ 1) 2p 41
2.4. ...2p(2p+ 2) (2p + 2) l/@

(vyuzili jsme indukéniho piedpokladu) a prava strana
1
Vap+3
Statilo by tedy dokazat, Ze pro kazdé piirozené p je
2p+1 1
— ==
(2p+2)3p " V3p +3
Disledkem této nerovnosti je viak nerovnost
p+1=0,

kterd ovSem pro Zadné piirozené &islo p neplati. Co to
znamena ? Pouze to, Ze neplati ani nerovnost (>); o sprav-
nosti nerovnosti

(k)

13...02p+1) _ 1
24...20+2 V3pt3

to nic nefikd. Pokud by nerovnost (> ) platila, znamenalo
by to i platnost nerovnosti (% > ), ale obrdcené to nenf
pravda. (Ostatné uvidime, Ze dokazovand nerovnost
plati.)

(k %)
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Dilkaz se nam nepodatil. Podivejme se proé¢. Oznadme
levou stranu dokazované nerovnosti L, a pravou P, Pied-
pokladali jsme, Ze L, < P,, a chtéli dokdzat, Ze L,,, <
<< P, ,,. Nabizi se moznost vyuzit indukénfho pfedpokla-
du takto: Z L, < P, plyne

L,, L,
Lyw=1L, '—lj‘l'l < Pp%“
p P
a podaii-li se dokazat, Ze
L, ,

PIJ —I)j.:i = Pﬂ+l s
neboli

B Ly

Pp+1 - Lw +1 ’

byli bychom hotovi. To se nam ale nepodafilo, tato po-
sledni nerovnost dokonce pro Zadné piirozené &islo p
neplatila.

Nevzdavejme se a pokusme se pravou stranu ponékud
,,opravit‘ — oznadéme ji pak P, — tak, aby

L, < Py,
(k %k %) Pp = P, pro kaidé ptirozené n,

P, Ly, ‘10w

—- < ro kaz firozené n.

P n+1 L”‘+1 p dé p
Poda¥i-li se ndm najit vhodné Pj, pak se podaff i du-
kazy nerovnosti L, < P, metodou matcmatické indukce
uvedenym zplUsobem a tim bude dokizdna i slabsi
(viz (% %k >)) nerovnost L, < P,.

Pokusme se modifikovat pravou stranu tak, Ze pod

odmocnitko ptidéme vhodnou kladnou konstantu a;
bude tedy
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1

P .

V3n + a
Ztejmé bude P, < P, pro kazdé n a kazdé a. Déle bude

1 1
L = — < Pl e —
1 92 1 l/3 + a
pro vSechna ¢ < 1. Tieti poZzadavek bude splnén pro
vSechna a, pro néZ plati

43
St
tj. pro viechna a = -,t;i [(vzhledem k tomu, Ze posloup-
3n+ 3) . . v v
nost {—4n—+—3} je — jak se snadno presvédéime
klesajic).

Pro kaidé a€ <g, 1) a pro kazdé ptirozené n tedy

plati
13...en—1) _ 1 1
2.4...2n V3n fa Vﬁ
Vidéli jsme, Ze dokdzat vice bylo snadnéjsf neZ do-
kazovat méné.

* ok ok ok ok ok

Pomoci logickych symbolt lze princip matematické
indukee (1)—(2) zapsat takto:

Bud 7T(n) vyrokova forma, jejiz definiéni obor je
mnozina P vech pfirozenych &isel. Pak plati

TOH)ANY peP)[Tp)=>T(p+1)] = (VreP)T(n).

* ok ok ok ok ok X
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V edici Skola mladych matematiki jiz vysla r. 1964
jako Sesty svazek knizka R. Vyborného Matematickd
indukce. V Geském jazyce mame jesté brozurku I. S. So-
minského Metoda matematické indukce, jejiz pieklad
byl vydan r. 1953. Velmi hodnotn4 je knizka L. I. Golo-
vina - I. M. Jaglom: Hndykyus ¢ ceomempuu z r. 1956.
Obsahuje fadu netrividlnich a netradiénich 1loh a &tena¥
se z nf dozvi mnoho zajimavého z planimetrie i kombi-
natorické geometrie, mimo jiné téZz o znamém problému
¢tyf barev. Tato kniZka vysla také jesté r. 1967 spoledné
se zminénou Sominského broZurkou v jednom svazku
pod ndzvem O mamemamuueckoli undykyuu.

O TFibonacciové posloupnosti, kterou jsme uvedli
v tloze 13, pojedniva brozura N. N. Vorobjeva Fibo-
nacciova Gisla, jejiz desky pieklad vysel r. 1953, Zajima-
v je také knfzka N. J. Vilenkina ITndyrkyus, kombuna-
mopuka z r. 1976,

Fibonacciova posloupnost je zvlistnim pfipadem tzv.
linearnich rekurentnich posloupnosti, definovanych tak-
to:

V) =0,V =0y, ...,V =@,

Upsr = byWpiroy + Bglpira + oo+ brgpiy + by,

kde a,, a,, ..., a, by, by, ..., b, jsou dand ¢&isla. Vlast-
nostem téchto posloupnosti je vénovana broZura A. I.
MarkuSevide Rekurentni posloupnosti, kterd byla v &es-
kém piekladu vydana r. 1954. Je zajimavé, Ze ke kazdé
linearni rekurentni posloupnosti lze nalézt vzorec, ktery
udava hodnotu n-tého &lenu pfimo pomoci jeho indexu
n (coZ je jind, nikoliv rekurentni definice téze posloup-
nosti). Ve vzorci se vyskytuji FeSen{ algebraické rovnice

r=bax + b2+ ... +b_x+0
(viz cvid, 2.6).
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0)

tom sc lze kromé citovanych broZurek dodist struéné

také v knize N. J. Vilenkina Kombinatorika (Ges. pre-
klad 1977). Nékteré z uvedenych publikaci vy3ly jesté v
dalsich vydanich.
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Cvideni

. Dokaito, Ze z principu matematické indukce plyne véta

o existenci nejmensiho prvku neprdzdné podmnoziny mno-
#iny vsech pfirozenych &isel.

. Dokazto tzv. Bernoulliovu nerovnost: Je-li a kladné &islo

a n piirozené &islo, pak (1 + z)* =1 + nx
a) metodou matematické indukce,

b) pomoei binomické véty.

Porovnejte oba dikazy.

. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢&islo n > 1 plati

LIRS SR
22 3 T T T g

. Zapiste principy matematické indukce (3)—(4), (5)—(6),

(7)—(8) a (9)—(10) pomoci logickych symbolu.



4. kapitola

JESTE PETADVACET ULOH

Uloha 17. Dokaite, %e pro ka?dé prirozené &islo
n a pro kazda dvé realna éisla a, b plati

a? + 5" 4+ n = (@) + (ab)" TP+ ...
.. tab+at+b.

EBesent. Pro n = 1 nabyvd dokazovanid nerovnost
tvaru

a®+b2+l1=zabt+atb,
coz je ekvivalentni s nerovnosti
(@—b)+ (e—1P2+ (b —1)?2 =0,

ktera ztejmé plati pro kaZda dvé realna &isla a, b.

Bud nyni k ptirozené &islo a pfedpokladejme, Ze pro
n = k nerovnost plati. DokaZeme, Ze potom plati i pro
n =k 4+ 1. Postupné dostivime (nejprve vyuZijeme
toho, Ze nerovnost plati pro n = 1 a potom indukéniho
piedpokladu)

i T G i S G L o S =
= (ab)? + o + b + kb = () + (@b} +
+ ...4+ab+a+0d.
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Uloha 18. Jsou dana realna ¢isla a,, a,, . . .,a, (> 1),
pro néz plati
0<a £a, < 2qa,,
2 é a’!! é 20’2:
oy = Qn = 20, .
Dokaizte, Ze existuji piirozena &isla p;, p,, ..., ps ta-
kova, Ze
0= (—1ma, + (—1)Pa, + ... + (—1)Pwa, < a, .
Redeni. Jde o to opatfit ¢&isla a,, a,, ..., a, Zznaménky
tak, aby jejich soudet byl pak mezi &isly 0 a a,. Budeme

postupovat indukei podle poétu éisel n.
Pro n = 2 véta plati, protoze

0,2, 528, = 0E—a,+a,=aq,.

Budnyni k > 1 pfirozené éislo a pFedpoklidejme, Ze pro
né véta plati, tj. Ze pro jakychkoliv k &isel b,, b,, ..., by
splitujicich piedpoklady véty, existuji pfirozena &isla
TisTay - .-, Ty tak, Zo

0 < (—1)by + (—1ywby + ... + (—1)ube < by .

Dokazeme, Ze potom véta plati i pro n =k + 1. Uva-

Zujme k + 1 &isel ¢, ¢,, ..., €y, spliujicich piedpo-
klady véty. Pro k ¢&isel c,, ¢y, ..., €ty jsou pFedpoklady
také splnény a podle indukéniho predpokladu tedy exis-
tuji pfirozena ¢&isla ry, r,, ..., 7 tak, Ze pro scudet

S = (—=1)e, + (—1)es + ... + (—1)etiyy
plati
0=8=c¢,.
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Rozeznivejme dva pripady:

l.delli0 =8=¢, je 0 <¢;,—8 = ¢;, neboli

0 < (=%, + (=) ey + ... + (—1)E* 0y, S 0.

2. Je-lic, =8 < ¢y £ 2¢,,je 0 =8 —¢; < ¢, neboli
0= (—Dle;+ (—Deg+ ... + (e, Sy

Tim je dikaz proveden.

Uloha 19. Bud n ptirozené &islo a ¢ bud ptirozené &fslo,
dévajici pii déleni étyfmi zbytek 1. DokaZte Ze soudet

() -

je délitelny ¢&islem 2771, (Posledni nenulovy élen soudtu

-1
n 2,

. (M, 2 . n 2
8, je [n] t  prolichéna [n o 1] t pro sudé n).

Reseni. Je s, = 1, coz je délitelno &islem 2° a s, = 2,
coZ je délitelno &islem 2. Pron =1 a n = 2 véta tedy
plati. Bud & ptirozené ¢islo a predpokladejme, Ze pro
n = kamn =k 4 1 véta platf; dokaZzme jejf platnost pro
n = k + 2. Podle binomické véty je

o A+l —a—Jer
" 2/t

o (L Jepn—a g
LZ% ] 2Vt—

Je tedy
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_la+yepn—a=—Yora+Vn+a—yn
2|/¢
e+ Yer—a—Vima+Yna—Ve _
2t
= 284y + (t—1) 8.

Cislo ¢t — 1 je délitelno Styfmi a pouZijeme-li induk&ni
pfredpoklad, jsou oba séitance délitelny éislem 2¢*1, Tim
je ditkkaz proveden.

Uloha 20. Dokazte, e kazdé piirozené ¢islo, které je
nejvyse rovno =nl, je soutem nejvyse n navzajem riz-
nych déliteld éisla n!.

Redeni. Pro n = 1 je platnost dokazované véty zfej-
ma, Bud k ptirozené &islo a predpokliadejme, Ze véta
pro né plati. DokaZeme, Ze potom véta plati i pro
k + 1. Bud tedy ¢ < (¢ + 1)! pfirozené &islo. Pfi délen{
éislem k + 1 dostaneme

c=((k+1)d+r,

kde 0 < r < k + 1.Zfejmé jed < k! a podle indukéniho
predpokladu je
d=d, + ... + d,

kde d,, ..., di jsou bud nuly, nebo navzajem razni déli-
telé &isla k!. Je tedy

c=k+1)d + ... +(k+1)de+r,
kde &isla (k + 1)d,, ..., (k + 1) di jsou nuly nebo na-

vzdjem razni délitelé &isla (k 4 1)! (to je zfejmé) a r je
také nula nebo délitel ¢isla (k 4 1)! (nebof r < k 4 1)
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ruzny ode vSech ¢&isel (k 4+ 1)d,, ..., (k 4+ 1) d; (nebot
r<k+1=Z(k+1)d; pro d; # 0). Tlm]eulohavy-
feSena.

Uloha 21. Dokazte, ze pro ka?dé pirozené &islo =
plati: Priéteme-li k &islu, jez ma 4n — 3 é&islic, ¢&islo,
které z ného vznikne obracenim potadi &islic, bude mit
vysledny soudet alespon jednu éislici sudou (vse je v de-
sitkové soustavé).

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukei
podle n. Pro n =1 je 4n — 3 =1 a pro jednociferna
¢isla véta ziejmé plati. Bud dale p pfirozené ¢&islo a pred-
pokladejme, Ze pro » = p véta plati. DokaZeme ji pro
n = p + 1 sporem. Necht pro n = p + 1 véta neplati,
tj. existuje é&islo, které ma 4p + 1 ¢islic a seéteme-li je
s tymzZ dislem napsanym obracend, bude mit soudet
samé liché ¢islice. Vzhledem k tomu nenastal pfi séitani
pienos jednitky z 4p-tého na (4p + 1)-t6 misto poéitano
zprava. Proto nenastal ani pienos z druhého na tfeti
misto zprava a tedy vynechanim poslednich dvou ¢&islic
vpravo ze soudtu dostaneme é&islo, jez ma také viechny
dislice liché. Z toho je vidét, Ze odstranime-li z (4p + 1)-
-ciferného ¢&isla, od néhoZ jsme vysli, posledni dvé &islice
a podateéni dvé &islice, bude jeho soudet s obracené na-
psanym &fislem mit vSechny &islice liché, coz odporuje
indukénimu predpokladu. Tim je dikaz proveden.

Uloha 22. Jsou déna celd &sla j, n, pro néz plati
0 =4 <n. Uvaiujme viechna celd nezaporna ¢isla,
kterd maji nejvyse n dislic. Dokazte, Ze soudet j-tych
mocnin vSech t&ch uvaZovanych &sel, kterd maji lichy
ciferny soudet, je stejny jako pro sudy ciferny soudet.
(Klademe 0° = 1.)
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Redeni. Budeme pracovat v desitkové soustavé, ale
to neni podstatné. Pro kazdé piirozené n oznaéme L,
(resp. §8,) mnoZinu vSech uvaZovanych ¢isel s lichym
(resp. sudym) cifernym souétem. (Je zfejmé, Ze obé mno-
Ziny majf stejné, a to 5.10"! prvkid.) Budeme postu-
povat indukei podle n.

Pro n = 1 véta tvrdi, Ze

10+30+50+70+90=OO+20+40+60+80’

coZ je ziejmé.

Bud k pfirozené éislo a necht véta pro né plati, doka-
Zeme ji pro k + 1. Bud 0 =j < k 4 1 celé &islo. Po-
uzijeme-li binomickou vétu, dostivime postupnymi
upravami soudtd

S &= 3 (10b+cy+ X (1004 o) =

aTESL, . he-\'k beL,
CEN, LeL,
j (I -
¥ L( 10rbrei-r +7 3" Z(JIO'b'd "=
he\kr 0 beL; r=0
ceS, cEL,
2
- 2( ]wr SO SV 30T S b=
r=0 reN, bexs, cel, hel,
=10.5 ¥ ¥+
veLUs,
i=-1¢4
+3(osorsbrsor sy
r=0 ¥ cEN, bES), ceL, LeL,

Analogickym postupem dostaneme

S =3 (10b+ ¢y + 3 (100 4 ¢y =
a€ly 1 besy beL,
cel, CES,
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=10.5 S b+

"€ LUy
s
+3(Jw[zersr+sor sy

r=o\" cex beL, cel, bes, |
Oba soudty jsou stejné, nebot podle indukéniho pied-
pokladu pro kaidé r =0, 1, ..., j — 1 plati

Sbr=3b.
bel, bes,

Uloha 23. Dokaite, %e
D(n{a,, ..., a,), b) = n(D(a,,d), ..., D{a,, b)),

kde m >> 1, a,, ..., a,, b jsou pfirozena disla a symboly
D(...) resp. n(...) oznaduji nejvétsfho spoleéného déli-
tele resp. nejmensi spoleény nasobek é&isel, uvedenych v
zavorce.

Re$eni. Budeme postupovat indukei podle m. Nejprve
vétu dokdZzeme pro m = 2. Oznalme D(a,, a,, b) =

—p,D[a1 i) D(ﬂ —b«]—r,D(a2 3]:s.
/4 p p Y 4
Plati
D@, = D(D(52, %), p( %, 2)) -
. y 2 p P
:D(ﬂ i ﬂ]: 1
. p’ PP
Stejné dokazeme, Ze D(q, 3) = D(r, 8) = 1. Plati tedy
= pqru, a, = pqsv, b = prsw,
kde kazda dvé z &isel u, v, w jsou nesoudélna. Je proto
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D(n(a,, a,), b) = D(n(pgru, pgsv), prsw) =
= D(pgrsuv, prsw) = prs,
n(D(a,, b), D(a,, b)) = n(D(pgru, prsw) , D(pgsv, prsw)) =
= n(pr, ps) = prs.

Je tedy
D(n(ali a'z)’ b) = n(D(al ’ b)s D(az’ b))

a pro m = 2 véta plati.

Bud nyni k ptirozené ¢islo a necht pro m = k véta
plati. Dokazeme, ze pak platii prom = k 4+ 1. Postupné
dostdvame

D(n(a,, ..., ary), b) = Dnn(a,, ..., a), ax,), b) =
= n(D(n{a,, ..., &), b}, D(ar,,, b)) =
= nm(D(a,, b), ..., Diax, b)), D(a,,, b)) =
= n(D(a,, d), ..., D(a, b), D(ar,,, b)) .

Druha rovnost je disledkem toho, Ze véta plati pro
m = 2 a tfeti rovnost plati podle indukéniho p¥edpo-
kladu. Tim je ditkaz proveden.

Vsimnéte si, Ze dikaz pro m = 2 byl daleko obtiZnéjsi
ne? indukéni krok.

Uloha 24. Uspotadejte &isla 1, 2, ..., n tak, aby pro
zadna dvé z nich nebyl jejich aritmeticky primér roven
nékterému z ¢isel, ktera jsou v uspofddini mezi nimi.

BReeni. Pro n = 1 je problém trivialni. Predpokla-
dejme, Ze k je ptirozené ¢&islo a Ze pro vSechna mensi
pfirozena éfsla problém umime vyfesit. Ma-li byt é&islo
a+b

2

celé, museji mit cela &isla @, b stejnou paritu (tj.
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byt obé licha nebo obé sudd). MuZzeme tedy uspofadat li-

chi disla samostatné a suda také samostatné a pak ve vy-

sledném uspofadani dit napt. nejprve takto uspotidand

lichd a pak suda éisla. Necht ptislusnd licha &isla jsou 1, 3,

2t — 1. Ziejmé je ¢ < k a podle indukéniho pred-

pokladu gsla 1, 2, ..., t uspotiddat umime. Cisla 1, 3,
, 2t —1 miiemne usporadat analogicky, nebot

a-+b N (2¢ — 1) + (2b—1)

5 — 3 = 2c—1.

Stejné je tomu i se sudymi &isly. Tim je problém vyfesen.

UkédZeme si jedté, jak budeme postupovat v konkrét-
nfm piipadé, napf. pro n = 13. Symboliku snad neni
tfeba vysvétlovat.

1,2,...,13) =

=(1,8,...,13)(2,4,...,12) ~(1,2,...,7) (1,2, ...,6),
2, ..., 1) =(1,3,57)(24,6) ~ (1,23, 4) (1,2, 3),
2,...,6)=(1,3,5)(2,4,6) ~ (1,2,3)(1,2,3),
2

,3,4) = (1,3)(2,4) ~(1,2) (L, 2),
2,3) = (L, 3)(2) ~ (1,2) (1),
1,2) = (1) (2) ~ (1) (1).
(1) = [1],
(1,2) > [1, 2],
(1,2,3) - [1,3,2],
(1,2,3,4) -1, 83,2 4],
(1,2,...,6) >[1,5,3,2,86,4],
(l’ 2’ sty 7) _>[1! 5) 3) 7) 2) 6’ 4])
(1,2,...,13) > [1,9,5,13,3,11,7, 2,10, 6, 4, 12, 8].

Uspofadame-li tedy é&isla 1,2, ..., 13 tak, jak je popséno
v posledni Fadce schematu, nebude aritmeticky primeér
zadnych dvou z nich roven ¢&slu, které je v uspotadani
mezi nimi.

77



Postup si podstatné ulehéime a urychlime zejména pro
velkd n, kdyz si uvédomime, Ze jsou-li p < ¢ piirozend
disla a zname-li Feseni problému pro ¢, dostaneme z ného
feseni pro p vynechanim ¢&isel p+ 1, p+ 2, ..., q.
Mizeme tedy postupné konstruovat FeSeni pro mocniny
¢isla 2 a z vhodného z nich vynechat piipadna nadby-
teéna ¢&isla. V naSem piipadé bude
(1) - [1],

(1, 2) >[I, 2],

(1,2, 3,4) - [1,3, 2, 4],

(,2,...,8)~[L,5,3,7,2,6,4,8],

(1,2, ...,13,14,15,16) - [1, 9, 5, 13, 3,11, 7,15, 2, 10,
6,14, 4, 12, 8, 16].

Dosli jsme ke stejnému fesent,

Uloha 25. Dokaite, ze kaxdy zlomek 0 <—§~ < 1lze
vyjadfit jako soudet

r 1 1 1
o tat ot

q, qq
kde ¢, < ¢5 < ... < g jsou pfFirozena ¢&isla a g¢; je déli-
telno ¢;_, pro vSechna j = 2,3, ...,k

Regeni. Stadi se zabyvat pouze zlomky v zakladnim
tvaru, tj. takovymi, kde r < s jsou nesoudélna ptiro-
zena ¢isla. Budeme postupovat matematickou indukei
podle &itatele 7.

Pror =1 mé zlomek% pozadovany tvar. Bud p pii-

rozené &islo a necht pro vSechna r < p véta plati.
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p+1

Pt Délime-li*) jmenovatele

Zabyvejme se zlomkem

ditatelem p 4 1, dostaneme s = (p 4+ 1)y —z, kde
¥, z jsou nezaporna cela éisla a z < p. Vzhledem k tomu,
7e p+ 1 < s, bude y > 1, a protoze p 4 1, 8 jsou ne-
soudélna &fsla, bude z > 0. Je tedy

p+1 _(+ly s+-z =_1_(1+_§__]_
s sy sy Y s)

’

kde % je zlomek % uvedeny na zakladni tvar. ProtoZe

2z’ £z < p, je podle indukéniho pfedpokladu

’

z 1 1 1
'8—,—71'+t—2+ —I"t:’
kde t, <ty < ... <y, ptitemzZ ¢; je délitelno ¢;_, pro
j=2,38,...,n Odtud dostivime hledané vyjidfen{
p+1 1 1 1 1
—=—t—+—+ ... .
$ y Ly Ly + tay

Uloha 26. UvaZujme vSechna raciondln{ &fsla z uza-
vieného intervalu (0, 1), ktera zapsina v zakladnim
tvaru, majf jmenovatele nejvyse n a jsou sefazena podle
velikosti. Dokazte, Ze pro kazdéd dvé sousednf uvazovand

a c M2 v . 3 2
tisla 3 <7 plati bc —ad = 1. (Rikdme, 7e racionaln{
*) Jde vlastnd o trochu jiné déleni, neZ je obvyklé, o ,,dSleni

se zdpornym zbytkem*‘.

79



¢islo je v zdkladnim tvaru, je-li zapsino jako zlomek,
jehoZz &itatel a jmenovatel jsou nesoudélnd celd é&isla,
piidemz jmenovatel je kladny. Zakladni tvar &isla 0 je

t)

Redeni. Oznadme M, uvafovanou mnoZinu. Pak
M, {(1) i} a pro » = 1 véta ziejmé plati. Ptedpokld-
dejme, Ze k je pfirozené &islo a Ze véta plati pro n = k.
Uvazujme mnozZinu M;,,. Z¥ejmé M, S My,,. Patii-li
néktera dvé sousedni éisla mnoziny My, obé do mnoZiny
M, pak pro né podle indukéniho pfedpokladu plati do-
kazovany vztah. Je-li @ < k pfirozené é&islo, pak ziej-
mé plati nerovnost

a a+1
TET<F <FFT
a odtud je zfejmé, Ze kazdé ¢islo z mnozZiny My, — M,

m4 za sousedy z obou stran &isla z mnoziny M;. Uvazuj-
me tedy tti sousedni &isla (piSeme je v zdkladnim tvaru)

P r 8
i e g

kde prostiedni je z mnoZiny M;,, — M; a obé krajni
jsou z mnoZiny M,. Piedpoklidejme, Ze alesponl jedno
z 8isel D, = qr — p(k + 1), D, = s(k 4 1) — 7t je rizné
od 1 (a tedy vétsi nez 1). Potom je

g+t <qDy+1tD, = (k+1)(gs—pl) =k + 1

(posledni rovnost nastavi podle indukéniho piedpokla-
du). Pak ale plati
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p+s r p_pts
— s = <
g+t  EFF1’ g g+t
coZ neni mozné.
Véta tedy plati i pro n = k& + 1 a diikaz je proveden.

<8
ra

Uloha 27. Budn = 2 pfirozené &islo. Dokazte, Ze sou-

&et viech ¢&isel tvaru % , kde p, q jsou nesoudélné pfiro-
.1
zend ¢isla takovd, Ze p<g<na p+q>n, je R

Redeni. Pro kazdé n oznadme M, mnoZinu viech uspo-
fadanych dvojic nesoudélnych piirozenych éfsel p, ¢, pro
néz plati p < g < nap + g > n. Mime dokézat, %e pro
kazdé ptirozené n = 2 je
1
=

1
. wem, P4
Tak napt.
M, ={(1, 6), (5, 6), (2, ), (3, 5), (4, 5), (3, 4)}
a skute&né

1 1 1 1 1 1 1

1i6ts56t s 35 T35 732" 2

Bud k = 2 ptirozené ¢islo a uvédomme si, jak se lisf
mnoZiny M, a M;,,. MnoZina M,,, — M, obsahuje
zfejmé pravé viechny uspofidané dvojice nesoudélnych
pfirozenych ¢&isel tvaru (p, k4 1), kde p <k + 1.
Mnozina M; — My, obsahuje privé viechny uspofa-
dané dvojice nesoudélnych pfirozenych ¢&isel tvaru
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(p, bk +1—p), kde p < k—; L . Pro piislusné soudty

zfejmé plati

c 1
woeMy P4 o.aeyw, P4
- L . L
@aeM -, PI wooeM -~y P4

Dokézeme, Ze rozdil vpravo je roven nule. Postupné
dostdvame

1 1
. a)e.%—.wk.,_lﬁ - p<§’ﬂ plk + 1 —p) -
P, k+1—p nesoud.
T LR AR R BTG
P, k+1—p nesoud. P, k+1—p nesoud.
1 1

p<ir1 Pk + 1) w.oeMpq—M;, P4
p.k+1 nesoud.

Vyuiili jsme pfitom toho, co jiz vime o mnozZinich
My, — M, a My, — M, a dale zfejmych faktd, Ze
¢sla p, k£ + 1 — p jsou nesoudélna pravé kdyz &isla p,

k + 1 jsou nesoudélna a Ze ¢isla k——;!, k + 1 ne-
jsou nesoudélna. Pro kazdé k = 2 je tedy
1 1

woen, P4 waoeiy, P4
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Ziejmé je M, = {(1, 2)} a tedy
1 1

. (nze M, P9 1.2
Predpokliddme-li, Ze pro k = 2 je
1 1

(ﬂ.a%.\lk pg 2’
je téz
1

1
w.q)eZJIHl rq 2
a dukaz je proveden.

Uloha 28. Je dan polynom f(x), jehoz koeficienty jsou
celd &isla. Oznadme D nejvétsi celé éislo, pro néz D | f(¢)
pro kazdé celé ¢&islo . DokaZte, Ze D je rovno nejvétsimu
spoleénému déliteli é&isel f(c), fic + 1), ..., {c + n), kde
¢ je libovolné celé &islo a » je stupenn polynomu f(x).
(Symbolem a | b oznadujeme, Ze &islo b je délitelno éis-
lem a.)

Reseni. Nejprve dokdzeme dvé pomocené véty:

1. Je dén polynom f(z), jehoZ koeficienty jsou celd
¢isla, ma stupen » a u z* ma koeficient a,. Bud ¢ celé
¢islo a d bud spoledny délitel d&fsel f(c), fic + 1), ...,
f(¢c + n). Potom d | n! a,.

Dikaz. Budeme postupovat indukei podle stupné n
polynomu f.

Bud f(z) = agx + @, polynom 1. stupné a ¢ celé ¢islo.
Necht d | f(c) = d] (aee + ;) a d | fle + 1) = d|(ace +
+ a; + ao). Pak téZ d | (f(c + 1) — f(c)) = ay = 1! a,.
Pro polynomy 1. stupné tedy 1. pomocna véta plati.

Bud k ptirozené éislo a predpokladejme, Ze pro poly-
nomy k-tého stupné véta plati. Uvazujme polynom f(x)
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stupné k + 1, ktery ma celé koeficienty a koeficient
u z**1 oznadme a,. Bud ¢ celé &islo a pro &islo d necht
platid | f(z) proi ==c,c+ 1, ..., ¢ + k 4+ 1. Polynom
gzx) =fz + 1) —]‘(x) ma ziejmé (binomickd véta)
stupeti k£, u a2* ma koeficient b, = (k + 1) a, a viechny
jeho koeficienty jsou &isla celd. Pro i =¢, c + 1, ...
¢+ k je d | g(s) a proto podle indukéniho predpokladu

dkby =kl (k+ 1)a,=(k+ 1) a,,
coZ jsme potfebovali dokazat.

2. Je dan polynom f(z), jehoZ koeficienty jsou cela
¢isla a ma stupen n. Bud c celé &slo a d bud spoletny
délitel &sel f(c), f(c + 1), ..., fc + n). Potom 4 | f(2)
pro kazdé celé éislo .

Dikaz. Opét pouzijeme metodu matematické indukee
podle stupné = polynomu f.

Bud f(z) = agx + @, polynom 1. stupné. Jestlize
d|flc) =d|(agc + a,) a d|fc+ 1) = d|(ac + a, +
+ a4, pak zfejméd | agad|a,atedy d|ay + a, pro kazdé
celé éislo 5. Pro polynomy 1. stupné tedy 2. pomocné véta

lati.
P Bud k ptirozené &islo a predpoklidejme, Ze véta platf
pro vsechny polynomy stupné nejvyse k. UvaZujme
polynom f(z) stupné k + 1 s celymi koeficienty, jenZ ma
u ¢ koeficient a,. Bud ¢ celé &islo a necht d | f() pro
i=c¢,¢c+1,...,¢c+ k+ 1. Polynom

gx) = f(x) —aglx —c)(z—c—1) ... (x—c—k)

je nejvySe k-tého stupné, ma celé koeficienty a ziejmé
d|gir) prot =c¢,c+ 1, ..., ¢ + k. Podle indukénfho
pledpokladu d | g(¢) pro vSechna celd é&fsla ¢. Apliku-
jeme-li na polynom f(x) 1. pomocnou vétu, dostavime

dl(k+ Da,.
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Vzhledem k tomu, Ze é&islo
E—e)@i—c—1)... G —c—k)
(k + 1)
je pro kaidé celé &islo ¢ celé*), plati téz

(t—e)... ¢t —c—k)
d)(k+ a, ] =

=d|a,(¢t—c)... T—c—Fk)

pro kazdé celé éislo ¢. Je tedy d | f(Z) pro v8echna celd
&isla © a 2. pomocna véta je dokdzana.

Ted uz snadno vyfesime nasi dlohu. Bud tedy f(x)
polynom n-tého stupné s celymi koeficienty a D nej-
vétai celé dislo takové, Ze D | f(¢) pro vSechna celd &isla 3.
Dile bud ¢ celé ¢islo a d nejvétsi spoleény délitel é&fsel
fe), fle + 1), ..., f(c + n). Protoze D | f(c), D | f(c + 1),
..., D|flec + n), je D < d. A protoZe podle 2. pomocné
véty d | f(¢) pro kaidé celé &islo ¢, je d < D. Je tedy
d = D, coz jsme méli dokazat.

Uloha 29. Je déna soustava r linedrnich rovnic

A%y + @a%y + ...+ Az, = 0,
ATy + Ay%s + e + A2y = O,
Ay X, + UraZy + + Ty = 0

08 neznamych Ty, Tyy ooy Xy Koeﬁclenty 11y Bygy <o e
dy, jsou redlnd é&isla, z nichz alesponi jedno je rtzné od

*) Pro ¢t >c¢ + k je rovno (Z: f), pro 1 < c¢ je rovno
(—1)e+ ( ¢ -,: _I:_T ‘L) & pro ostatni £ je rovno nule.
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nuly. DokaZte, Ze pokud jec r < s, existuji takova realna
¢isla x,, z,, ..., o, vyhovujici soustavé, ze kazdé lze
vyjadiit pomoci koeficienta a,,, ¢,,, ..., @, a operaci
séitani, odeéitdni a nasobeni a pilitom alespon jedno
z Gisel @1, @, . .., x, je rGzné od nuly.

Reseni. Jsou-li viechny koeficienty v prvnim sloupci
rovny nule, tj. a;;, = a, = ... = a,, = 0, vyhovuji
¢isla z, = ay,, kde a,, je néktery nenulovy koeficient,
Ty =3 = ... =% =0,

Zabyvejme se dale pfipadem, kdy alesponi jeden koe-
ficient v prvnim sloupei je nenulovy. Vzhledem k tomu,
Ze na potadi rovnic jejich FeSeni nezavisi, miZeme pied-
pokladat a;, % 0, aniZ bychom ztratili na obecnosti.
Budeme postupovat indukei podle poétu rovnic r. Pokud
r = 1, vyhovuji éisla 2, = a;y, 2, = —a,;, 3 = .
=2 =0. Bud nyni r > 1 a predpoklade]me Ze pro
r — 1 rovnic véta plati. Vechny rovnice aZ na prvni
vynasobime &islem a,,. Dostaneme tak soustavu

au(vl + d12x2 + P + al,.’E, = O,
A110n Ty + Gyyles®s + ... + @022, = 0,
10Ty -+ Q1@ Ts + .+ @410, = 0.
Odedteme-li od j-té rovnice a;-nasobek prvni rovnice
(pro vSechna j = 2, 3, ..., r), dospéjeme k soustavé
WXy + oy + ...+ a1 = 0,

bzz«'tz + oo + bgsz, = 0,

br2x2 + ...+ braxs =0,
kde by = a, 0 — a0, pro viechna2 <j <r,2<k<
< s.Snadno nahlédneme, Ze vynasobenim nékteré z rov-
nic nenulovym ¢&islem ¢&i pfidtenim nékteré rovnice k jiné
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rovnici dostaneme ekvivalentni soustavu. Posledni sou-
stava je tedy ekvivalentni soustavé, od niz jsme vysli.
Je-li alespoil jeden z koeficientt by, nenulovy, vyhovuji
soustaveé

basys + bogys + ... 4 brys = 0,

bysys + byays + ... + byy, = 0,

brz?/z + braya + ...+ bnys =0
podle indukéniho pfedpokladu &isla y,, y,, ..., y, tako-
v, Ze nejsou vesmés rovna nule a kazdé z nich lze vy-
jadiit pomoci séitani, odéitani, nidsobeni a &isel by, by,
.vvs by (a tedy téz disel ay;, a5, ..., ). To plati
i v pfipadé, kdy vSechny koeficienty by jsou nuly, pak
vyhovuji éisla y, = y; = ... = y, = a,, (nenulovy koe-
ficient). Tteti soustavé — a tedy i soustavé pavodni —

2 w2

vyhovuji éisla
Ty = G1Ys + Qualfs + o+ Ol
Ty = —0y\Yp, + oy Ty = —QyyYs -
Tim je dtkaz proveden.

Uloha 30. Redlnd funkce f(z) je v intervalu (a,b)
kladni a omezeni. DokaZte, Ze existuji &isla z, € (a, b),
z,€{a, b) takova, Ze

(@ — 21) fAxy) 1

F) > 1 (b — a) Ha) .

(Symbolem f2 (z) zna&ime (f (x))?).
Reseni. Piedpoklidejme, %e tomu tak nenf, tj. Ze pro
kazdou dvojici ¢isel z, €(a, b), z,€{a, b) je

(xs — ) f()) 1
—T éz (b — a) f(a)
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neboli
fzs) = 4z, — x,) [*(x,)

(b —a)fla) ’
a odvodime spor.
Definujme posloupnost {c,} takto:

atb
& =—5—)

Cn _c,,_,+ pron>1

pro n > 1 je zfejmé

atb a+b b—a b—a
< i !

gz =% 2 22 2 o
. b—2na£'a+b b—a b

2 2

(soudet geometrické fady). Pro kazdé pfirozené n je tedy
cn€{a, b).
Dokazeme indukei, Ze pro kazdé piirozené n je

f(ca) 2 2}(a) .

Podaff-li se nam to, dospéjeme ke sporu s omezenosti
funkce f v intervalu (a, b).
Pro z, = a, z, = ¢, podle pfedpokladu plati

fle) = S = P — apa).

Bud k& ptirozené &islo a piedpokladejme, Ze
fer) = 2(a) .

Potom je (poloZzime-li x; = ¢k, ¥, = Ciy,)

Yoo — ) o) _ (b —a) 27
fon) 2= —af@  ~~ G—af@ =

88



(b — a) 217*2%f¥(a)
- b—a)f(a)

Tim jsme s ditkazem hotovi.

= 2641f(a) .

Uloha 31. Funkce f jedné reilné proménné je defino-
vana v néjakém intervalu a pro kaZd4 dvé &fsla z, y z je-
jiho definiéniho oboru plati

f(x) 42- ) < /[-’v -2l- y],

Dokazte, Ze pro libovolnych n &isel x;, %, ..., 2,z jejiho
definiéniho oboru plati

f(xl)+f(z2)+ +f(17") éf[x1+xz+ e +xn].

n n

(Jde o tzv. Jensenovu nerovnost. Funkce f, které splnujf
uvedenou podminku, se nazyvaji konkdvni funkce. Pod-
minka se nazorné projevuje na jejich grafu (viz obrazek).
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Pokud funkece f nenf piili§ ,,divoka‘ (napf. pokud je na
néjakém intervalu lezicim v definiénim oboru shora
nebo zdola omezena), di se ukazat, Ze pro kazda dvé
disla z, y z definiéniho oboru dokonce platf, Ze viechny
body o souiadnicich [¢, f(t)], kde z =t < y, lezi ,,nad*
dsec¢kou o krajnich bodech [z, f(x)] a [y, f(¥)] nebo na ni.)

ReSeni. Pro » = 1 je platnost nerovnosti trividlnf
a pro n = 2 splyva s predpokladem,

Nejprve dokiZeme pomocnou vétu (1): Pokud nerov-
nost plati pro n = k, pak plati téZ pro n = 2k (k je libo-
volné piirozené ¢islo).

Postupné dostavame

e R e
’( 2k ]=
r, + ... + 2 Tpyy + -0 + X
+
_ k k >
) =
+ ..o 4z Troy + - -0+ T
f 2! + +1 2
- (=) F ]_2
= 3 =
) + ... 4 flx) + f@e) + oo+ fl@w)
k k
= =
= 2
fley) + ... 4+ flaw) .
B 2k

Dile dokaZzeme pomocnou vétu (2): Pokud nerovnost
plati pro n = k + 1, potom plati téZ pro n == k.
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Nejprve dostaneme

f[x1+...+xk]=

k
(zl-{- o+ xk+“’_1i7ﬂ)
= =
1 =
) + o+ f) + (2R
= kF 1
a odtud odedtenim k—:— i / [xl + k + zk] od obou
stran
./(xl)+--'+/(xk)< k f[xl—|—...—|—:vk]
T 1 =%F1 7
¢ili

ﬂw+nﬂwm<4%+m+%)
k = k )

Z pomocné véty (1) vyplyva podle principu matema-
tické indukce, Ze véta plati pro vSechna pfirozena &isla =,
kterd jsou mocninou (s pfirozenym exponentem) &isla 2.
Z pomocné véty (2) plyne podle principu matematické
indukece (viz cvié. 1.22), Ze pokud véta plati pro n = p,
pak plati pro vSechna 1 < »n = p. Odtud je ziejmé, Ze
véta plati pro kazdé pfirozené ¢islo n. Stadi totiz vzit
néjakou mocninu ¢&isla 2 vétsi nez » (napfiklad 27). Pro ni
véta plati a pro vSechna mensi piirozena ¢&isla (tedy
i pro n) také.
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(Myslence, na niz byl zaloZen tento dikaz, se fikdva
obrdcend nebo také zpétnd indukce. Pomocna véta (2)
(pfechod od k + 1 ke k) je totiz jakymsi obracenim
obvyklého indukéniho kroku (pFechodu od k ke k + 1).)

Jiné Fefent. Pro n =1 a n = 2 véta plati. Bud
k > 1, pfedpoklidejme, Ze pro n = k véta plati a doka-
Zeme ji pro n = k + 1. Postupné dostivame

f[xl—i— +a:k+1]=

k+1
=/[x1+.2.k.+wk+ml'~+—l‘+
k—D(xy+ ... +ayy) 4+ ...+ 2
+ (k1 1) ]=§ ( )+
Tiy (k—1)(x, + ... Zeyy)
[T E R 2
1 fz) + ... + flx)
= ! i +
| fw) + (6 — D[ e
T3 7 =
_fe) + .- + f®@4) E—1 2+ ... + Tey)
- 2k T 3% f( E+1 ]
Odtud ihned plyne
flz) + ..+ Haeyy) 4+ ...+ 2y,
: E+1 gf(l E+ 1 )
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Uloha 32. Pokud pro kazdéi (1 i Zn)je 0 < oy <
= m, potom

sin a; + sin ay + ... + 8in ay,
n

Ssin[a1+az+---+an]_

n

=

Dokaite.
Redeni. Pro n = 1 je véta trividlni. Pro n = 2 je

sin a; + sinay sin - + a5 cos XL %2
2 2 2

=

< sin

oy + ap
2

a nerovnost plati. Z toho vidime, e funkce sin z je na

intervalu (0, ) konkadvni. Véta plati v dusledku Jense-
novy nerovnosti (viz iloha 31).

Uloha 33. DokaZte, %e pro kaidé ptirozené » > 1 pla-
ti: JestliZe 0 <a; <@ prot=1,2,...,n, potom

Isin (z, + 23+ ... + 2,)| <sinz, + sinx, + ... + sinz,,.
ERedent. Pron = 2 je
|sin (z; + ;)| = [sin z, cos z, + cos z, sin z,| <
=< [sin 2| |cos x,| 4 [cos z,| |sin x,| < [sin z,| + |sin ;| =
=gin 2, 4+ sin z, .

Bud k > 1 ptirozené ¢islo a pfedpoklidejme, Ze pro
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n = k véta plati. Dokazeme ji pron = k + 1. Postupné
dostavame

Isin (x) + 2 + ... + Tp)l =
< |sin (x;, + @ + ... + x)| |cos xx,4| +
+ [eos (x, + x5 + ... + )| [sin 4] <

<|sin (®, + 2, + ... + ;)| + [sin 24| <

<sina, +sing, + ... +sinz;,, .
Uloha 34. Dokaite, ¢ pro neziporna ¢isla a,, a,, ...,
a, plati
a,+a oo HFa
Vo gttt

n

Reseni. Pro n = 1 se nerovnost redukuje na a, < qa,,
coz je pravda.

Bud k piirozené &islo, predpoklidejme, %e pro n = k
véta plati a dokazme ji pron = k + 1. Podle indukéniho
piedpokladu je

a,+ay+ ...+ @, = kl/ala2 e G Gy .

Staéi tedy dokazat nerovnost
E+1

k
kl/altz2 et a2+ 1) ]/a,a2 R PR

Je-li a,,, = 0, tato nerovnost zfejmé plati. V piipadé
ax., > 0 je ekvivalentni nerovnosti

k k+1

kV——“‘“2 By > (4 1) l/———“‘“2 e
Q11

Qg t1
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Oznadime-li
Kk+1)

a1ty ... Ay

P )
Ay 41

nabude posledni nerovnost tvaru
k™ + 1 = (k4 1) o*,
coz je ekvivalentni s
k+Datz—1) =21 —1.

Ukéazeme, e tato nerovnost plati pro kaZdé redlné
x =0, Pro x = 1 je jeji platnost zfejma (nastiva rov-
nost). Pro « > 1 dostaneme ekvivalentni nerovnost
ZEt 1

z—1

r =

k4 1) 2% = g Ry o U

Ponévadz v tomto ptipadsé je

x>l > > > 1,
nerovnost plati. Zbyva vySetiit ptipad x < 1. Zde do-
staneme

4+l sar+ b4+ ... +241

a ponévadZ

<l <z<],
nerovnost také plati. Tim je dukaz proveden.

2. fedeni. Pro n = 1 je platnost nerovnosti zfejma.
Bud k pfirozené &islo a predpoklidejme, Ze pro n = k
nerovnost platf. DokéZeme ji pro n =k + 1.

Oznadéme
4 = a + a4+ ...+ Gy .
E+1
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Aniz bychom ztratili na obecnosti, mazeme pfedpokla-
dat, Ze éisla a,, a,, . .., a;,, jsou vzestupné uspofidana,
takie
al——A _S_O, akH—A = 0.
Je tedy
Gty = (@ — A) (@4, — A4) +
+ Ay, + aryy — A) < A(ay + oy — 4).

Podle indukénfho ptedpokladu platf
k
V(“l + a’l.‘|-1 _A)ag vos A é
< (a’l+a’k+1_‘A)+a2+...+ak :A
- k
a tedy

(a,—{—akH—A)a,...ak éAk.

Odtud jiZz plyne, pouZijeme-li pfedtim odvozenou ne-
rovnost pro a,a;,,, Ze

. @8y .. Ay, = AFH
neboli
k+1 ]
— data+ ... +a
Vaaz - @i g' L 2k+1 )

co? jsme méli dokdzat.

3. fedeni je podobné piedeslému, jen se pracuje
8 druhou stranou nerovnosti.

Pro » = 1 nerovnost plati. Pfedpoklddejme, Ze plati
pro n = k a dokaime ji pro » =k 4+ 1. MiZeme se
omezit na piipad

0<@, =0, ... St SOy,
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takZe
a,—G <0, a,,—G =0,
k1
kde G = l/ala2 R PO
Je tedy
0 = (& —C) (@ — @) +
+ G (@ + an—G) =G (e + ay—G).
Podle indukéniho piedpokladu
k

G':—-Vazas...a,ka—‘tg‘i <
a,y
a;+a;+ ... +ak+—‘@—‘i

= k
a tedy

0@y 11

G=Za,+a+ ... +a +T.

Prihlédneme-li k nerovnosti pro a,a,,, kterou jsme
predtim odvodili, dostaneme dokazovanou nerovnost.

4. fedent. Pro n = 1 véta plati. Bud k piirozené &islo,
pfedpoklidejme, Ze pro n = k véta plati a dokaZme ji
pron =k + 1.

Nejprve provedeme pomocné tvahy. Jsou-li p, ¢ ne-
zapornd realna éisla, platf

P—)p—g =20

a tedy
P+ ¢ = pet 4 piq.
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Z této nerovnosti plyne pro nezaporné &isla 2, %, ...,
Tk +1

Mt + 2"+ ad)) = @+ AT +
+ @ + z’;“) + o+ @ i) +
+ @+t + .+ (zz“ + @) + ..+
+ (@ + ) = (wad + whwy) + (2,05 + ) +
+ o @@+ V) + (@2 4 2m) .
.+ (ﬂizx’le + xIZ‘xk+l) + ...+ ($Lx£+1 + Thapy) =
=z (2 + x5+ ... + @) +
+ et bk i)
c At (@ 2 L k)

Budte nyni diana neziporna &fisla a,, ag, ..., Gry.
Polozime-li v nerovnosti, kterou jsme pravé odvodili,

k1l B+l k+1
& = Vau y Xg = V“z, ey Tppt = Vak+1

a pak uZijeme induk&nfho pfedpokladu, vyjde
ka, + a3+ ... + @) =

1 k k k
k1| k+i k+1 Prey S
= ("’2 +a +...+a k+l]
[ E k 1
ErL| ki I¢+1 h+1]
+ df +agt et
1k k. 3
k+1| k+1 k4l ey =
.+ak+1[1 + a, + ... +a ]—
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P
= k(e + 1) Va1a2 e Oy,

coZz dava dokazovanou nerovnost,

5. fedeni. Pro n = 1 véta plati. Bud k& pfirozené ¢&fslo,
predpokladejme, 7e véta plati pro n = k a dokaZme ji
pro n =k -+ 1. Bez ijmy na obecnosti muZeme pfed-

poklidat, Ze a;., je nejvétsi z é&isel a,, a,, ..

Oznadime-li
A, — ay + @+ ... + &
| ’
k
a, + a, + ...-{—a,,.HH
E+1

Ak+1
a polozime-li

I

b=y — Ax,

bude b =0a
A _kAk+ak+1_kAk+Ak+b=
HMLTTTEET F+1
b
:Ak—i—mo

Podle binomické véty je
b et
afi=(a+ ) =
b
+1

IIV

k+1+(k+l)Akk +

AT 4 A3b = A (A + B) = Ak, =

= a8y ... Oy,

.y ak'fl .

(posledni nerovnost je disledkem indukéniho piedpo-

Kladu).
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6. Feseni. Je-li nékteré z Gisel a,, a., ..., @, rovno nule,
je platnost dokazované nerovnosti zfejma. Jsou-li vie-

chna raznd od nuly, poloZme pro kazdé ¢ =1,2, ..., n
ay
x; = —
]/nla2 S,
Cisla z,, 2, ..., , jsou kladnd a plati proné z,z, ...

. z, = 1. Podle véty, kterou jsme dokizali v tloze 4,
je pak
xl+x2+ +xn 2”7

co? okamiité diavi nerovnost, kterou dokazujeme.

7. fedeni. Pro n = 1 véta plati. Pro n = 2 nabyva
nerovnost tvaru
a, + a,

o = %
a je ekvivalentni s nerovnosti
jejiz platnost je ziejma.*)

*) Uvédomte si, Ze pro n = 2 plyne nerovnost také z Eukli-
dovy véty o vySce (viz obrizck).
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Funkece log x (na zakladu nezdlezi, je-li vétsi nez 1) je
definovana. pro viechna z > 0 a je v tomto intervalu
rostouci, tj. pokud 0 < x < y, je log z < log y. ProtoZe
prox > 0,y > 0 je

ny é-ﬁl ,
2
plati

+

%]Oﬂ_ log ny S log Y.

a funkce log z je tedy konkavni. Podle Jensenovy ne-
rovnosti (iloha 31) je pro kladna ¢&isla a,, a,, ..., a,

e

a,+a,+...+ a,

n

= log

a tedy téz

— a,+a,+ ... +a
Vaa Oy =2 L L
1“2 n

Jesté jinak je tato dilezitd nerovnost mezi tzv.
aritmetickym (vpravo) a geometrickym priamérem (vlevo)
odvozena napf. v 39. svazku této edice, v brozufe A. Kuf-
nera Nerovnosti a odhady z r. 1975.

Uloha 35. Abeceda se sklidé z n druhii pismen. Urde-
te maximalni délku slova, které z ni jde sestavit tak, aby
byly soudasné splnény podminky:

(A) pismena téhoz druhu nejsou vedle sebe,

(B) vynechanim pismen nelze dospét ke slovu p,p,p,p,,

kde p,, p, jsou pismena ridzného druhu.
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EReseni. Slovam, ktera vyhovuji obéma podminkém,
budeme fikat ptipustnd slova. Je ziejmé, Ze ze slova
spliiujiciho podminku (B), dostaneme vynechianim pfs-
men slovo, které opét spliiuje podminku (B). Déle si
uvédomme, Ze kaZzdé pripustné slovo obsahuje takové
pismeno (oznadéme je p), Ze v ném u% dalSi pismena toho
druhu nejsou. Kdyby totiz kazdy druh vyskytujici se
ve slové, byl zastoupen alesponi dvéma pismeny, vezmé-
me dvé pismena stejného druhu, ktera jsou sobé nejblize
(oznaéme je 7). Ta nemohou byt vedle sebe, to by odpo-
rovalo podmince (A). Vezméme néjaké pismeno, které je
mezi nimi (ozna¢me je s). Dalsi exemplife pismene s uz
nemohou byt mezi nimi, nebot by si pak obé pismena s
byla bliZze neZ uvaZovana pismena r. Vynechinim vsech
ostatnich pismen bychom dosli tedy ke slovu r s » s nebo
s r s r, coZ odporuje podmince (B).

Slovo p,ps. . . Pu—yPuPn_y-- - PP, je ziejmé piipustné
a ma délku 2n — 1. DokédZeme, Ze Zidné delsi pFipustné
slovo neexistuje. Budeme postupovat indukei podle
podétu druht pismen »n. Je-li » = 1, je p, jediné ptipustné
slovo. Bud % ptirozené &islo a predpokladejme, Ze nej-
delsi ptipustné slovo obsahujici £ druht pismen ma délku
2k — 1. Bud nyni ddno néjaké piipustné slovo slozené
z k + 1 druhi pismen, které ma délku alespon 3. Oznad-
me p pismeno, které se v ném vyskytuje jen jednou. Ro-
zeznavejme t¥ plipady:

1. Je-li p na kraji slova, pak jeho vynechanim dostane-
me piipustné slovo.

2. Neni-li p na kraji slova a souscdni pismena jsou razné-
ho druhu, pak jeho vynechanim dostaneme ptipustné
slovo.

3. Neni-li p na kraji slova a sousedni pismena jsou stejné-
ho druhu, pak vynechinim pismene p a jednoho sou-
sedniho pismene dostaneme pfipustné slovo.
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Tim jsou vSechny moznosti vyéerpiny. V kazdém
piipadé vznikne popsanym vynechénim slovo sloZe-
né z k druhl pismen, a to ma podle indukénfho pfed-
pokladu délku nejvyse 2k — 1. Slovo, od kterého jsme
vysli, nebylo tedy delsi nez 2k - 1. Tim je dikaz pro-
veden,

Uloha 36. KaZdy ze svatebnich hostit se zné alespoi
s polovinou ostatnich hostd. DokaZte, Ze se hosté mohou
posadit kolem kulatého stolu tak, aby se kazdi dva
sousedé znali.

Redeni. Polet hostti oznadme n. Kafdy host se tedy
znd alespon s n/2 ostatnimi hosty (pokud je » liché
minfme tim, Ze se zna alesponis(n + 1)/2 hosty). Nejprve
dokazeme pomocnou vétu:

Lze-li r osob posadit na pfimou lavici tak, aby se
kazdi dva sousedé znali a aby kaZdy krajnik se znal
alespoil s r/2 ostatnimi osobami, potom je lze posa-
dit kolem kulatého stolu tak, aby se kazdi dva sou-
sedé znali.

Dikaz. Otislujme osoby tak, jak sedi na lavici zleva
doprava Ly, L,, ..., L,. Pokud se krajnici L, a L, znaji,
muZeme osoby rozesadit kolem stolu v tom poradi, jak
sedi na lavici. Necht se L, a L, neznaji. Ozna¢me M
mnoZinu viech znamych krajnika L, sedicich na lavici
a N mnoZinu v§ech, kdo zprava sousedi s néjakym zna-
mym krajnfka L,. MnoZina M méi podle predpokladu
alespofi r/2 prvki. MnoZina N m4 také alespoii r/2 prvka,
nebot na lavici sedi alespon 7/2 zndmych krajnika L,
a mnoZina N se skldda z jejich sousedu zleva. Mnozina

MUN mé nejvyse r — 1 prvkd, nebot L, ¢ M, L ¢ N,
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MnozZiny M, N maji tedy neprizdny pranik; necht
Lie MOAN. Posadime-li osoby kolem stolu v pofadi

Ll, L2, e ey L,'_l, Ly', Ln Lr—p RN LJ'+1:

kazdi dva sousedé se znaji. Pomocni véta je doka-
zana.

Nyni staéi dokazat, Ze n hostl lze posadit na lavici
tak, aby se kaZdi dva sousedé znali. Budeme postupovat
indukef. Vyberme libovolné jednoho hosta a vedle ného
posadme nékterého z jeho znamych. Bud 2 < r < n
a predpokladejme, Ze na lavici jiz sedi r hostu tak, Ze
kazdi dva sousedé se znaji. Ukazeme, jak k nim posadit
(r + 1)-tého hosta tak, aby se kazdi dva sousedé znali.
Pokud se néktery z dosud neusazenych hosti zna s né-
kterym z hostd, ktefi sedf na kraji, posadime ho na kraj
vedle ného. Dejme tomu, Ze tomu tak neni. Pak jsou
vSichni znami kazdého z krajnikidl jiz na lavici a tedy
r> n/2. Hosté na lavici dile spliiuji predpoklady
pomocné véty a proto je lze posadit popsanym zptisobem
za kulaty stial; necht tam sedi v pofadi Hy, H,, ..., H,.
Vezméme libovolného hosta H z dosud neusazenych
hostu. Téch je n — r < n/2, a proto se H zna alespon
s jednim hostem za stolem, napf. s H; (je 1 <j <r).
Posadime-li hosty H,, H,, ..., H,, H na lavici v poradi

HH,H;, .. H,H,H,y, ... H_,
budou se kazdi dva sousedé znit. Tim je dikaz proveden.

Uloha 37. Je ddno n = 4 bodt v rovind takovych,
Ze kaZdé &tyfi z nich jsou vrcholy konvexniho é&tyf-
dhelnika. Dokaite, ze jsou to vrcholy konvexniho
n-dhelnika.
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Redeni. Pro n = 4 véta z¥ejmé plati. Bud k = 4 p¥i-
rozené &fslo. Predpokladejme, %e pro » = k véta plati
a dokaZme ji pro n = k + 1. Zvolme libovolny bod
z k 4 1 danych bodu a oznadme ho 4. Ostatnich & boda
jsou podle indukéniho pfedpokladu vrcholy konvex-
niho k-dhelnfka. Oznadme ho K a prodluzme jeho
strany (sledujte obrazek). Bod A lezi uvniti nékterého

z vysrafovanych trojihelniki. (Jinak by totiz existo-
valy tfi vrcholy k-uhelnika K, které by nebyly spolu
8 bodem A vrcholy konvexniho é&tyfdhelnika.) Odtud
je zfejmé, Ze uvaZovanych k 4+ 1 bodi jsou vrcholy kon-
vexnfho (k + 1)-tihelnika.

Uloha 38. V roviné je dén konedny podet primek.
Oznaéme a podet pruseéikii téchto pfimek, b podet dasti,
na né% jsou piimky prisedfky rozdéleny, a ¢ podet &asti,
na néz pHmky rozdéluji rovinu. Dokaite, 2e a — b +

+c =1,
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Redent. Je-li piimka pouze jedna, je @ — 0, b = 1
a ¢ = 2, takZe véta plati. Bud p pfirozené &islo a v ro-
viné bud dino p pfimek. Predpoklidejme, %e pro né
véta plati. Sestrojme (p + 1)-tou p¥imku (nakreslete si
obrazek). Potet jejich praseéiki s pivodnimi p primka-
mi ozna¢me k. Pro kaZdy z nich oznaéme r; (2 = 1, 2,
..., k) podet pavodnich p piimek, které jim prochazeji.
(Je-li ¢ z pvodnich p pfimek rovnobéinych s (p -+ 1)-tou
piimkou, bude

rntr+...+nt+qg=mrp

ale to nebudeme potiebovat.) Oznatme jesté j podet téch
r;, ktera jsou rovna 1 (jinymi slovy podet téch piivod-
nich p ptimek, které se s (p 4+ 1)-tou pfimkou protinaji
v bodé, jimZ uZ Zadna jina piimka neprochazi). Je zfej-
mé, Ze po sestrojeni (p + 1)-té primky se polet prisedi-
ki zvétsil o j a podet dasti roviny o £ + 1. Podet &asti
piimek se zvétsil o k + 1 (¢asti (p 4 1)-té pfimky) a jesté
o j (ptivodnich p piimek), celkem o k& 4+ § + 1. Vidime,
Ze &islo @ — b + ¢ se nezménilo a véta platii prop 4 1
ptrimek.

Uloha 39. V prostoru je dino » = 3 bod{, pro néz
plati, Ze kazdé tii z nich uréuji trojahelnik, v némsz je
jeden thel vétsi nez 120°. Dokazte, Ze tyto body lze
oznalit pismeny 4,, 4,, ..., 4, tak, aby pro kazdé
1 €17 <j <k < n byl thel 4;4,4, vétsi nez 120°.

EBeent. Pokud budeme mluvit o bodech, budeme minit
body zadané v textu tlohy, pokud budeme mluvit o troj-
thelnicich, budou to trojihelniky, jejichz vSechny vrcho-
ly jsou tyto body, a pokud budeme mluvit o thlech,
pijde o vnitini Uhly téchto trojihelniki. Je ziejmé,
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Ze kaidy ihel je bud mendi nez 60 nebo vétsi
nez 120°,

Jestlize viechny 1ihly s vrcholem 4 jsou mensi ne% 60°,
fekneme, Ze bod A4 je ostry. Zfejms existuji nejvyse dva
ostré body; kdyby existovaly tfi, pak by uréovaly troj-
uhelnik, jehoZ vSechny vnitini uhly by byly mensi ne%
60°. Vezméme néjaké dva body (oznadme je B, C), které
maji maximalni vzdjemnou vzdélenost ze vSech dvojio
bodi. Budte D, E dva body rtzné od bodu B. Zfejmé
je <t BDC > 120° a tedy < DBC < 60°. Podobné
X BEC > 120° a tedy < CBE < 60°. Je tedy

X DBE < < DBC + < CBE < 60° + 60° = 120°,

¢ili dokonce <X DBE < 60°. Analogicky dokaZeme, %e
pro kazdé dva body F, G rtzné od bodu C plati < FCG
< 60°. Dosli jsme k tomuto zavéru: Existujf pravé dva
ostré body. Jsou to body, které maji nejvétsi vzajem-
nou vzdalenost.

Po predbéinych uvahich piikrodime k feeni ilohy.
Dokdzeme o néco vice: body lze oznaéit tak, jak je
uvedeno v textu tlohy a pfitom jesté A4,, 4, budou ostré
body. Budeme postupovat indukeci podle poétu bodi.
Pro n = 3 dokazovana véta zfejmé plati.

Bud ¢ pfirozené &islo a piedpoklidejme, Ze véta pro
né plati. Méjme nyni ¢ + 1 bodi. Mezi nimi jsou dva
ostré, oznaéme je A, a A,,. Podle indukéniho piedpo-
kladu lze ostatni body oznadit pismeny 4,, ..., 4, tak,
aby prol £1i <j <k <¢tbylo & 4,4;4, > 120°.
Zbyva dokdzat, Ze pro 1 <17 < j < tje X Aididy >
> 120°. Protoze body A4,, A, jsou ostré, je
X 4,4;4,,, > 120° pro kazdé 1 < § =< f. Bud nyni
1 <1< j =t a uvaiujme trojihelnik A4;4;4,,;. Ten
md pii vrcholu A;,, dhel mensi nez 60° (nebot 4,,, je
ostry bod). Kdyby byl thel pti vrcholu A; vétsi nez 120°,
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pak by v ¢tyfsténu (piipadné degenerovaném) 4,4,4;4,.,
byly vSechny tfi Ghly pii vrcholu 4; vétsi nez 120°, coz
nenf moiné. Je tedy <X A4;4;4,,, > 120° a dikaz je
proveden.

Uloha 40. Ve mésté jsou alespon tii kiiZovatky. Pro
libovolné tii rizné kiizovatky A, B, C plati, z2e z A do B
se lze dostat jinudy nez ptes C. DokatZte, Ze pro libovolné
dvé ruzné krizovatky X, Y plati, 2e z X do Y se lze
dostat dvéma cestami, které nemaji kromé X, ¥ Zidnou
spole¢nou kiiZovatku.

Reseni. Takové cesty, na nichZ se nékterou kiizovat-
kou prochazi vicekrat, uvaZovat nebudeme. Kazda cesta
z jedné kfiZovatky na druhou je charakterizovana po-
sloupnosti viech kiiZovatek, kterymi prochazi, a bude-
me ji tak také zapisovat. Tak napi. cestu z B do § pfes
Z,, Z,, ...,Z, (vtomto potadi) oznadime (R Z,Z,. . .Z,8).
Budeme postupovat indukei podle poétu kfiZovatek na
cestach mezi dvéma kiiZovatkami.

Necht X, Y jsou dvé kiiZovatky takové, Ze existuje
cesta (X, Y), tj. cesta neprochazejici zadnou dalsi kfi-
Zovatkou. Uvazujme jeSté treti kiiZovatku Z. Podle
pfedpokladu véty existuje cesta (X ... Z) neprochazeji-
ci kiizovatkou Y a ddile cesta (Z ... Y) neprochdzejici
kfizovatkou X. Jejich sloZenim dostaneme cestu
(X...Z...Y). Pro dvojice bezprostiedné spojenych
kiiZzovatek tedy véta plati.

Bud & > 1 pfirozené ¢&islo a pfedpokladejme, Ze véta
plati pro vSechny dvojice kiiZovatek takové, Ze néjaka
cesta mezi nimi obsahuje pravé k kiizovatek. Dokazeme
ji pro dvojice kiiZzovatek takové, Ze néjaka cesta mezi
nimi obsahuje k& + 1 kfiZzovatek. UvaZujme dvojici X, ¥
a cestu (X4, ... 4,_,7). Podle indukénfho pfedpokla-
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du existuji cesty (A4,B,... B.Y) a (4,C, ... C,Y), které
nemaji Zadnou kiizovatku spolednou.*) Dile podle pied-
pokladu véty existuje cesta (XD, ... DY), ktera nevede
pres kfizovatku 4,. Pokud tato cesta nema Zadnou kii-
Zovatku spoleénou s cestou (4,8, ... B,Y) nebo s cestou
(A4,C, ... C,Y), pak cesty (XD,...D,Y) a (XA,B, ...
... B,Y) nebo (XA,C, ... C,Y) nemaji Zadnou kiiZovat-
ku spolednou a jsme hotovi. V opatném piipadé (viz
obriazek) uvaZujme prvni spolednou kiiZovatku cesty

(XD,...D,Y) s cestou (4,B,... B.Y) nebo (4,C,...
... G,Y), napt. D; = C;. Pak cesty (XD, ... DiC; ... C,Y),
(X4.B, ... B,Y) nemaji zidnou kiiZovatku spole¢nou.
Diikaz je proveden. (Tim, Ze jsme prvni spolednou kfi-
Zovatku uvazovali na cesté (4,C, ... C,Y), jsme ne-
ztratili na obecnosti.)

Uloha 41. Je ddn konedny podet ¢tvercit, soudet jejich
obsahi je 1. Dokaite, Ze se viechny daji umistit do étver-
ce, jehoZ obsah je 2, tak, aby se nepfekryvaly.

*) Samoziejmé riznou od 4,, Y. To nebudeme zdiraztiovat.
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. . . . iy v
Reseni. DokaZeme vétu o néco obecndjsi: Bud n piiro-
zenélisloac = b =2a, = a, = ... = a, > 0redlnd disla

. b
takova,Zzead + a: 4 ... + @ < ?c . Potom lze n &tver-

b
D ~ — \C
¢
F Hee ] E
a, a, am
¢l se stranami a,, @,, ..., @, umistit do obdélnika o stra-

nach b, ¢ tak, aby se nepfekryvaly.

Budeme postupovat indukei podle poétu étverci. Pro
n = 1 véta ziejmé plati. Bud k¥ > 1 piirozené éislo
a pfedpokladejme, Ze pro viechna n << k véta plati. Do-
kaZeme, Ze pak plati i pro n = k.

Ukazeme, jak se do obdélnika ABCD o stranich
AB = b, BC = c vejde k &tvercu (sledujte obrizek).
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Ke strand AB budeme od vrcholu A postupné umisto-
vat po fadd tésnd vedle sebe podle velikosti uvazované
¢tverce, dokud to piijde. Podet &tvercil, které se podatilo
umfstit, oznaéme m. Je tedy

@4+ .t anSh
a (v ptipadd m < k)
a;,+a+...+a,+an,>0b.

Je-li m = k, jsme s diikazem hotovi. Bud tedy nadale
m < k.

Je-li

a§+a§+---+aﬁ._%ﬁ,
potom

Gt + ... +af s )

a podle indukéniho ptedpokladu lze &tverce o stranich
Gnm41s - > G umistit do obdélnika FECD a jsme hotovi
Soustiedime se tedy na p¥ipad

ab
@2 +alt..+ak <—2.

2
Viimnéme si, Ze v tomto pFipads je m > 1: Kdyby totiz

bylo a, + a; > b, bylo by a, >%a tedy a2 > aéb

a to odporuje pfedpokladu dokazované véty. Daile si

viimnéme, Ze a, < %: Kdyby totiZz bylo a,, g“—; )
bylo by
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@4 ...+ ad g-‘;—‘(a2+ oot )

a protoZe
a2y >ab—a—a—...—a),
&ili
a
a% >Tl(b—a2—..._am) ’
platilo by
. . . ab
al+a2+...+am>T

a to odporuje piedpokladu.
Oznalme j nejvétsf index takovy, Ze

a4+ a:+ ...+ a} g——“‘(b;“zl) .

V naSem piipadé je ziejmé& j = m. Viimnéme si, Ze

a2 MO mb—a)

v 2

a tedy podle indukéniho pfedpokladu se étverce o stra-
nach a,, ..., a; vejdou do obdélnika GBEH. Pokud je
j = k, jsme s dikazem hotovi. Zbyva vyiesit pfipad

j < k. Ponévadz

ai+a+...+af=ai+a}+...+af + a1 —af >

a,(b+ a a,b a?
>1(Tl)——a}+l= é +~2i—af+12
ab a? a,b
>V 4 1 g2~ 7
Z + ) m > 3
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. o . @
(poslednf nerovnost je disledkem nerovnosti T‘ = an,

kterou jsme odvodili d¥ive), plati

be b blc —
af+1+...+a§<_2-_ aé _ (Gzal)

a podle indukénfho pfedpokladu se &tverce o straniach
@i4y, --., @ vejdou do obdélnika FECD. Tim je dikaz

proveden.
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5. kapitola

NAVODY KE CVICENIM

1.5. Pouiijte vysledku cvié. 1.4,
1.6. Pouzijte vysledku cvid. 1.4.

1.7. Poutzijte vysledku cvié. 1.4 a Heronova vzorce pro
obsah trojuhelnika: Ma-li trojihelnik strany a, b, c,
poloviéni obvod o a obsah p, je

P =Vo(o—a) (0 —b)(0o—c).
1.8. Aplikujte vétu z tlohy 4.
1.12. Pouzijte vzorce

1
e

1 1 1
e )or ) )
1.13.e) Podle vzorce pro tangens souétu uhla plati
tg(k+1)a—tgka
1+ tg(k+ 1) atgka
Vyjadiete odtud tg ka tg (k + 1)a.

a,1’+2 +

tga =tg [(k + 1) — ka] =

1.15. Idea je na obrizku na nasledujici strance.

2.6. Ukaite, Ze posloupnost definovana uvedenym
vzorcem vyhovuje rekurentnimu vzorci pro Fibo-
nacciovu posloupnost.
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2.8.

2.9,

Odvodte rekurentni vzorec. Jiné feseni: Urdete,
kolik existuje vlajek s uvedenou vlastnosti, které
maji pravé k ¢ervenych pruhia. Pak séitejte pres k.
Naleznéte souvislost mezi rekurentnim vzorecem
odvozenym ve cvideni 2.8 a rekurentnim vzorecem
pro Fibonacciovu posloupnost. Pak uzijte druhé
feSeni cvié. 2.8. Jiné feseni: Ukaite, Ze posloupnost
definovani uvedenym vzorcem vyhovuje rekurent-
nimu vzorci pro Fibonacciovu posloupnost.

S

Y

2.17.Z vyjadtent

a—J?3
Jn+l = Jn(l + _W]

nejprve odvodte, Ze {J,,,} je zdola omezend a ne-
rostouci posloupnost.

2.21. Ozna¢me body A4,, 4,, ..., 4., tak, jak jdou na

3.1.

kruZnici za sebou. Nejprve ukaite, Ze bod 4, miZe
byt spojen pouze s bodem se sudym indexem. Pak
vyjadiete, kolika zpisoby lze provést spojovani
tak, aby bod A4, byl spojen s néjakym pevnym
bodem. To vede na rekurentni vzorec.

Sta¢i dokazat pro koneéné podmnoziny.
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3.3. Dokazujté nerovnost

1 1 1
whet Ty s

kde a je vhodné konstanta.

1 a
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1.4.

1.5.

1.6.

6. kapitola

RESENI CVICENT{

V plipadé z, = x, = ... = x, = 1 nastdvéd rovnost.
V opeéném piipads zjistime, projdeme-li duikaz, %e plati
ostra nerovnost.

Oznealme strany obdélnika a, b, jeho obvod o a obsah p.
Podle cvié. 1.4. nastane v nerovnosti

G b
VT =+ V—E =2
&ili
41/; S0

3

rovnost v pfipadé ¢ = b, kdy bude p = ;—6, zatimeco
]

v piipads @ » b bude p < 1—06 Nejvétsi obsah mé tody

étveree. (Misto odvoléni na cvié. 1.4. jsme mohli piimo
diskutovat nerovnost (Va — Vl;-)’ = 0).

Oznaéme hrany kvddru a, b, ¢, jeho objem o a povrch p.
Podle cvideni 1.4. nastane v nerovnosti

ab ac be

+ + 3 z3
Va‘b’c'

3 3
l/azb’c’I Va’b"'c’

éili
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1.7,

1.8.

1.9.

P = 60?

rovnost v pfipadé a = b = ¢, kdy bude p = 603, zatimco
jinak bude p > 602 Nojmensi povrch md tedy krychle.

Oznaéme strany trojihelnika a, b, ¢, polovinu jeho obvo
du o a obsah p. Podle Horonova vzorce je

p=Jo0—a)(o—b)(o—o).
Podle cvié. 1.4. nastano v nerovnosti

o—a

3 +
Jo—ayw—by(0c—o
—b
+3 - +
Jo—a)(o—b) (0 —¢)
o—¢
+ =3

3
Joe—aye—b)e—o
neboli
27p? < ot

rovnost pravé kdyz ¢ = b = c. Nejvétsi obsah mé tedy
rovnostranny trojihelnik.
z, Tpoy Ty, .
Gisla —-, 2, ..., =2, Z2 jsou kladné a jejich sou.
T2 Ty Ty T
éin je 1. Podle véty z tulohy 4 neni jejich soucet mensi
nez n.

Dvéma zpusoby: 4.2,50 + 9.0,30 a 1.2,50 + 34.0,30.

1.10. Nap¥. u é&tveredki vedle sebe v tomtéz Fédku.

1 1
l.ll.Prom=0jea"‘+;;=2aprom<0jea"‘+a—m=
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1.12.

1.13.

1
— coZ je celé &islo podle véty z wlohy 7.

=ag™ |

Pro m = 1 plati véta. Pro m = 2 také, nebot

1 1)
@+ = a+—]—2.
a a

Bud p pfirozené ¢&islo a predpokldédejme, %e pro m = p
iprom = p + 1 véta plati. Pro m = p 4 2 dostdvédme

a?v+? +

1 1
= gv+? - g — — =
art? ¢ + agp+? ta a? @ av

= ap+1+_l_)a+_l___av+i
ar+t [ a?
To je podle indukéniho pfedpokladu celé é&islo.

a) Pro jednu kruZnici véte plati. Bud p pfirozené &islo
a necht véte plati pro p kruzZnic. Je-li ddno p + 1 kruZ-
nic, obarvéme nejprve dvéma barvami &4sti, na né%
délf rovinu nékterych p z nich. Potom vyméiime barvy
uvnitf (p + 1)-té kruznice.
b) Pro n = 1 véta plati. Bud p ptirozené &islo a necht
pro p p¥imek véta plati. Bud déno p + 1 p¥imek. Zvolme
jednu z nich. Ta protind ostatnich p pfimek v p raznych
plp+1)

2
tasti, na ndéz dé&li rovinu ostatnich p pfimek; p + 1 p¥i-
mek tedy déli rovinu na

pp +1) PrLe+Y

1 1=
2 +1+p+ 2

bodech a prochézi tedy pravé p + 1z +1

1
Edati,

¢) Pro n = 1 véta plati. Bud p pfirozené &islo & necht
pro n = p véta plati. Pro n = p + 1 plati
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11742 4 12241 = ]].117+ | 144.12% =
= 144 (119+! 4 12%-1) — 133.117+,

Podle induké&niho pfedpokladu je prvni séitanec délitelny
gislern 133 a véta tedy platiipron = p + 1.

d) Pro r = 1 véta plati. Bud p pFirozendé éislo a predpo-
klédojme, Ze pro r = p véta plati. Pror = p -+ 1 dosté-
vémo (z; + ... t )= (2, + ... + 3,0 + 254y +
+ 2xya(zy + ..+ z) S ol + .+ ) + 2ga, +
+2,,(@ + ... +a) =@+ D@+ ... +apy)—
—x— .. — 2y —pagyy + 2 + .. 7y =
=@+ D@+ ... Fape)— @ — ) — ..
— (@ —@p)* S0+ 1) (] + ... + xppy).

e) Pro n = 2 jde o rovnost

tg 2a
tg o

tg « tg 2a = —2,

Dosadime-li do ni podle vzorce

zjistime, %e plati. Bud nyni p > 1 pfirozené &islo a pied-
poklddejme, %e pro n = p véta plati. Podle vzoreo pro
tangens souétu dhla plati

tg(p + 1) a —tg pa

1 +tg(p + 1) atgpa

tga=1tgl(p + )a—pa] =

a odtud plyne
tg(p +1)a—tgpa

tgpatg(p + 1) a = 1.
tg o
Pron = p + 1 dostdvédme
tg pa
tgatg2a + ... +tgpatg(p +1)a = —p +




tg(p + 1) a —tgpa tg(p + 1)«
—_ = = .
+ 2o T (p+1)

1
f) Pro n = 2 jde o nerovnost 3 <7y=¢° ta plati. Bud
7

p > | pkirozend é&islo a predpoklddejme, %e pro n = p
nerovnost plati. Vyndsobme obé joji strany <&islem

2 1

Pt . K tomu, abychom dokédzali platnost véty pro
2p + 2

n = p + 1, stadi dokdzat nerovnost

2p +1 1
<
e +2)3p+1 V3 + 2

To se ném snadno podafi.

— 1 —
g) Pro n = 2 jde o nerovnost V2 <1 +—l—/: < 2 V2 ata,
2
jak se snadno presvédé&ime, plati. Bud p pfirozené ¢&islo
a piedpoklddejme, e pro n = p nerovnost plati. Pfists-
1
me k ni ———— . K tomu, abychomn dokdzuli platnost
p+1
véty pro n = p + 1, stad{ dokdzat nerovnosti

Vp+l§Vp+—_l= 2)/p + <2)p +1.
Jp+1 VP

To je snadné.

h) Pro » = 3 véta trividlné plati. Bud p = 3 pfirozené
¢éislo a pfedpoklddejme, Ze pro viechna pfirozend k tako-
vd, 26 3 =k < p, véta plati. Uvazujeme konvexni
(p + 1)-dhelnik a v ném maximaélni po&et uhloptiéek,
které se uvnitf ndho neprotinaji. Zvolme nékterou
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1.14.

1.15.

122

z nich. Ta rozdéluje (p + 1)-ihelnik na dva konvexni
mnohouhelniky, z nichZ jeden mé v vrehold a druhy p —
—v +3vrecholy 3 =v<patedy 3 =p—ov +3=
=< p). Pavodni uhlopfi¢ky se tak rozpadnou na dvé &ésti
podle toho, v kterém z mensich mnohothelniki leZi.
KaZdd ¢dst je pfitom maximédlni soustavou thlopt ¢ek
ptislusného mensiho mnohoihelnika (jinak bychom
dosli ke sporu s maximalitou v pivodnim mnohovhelni-
ku). Podle indukéniho pfedpokladu je jich i s rozdélujiei
uhlopfitkou celkem (v —3) + (p —v +3—3) + 1 =
= p— 2 a déli pavodni mnohodhelnik na (v — 2) +
+(p—v +3—2)=p—1&asti.

i) Pro n = 1 véta plati. Bud p pfirozené &islo a pfedpo-
klddejme, Ze pro n = p véta plati. Pro n = p + 1 do-
stdvéme

a +(a +1la + ... +{a +1)(a+1)... (g, +

+ 1Dap, = (@ + 1)@ +1) ... (@ +1)—1 +

+(@ +1)(@+1...(6+Hae,,=I(e +1)@ +
+1)...(@, + 1)(a,,, +1)—1.

Projdeme-li dikazy, zjistime, Ze rovnost nastane prévé
kdyz ¢, =2, = ... = a,.

Oznaéme o( K) obvod n-ahelnika K. Pro monohouhelniky
K, L oznadme n(K, L) podet stran mnohoihelnike K,
je% nejsou obsazeny ve strandch mnohouhelnika L.
Vnitini z mnohoihelnika uvazovanych ve cvideni oznaé-
me M a vndjii M'. Je-li n(M, M’) = 0, jsou mnohoihel-
niky M, M’ totozné a o(M) = o(M’). Bud p celé nczdpor-
né &islo a predpoklddejme, Ze véta plati pro vsechny
mnohotdhelniky K obsahujici mnohodhelnik M takové,
Zze n(M, K) = p. Nechft n(M,M’') = p + 1. ProdluZme
jednu ze stran mnohothelnika M neleZici ve strané mno-



1.17.

1.19.

1.20.

houhelnika M’ a% k obvodu mnohoivhelnika M’ (viz
obrézek). Tak rozdélime mnohoihelnik M’ na dva mno-
hothelniky. Ten z nich, ktery obsahuje mnohothelnik M,
oznadme M''. Ziejmé je o(M’’) < o(M’) an(M, M) = p.
Podle indukéniho pfedpokladu je o(M) < o(M'’} a tedy
o(M) < o(M’').

. Nejprve musime néjak definovat, co to znamend, Ze

autobus je poloprézdny, abychom védéli, o d¢em vlastné
uvaZujeme. At to tfeba znamend, Ze v autobuse je nej-
vy8e m cestujicich. Posledni véta uvahy neni pravdivé
pro k = m. Princip matematické indukce viak poia-
duje, aby platila pro kaZdé ptirozené &islo k.

Plati-li pro néjakou vétu pomocnd véta (2), pak tim
spiSe plati pomocnd véta (6), jejiz pfedpoklady v sobé
zahrnuji pfedpoklady pomocné véty (2).

Princip (I)—(II) vyplyvé z principu (V)—(VI) takto:
Necht mnoZina M mé vlastnosti (I) a (IT). Vlastnost (I)
je identickd s vlastnosti (V) a vlastnost (VI) je duisled-
kem vlastnosti (II). Mnozina M mé tedy vlastnosti (V)
a (VI) a podle principu (V)—(VI) obsahuje vSechna pfi-
rozend &isla.

V textu jsme odvodili (1)—(2) z (I)—(IT). Pomoci (1)—(2)
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1.21.

124

dokéZeme, %e plati véte ,,Pro kaZdé pfirozené é&islo n
plati: MnoZina M, kterd mé vlastnosti (I) a (II), obsa-
huje &islo n*‘.

Stejné jako ve cvié. 1.20. dokdfeme, Ze formulace
oznadené Fimskymi &islicomi jsou ekvivalentni s formu-
lacemi oznadenymi arabskymi éislicemni. V textu je do-
kézéno (I)—(II) = (III)—(IV) a (I)—(II) = (V)—(VI).
Vo cvit. 1.19 je dokdzéno (V)—(VI) = (I)—(II). Déle
je zfejmé (III)-—(IV)= (I)—(II) (poloZzime k = 1)
a (VII)—(VIII) = (I)—(II) (poloZime r = 1). DokédZe-
me nyni (IX)—(X) = (I)—(II). Zvolme ptirozené &islo
k. Jestlize mé mnoZina M vlastnosti (I) a (II), méd téz
vlastnosti (IX) & (X) a podle principu (IX)—(X)
obsahuje k. Protoie % bylo libovolné, obsshuje M
viechna prFirozond &isla.

Dokazme ddle (I}—(IT) = (IX)—(X). Bud k pfirozené
&islo a mnoZina M necht mé vlastnosti (IX) a (X). Oznag-
me M’ mnoZinu vsech pfirozenych &isel vétdich neZ k.
MnoZina M) M’ mé vlastnost (I). Bud p pfirozené
&alo, pe M M'. Je'li p <k, je podle (IX) p + 1€
€ M. Jelip=k,jep+1>kaproto p +1e M.
V kazdém pfipadd je tedy p + 1 € M|} M’ a mnoZina
M) M' mé vlastnost (II). Podle (I)—(II) obsahuje
mnozina M |) M’ vSechna pfirozend ¢isla. MnoZina M
tedy obsahuje &isla 1, 2, ..., k.

Kone¢nd dokaZme (III)—(IV) = (VII)—(VIII). Bud r
pFirozené &islo a mnoZina M nechf md vlastnosti (VII)
a (VIII). UvaZujme jeSté mnozinu M’ obsahujici priveé
vSechna celd Cisla m takovd, Ze m — r + 1€ M, ...,
m—1€ M, me M. Podle (VII) je r€ M'. Necht
¢ =2r,c€ M'. Podle definice M'jec—r +1€ M, ...,
c—1le M,ce M, podle (VIII) je pakec + 1 € M a po-
dle definice M’ je pak ¢ + 1 € M’. MnoZine M’ mé



2.1.

2.4.

tedy vlastnosti (III)a (IV) (kde k = r) a podle (ITI)—(IV)
obsahuje v3echna pfirozend &isla vétéi nebo rovnd &islu r.
Podlo definice mnoziny M’ obsahuje mnozZina M viechna
plirozens &isla.

. Bud M’ mno#ina vSech pfirozenych d&isel j takovych, Ze

n -+ 1—je M. Podlo (a) je 1 € M'. Bud r ptirozené
¢islo, 1 = r < n, a pfedpoklddejme, %e r € M'. Protoze
l<n+l—r=n n+l—re M, je podle (B)
n+l—r—1€ Matedyr + 1€ M'. Podle (IX)—(X)
obsahuje mnoZina M’ &isla 1, 2, ..., n a tedy mnozina M
obsahuje &islan, ..., 2, 1.

Oznaéme jedts O t8%idtd (n + 1)-tihelnika 4,4, ... A4y
Jak vime z dlohy 12, je

A,0:00, = A,0:00, = ... = A;,0:00,,, =n:1
a

A4, 0,0,, A, 4, ]| 040,, ..., 4,,4,]] 0,04, .
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2.5. a) Pro n =1 jde o rovnost f,f, = f} a ta plati, nebot
Ji = fs. Bud p pfirozené é&islo a necht pro n = p
rovnost plati. Pro n = p + 1 dostdvdme

Fonsfors=Fosslfs +Foid) = Fofpss + f3or =
=hH+fit .+l
b) Pro n = 1 jde o rovnost
Si—ffa=1"—1.2=—1.

Bud p piirozensé &islo a necht pro n = p rovnost plati.
Pro n = p + 1 dostdvdme

f;ﬂ - fp+1fp+a = fyﬂ(fp +fp+1) '—fp+l(fp+l + fp+|) =
= fpfpﬂ —f;u = —(—1)? = (—1)p#+,

2.6. UkédZeme, Ze posloupnost definovand uvedenym vzorcem
vyhovuje rekurentnimu vzorei, jimZ byla zavedena
Fibonacciova posloupnost.

Pro n = 1 dostdvdme
1 (1 +)s 1—]5
/l _ [ V_ R V__] =1,

= _Vﬁ_ — .
pron = 2

LT T () (255
o LT
+ 715_—[[ 1 +2V5 ]"“_[ 1 +2V5 )n+1]=
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pell -5
(N e e

=fn+a .

2.8. Hledany poéet vlajek oznatme wv,. ZFejmé je v, = 2
(tervend vlajka a bild vlajka) a v, = 3 (Zervenobild,
bilogervend a &ervend). Bud k pfirozené &islo. Viechny
vlajky slozené z &k + 2 pruht, z nichZ spodni je &erveny,
lze ziskat tak, Ze se ke vSem v;,, vlajkdm sloZenym
z k + 1 pruhu pfisije dold &erveny pruh. Viechny vlajky
sloZené z k¥ + 2 pruhi, z nichZ spodni je bily, 1ze ziskat
tak, %e ke viem v, vlajkdm sloZenym z k pruhu pfisijeme
dolii &erveny pruh a pod ndj bily pruh. Plati tedy

Vs = Vg + Vg

pro ka#dé pfirozensé k.

Jiné fedeni: Nejprve ureme, kolik existuje vlajek, které
maji uvedenou vlastnost a obsahuji prdvé k dervenych
pruhi (a tedy n — k bilych pruhu). Mezi kazdymi dvé-
ma &ervenymi pruhy jakoZ i na okrajich bude nejvyse
po jednom bilém pruhu. Vlajek s %k &ervenymi pruhy
bude tedy prdvé tolik, kolika zpiusoby lze rozmistit
n — k bilych pruht na k& + 1 mist (k — 1 mezer a dva

k+1
kraje), tedy [ + k] v ptipadd & + 1 = n — &k (neboli
n —

n—1

—1
Bzl ] a 0 v pHpadd & <——— . (Stéle pred-

pokléddme, %e k < n.) Celkovy poet bude
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2.9.

128

Gl b2l ()00

n—1
kde a = —:— pro sudé n, a = pro liché =n.

Z prvniho feSenf evideni 8 je vidét, %e pro kaZdé pFirozenéd
n jo v, = fu.s. Pro n > 2 jo tedy podle druhého Fedeni

Jo= vn_.=(";l]+[n~l—2] + ... +[n:;ia].

—3
kde a = %—l pro sudé n, ¢ = n pro liché n.

Polozime-li m = n— 2 —a a dosadime sem za a, do-

staneme m =

—1 ) n
prolichdnam = - 1 pro sudé

n a vzorec nabude tvaru uvedeného ve cvid. 9.
Jiné Fedent: UkdZeme, 2o ¢leny posloupnosti f,, definované
vzorcem ze cvid. § vyhovuji rekurentni definici Fibo-

0
nacciovy posloupnosti. Pro n=1 jem=0a f, = [O] =1,

1
Pron = 2jetéim=0&f,=[0] = 1. Prosudé n je

fﬂ +fn+1=(n;1]+[n:_2)+ v

n
2 n n—1
+ " +[0)+( 1 )+---+
?—-l

|3 o @



f _ n + 1 + n
nte = 0 (l + ... +
Pro liché = je

f,.+fn+1=[”;1]+(”_12]+ -

n——l] n+1

2 _L[n L n—1 + + 2
+ n—1] 0 1 ] n—1

a
n +1
7 _ n +1 n 2
n+e — 0 +1 + ... 4+ n+ 1
2
1)
Vzhledem k tomu, Ze T + T . + pro ne-
s s +1 s + 1)
n +1

n
) 4 celd =1=
zZédporné ce r>s,a[0) [ o

], plati v obou

pripadech
fnn =fn +fn+1 .

2.11. Jedna moZnost je opakovat cely postup a sestrojit bod
Cy_, , ktery déli use¢ku C,B, v poméru C,Cr_, : BChr_, =
= 1: (n — 1), dalSim provedenim konstrukce z tlohy 14
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sestrojit bod Cf_,, ktery déli vdsetku C}

Cr Ck 4:BCh , =1:(n—2),atd.

1B v poméru

Méné pracny je v8ak ndsledujici postup: Nejprve vedeme
bodem S rovnobéiku s pfimkou a. To provedeme takto:
Na polop¥imee opaéné k SB zvolime bod T # S (viz
obrézek). Prusedik piimek AS, TC, oznatme U a pri-
setik piimek AT, BU oznadéme V. Piimky AB, VS jsou
rovnobéZné, cox se dokdfe nésledujicim zputsobein:

Rovnobézku s pfimkou a prochézejici bodem S oznaé-
me a'’. Jeji prisedik s pfimkou AT oznadme V'. Déle
oznatme U’ prusedik pfimek AS a BV'. Jak vime
z prvniho kroku ilohy 14, prochézi pfimka TU’ bodem
C,. Je proto U'=U, V' =V a piimky a, VS jsou
totoZné.

Vratme se ke konstrukei. Sestrojili jsme bodem S rovno-
bé%ku a’’ e pfimkou a. Polokme C} = O, (viz obrézek).



2.15.

Bud 1 < k < n ptirozené &islo a predpokladejme, Ze je
sestrojen bod C} na tsetce AB. Prusedik pfimeck a'/,
A'C¥ ozna¢me O;. Bod Cj_, bude priuseéik pfimek a,
0,0,. Z podobnych trojihelnikd snadno zjistime, %Ze

ACt = CiCr_, = ... = C*B.

. Vyjdeme-li od z, = 1,5 a zaokrouhlujeme-li dil¢i vy-

sledky na pét desetinnych mist, vychézi z, = 1,41667,
Ty = 1,41422, z, = 1,41421. Je tedy V2 = 1,4142.

1 a
Pron =1 je 2, = E(A + -A_.] = f(A). Necht p je pii-

rozené &islo a pledpoklddejme, Ze x, = f(...(f(4))...),
kde vpravo je p-krét sloZend funkce f. Potom je
Tp1 =f(xp) =f(f(f(A)) o s kde vpravo je

(p + 1)-krét slozend funkce f.
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2.16. Pron =1 je

I L e )
2 + |fa %[A-l-——)+l/;

a* +a—24a (4 —Va
A’+a+2AVa——( ']'
Bud p ptirozené é&islo a predpoklddejme, Ze
:z:,,—v; _ A——Va_ »
z, + |fa -(A +]/;] .
Pro n = p + 1 dostdvédme

Ly — Va _

Zper + V“_ %[:v,, + —:D] + Va_

gl (ol
T

aA—Jay" .
Bud (K} posloupnost [—_ } Ze vzorce, ktery
A+ Va

’p+1

jsme pravé odvodili, plyne, Ze pro kazdé prirozené n je

. o Ent D)
n+l T l _ Kn

Posloupnost {K,} je zfejmé omezend a nerostouci a proto
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2.17.

i posloupnost {x,.,} mé tyto vlastnosti. Posloupnost
{K,} konverguje k 0 a posloupnost {z,,,} tedy konver-

o ©+D1)a -
guje kﬁ=ya.

Definice md smysl, nebot y, # 0 pro kazdé n. DokaZme,

3
Ze Y, = Va_ pro viechna n > 1. Pro ka%dé n je y,,, =
1 a 2y + a a—y}

_3[2%' * yf.]_ 3yn _y”[l T3 ]
Z rekurentni definice posloupnosti {y,} je ziejmé, Ze
Y, > 0 pro kazdé n. Z toho plyne, jak se snadno pie-
svédéime, Ze

a—yn

5 >—1.

Podle Bernoulliovy nerovnosti (viz cvié. 3.2) je tedy
3 \3 3
2 3 G— Yn 3 G — Yy
= 1 -] 2 143 ————]=a0.
o= (1 S5t 2t (10 s 28

Déle dokaime, e y,,, =y, pro kaidé n > 1. To je
také vidét z vySe uvedeného vyjddteni pro y, ., je totiz

nebot @ < y) pro kazdé n > 1.

Posloupnost {y,.,} je tedy zdola omezend a nerostouci,

mé tedy limitu; oznadme ji L. Z toho, co uz vime, je
a3

ziejmé, Ze L = Va_ Z rekurentniho vzorce pro posloup-
nost {y,} plyne, Ze plati

L="(er+2
—; +fz:

¢h L? =a.
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3 p—
Zjistili jsme, 2o y, = Va . Z toho vyplyva, Ze
3
a —
yz = Va =Y

n

(pro n > 1). To umozhuje pohodlné odhadnout, jak se

3 3
Yn lisi od Va . Prakticky vypotet l/a s chybou mensi
nez ¢ bude probihat podle schématu

a
r4 =7§
ne Ev—
y ie rovno Y@
Xx= 3'(2)' +2) s chybou men3i
¢ net ¢
y=x
| ]

2.18. Vyjdeme-li od y, = 1,5 a zaokrouhlujeme-li diléi vy-
sledky na pét desetinnych mist, vychdzi », = 1,29629,
z, = 1,26093, =z, = 1,25992, z; = 1,25992. Je tedy

3 —_
/2 = 1,2599.
2.20. ¢,, = 1430 .
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2.21. Oznadme body 4,, 4,, ..., A,, tak, jak jdou na kruZnici

3.1.

3.2,

za sebou. Bod 4, mtZe byt spojen pouze s bodem se
sudym indexem. Jinak by totiz na ka?dé strand tétivy
spojujici bod A, s bodem o lichém indexu byl lichy poéet
bodu a alespot jedna z n — 1 ostatnich tétiv by ji pak
protinala. Hledany poéet oznaéme p,. Necht je bod 4,
spojen s bodem A4 ,;. Pak na jedné strané zistane 2(k — 1)
bodi (ty lze pospojovat p,_, zptsoby) a na druhé strané
2 (n — k) bodu (ty Ize pospojovat p,_; zpuasoby). Bude
tedy

pl. = l )
Pn =Pua + P1iPa2 + ... + PpoPy + Pp_, Pron > 1.

Je zajimavé, Ze pro kaidé n je p, = f,.s kde {t,} je

posloupnost z dlohy 16.

Vzhledem k tomu, %e M = @, existuje pfirozené &islo

n € M. Stadi tedy vétu dokédzat pro mnoZinu M ({1, 2,
.., n}, coZ je koneénd mnozZina. DokdZeme ndsledujici

vétu: Bud k pfirozené &islo a bud déna k-prvkovéd pod-

mnoina {p,, Py, ..., P} mnoZiny piirozenych &isel.
Potom existuje z € {1, 2, ..., k} takové, Ze p; = p; pro
viechna j € (1, 2, ..., k}. Provedeme to matematickou

indukei. Pro & = 1 véta trividlné plati. Bud r pfirozené
&islo a necht pro & = r véta plati. Bud déna (r + 1)-prv-
kovd podmnoZina {p,, ps, - - ., Prs1} mnoZiny vsech pfi-
rozenych &isel. Podle indukéniho predpokladu existuje
1€ (1,2, ..., r} takové, Z%e p; <p; pro viechna
je{l, 2, ...,7}. Jeli p; < p,,,, poloZme y = ¢. Je-li
D¢ > Prs1» PoloZme y = r + 1. Pak je p, < p; pro v3e-
chna je (1,2, ..., + 1}.

a) Pro » = 1 plati nerovnost. Bud p pfirozené &islo
a necht pro n = p nerovnost plati. Pron = p + 1 dost4-
vime
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3.3.

136

(L+aph =1 +2P(1 +2) 2(1+p2)(1 +2) =

=sl+(ptlaz+p*zl+(p+a.
b) Podle binomické véty je
At+zr=14nzx+ ... 21+ nzx.
Druhy dukez je nézornéjsi, ale plati jen pro = = 0
(¢leny na mistd telek jsou nezdporné). Dikaz indukei
viak plati pro z & —1. (V tomto oboru jsme Bernoullio-
vu nerovnost potfebovali pfi FeSeni cvid. 2.18.)
Obvykly postup selhdvd. Pokusme se modifikovat pra-
vou stranu a pfevést ulohu na diukaz nerovnosti
1 + 1 < 1 a
23+'” nt 4  nt
kde a je vhodné kladnd konstanta. PredevSim musi byt
pron =2
1
— =
8

a
4

| -

1
e tedy a = 5 K tomu, aby se zdafil indukéni krok
postaéi, aby pro kazdé n bylo

1 a 1 1 a
+

__.__g_ [
n+1p 4 (n+l)

4 n ’

coz plati pro véechna a splhujici pfi kazdém n nerovnost

1 3n® + M2 + 5n + 1

g = —— .
2 2 (2nt + Tn® + 9n® 4+ 6m + 1)

1

Zvolime-li tedy napf. a = - dikaz modifikované

nerovnosti se podafi.



3.4.

Jiné fedeni (ne podle ndvodu). Pro n = 2, 3, 4 doka-
zovand nerovnost plati. Pro » > 4 dokdZeme indukei
nerovnost

l+l IS n
T TR Ry Tak

jejiz pravéd strana je zfejmé mensi nez 1/4: Pron = 5
ovéfime, e posledni nerovnost plati. Pfedpoklddejme,
Ze plati pro n =k = 5. Pro n = k 4 1 dostaneme

i+—l—+..-+i+ ! = k +
2 3 P2 k+1p S4(k+)
1 B4 2k k44 E+1
F+10 4+ 1p 4k +2)

Jedté jiné Fedeni (bez pouziti indukee). Pro kazdé k > 1
plati

1 1 1 1 1
® “FErDGE—1 _7(k(k_1) - (k+l)k)

a tedy
1 + 1 + + 1 < l[l 1 <1
93 Tge Tt T T T a2 nn+ 1) n

A jedté pozndmlka pro toho, kdo zné pojem soudtu ne-
koneéné fady:

1 1 1
w5 gt = 020205

Ozna¢me P mnozinu viech pfirozenych ¢&isel, @, mnoZinu
viech celych &igel vétdich nebo rovnych celému é&islu ¢
& R; mnoZinu viech pfirozenych &isel mensich nebo
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rovnych pfirozenému &islu k. Je-li & pkirozené é&islo, ¢ celé
gislo a T(n) vyrokové forma s prisluinym defini¢nim
oborem, jsou principy (3)—(4) a% (9)—(10) formélné
zapsény takto:
(3)—(4): T(c)A(vge Q) [T(g) = T(g + D] >

= (Vg€ Q.) T(q)
(5)—(6): T(1)A(Vp€E P)[(Vvre R) T(r) >

=T + 1)] = (vpe P) T(p)
(N—(8): (vre R)T(r)A(VpeE P)[(Vr€ Rpyp 1 —

— R, ,)T(r) = T(p + k)] = (Vp€ P) T(p)
(9)—(10): T() A (vre B,) [T(r) > T(r + D] =

= (Vre RBy) T(r)
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