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PREDMLUVA

Teorie grafi je pomérmé mladou matematickou discipli-
nou, a piitom dosti netradiéni. Casto vznikaji spory
o to, kam mi byt zafazena; v posledni dobé se zpra-
vidla povaZuje za soudist kombinatoriky. M4 &etné
aplikace a souvisi i s riznymi problémy rekreaéni ma-
tematiky. V této knizce bych chtél podat dvod do
jednoho jejfho odvétvi, a to do teorie rovinnych grafu.
Je to odvétvi, jehoZ vysledky jsou dosti nazorné, & pri-
tom je to odvétvi dosti rozpracované (také diky tomu,
%e do ného spadi prosluly problém &tyi barev).

Prvni kapitola vas seznamf s pojmem grafu, jak se
vyvinul jako abstrakce z ruznych praktickych situaci.
V druhé kapitole si objasnime nékteré zdkladni pojmy
teorie grafd, které budeme pii dtenf dalstho textu potte-
bovat. K samotnému pojmu rovinného grafu pfikrodime
aZ v tfeti kapitole; fekneme si, které grafy jsou rovinné
a které nikoliv. Dalsi pojmy souvisici s pojmem rovin-
ného grafu si popiSeme ve &tvrté kapitole. Patd kapitola
je vénovana specidlnimu typu rovinnych grafi, tak-
zvanym grafam triangulaci. Jeden z nejproslulejsich
matematickych problémi, problém é&tyi barev, bude
naplni Sesté kapitoly. V sedmé kapitole si fekneme ndco
o vnéjskové rovinnych grafech a kone&né v osmé kapi-
tole pozndme, jak teorie rovinnych grafii souvisi s teorif
konvexnfch mnohosténi, a uvidime, jak vypadajf pravi-
delné konvexni mnohostény. o



Ke studiu této knizky nepotfebujete prili§ mnoho
piedbéinych znalosti; stadi vam zakladni poznatky
o mnozinach a stfedoskolské udivo geometrie. SnaZil jsem
se viak uvadét definice a véty v pfesném matematickém
znéni a rovnéz presné dilkazy. Nepreskakujte pii étenf
ditkazy; téte je a snaZte se jim porozumét. Matematika
bez dikaz neni matematikou. Nepodafi-li se vim viak
pfes viechnu snahu nékterému dikazu porozumét, pak
teprve jej pfeskodte, uvéite mi, Ze vim neliu, a &téte
dale. Pozdéji se viak snazZte se k preskoenému ditkazu
vratit a predist si jej znova.

Samozfejmé na nékterych mistech se i v dikaze
odvolavam na nazor; je to v pfipadech, kdy k pfesnému
dokazovani by bylo zapotiebi znalosti z jiné matema-
tické discipliny, a to topologie. U nékterych vét vyne-
chavam dikazy vibec, protoze jsou prili§ slozité; véty
vSak vynechat nechci, protoZe jsou dileZité pro doplnéni
informace o uréité problematice.

Moina, Ze i nékteré definice se vam budou zdat slozité.
Zanyslejte se viak i nad témito definicemi a snaite se
jim porozumét. Pocvidite se tak v matematickém mysle-
nf, coZ pro vis bude mit vyznam pii studiu matematiky
na vysoké Skole.

v Na konci knizky uvddim seznam pouZité literatury.
Jsou v ném uvedeny jen kniZni publikace; pokud by
Stenat chtél hledat uréité vysledky piimo v puvodnich
8lancich v &asopisech, najde potiebné odkazy v cito-
vanych knihdch. Tyto knihy rovné% doporuduji k dal-
§imu studiu; proto také u nékterych uvadim ruské
pieklady, které jsou snize dosaZitelné a pro vétsinu
dtenaft asi také lépe jazykové srozumitelné neZ origi-
naly. Z &eskych publikaci uvidim mimo jiné knihu J.
Sedldéka [9], kterd je srozumitelnym tivodem do obecné
teorie grafi.
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Byl bych potésen, kdyby aspon nékteré &tenare
teorie grafii zaujala natolik, aby si ji jednou zvolili za
svou veédeckou specializaci.

V Liberci 15. bFezna 1976.

BOHDAN ZELINKA






I. KAPITOLA

GRAFY SVETEM VLADNOU

»Samoziejmé!* feknete si a hned se vdm vybavi ony
zndmé kiivky v soustavé soufadnic, s nimiZ se setka-
vame nejen v matematice, ale skoro ve viech oborech
lidské ¢innosti. A asi vas piekvapi, Ze se zde bude mluvit
o néfem zcela jiném.

V matematice totiz existuje pojem grafu, ktery nemé
nic spoleéného se znamymi grafy funkecf, aZ na nézev,
odvozeny rovnéZ z feckého ,grafein‘’, coZ znamend
»pséti‘“. Ze stejného zdkladu jsou odvozena i znama
slova ,,telegrafie’‘ (psani na dalku), ,fotografie* (psani
svétlem), ,,geografie* (zemépis) a mnohd daldi. Vidime
tedy, Ze zde pujde o néjaké psani ¢&i spife kreslenf. Nez
viak uvedeme definici grafu, ukdZeme si nékteré pri-
klady praktického pouziti tohoto pojmu.

Oteviete-li Zelezni¢ni jfzdni fdd, padne vim do oka
piedev&im jisté mapa. Je to mapa ponékud odlifna od
téch, které se vyskytuji v zemépisnych atlasech. Jsou
na ni sice zakresleny statnf hranice, aviak nenajdeme
na nf hory ani feky (s vyjimkou hor, na kterych jsou
stanice lanovek), pouze krouZky znézorfujici Zeleznini
stanice a usedky nebo oblouky, které tyto krouiky
spojuji a zndzorhuji tak spojeni téchto stanic Zelezni¢n{
trati. Je to pfirozené; tato mapa nés neudi{ zemépisu,
ale je pouze pomiickou k tomu, abychom mohli snadno
vyhledat v jfzdnfm Fddu tratf, kterou potfebujeme.

Je tu viak jestd néco jiného, &im se tato mapa lisf
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od jinych map. Na leckteré mapé jsou zakresleny Zelez-
niénf tratd. Srovnejte viak ndkres Zelezni¢ni traté na
béZné mapé s ndkresem na mapé v jizdnim Fadu a vy-
berte si k tomu néjakou trat v horské oblasti. Co vidite?
Na bézné mapé se traf klikati, protoze je zakreslena
tak, jak ve skutefnosti vypadid. Na Zelezni¢ni mapé
viak misto klikaté kfivky vidime isedku nebo nanejvys
velmi mélo zakfiveny oblouk. To samoziejmé také od-
povidad tdéelu této mapy. Jedeme-li nékam vlakem, ne-
stardme se o Z4dné zaticky na trati a spoléhdme se plné
na to, %e nis vlak poveze tak, jak je uvedeno v jfzd-
nfm Fidu.

Piedstavme si nyni, Ze bychom na této mapé vyne-
ohali statni hranice a Ze bychom ani pfesné nedbali na
to, aby poloha jednotlivych Zelezniénich stanic odpovi-
dala jejich skute&né poloze v terénu, spojeni jednotlivych
stanic by vSak zlstalo beze zmény. Samoziejmé by ndm
to ztizilo orientaci v mapé; vidyt pfi vyhleddvani stanic
se fidime tim, co vime o jejich zemépisné poloze. Nicmé-
né pii trofe ndimahy bychom si i v tomto piipadé vyhle-
dali ty stanice, které potiebujeme, a nasli bychom Zelez-
niénf spojeni mezi nimi. Tedy mapa by i po této defor-
maci plnila svij déel. Oviem nebylo by uz tak docela
na misté nazyvat ji mapou; vidyt charakteristickym
znakem mapy je pravs to, Ze poloha zakreslenych vtvari
odpovida jejich poloze v terénu. Co to tedy je? Je to
graf.

Podobnym obrizkem muZe byt oviem zakreslena
i sit silniéni, telefonni nebo telegrafni, rozvod elektfiny,
vody nebo svitiplynu. ‘

Podivejme se nyni na schéma néjakého elektrotech-
nického zafizeni. Zde nejsou pouhé krouzky jako na
Zeleznidni mapé, ale ustdlené znaky, které znaé&f konden-
zdtor, civku, spinaé, elektronku uréitého typu a po-
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dobné. Na tomto schématu je viak podstatné to, Ze
tyto piedméty se na nim nevyskytuji izolovans, ale je
znazornéno jejich spojeni vodidem. I zde je situace
podobné jako u Zelezniénf mapy. Ze schématu nepozna-
me, jak je urdity drit ve skutednosti zprohyban, a také
to nepotiebujeme znét, protoze to pro funkeci piislus-
ného zafizeni neni viibec podstatné. Podstatné je pouze
to, které prvky jsou voditem spojeny a které nikoliv.
A elektrotechnické schéma je rovnéz graf.

Vidime tedy, Ze graf ndm zndzorfiuje uréitou skupinu
¢ili mnoZinu predmétd a urditd spojeni mezi jednotli-
vymi pfedméty ¢&ili prvky této mnoZiny. Mluvime-li
0 spojeni, nemusime si oviem vidy predstavovat néjaké
koleje, draty &i roury. V molekule chemické sloudeniny
jsou atomy jednotlivych prvka spojeny chemickymi
vazbami. Mazeme si tedy vyznadit symboly jednotlivych
atomd (zpravidle jejich chemickymi znadkami) a tse&-
kamij znézornit vazby mezi témito atomy. Dostaneme
to, co znime pod ndzvem strukturni vzorce sloufeniny.
A tento strukturni vzorec je op&t graf. ’ )

Jinym p¥ikladem grafu je rodokmen. Zndzornime-li
na obrazku &leny uréité rodiny néjakymi symboly a ve-
deme-li tsetky od roditt k détem, dostdvame také graf.
Zde viak je situace pfece jen ponékud jinéd. Dosud jsme
znézortfiovali vztahy (matematicky fe¢eno relace) mezi
predméty, které byly symetrické. O symetrickém vztahu
¢ili symetrické relaci mluvime tehdy, jestliZe vpokazdf’s,
kdyZ predmét A je v tomto vztahu k pfedmstu B, je
i predmét B v tomto vztahu k pfedmétu A. Existuje-li
napiiklad pimé Zelezni¥nf spojeni z Liberce do Turnova,
je ziejmé, Ze existuje také piimé Zeleznini spojen{
z Turnova do Liberce. Podobné tomu byva i v elektro-
technickych schématech a v chemickych strukturnich
vzorcich. Je-li v8ak pan A synem pana B, rozhodné to
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nezhamena, Ze pan B je synem pana A. JestliZe v rodo-
kmenu spojime otce se synem pouhou usedkou, pak
nemiZeme nedbat na polohu symboli jednotlivych
osob, jako jsme nedbali na polohu stanic u Zeleznién{
mapy; musime vZdy kreslit syna nad otce nebo otce nad
syna, ale pokazdé stejnym zpisobem. MiZeme vdak
udélat néco jiného — k useéce spojujici otce se synem
pl"ikreslit Sipku sméfujici k synovi; pak bude rodokmen
jasny i tehdy, nebudeme-li dbit na polohu ]ednotllvych
symbolii. Dostdvame opét graf, a to tzv. orientovany
graf, na rozdil od neorientovanych grafu (bez Sipek),
o nichZ jsme hovofili vyge.

V prirodovédnych oddélenich nasich muzei vidime
dasto tzv. ,,strom Zivota‘. Je to schéma, které znazormu-
je vyvoj Zivota na zemdkouli. Je to v podstatd také
rodokmen, nevystupujijv ném vsak jednotlivé osoby,
ale celé Zivodisné a rostlinné rody. I toto je vlastné
orientovany graf.

Pii programovin{ samodinnych poditadl se setkdvame
s takzvanym vyvojovym diagramem (star8f ndzev
blokové schéma). Je to nakres, v némZ se vyskytujf
takzvané bloky, které predstavuji jednotlivé poéetni
nebo logické operace potiebné k provedeni uréitého
vypodtu. Mezi témito bloky jsou Sipky, které znazoriiuji
piechod od jedné operace k druhé. Je to zase piiklad
orientovaného grafu.

Ted, kdyZ jsme poznali nékolik pfikladid, provedeme
jisty myslenkovy proces, ktery je nejen v matematice,
ale v lidském myslenf viibec velmi dileZity, a to proces
abstrakce. Soustfedime se na to, co je viem uvedenym
piikladiim spole¢né, a oprostime se od toho, v dem se
odlidujf.

V ka%dém piikladé jsme méli urditou mnozinu prvki.
Charakter téchto prvkil byl rozliény; jednou to byly
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Zelezniéni stanice, podruhé soudastky elektrotechnic-
kych zafizeni, potom atomy, lidé, Zivodisné a rostlinné
rody, a nakonec podetni a logické operace. To vSak
nebylo nikdy podstatné; zalezelo pouze na tom, Ze &lo
o mnozinu né&jakych prvki. Témto prvkim budeme
Fikat uzly. (Souvisi to napiiklad s pojmem Zelezniénfho
uzlu.) Déle jsme méli néjaké dsedky &i oblouky spojujicf
jednotlivé dvojice uzli; znazorfiovaly nejriznéjsi druhy
spojenf ¢ vazeb. Ani na charakteru téchto spojeni
nezalezi; zalezi pouze na tom, které dvojice uzli jsou
spojeny a které nikoliv. Zminénym isetkdm nebo
obloukim budeme fikat hrany.

Tim vSak abstrakce nekonéf. Vidime, Ze nezaleii na
poloze jednotlivych uzld v naSem ndkresu. NezaleZf ani
na tom, zda hranu zakreslime jako tsedku nebo jako
oblouk kfivky. Kone&nd nezdlezi ani na délkach téchto
usedek nebo oblouki. Vime uZ, Ze napiiklad v geometrii
si nemiZeme piimku nebo kfivku predstavovat pouze
jako jakousi vrstvu tuhy na papife nebo kiidy na tabuli,
ale jako abstraktni geometricky Gtvar — zemska osa je
piimkou, i kdyZ ji nikdo nenakreslil. U grafu miZeme
jit v abstrakci jesté dale. MiZeme vlastné vyloudit
1 veSkerou geometrii. Nemusfme si pfedstavovat hranu
jako tdseéku nebo jako oblouk kfivky; je to prosté prvek
urdité mnoziny. ZaleZ{ ovéem na vztahu (relaci) incidence
mezi uzly a hranami. Pojem incidence znime uZ z geo-
metrie. LeZi-li bod M na pfimce p, fekneme, Ze bod M
je incidentn{ s piimkou p nebo Ze pfimka p je incidentn{
s bodem M. MiZeme také fici, 26 bod M a piimka p
jsou spolu incidentni. KaZd4 piimka je oviem incidentni
s nekoneéné mnoha body a kaidy bod je incidentni
s nekone¢né mnoha pifmkami. U grafl (vezméme zatfm
grafy neorientované) to s incidenci bude vypadat poné-
kud jinak; kaZzda hrana je incidentni pravé s dvéma
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uzly — 8 témi uzly, které spojuje. Uzel miiZze byt inci-
dentni s libovolnym pod¢tem hran.

Viimnéme si jesté jedné véci. Zatim jsme nevyluéovali
moznost, Ze néktera dvojice uzli miiZe byt spojena vice
nez jednou hranou. A skuteénd napiiklad u chemickych

|
N\
]
N\

H
Obr. I.1

strukturnich vzorct tomu tak byva. Na obr. 1.1 vidime
strukturni vzorec benzenu. Nékteré dvojice atomi
uhlfku jsou v ném spojeny dvéma hranami, protoZe je
mezi nimi takzvanad dvojna vazba. Definice grafu tedy
mize byt takova, Ze pfipousti tuto mozZnost. Zpravidla
viak se studuji pouze takové grafy, v nichZ libovolna
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dvojice uzli mizZe byt spojena nejvyse jednou hranou,
a jen ty sc nazyvaji grafy, zatim co v opaéném piipadé
pouzivame nazvu multigraf. Latinskd picdpona ,,multi-<
znameni ,,mnoho-*“. Zname napfiklad slovo ,,multimili-
onai’’; oznaduje toho, kdo nema pouze jeden milién, ale
mé jich mnoho. Tedy v multigrafu muze existovat vice
hran spojujicich tutéz dvojici uzla, v grafu nikoliv. Toto
omezen{ zna¢né zjednodusuje vyjadiovani v teorii grafu.
Jsou-li 4 a v uzly grafu spojené hranou, pak tuto hranu
miZeme bez obav z nedorozuméni oznadovat uv; kdyby
téchto hran bylo vice, museli bychom je mezi sebou roz-
liSfovat. Pfitom velmi mnoho tvrzeni o grafech je ta-
kové povahy, Ze dokaZeme-li je pro grafy, je jiz velmi
jednoduché dokazat je i pro multigrafy, jak jesté uvi-
dime.

Vyloudime rovnéz tu moznost, Ze by byl néktery uzel
spojen hranou se sebou samym. Nékdy se i tato moznost
piipousti a takovéto hrand se fika smyé¢ka. My vsak se
takovymito grafy (fika se jim nékdy pseudografy) nebu-
deme zabyvat.

p MuZeme tedy piejit k definici neorientovaného grafu.

Definice I.1. Neorientovany graf je uspofddani dvo-
jice (U, H) takovych mnoZin, Ze prvky mnoziny H jsou
neusporadané dvojice prvka mnoziny U. Prvky mnoZiny
U se nazyvaji uzly grafu, prvky mnoZiny H se nazyvaji
hranami grafu. Je-li ue U, ve U, he H, h = {u, v},
fikdme, Ze hrana & spojuje uzly » a v a Ze uzly » a v jsou
jejt koncové uzly. Rikdme také, Ze hrana % je incidentnt
(inciduje) s uzlem % a s uzlem v a rovnéz uzel » i uzel v
jsou incidentnf s hranou A.

Graf se obvykle oznaduje pismenem G, pf'ipadrié 8 in-
dexy, ¢drkami, hvézdi¢kami a podobné, tedy napiiklad
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Gy, Gy, G', G”, G*. MiiZe se oviem pouzivat i jinych vel-
kych pismen latinské abecedy. Uzly a hrany znadime
malymi pismeny latinské abecedy, pfipadné opét s in-
dexy a jinymi znaménky, tedy u, v, w, u,, u,, ¥’, »"’ a po-
dobné. Hranu spojujici uzly » a v miizeme zapsat také
jeko wv.

Vime, Ze mnozina muZe byt také prazdni, to jest
neobsahujici Zadné prvky. Pokud by mnoZiny U i H
byly prézdné, dostali bychom tzv. prazdny graf (nékdy
se také F{kd nulovy graf.) Na ném nen{ ov§em nic zajima-
vého, proto se omezime na grafy, jejichz mnoZina uzld
U je neprizdna. MizZe byt oviem U neprazdnd a H
prazdna. Opaény piipad — H neprazdna a U prazdna —
nastat nemuze, protoze kazdé hrana musi byt incidentni
se dvéma uzly; tedy existuje-li alespoii jedna hrana,
museji existovat alespon dva uzly.

MnoZiny U a H mohou byt také nekoneéné; pak mlu-
vime o nekoneéném grafu. V této kniZce se viak omezime
jen na grafy koneéné. Pod slovem graf budeme vidy
rozumdt neprizdny konedny neorientovany graf.

Pii kresleni grafu budeme uzly oznadovat krouzky,
hrany tsetkami nebo oblouky. Na obriazku 1.2 vidime

ug by u, u hy u,

h, h, k,

U, by uz u he Ys
Obr. 1.2 Obr. L3
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graf, u néhoz U = {u,, uy, u,, u}, H = {hy, by, by, ky},
hrana &, je incidentni s uzly u, a u,, hrana A, s uzly u,
a ug, hrana hy s uzly u, a u,, hrana h, s uzly u, a u,.

Na obrazku 1.3 je multigraf. Uzly u, a u, jsou spojeny
dvéma hranami h, a k, Na obrizku I.4 je pseudograf;
hrana %, je smydkou. Z obrazku je patrno, prod se wiivi
nazvu smycka.

LP)
b,
h
4 h,
hy
Y
Obr.1.4

Pro doplnéni uvedeme jesité definici orientovaného
grafu. Ten se od neorientovaného lisi tim, Ze nestaéf
u ka?dé hrany urdit dva uzly, které jsou s ni incidentni,
ale je tieba jeden z nich oznadit jako poéiteéni uzel
této hrany, druhy jako koncovy. I zde rozliSujeme graf
a multigraf. U grafu pfipoustime dvé rizné hrany spoju-
jicf tutéz dvojici uzlu %, v, oviem pouze tehdy, jsou-li
opadéné orientované, to jest je-li pro jednu z nich % po-
¢éteénim uzlem a v koncovym a pro druhou v podateénim
uzlem a « koncovym. Orientovany graf kreslime podobné
jako neorientovany, ale u kaZzdé hrany kreslime Sipku
sméfujici od jejtho poé¢atedniho uzlu ke koncovému.

Definice I.2. Orientovany graf je usporadans dvojice
(U, H) takovych mnozin, Ze prvky mnozZiny H jsou
uspoiddané dvojice prvkid mnoziny U. Prvky mnoZiny
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U se nazyvaji uzly, prvky mnoZiny H se nazyvaji hra-
nami grafu. Je-i we U, ve U, he H, h = (u, v),
Fikdme, Ze hrana & jde z uzlu u do uzlu v, uzel u je jejim
poédteénim uzlem a uzel v je jejim koncovgm uzlem.

Priklad orientovaného grafu vidime na obriazku I.5.
Jak jsme vidéli, grafy vyjadiuji uréité vztahy, které
se mohou vyskytovat mezi dvéma piedméty, matema-

Obr. 1.5

ticky fedeno binarni relace. S takovymito vztahy se
setkdvame v mnoha oborech lidské &innosti a také skoro
vSude se setkavime s nakresy, které mizeme povazovat
za grafy, i kdyZ je tfeba nazyvame jinak (sit, pavouk
a podobné). Nadpis této kapitoly tedy neni nadsizkou.

Cvideni

1. Neorientovany graf G m4 mnoZinu uzla U = {u;, us, Uy,
4,}, mnoZinu hran H = {k,, hs, hy, ). Hrana bk, je incidentni
8 uzly %, a u,, lhrana k, s uzly u, a u,, hrana b, s uzly u, a u,,
hrana h, s uzly u, a u,. Nakreslete tento graf.

2, Orientovany graf G mé mnoZinu uzld U = {u,, us, Uy,
%}, mnoZinu hran H = {h,, hy, hy, by, hs}. Uzel u, je potdtednim
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uzlem hran ky, b, & h; & koncovym uzlem hrany %,. Uzel u, je
poddtelnim uzlem hran k, a k, a koncovym uzlem hrany h,.
Uzel u, je koncovym uzlem hran hy a h,. Uzel %, je koncovym
uzlem hrany h;. Nakreslete tento graf.

8. Sestrojte viechny mo#né neorientované grafy o &tyfech
uzlech.

4, Sestrojte vSechny mo#né neorientované grafy o péti
uzlech a péti hranéch.

6. Necht M je mnotZina sloZend z prvkia a, b, c. Sestrojte
graf G, jehoZ uzly vzdjemnd jednoznaénd odpovidaji viem
neprézdnym podmnoZindm mnoZiny M a v némz dva uzly
jsou spojeny hranou prévé tehdy, maji-li odpovidajief pod-
mnoZiny mnofiny M neprézdny pranik. (Je to tzv. prinikovy
graf systému neprézdnych podmnoZin mnoZiny M.)
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JI. KAPITOLA

ZAKLADNI POIMY
TEORIE GRAFU

V predeslé kapitole jsme se sezndmili s pojmem grafu.
Nyni si povime o nékterych zdkladnich pojmech teorie
grafi.

Definice IL.1. Je-li u uzel grafu G, pak stupném uzlu u
v grafu G nazyvame podet hran grafu G incidentnich
8 uzlem u.

Stupeii uzlu % v grafu @ budeme oznadovat pg(u) nebo
jen o(u). Vidime, Ze v grafu na obrazku 1.2 je o(%,) = 1,
o(ug) = 3, o(uy) = 2, o(u,) = 2.

V grafu Zeleznidni sité stupen uzlu predstavuje podet
sméri, jimiZz muzZe vyjet vlak z prisludné stanice. V che-
mickém strukturnim vzorci pfedstavuje mocenstvi ne-
boli valenci piislusného atomu. Proto se také nékdy
i v teorii graft uZiva ndzvu valence misto stupen uzlu.

Sedteme-li stupné viech uzli daného grafu, dostaneme
dvojnésobek poétu hran. Je to zfejmé z toho, Ze vlastnd
séitame podty hran incidentnich s jednotlivymi uzly,
pritom vSak kaZdou hranu poéitame dvakrat — u kazdé-
ho z jejich koncovych uzla zvldst,

Véta IL1. V katdém koneéném grafu je polet uzli
lichého stupné sudy.

Dikaz. Soudet stupni v3ech uzli je dvojnasobkem
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podtu hran. ProtoZe podet:hran je &islo celé, jeho dvojna-
sobek je é&islo sudé. Podet uzla lichého stupné tedy ne-
miiZe byt lichy, protoZe pak by soudet stupni viech uzld
byl rovnéi lichy.

Definice IL.2. Je-li u uzel grafu G a je-li jeho stupen
roven nule (to znamend, Ze % nenf incidentni se Zadnou
hranou), fikame, Ze u je izolovany uzel grafu G.

olu

Obr. II.1

Na obrazku II.1 vidime graf, v némZ uzel « je izolo-
vany. ‘ ' _

Na grafu Zelezni¥ni sité se izolované uzly nevyskytuji;
musely by to byt stanice, z nichZ nevychaz{ Zadn4 traf,
coz neni moZné. Mohli bychom vsak vzit graf, jehoz
uzly by byla vSeohna mésta uréitého okresu a v némz by
dva uzly byly spojeny hranou priavé tehdy, kdyby
existoval mezi odpovidajicfmi mésty tGsek Zelezni¥ni
trati neprochédzejici Zddnym dalsim méstem. V takovém
grafu by mohly byt izolované uzly; odpovidaly by més-
tim bez Zelezniéniho spojeni. Takovd mésta jsou na-
ptiklad Cesky Dub a Kostelec nad Cernymi. lesy.

Definice I1.3. Graf G, v némiz véechny uzly maji ten-
tyZ stupen r, se nazyva pravidelny graf stupné r.
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Na obrazku I1.2 vidime pravidelny graf stupné 3.

D

Obr. I1.2

Deflnice II.4. Necht G je graf, v némz kazdd dvojice
raznych uzli je spojena hranou. Pak se graf G nazyva
1iplny graf. Uplny graf o # uzlech zna¢ime symbolem K.

Na obrazku II.3 vidime grafy K,, K,, K,, K;, K,.

AN/

K

& @

Obr. I1.3
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Kazdy uzel grafu K, ma stupeii » — 1 (je spojen
hranami se vSemi uzly grafu kromé sama sebe), souéet
stupnii viech uzla je tedy n(n — 1), coZ je dvojnasobek
pottu hran (viz dikaz véty IL.1). Poéet hran grafu K,
je tedy % n(n — 1).

Dilezity je i pojem podgrafu.

Definice II.5. Graf G’ se nazyva podgrafem gratu G,
jestliZe jeho mnoZina uzld je podmnoZinou mnoZiny

u
3 us

Uy
ug

Us GZ Us

Ug Us -

Ug

G,

Obr. II.4
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uzli grafu ¢ a jcho mnoZina- hran je podmnoZinou
mnoziny hran grafu G.

Na obrazku 11.4 vidime graf G a tii jeho podgrafy
Gy, Gy, Gy. MnoZina uzl grafu G, je tatdZ jako mnoZina
uzld grafu &, jeho mnozina hran je vlastni podmnozinou
mnoziny hran grafu G. Takovémuto podgrafu se nékdy
Fika faktor grafu G. MnoZiny uzla podgrafa G, a G, jsou
vlastnimi podmnoZinami mno#iny uzla grafu G. Podgraf
G, ma tu vlastnost, ze kazdd hrana grafu G, ktera je
incidentn{ se dvéma uzly grafu G,, patii do G,. Takové-
muto podgrafu se fika indukovany podgraf. Podgraf G,
tuto vlastnost nemad.

Je-li G graf Zelezniéni sité a G’ je graf sloZeny ze stanic
a usekd trati, jimiZz projizdéjf rychliky, je G’ podgrafem
grafu G.

Nyni ptistoupime k pojmu souvislosti:

Definice I1.6. Budi? G graf a u, v dva uzly grafu G.
Sledem z uzlu » do uzlu » v grafu G se nazyva konedna
posloupnost

U = Uy, hl) Uy, hay Ugy. . .y Bgy Up =0,
kde uy, u,,..., u, jsou uzly, h,,..., h, hrany grafu @
a hrana h; je incidentni s uzly »;_, a w;pro¢ =1,..., n.

Existuje-li sled z » do v v grafu ¢/, fikame, Ze uzly » a v
spolu souvisf v grafu G.

Posloupnost sloZenou z jediného uzlu a Zadné hf'any
povaZujeme také za sled. Tedy kazdy uzel souvisi sam
se sebou.

Me]me nyni uzel » grafu ¢ a oznadme symbolem S(«)
mnoZinu viech uzli, které souvisi s uzlem u v grafu G.
Je-li ve S(u), pak kaidy tzel w, ktery souvisi s v,
souvisi také s u; staéi vzit sled z w do v a k nému pfi-
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pojit sled z v do u. Stejné viak mizeme dokazat, Ze
kazdy uzel, ktery souvisi s u, souvisi také s v a tedy
S(u) = S(v). Jestlize v ¢ S(u), mame S(u) () S(v) = 0;
kdyby totiz existoval uzel we S(u) ()} S(v), znamenalo
by to, Ze existuje sled z v do w a sled z w do v a tedy by
musel existovat i sled z « do v, coZ by byl spor.

Mnoziny S(u) pro jednotlivé uzly u tedy tvofi systém
podmnozin mnoZiny uzli grafu G, ktery ma tu vlastnost,
ze kazdd z téchto mnoZin je neprizdni a kaZdy uzel
pati pravé do jedné z nich (pro kaZdé v mdme u € S(u),
tedy u patfi alesponi do jedné z téchto mnoZin; pritom
do dvou riznych mnoZin patfit nemutze, jak jsme uka-
zali vyse). Takovémuto systému podmnoZin F{kime
rozklad mnoZiny uzla grafu G.

Jsou-li dva uzly grafu G spojeny hranou, z¥ejm - spolu
souvisi. Ka?d4 hrana tedy spojuje dva uzly patiici do
téZe mnoZiny. Budiz nyni C(u) podgraf grafu G, jehoZ
mnozZinou uzhi je S(u) a jehoZz mnoZinou hran je mnozZina
viech hran, které inciduji s uzly z S(u). Podgraf C(u)
nazyvame komponentou grafu G.

Definice II.7. Graf, v némzZ libovolné dva uzly spolu
souvisf, se nazyva souvisly.

Znamend to, fe kazdd komponenta grafu je souvislym
grafem. Je-li graf souvisly, pak mé pouze jednu kompo-
nentu.

Predstavime-li si graf jako zndzornéni Zelezniéni sité,
pak dva uzly spolu souvisf pravé tehdy, miZeme-li se
dostat vlakem ze stanice odpovidajici jednomu z nich
do stanice odpovidajici druhému. Je-li takovyto graf
nesouvisly a vezmeme-li dva uzly (stanice) patfici raz-
nym komponentdm, pak k tomu, abychom se dostali
z jednoho uzlu do druhého, nestadi vlak, ale musime
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pouzit jiného dopravniho prostifedku. Ve vétSiné statd,
vdetnd Ceskoslovenska, tvor{ Zelezniéni sft souvisly graf
(nepoditdme-li ovSem lanovky). Zelezniéni sit s nesou-
vislym grafem ma napiiklad Malgasska republika; tento
graf je na obrazku II.5. Vidime, Ze z Ambatondrazaky
do Fianarantsoy se vlakem nedostaneme.

=
«
3
u 8 g
2 3 = 8
P 3 S W
2 X S Q
FIANARANTSOA Zz = z <
o~ - —0— -0
HANAKARA TAMATAVE
Obr. 11.5

Definice I1.8. Necht
U = Uy, hl’ Uy hyy gy ..,y By Up =0

je sled z uzlu u do uzlu v v grafu G. Je-li k; # h; pro
ka?dé i a j takové, ze 1 <i <n,1 <j <n,1 # j, pak
se tento sled nazyva tah z u do v. Je-li navic jedté u; # u,
pro kaidé i a j takové, Ze 0 <7 =%, 0 <j =n, ¢ #J,
tento sled se nazyva cesta z u do v.

Jinymi slovy, v tahu se nesméji opakovat hrany, v ces-
té se nesméji opakovat hrany ani uzly. Opakuji-li se
hrany, pak se samoziejmé opakuji i uzly; tedy ve sledu,
ktery neni tahem, se opakuji i uzly.
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VYéta I1.2. Necht v grafu G uzly u a v spolu souvisi. Pak
existuje cesta z w do v v grafu G.

Dakaz. Jestlize u a v spolu souvisi, pak existuje sled
U = Uy, hl: Uy, hz, Ug, . - -, ho, w,, = v.

Pouzijeme matematické indukce podle n. Je-li » = 0,
pak # = » a sled je cestou, protoze se sklidd z jediného
uzlu a Zddné hrany. Nechf nyni k£ = 1 a pfedpokladejme,
ze tvrzeni plati pro n ' <k — 1. Méjme nyni n = k;
mame tedy sled

U = Uy, By, Uy, By, Ugy. .., Py, Uy = V.

Je-li tento sled cestou, pak véta plati. Neni-li cestou,pak
existuji uzly, které se opakuji. Necht tedy w = u, pro
néjaké I a m takové, ze 0 <! < m =< k. Pak existuje
sled

U = Uy Ry, Uyy o v oy Ry Ug = Uiy Py Uinggse v oy By Up = 0

z % do v, ktery obsahuje k¥ — m + [ hran. ProtoZe I < m,
jek—m + 1 < k a tedy podle indukéniho pfedpokladu
existuje cesta z u do .

Tohle také znime z praxe. MiZeme-li se z jedné Zelez-
niéni stanice dostat do druhé vlakem, muZeme se tam
dostat tak, Ze kazdou stanici a kaZdym tsekem trati
projedeme nejvyse jednou. A tak také skuteéné jezdime.

Definice II.9. Je-li C cesta v grafu ¢, pak poéet hran
cesty C se nazyva délka cesty C.

Pochopitelné podet uzli cesty C je vidy o jednu vétsi
nez jeji délka.
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Definice 1I.10. Necht » a v jsou dva uzly grafu G.
Jestlize uzly » a v spolu souvisi, pak symbolem d(u, )
oznadujeme délku nejkratsi cesty z « do v. Jestlie  a v
spolu nesouvisi, pak poloZime d(u, v) = . Vyraz d(u, v)
nazyvame vzddlenost uzli v a v v grafu G.

Vidime, Ze d(u, v) = d(v, ) pro kazdé dva uzly v a v
grafu G. Déle d(u, v) = 0 pravé tehdy, je-li u = v,
a d(u, v) = 1 pravé tehdy, jsou-li uzly » a v spojeny
hranou.

Obr. II.6

Pojem vzdalenosti si miZeme ilustrovat na pifkladé
grafu, jehoz uzly jsou staty evropské pevniny a v némiz
dva uzly jsou spojeny hranou pravé tehdy, maji-li odpo-
vidajici staty spoleénou hranici (vedouci po pevniné).
Tento graf je na obrazku I1.6. Jednotlivé stity jsou ozna-
¢eny pifslusnymi pozndvacimi znadkami motorovych vo-
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zidel. Vzdalenost dvou uzli ndm zde predstavuje podet
pfechodi hranice, kterych je tieba pf'i cesté z jednoho
staitn do druhého pozemskym dopravnim prostredkem.
Vidime napfiklad, Ze vzdalenost }()}eskos]ovenska a Por-
tugalska je v takovémto grafu rovna étyrem.

Dalsim dilezitym pojmem je pojem kruZnice. Je to
néco jiného neZ kruZnice v geometrickém smyslu; pro
zna¢nou podobnost s touto kruZnici se v8ak pouZiva
stejného nazvu.

Definico ILLL. Souvisly pravidelny graf stupné 2 se
nazyva kruZnice. Podet hran kruZnice se nazyva délka
kruznice.

Obr. I1.7

Na obrazku II.7 vidime kruznici délky 6. Vidime, Ze
uzly a hrany kruZnice délky n se daji srovnat v posloup-
nost

u11 h’l) ’ll/2, hb <y uﬂ’ hﬂs up

v niz pouze pr viia poaledm &len se sobs rovnaji, ostatni

jsou navzajem 1r0zné, u,,.. ., %, jsou uzly, k,,. .., b, ]sou

hrany, hrana #k; je 1n01fieptn.1 s uzly ; a u; pro 11,
.on—1a hrana kg je incidentnd s uzly u, a u,.
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Nas budou predevSim zajimat kruZnice, které jsou
podgrafy danych grafa.

Definice IL.12. Nechf % je hrana grafu @ a nechf &
nepatii Zadné kruznici, ktera je podgrafem grafu G. Pak
hrana kb se nazyva acyklickd hrana grafu G.

Misto , kruZnice, ktera je podgrafem grafu G** budeme
kratee ifkat , kruZnice v grafu G*.

Definice I1.13. Graf, ktery neobsahujc¢ kruinice (ja-
koZto podgrafy), se nazyvi les.

Prod se tomuto grafu ifka les, pozname z dalsi definice.
Definice IL.14. Souvisly les se nazyva strom.

Vime, Ze kaZdd komponenta grafu je souvislym gra-
fem. KaZd4 komponenta lesa je rovnéz lesem, tedy je to
strom. Les se tedy skladd ze stromi; to je také davod,
proé se uzivd terminu les.

Slovo ,,acyklick)'r“ je Feckého ptivodu. Slovo , kyklos*
znamens ,.kruh*; v polatinténé podobé je to ,,cyklus“
co% je slovo zndmé z bézného zivota. Piedpona ,a-
znamend zipor.

Piiklad stromu je na obrazku II.8.

Obr. IL.8
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Véta IL.3. BudiZ h hrana grafu G, budteZ w a v jeji
koncové uzly. Budif G’ graf, ktery vznikne z G odstranénim
hrany h. Hrana h je acyklickd prdvé tehdy, jestliZe uzly
u @ v spolu nesouvist v grafu G'.

Dikaz. Piedpokladejme, Ze % je acyklicka hrana
v grafu G. Kdyby uzly « a v spolu souvisely v grafu §’,
existovala by cesta C z u do v v grafu ¢'. Pfidanim hrany
h k této cesté bychom dostali kruZnici v grafu G obsahu-
jici hranu %, coz by byl spor. Nechf nyni % nenf acyklicka.
Pak existuje kruZnice K v grafu G, ktera obsahuje hranu

ie JIRixov
MIKULASOVICE
DOLNI NADRAZI

RUNBURK

DOLNI POUSTEVNA 7 ord
PANSKT KRASNA LlIPA

RYBNISTE
VARNSDORF

HRADEK
NAD NISOU

CESKA KAMENICE ,
JEDLOVA

BENESOY CESKA LiPA

NAD PLOUCNIC!

BAKOV,
NAD JIZEROU

Obr. I1.9

TURNOY
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k. Odstranénim hrany A z kruZnice K vznikne cesta
z % do v, kterd neobsahuje & a tedy je cestou i v G.
Uzly u a v tedy spolu souvisi v (.

Jsou-li tedy dvé stanice v grafu Zelezniéni sité spojeny
acyklickou hranou, existuje jedind moznost, jak z jedné
do druhé jet vlakem. Pokud by tato hrana nebyla
acyklicka, bylo by téchto moznosti vice. Na obrizku
I1.9 vidime graf Zelezniéni sité v uréité oblasti severnich
Cech. Acyklickymi hranami jsou spojeny dvojice stanic
Rybnisté — Krasna Lipa, Rumburk — Jitikov, Mikula-
Sovice-dolnf nadrazi — Dolni Poustevna.

Na tomto obrazku si maZeme vsimnout i toho, Ze
hrana incidentni s uzlem stupné 1 je vidy acyklicka.
Takovéto hrané ifkame koncova hrana grafu. JestliZe
acyklicka hrana neni koncovou hranou grafu, fikame ji
most. Na obriazku je tedy mostem hrana spojujici
Rybnisté s Krasnou Lipou. Pro& se takové hrané iika
most, je ziejmé z obrazku.

Véta I1.4. Necht graf @ je stromem. Pak ke kaZdym
dvémae wzlim w a v grafu G existuje prdvé jedna cesta
zudow.

Dakaz. Strom je souvisly graf, tedy alespon jedna
cesta z # do v v ném existuje. Predpokladejme, Ze existuji
dvé razné cesty C, a C, z u do v. Necht C; je

U= Ug, By, Upse ooy Bpy Uy = ¥
a cesta C, je
4 ’ ’ ’ ’
U = Uy, by, Ugye oy By Uy, = 0.
Vidime, Ze u, = u,. MlZe byt %; = ;i pro néktera dalsi
¢isla 4, ale nikoliv pro viechna, protoZe pak by ohé cesty
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splyvaly. Necht tedy p je nejmensi &islo takové, Ze
Uy F# Uy; je oviem p = 1. Necht déle ¢ je nejmensi &islo
takové, 7e g > p a uzel u, patii cestd C,; pak ovSem
u, = u,, kde r je néjaké ¢&islo takové, %e p < r = n.
Oznaéme C; éast (neboli tisek) cesty C, tvaru

Uy, Ppiry Upisrse ooy hoy U

a C, usek cesty C, tvaru
u;: h1,;+1’ ujla'H’- ] h;» u;'

Useky C; a Cj jsou cestami z u, = u, do u, = ,. Kdyby
mély spoleény uzel rizny od téchto dvou, byl by to uzel
u, pro néjaké s takové, Ze p < s < ¢; potom by vsak w,
byl uzlem cesty C,, coZ je ve sporu s minimalitou &fsla g.
Tedy C] a C; nemaji ani spoleénou hranu. Uzly a hrany
cest C] a C,, tvoif kruZnici, coZ je spor.

S nazvem ,acyklicky“ se setkivime i v chemii.
Acyklicky uhlovodik je takovy, jehoZ strukturni vzorec
je lesem. V opaéném piipadé se uhlovodik nazyva cyk-
licky. Na obrazku II.10 vidime acyklicky uhlovodik
hexan, na obrizku II.11 cyklicky uhlovodik cyklo-
hexan.

Budeme nyni mluvit o odstrafiovani urditych mnoZin
uzld z grafu. Je-li R néjaka podmnoZina mnoZiny uzld

H H H H H

%‘ c—¢C c (I: H
NN
Obr. I1.10

31



grafu G a fekneme-li, Ze odstranime z grafu G mnozinu
R, znamen4 to, Ze odstranime soudasné i véechny hrany
incidentnf s wzly mnoZiny R. Graf ziskany z grafu @
odstranénim mnoziny R je tedy podgraf grafu G, jehoZ
mnozinou uzld je U — R, kde U je mnoZina uzla grafu
G, a jehoZ mnozinou hran je mnozina viech hran grafu
G, jejichZ oba koncové uzly patii do U — R.

Obr. II.11

Definice I1.15. BudiZ G souvisly graf, budiZ R vlastni
podmnoZina jeho mnoziny uzli. Budiz G’ graf, ktery
ziskdme z G odstranénim mnoziny R. Je-li G’ nesouvisly
graf, pak mnoZina R se nazyva fez grafu G. Jestlize
navic graf ziskany z G' odstranénim libovolné vlastni
podmnoziny mnoZiny R je souvisly, fikdme, 7e R je
minimdini fez grafu G.

Je-li graf G nesouvisly, pak prizdnd mnoZina je jeho
fezem. Protoze kazdd mnozina obsahuje prizdnou pod-
mnoZinu, je prazdnd mnoZina jedinym minimilnim ie-
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zem tohoto grafu. Naproti tomu v tplném grafu fezy
neexistuji, protoze graf vznikly z Gplného grafu odstra-
nénim libovolné vlastni podmnoziny jeho mnoziny uzla
je opét uplny graf, a tedy je souvisly. Jestlize graf neni
iplny, existuje v ném dv0]1ce uzli %, v, které ne]sou
spojeny hranou. Potom mnozZina U——{u v} je Fezem
takového grafu; jejim odstranénim dostaneme nesou-
visly graf sloZeny ze dvou izolovanych uzli « a ».

Definice II.16. Budiz @ graf, ktery nenf dplnym gra-
fem. Nejmensi podet uzld Fezu grafu G se nazyva uzlovy
stupet souvislosti grafu G a znadi se w(().

Mluvime o uzlovém stupni souvislosti, protoZe existuje
také hranovy stupen souvislosti; tim se zde nebudeme
zabyvat. Ziejmé w(G) =< n — 2, kde = je podet uzlu
grafu G. Nékdy se také definuje uzlovy stupefi souvislosti
uplného grafu o » uzlech jako n — 1. Uzlovy stupen
souvislosti nesouvislého grafu je roven nule.

Je-li G graf Zelezni¢éni sité a zndme-li jeho uzlovy
stupen souvislosti w(@), pak vime, Ze i kdyZ (@) — 1
Zelezni¢nich stanic bude vyfazeno z provozu, bude
presto existovat spojeni mezi libovolnymi dvéma ze
zbyvajicich stanic.

Je-li o(@) =1, pak graf G je souvisly, ale obsahuje
fez R sloZeny z jediného uzlu.

¢ Definice II.17. Necht v grafu @ existuje fez sloZeny
z jediného uzlu. Pak se tento uzel nazyva artikulace

grafu G.

Na obrizku II.12 vidime graf s tfemi artikulacemi
a b, c.

Je-li o(G) = 2, artikulace v grafu ¢ neexistuji. Mlu-
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vime-li tedy o souvislém grafu bez artikulaci, myslime
tim graf, jehoZ uzlovy stupen souvislosti je alespon dveé.
Takovyto graf mé napiiklad tu vlastnost, e v ném ke
kazdym dvéma jeho hrandm existuje kruZnice, ktera je
obé obsahuje. Toto tvrzeni zde nebudeme dokazovat.

Obr. IT.12

Véta IL.5. Kaidy uzel stromu G, ktery nemd stupesi 0
ant 1, je artikulact stromu G.

Diikaz. Pro strom o jediném uzlu plati tvrzeni trivi-
4lné. Necht tedy G obsahuje alespon dva uzly. Necht »
je uzel stupné alespon dvé. Pak existuji dva ridzné uzly
v a w, které jsou spojeny hranami s uzlem %. Z toho
vyplyva, Ze existuje cesta z » do w (délky 2) prochazejicf
uzlem u. Podle véty II.4 tato cesta je jedinou cestou
spojujici v a w v grafu G, tedy po odstranéni uzlu %
dostaneme graf, v némZ uzly » a w spolu nesouvisi.
Uzel u je tedy artikulaci.

Véta I1.6. Necht G je graf, ktery neni uplny, necht U
je jeho mnoZina wuzli. Potom

I

o(GF) = min pg(u).
uelU

Pozndmka. Jak jsme uvedli vyse, gg(u) znadi stupen
uzlu # v grafu G. Vyraz min gg(u) tedy znamena
ueU
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minimum stupnd vsech uzli « z mnoziny U, to jest
nejmensi stupen uzlu v grafu G.

Ditkaz. Necht n je podet uzli grafu G a budiz u, uzel
grafu @, jehoZ stupen je minimdlni, to jest gg(uy) =
= min gg(u). Stupen uzlu u, nemuZe byt n — 1,

U

u€

protoZe pak by vSechny uzly grafu G mély stupefi n — 1
a graf G by byl uplny. Existuje tedy alespon jeden uzel »
v grafu G, ktery neni spojen hranou s #,. Odstrafime nyni
z G viechny uzly spojené hranami s u,. V grafu takto
ziskaném uzly u, a v spolu zfejmé nesouvisi. Tedy mno-
zina uzli spojenych hranami s , je fezem grafu G. Zna-
mena to, Ze minimalni podet uzha fezu grafu G je mensi
nebo roven poétu uzli tohoto fezu, to jest w(@) =
= 06(%).

Jesté se vritime ke stromum.

Véta IL.7. Necht S je strom o n uzlech. Pak podet hran
stromu S je n — 1.

Dakaz. PouZijeme matematické indukce podle =.
Je-li » = 1, pak S je graf sestavajici z jediného uzlu
a zadné hrany, tedy tvrzeni pro néj plati. BudiZ nyni
k = 2 a prfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pron <k — 1.
Budiz 8 strom o k uzlech. BudiZ u uzel stromu S; oznaé-
me p = g(u). Uzel u je spojen hranami s uzly «,,. .., u,.
Podobné jako v dikaze véty 1I.6 muZeme ukizat, Ze
v grafu 8’ vzniklém odstranénim uzlu v z S Zidné dva
z uzld u,,. .., u, spolu nesouvisf. Oznaéime-li C; kompo-
nentu grafu §’, ktera obsahuje uzel »;, proi = 1,..., p,
vidime, Ze komponenty C,,. .., C, jsou navzijem riizné.
Diéle zfejmé S’ neobsahuje Zadnou komponentu, ktera
by neobsahovala Zidny z uzld w,,..., »,. Komponenty
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Cy,..., Cp jsou souvislé acyklické grafy, tedy -stromy.
Budiz n podet uzli komponenty € pro i =1,...%p

Jeziejmén; < n — 1 pro kazdé ¢, tedy podle mdukémho
predpokladu podet hran komponenty Cije ny— 1. Polet
hran grafu 8’ dostaneme seétenfm po&ti hran kompo-
nent C; pro i =1,..., p, je to tedy soufet viech n;
minus p. AvSak soudet viech n; je k — 1, tedy podet hran
grafu §’ je k — 1 — p. Podet hran grafu S dostaneme,
pridteme-li k poétu hran grafu S’ éislo p, které je podtem
vSech hran incidentnich s u. Tedy tento potet je £ — 1,

coZ jsme méli dokdzat.
Budeme jesté definovat dva specidlni pfipady stromu.

Definice II.18. Strom, ktery se sklida ze dvou uzla
stupné 1 a z uzld a hran cesty spojujici tyto uzly, se
nazyvéa had (obr. I1.13).

o —0) O -O- -O) O -0

Obr. I1.13

Definice I1.19. Strom, v némZ jeden uzel je spojen
hranami se viemi ostatnimi a ktery neobsahuje Zidné
dalsf hrany, se nazyva hvézda (obr. I1.14).

Obr. II.14
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Nynf budeme definovat pojem kostry grafu.

Definice I1.20. Necht G je souvisly graf. Necht S je
strom, ktery je podgrafem grafu G' a obsahuje vSechny
uzly grafu (. Pak § se nazyva kostra grafu G.

Véta I1.8. Necht G je souwvisly graf. Pak existuje
alespoti jedna kostra grafu G.

Dakaz. Je-li G stromem, pak je kostrou sama sebe.
Neni-li G stromem, pak obsahuje alespori jednu hranu %,
kterd neni acyklickd. Odstranime-li tuto hranu, dosta-
vame opét souvisly graf; hrana % nélezi nékteré kruznici
K v grafu G a i po odstranéni hrany & existuje cesta
spojujici jeji koncové uzly — tato cesta je tvofena uzly
a hranami hada ziskaného z K odstranénim hA. Je-li
ziskany graf stromem, pak je kostrou grafu G a tvrzeni
plati. Neni-li stromem, obsahuje hranu, ktera nenf acyk-
lickd, a postup muZeme opakovat. Postupujeme tedy
déle tfmto zpisobem. NemiZeme takto pokradovat do
nekoneéna, protoze graf ¢ ma konedny podet hran.
Musime tedy po konedném podtu krokiu ziskat strom,
a tento strom je hledanou kostrou grafu G.

Yéta IL9. Polet hran souvislého grafu je vétsi nebo
roven n — 1, kde n je polet jeho uzli.

Dikaz. Podle véty IL.8 souvisly graf G obsahuje
kostru. Tato kostra ma tutéZ mnozinu uzlu jako graf G;
je-li n podet uzla grafu G, pak tato kostra ma podle véty
I1.7 podet hran rovny n = 1. Poéet hran grafu G tedy
musi byt vétsi nebo roven tomuto &islu.

Nakonec si fekneme néco o chromatickém &isle grafu.
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Definice II.21. Necht G je graf, necht B je neprazdna
mnoZina, jejiZ prvky se nazyvaji barvy. Prifadme
kaZdému uzlu grafu G nékterou barvu z mnoziny B. Pak
fikame, Ze jsme tento uzel touto barvou obarvili a celé
pfifazeni se nazyva obarvent uzli grafu G barvami z mno-
Ziny B.

Samoziejmé mohou existovat rizna obarveni grafu (7,
napfiklad i obarvenf takové, které vSem uzliim prifazuje
tutéz barvu. V dal$im se omezime na tzv. pfipustna
obarveni.

Definice I1.22. Necht G' je graf, B mnoZina barev.
Obarveni uzli grafu G barvami z mnoZiny B se nazyva
pFipustné, jestlize v grafu G neexistuje hrana spojujici
uzly téze barvy.

Na obrazku II.15 ‘je piiklad pfipustného obarveni
grafu tfemi barvami.

2 .3

1 2
3 1
Obr. I1.15

Samoziejmé i piipustnych obarveni téhoz grafu mi-
Zeme mit mnoho; naptiklad takové, pfi némz Zidné dva
uzly nemajf tutéz barvu. Nas vink budou zajimat takova
pripustnd obarveni, pfi nichZ je poéet barev minimalni.

38



Definice 11.23. Necht @ je graf. Nejmensf podet barev
potiebny k pFipustnému obarven{ uzla grafu G se nazyva
chromatické Cislo grafu G a znadf se y(G).

Ziejmé pokud G obsahuje alespon j:adnu hranu, je
2(G) = 2, protoZe koncovym uzlim této hrany musi
byt piifazeny ruzné barvy. Dédle y(K,) = n, protoZe
kazdé dva uzly grafu K, jsou spojeny hranou, a tudiz
zddné dva z nich nemohou mit tutéz barvu. Vidime tedy,
Ze af zvolime » jakkoliv velké, vidy existuje graf, jehoz
chromatické &islo je rovno n. Je-li dile G graf o =
uzlech, ktery neni uplny, je (@) =< n — 1. Uzly tako-
véhoto grafu lze obarvit » — 1 barvami tak, Ze zvolime
dvojici uzlt, které nejsou spojeny hranou, oba uzly této
dvojice obarvime toutéZ barvou a zbyvajicich n — 2
uzli obarvime daliimi n — 2 barvami.

Rekneme si je§td néco o grafech, jejichZ chromatické
¢islo je 2.

Definice 11.24. Necht G je graf takovy, Ze y(G) = 2.
Pak se graf G nazyva sudy.
Proé¢ se uziva nazvu ,,sudy*, objasni dalsf véta.

Véla I1.10. Graf G je sudy prdvé tehdy, neexistuje-li
v ném kruZnice liché délky.

Dikaz. Predpokladejme, Ze v G existuje kruznice K
délky k, kde k je liché ¢islo. Uzly a hrany kruznice K

tvori posloupnost
Uy, by, Uy Foyoo, Uy By, wy

v iz u,,. . ., w jsou uzly, hy,. . ., by jsou hrany a sousedni
tleny posloupnosti jsou spolu incidentni. Necht B =
= {1, 2} a predpokladejme, Ze existuje piipustné obar-
veni uzli grafu ¢ barvami z mnoziny B. Je-li uzel u,
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obarven barvou 1, pak u, musi byt obarven barvou 2,
protoZe je spojen hranou s %,. Pak oviem je uzel u,
obarven barvou 1, uzel u, barvou 2 a tak déle; obecné
uzel u; je obarven barvou 1 pro ¢ liché a barvou 2 pro ¢
sudé. Potom viak u; je obarven barvou 1, protoZe k je
liché, a je spojen hranou s uzlem u, obarvenym toutéZ
barvou, coZ je spor. Je-li 4, obarven barvou 2, dojdeme
oviem analogickym zptGsobem rovnéZz ke sporu. Nechf
nyni G neobsahuje kruznici liché délky. Zvolme uzel u
v @. Vsechny uzly grafu @, jejichz vzdalenost od u je
koneéné a sudd, obarvime barvou 2 a viechny uzly v G,
jejichZ vzdilenost od u je konedna a licha, obarvime
barvou 1. Tim obarvime véechny uzly komponenty C
grafu G, kterd obsahuje u. DokiZeme, Ze toto obarveni
je pHpustnym obarvenim komponenty C. Piedpokla-
dejme, Ze tomu tak nenf a Ze existuji dva uzly v a w
obarvené touZz barvou a spojené hranou. Necht d(u,
v) = a, d(u, w) = b. Potom ¢&fsla a a b jsou bud obs
sudd, nebo obé licha. Budiz C, cesta délky a z v do u,
budiz C, cesta délky b z w do u. Cesty C, a C; maji
alesponi jeden spoleény uzel u. Necht cesta C; ma tvar

v = Uy By, Uy ooy Ry, Ug = U

a necht j je nejmensi takové &islo, Ze u; patif cesté C,.
Ziejmé d(u;, ) = a —j; kdyby tato vzdilenost byla
mendi, mohli bychom usek cesty C, z %; do » nahradit
cestou délky mensf neZ ¢ —j a tim bychom dostali
cestu z v do u délky mensi nez a, coZ by byl spor s tim,
Ze d(u, v) = a. Rovné? tisek cesty C, z »; do 4 mus{ mfit
délku @ — j; kdyby byla mensi, mohli bychom nahradit
usek cesty C, z u; do u timto sekem cesty C, a dostali
bychom cestu z v do % délky mensi neZ a. Kdyby byla
vétsi, mohli bychom opét nahradit tGsek cesty C, z u;
do w tisekem cesty C, a dostali bychom cestu z w do u
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délky mensi nez b. Tedy tsek C; cesty C, z v do u; ma
délku j, tsek C; cesty C, z w do u; mé délku b — a + j.
Cesty C] a C; nemajf spoledny uzel kromé u;, coz plyne
z toho, jak bylo uréeno j. BudiZ nyni K kruZnice sestiva-
jici z cest C; a C; a z hrany spojujici v a w. Jeji délka je
b—a + 2j + 1. ProtoZe a a b jsou bud obé sudi, nebo
obé liché, je b — a sudé; 2j je rovnéz sudé, tedy b — a +-
+ 2§ + 1 je liché a existuje kruZnice liché délky v grafu
G, coZ je spor. Popsané obarveni je tedy piipustnym
obarvenim komponenty C. Ma-li graf G vice komponent,
pak ostatni komponenty obarvime stejnym zpuasobem.

MnozZina U uzlt sudého grafu G je tedy sjednocenim
takovych dvou disjunktnich mnozin U, a U,, Ze kazda
hrana grafu @ je incidentnf pravé s jednim uzlem mno-
Ziny U, a praveé s jednim uzlem mnoziny U,.

Deflnice 11.25. Necht G je sudy graf, jehoZ mnozinou
uzlije U = U, U U, kde U, # 0, U, # 6, U, N, U, =9
a kazdy uzel z U, je spojen hranou s kazdym uzlem
z U,. Pak se graf G nazyva dplny sudy graf. Je-li m
podet uzli mnoziny U, a n podet uzli mnoZiny U,, zna-
¢ime tento graf K,, ,.

Na obrazku I1.16 vidime dplny sudy graf K,,. Zda-
raznéme, ze Uplny sudy graf (kromé trividlniho piipadu
K, ,) neni Gplnym grafem.

Obr. II.16
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Moina, Ze vam piipadé zvlastni, Ze se v matematice
uziva takového terminu jako barva nebo obarveni.
Proé tomu tak je, uvidime v kapitole VI.

Popsali jsme si nékteré zakladni pojmy teorie grafi.
Omerzili jsme se oviem jen na takové pojmy, které
budeme potfebovat pifi studiu daldich kapitol. Dalsi
zakladni pojmy a poznatky z teorie grafti miZe &tenar
najit v [9].

CvicGeni

1. Doka%te, Ze neexistuje pravidelny graf stupné 5 o 35
uzlech.

2. Je-li d(u, v) = k pro dva uzly u a v grafu G a je-li C
cesta délky k z u do v, pak Zddné dva uzly cesty C nejsou v G
spojeny hranou nepatfici do C. Dokaite.

8. Jsou-li 4, v, w tFi uzly grafu G, pak pro jejich vzdédlenosti
v grafu G plati takzvand trojihelnikové nerovnost:

d(u, v} + d(v, w) = d(u, w).

Dokaizte. Co vam to pfipominé z geometrie?

4. Dokaite, %o odstranénim jedné hrany (pfi ponechdni
jejich koncovych uzli) se sniZi uzlovy stupen souvislosti nej-
vyse o jednu.

5. Dokaite, Ze kaZdy strom obsahujici alespoti jednu hranu
ma alespon dva uzly stupné 1.

6. Dokaizte, Ze kaZdy koncovy uzel mostu je artikulaci.

7. Dokaite, Ze chromatické &islo grafu je rovno maximu
chromatickych &isel jeho komponent.

8. Dokaite, Ze odstranénim jedné hrany grafu so joho chro-
matické &islo sniZi nojvyse o jednu.

9. Dokazte, %e kazdy souvisly graf, jehoZ podet hran je
o jednu men3i neZ podet uzlia, je stromem (obrdcené tvrzeni
k vétd I1.7).
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I1I. KAPITOLA

TRI DOMY,TRI STUDNE A MURI NOHA
ANEB VETA KURATOWSKEHO

Mozna, zZe jste se uz nékdy setkali se znamou tdlohou
rekreadni matematiky o tfech domech a tfech studnich.

Jsou tfi domy a tfi studné. Obyvatelé viech tii domu
mohou pouZivat vSech tfi studni.)Kazdy z nich by chtél
mit od svého domu cesty ke viem tfem studnim, nikdo
v8ak nechce, aby se néktera jeho cesta kiiZovala se sou-
sedovou. Jak to zaridit?

Nez odpovime na tuto otdzku, budeme si definovat
rovinnou representaci grafu.

Definice III.1. Necht ¢ je graf. Rovinnou representact
grafu G nazyvame mnozinu bodu £((F) v roviné slozenou
jednak z takzvanych uzlovych bodi vzijemné jedno-
znaéné pfifazenych uzlim grafu G, jednak z oblouku
spojujicich ty dvojice uzlovych bodii, které odpovidaji
dvojicim uzld spojenych hranou v grafu (¢, priéemz
zadné dva z téchto obloukt nemaji spoleény bod, ktery
by byl vnitinim bodem nékterého z nich.

Tato definice se zda na prvni pohled slozitd, neni to
viak nic jiného nez matematické vyjadreni toho, co
zndme uZ z diivéjSska. UZ v prvni kapitole jsme mluvili
o tom, jak kreslime grafy. Zde misto krouzkti mame
pouhé body, coz neni tak podstatny rozdil; ve skuted-
nosti mufeme naddile kreslit krouzky, pokud budou
dostatedné malé. Nové je na této definici to, Ze nepii-
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poustime, aby nékteré dva oblouky mély spoleény bod,
ktery by byl vnitinim bodem nékterého z nich. Tedy
%4dné dva z oblouki (znazornujicich hrany) se nesméji
protinat a Zadny z nich nesmi prochézet uzlovym bodem
riznym od téch dvou, které spojuje. Jediné tehdy pova-
zZujeme nakres uréitého grafu za jeho rovinnou represen-
taci.

Uvidime, Ze ne kazdy graf ma rovinnou representaci.

Definice IIT.2. Graf @, k némui existuje rovinnd
representace #(G), se nazyva rovinny graf.

Vratme se nyni k dloze o tfech domech a tfech stud-
nich. Mé&jme graf, jehoZ mnoZina uzld se skladd z uzld
dy, s dg, 8, 85, 83 a v némz ka¥dy z uzla d,, d,, d, je
spojen hranami s uzly s,, 8,, 8. Uzly d,, d,, d, predstavujf
domy, uzly s,, 8,, sy pfedstavuji studné. Hrany grafu
piedstavuji cesty od domt ke studnim. Jde o dplny
sudy graf K, Uloha je fefitelnd pravd tehdy, jestlize
existuje rovinnd representace tohoto grafu (ta nim

Obr. III.1
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predstavuje mapu pfisluénych cest), to jest je-li graf
K, 5 rovinny.

Reknéme si nyni rovnou, Ze graf K, roviony neni
a Ze tedy tloba nenf FeSitelnd. Dokazovat to nebudeme;
v diikaze bychom nevystadili s teorii grafii, ale museli
bychom pouZit prostfedkii topologie, coz je rovnéz jeden
z oborlt moderni matematiky. Na obrazku III.1 vidime
nakres grafu K4, v ném? pravé dva oblouky zndzorhu-
jici hrany se protinaji. Vidime tedy, Ze nezbyvi, neZ aby
se jeden z obyvatel domu uskromnil a spokojil se s cesta-

mi pouze ke dvéma studnim.

Definice III.3. Nechf @ je graf, & jeho hrana s konco-
vymi uzly u a v. Necht (' je graf ziskany z @ odstrandnim
hrany A, pfidinim nového uzlu z a spojenim tohoto uzlu
hranami s uzly  a v. Pak fekneme, %e G je graf ziskany
z G rozpilenim hrany k.

u u

Obr. III.2

Na obrizku IT1.2 vidime graf @ a graf G’ ziskany z G
rozpilenim hrany A.

Definice ITI.4. Necht @ a G’ jsou dva grafy a necht
existuje konednd posloupnost grafi

Gl: sz vy Gn
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takové, Ze graf Gy, je ziskin z grafu G; rozpilenim
nékteré jeho hrany pro¢ =1,...,n — 1, graf G, sp]yva
s grafem @ a graf G, splyva, s grafem @', Pak rlkame ze
graf @ je graf ziskany z grafu ¢ postupnym pﬁ]enim
hran.

Véta III.1. Necht graf G neni rovinng, necht G’ je graf
ziskany z grafu G postupnym pilenim hran. Pak graf G’
nent rovinny.

Ditkaz. Uvazujme posloupnost grafa z definice 1I1.4.
Predpokladejme, Ze graf G’, coz je G,, je rovinny. Budiz
Z(G@') jeho rovinni representace. Graf G, je ziskan
z grafu G,_, rozpilenim nékteré hrany % o koncovych
uzlech w a », to jest odstranénim hrany A, pfiddnim
nového uzlu z a spojenim uzlu z hranami s uzly » a v.
Vezméme v representaci #(G') oblouky odpovidajici
hranim wuz a w»z. Pak oblouk, ktery je sjednocenim
téchto obloukt, miZeme povaZovat za oblouk represen-
tace #(G._,) grafu G,_, odpovidajici hrané A (bod
odpovidajici uzlu z prestaneme povazovat za uzlovy
bod). Dostaneme tak rovinnou representaci #(G,_,)
grafu G,_, a tedy graf G,_, je rovinny. Stejnym zpuso-
bem pro i =1,...,  — 1 miZeme dokizat, Ze je-li
G, rovinny, je i G; rovinny. Tedy i graf G,, coz je graf
@, je rovinny, a to je spor.

VYéta IIL.2. Necht G' je podgraf grafu G a nechf G' neni
rovinny. Pak G nent rovinny.

Dikaz je ziejmy.

Vidime tedy, Ze Zadny graf, ktery obsahuje graf K4

nebo graf ziskany z ného postupnym pililenim hran jako
podgraf, neni rovinny.
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Ted si ukazeme, 7e 1 v klasické literatufe miiZeme
objevit matematické zajimavosti. MoZzna, Ze jste Getli
nebo vidéli v divadle dramatickou béasenn J. W. Goetha
»Faust“. Uvedeme dialog Fausta s diblem Mefisto-
felem, ktery privé vnikl do jeho pracovny v podobé
pudla:*)

MEFISTOFELES

Vis, rdd bych na vzduch., ale vér mi,
j& malou prekdZkou tu drZdn jsem.
Tam — mufi noha ne prahu je.

FAUST

NemuzZes pfes ten pentagram?
Pak, synu pekel, problém tu je:
Jaks mohl vejit, se t& ptdm.
Co% démon moh byt osdlen ?

MEFISTOFELES

Jen podivejte, neni dotaZen.
Ten jeden ihel, ten, co mif{ ven,
vidi§, je trochu otevi¥en.

FAUST

Nu, tohle vybornd je vée.
Ty tedy jsi muij zajatec?
Béh ndhody se divné stoéil.

Ponechme ted Fausta jeho osudu a viimnéme si jen
jedné véci. V dialogu se mluvi o jistém magickém zna-

*) Pfeklad Otokara Fischera. Vydala Mladé fronta, Praha
1973.
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meni, které podle stiedovékych predstav dovedlo
ochranit ¢lovéka pied nedistymi silami. Tomuto znameni
se Iika ,,mufi noha* nebo také ,,pentagram*. Co to asi
je?

]' Recka piedpona ,penta-* nam iikd, Ze to souvisi
s ¢fslem 5. A skutedné, jde o pétitihelnik se viemi jeho
thlopfi¢kami; vidime jej na obrazku IIL.3.

PAANN

Obr. III.3 Obr. ITI1.4

Pro¢ se mu ki ,,muii noha“, to vam nevysvétlim;
na to byste se museli zeptat historika. Stejné tézké by
bylo asi vysvétlit, pro¢ se tomuto symbolu piipisoval
magicky vyznam. Snad proto, Ze pétitihelnik je jedinym
mnohothelnfkem, ktery ma stejny podet ihlopfi¢ek jako
stran. Mozné v8ak to bude i tim, Ze si lidé v8imli jisté
jeho vlastnosti, kters souvisi s teorii grafu (i kdyZ samo-
ziejmé tehdy jesté teorie grafii neexistovala). Bereme-li
»muif nohu‘ jako graf, to jest povaZzujeme-li vrcholy
pétithelnika za uzly grafu a jeho strany i dhlopii¢ky za
hrany grafu, je to tplny graf K;. A ten ma podobnou
vlastnost jako K, ;. Neni to rovinny graf, kdybychom
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viak z ného odstranili jednu hranu, dostali bychom
rovinny graf. Na obrazku IIL.4 je ndkres grafu K,
v némz se jediné dvé hrany protinaji.

Samoziejmé také kazdy graf, ktery obsahuje graf K,
nebo graf ziskany z tohoto grafu postupnym pulenim
hran jako podgraf, neni rovinny.

Mime uZ tedy velkou fadu grafii, o nichZ vime, Ze
nejsou rovinné. Jsou to viechny grafy obsahujici pod-
graf, ktery je grafem K, nebo K, nebo je z nékterého
z téchto grafi ziskan postupnym pulenim hran. Nésledu-
jici véta nas ujisti o tom, Ze daldf nerovinné grafy uz
neexistuji.

Véta IIL3. (véta Kuratowského). Graf je rovinny
prdvé tehdy, jestliZe neobsahuje podgraf, ktery by byl
grafem K nebo Kg4 nebo grafem ziskangm z mnékterého
2 téchto grafi, postupnym pilenim hran.

Tuto vétu nebudeme dokazovat; je to vysledek, ktery
spada opét do topologie, a k jeho dikazu jsou potiebné
topologické tvahy. Jeho autorem je vyznamny polsky
matematik Kazimierz Kuratowski, ktery vynikl prede-
viim pravé v topologii.

Véta Kuratowského ma v teorii rovinnych grafii pte-
devsim ten vyznam, Ze jeji pomoci lze z této teorie
odstranit vSechny pojmy, které nepatii do &isté teorie
grafi. UmozZiluje nam podat novou definici rovinného
grafu.

Definice IIL.5. Necht G je graf neobsahujici Zadny
podgraf, ktery by byl grafem K nebo K, ; nebo grafem
ziskanym z nékterého z téchto grafi postupnym pile-
nfm hran. Pak se graf G nazyva rovinny.

Véta Kuratowského nim zaruduje ekvivalenci této
definice s definicf III.2. Znamen4 to, Ze kaZdy koneény
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graf, ktery je rovinny podle definice IIL.2, je rovinny
1 podle definice III.5 a obricené. Pfitom v definici III.5
se viltbec nevyskytuji takové pojmy jako rovina, bod
a oblouk. Mluvi se v nf pouze o podgrafech, pileni hran
a o grafech K; a K, ,, a to jsou pojmy teorie grafu.

Mohli bychom tedy vybudovat teorii rovinnych grafa
zcela bez geometrickych (respektive topologickych)
pojmi. Nicméné v dalsich kapitolach se budeme stile
opirat o pojem rovinné representace grafu, protoZe to
bude vyhodné s hlediska nizornosti.

Cvicenf

1. Najdéte rovinnou representaci wplného sudého grafu
K3 4 pro libovolné n. B

2, Na obrédzku III.5 je takzvany Peterseniiv graf. DokaZte
podle véty Kuratowského, Zze tento graf neni rovinny.

Obr. II1.5

8. Doka#te, #e kazdy graf obsahujici nejvySe jednu kruzniei
je rovinny.

4. Doka7te, e pro libovolnd velké pfirozené ¢&islo n existuje
sudy graf, ktery mé vice neZ n uzh1 a neni rovinny.
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IV. KAPITOLA

OBLASTI ROVINNEHO GRAFU,
DUALNI GRAF

Vratme se zase k pojmu rovinné representace grafu.

Definice IV.1. Necht G je rovinny graf, #(G) jeho
rovinna representace v nékteré roviné ¢. Necht f je
mnozina bodd v roviné takova, Ze libovolné dva body
mnoziny f lze spojit spojitou kfivkou lezici v ¢ a nema-
jici spoleény bod s representaci #(() a Zidni mnoZina
v roviné ¢, ktera obsahuje f jako vlastni podmnoZinu,
tuto vlastnost nema. Pak f nazyvime oblasti rovinné
representace Z(G) grafu G.

Oblast zna¢ime malym pismenem, agkoliv jde o mno-
zinu bodu. V teorii grafa je vSak zvykem takto znagdit
oblasti, stejné jako uzly a hrany. Co je spojitd kiivka,
je ztejmé z nazoru; pfesnd definice je piilis sloZita,

(4

Obr. IV.1
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Predstavme si, Ze rovinnou representaci #(G) grafu ¢
mame nakreslenu na papiie a Ze rozstiihime tento
papir podél viech oblouku této representace. Jednotlivé
kusy papiru, které ndm po tomto rozstiihani vzniknou,
predstavuji oblasti representace #(@).

Na obrazku IV.1 vidime rovinnou representaci grafu
K, Ma &tyfi oblasti. Jednu tvofi vnitrek trojuhelnika
o vrcholech a, b, d, druhou vnitfek trojihelnfka o vrcho-
lech &, ¢, d, tieti vnitiek trojihelnika o vrcholech a, ¢, d,
étvrtou vnéjsek trojihelnika o vrcholech a, b, c.

Nynf uvedeme dvé dalsf definice.

Deflnice 1V.2. Budiz G rovinny graf, budiz #£(G) jeho
rovinné representace. Necht f je oblast representace
2(@), necht h je hrana grafu G. Rikdme, Ze hrana % je
v representaci #(() incidentni s oblasti f (a oblast f je
incidentn{ s hranou &), jestliZze oblouk odpovidajici hrané
h v representaci #(G) priléha k oblasti f. Je-li u uzel
incidentn{ s hranou %, kterd je v representaci % (@) inci-
dentnf s oblasti f, fikdme, Ze uzel u je incidentni s oblasti
J (a oblast f je incidentni s uzlem u).

Definice 1V.3. BudiZ G rovinny graf, budiz #(@) jeho
rovinna representace. Nechf f je oblast representace
%(G). Podmnozina representace #(G) sloZena z oblouku
odpovidajicich hrandam incidentnim s oblasti f a z uzlo-
vych bodiu odpovidajicich uzlim grafu G incidentnim
8 oblasti f se nazyva hranici oblasti f.

V definici IV.2 mluvime o tom, Ze hrana % piiléha
k oblasti f. Co to znamena, je zfejmé z nizoru. Bylo by
moZné hranici oblasti a incidenci mezi hranami a oblast-
mi definovat formalnéji pomoci pojmu hranice mnoziny,
ktery je dilezitym pojmem v topologii. To by v3ak bylo
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prili§ sloZité, proto od toho upoustime a odvolavame se
na nAzor.

Zduraznime jesté, Ze bod naleZici hranici nékteré
oblasti representace #(G) neni bodem této oblasti.

Véta IV.1. Necht G je rovinny graf, R(G) jeho rovinnd
representace. Nechf h je hrana grafu G. Vnitiek oblouku
representace R(G) odpovidajici hrané h patfi hranicim
dvou réznijch oblasti representace R(G) prdvé tehdy, neni-li
hrana b acyklickd.

Dikaz. Je zfejmé, 7e zminény vnittek oblouku ne-
muZe patfit hranicim t# riznych oblasti representace
Z(@). Necht tedy A neni acyklickd. V grafu G existuje
kruinice K, kterd obsahuje hranu k. Sjednocenim
obloukti representace %(G) odpovidajicich hranam
kruznice K je jednoduchd uzaviena kfivka. (Jedno-
duchd kfivka je takova, kterd neprotind sebe samu.)
Ziejmé kazd4 oblast representace #(() lezi bud celd vné
této kiivky, nebo celd uvnit# kiivky. Tedy oblouk odpo-
vidajici hrané h patfi hranicim dvou raznych oblastf
representace #(G@). Necht nyni hrana % je acyklickd.
Ka#d4 jednoduché uzaviens ktivka, kterd je podmnozi-
nou representace #(G), je ziejmé tvofena oblouky odpo-
vidajicimi hrandm nékteré kruZnice v grafu G. Vnitrek
oblouku odpovidajiciho hrané A tedy nepatii Zadné
jednoduché uzaviené kiivce a zfejmé vubec #4dné
uzaviené kiivce, ktera by byla podmnozinou representa-
ce Z(@), a nileZi tudiZ hranici pouze jedné oblasti (zde
se opét musime odvolat na geometricky nazor, presny
dikaz by byl pfili§ sloZity).

Vysvétleme si ndzorné, co to znamend, Ze néktery.
oblouk odpovidajicf hrand néle#i hranici pouze.jedné
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oblasti. Méjme opét onen papir s nakreslenou represen-
tac{ #(G) a rozstithejme jej tak, jak bylo popsano vyse.
Neni-li » acyklicka, pak piislusny oblouk bude lezet
na okrajich dvou riznych kousku papiru, které nam
rozstithanim vzniknou. Je-li & acyklicka hrana, pak na
misté oblouku, ktery ji odpovidda, budeme mit pouze
zastfih do jednoho kousku papiru (papir se podél tohoto
zastiihu nerozpada). Kdybychom stifihali pouze podél
obloukt odpovidajicich hranam, které nejsou acyklické,
dostali bychom stejny podet kouskl papiru, jako kdyz
jsme stifhali podél vSech oblouki. Zkuste si obkreslit
rovinnou representaci grafu na obriazku IV.2 a rozstii-
hejte ji. Které hrany jsou acyklické?

Obr. IV.2

Mizete namitnout, Ze naleZi-li vnitfek ynéjakého
oblouku hranici pouze jedné oblasti, neméli bychom
viibec F{kat, Ze nalezi této hranici. Z praxe zname hra-
nice mezi dvéma staty nebo hranici mezi néjakym sta-
tem a mofem, ale nikoliv hranici pouze jednoho stitu
a ni¢eho jiného. Z toho, co jsme uvedli, viak plyne, Ze
kazdy bod roviny s vyjimkou bodi representace %(G)
patii pravé do jedné z oblasti této representace, body
representace #(@) nepatii do zidné oblasti. Je tedy
vhodné definovat hranici oblasti tak, aby kazdy bod
roviny patfil bud nékteré oblasti, nebo hranici nékteré
oblasti.

Nyni dokaZeme dalsi vétu.
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Vita IV.2. Necht G je rovinng graf, (@) = 2. Budié
R(G) rovinnd representace grafu G. Pak hranice kaZdé
oblasti representace R(G) je uzavfend kfivka tvofend
oblouky odpovidajicimi hrandm nékteré kruinice grafu Q.

Diikaz. Je-li o(G) = 2, pak G obsahuje alespon jednu
kruZnici a jeho representace %(G) obsahuje alesponi dvé
oblasti. BudiZ f oblast této representace. Hranice oblasti
f musf obsahovat uzavienou kifivku; jinak by f byla
jedinou oblasti representace 2(G). Tato uzaviend kiivka
je tvofena oblouky odpovidajicimi hranim nékteré
kruynice K grafu G. Necht hranice oblasti f obsahuje
oblouk odpovidajiei nékteré hrané nepatiicf do K. Pro-
toZe tato hranice je souvisld kfivka, existuje hrana A
nepatci do K a incidentni s nékterym uzlem % kruZnice
K takova, 7e oblouk ji odpovidajicf patii hranici oblasti
J. BudiZ v koncovy uzel hrany A rizny od «. ProtoZe
o(@) = 2, graf ¢’ vznikly z G odstranénim uzlu % je
souvisly a existuje cesta C v G’ z v do nékterého uzlu w
kruZnice K rizného od u. Tato cesta oviem existujeiv G
a neobsahuje uzel . Pro jednoduchost pfedpokliddejme,

Obr. IV.3
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%e C neobsahuje jiny uzel kruznice K nez w; kdyby
takovéto uzly obsahovala, mohli bychom misto C uva-
Zovat dsek této cesty z v do nejblizsiho takového uzlu.
Budiz C, cesta z % do w vznikld z C pfidinim uzlu u
a hrany we. Existuji dile dvé ruzné cesty C, a C, z u
do w, které jsou podgrafy kruZnice K. Na obrizku
IV.3 je jasné vidét, Ze zvolime-li na kazdé z cest C,, C,
jeden uzel riizny od # a w, pak nemize existovat oblast,
ktera by byla incidentni s obéma témito uzly a s uzlem
u soudasné, coZ je spor s predpokladem, ze vSechny
tyto uzly jsou incidentni s oblasti f.

Definice IV.4. Budiz G rovinny graf, budtez %,(()
a A,(@) dvé rovinné representace grafu G. Representace
Z,(G) a #,(G) se nazyvaji ekvivalentni, jestlize pro kazdé
dvé hrany A, a h, grafu G plati, Ze v representaci %,(G)
existuje oblast incidentni s &, i s A, pravé tehdy, jestlize
takovato oblast existuje v Z,(G).

Obr, IV.4

Na obrazku IV.4 vidime tfi rovinné represcntace
téhoz grafu G. Prvni dvé z nich jsou spolu ekvivalentni,
tieti s nimi ekvivalentnf neni. Vidime, Ze hrany A, a A,
jsou incidentni s touZ oblasti v prvnich dvov represen-
tacich, ve tieti nikoli.
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Véta IV.3. Jestlife K je kruZnice v rovinném grafu G
a existuje-li rovinnd representace R(G) grafu G takovd,
Ze kitvka tvofend oblouky odpovidajicimi hrandm této
kruznice nent hranici oblasti této representace, pak mno-
Zina uzli, této kruénice je fezem grafu G.

Dikaz. Pokud by neexistoval uzlovy bod representace
2(G) uvnitt zminéné kiivky, zfejmé vnitiek této kiivky
by byl oblasti representace #(@). Kdyby neexistoval
uzlovy bod vné této kiivky, byl by jeji vnéjsek oblasti
representace %Z(G). V obou pripadech by tato kfivka
byla hranici oblasti representace #(G). Existuje tedy
alesponi jeden uzlovy bod uvnitf této kfivky, ktery
odpovida nékterému uzlu » grafu G, a alespoi jeden
uzlovy bod vné této kfivky, ktery odpovidd nékterému
uzlu v. Kazda cesta z u do v v grafu @ zfejmé obsahuje
uzel kruznice K, a tedy po odstranéni viech uzli kruznice
K z grafu G vznikne graf, v némz uzly « a » spolu ne-
souvisi a ktery je tedy nesouvisly.

Obricené tvrzeni obecné neplati (viz obr. IV.5), ale

plati pro grafy, jejichZ uzlovy stupen souvislosti je vétsf
nebo roven tfem a pro graf K,.

Obr. IV.6

Véta IV.4. Necht G je rovinng graf, mecht w(G) = 3
nebo G je iplny graf o tyFech uzlech. Necht R(G) je rovinnd
representace grafu G. Budif K kruZnice v grafu G. MnoZing
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uzlt kruinice K je fezem grafu G prdv¥ tehdy, jestlife
kfivka tvofend oblouky odpovidajicimi hrandm kruinice K
v representaci R(Q) je hranict oblasti representace R(G).

Dikaz. Vzhledem k vété IV.3 stadi dokazat, Ze existu-
je-li v grafu G kruznice K takové, Ze mnozina jejich uzli
je fezem grafu G a kifivka tvofend oblouky odpovidaji-
cimi hrandm kruzZnice K v representaci Z(G) je hranici
oblasti této representace, pak w(@) = 2. UvaZujme kom-
ponenty grafu @ vzniklého z @& odstranénim vdech uzli
kruZnice K. Ke kaidé takovéto komponenté A existuje
alespon jedna cesta, ktera je podgrafem kruZnice K a mé
tu vlastnost, Ze kaZdy uzel kruZznice K spojeny hranou
s uzlem komponenty A4 patii této cesté (pfinejmensfm
takovouto cestou miZe byt libovolna cesta vznikld
z K odstranénim jedné hrany). BudiZ nyni ¢(A4) délka
nejkratdf takovéto cesty pro komponentu A. Dile
budiZ A4, takovd komponenta, 7e ¢(4,) je nejmendi ze
véech &isel ¢(4). Predpoklidejme nejprve, Ze g(4,) <
< k—1,kde k je délka kruznice K. BudiZ C, cesta délky
q(4,) takova, ze kazdy uzel kruZnice K spojeny hranou
s uzlem komponenty 4, patii do C, a C, je podgrafem
kruZnice K. NechZ u a v jsou koncové uzly cesty C, (tedy
C, je cesta z u do v). Kazdy z uzld « a v je spojen hranou
8 nékterym uzlem komponenty A4,; jinak by existovala
krat3{ cesta s poZadovanou vlastnosti. Existuje tedy
cesta C, z u do v, jejiZ viechny uzly kromé » a v pati{
do A,. Budi? K’ kruZnice, kterd je sjednocenim cest C,
a C,. Kruinici K’ v representaci #(@) grafu G odpovidd
jednoduchd uzaviena kfivka. Protoie ¢(d4,) < k—1,
existuje alespoil jeden uzel x kruZnice K, ktery neleii
na C,. Je-li q(4,) < 2, pak C, neobsahuje 7idny uzel
kromé » a v, a tedy nejvyse dva uzly kruZnice K jsou spo-
jeny s uzly komponenty 4, (pfipoustime i piipad u = v),
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coz znamena, %e v grafu vzniklém odstranénim uzld
% a v z grafu G neexistuje cesta z x do Zidného uzlu
z 4, a tedy o(() = 2. Je-li ¢g(4,) = 3, existuje alespon
jeden uzel y cesty C, rizny od u a v. Necht 4, je kompo-
nenta grafu G’ ruzna od A, takové, Ze néktery jeji uzel
je spojen hranou s z, a necht A, je komponenta grafu G’
rtzna od 4, takova, Ze néktery jeji uzel je spojen hranou
8 y. Uzlové body representace #(G) odpovidajici uzlim
z A, lezf bud vSechny uvnitf kiivky odpovidajief kruz-
nici K’, nebo vSechny vné této krivky; jinak by 4,

59



musela mit spoledny uzel s K nebo s 4,. Podobné tvrzeni
plati i pro 4,. Lezi-li nyni uzly komponenty A, uvnitf
kiivky, lezi uzly komponenty A, vné kiivky a obracené.
Je to vidét na obrazku IV.6. Z toho plyne, Ze neexistuje
cesta z x do y, kterd by neobsahovala % ani ». V grafu
G’ vzniklém z G odstranénim uzlt » a v uzly = a y spolu
nesouvisi, tedy mnoZina {u, v} je fezem grafu @ a
o(G@) £ 2. Necht nyni ¢(4,) = k — 1. Znameni to, Ze
viechny uzly kruZnice K jsou spojeny hranami s uzly
komponenty A, ProtoZze ¢(4,) je nejmensi ze vSech
q(A4), musi byt g(4) = k — 1 pro kaZdou komponentu
A grafu G’ a tedy ka?dy uzel kruZnice K je spojen
hranami s uzly vSech téchto komponent. Budte? u,, u.,
ug uzly kruznice K takové, Ze u, je spojen hranami s uzly
%, a u;. Budi A’ komponenta grafu G' rizna od A,.
Existuji cesty O, 0, z 4, do u, takové, Ze vSechny uzly
cesty C; kromsd u, a u, le¥{ v 4, a vSechny uzly cesty C,
kromé u, a u, leZf v A’. Budiz K, kruZnice vznikla z C,
pfidanfm uzlu %, a hran «,u, a wu,u,, budiz K, kruZnice
vznikla z C, tym?Z zphsobem. Potom bud viechny uzlové
body representace #(@) odpovidajici uzlim z C, leif
vné kiivky odpovidajici kruZnici K, nebo obricensé
viechny uzlové body representace #(@) odpovidajici
uzlim z C, lezf vné kiivky odpovidajici kruznici K,.
V prvnim pFipadé viSechny uzlové body representace
(@) odpovidajici uzlim komponenty A4, lezi vné kiivky
odpovidajici kruZnici K, a tedy #4dny z nich nemuze byt
gpojen 8 %,, coZ je spor. V druhém p#ipad® bychom dosli
ke sporu analogickou tvahou. Piipad ¢(4,) = k—1
tedy nemiiZe nastat, musi platit ¢(4,) <k —1 a pro
tento piipad jsme vétu dokézali vyse.

V predpokladu véty se mluvi o tom, %e w(G) = 3 nebo
G je tplny graf o &tyfech uzlech. Formulovali jsme to
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takto, protoZe pro uplny graf jsme uzlovy stupei sou-
vislosti nedefinovali. Jak vS8ak bylo poznamenino
v kapitole II, nékdy se definuje uzlovy stuper souvislosti
iplného grafu o n uzlech jako n — 1; v tom piipadé by
oviem bylo w(K,) = 3 a stadilo by uvést predpoklad
(@) = 3. Uplné grafy o vice ne% &tyfech uzlech neuva-
Zujeme, protoze jiz vime, %e nejsou rovinné,
Z véty IV.4 nyni odvodime jednu dileZitou vétu.

Véta IV.6. Necht G je rovinnyg graf a necht w(G) = 3
nebo G je uplny graf o ctyFech uzlech. Pak vdechny rovinné
representace grafu G jsou spolu ekvivalentni.

Dikaz. Necht #,(G) a #,(@) jsou dvé rovinné repre-
sentace grafu G. Necht k, a h, jsou dvé hrany grafu G.
Predpoklddejme, Ze v representaci #,(G) existuje oblast
f1 incidentnf s obéma hranami %, a k,. Hranice oblasti
fi v #,(G) je jednoduchi uzaviend kfivka, kterd je
tvofena oblouky odpovidajicimi hrandm nékteré kruz-
nice K grafu G (graf G ziejmé neobsahuje acyklické
hrany). Podle véty IV.3 mnoZina uzli kruZnice K neni
Fezem grafu G, tedy i v %&,(G) musi existovat oblast f,
takova, Ze jeji hranice je uzaviena kfivka tvorena oblou-
ky odpovidajicimi hrandm kruznice K. Potom ovéem A,
a h, jsou incidentn{ s f, v representaci %,(G). Protoze k,
a hy byly libovolné zvoleny, jsou representace #,(G)
a #,(G@) ekvivalentni. A ponévadi i #,(G) a Z,(G) byly
dvé libovolnd zvolené rovinné representace grafu @,
dokazali jsme, Ze vSechny rovinné representace grafu G
jsou spolu ekvivalentni.

Je-li @ rovinny graf takovy, Ze w(G) = 3 nebo G je
iplny graf o &tyfech uzlech, budeme uvazovat uréditou
mnozinu F(Q) pfifazenou grafu @. Prvky této mnozZiny
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jsou vzdjemnsé jednoznaéné prifazeny kruZnicim grafu
G, jejichz mnoziny uzll nejsou fezy grafu @, a nazyvaji
se oblasti grafu G. Je-li oblast fe F(G) ptifazena takto
kruznici K, pak o uzlu u fekneme, Ze je incidentni
s oblasti f (a oblast f je incidentni s uzlem u) pravé
tehdy, naleZi-li 4 do K. Podobné definujeme i incidenci
mezi hranou 4 a oblasti f. Pak v kaZzdé rovinné represen-
taci Z(G) grafu @ ka%dé oblasti fe F(G) vzajemné jedno-
zna¢né odpovida oblast representace %#(G) tak, Ze tato
incidence je zachovéna.

Vidime tedy, Ze véta IV.4 nam umozZiiuje podstatné
zjednodusit vyjadfovani. Spliuje-li graf predpoklady
této véty, nemusime jiz mluvit o oblastech rovinné
representace tohoto grafu, ale pouze o oblastech
grafu G.

DokdZeme jesté dalsi vétu o téchto grafech.

Yéta IV.6. Necht G je rovinny graf takovy, Ze o(G) = 3
nebo G je dplny graf o Ctyfech uzlech. Necht f, f, jsou
oblasti grafu G. Pak existuje nejvyde jedna hrana grafu G,
kterd je incidentni souéasné s f, i s f,.

Dikaz. Budiz #(@) rovinna representace grafu G.
Predpokladejme, %e existuji oblasti f;, f, a hrany &, h,
grafu @ tak, Ze f, # fo, by # hy & kaida z hran &, b, je
incidentni s f; i s f,. V representaci #Z(G) oblastem f, a f,
odpovidaji oblasti této representace, které budeme zna-
it také f; a f,. Necht @’ je graf vznikly z G odstranénim
hrany #&,. Odstranime-li z £(G) oblouk odpovidajici
hrané A, (s vyjimkou uzlovych bodi, které spojuje),
dostaneme rovinnou representaci #(G') grafu G'.
V #(@) hrana h, je incidentni pouze s jednou oblasti;
tato oblast se skldd4 ze viech bodii oblasti f,, ze viech
bodit oblasti f, a ze vSech vnitfnich bodii oblouku odpo-
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vidajiciho hrané h, (tento oblouk uZz v 2(G') neni).
Z toho plyne podle véty IV.1, Ze A, je acyklickd hrana
grafu @’. Odstranénim hrany %, z G’ tedy vznikne nesou-
visly graf G”’. Graf "’ vznikne z G odstranénim hran A,
a h,. Existuje tedy ez grafu @ sloZeny z uzlu %, incident-
nfho s »; a uzlu %, incidentniho s %,; pii odstranovan{
uzli %, a u, se odstrani rovnéz hrany A, a h,. Je tedy
(@) £ 2, coi je spor.

Viimnéme si nyni bliZe incidence hran a oblast.
rovinného grafu G, pro néjz (@) = 3 nebo ktery je
dplnym grafem o étyrech uzlech. Kazdé hrana je inci-
dentni pravé s dvéma oblastmi podle véty IV.1 a ke
kaZ7dym dvéma oblastem existuje nejvyse jedna hrana
incidentni s obéma soudasné podle véty IV.5. Vidime, Ze
incidence mezi hranami a oblastmi v grafu G ma tytéz
vlastnosti jako incidence mezi hranami a uzly. Miizeme
tedy vyslovit dalsi definici.

Definice IV.5. Necht G je rovinny graf takovy, Ze
(@) = 3 nebo G je Gplny graf o étyfech uzlech. Necht
F(@) je mnozina oblasti grafu ¢. Sestrojime graf G* tak,
7e kazdé oblasti z F(G) prifadime uzel grafu G* a dva
uzly grafu G* spojime hranou pravé tehdy, existuje-li
v G hrana, ktera je incidentni s obéma oblastmi odpovi-
dajicimi témto uzlim. Pak graf G* nazyvame dudlnim
grafem ke grafu G.

Dokéazeme vétu o dualnich grafech.
Véta IV.7. Necht G je rovinng graf takovy, Ze w(G) = 3

nebo @ je dplny graf o étyrech uzlech. Budiz G* dudlni graf
ke grafu G. Pak graf G* je rovinng.
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Dikaz. Nebudeme vétu dokazovat podle véty Kura-
towského, ale opfeme se o nazor. Méjme rovinnou repre-
sentaci (@) grafu G. V kazdé oblasti representace #()
zvolime jeden bod; tento bod bude uzlovym bodem
rovinné representace #(G*) grafu G* odpovidajicim
uzlu grafu G*, ktery je prislusnou oblasti grafu G.
Jsou-li f; a f, dvé oblasti grafu G takové, Ze existuje
hrana % incidentni s f; i s f,, pak spojime bod zvoleny
v oblasti f; s bodem zvolenym v oblasti f, obloukem
jednoduché spojité kiivky tak, aby tento oblouk proti-
nal oblouk representace #(GF) odpovidajici hrané &
v nékterém jeho vnitinim bodé a nemél spoleény bod se
Zzadnym jinym obloukem representace %#(G). Udinime-li
to pro kaZdou dvojici f,, f, oblasti s uvedenou vlastnost,
dostaneme rovinnou representaci grafu G*.

Je to vidét na obrazku IV.7. Hrany grafu G jsou
nakresleny plnymi éarami, hrany grafu G* darkované.

Obr. IV.7
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Vidime rovné%, %e dualni graf ke grafu G* je opét G.
Presné vzato, abychom toto mohli tvrdit, museli by-
chom védét, zda dualni graf ke grafu G* je vubec defi-
novan, to jest zda G* splhuje predpoklady definice IV.5.
Reknéme si bez diikazu, %e tomu tak skute&né je.

\ i
h N SR

Obr. IV.8

Na obrizku IV.8 vidime dualni graf ke grafu K,. Je to
opét uplny graf o étyfech uzlech. Proto graf K, nazy-
vame autodudlni. Predpona ,,auto-*“ znaéf ,,samo-*.

Duélni grafy by bylo moZno definovat i pro grafy
o uzlovém stupni souvislosti mensim neZ 3. Protoze
vSak takovéto grafy mohou mit neekvivalentni repre-
sentace, museli bychom vidy mluvit o dudlnim grafu
vzhledem k dané rovinné representaci. Daile by se
v dudlnim grafu mohly vyskytovat i dvojice uzla spo-
jené vice nez jednou hranou (pokud by existovala vice
ne# jedna hrana incidentni s tymiz dvéma oblastmi
v representaci puvodniho grafu) a smyt¢ky (pokud by
pavodni graf obsahoval acyklické hrany). Pro zajima-
vost ukdZeme takovyto graf na obrazku IV.9. V kazdém
ptipadé plati, Ze podet hran dudlnfho grafu je roven podtu
hran pavodniho grafu.
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Nyni ukdZeme, ze podet oblasti rovinné representace
grafu je jednoznadné uréen podtem uzld a hran tohoto
grafu. Plyne z toho samozfejmé, %e vSechny rovinné
representace téhoZ grafu maji tentyz podet oblasti.

Ob:. 1IV.9

Vita IV.8. (Euleruv vzorec). BudiZ G souvisly rovinng
graf o n uzlech a m hrandch. Budiz (Q) rovinnd represen-
tace grafu G a necht Z(G) md p oblasti. Pak plati

n—m-+p—2

Dikaz. Jsou-li vSechny hrany grafu G acyklické, pak
graf G je stromem. Tedy m = n — 1 podle véty IL.7.
Déle kazda hrana grafu G patif hranici pouze jediné
oblasti representace £(G) (podle véty IV.1) a tedy
‘p = 1; kdyby existovaly dvé rizné oblasti, musela by
existovat hrana incidentni se dvéma oblastmi v repre-
sentaci 2(G). Mame

n—m+p=n—n—1)4+1=2
Necht nynf G obsahuje hranu %, ktera nenf acyklicka.
Budiz G’ graf ziskany z grafu G odstranénim hrany h.
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Vezméme rovinnou representaci #(@) grafu G a od-
strainme z ni oblouk odpovidajici hrané £ (s vyjimkou
uzlovych bodi, které spojuje). Dostaneme tak rovinnou
representaci Z(G') grafu G'. Hrana h je v #(@) incidentn{
se dvéma riznymi oblastmi f, a f, (protoZe nenf acyklic-
ka). V representaci #Z(G') mame oblast f, ktera se sklada
ze viech bodu oblasti f;, vSech boda oblasti f, a viech
vnitfnich boda oblouku odpovidajictho hrané 2 v %#(G).
Vsechny oblasti representace %£(@) rizné od f, a f, jsou
ziejmé oblastmi i v #(G'). Je-li nyni n’ podet uzla a m’
pocdet hran grafu G’ a je-li p" podet oblasti representace
AG), pakn’ =n,m' =m —1, p' = p— 1. Mame
n—m' +p =n—m—1)+(p—1) =
=n—m + p.

Odstranénim hrany, ktera neni acyklickd, se tedy
hodnota vyrazu n —m + p neméni. Jak jsme vsak
vidéli v dikaze véty I1.8, postupnym opakovinim této
operace dostaneme kostru grafu ¢, ktera je stromem,

a tedy pro ni tato hodnota je rovna 2. Musf byt tedy
rovna 2 i pro pivodni graf G.

Vzorec se nazyva Euleriv podle slavného matematika
Leonharda Eulera, o kterém jste jisté uZ slySeli.

Nakonec se jesté zminfme o moZnostech representaci
grafu na jiné ploSe, nez je rovina. Representace grafu
na libovolné plose se definuje analogicky jako rovinna
representace.

Yéta IV.9. Nechf G je graf. Representace grafu G na
kulové plode existuje prdvé tehdy, je-li graf G rovinny.

Dikaz. Nechz graf G je rovinny. Pak existuje jeho
rovinna representace #£(@) v néjaké roviné =. UvaZujme
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kulovou plochu » kterd se dotyka roviny n v nékterém
bodé 7. Budiz S bod plochy x protilehly bodu 7. Body
roviny # budeme promitat na plochu » stfedovym pro-
mitanim o stfedu S. Znamena to, Ze je-li A bod roviny
7, pak jeho primétem bude bod 4’, ktery je pruseéfkem
piimky AS s plochou x riznym od S. Takto kaZzdému
bodu roviny =z je prifazen pravé jeden bod plochy #, pfi-
¢emZ riznym bodim roviny jsou pfifazeny riizné body
kulové plochy. Primétem rovinné representace #(G)
bude representace grafu @ na kulové plose ». Obracené,
existuje-li representace grafu ¢ na kulové plose x, mu-
Zeme ji opét promitnout na tednou rovinu n této plochy;
pouze bod dotyku T musi byt zvolen tak, aby bod 8
k nému protilehly nebyl bodem této representace; to
vSak lze snadno provést. Praimétem této representace
je rovinna representace grafu G.

Promitani, kterého jsme uZili, je takzvana azimutalni
projekece. Pouziva se ji v kartografii. Mame-li néjakou
mapu nakreslenou na globu, pomoci této projekee ji
promitneme do roviny a dostaneme tak mapu v roviné.
Stfedem promitani byva obvykle bud néktery zemépisny
pol, nebo néktery bod na rovniku. Nazorné si tuto pro-
jekei muZeme piedstavit tak, Ze kulovd plocha x je
ze skla, rovina s je projekéni plitno, na ném% kulova
plocha leZi, a v nejvyssim bodé kulové plochy mame
bodovy svételny zdroj. Takto se nam kresba na kulové
ploSe promitne na rovinu.

Zavérem uvedeme bez dikazu vétu, kterou nezivisle
na sobé dokazali I. Fary, S. K. Stein a K. Wagner.

Véta IV.10. Necht G je rovinny graf. Pak existuje
rovinnd representace grafu Q, v niz véem hrandm grafu G
odpovidaji isebky.
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Studuji se oviem representace grafii i na jinych plo-
chach. Tak napifklad na anuloidu (plocha pfipominajici
pneumatiku, viz obr. IV.10) existuje representace kaz-
dého rovinného grafu, existuji v8ak i nerovinné grafy,
které maji takovouto representaci (napfiklad K,).

Obr. IV.10
Cvi€eni
1. Na obrdzku IV.11 je rovinnd representace uréitého

grafu. Najdéte rovinnou representaci téhoz grafu, kterd s ni
neni ekvivalentni.

Obr. IV.11

2. Nakreslote rovinnou representaci souvislého rovinného
grafu, ktery obsahuje pouze jednu kruinici (sém v3ak neni
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kruznici). Kolik oblasti mé jeho rovinné representace? Kolik
mé tento graf hran, mé-li n uzli?

8. Nakreslete rovinnou representaci grafu ziskaného z K,
odstrandnim jedné hrany a sestrojte pkfsludny dudlni graf.

4, Kolik oblasti mé rovinnéd representace rovinného pravi-
delného grafu stupnd 4 o n uzlech?

6. Necht graf G sestdvéd z kruZnice K, uzlu » nepat¥iciho
této kruZnici a vSech hran spojujicich uzel # se v¥emi uzly
kruznice K (takovému grafu se ¥iké kolo). Jaky je dudlni
graf k takovémuto grafu?

6. Nakreslete rovinnou representaci grafu vzniklého z grafu
K,, odstrandnim jedné hrany.

7. Rovinny graf md 30 hran a jeho podet uzli je roven
poétu oblasti. Kolik méd uzli?
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V. KAPITOLA

TRIANGULACE ROVINY

V predeslé kapitole jsme zavedli pojem incidence mezi
hranami grafu a oblastmi jeho rovinné representace.
MiuzZeme tedy také definovat stupeti oblasti, podobné
jako jsme definovali stupen uzlu.

Definice V.1. Necht ¢ je rovinny graf, necht #(G) je
jeho rovinna representace. Necht f je oblast representace
&(R). Stupném oblasti f nazyvime podet hran grafu G
incidentnich s oblasti f v representaci %(&).

Nynf se budeme zabyvat uréitym specidlnim typem
rovinnych representacf a grafy, které maji tyto represen-
tace.

Definice V.2. Necht G je souvisly rovinny graf bez
acyklickych hran, necht %2(() je jeho rovinna represen-
tace. Je-li stupen kazdé oblasti representace %£(G) roven
ttem, nazyvame representaci %#(G) triangulaci roviny
a graf G nazyvédme grafem triangulace roviny.

Misto ,.triangulace roviny* budeme v dal$im fikat
struéné ,triangulace’, protoze triangulacemi jinych
ploch se zabyvat nebudeme. Rovnéz budeme fikat, Ze
hranicf uréité oblasti je kruznice, misto abychom ffkali,
Ze jeji hranici je uzaviena ktivka tvorena oblouky rovin-
né representace od~~vidsiirfmi hrandm kruZnice.
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Priklad triangulace je na obrazku V.1.
Dokazeme nékteré véty o triangulacich.

Véta V.1. Budi G graf triangulace. BudiZ u libovolny
uzel grafu G. Pak existuje kruznice K(u) v grafu G, jejif
mnoZinow uzle je mnofina vdech wzliv grafu G spojenijch
hranami s uzlemu.

Obr. V.1

Dikaz. Budiz v, uzel spojeny hranou s uzlem . Hrana
uv, je incidentni pravé s dvéma oblastmi representace
2(G); budiz f, jedna z téchto oblasti. Oblast f; ma stupern
3, tedy jeji hranici je kruZnice délky 3 obsahujici hranu
uv,. Budiz v, uzel této kruzZnice rizny od u a ¢,; zfejmé
existuji hrany uv, a v,9,. Hrana uw, je incidentni rovnéz
se dvéma oblastmi; jedna z nich je f;, druhou oznaéime
fa. Oblast f, ma rovnéz stupen 3; budiz tedy v; uzel
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hranice oblasti f, rizny od « a v, Je v; # »,, protoze
jinak by oblasti f;, f; byly obé incidentni s uzly «, v,, v,,
a ponévadZ obé maji stuperl 3, musely by byt totoZné,
a tedy hrana wv, by byla incidentni pouze s jednou
oblastf a byla by acyklicka, coz by byl spor. Nechf f,
je oblast incidentni s hranou uv, a rdzna od f,. Uzel hra-
nice oblasti f; rizny od « a v; miZe byt v,; v tom piipadé
existuje kruznice sestdvajici z uzli v,, v,, v, a hran v,v,,
9,05, ¥0;. V opadném piipadé tento uzel oznadéime o,
a pokradujeme dile stejnym zptisobem. Po konedném
poétu kroku ziskdme uzly v,,..., v, a oblasti f,,..., f;
tak, %e hranice oblasti f; pros = 1,...,7 — 1 je kruZnice
délky 3 obsahujici uzly u, v;, v;,, a hranice oblasti f, je
kruinice délky 3 obsahujici uzly u, v,, v;. Necht K(u) je
kruZnice sestavajicf z uzlt v,,. . ., v, a hran v,9,, v,v,,. ..

r_1r, ¥y¥y; tyto hrany existujf, jak jsme ukézali. Vsechny
uzly kruZnice K(u) jsou spojeny hranami s uzlem wu.
Dale uzel « neni incidentn{ se Zidnou oblasti riznou od
fis- -5 Jr, tedy ani se Zadnou hranou riznou od wuv,,. . .,
uY, (takovato hrana by musela byt acyklickd), tedy
mnozina uzli spojenych hranami s uzlem u je {v,,...,

Vp}.

Véta V.2, Necht G je graf triangulace o n uzlech. Je-li
n = 4, pak G je dplny graf o Etyrech uzlech. Je-li n = 5,
pak (@) = 3.

Dikaz. Budiz n = 4. Nechf u je uzel grafu GQ. Podle
véty V.1 existuje kruznice K(u) v grafu G, jejiz mnoti-
nou uzli je mnoZina vSech uzld spojenych hranami
8 uzlem %. Délka kruznice K(%) je 3; mensf délku kruz-
nice mfit nemuZe, pti vétsf délce by bylo n > 4. Jsou-li
v, ¥y, ¥ zly této kruinice, pak existuji hrany wv,,uv,,
Uy, VU, Vo, Va0, & tedy u, v;, v,, v, jsou uzly tplného
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grafu o &tyfech uzlech. Protoze G ma pouze étyii uzly,
tento dplny graf je cely graf G. Budiz nynf n = 5. Graf
@ neni 1\plny, protoze jinak by nebyl rovinny. Existujf
v ném tedy fezy. Budiz R fez grafu ¢ o minimélnim
podtu wuzli; tento podet uzli je w(F). Budiz e R.
Budiz & graf vznikly z G odstranénim vsech uzli fezu
R. Uzel u je v @ spojen hranami s uzly alespon dvou
komponent grafu G’; jinak by R — {«} byl fezem grafu
G a fez R by nemél minimalni podet uzli. Uzel u je tedy
spojen s nékterym uzlem w, komponenty 4, a s nékte-
rym uzlem w, komponenty A, grafu @', kde 4, # 4,.
Budiz K(u) kruZnice z véty V.1. Uzly w, a w, jsou uzly
kruznice K(u). KruZnice K(u) je sjednocenim dvou
cest C; a C,, které obd spojuji uzly w, a w, a nemaji
kromé w, a w, spoleény uzel. Na ka#dé z cest C, a C, musi
lezet néktery uzel fezu R; nechf z, je uzel fezu R obsa-
Zeny v C, a z, uzel Fezu R obsa¥eny v C,. Uzly u, z,, %,
jsou tfi navzdjem ruzné uzly fezu R, a tedy w(() = 3.

Z této véty a z véty IV. 4 plyne, Ze je-ligrafGon = 4
uzlech grafem triangulace, pak vSechny jeho rovinné
representace jsou triangulacemi.

V &em spoéiva hlavni vyznam triangulaci, poznime
z dalsf véty.

Véta V.3. KaZdy rovinng graf o n = 4 wuzlech je
podgrafem nékterého grafu triangulace s toutéZ mnofinou
uzld.

Dikaz. Necht ¢ je souvisly rovinny graf o n = 4 uz-
lech, necht #(@) je jeho rovinné representace. (Kdyby
graf G' byl nesouvisly, byl by samoziejmé podgrafem
nékterého souvislého rovinného grafu.) Je-li G grafem
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triangulace, pak pro néj véta plati. Neni-li grafem trian-
gulace, pak existuje oblast f representace Z(@), jejiZ
hranici neni kruznice délky 3. Existuji tedy uzly u, v
incidentni s f, které nejsou spojeny hranou patiici hra-
nici oblasti f. Nejsou-li viibec spojeny hranou, pak je
spojime a dostaneme tak graf G’. Rovinnou representaci
Z(G') grafu G’ dostaneme tak, Ze uzlové body represen-
tace #(G) odpovidajicif uzlim % a v spojime obloukem
jednoduché rovinné krivky, jehoZ vnitini body nalezf

y

Obr. V.2

oblasti f. Tedy G’ je rovnéz rovinny graf, ma tutéz
mnozinu uzli jako G a graf G je jeho podgrafem. Pied-
pokladejme nyni, Ze uzly » a v jsou spojeny hranou
(ktera oviem nepatii hranici oblasti f). Existuje cesta C
z % do v patiici hranici oblasti f (uzly a hrany incidentn{
s f tvoii ziejmé souvisly podgraf grafu ); tato cesta md
délku vétsi nez jedna, protoZe « a v nejsou spojeny hra-
nou patiici hranici oblasti f. Existuje tedy uzel x cesty
C riizny od u a v a zfejmé existuje i uzel y hranice oblasti
J, ktery nepatii do C. Kdyby byly uzly x a y spojeny
hranou, pak by oblouk representace #(G!) odpovidajici
této hrané musel protinat oblouk odpovidajicf hrané uv
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nebo prochazet vnitikem oblasti f, coi ovem neni
mozné. Je to znidzornéno na obrizku V.2; je tieba po-
znamenat, Ze to plati i v piipadé, kdy hranice oblasti f
neni kruznici. Misto uzlt « a v tedy spojime hranou uzly
z a y. Dostaneme tak graf G, pro néjz plati to, co bylo
uvedeno vyse. Je-li graf G, grafem triangulace, véta plati.
Neni-li, opakujeme tento postup tak dlouho, aZ dosta-
neme graf s takovou rovinnou representaci, Ze kazdé dva
uzly incidentni s touZ oblasti jsou spojeny hranou. Pak
hranice kaZdé oblasti je kruznice délky 3 a ziskany graf
je grafem triangulace o stejné mnoziné uzla jako graf
G a takovy, Ze G je jeho podgrafem.

Nyn{ uréime, kolik hran a kolik oblastf{ ma graf trian-
gulace o daném podtu uzla. (Vzhledem k vété V.2
muzeme mluvit o oblastech grafu.)

Véta V.4, Necht G je graf triangulace o n = 4 uzlech.
Pak pocet hran grafu G je 3n — 6 a polet oblastt grafu G
je 2n — 4.

Dikaz. Podet uzli grafu G oznadme m, podet jeho
oblasti oznaéme p. Kazda oblast grafu @ je incidentni
s tfemi hranami, kaZzd4 hrana se dvéma oblastmi. Troj-
nasobek podtu oblasti je tedy roven dvojnasobku podtu
hran, to jest

3p = 2m
a z toho

P o= m.

PouzZijeme nyni Eulerova vzorce (véta IV.7). Mame

1
n—m—}-p:n—?m:&
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z &¢choZ plyne

m = 3n—0, p=—gm =2n — 4.

Viechny grafy triangulaci, které maji stejny podet
uzli, maji tedy i stejny poéet hran a stejny pocet
oblasti.

Véta V.5. Budif G graf triangulace. Pak neexistuje
rovinny graf s toutéZ mnoZinou uzld jako G takovij, aby G
byl jeho vlastnim podgrafem.

Pozndmka. Graf G je vlastnim podgrafem grafu G,
je-li @ podgrafem grafu G’ a pfitom nesplyva s grafem G,

Dikaz. Predpokliadejme, Ze existuje rovinny graf G,
ktery ma stejnou mnozinu uzli jako G a je takovy, Ze
G je jeho vlastnim podgrafem. Podle véty V.3 existuje
graf triangulace G’ s toutéZ mnoZinou uzli jako G’
(a tedy i jako ), jehoZ podgrafem (ne nutné vlastnim)
je grat G'. Je-li n podet uzli grafu G"' (a tedy i grafi G
a G’), pak " ma 3n — 6 hran (podle véty V.4) a pocdet
hran grafu G’ je mensi nebo roven 3n — 6. Ponévadz
viak @ je vlastnim podgrafem grafu G', musi byt jeho
podet hran mensi nez 3n — 6, coz je spor s predpokla-
dem, Ze @ je graf triangulace.

Grafim triangulaci se také nékdy iikd maximalni
rovinné grafy. Z vét V.3 a V.5 je zfejmé, proé se jim tak
rika.

Z véty V.4 plynou jesté dalsi dasledky.

Véta V.6. Polet hran rovinného grafu o n wuzlech je
mendi nebo roven 3n — 6.
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Diikaz. Pro n = 4 to plyne pfimo z vét V.3 a V.4, pro
n == 3 jc to ziejmé.

Véta V.7. Necht G je rovinnyg graf. Pak existuje ale-
spofi jeden uzel u grafu G, pro néjZ o(u) < 5.

Dikaz. U grafi 8 méné nez tiemi uzly je to zfejmé.
Piedpokladejme tedy, Ze graf ma n = 3 uzla. Jak jsme
ukézali v kapitole II, soudet viech stupni uzli grafu ¢
je roven dvojnisobku jeho podtu hran. Kdyby véta
neplatila, bylo by p(u) = 6 pro kaZdy uzel «, zminény
soudet by byl vétsi nebo roven 6n a podet hran grafu G
by byl vétsi nebo roven 3z a tedy vétsi nez 3n — 6, co%
by odporovalo vété V.6.

Véta V.8. Necht G je rovinng graf, kier)) neni diplnijm.
grafem. Pak o(@G) < 5.

Tvrzeni plyne piimo z vét I1.6 a V.7.

Cviéeni

1. Vysvétlete, jak pojem triangulace v teorii grafi souvisi
s pojmem triangulace v geodézii.

2. Nakreslete libovolnou triangulaci o 10 uzlech.

8. Nakreslete triangulaci o 6 uzlech, které obsehuje jako
podgraf graf vznikly z K, , odstranénim jedné hrany.

4. Cim se vyznatuje dudlni graf k libovolnému grafu trian-
gulace?

5. Nechf @ je nerovinny graf, necht G’ je graf vznikly z G
odstranénim jedné hrany. Je pravda, Ze je-li G’ rovinny, je
grafem triangulace? ’
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VI. KAPITOLA

PROBLEM CTYR BAREY

 rovinnymi grafy souvisi jisty problém, ktery bez nad-
sdzky muZeme oznalit jako nejproslulejsi problém
teorie grafl a jeden z nejproslulejsich problémi matema-
tiky vibec. Je to problém étyr barev.

Problém &tyi barev vznikl nékdy v poloviné minulého
stoleti. Neni zcela jasno, kdo prvn{ prisel na tento pro-
blém. V ruznych publikacich se uvadéji rizna jména
autori problému &tyi barev; zde tedy se otazkou autor-
stvi tohoto problému nebudeme zabyvat a Zadné jméno
neuvedeme. Je jen tieba poznamenat, Ze v dobé vzniku
tohoto problému neexistovala jesté teorie grafii jako
samostatna védeckd disciplina; Slo tedy spise o to, demu
F{kame rekreaéni problém. V pavodnim znéni problému
étyt barev se tedy nemluvi o grafech, nybrz o mapach.
Jak znamo, na politickych mapach se tzemi jednotli-
vych stath vybarvuji riznymi barvami, pfitemz se dba
na to, aby staty, které spolu sousedi, nebyly vybarveny
toutéz barvou. Predstavme si néjakou takovou mapu,
af uz na glébu nebo na listu papiru. Vilbec nim nebude
zalezet na tom, zda odpovida skuteénému politickému
rozdéleni zemékoule; miiZeme si predstavovat, Ze jde
o staty na nékteré jiné planeté osidlené rozumnymi
bytostmi ve fantazii néjakého spisovatele védecko-
fantastickych knih. Tuto mapu bychom méli vybarvit
zadanym zptsobem. Kolik riznych barev budeme po-
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tiebovat k tomu, abychom takto mohli vybarvit libo-
volnou mapu? (Staty, které spolu hraniéi jen v jednom
bodé, nepoklidame za sousedici a muZeme je barvit
stejnou barvou. V Evropé bychom piiklad takovychto
statd nenadli, ale existuji takové dvojice mezi stity
USA, napiiklad Arizona a Colorado.)

Takovouto mapu muZeme povaZovat za rovinnou
representaci (pfipadné za representaci na kulové plose,
pokud jde o glébus) néjakého rovinného grafu ¢. Uzlo-
vymi body této representace budou body, v nichZ se
stykaji alespon tii hranice; tyto body odpovidajf uzlim
grafu G. Oblouky representace budou useky hranic, kte-
ré spojuji dva uzlové body a neobsahuji zZddny uzlovy
bod jako svdj vnitini bod. Oblastmi této representace
budou tzemi jednotlivych statd, pfipadné i mofe. Vy-
louéime pripady, kdy tzemi nékterého statu sestava
z nékolika ¢asti oddélenych mofem nebo tzemim jiného
statu (napiiklad USA s Aljaskou), ddle ostrovni stity
a staty obklopené ze viech stran tzemim jediného jiného
statu (San Marino, Vatikan, Lesotho). Ostrovni stity
a staty typu San Marina vyluéujeme proto, abychom
skute¢né dostali rovinnou representaci grafu. Pfi samot-
ném barveni nim tyto staty nebudou délat potiZe;
ostrovni stat lze vybarvit libovolnou barvou jinou nez
ta, kterou je vybarveno mote, a podobné to lze provést
i se staty obklopenymi dzemim jediného jiného statu.
Pokud bychom pripoustéli staty sestavajici z nékolika
oddélenych tzemi, dostali bychom urédité zobecnéni
problému &ty¥ barev, o kterém se jesté zmfinime.

Graf G, jehoZ representaci #(G) je nase mapa, ziejmé
neobsahuje acyklické hrany; takovato hrana by pfed-
stavovala usek hranice jistého statu se sebou samym,
coZ v+zemépise nema smysl. Hranice kaZdé oblasti je
kruZnice nebo se sklad4d z nékolika kruZnic (piikladem
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oblasti, jejiZ hranice se sklddd z n&kolika kruznic, by nd
zemékouli bylo more).

MizZeme tedy sestrojit k této representaci duilni graf,
jak jsme o tom mluvili v kapitole IV. V tomto grafu
uzly jsou jednotlivé staty a dva uzly jsou spojeny hra-
nou pravé tehdy, sousedi-li spolu odpovidajici staty.
Presné vzato, muzZe to byt vlastné multigraf, jak bylo
také v kapitole IV poznamenéno. Nevyloudili jsme totiz
mozZnost, ze v pivodnim grafu (mapé) existuji dvojice
oblasti takové, zZe existuji dvé riizné hrany, které jsou
8 obéma incidentni. Na zemékouli takovéto dvojice jsou
napiiklad Francie — moie nebo Indie — Cina. Pro nage
dalsf dvahy to v3ak neni podstatné, miZeme predpokla-
dat, Ze i takovéto dvojice statid jsou spojeny jedinou
hranou a Ze tedy jde skuteéné o graf, nikoliv o multi-
graf. Jak jsme ukazali v kapitole IV, tento graf je
rovinny. Pfipomerime si jesté obrazek I1.5. Misto oblasti
nyni barvime uzly, a to tak, aby dva uzly spojené hranou
mély riznou barvu. S tim uZ jsme se setkali v kapitole
II, kdy% jsme mluvili o chromatickém ¢&isle grafu. Nyni
tedy chipeme, pro¢ se uziva v teorii grafi terminu
barva; je to termin, ktery vznikl privé v souvislosti
s nasim problémem. Jde nam o to, jaké maximalni chro-
matické ¢islo miize mit rovinny graf. Toto &islo nemuze
byt mensi nez ¢&tyri, protoze K, je rovinny graf a
1K) = 4.

Dosud se nepodafilo najit rovinny graf o chromatic-
kém ¢isle vétsim nez &tyfi. Byla tedy vyslovena do-
mnénka (neboli hypotéza).

Domnénka o étyFech barvich. Pro kaidy rovinny graf
G je 2(GQ) < 4.

Toto tvrzeni neni véta. V matematice miiZeme oznadit
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jako vétu pouze takové tvrzeni, které bylo dokdzano.

Zde tomu tak neni, proto mluvime o domnénce; je to

tvrzeni, o némz se védei domnivaji, Ze by mohlo platit.
Lze vSak dok4zat trochu slabsi tvrzeni.

Vita VI.1. Nechi G je rovinng graf. Pak y4(G) < 5.

Dikaz. Budiz n poéet uzli grafu ¢; pouZijeme mate-
matické indukce podle n. Je-lin < 5, pak tvrzenf ziejmé
plati. Necht nyni £ = 6 a pifedpokladejme, Ze véta platf
pro viechny grafy o n uzlech, kde » <k — 1. Méjme
nyni graf G, pro néjz n = k. Podle véty V.7 existuje
v grafu G alespon jeden uzel u takovy, Ze gg(u) = 5.
Budiz &' graf vznikly z G odstranénim uzlu %. Graf G’
mé k—1 uzla, tedy podle indukéniho predpokladu
existuje piipustné obarveni jeho uzli péti barvami.
Je-li pg(u) < 4, pak pFipustné obarveni uzli grafu G péti
barvami dostaneme tak, Ze vSechny uzly razné od u
obarvime tak, abychom dostali pfipustné obarveni
grafu G’ péti barvami, a uzel « obarvime barvou riiznou
od barev uzld, které jsou s nim v grafu G spojeny hrana-
mi; protoZe tyto uzly jsou nejvyse &tyfi, takovato barva
existuje. Je-li gg(u) = 5, ale alespont dva uzly spojené
s uzlem % v grafu G jsou v piipustném obarveni grafu ¢
péti barvami obarveny stejnou barvou, postupujeme
obdobné. Zbyvia tedy uZ jen piipad, kdy ge(u) = 5 a uzly
¥y, ¥y, Uy, ¥,, V5 8Pojené hranami s uzlem « v grafu G jsou
v piipustném obarvenf grafu G’ péti barvami obarveny
navzijem raznymi barvami f,, f,, Bs,, B Bs (uzel v; je

obarven barvou f; pro ¢ =1,..., 5). Oznadeni uzl
5,. .., ¥ volime tak, 'aby v uréité rovinné representaci
Z(@) grafu G hrany uw,,..., uv; nisledovaly za sebou

v tomto pofadi, jdeme-li okolo uzlového bodu odpovida-
jictho uzlu u; je to znazornéno na obrazku VI.1. Jsou-li
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nyni ¢ a j dvé rizna &isla z &sel 1, 2, 3, 4, 5, pak podgraf
grafu G’ sloZeny ze viech uzli obarvenych. barvami
pi a f; a ze viech hran spojujicich dvojice téchto uzld
budeme oznaéovat G;. Uzly v, a v, jsou uzly grafu Gy,.
Jestlize lezi v riznych komponentach tohoto grafu,
vezmeme komponentu grafu Gj; obsahujici uzel v,
a zménime dané pfipustné obarveni grafu G’ péti barva-
mi tak, Ze uzly této komponenty, které mély barvu g,

3

Obr. VI.1

budou mit barvu g, a uzly, které mély barvu g,, budou
mit barvu g,. Snadno bychom dokazali, Ze dostaneme
opét pfipustné obarveni grafu G’ péti barvami. V tomto
obarven{ uzly v, a v; maji stejnou barvu g, a zZddny z uzli
v',..., v; nemé barvu g;. Tedy miiZeme obarvit uzel «
barvou g; a dostaneme tak piipustné obarveni grafu ¢
péti barvami. Jestlize v, a v, leii v téZe komponenté
grafu Gy, pak existuje cesta C z v, do v, le¥fci v Gy,
Kazda cesta z v, do v, v grafu G’ musi mit spole¢ny uzel
s cestou C (jinak by oblouk odpovidajici nékteré jeji
hrané protinal v rovinné representaci grafu G oblouk
odpovidajici nékteré z hran wwv,, uv,). Kaida takovito
cesta tedy obsahuje uzel obarveny barvou g, nebo g,,
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a tedy nele#i celd v grafu G,. Znamena to, Ze uzly v, a v,
lezi v raznych komponentich grafu G;. Vezmeme
komponentu grafu ¢;, obsahujici uzel v, a zménime pri-
pustné obarveni grafu G’ tak, Ze uzly této komponenty,
které mély barvu B,, budou mit barvu g, a uzly, které
mély barvu g,, budou mit barvu 8,. Dostaneme pii-
pustné obarveni grafu G’ péti barvami, v némz v, a v,
maji tutéZ barvu g, a zadny z uzli v,,. . ., v; nema barvu
B.. Obarvime uzel « barvou g,, ¢imZ dostaneme piipustné
obarveni grafu G péti barvami.

Tuto vétu dokazal P. J. Heawood na konci minulého
stoleti.

Podle véty V.3 kaidy rovinny graf o n = 4 uzlech je
podgrafem nékterého grafu triangulace s touz mnozinou
uzli. Lze-li tento graf triangulace pripustné obarvit
étyfmi barvami, bude toto obarveni pfipustnym obarve-
nim i pro pavodni graf. Podafi-li se tedy dokazat, Ze
kazdy graf triangulace ma chromatické éislo mensi nebo
rovné ¢tyiem, bude to dokdzano pro vSechny rovinné
grafy a problém &tyr barev bude vyresen.

Pri zkoumani grafi triangulaci se muZe uplatnit
nasledujici véta, kterou dokazal P. G. Tait. Mluvi se v ni
o barveni hran. Obarvit hrany néjakého grafu znamena
(podobné jako pii barveni uzli) ka%dé hrané tohoto
grafu piifadit prvek néjaké mnoziny, jejiz prvky nazy-
vime barvami.

Véta VI.2. Necht G je graf triangulace. Pak x(G) < 4
pravé tehdy, lze-li hrany grafu G obarvit tfemsi barvam: tak,
aby libovolné dvé hrany incidenint s touf oblasti grafu G
mély razné barvy.

Ditkaz. Predpoklidejme nejprve, Ze y(@) < 4. Existuje
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tedy pripustné obarvenf uzli grafu G &tyfmi barvami
B1, B2, Bas Bs. Budeme barvit hrany grafu @ tfemi barvami
Y1, Y2» V3. Barvou y, obarvime kaZdou hranu, kterd spo-
juje uzly obarvené barvami f,, 8, nebo barvami §,, §;.
Barvou y, obarvime kaZdou hranu spojujici uzly obar-
vené barvami §,, f; nebo ﬂ,, ,84 Koneéné barvou y,
obarvime kazdou hranu spojujici uzly obarvené barvami
By, By nebo B,, B;. Takto kazdé hrana grafu @ bude obar-
vena pravé jednou z barev y,, y,, y,. Necht nyni f je
oblast grafu &, nechf u, », w jsou uzly incidentnf{ s oblast{
S. Uzly u, v, w maji rizné barvy v piipustném obarveni
uzltt grafu @, protoZe kazdé dva z nich jsou spojeny
hranou. Je-li u obarven barvou §,,»barvou §,a w barvou
B5. pak hrana uv je obarvena barvou y,, hrana vw barvou
v, a hrana uw barvou y,, tedy tyto tfi hrany maji razné
barvy. Takto bychom mohli probrat vSechny moZnosti
obarven{ uzli «, v, w a vidéli bychom, ¥e vidy hrany
uv, vyw, vw majf rizné barvy. (MuZete si to provést jako
cviteni.) Tfm médme dokizinu jednu é&ist - véty; je-li
7(@) < 4, pak lze hrany obarvit urdenym zpisobem.
Nyni budeme naopak predpokladat, Ze existuje obarveni
hran grafu @ tfemi barvami spliujici danou podminku.
Budiz G, graf ziskany z @ odstranénim vSech hran obar-




venych barvou y, a G, graf ziskany z G odstranénim
viech hran obarvenych barvou y,. KaZda oblast rovinné
representace grafu G, vznikne ze dvou oblasti represen-
tace grafu G incidentnich s touZ hranou obarvenou bar-
vou ¥, tim, Ze se oblouk odpovidajici této hrané odstrani
(viz obrazek VI.2). Tedy kazdd oblast takovéto repre-
sentace grafu G, ma stupeni 4. BudiZz nyni K kruznice
v grafu f; dokaZeme, Ze jeji délka k je &islo sudé. Budiz
@1 podgraf grafu @ sestivajici ze vSech uzli a hran kruz-
nice K a ze vSech uzli a hran takovych, Ze uzlové body
a oblouky jim odpovidajici v nékteré takovéto rovinné
representaci Z(G,) grafu G, lezi uvnitf uzaviené krivky
odpovidajici kruznici K. Je-li k = 4, je k sudé. Predpo-
kladejme tedy k # 4. BudiZz p polet oblasti grafu G.
Graf G; obsahuje jednu oblast stupné & (oblast vné kruz-
nice K) a p —1 oblasti stupné 4. Seéteme-li stupné
vech oblast{, dostaneme dvojnasobek po&tu hran. Sou-
det téchto stupni je 4(p — 1) + k, a tedy podet hran je

2(p—1) + % k. Aby toto &islo bylo celé, musi byt &

sudé. ProtoZe K byla libovolné zvolena kruZnice v grafu
G,, majf vSechny kruZnice v tomto grafu sudé délky
a podle véty I1.10 graf G, je sudy, tedy x(G,) = 2. Zna-
mend to, Ze existuje pfipustné obarveni uzli grafu G,
dvéma barvami é, a d,. Podobré oviem miZeme doka-
zat, Ze 1 graf (7, je sudy a Ze existuje piipustné obarveni
uzli tohoto grafu dvéma barvami ¢, a &,. Nyni v grafu @
obarvime uzel

barvou f,, je-li obarven barvou 4, v grafu G, a barvou ¢,
v grafu G,,

barvou g,, je-li obarven barvou 8, v grafu G, a barvou ¢,
v grafu G,,

barvou f,, je-li obarven barvou 6, v grafu G, a barvou ¢,
v grafu G,,
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barvou f,, je-li obarven barvou d, v grafu G, a barvou &,
v grafu G,.

Toto obarveni je piipustné, protoze dva uzly spojené
hranou jsou obarveny raznymi barvami alespon v jed-
nom z grafi G, G,, a tedy jsou obarveny riiznymi barvami
i v grafu G.

Uvedeme jesté Hadwigerovu domnénku. Pokud by se
podarilo tuto domnénku dokazat, byla by tim dokézéna
1 domnénka o &tyfech barvach. Nejprve viak uvedeme
definici.

Definice VI.1. Necht @ je graf, necht « a v jsou uzly
grafu G spojené hranou k. Odstrafime uzly u a v z grafu
G, pridejme k nému novy uzel w a spojme jej hranami
se viemi uzly, které byly v grafu G spojeny hranami
s uzlem u nebo s uzlem v. O grafu takto ziskaném Fkame,
ze vznikl z grafu G kontrakci hrany h.

Slovo kontrakce znamené staZeni. MdZeme si ji pfed-
stavit tak, Ze oblouk zndzoriiujici hranu A se zkrati
(stahne) na jediny bod a tento bod pak znizorrfiuje novy
uzel w.

Nyni vyslovime domnénku.

Hadwigerova domnénka. Nechf G je souwvisly graf,
2(G) = n. Pak postupnygmi kontrakcem: hran lze 2 grafu G
ziskat uplnyg graf K,.

Kontrakei hrany rovinného grafu vznikne rovnéz
rovinny graf. Je-li Hadwigerova domnénka pravdiva,
pak z kaZdého souvislého rovinného grafu o chroma-
tickém éisle vétdim neZ dtyFi lze postupnymi kontrak-
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cemi hran ziskat nerovinny graf, tedy kazdy graf
o chromatickém &fsle vétsim nez &tyfi je nerovinny.
Plati dale v&ta, kterou nebudeme dokazovat.

VEta™VI.3. Necht G je rovinng graf o n uzlech, n < 51.
Pak 3(G) < 4.

Tuto vétu dokazal E. Stromquist; pfed nim J. Mayer
dokézal toto tvrzenf pro n < 47,

Pokud tedy domnénka o &tyfech barvich neplati,
nebude tak snadné dokazat to uvedenim pfikladu rovin-
ného grafu o chromatickém é&isle vét&im nez &tyfi; tako-
vyto graf musf mit vice nez 51 uzla.

Zkoumaji se samozfejmé i chromatickd &fsla grafi,
k nimZ existuji representace na jinych plochach, ne# je
rovina nebo kulova plocha. Pro takzvané orientova-
telné plochy se definuje rod plochy. Nebudeme uvadét
definici tohoto pojmu, Fekneme si pouze, Ze kulova
plocha je orientovatelnd a jeji rod je roven nule. Dile se
definuje chromatické &islo takovéto plochy jako maxi-
milni chromatické é&fslo grafu, k némuZ na této plose
existuje representace. Pro plochy rodu vétsfho nez
nula existuje Heawoodiv vzorec, ktery vyjadiuje toto
chromatické &fslo v zdvislosti na rodu plochy. Kdyby-
chom do tohoto vzorce za rod plochy dosadili nulu (tedy
rod kulové plochy), vysla by ndm pro chromatické
&islo hodnota 4. Hidek je v tom, Ze vzorec byl dokazan
za predpokladu, Ze rod plochy je vétsf neZ nula, tedy
pro rod plochy rovny nule jej nelze pouzit. Je tu vsak
zajimavy paradox, Ze problém, ktery je vyfeSen pro
sloZité plochy, nebyl dosud vyfesen pro plochu nejjedno-
dussf.

Problém ¢&tyt barev lze také zobecnit tak, Ze se uva-
Zuje opét pripustné barveni mapy a pripousti se, aby
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uzemi jednoho stitu sestivalo z nékolika oddélenych
oblasti (jako napiiklad vyse zminéné USA s Aljaskou);
potet téchto oblasti u téhoZ stitu se pfi tom urditym
zpusobem omezi, napiiklad se pozaduje, aby nebyly vice
nez dvé nebo vice neZ tii.

Lze také zkoumat piipad, kdy kaZdy stit na urdité
planeté ma své , kosmické dzemi‘‘ na jiné planeté. Hleda
se nejmensi podet barev, kterym lze obarvit mapy obou
planet tak, aby tzem{ téhoZ statu na riznych planetach
bylo obarveno touz barvou a aby opét staty, které spolu
sousedf (na kterékoliv z obou planet) byly zbarveny
riznymi barvami. Domnénka pravi, Ze k tomu stadi
osm barev. Zde mifeme opét uvaZovat barveni uzli
dvou piislusnych duédlnfch grafia. ZtotoZnime-li uzel
jednoho grafu odpovidajicf' tzemi na jedné planeté
s uzlem druhého grafu odpovidajicim tzemi téhoZ statu
na druhé planeté (provedeme to pro vSechny stity),
pak dostaneme takzvany biplanirni graf. Je to graf,
ktery je sjednocenim dvou rovinnych (cizim slovem
planarnich) graf o téZe mnoZiné uzla. Problém lze tedy
formulovat tak, Ze hleddéme maximdalni chromatické &islo
biplandrnfho grafu.

Zkouméni biplanarnich grafi mé vyznam v moderni
elektrotechnice. Casto se u¥fva takzvanych tist&nych
obvodi; elektricky obvod je tvofen tenkymi vrstvami
vodivé litky na nevodivé podlozce. Pokud jsou vsechny
vrstvy na jedné strané podlozky, musf byt graf tohoto
obvodu rovinny; vrstvy totiZ nejsou izolované. Pokud
by vodivé vrstvy byly na obou stranich nevodivé
destitky, stadilo by, aby tento graf byl biplandrmni;
vyjadiil by se jako sjednoceni dvou rovinnych grafit
o téZe mnoZiné uzli a obvody odpovidajief témto gra-
fiim by se umistily na riznych stranach desticky.

V této kniZce se zabyvime pouze koneénymi grafy.
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Presto vas miZe napadnout otiazka, zda by nemohlo
platit, Ze kazdy koneény rovinny graf ma chromatické
¢islo mensi nebo rovné &tyfem, ale nekoneény rovinny
graf miize mft chromatické &islo vétsi. Ze tomu tak nenf,
zarubuje véta, kterou dokazali P. Erdés a N. G. de
Bruijn. Uvedeme ji bez ditkazu.

Véta VI.4. Necht G je nekoneény graf. Pak existuje
koneény podgraf G, grafu G takovy, Ze x(G,) = x(&).

Pokud by existoval nekoneény rovinny graf o chroma-
tickém &isle vétsim nez Styri, existoval by jeho koneény
podgraf o stejném chromatickém é&isle a byl by to samo-
ziejmé také rovinny graf. Pfi Fedeni problému étyr barev
tedy stadi se omezit na konedné grafy.

Problém &tyf barev tedy zistava neroziesen. Celkem
se da Fici, Ze to ani tak nevadi. Chceme-li barvit mapy,
nen{ tak obtiZné si opatiit pét barev, abychom méli
jistotu, Ze se nam to vidy podari. A na dalsf vyvoj teorie
grafi by feseni tohoto problému asi také nemélo pod-
statny vliv. Problém tu vSak je a uZ sama skutednost,
7e takovyto pomérné jednodusSe formulovany problém
uz pfes sto let odolava pokusim o feSeni, pritahuje
k nému neustile zdjem matematiku, a to profesionali
i amatéri.

Ted asi éekate, Ze vas budu varovat, abyste se o jeho
FeSeni nepokouseli, Ze je to zbytedna ztrita casu. A prece
vas varovat nebudu, naopak vas budu nabadat k tomu,
abyste se o to pokusili. Nedekejte samoziejmé rychly
uspéch, ale také nebudte malomysinf. Neni vyloudeno,
%e problém &tyF barev rozresf ndkdo, kdo neni zrovna
odbornikem v teorii grafii; dd se totiZ gekat, Ze k doki-
zan{ nebo vyvriceni hypotézy o &tyfech barvich bude
tfeba uZit zcela origindlniho postupu a p#i hleddni
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tohoto postupu muze byt mozna i vyhodné, nema-li
tlovék v hlavé zafixovany obvyklé postupy dikazi
v teorii grafi, které by ho zavadély nespravnym smérem.
V ka?dém piipadd to bude velmi uzitedné cvideni, pti
ném? vniknete do teorie grafi, naudite se uvazovat nad
smyslem jejich definic a vét a pfinutite se &ist dalsi lite-
raturu, tfeba i v cizich jazycich. Proto za touto kapito-
lou nebudou uvedena zadna dalsf cviéeni; problém &tyr
barev véas zaméstnd dostatetné. Hlavné nepropadnéte
tomuto problému jako néjakému narkotiku; pamatujte
stile, Ze jsou i jiné diilezité véci, napiiklad 8kola. A také
se predéasné nechlubte, bude-li se vam zdat, Ze jste
problém &tyr barev vyfesili; zdani v tomto pripadé &asto
klame, jak mohou dosvédéit recenzenti matematickych
védeckych d&asopisd, ktefif oblas dostavaji rtzna ne-
spravnd FeSeni tohoto problému. V matematice je diile-
zité byt kriticky ke svym vysledkum, kazdy krok du-
kazu kontrolovat; i tomu se musite naudit. A zaujme-li
vias teorie grafa tak, Ze se ji v budoucnu budete vénovat,
pak vaSe tripenf s problémem é&tyr barev rozhodné
nebude neuZiteéné.

Dodatek pfi korektu¥e: Jak uvadi ,,Mathematics Calen-
dar 1977°, ameriéti matematikové W. Haken a K. Appel
v dervenci 1976 ozndmili. e se jim podatilo dokdzat
domnénku o étyTfech barvach. Nalezli koneény (ale znaé-
né vysoky) podet rovinnych grafii, o nichz dokézali, Ze
lze-li tyto grafy pripustné obarvit &tyfmi barvami, lze
tak obarvit viechny rovinné grafy. Obarveni zminénych
grafii nalezli pomoci samo&inného poé&itade. Problém &tyr
barev je tedy rozfeSen, nicméné i naddle se matemati-
kové mohou snaZit o nalezeni n&jakého elegantnéjsiho
dikazu,
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VII. KAPITOLA

VNEJSKOVE ROVINNE GRAFY

V této kapitole budeme mluvit o jisté specidlni tiidé
rovinnych grafii, a to o tzv. vnéjskové rovinnych gra-

fech.

Definice VII.1. Necht G je rovinny graf. Existuje-li
rovinna representace Z(G) grafu ¢, v niZ néktera oblast
je incidentni se viemi uzly grafu, graf G se nazyva
vnéjSkové rovinng.

Termin ,,vnéjSkové rovinny graf* nezni piili§ pékné,
ale zatim nebyl nalezen termin vhodnéjsi. Vyjadiuje
skuteénost, Ze rovinnou representaci takového grafu lze
nakreslit tak, aby viechny uzlové body byly na hranici
]e]i vnéjsi oblasti {oblasti, jejiZz obsah je nekoneény).

Uvedeme si nékteré vlastnosti téchto grafi. Nejprve
viak budeme definovat dalsi pojem.

Definice VII.2. KruZnice v grafu ¢ sc nazyva IHamal-
tonova krunice, jestlize obsahuje viechny uzly grafu G.

Nyni uvedeme vétu.

Véta VIL1. Necht G je wvnéjdkové rovinng graf,
o(@) = 2. Pak graf G obsahuje Hamiltmovu krusnici.

Tvrzenf plyne pfimo z definice VII.1 a z véty IV.2,
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Na obrizku VII.1 vidime rovinné representace néko-
lika vnéjskové rovinnych grafii, jejichz uzlovy stupen
souvislosti je vétsi nebo roven dvéma. Je nynf{ zfejmé, Ze
kazda takovdto representace muZe byt nakreslena jako
mnohothelnfk s nékterymi Ghlopritkami. Pfiklad rovin-
né representace grafu o uzlovém stupni souvislosti
rovném jedné je na obrizku VII.2.

b

Obr. VIT.1

Obr. VII.2

Vita VIL2. Budif G rovinny graf. Budif G graf
vznikly z G pFiddnim nového uzlu x a spojenim tohoto uzlu
hranami se vdemi uzly grafu G. Graf G je vnéjskové rovinnyg

privé tehdy, je-li graf @ rovinnyj.
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Dikaz. Necht G je vnéjskové rovinny, necht #(Q) je
jeho rovinna representace, v niZ existuje oblast f inci-
dentnf se viemi uzly grafu @. Za uzlovy bod odpovidajici
uzlu z zvolime néktery vniténi bod oblasti f. Tento bod
lze spojit oblouky se viemi uzlovymi body representace
Z(R) tak, Ze vnitini body téchto obloukt leZ{ v oblasti f.
Dostaneme tak rovinnou representaci grafu & a graf G
je tedy rovinny. Nyni predpoklidejme, ze @ je rovinny
graf. Budiz #(@) jeho rovinn representace. Rovinnou

representaci #Z(G) grafu G dostaneme z .9?(5) odstrané-
nim uzlového bodu odpovidajictho uzlu 2 a vsech
obloukii odpovidajicich hrandm incidentnim s x. Takto
vznikne oblast, jejiz body jsou vsechny body oblasti
incidentnich s x, bod odpovidajicf uzlu x a vnitinf body
vSech oblouki odpovidajicich hranim incidentnim s z.
Tato oblast je oblasti representace #(() incidentni se
viemi uzly grafu G. Tedy graf G je vnéjskové rovinny.

Tato véta nam umoZni dokdzat analogii véty Kura-
towského pro vnéjskové rovinné grafy.

Véta VIL3. Graf G je vnéjdkové rovinny prdavé tehdy,
neobsahuje-li jako podgraf graf K, nebo K,5 nebo graf
ziskany z nékterého z téchto grafit postupnym pilenim
hran.

Dikaz. Sestrojme ke grafu @ graf @ z véty VIL.2.
Obsahuje-li G jako podgraf graf K, nebo graf ziskany
z ného postupnym pulenim hran, pak G obsahuje jako
podgraf graf K; nebo graf z ného ziskany postupnym
pilenim hran. Tento graf se skladd ze zminéného pod-
grafu grafu G, z uzlu x a z hran spojujicich uzel z s uzly
tohoto podgrafu, které maji stupenn 3. Pak graf @ neni
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rovinny a podle véty VIIL.2 graf G neni vnéjskovs rovin-
ny. Podobné obsahuje-li G jako podgraf graf K,, nebo
graf ziskany z ného postupnym putlenim hran, obsahuje

G jako podgraf graf K, ; nebo graf z ného ziskany postup-
nym pulenim hran a také nenf rovinny, tedy G nenf
vnéjskové rovinny. Nyni predpoklidejme, Ze G ne-
obsahuje jako podgraf graf K, ani K,, ani graf vznikly
z nékterého z téchto grafi postupnym pilenim hran.
Pokud by @ nebyl vnéjskové rovinny, graf ¢ by nebyl
rovinny a obsahoval by jako podgraf graf K; nebo K,,
nebo graf vznikly z nékterého z téchto grafi postupnym
pilenfm hran. Potom by vSak G obsahoval podgraf
ziskany z nékterého takového podgrafu odstranénim
jednoho uzlu. Snadno dokéZeme, Ze takovyto graf obsa-
huje jako podgraf K, nebo K, nebo graf ziskany z né-
kterého z nich postupnym pulenfm hran. Tento graf by
byl také podgrafem grafu G, coz by byl spor s pred-
pokladem.

Vita VII4. BudiZ G vnéjskové rovinnyg graf o n = 4
uzlech. Pak existuje vnéjdkové rovinny graf G' o stejné
mnosiné uzld jako graf G takovy, Ze existuje jeho rovinnd
representace R(G'), v niZ véechny oblasti kromé jedné maji
stupeti 3. Polet hran grafu G je 2n — 3, podel oblasti
libovolné jeho rovinné representace je n — 1.

Dikaz. Poudijeme opét grafu G z vity VIL2. Podle
véty V.3 existuje graf triangulace G’ o stejné mnoziné
uzhi jako G. V libovolné representaci #(G’) grafu G’

viechny oblasti maji stupefi 3. Poget uzld grafu ¢’ je
n + 1, poéet jeho hran je 3(n 4+ 1) —6 = 3n — 3,
potet oblast{ jeho rovinné representace je 2(n + 1) — 4=
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= 2n — 2. Graf @’ bude graf vznikly z & odstranénim
uzlu z. Véechny oblasti grafu G' maji stupeii 3 kromé
jedné, ktera je incidentni se viemi uzly grafu G’ a jejiz
stupen je tedy n. Odstranénim uzlu z z grafu G se pocdet
hran zmens3i o n, tedy G’ obsahuje 2n — 3 hrany.
Z Eulerova vzorce bychom uréili poéet oblasti libovolné
rovinné representace grafu ¢'; je to n — 1.

Grafim popsanym v této vété budeme fikat maxi-
malni vnéjskové rovinné grafy.

Analogicky jako vétu V.4 bychom dokazali nasledu-
jici vétu.

Véta VIL5. Maximdlni poet hran vnéjskové rovinného
grafu o n uzlech je 2n — 3, maximdini polet oblasti libo-
volné jeho rovinné representace je n — 1.

V kapitole V jsme poznali, Ze kaZzdy rovinny graf
obsahuje alespon jeden uzel stupné mensiho nez Sest.
Podobnou vétu lze dokazat i pro wvnéjskové rovinné
grafy.

Véta VIL.6. Necht G je vnéjdkové rovinng graf. Pak
v grafu G existuje uzel u, pro néjz ga(u) < 2.

Ditkaz. Véta z¥ejmé plati pro grafy o méné nez étyrech
uzlech. Podle véty VII.4 kaZdy vnéjSkové rovinny graf
o n = ¢4 uzlech lze piidavanim hran doplnit na maxi-
malni vnéjskové rovinny graf o stejné mnoZiné uzla.
Proto stadéi, dokaZzeme-li tvrzeni pro maximalni vnéjs-
kové rovinné grafy; pak bude platit pro vSechny vnéjs-
kové rovinné grafy. Je-li @ maximalni vnéjskové rovinny
graf, pak w(G) = 2, protoze pro odpovidajici graf G
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(vzmkly piidénim jediného uzlu) je w(G) = 3. Méjme
nyni rovinnou representacl grafu G, v niz existuje oblast
f incidentni se vsemi uzly grafu G. Podle véty VIL.1
hranici této oblasti je Hamiltonova kruzZnice K. ProtoZe
n = 4, zfejmé existuji hrany grafu G nepatiici kruZnici
K. Budiz d nejmensi vzdalenost dvou uzla spojenych
takovouto hranou na kruznici K (to jest délka nejkratsi
mozné cesty, ktera spojuje takovéto dva uzly a je pod-
grafem kruznice K). Kdyby bylo d = 3, tato nejkratsf
cesta spolu s hranou spojujici zminéné uzly by tvofila
kruznici, kterd by byla hranici oblasti stupné vétsiho
nez 3 a ruzna od f (Zddné dva uzly této kruZnice by
nebyly spojeny hranou nepatiici této kruZnici, protoze
jinak by tato cesta nebyla nejkrats{ cestou dané vlast-
nosti). Je tedy d = 2 a existuji uzly u, », w tak, Ze
uv a vw jsou hrany kruZnice K a ww je hrana grafu ¢
nepatifci do K. Uzel ¥ nemiZe byt spojen hranou s uzlem
grafu @ riznym od % a w, protoZe oblouk odpovidajici
takové hrané by protinal oblouk odpovidajici hrané ww
nebo by prochazel oblasti f, coz nelze. Tedy gg(v)= 2.

Z této véty a z véty IL.6 plyne disledek analogicky
véteé V.8.

Véta VIL7. Necht G je vnéjkovs rovinng graf on = 4
uzlech. Pak o(@) < 2.

Pomoci véty VII.6 miZeme dokazat i vétu o chroma-
tickém ¢&fsle vnéjskové rovinného grafu.

Véta VIL.S. Necht G je vnéjskové rovinny graf. Pak
2(@) = 3.

Dikaz. Budeme vétu dokazovat matematickou in-
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dukei podle podtu uzld grafu G. Je-li tento potet mensi
nebo roven tfem, véta ziejmé plati. BudiZz &k pFirozené
¢slo, k = 4,a predpok]ade]me ze véta plati pro viechny
vné]ékové rovinné grafy o k— 1 uzlech. Necht podet
uzld grafu G je k. Podle véty VII.6 existuje uzel v grafu
G takovy, Ze gg(v) < 2. Budiz @ graf ziskany z G od-
stranénim uzlu ». Graf @ je zfejmé vnéjSkové rovinny
graf a ma & — 1 uzli. Existuje tedy piipustné obarvenf
uzld grafu G’ tfemi barvami. ProtoZe gg(v) = 2, existuje
mezi témito tfemi barvami alespoil jedna, kterou neni
obarven zadny z uzld, jeZ jsou v G spojeny hranami
s uzlem v. Touto barvou obarvime uzel v a ziskime tak
pifpustné obarvenf grafu G tfemi barvami.

Cviteni

1. Nakreslete maximdln{ vné&jskové rovinny graf o 10
uzlech.

2. Je-li G rovinny graf o n uzlech a obsahuje-li tento graf
uzel stupnd n — 1, pak x(G) = 4. DokaZte.

8. Dokatte, e maximélni vnéjSkové rovinny graf on = 4
uzlech mé uzlovy stupei souvislosti rovny dvéma.

4, Nakreslete vndjskov® rovinny graf o 8 uzlech, ktery je
sudy a md tu vlastnost, Ze pfiddnim libovolné hrany z ného
vznikne graf, ktery bud neni sudy, nebo neni vnéjikové
rovinny.

5. DokaZte, %e vndjikovd rovinny sudy graf o lichém po&tu
uzla mé uzlovy stupeh souvislosti nejvyse 1.
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VIII. KAPITOLA

KONVEXNI MNOHOSTENY

S rovinnymi grafy souvisi i teorie mmnohosténi (poly-
edril). Mnohostén je vlastné analogie mnohoihelnika
v tiirozmérném prostoru. Znate krychli, kvadr, hranol
a jehlan; vSechna tato télesa patii mezi mnohostény,
a to tzv. mnohostény konvexni. Uvedeme definici kon-
vexni mnoziny.

Definice VIII.1. Konvexni mnofinag v euklidovském
prostoru je mnoZina bodi v tomto prostoru, ktera ma
tu vlastnost, Ze patii-li dva rizné body 4 a B do této
mnoziny, patif do ni viechny body tsetky AB.

Konvexni mnoZinou je napifklad piimka, polopiimka,
usetka, rovina, kruh, koule. Viechny mnohostény, kte-
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rymi se budeme zabyvat, budou rovnéi konvexnimi
mnozinami a budeme jim tedy fikat konvexni mnoho-
stény. Nekonvexnimi mnohostény se zabyvat nebudeme.
Uvedeme pouze piiklad nekonvexniho mnohosténu,
abyste si dovedli takovy mnohostén predstavit; je na
obrazku VIIIL.1.

Konvexni mnohostén Ize definovat jako prunik uréi-
tych poloprostori. Tuto definici uvidét nebudeme,
pouze si popiseme, jak takovy mnohostén vypada.

Povreh konvexniho mnohosténu se skladd z mnoho-
dhelnfkd, kterym fikdme stény mnohosténu. Strany
téchto mnohouhelnikd jsou hrany mnohosténu; kazda
hrana nalezi pravé dvéma sténam. Vrcholy stén se nazy-
vaji vrcholy mnohosténu; v kazdém vrcholu se styka
nékolik hran a nékolik stén; vidy nejméné tii.

Vidime, Ze hrany a vrcholy mnohosténu maji podobné
vlastnosti jako hrany a uzly grafu. Kazda hrana mnoho-
sténu spojuje dva vrcholy podobné jako kazda hrana
grafu spojuje dva uzly. KaZdé dva vrcholy mnohosténu
jsou spojeny nejvyse jednou hranou podobné jako kazdé
dva uzly grafu. Zidnd hrana mnohosténu nespojuje
vrchol se sebou samym stejné jako Zadna hrana grafu
nespojuje uzel se sebou samym. Je proto udelné zavést
pojem grafu mnohosténu.

Definice VIII.2. Necht M je mnohostén. Grafem
mnohosténu Mnazyvime graf G(M), jehoZ mnoZinou uzli
je mnoZina vrcholi mnohosténu M a jehoZ mnoZinou
hran je mnoZina hran mnohosténu M, pfi¢emz hrana &
grafu G(M) spojuje uzly » a v privé tehdy, spojuje-li
odpovidajicf vrcholy mnohosténu M.

Na obriazku VIIL.2 vidime graf Sestibokého jehlanu.
Graf mnohosténu je definovin pro viechny mmnoho-
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stény, nikoliv pouze pro konvexni. Pro konvexni mnoho-
stény vsak plati daleZitd véta, kterou dokazali E.
Steinitz a H. Rademacher.

Obr. VIII.2

Véta VIIL1. Graf G je grafem konvexniho mnohosténu
prdvé tehdy, je-li rovinnyg a w(G) = 3.

Nebudeme tuto vétu dokazovat, ale ukaZeme si
nazornou ilustraci. Predstavme si, Ze bychom vyrobili
gumovy model konvexnfho mnohosténu. Jednotlivé
stény bychom vyfezali z platu gumy a jejich hrany mezi
sebou slepili. Potom bychom hustilkou tento model
nafoukli podobné jako fotbalovy mi&. P#i dostateéné
gilném nafouknuti by model nabyl tvaru koule. Na
povrchu této koule by oviem byla patrnd mista, kde
jsme slepovali hrany. Vznikla by nim tak representace
grafu mnohosténu na kulové plose. A existuje-li tako-
vato representace, existuje podle véty IV.8 i rovinnd
representace tohoto grafu a jde tedy o graf rovinny.

Méame-li naopak rovinny graf o uzlovém stupni sou-
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vislosti vét§im nebo rovném tfem, miiZeme sestrojit jeho
representaci na kulové plose. Uzlové body této represen-
tace jsou vrcholy konvexniho mnohosténu, kterému je
tato kulové plocha opsina. Hrany tohoto mnohosténu
jsou prisluiné tétivy kulové plochy. Dany graf je potom
grafem tohoto mnohosténu.

Je-li graf G rovinny a w(@) = 3, vime, %e miZeme de-
finovat oblasti grafu. Lze dokdzat, Ze je-li G grafem
konvexnfho mnohosténu M, pak jeho oblasti vzajemnd
jednoznaéné odpovidaji sténam mnohosténu M. Hrana
nebo uzel incidentni s urditou oblasti grafu @ je hranou
nebo vrcholem piisluiné stény mnohosténu M.

Eulerav vzorec (véta IV.8) tedy plati i tehdy, kdyz
misto rovinného grafu uvaZujeme konvexni mnohostén;
n znadi poéet jeho vrcholi, m podet hran, p podet stén.
Viak pivodné také tento vzorec byl formulovan pro
konvexni mnohostény, nikoliv pro grafy.

Znate jistd pravidelné konvexnf mnohoihelnfky. Je-li
n plirozené &islo v&tsf nez dvé, pak vidy existuje kon-
vexni n-ihelnfk, jehoZ vSechny strany jsou shodné
usedky a vSechny tdhly jsou shodné; iikdme mu pravi-
delny. (Misto ,,pravidelny trojihelnfk* fikdme ,,rovno-
stranny trojuhelnik‘, misto ,,pravidelny &tyidhelnik
Hkame ,,8tverec‘.) Analogii tohoto pojmu v ti{rozmér-
ném prostoru je pravidelny konvexni mnohostén.

Definice VIIL.3. Pravidelngy konvexni mnohostén je
takovy konvexni mnohostén, jehoZ viechny stény jsou
shodné pravidelné konvexni mnohotihelniky a v némz
z kaZdého vrcholu vychazi tentyZ poéet hran.

Cekali bychom, %e zase pro kaZdé piirozené n = 4
bude existovat pravidelny konvexni n-stén. Zde vSak
analogie vede ke klamnym zivérim, jak uvidime.
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Uvazujme, jak bude vypadat graf G(M) pravidelného
konvexniho mnohosténu M. Z definice VIIL.3 vyplyva,
Ze to bude pravidelny graf, to jest viechny jeho uzly
budou mist stejny stupen r. Déle i stupné vsech oblasti
budou stejné; oznadme s stupen oblasti v tomto grafu.
Jaké mohou byt hodnoty r? Musi byt » = 3, protoZe
w(G(M)) = 3. Podle véty V.7 musf byt r < 5; prichazeji
tedy v dvahu pouze tii éisla 3, 4 a 5. Abychom pro-
zkoumali moZné hodnoty s, uvaiime, Ze ke grafu G(M)
existuje dualnf graf G*(M), ktery je rovinnym pravidel-
nym grafem stupné s. Provedeme-li pro tento dudlnf
graf tutéz dvahu, kterou jsme provedli pro graf G(M),
zjistime, Ze s miZe rovnéZ nabyvat pouze hodnot 3, 4 a 5.

BudiZ nyni n polet uzli, m podet hran a p podet
oblasti grafu G(M). Pondévadz G(M) je pravidelny graf
stupné r, je

1
m = -5 ar.
Podet hran grafu G(M) je vSak také roven poétu hran
dudlniho grafu G*(M). Graf G*(M) je pravidelny graf
stupné s a obsahuje p uzld, tedy

m = 1 ps.
2
Z téchto dvou rovnic dostdvame
p = nrfs.
Dosadme do Eulerova vzorce; dostaneme
n-—%m’ + nrfs = 2

a z toho
43

"= 2r+2s—rs'
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Sestavime si tabulku hodnot »n pro razné hodnoty r a s.
Pro dané 7 a s je v pifslusném politku tabulky odpovida-
jicf hodnota n, pokud je to prirozené &islo; v opaéném
piipadé je tam pomldka.

T~ s [ 4 [ s
3 4| 8| 20
4 6 | — | —
5 | 12| — | —

Vidime tedy, Ze je celkem pdt mozZnych dvojic [, s],
a to [3, 3], [3, 4], [3, 5], 4, 3], [5, 3]. Samoziejmé pro
kazdou z téchto dvojic je jednoznaéné uréen pocet uzli,
hran a oblasti pfislusného grafu, tedy podet vrchold,
hran a stén pfisluSného mnohosténu. Mame tedy pét
mozZnosti:
(1) Mnohostén mé 4 vrcholy, 6 hran a 4 stény. Stény
mnohosténu jsou rovnostranné trojihelniky, z kazdého
vrcholu vychazeji 3 hrany.
(2) Mnohostén ma 8 vrchold, 12 hran a 6 stén. Stény
mnohosténu jsou &tverce, z kazdého vrcholu vychazeji
3 hrany. B
(3) Mnohostén ma 20 vrcholi, 30 hran a 12 stén. Stény
mnohosténu jsou pravidelné pétidhelniky, z kazdého
vrcholu vychdzeji 3 hrany.
(4) Mnohostén mé 6 vrcholi, 12 hran a 8 stén. Stény
mnohosténu jsou rovnostranné trojthelniky, z kazdého
vrcholu vychazeji 4 hrany.
(5) Mnohostén ma 12 vrchold, 30 hran a 20 stén. Stény
mnohosténu jsou rovnostranné trojihelniky, z kazdého
vrcholu vychazi 5 hran.
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Tim jsme ovéem nedokazali, Ze takovéto pravidelné
konvexni mnohostény existuji; dokazali jsme pouze, Ze
neexistuji %adné jiné. Ony vSak existuji; znal je uZ
staroiecky filosof Plat6n, proto se jim nékdy ifkd také
platénovska télesa a jejich grafim platénovské grafy.

Obr. VIIL.3

Pravidelny konvexni mnohostén s vlastnosti (1) je
pravidelny dtyistén (tetraedr), s vlastnosti (2) pravidelny
Sestistén (hexaedr), 8astéji nazyvany krychle, s vlast-
nosti{ (3) pravidelny dvanactistén (dodekaedr), s vlast-
nosti (4) pravidelny osmistén (oktaedr) a s vlastnosti (5)
pravidelny dvacetistén (ikosaedr). Jsou to jediné pravi-
delné konvexnf mnohostény, vice jich neexistuje.

Na obrazcich VIII.3 az VIIL.7 jsou tyto mnohostény
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nakresleny v pofadi, v jakém byly popsany (étyistén,
krychle, dvandctistén, osmistén, dvacetistén). Na kaz-
dém z téchto obrazki je obraz prislusného mnohosténu,
jeho graf a rozvinuti jeho povrchu do roviny.
Véimnéme si jedté dualnich graft ke grafim pravidel-
nych konvexnich mnohosténi. Dualni graf ke grafu

g 0

Obr. VIIL.4
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Obr. VIIL.5

pravidelného &étyisténu je opét graf pravidelného étyi-
sténu (je to uplny graf K,), dudlni graf ke grafu krychle
je graf pravidelného osmisténu, dudlni graf ke grafu
pravidelného dvanictisténu je graf pravidelného dva-
cetisténu, dudlni graf ke grafu pravidelného osmisténu
je graf krychle a dudlni graf ke grafu pravidelného
dvacetisténu je graf pravidelného dvanictisténu.
Tato dualita se viak netyka jen grafd, ale v jistém
smyslu i mnohosténi samotnych. Stény téchto mnoho-
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sténd jsou pravidelné konvexni mnohothelniky, kazdé
z nich lze tedy opsat kruznici. Nynf ke kazdému pravi-
delnému konvexnimu mnohosténu existuje pravidelny
konvexni mnohostén, jehoz graf je dudlni ke grafu
pivodniho mnohosténu a jehoz vrcholy jsou stiedy stén
piivodniho mnohosténu. Rikame, Ze pravidelny tyfstén
je dudlnf sim k sob8&, Ze krychle a pravidelny osmistén

Y

Obr. VIIL.6
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jsou k sobé navzajem dudlni a pravidelny dvanictistén
a pravidelny dvacetistén jsou rovnéz k sobé navzajem
dudlni. Na obrazku VIII.8 vidime krychli a pravidelny
osmistén, jehoZ vrcholy jsou stiedy stén krychle.

Obr. VIIL.8

Na zivér uvedeme jestd, Ze kazdému pravidelnému
konvexnimu mnohosténu lze opsat i vepsat kulovou
plochu. Stfedy obou téchto ploch splyvaji. Kulovi
plocha vepsand se dotyka stén mnohosténu v jejich

stfedech.

Cvileni
1. Slepte si z papiru modely pravidelnych konvexnich mno-

hostdni.
2, Uvedte pkklad konvexnfho mnohosténu, ktery neni
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pravidelny, ale viechny jehn stény jsou shodné pravidelné
mnohovthelniky.

8. Urdete chromatick4 &isla grafii pravidelnych konvexnich
mnohosténu.

4. Odvodte vzorec pro polomér kulové plochy opsané
& vepsané pravidelnému é&tyisténu, krychli & pravidelnému
osmisténu, je-li ddna délka hrany.

B. Odvodte vzorce pro objemy téchto mnohostdni, je-li
déna délka hrany (pouZijte vysledku cvideni 4).

6. Je-li déna délka hrany pravidelného &¢tyfsténu, uréete
délku hrany pravidelného &tyfsténu, jehoZ vrcholy jsou stfedy
stdn pivodniho &tyfsténu.

7. Toté% pro krychli a pravidelny osmistén.
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VYSLEDKY CVICENI{

I. KAPITOLA

1. Graf G je na obrédzku IX.1.

Obr. IX.1
2. Graf G je na obrédzku IX.2.

Y,
hg
u
h, 3
hs
Yy h5 u,
Obr. IX.2
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8. Tyto grafy jsou na obrdzku IX.3.
o o© o o o o0—o0
o o o0—o I—o 0—0 I::

Obr. IX.3

4. Tyto grafy jsou na obrdzku IX.4.

ORwilwikve

< A

Obr. IX.4
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5. Tento graf je na obrdzku IX.5.

{a}

{b} ° e}

{0}

e}

Obr. IX.5

II. KAPITOLA

1. Podle v&ty IL1 je podet uzli lichého stupnd v grafu
vidy sudy. Ve zminéném grafu by muselo byt 36 uzli stupnd
5, tedy takovyto graf neexistuje.

2. Necht cesta 0 jo u = uy, by, 4y, ..., by, 4 = v. PFedpo-
klddejme, Ze existujf uzly u,, u; cesty C, které jsou spojeny
hranou nepatfici do O; miZeme pfedpoklddet, Ze ¢ < j. Pak
j # ¢ + 1, protoZe jinak by hrana uu; patfila do C. Odstra-
nime-li z cesty O uzly u;y,. .., %, & hrany h;,,. .., h; & pfi-
déme-li hranu wu;, dostaneme cestu délky k 4 ¢ — j, coZ je
dislo mensi ne% k. Dosli jsme ke sporu s pfedpokladem, Ze
d(u, v) = k.
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8. Necht d(z, v) a d(v, w) jsou koneénd &isla. Existuje cesta
C, délky d(u, v) z v do v & cesta C, délky d(v, w) z v do w.
Neapiseme-li uzly & hrany cesty C, v pFisluiném pofadi a za n&
uzly a hrany cesty C, rovnéZ v pfisluiném poradi, dostaneme
spojeni uzld » a w, které mé d(u, v) + d(v, w) hran. Postu-
pujeme-li jako v dukaze v&ty II.2, dostaneme cestu z » do w
délky, kterd nemiZe byt vétsi nez d(u, v) + d(v, w). Je tedy
d(u, v} + d(v, w) = d(v, w). Je-li d(u, v) = o, nebo d(v, w) =
= o0, pak je soutet d(u,v) + d(v, w) také nekonedny a d(v, w)
nemtiZe byt vétsi neZ tento soudet. Analogické tvrzeni v geo-
metrii je tvrzeni o tom, Ze soudet délek dvou stran trojihelnika
je vétsi nez délka tfeti strany (odtud nédzev trojihelnikové
nerovnost). Obecnd pro libovolné tfi body 4, B, C je soudet
vzdédlenosti AB a BC vétii nebo roven vzdélenosti AC (rovnost
muZe nastat, pokud body 4, B C leZi v pfimee).

4. Necht h je hrana grafu G' s koncovymi uzly « a v. Necht
@' je graf vznikly z grafu G odstrandnim hrany k. Je-li w(G') =
= w(@), pak tvrzeni plati. Pfedpoklddejme w(G') < w(@).
BudiZ R fez grafu G' o w(G') uzlech. BudiZ G, graf vznikly z G
odstranénim Fezu R a G, graf vznikly z G' odstrandnim fezu
R. Graf @, je souvisly, protofe w(@') < w(@). Graf G’ je ne-
souvisly, protoZe R je fez grafu G'. Graf G, vznikne z G, od-
strandnfm hrany h. Graf G,’ mé tedy pravé dvé komponenty
C, a C; a uzly u a v le%i v riznych komponentéch tohoto grafu.
(Z4dny z nich nepatti do R, jinak by R byl ¥ezem i v grafu
G.) Kdyby kaidé z komponent C,, C; obsahovala pouze jediny
uzel, znamenalo by to, e w(G') = n — 2, kde n je podet uzld
grafu G. Pak by nemohlo byt w(G') < o(@), protoe uzlovy
stupeil souvislosti grafu, ktery nenf \plny, nemize byt v&tsi
neZ n — 2. Alespoil jedna z komponent O, C, tedy obsahuje
alespoii dva uzly. Je-li C, takovdto komponenta, pak odstra-
nénim uzlu % z G, dosteneme nesouvisly graf; tento graf viak
vznikne také odstranénim mnoZiny R {) {v} z G. Tato mnoZina
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mé (@) + 1 uzll, tedy (@) = o(G') + 1 a z toho w(G') =
= o(@) — 1. Jelli C; komponenta obsahujici alespoii dva
uzly, provedeme tutéZz ivahu pro uzel v.

5. Necht G je strom, necht u je jeden jeho uzel. Zvolme
hranu % incidentni s % a oznaéme u, jeji koncovy uzel ruzny
od u. Mé-li uzel u, stupeni 1, ziskali jsme jiZ jeden uzel stupné
1. V opaéném pfipadé zvolime hranu &, incidentni s u, a rtiznou
od k, a jeji koncovy uzel rizny od u, oznadime u,. Takto po-
kradujeme ddle a ziskdvdme tak postupnd uzly u,, u,, us,. ...
P#i tomto postupu se Zddny uzel nemuze opakovat, protoZe
to by znamenalo, Ze existuje kruZnice v G. Nelze takto postu-
povat do nekone&na, protoze G mé koneény poéet uzli. Tedy
po konedném podtu krokd musime dostat uzel stupnd 1.
Vyjdeme-li nyni z tohoto uzlu a postupujeme opét popsanym
zptisobem, musime dojit do nékterého daliiho uzlu stupnd 1.

8. Necht h je most v grafu &, necht « a v jsou koncové uzly
hrany h. Podle véty IL.3 odstranénim hrany h z grafu G
vznikne graf G, v ndm2 uzly % a v spolu nesouvisi. Graf @'
je tedy nesouvisly. BudiZz C, komponenta grafu G’ obsahujiei
uzel u a C; komponenta grafu G' obsahujici uzel v. ProtoZe h
je most, Zddny z uzli u, v nemd stupeh 1 a kaZdé z komponent
C,, C, tedy obsahuje alespoii jeden uzel ruzny od u a ». Budi%
@, graf vznikly z G odstrandnim uzlu u; tento graf je rovndy
nesouvisly, protoze v ném #ddny uzel grafu C, rizny od u
nesouvisi se Z4dnym uzlem grafu C,. Graf @, viak vznikne
iz grafu @ odstranénim uzlu u (pfi jeho odstranéni se odstrani
i hrana k) a tedy « je artikulaci grafu G. Podobné bychom
dokdzali, Ze i v je artikulaci grafu G.

7. Uzly ka?dé komponenty grafu muZeme obarvit pFipust-
nym zpisobem zcela nezévisle na obarveni uzid ostatnich
komponent, protoZe Z4dnd hrana nespojuje uzly dvou raznych
komponent. Je-li tedy k nejvétdi z chromatickych &isel jednot-
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livyeh komponent grafu, l1ze uzly ka?dé komponenty pFipust-
nym zpusobem obarvit k barvami. Zérovem samoziejmé nelze
tento graf obarvit pf{pustnym zpisobem ménd ne% &k barvami,
protoZe pak by Zddnd z komponent nemohla mft chromatické
éfslo £.

8. Necht G je graf a necht k je hrana grafu G s koncovymi
uzly u a v. Necht G’ je graf vznikly z G odstranénim hrany h.
Necht x(G') je chromatické &islo grafu G’. Existuje pfipustné
obarveni grafu G' pouZivajici x(G') barev. Maji-li uzly « a v
v tomto obarven{ riznou barvu, je toto obarveni také p¥i-
pustnym obarvenfm grafu G. Maji-li uzly » a » stejnou barvu,
miZeme graf G obarvit piipustnym zphsobem y(G') + 1
barvami tak, Ze v8echny uzly kromé& v obarvime tak jako ve
zminéném pfipustném obarveni grafu G’ a uzel v obarvime
barvou ruznou od barev vSech ostatnich uzli. V obou pfipa-
dech médme tedy x(G' < x(G') + 1 a tedy %(G') = x(G) — 1.

9. Necht G je souvisly graf o n uzlech a n— 1 hranéch.
Pfedpoklddejme, Ze @G nenf stromem. Pak v G existuje hrana
h, jejim% odstranénim z G vznikne souvisly graf G' (viz dikaz
véty IL.8). Graf G' mé n uzli a n — 2 hran. ProtoZe je souvisly,
existuje v ném podle véty IL.8 jeho kostra. Tato kostra mé
n — 1 hran, tedy vice neZ graf @', coZ je spor.

III. KAPITOLA

1. Redeni je na obrdzku IX.6.

2, Redeni je znézorndno na obrézku IX.7. Vynechénim
hran zndzorndnych édrkovand dostaneme z Petersenova grafu
graf, ktery je subdivisi grafu K,,. Uzly odpovidajici uzlim
grafu K,;, jsou znadeny wu,, us, Uy, v, ¥5, vy. Dvojice {4;, v},
{tta, »1}, {ta, 11}, {us, va}, {%4as ¥5} jsOu v této subdivisi pfimo
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Obr. IX.6 Obr. IX.7

spojeny hranou; ostatn{ dvojioe jsou spojeny cestami délky 2
vzniklymi rozpilenfm hran.

8. KeaZdé subdivise grafu K nebo K,, obsahuje vice neZ
jednu kruZnici. Tedy graf obsahujiel nejvyde jednu kruZnioi
nemiZe takovouto subdivisi obsahovat a je rovinny.

R 4. Stadf vzit graf K, nebo K,, a n-krat provést rozpilenf
hrany.

IV. KAPITOLA

1. Redenf je na obrézku IX.8.

2. Piklad takové representace je na obrdzku IX.9. Tako-
véato representace mé vidy 2 oblasti. PFislusny graf mé tentyZ
podet hran jako uzli.

8. Redeni je na obrdzku IX.10.
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4. Pravidelny graf stupné 4 o n uzlech mé 2n hran, tedy
jeho rovinnd representace msd podle Eulerova vzorce n + 2
oblasti.

8. Je to opét kolo o témz poétu uzlu.

Obr. IX.8 Obr. IX.9

Obr. IX.10
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6. Redeni jo na obrdzku IX.11.

Obr. IX.11

7. Do Eulerova vzorce dosadime p = n, m = 30. Dosta-
neme n = 16.

V. KAPITOLA

1. Triangulace v geodézii znamend rozdéleni néjaké &dsti
terénu na nepfekryvajici se trojihelniky. Kdyby byla prove-
dena pro celou zamékouli veelku (véetnd mofe), pfedstavovala
by triangulaci kulové plochy a ta by se dala promitnout na
rovinu jakoZto triangulace roviny.

2. Ptiklad takové triangulace je na obrdzku IX.12.

Obr. IX.12
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3. Piiklad takové triangulace je na obrdzku IX.13.

Obr. IX.13

4, Je to pravidelny graf stupné 3.

5. Neni to pravda. Neplati to napiiklad tehdy, je-li G graf
K,".

VII. KAPITOLA

1. Piiklad takového grafu je na obrdzku IX.14.

Obr. IX. 14



2. Necht u je uzel grafu G stupnd n — 1. Necht @' je graf
vznikly z grafu G odstranénim uzlu u. Podle véty VIL.3 je
graf G’ vn&j3kové rovinny a lze tedy jeho uzly obarvit pfipust-
nym zplsobem tfemi barvami. Obarvime-li nyni uzel u
&tvrtou barvou, dostdvédme pfipustné obarveni grafu @ &ty¥mi
barvami.

8. Necht @ je maximdlni vn&j8kové rovinny graf o n = 4
uzlech. Podle véty VIL.8 je (@) < 2. Sestrojme nyni graf ¢

z véty VIL.3. Jak jsme poznali v dukazu véty VIIL.5, graf G
je grafem triangulace. Kdyby bylo w(G) < 1, znamenalo by
to, Ze graf vznikly z G odstrandnim nejvyse jednoho uzlu je

nesouvisly. Takovyto graf viak vznikne z grafu G odstrandnfm

nejvySe dvou uzli (existuje uzel, jehoz odstranénim z G

vznikne @), coZ je spor s tim, Ze podle véty V.2 je w(a) = 3.
4. Piiklad takového grafu je na obrizku IX.15.

Obr. IX. 15
" 5. Necht @ je takovyto graf. Kdyby bylo o(G) = 2, pak by
podle véty VIL.1 hraniei ka2dé oblasti rovinné representace
tohoto grafu byla uzaviena kiivka odpovidajici nékteré kruz-
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nici grafu @. Tedy oblast této representace incidentni se viemi
uzly by musela mit jako svou hranici Hamiltonovu kruZnici
grafu G a tato kruZnice by méla lichou délku, protoZe polet
uzlt grafu @ je lichy. To v8ak neni mozZné, protoZe G je sudy
graf a nemiZe tedy obsahovat kruZnici liché délky.

VIII. KAPITOLA

2. Pifklad takového mnohosténu je na obr. IX.16.

Obr. IX.16

8. Chromatické &islo grafu pravidelného &tyfsténu je 4,
ponévadZ je to uplny graf o ¢tyfech uzlech. Graf krychle je
sudy, tedy jeho chromatické &islo je 2. Graf pravidelného osmi-
stdnu a graf pravidelného dvandctisténu maji chromatické
éislo 3; pfislusnd pFipustnd obarveni jsou na obrdzeich I1X.17
a IX.18 (menSi chromatické &islo mit nemohou, protoZe
obsahuji kruznice liché délky). Pfipustné obarveni grafu
pravidelného ‘dvacctisténu &tyFmi barvami je na obrdzku
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Obr. IX.17

Obr. IX.18
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IX.19. Na obrdzku IX.20 je opdt graf pravidelného dvaceti-
sténu, u ndhoZ nékteré uzly jsou oznadeny u,, us, Uy, U Us, Uge
Kdybychom chtéli uzly tohoto grafu obarvit p¥ipustnym zpi-
sobem tfemni barvami, musel by mit u, stejnou barvu jako
u, 8 ug stejnou barvu jako u,; uzly u,, u; 4, by musely byt
obarveny navzdjem riznymi barvami. Uzel u, by pak byl
spojen hranami s uzly t# riznych barev, tedy by uZ nemohl
byt obarven %d4dnou z t&chto barev. Proto chromatické &islo
tohoto grafu je 4.

4. Vroholy pravidelného &tyfsténu oznatme 4, B, C, D.
Stfed S kulové plochy opsané i kulové plochy vepsané pravi-
delnému &tyFsténu ABCD leifi zfejmé na libovolné vysce
&tyfsténu, to jest na tseéce spojujici vrchol &tyFsténu s t&Zis-
tdm protilehlé stény. M&jme tedy vysku z vrcholu A. Tézisté
stdny BCD oznalme T'; tato vyska je tedy visedka A7T. Zfejmé
polomdr kulové plochy opsané r = AS, polomér kulové
plochy vepsané o = ST, tedy AT = r + . Trojihelnik ABT
je pravouhly. Je-li @ délka hrany &ty¥sténu ABCD, je AB = a,

1 —

BT = Y a V3 (dvé tfetiny délky t&Znice rovnostranného

trojihelnfka). Odtud z Pythagorovy véty dostdvdme AT =
1 —

= —3—aV6. Pravidelny &tyfstén ABCD lze rozloZit na &tyfi

nepfekryvajici se shodné &tyfstény ABCS, ABDS, ACDS,
BCDS; objem kaZdého z nich je ¢tvrtinou objemu &étyfsténu
ABCD. Ctykstény ABCD, BCDS lze povaZovat za trojboké
jehlany o spoledné podstatd BCD a o vyskdch AT, ST. ProtoZe
objem &tyifsténu BCDS je étvrtinou objemu &tyfsténu ABCD,

1 1 —
je g:AS=-4—AT=—l?a,V6. Potom r= AT —p =

1 —
=7 VG . Polomér kulové plochy vepsané krychli o hrand
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délky a jo zfejmé 1/2 a a polomér kulové plochy opsané jo ro-
1 —
ven polovind délky télesové uhlopfitky, tedy - 8 V3 . Pro

vypoéet poloméru kulové plochy vepsané pravidelnému osmi-
sténu o hrané délky a pouZijeme fezu rovinou, kterd je rovinou
soumérnosti nékteré hrany télesa. Tento Fez je kosoétverec

1 —
o déleo strany - a V3 (vyske rovnostranného trojihelnika)

u o jedné dhloptiéce délky a. Snadno zjistime, %e polomér
kulové plochy vepsané télesu je roven polomé&ru kruZnice

1 —
vepsané tomuto kosoétverei a tedy g = ry a VG . Pro vypoéct

poloméru kulové plochy opsané pravidelnédmu osmisténu
pouzijeme fezu rovinou vedenou tifemi vrcholy nelezicimi
v jedné sténé. Tento fez jo 8tverec o délce strany a. Polomér
kulové plochy opsané télesu je roven poloméru kruznice

1 —
opsané tomuto &tverei a tedy r» = 5 av2 .
5. Objem pravidelného &ty¥stdnu o hrané délky a vypodte-
1 —
me jako objem trojbokého jehlanu. Obsah stény je —4—0' V3 )
1 — 1 —
vydka je ?aV(S (viz cvideni 4), tedy V = Wa‘ V2. Objem

krychle o hrané délky a je a®. Pravidelny osmistdn lze rozlozit
na osm nepfekryvajicich se shodnych &tyfsténu takovych,
Ze jedna sténa kaZdého z nich je stdnou osmisténu a vrchol k ni
protilehly je stfed kulové plochy opsané i kulové plochy
vepsané S. Objem kteréhokoliv z nich dostaneme jako objem

1 —
trojbokého jehlanu o podstavé obsahu e at V3 a vyéce
1 — 1 —
s a Vﬁ . Je to tedy Yy a? V2 . Objem pravidelného osmi-

1 —
sténu je osmindsobkem tohoto vyrazu, tedy 5 a® V2 .
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6. Necht ¢ jo délka hruny pivodniho &tyfsténu, b délka
hirany nového étyfsténu. Kulovd plocha opsand novému &tyi-

1 — 1 —
sténu je vepsdna plivodnimu, méme tedy 7 b V6 =1 ° V(i

a z toho b = a.

|~

7. Podobnou idvahou zjistime, Ze délka hrany pravidelného
osmisténu, jehoz vrcholy jsou stfedy stén dané krychle, je

1 —
rovna 5 a V2 » kde a jo délka hirany kryclle.
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C(u)
d(u, v)
F(
G*

¢

G(M)
S(u)
oe(u), e(u)
(&)
(@)
2(G)
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REJSTRIK POUZITYCH
SYMBOLU

komponenta grafu obsahujici uzel u

vzddlenost uzla v a v v grafu

mno#ine oblasti grafu G

dudlni graf ke grafu G

graf vznikly z grafu @ pfiddénim nového uzlu a spo-
jenim tohoto uzlu hranami se viemi uzly grafu G
graf mnohosténu M

mnoZina uzli souvisicich s uzlem u v grafu
stupeni uzlu v grafu ¢

chromatické &islo grafu G

uzlovy stupei souvislosti grafu G

rovinné representace grafu (&
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