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PREDMLUVA

Teorie uspofddanych mnoZin, nejrozpracovan&jsi v teorii
svazli, patii mezi moderni matematické discipliny.
Knizka, kterou, mili tend¥i, otevirate, ma byt nahléd-
nutim do jejich pojmi a dvah. Davd vam moZnost
osvojit si cenné nazorné priklady na tlohdch a cvigenich.
K jejich Feseni neni tieba takika Zadné zbéhlosti v nu-
merickych vypodétech. J€ to matematika ,,bez ndsobil-
ky“, mi vi3ak sva pravidla, své problémy a také své
kouzlo. Knizka vam dovoli nahlédnout na nékteré pOme
stfedoskolské matematiky trochu jinym zphsobem, nez
jak jste je poznali ve Skole.

B8hem dlouhého historického vyvoje se lidé seznamo-
vali s riznymi specidlnimi p¥{pady uspofiadani. Nejprve
to byla uspofadani véci a jevi, se kterymi se setkavali
kazdodenné. Pozdéji — timé&rné s tim, jak si osvojovali
ndvyky a dovednosti — se zadlo objevovat uspofddani
jednotlivych kroka pfi nékteré dinnosti, piedavalo se
jako nabytd zkuSenost z pokolenf na pokolenf. Od
prvnich vyrobenych pfedméti, od prvnich nesmélych
kradkn ptichazeli lidé se stile novymi nipady na uspo-
tddan{ pfedmétit kolem sebe, na uspofddini své ¢in-
nosti.

Z nékterych téchto uspotidin{ se staly tak samozfejmé
navyky, Ze si je ¢asto ani neuvédomujeme. Tak je tomu
napf. se slovosledem, kterym mame upraveno potadi slov
ve v&td. Patrné stale uspofddivime v&ei podle toho, jak

3



se nam libi. Napiiklad hlasy vybrané skupinky ptaku se-
Fadime asi v zavislosti na tom, jak si cenime jejich zpévu.
Uvedme si jesté dalsi pfiklad, ktery bychom rovné% po
kratké tivaze nazvali uspofddanim. Skupinka naSich
étyfnohych piatel nechf sestiva z pejski pojmenova-
nych Bondo, Pekinka, Lord, Vlk, Bublina. MiZeme
se ptat, jak je sefadit. Nékdo z vas navrhne abecedné,
tedy Bondo — Bublina — Lord — Pekinka — VIk. Jiny
je sefadi podle toho, jak se mu libf, tfeba takto: Lord —
Bondo — Pekinka — Bublina — VIk. Jiny se nad tim
zamysli a sefadi chundelatd psiska méné uréitéji. —
Nejvic se mu bezesporu také libi Lord, ale Bondo, Pe-
kinka a Bublina se mu libf asi tak stejné, zato divoky
Vlk v ném nevyvolivd moe velkou oblibu. A tak na-
vrhuje takovéto seskupeni:

Lord

Bondo Pekinka Bublina
Vi

Jiny piiklad. Mezi oblibené hry mensfch déti patii
sledovdni aut podle jejich barvy. Pfi hfe se kaidy
z hraéu snaii napoditat co nejvice aut své barvy.
Reknéme, Ze si takto hraji jen dvé déti. Prvni si pieje,
aby co nejdfive piijelo co nejvice bile natfenych aut
(dal je oznaéime B), a pfitom pozorné sleduje i podet
gervenych aut (dale je znadime C), kterd znamenaji
,»body* pro jeho protihrade. Jinak zbarvena auta (dale
znadend J) oba hrddi sleduji jen koutkem oka. Ze z4-
znamu
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B J
\J/
N
B ¢
\J/
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B

(smér zdola nahoru znaéi prabéh ¢asu) zjistime nejen to,
%e v daném &asovém rozmezi je hra nerozhodna, ale i to,
Ze jelo nejdiive bilé, pak &ervené auto, pak jinak natiené
atd. Dile usuzujeme, Ze z hlediska obou pozorovateli se
soudasné mijelo nejdiive bilé auto s ¢ervenym a pozdsji
téz bilé s autem, které nebylo ani éervené ani bilé.

Obratme se od téchto piikladit k trochu jinym situa-
cim. Rada z vés si jako koni¢ka pro volné chvile vybrala
tvofivou &innost, na jejimZz zadatku je kupa materialu
a na konci, nu, napf. hezky model plachetnice, vlastno-
ruéné sestaveny tranzistorovy pfijimaé¢, model moderni-
ho domu, model zavodni dréhy atp. Vite dobie, %e chce-
te-li byt v této své Ginnosti tspésni, je tieba, abyste
postupovali systematicky, jinymi slovy to opét zname-
nd, abyste usporadali svou dinnost. TotéZz od vas Zadd
i studium cizich jazykd. Obdobné je tomu na vyssi
urovni pfi organizaci kaidé vyrobni &innosti. Zde se
jednim z platnych pomocniku stavaji poditaci stroje, od
kapesnfch poditatek aZ po velké samodinné potitade,
které dokazi fidit chod celych podnikii. Ne vaichni si
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uvédomuji, Ze princip jejich éinnosti se opira o tzv.
booleovsky zptsob uspofadani.

Vy sami jste Zivotnimi situacemi vedeni k podobnému
zpuisobu uspofddani svych tvah. V4§ denni program
muzZe napiiklad zdviset na tom, zda Jiti pijde nebo ne-
pijde do kina a zda Ota pojede &i nepojede k stryci. Vade
dosavadni zkufenost napovida, Ze mohou nastat privé
tyto ¢ty¥i piipady:

I) Jitf — pujde, Ota — pojede;
IT) Jit{ — ptjde, Ota — nepojede;
IIT) Jiff — nepujde, Ota — pojede;
1V) Ji#i — nepajde, Ota — nepojede.

Podfidite-li svou dvahu témto étyfem moZnostem, lze
o vés Hei, Ze jste pro ocenéni mozZnych situaci uZili tzv.
klasické logiky booleovského typu.

Pri studiu zakonitosti kvantové mechaniky se naproti
tomu ukazalo i¢eInym zobecnit tento typ uspoiadani na
tzv. ortomodularni uspoiadéni. I zde se tedy &lovék
opirda o zkufenosti ziskané tisiciletym pozorovanim
ruznych uspofddani a sna¥i se takto nabytou informaci
vyuzit k prohloubeni svych znalosti v oblasti mikro-
svéta.

Vybér latky této knizky se omezuje na pomérné vizky
pas teorie uspofadanych mnozin s pfevazujici stfedo-
Skolskou tematikou. VéH{m vsak, Ze p¥i pozorném pte-
Cteni této knfzky poznd étenaf uZiteénost pojmu uspo-
fddani v elementarnf matematice a Ze jisté oceni ten
dlouhy kus cesty, ktery lidstvo urazilo na cesté za po-
znénim, neZ se dostalo od pomérné mailo zfetelného
pojmu uspofddéni uZivaného v hovorovém jazyce ke
zmatematizovanému zpfesnéni tohoto pojmu a k jeho
nynéjsi urovni zkouman.
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UvoD

Ve 8kole jste si osvojili napf. vyznam vyroku ,,éislo a je
mendt neZ éislo b nebo vyznam vyroku ,,mnofina A je
podmnozinou mnotiny B‘. Spoleéné pro takovéto vyroky
je to, Ze Fikajf, Ze jeden objekt je v jistém vztahu (re-
laci) k druhému objektu. V dal§im ndém pijde o studium
takovychto relaci. V prvnf ¥ad8 proto zpiesnime tento
pojem tak, abychom jej mohli podrobovat matematic-
kému vysetfovani.

Pro vétsi ndzornost si pro ivahy vedouci k zpiesnéni
pojmu relace zvolime piiklad s konednym poétem prvki.
Ze skoly si jisté pamatujete, Ze pro dvé cela &sla m, n
Hkame, Ze m déli n a piSeme m | n pravé tehdy, kdyz
existuje celé &islo k takové, Ze km = n.

Nalezndme vSechna ¢&fsla @, b mnoZiny N, = {0, 1, 2,
3, 4}, pro néz a | b. Mame patrné tyto p¥ipady:

0]0;

1/0,1]1,1]2,1]3,1]|4;
(1) 2]0,2]|2 2|4

3|0, 3|3;

4]0, 4| 4.

Pidme nyni a 8 b pravé tehdy, kdyz a, b € N, a kdyz a
déli b. Dostavame tak dalsi ptiklad vztahu, ktery jisté
budeme chtit zahrnout pod pojem relace. Pfedné se bez
potizi dohodneme na &tenf zapisu a é b slovy ,,a je ve
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vztahu & k b*° nebo slovy ,,a je v relaci 6 k b a tato amluva
nas piirozenym zpusobem vede k tomu, Ze uvazovanou
relaci nazveme §. Zustavd vSak vyjasnit, co relace 4
vlastné je. Podle vyse uvedeného v (1) miZeme ¥ici, %e
plati a 6 b pravé tehdy, kdyZ (e, b) je jedna z uspotada-
nych dvojic

(0, 0);

(1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4);
(2) (2’ O)’ (2, 2)’ (2’ 4);

(3, 0), (3,3);

(4, 0), (4, 4).

Tato formulace nds pfivadi na myslenku, Ze bude Gdelné
definovat relaci § jako mnozZinu, jejimiz prvky jsou pravé
viechny uspotiddané dvojice (2). Tuto definici doplnime
imluvou, Ze zipis a 6 b budeme povaZovat za ekviva-
lentnf s tim, Ze (@, b) je prvkem mnoZiny 6, tj. s tim, Ze
(a, b) €6.

Prejdéme nyni k obecnému pfipadu. Budiz 4 néktera
neprazdni mnozina. Kartézskou druhow mocninouw mno-
#iny A rozumime mnoZinu A2 (znafenou téz 4 x A4),
jejimiZz prvky jsou pravé vSechny uspofadané dvojice
(a, b), kde a, b probihé prvky mnoziny 4. Rekneme, Ze g
je relace na mnoziné A praveé tehdy, kdyz ¢ je podmnoti-
na mnoziny A2 Vztah (a, b) € ¢ povaZzujeme za ekviva-
lentnf se zapisem a p b.

Pfiklad 1. Mame nalézt kartézskou drﬁhou mooninu
mnoziny N,.

Reseni. MnoZina N je mnozina o prveich, které jsou
pro piehled uspofadany do nésledujiciho schématu:
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(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4),
(1,0), (1, 1), (1,2), (1,3), (1,4),
(2’ O)r (2, 1)’ (2a 2)’ (2’ 3)’ (2: 4),'
(3,0), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4).
(4,0), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4).

Zavérem tvodu pfipomeiime, Ze je-li redlné &slo p
mensi nebo rovno ¢, piseme p < ¢q a Ze pro kterdkoli
realna &isla p, ¢, r plati toto: (i) p < p; (i) jelip < g¢q
aq < p, pak p = g; (iii) jelip.<gaqg <r,pakp =r.
Zde dostavame dalsi pfiklad relace < na mnoZiné R
realnych &isel, kterou bychom mohli ve shods s pfedcha-
zejicim chapat jako mnoZinu, jejimiZ prvky jsou pravé
ty uspofiddané dvojice (p, q) redlnych &isel, pro néz je
rozdil ¢ — p nezaporné &islo.






1. kapitola

USPORADANE MNOZINY

Poviimnéme si, Ze relace 4 na mnozind N,, definovana

na str. 7, mé nékteré vlastnosti spoledné s relaci <,
definovanou na R:

mdm m|m
pro kaZdé m e N,; jestlize pro kazdé m €{0, 1, 2, 3,
ménandm, pak m = 4}; jestlifZe m | n an | m,
= n; jestliZe m 0 n a za- pak (prom, neN,) m =
roveii n é k, pak m é k. = n; jestlite m | n a za-

roveii n | k, pakm | k.
Ptipomeiime nazvy zakladnich vlastnosti relaci. Je-li
g relace na mnoziné A, tj. o C A2, pak definujeme!?):
Relace g se nazyvi reflexivni, jestlize

(a,0) €
pro kaidé aed;

. apa
pro ka?dé ae 4;

Rikime, 7e relace g je antisymelrickd pravé tehdy, kdy?
md tuto vlastnost:

Je-li (@, b)ep a (b,a)ep, || Jeliapbajelidoa,
pak a = b. pak a = b.

s

1) Pro pohodli étendfe rozepisujeme definice v obou druzich
zépisu.
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Relace ¢ se nazyvd tranzitioni pravé tehdy, kdyz plati
toto:

Je-li (a, bleg a jeli Je-li @ p b ajeli b g c,
(b, ¢) €p, pak (a, c) € 0. pakagec.

Relace g se posléze nazyva symelrickd praveé tehdy, kdyz
pro ni plati toto:

Je-li (a, b) e p, pak Je-liapb,pakboa.
(b, @) ep.

Piiklad 2. Pro dvé redlna é&isla «, b piSme a o b pravé
tehdy, kdyZ a : (a® + 1) < b : (b* + 1). Mame vysetfit
vlastnosti relace definované takto na mnozZiné R realnych
disel.

Reseni. Relace ¢ je reflexivni, nebof pro kazdé realné
tislo a je podil a : (a2 + 1) definovan a plati a : (a® +
4+ 1) <a:(a® + 1). Tato relace neni antisymetricka,
nebot 1/2 ¢ 2 a zirovei 2o 1/2, ale 1/2 # 2, Jedna se
vSak o tranzitivni relaci, nebof ze vztaht e : (a2 4+ 1) <
Zb: (024D, b:(b2+1)=Zc:(c+ 1) plyne, Ze a:

(e*+ 1) =c: (c2 + l) Protoie 0 ¢ 1, ale (1,0) neni
prvkem relace o, je zre]me Je tato relace neni symet-
ricka.

Pro neprizdnou mnoZinu P, na ni% je definovana
relace g, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni,
zavedeme stru¢néjsi nazev. Pfesnd formulace vypada
takto: Znadi-li 2 uspofidanou dvojici (P, g), kde P jeo
neprazdna mnoZina a g je relace, kterd ma uvedené tfi
vlastnosti, fikime, %e # je usporddand mnofina. Také
budeme struénsé fikat, Ze & je poset (nazev vznikly zkra-
cenim z anglického partially ordered set). MnoZina P se
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nazyvi nosi¢ posetu 2 a relace p se nazyva uspofdddnt
mnoziny P; prvky mnoZiny P se nazyvaji proky uspord-
dané mnoZiny #. Pro usporadani definované na nékteréd
mnoziné se nékdy uziva symbol « (zdpis a < b se &te
,,6 predchazi b nebo ,,b nasleduje a*“) nebo se uiiva
(pokud nehrozi nebezpeéi z nedorozuméni) také sym-
bol < (zépis a =< b se &te ,,a je mensi nebo rovno b* nebo
se &te stejné jako zdpis @ < b). Zapis @ = b se povaZuje
za rovnocenny zapisu b < a.

Piiklad 3. Zvolme za mnoZinu P otevfeny interval
(1, oo) a pro dvé redlna &isla p, ¢ piSme p < ¢ pravé
tehdy, kdyZ p o g, kde ¢ bylo definovano v piiklad® 2.
Méime dokédzat, Ze relace < je uspofddani mnoZiny
(1, oo).

Resdeni. Vzhledem k tivahdém z ptikladu 2 stadi zjistit,
Ze relace < je antisymetricka. Necht tedy a, b jsou dvé
disla z intervalu (1, oo) takova, 7e @ < b a zdroven b < a.
Pakoviema: (@2 4+ 1) £b: (b2 + 1) <a:(a®+ 1)ma
za nasledek, Ze a : (a2 + 1) = b : (b2 4+ 1). Odtud plyne
nejprve

ab® 4-a =ba? -+ b,
poté
ab?* —ba: =b—a

a tedy také ekvivalentni podminka

/ ablb —a) = b—a.
Z tvah obvyklyeh pii Fedeni rovnic s parametrem je
dtenafi dobfe zndmo, %e bez daldich uvah nelze v téchto
situacich podlehnout pokudeni a celou rovnici kratit

dislem b — a. Jak tedy postupovat korektnd? Zminéna
zkusenost nam napovida, e musime prozkoumat dveé
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moinosti, a to pfipad b —a 5 0 a plipad b —a = @
Kdyby ale bylo b — a 3 0, pak celou rovnici miZeme
délit nenulovym éislem b —a a dostdvime ab = 1,
coZ viak pro nase dvé ¢isla a, b (pronéza >1ab > 1)
zfejmé nenf mozZné. Zistava tedy jako jedind mozZnost
pkipad b — a = 0, tj. @ = b. Tak jsme dokazali, Ze < je
na (1, oo) antisymetrickou relacf.

Piiklad 4. Pro dvé redlna ¢&isla @, b > 1 pidme et b
pravé tehdy, kdy% obé lisla ma : (a® + 1), #b : (b2 + 1)
patii do oboru funkce y = tg x a kdy? zaroven

na 7th
BT =%

Mime nalézt ty podmnoziny M mnoziny (1, o), na
nichZ je takto definovano uspoiddant.

Redeni. Prednd musi byt M neprizdné podmnozina
mnoziny (1, o). Relace t je ziejmé pii kazdém pFipust-
ném vybéru M reflexivnf a tranzitivni. VySetfovani rela-
co 7 nyni na chvili pferusime. Pro dalsi ivahy budeme
potiebovat tento pomocny vyrok:

(3) Pro ka¥dé redlné &islo x plati

1 x 1
—_ <

2 2+1 7= 2"
priéemé v proni merovnosti nastdvd rovnost prdvé tehdy,
kdy: x = —1 a v druhé prdvé tehdy, kdyZ x = 1.

Ditkaz. ProtoZe 0 < (x — 1)? pro kaZdé ze R (a rov-
nost zde nastiva pravé tehdy, kdyz z = 1), je 22 < 22 +
+ 1 a tedy  : (2 + 1) < 1/2 (a rovnost nastiva pravé
pro x = 1). Pfi volbé x = —=z tedy z pravé dokazaného
plyne, Ze pro kaZdé z € R plati

A
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2 1

241 = 2
a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz 2 = —z = I, takZe
pro ka%dé z ¢ R plati
z > _ _1_
2241 — 2
a rovnost. nastava pravé tehdy, kdyZ z = —1, &imz

jsme dokézali platnost prvnf nerovnosti. Ctena#i dopo-
rudujeme jako cviteni odvodit si prvni nerovnost také
piimo ze vztahu 0 < (z + 1)

Vratme se nyni k vysetieni relace 7. Z (3) je ziejmé, Ze

7 na 4
A L AN
2 T a4+17 27

tj. Ze ma :(a® + 1) patii do oboru funkee y = tgz,
pravé tehdy, kdyz e # +1.

Nyni snadno nahlédneme, Ze relace ¢ je na ka%dé pod-
mnoZinéd M mmnoziny (1, oo) jiZ nutné antisymetricka.
Je-li totiZ a v b a zaroven b 7 a, pak

na b

tg ot -1 =tgb2+l
a protoZze dle (3) a vybéru M patii &isla na - (a® + 1),

b : (b% + 1) do intervalu (—%, %], jema:{a®+ 1) =

= zb : (b% -+ 1) a dle feseni pifkladu 3 je proto a = b.
Podminkdm stanovenym v piikladu 4 vyhovuje tedy
kaida neprédzdna podmnoZina mnoziny (1, oo).

Uloha 1. Na mnoziné N, viech celych nezipornych &i-
sel definujme relaci o, tak, %e (a, b) € o, pravé tehdy,
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kdyz a | b. DokaZte, %e relace o, je uspofddani mnoZiny
o-

Uloha 2. Mnozina E necht je nékterd pevnd zvolena
mnozina. Definujme (M, N)eo, pravé tehdy, kdyz
M C N a N C E. Dokaite, %e relace o, je uspotadani
mnoZiny véech podmnoZin mnoziny E.

Uloha 3. Relaci o, na mnozing R redlnych &isel defi-
nujme tak, %e pro dvé realna &fsla a, b je (@, b) € 6, pravé
tehdy, kdyZ ¢ = 1 nebo b = —1. Rozhodnéte, zda o,
je a) reflexivni b) antisvmetrickd ¢) tranzitivni d) sy-
metricka relace,

[a) ano, b) ¢) d) ne.]

Uloha 4. Rozhodnéte, zda relace ¢, zavedeni pro
redlna &isla v piikladé 2, definuje uspofddini na mnoziné

a) (1, o0); d) (—oo; —1);
b) (—1, 1); e) (—oao, 0).
e} (—1, 1)

[a) — d) ano, e) ne.]
Uloha 5. Dokaite, Ze vztah a o b je v ptipadé b), c)

z tlohy 4 ekvivalentni s tim, Ze ¢ < b a v pii{pads a), d)
s tim, Ze a = b.

Piiklad 5. Pro dvé redlna &isla a, b piSme a o, b pravé
tehdy, kdyz

log [(@ — b) + [l@—B)* + 1} = 0.
Méme dokazat, %e a o, b pravé tehdy, kdyZ a = b.
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EResen. Protoze pro ka’dé reilné &slo z je Va:’ +1>
> J2* = |z|, je také z + }/a® + 1 > = + || = 0 a pro-
to je vyraz log (z + [/® + 1) definovén pro kazdé redlné
¢islo z. Je-li nejprve z > 0, pak = + ]/x’ +1>2+
+ 1 > 1 a proto je log (= + 'l/:::2 + 1) >log1 = 0. Je-li
posléze 2 < 0, pisme x = —z. Dle jiZz dokizaného plati
0< log (z + Vz” 4+ 1) = log (—= +_Va:' + 1). Soudasné
ale je log (—z + V:z:2 + 1) + log (z + Va:’ + 1) =
=logl(—= + |2+ Dz + 22+ )] =logl =0
a proto 0 < log (—=z + sz + 1) =—log (x + Vx’ + 1),
Odtud (pfi vychozim piedpokladu z < 0) plyne 0 >
> log (z —|—]/:c2 + 1). Zatim jsme tedy dokézali toto
(piipad x = 0 je zfejmy):

(i) Je-li 2 > 0, pak log (z + J2* + 1) > 0.

(ii) Je'li 2 < 0, pak log (x + Vz’ 4 1) <o0.
(iii) Je-li 2 = 0, pak log (z + J/=* + 1) = o.
Ptedpoklddejme nynf, Ze &fslo ¢ je takové, Ze log (¢ +
+ 2+ 1) > 0. Podle (ii) je zfejmé, Ze neni ¢ <0
a podle (iii) usuzujeme, Ze nenf ani ¢ = 0. Zbyva proto

jen moznost, Ze ¢ > 0. Odtud (a z podobnych tvah pro
(ii), (iii)) plyne nésledujici zesfleni vyroku (i) — (iii):

(i') Vztah log (z + Vx” 4+ 1) > 0 plat{ pravé tehdy,
kdyZz 2 > 0.

(ii’) Vztah log (x + V.’v’ + 1) < 0 platf privé tehdy,
kdyz x < 0.

(iii") Vztah log (z + J/z® + 1) = 0 plati prav® tehdy,
kdyz x = 0.
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Nynf je jiz zfejmé, Ze
log [(a —b) + J@—dF + 1] 20

pravé tehdy, kdy% a — b = 0, tj. pravd v pipadé, je-li
a=b.

Podle vysledku tlohy 2 usuzujeme, Ze relace inkluze
je uspofadani na mnoZiné P(E) vSech podmnoZin mno-
7iny E, fedeno jinymi slovy uspoiadana dvojice (P(E),
C) ptedstavuje uspofdddnou mnoZinu. Nyni budeme
chtit zndzornit takovouto uspofddanou mnoZinu —
alespoii v nejjednodussich p¥{padech — pomoci vhod-
nych diagramit. Za tim tidelem predesleme tuto obecné
uzivanou imluvu: Je-li # = (P, <) uspofddand mnozi-
na, ktera ma koneéné mnoho prvki a plati-li pro jeji
dva prvky e, b vztah ¢ < b, znazornime oba prvky
krouzkem, ptidemZ a umistime pod b a spojime je Gsed-
kou. Pro jednoduchost providime takovéto pospojovani
jen v ptipadé, kdy @ # b a kdy mezi a a b neleif Zidny
dalsi prvek uspofddané mnozZiny, tj. pokud @ #b
a pokud z toho, e ze P a a < 2z < b ji% plyne, Ze bud
a = zneboz = b. V tomto piipadsé se ¥ika, Ze b pokrijvd a.

Pro E = § je diagram na obrazku 1, pro E = {a} viz

{a, 8}

{a}
o ¢ ' {a {5}

Obr. 1

Obr. 2 Obr. 3
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obr. 2, pro E = {a, b} viz obr. 3, pro E = {a, b, ¢} viz
obr. 4,

Uloha 6. Budi% = n&kters rovina, ¥ pevné zvoleny bod
této roviny. Pro dva body A, B z & pfSeme (4, B) e g,
pravé tehdy, kdyZ tsetky VA, VB maji touZ velikost.
Méime tak definovinu relaci ¢; na mnoZiné viech bodu
roviny n. VySetiete ji. [Relace g, je reflexivni, symetric-
ki a tranzitivni, nenf antisymetricka.]

Uloha 7. Vygetiete relaci | (,,d8li*') na mno%ind Z ce-
lych &isel.
[Je reflexfvni, tranzitivni, neni ani symetricka ani anti-
symetricka.]

Relace o;, | maji obé tu vlastnost, Ze jsou reflexivni
a tranzitivni. KaZ%da relace .p na neprazdné mnoZiné M,
kfera je reflexivni a tranzitivni, se nazyva preuspoidddni
mnoziny M. Relace ¢ na neprazdné mnoziné M, ktera je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni, se nazyva ekvivalen-
ce na mnoZind M.
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1.

2.

3.

4.

5.

20

Cvideni

Naleznéte viechny relace na dvouprvkové mnoZiné
{a, b}. ‘

Mezi relacemi ze cvidenf 1 nalezn&te

8) viechny reflexivni;

b) viechny symetrické;

c¢) vSechny antisymetrické;

d) viechny tranzitivni.

Konstruujte ptiklad relace, kterda je symetricka
a tranzitivni, ale nenf reflexivni. -

Mezi relacemi ze cvidenf 1 naleznéte
a) viechna preuspofadani;

b) vSechna uspotadani;

¢) viechny ekvivalence.

Naleznéte viechny ekvivalence na
a) tiiprvkové mnozinég {a, b, c};

b) étyfprvkové mnoziné {a, b, ¢, d}.



2. kapitola

SVAZY — ZAKLADNI VLASTNOSTI

V dalSim budeme potfebovat pojem infima a suprema
podmnoZiny noside nékterého posetu.
Budeme fikat, %e neprazdnd podmnoZina M nosiée P

posetu? = (P, =) ma v#

infimum pravé tehdy,

kdyz existuje prvek ¢,

ktery ma nasledujici tii

vlastnosti:

(li)i e P;

(2i) pro kazdé m € M plati
1 < m;

(3i) plati-li pro néktery
prvek ¢, mnoZziny P pro
kaidé m patiici do M
vztah 2, = m, pak jiZ
nutné ¢, = ¢. Prvek ¢ se
nazyva infimum mnoziny
M v posetu 2. Piitom
zavadime tuto dohodu:
Budeme psat

i =inf, M
pravé tehdy, kdyZ existu-
je infimum mnoZiny M
v posetu & a rovni se 1.

supremum pravé tehdy,
kdyz existuje prvek s,
ktery ma nasledujici t¥i
vlastnosti:
(1s)se P;
(28) pro kazdé m € M plati

m =< s;

(3s) plati-i pro néktery
prvek s, mnoZiny P pro
kaidé m patifei do M
vztah s, = m, pak jiZ
nutné s, = s. Prvek s se
nazyva supremum mno-
ziny M v posetu £. Pfi-
tom zavadime tuto do-
hodu: Budemc psét

8§ =supy, M

pravé tehdy, kdy? existu-
je supremum mnoZiny M
v posetu & a rovni se s.

21



K privé podané definici suprema a infima piipojme
dvé poznémky. Predné pro ka’dou mno¥inu M, @ #
# M C P, existuje nejvySe jedno infimum a nejvyse
jedno supremum. Spliuje-li totiz prvek I rovnéz poza-
davky (1li) — (3i), pak dle (2i) a (3i) musi platit 7, =
= I =1 a z téchZze podminek (2i) a (3i) vypsanych pro
I plyne, Ze ¢ = I. ProtoZe relace < je antisymetricki, je
i = I. Podobné lze postupovat pro supremum. Dale
uvedme, Ze je zvykem oznadovat prvek d € P takovy, Ze
d =< m pro kazdé m € M nazvem dolnt zdvora mnoziny M
v posetu . Obdobné prvek h € P takovy, ze b = m pro
kazdé m z mnoziny M, se nazyva horni zdvora mnoziny M
v posetu 2. Pii této Gmluvé byvaji vztahy (2i) a (3i)
formulovany struénéji tak, Ze pro prvek 7 zddame, aby
to byla dolnf zdvora mnoZiny M (viz (2i)) a aby to byla
nejvétsf z dolnich zavor této mnoziny (viz (3i)). Obdobné
lze pozadavky (2s) a (3s) shrnout do struénéjsiho po-
zadavku, Ze s ma byt nejmensi horni zdvora mnoZiny
Mv.

P¥iklad 6. Necht £ = {a, b} a necht #(E) = (P(E), C)
je uspofadana mnozina, jejimiz prvky jsou viechny pod-
mnoZiny mnoziny E a v niZ je uspofadani dano inkluzi.
Oznatme M, = {{a}, {b}}, tj. M, je dvouprvkova mno-
Zina o prveich {a}, {b} (coZ jsou jednoprvkové mnoziny).
Mame vysetfit zda existuje supremum a infimum mno-
ziny M, v posetu#(F) a nalezeny vysledek zobecnit.

ERegent. Predpoklddejme, %e existuje supremum mno-
ziny M, v #(E) a ozname ho S. Podle (1s) je SC E
a dle (28) ma byt {«} C S a zaroven {b} C S, pii¢emz dle
(3s) to mé byt nejmensi moZna mnoZina. Proto soudime,
ze § = {a, b} a obdobné, 7e infimum je prizdnad mnozina
I = §. Pfitom ziejmé {«, b} je sjednocenim mnozin {a},
{0} a @ je pranik mnoZin {a}, {b}.
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Nalezeny vysledek nas vede k tomu, abychom vyslo-
vili tuto domnénku: Je-li £ nékterd mnozina a M, N
dvé jeji podmnoziny, pak

supeE.c) {M, N} =M N, infpg.c) (M, N} =MAON.

Tuto domnénku dokdzeme, ukdZeme-li, 2e M Y N
(resp. M ) N) spliuje podminky (ls) — (3s) (resp.
(1i) — (3i)). Uvahy provedeme pro M (J N. Protoze
M (JN C E, plati (1s). Protoze M C M YNa N C
C M Y N, plati (2s). Je-li H podmnoZina mnoziny E
takova,2¢e M C Ha N CH,pak M Y N C H, tedy
plati také (3s).

Uloha 8. Dokaite, %e pro kazdou jednoprvkovou pod-
mnozmu {a} mnoziny P existuje v kterémkoll posetu
= (P, £) supg,{a} a inf,{a}.
[V obou piipadech je to prvek a.]

Priklad 7. Necht a, b jsou dvé pfirozend d&isla. Mame
vySettit existenci infima a suprema mnoZiny {e, b}
v uspotrddané mnoziné (N,, a,) z dlohy 1.

Redeni. Oznadme n (resp. d) nejmensi spoletny nasobek
(resp. nejvétsi spoleény délitel) &isel a, b. Tvrdime, Ze

n = SUPN,, oy {@ b}, d = infin,, o, {a, b} .

Dokédzeme prvni vztah, druhy ponechame &tenafi jako
cvideni. Pfedné plati (1s), nebot pro dvé ptirozena disla
existuje vidy pfirozené &islo, které je jejich nejmensim
spoleénym nésobkem. Déle platf (2s), nebot a | n a také
b | n. Kone&nd plati i (3s), nebot je-li s, celé nezdporné
¢islo takové, Ze a | s, a b | s,, pak s, je spolednym nasob-
kem &isel a, b a proto n | .
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Uloha 9. Dokaite, %e supremum a infimum v (N,, ;)
existuje pro kaidou dvouprvkovou mnoZinu {a, b}, kde
@, b jsou celd nezaporns &isla.

[Pozor, platf supy,, o) {0, @} == 0, infin,, o,y {0, @} = a.]

MnoZina Z nemi v uspoiadané mnoziné (Z, <) ani
infimum ani supremum, nebot v Z neexistuje ani nej-
vétsi ani nejmensi &islo. Méné snadnéjsi je nahlédnout
takovouto neexistenci suprema ¢ infima v nékterych
jinych situacich. Jedna z nich je pfedmétem nasleduji-
ofho piikladu. Cteniti doporuéujeme, aby pifklad pti
prvnim &tenf této knizky probral jen orientacéné a vratil
se k nému podrobnéji az pii druhém &teni.

Pfiklad 8. Necht D znaéi mnoZinu téch kladnych
raciondlnich &isel ¢, pro néi ¢ > 2. Mame dokézat, Ze
v uspofadané mnoziné ( <), kde Q znaéi mnoZinu
raciondlnich &fsel, neexistuje infimum mnoziny D.

Redent. Predevsim ukaZeme, Ze (i) pro kaidy prvek ¢
patFict do D existuje prvek q, patiici do D a takovy, Ze
¢, < ¢q. Abychom to nahlédli, vyjdeme z pFedpokladu,
%e prvek ¢, lze hledat ve tvaru ¢, = ¢ — ¢, kde ¢ je
vhodné ,,malé* kladné racionilni éislo. Prvek g, ma
patfit do D, mé tedy byt splnén vztah 2 < (g — ¢)?,
ktery snadno piepiSeme na pozadavek 2eq — e < ¢ —
— 2, Tuto podminku bychom potiebovali splnit vhod-
nym kladnym raciondlnim éislem . Budeme se proto
snafit zjednodusit tento vztah tdelnym obratem tak,
aby se v piisludné podmince jiZ nevyskytovalo ¢2. To je
mo?né provést takto: Uréime-li ¢ > 0 tak, aby platilo
2eq < ¢* — 2, pak — protoZe 2eq — &% << 2eq — jisté pla-
ti 1 vychozf pozadavek na ¢. Nyni je dalsi postup snadny:
Zvolime ¢ = (g2 — 2) : (2¢). Je to kladné racionaln{
dislo (ovéite), nebot dle piedpokladu je ¢ racionalni.
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Jim uréené éislo ¢, = ¢ — ¢ = (¢* + 2) : (2q) pati{ do
D, nebot ,,obraceni“ pfedchoziho postupu dava

G=Q—ef=¢—29c + & =
=g —(F—2)+ =2+ >2.

Dile ukédzeme, %e (ii) je-li d = 1 takové raciondini
éislo, %e d® < 2, pak existuje takové raciondlnt &islo d,, Ze
d < d, a d? < 2. Pro dukaz tohoto vyroku uvaime, e
2<4=<(d+1)?aieproto 0 <eg =(2—d?:(2d +
+ 1) < 1. Posledni nerovnost pro ¢, dava £ < ¢, a tedy
plati 2de, + & < 2de; + &g =2 —d?% Prod, =d + ¢
v dusledku toho mame d2 = (d + ¢,)? < 2. (Ctena¥,
ktery se poprvé seznamuje s ivahami tohoto druhu, by
si mél dikaz vyroku (ii) zpétné rozebrat podrobnséji tak,
aby vidél, jakou tivahou (obdobnou diukazu (i)) se dojde
k uvedenému tvaru pro &,.)

UkédZzeme posléze; Ze (ili) predpoklad existence infima
mnofiny D v (Q, <) vede ke sporu. Vskutku, kdyby d byl
prvek s vlastnostmi (1i) aZ (3i), pak — protoZe pro kazdy
prvek ge D je ¢ > 1 — je 1 dolni zdvorou mnoziny D
a proto by d nutné spliovalo d = 1. Kdyby nejprve
platilo d? > 2, pak by bylo d e D a dle (i) by existoval
takovy prvek q,€ D, Ze ¢, < d, coZ je ale spor s (2i).
Kdyby platilo, ze d2 = 2, bylo by d = }/2 a soudasné by
d mélo byt racionilni é&slo. To je spor s dobfe znimym
faktem, Ze V2 neni racionalni &islo. Zastava pripad d2 <
< 2. Podle (ii) ale existuje d, tak, Ze d < d, a d} < 2,
takZe tim spiSe je d? << ¢® pro qe D a tedy i d, < q pro
ka%dé ¢ € D. Cislo d, by tak bylo rovnéz racionalni dolnf
zdvorou mnoziny D a pfitom by bylo véts§i neZ nejvét-
81 dolni zdvora této mnoZiny. To je spor s (3i). Pfedpo-
klad existence infima mnoziny D v (Q, <) vedl v kazdém
ptipadé ke sporu a proto uvedené infimum neexistuje.
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Poznamenejme, e v mneZiné R redlnych disel existu-
je infg, <) D a rovnd se V2.

Uloha 10. Dokaite: a) Neexistuje takové raciondini
tislo s/t, kde s, t € Z, aby platilo

104 = 2,
b) Pro ka%dé ptirozené ¢&islo n plati vztah

o<ioim—1<2
n

¢) Je-li ¢ takové é&islo, Ze 10¢ > 2, pak pro ka?dé pfi-
rozené &islo » > 18 : (100 —2) je 2 :100 < 107" <1,

d) Je-li ¢ takové racionalni &islo, %e 107 > 2, pak
existuje takové raciondlnf &islo ¢,, Ze ¢, < g & zaroven
10 > 2,

e) Je-li d raciondlni &islo s vlastnosti 10¢ < 2, pak
existuje takové raciondlni &islo d;, Ze d < d, a soudasné
109 < 2,

f) Budiz £ mnoZina, jejimiz prvky jsou priveé ta
raciondlni &isla ¢, pro néZ plati 10¢ > 2. Dokaite, Ze
v posetu (Q, =) neexistuje infimum mnoziny E.

g) Ovéite, Ze infp, 5,F = log 2.

[Ndvod: a) VySetiete vatah 5° = 2¢-5, kde s, ¢ patii do
mnoziny N pfirozenych &isel. b) Uiijte binomickou

) 9y .,y 107 9
poudku na vyraz [1 + 7] . ¢) Ukaite, Ze o-— 1 > 0

d) Poloite q, = q—%—, kden > 18 : (101 — 2). e) Poloite
d=d+ T—ln—, kde m > 9.10% : (2 — 10%) a ukaite, Ze
pak 10Ym < 1 + (9 :m) < 2.1074.]
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V uspofadanych mnoZinach definujeme pojem nejvét-
§iho (nejmensiho) prvku nasledovnd: Rekneme, Ze

prvek (e P je nejvdtsi
prvek posetu? = (P, <)
pravé tehdy, kdyZ pro
kazdé pe P plati p <.
Nejvétsi prvek posetu &
byvd rovnéZi nazyvan
jednotkovy prvek posetu
# a znadi se zpravidla 1.

prvek w eP je nejmendi
prvek posetu? = (P, <)
pravé tehdy, kdyZz pro
kaidé pe P plati p = o.
Nejmensf prvek posetu 2
byva rovnéZ nazyvin nu-
lovij prvek posetu# a zna-
¢f se zpravidla 0.

Uloha 11. Rozhodnéte, zda existuje nulovy & jednot-
kovy prvek a) v posetu (N, =) b) v posetu (N, o)
(srovn. dlohu 1). .

[a) existuje nulovy prvek a neexistuje jednotkovy prvek.
b) existuje nulovy i jednotkovy prvek.]

Existuje-li pro kazdé dva rtzné prvky «, b uspotddané
mno%iny # = (P, £) jak supg{a, b} tak i inf, {a, b},
nazyva se & svaz. Existuje-li pro kaidou neprazdnou
podmnoZinu M nosi¢e P posetu? = (P, <) jak supp M
tak i inf, M, nazyva se & iplng svaz.

Podle této definice je zfejmé, Ze kaidy dplny svaz je
svazem. Z fesen{ piikladu 6 plyne, Ze uspotidana mnoZina
P(E) = (P(E), C) je ptikladem svazu. Vysledek Glohy 9
tika, Ze (N,, 0,) je svaz. Z poznamky za tlohou 9 usuzu-
jeme, Ze poset (Z, =) neni vplny svaz. Je to viak svaz,
coZ vyplyne nejrychleji z nasledujicich obecndjsich
uvah.

Necht # = (P, <) je néktera uspoiidand mnoZina
a pro dva jeji prvky a, b necht plati ¢ < b. V tomto pii-
padé piseme

maxz (@,0) =b a ming (a,b) =a
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& oba zdpisy Steme po fadé ,,maximum (resp. minimum)
prvkit a, b je rovno b (resp. a)‘. Retézcem se rozumi uspo-
Fidand mnoZina (B, <), v ni% pro kaZdé dva prvky r, s
plati bud r < s nebo s =< r. Posety (N, =), (Z, =),
Q, =), (R, =) jsou priklady Fetézch, poset (N, o,)
nenf fetézec, nebot neplati ani 2 ¢, 3 ani 3 o, 2.

Piiklad 9. Necht 2 = (P, <) je poset a pro dva jeho
Prvky a, b nechf plati a < b. Mame dokazat, ze

inf, {a, b} = min, (a, b)

sup, {a, b} = max, (q, b).

Redeni. Provedeme piislusné tivahy pouze pro prvni
z obou vztahi, ovéfeni druhého ponechivame é&tendfi.

Predné je a = miny (a, b). Staéi tedy ukazat, Ze
prvek a ma vlastnosti infima mnoZiny {«, b}. Platnost
(1i) je zfejma. ProtoZe relace =< je reflexivni, platia < a
a dle pfedpokladu je téZ a < b, takZe plati (2i). Je-li
@, € P dolni zavora mnoziny {a, b}, pak tim spife a, < a
a proto platf i (3i).

Véta 1. KaZdy fetézec je svaz.

Dikaz. Protoze pro kazdé dva prvky a, b fetézce plati
a = b nebo b < a, existuje podle pfikladu 9 jak infimum
tak i supremum ka?dé dvouprvkové podmnoZiny noside
Fetézoe a tedy Fetézec je svaz.

Z véty 1 usuzujeme, %e posety (N, =), (Z, £), (Q, =),
(R, =) jsou svazy. Pravé tak je svazem poset (D, <)
z pitkladu 8 a poset (E, <) z tlohy 10. Zadny z téchto
svazll vSak neni plny, nebof neexistuje supremum jeho
noside.
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K snadnému rozpoznani, zda dany poset je ¢ neni
uplny svaz, slouii nasledujici poucka.

Véta 2. Poset # = (P, <) je dplny svaz pravé tehdy,
kdyZ pro kaidou meprdzdnou mnofinu M C P existuje
infy, M a kdyZ poset P md nejvélsi proek.

Dikaz. 1) Piedpoklatdejme, Ze je splnéna podminka
této véty. Nejprve dokazeme, Ze pro kazdou neprazdnou
podmnoimu M C P existuje Supg M. Ozna¢me H mno-
Zinu téch prvki & € P, pfo néz plati m < h pro kazdé
m € M (takZe do H dévime pravé viechny hornf zavory
mnoziny M). MnoZina H je neprazdni, nebot nejvétsi
prvek posetu 2 ziejmé patif do H. Podle pfedpokladu
cxistuje inf, H. Oznadme toto infimum ¢, Zvolime-li
me M, pak m < h plati pro kazdé h € H. Podle (3i) tedy
plati m < 4,. Vidime tak, Ze prvek ¢y € P mi vlastnost
(1s) a (28). UkéZeme, Ze ma i vlastnost (3s): Je-li totiz
m = iy pro kazdé m e M, je i, € H a protoZe i, je infimum
mnoZiny H, je dle (2i) i, < zl, coZz ukazuje platnost
vztahu (3s). Dokazali jsme tak, Ze i, = sup, M.

2) Je-li & tplny svaz, pak phmo z deﬁnlce plyne exis-
tence zminénych infim. Protoze existuje ¢ = sup, P
a protoZe je to dle (2s) prvek takovy, Ze p =< ¢ pro kazdé
p € P, je zitejmé, Ze # ma nejvétsi prvek.

P¥iklad 10. Mame dokézat, Ze poset Z(E) = (P(E), C)
z ptikladu 6 je uplny svaz.

BRefeni. K fedeni uZijeme vdtu 2. Nejvétsim prvkem
posetu #(E) je ziejmd E. Je-li M neprazdni mnozina
podmnozin 4, B, ... mnoZiny E, pak I = infzpE, M ma
byt podmnoZina mnoZiny ¥, ktera je obsaZena ve viech
podmnozinach 4, B,... (to zadd pfepis podminky (2i))
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a je-li I, podmnozina mnoZiny F, kterd je obsaZena ve
viech podmnoZinach 4, B, ..., pak I, ma byt podmnoZi-
nou mnoziny I (to Zada p¥epis podminky (3i)). Témto
pozadavkim patrné vyhovuje mnozZina, jejimiZz prvky
jsou pravé ty prvky mnoziny E, které patii do vSech
podmnozin A, B, ..., tj. prinik viech téchto podmno-
Zin.

Piiklad 11. Necht E(N) znadi mnoZinu vSech ekviva-
lenci na mnozing N 7 @. Mame dokdzat, Ze uspofidand
mnoZina (E(N), C) je uplny svaz.

Redeni. Ovétime, Ze jsou splnény predpoklady véty 2.
Nejvétsfm prvkem je takova ekvivalence g, Ze pro
ka?dé dva prvky n,, ny€ N je n, gy n, (takZe g, = N X
x N). Je-li M neprizdné mnozina ekvivalenci g, o, ...
na mnoZiné N, pak existuje infgy,c) M. Vskutku, de-
finujeme-li relaci 7 na M tak, Ze n; v n, plati pravé
tehdy, kdyZ pro viechny ekvivalence g, o, ... z M plati
Ny @ Ny, Ny G Ny, ..., snadno nahlédneme, Ze 7 je ekviva-
lence. Naptiklad tranzitivita relace r plyne takto: Je-li
N, TNy & Ny TN, pak pro kaidé g, o, ... je u,pn,,
Ny 0 Mg, Ty G Ny, Ny @ Ny, ... & protoze g, o, ... jsou tran-
zitivni relace, je také n, o ng, n, 0Ny, ..., tj. vidime,
7e n, T ny. PoZadavek (2i) se pro r pfepisuje takto: Ma
byt T Cp, T Cao, ....Co ale znamena napifklad poza-
davek T C o? Znamend, %e ze vztahu (n,, n,) € T plyne
vidy vztah (n,, n,) € 0. Piejdeme-li k ekvivalentnimu pfe-
pisu, jednd se o ovéieni toho, Ze z n, T n, plyne n, p n,.
To je ale okamzité patrné piimo z definice relace 7.
Podivejme se dile na pfepis poiadavku (3i). Plati-li
soudasné 1, Cop, 1, Co, ..., pak mi byt 7, C 7. Zvol-
me proto ng, n,eN tak, Ze (nj, n,) € 1,. PotFebujeme
ukdzat, Ze nutné (ng, n,) € 7. Ale (ng, n,) €7, 8 7,C o dé-
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va (ng, ny) € 0, tj. 113 0 Ny & podobne najdemein,on,, ...,
tj. 74 T n,. Ukazali jsme tak, Ze v je infimum mnoZiny M
v posetu (E(N), C).

Cvileni

1. Nakreslete diagram posetu (N,, d) (srovn. str. 7).

2, Uzitim vysledku cvidenf 1 z 1. kapitoly naleznéte
diagram posetu, ktery ma za nosi¢ mnozinu viech relac{
na dvouprvkové mnoziné {e, b} a jehoZz uspofadani je
dano inkluzi.

8. Doka#te, Ze viechny relace na mnoZiné M tvoli pfi
uspofadéni daném inkluzi uplny svaz.

4. Rozhodnéte, zda

a) viechny reflexivni;

b) véechny symetrické;

¢) viechny antisymetrické;

d) vSechny tranzitivni
relace na dané mnoziné M tvoif pfi uspotddini daném
inkluzi uplny svaz.

B. Vysetiete, zda
a) vechna preuspotadani;
b) viechna uspofadani
na dané mnoZiné tvoff pfi uspotddini inkluz{ Gplny svaz.

6. Uzitim vysledki cvideni 5 z prvni kapitoly nalezndte
diagram svazu (E(N), C) v ptipadég, Ze

a) N ={a, b, c};

b) N = {a, b, ¢, d}.
7. Necht I znadi mnoZinu viech racionainich é&fsel z uza-
vieného intervalu (1, 2). Poset (I, <) nenf dplny svaz.
Dokazte.
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3. kapitola

PRIKLADY SVAZU

V této kapitole doplnime zdkladni poznatky o svazech
a uvedeme né&které piiklady svazh, které lze situovat do
sttedoskolské matematiky.

V piedchozi kapitole jsme definovali svaz jako uspo-
fadanou mnoiZinu # = (P, =), v niZ pro kaidé dva
prvky a, b € P existuje supy {@, b} a inf, {a, b}. Oba tyto
zapisy vystihuji dostate¢né vyrazné, které prvky jsou
dvojici a, b po ¥adé pfifazeny. Maji viak tu nevyhodu,
Ze jsou pomérné malo strutné. Proto se v teorii svazi
zavad{ tmluva, Ze misto supy {a, b} se pise jen avb
a misto inf {a, b} se pise ]en a A b. Pokud @ = b, rozdi-
fujeme tuto definici tak, Ze klademe. avae =aAa = a.
Zipis c=avb (resp. d =aab) #teme ,»C je Tovno
spojeni a s b* (resp. ,,d je rovno priseku a s b*‘). Prvek ¢
se nazyvi spojent prvka a, b, prvek d se nazyva jejich
prisekem.

Priklad 12. Necht ¥ znadi dany trojrozmérny prostor
a L(&) necht je mnozina, jejimiZ prvky jsou £, 0 a viech-
ny roviny, piimky a body prostoru E. Pfitom p#imku,
rovinu i prostor chipeme jako mnoZiny boda, bod jako
jednoprvkovou mnoZinu bodi. Mime dokdzat, #c
(L(E), C) je Gplny svaz.

Reseni. Ugzijeme apét vétu 2. Ziejmé je E nejvétsi
prvek tohoto posetu. Je-li M nékterd mnoZina zmfné-
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nych geometrickych vtvari z E, oznaéme A mmoZinu
viech bodi, které patii do viech mnoZin z M. Chceme
ukézat, Ye A e L(E). To je zfejmé, pokud 4 = @ nebo
pokud A obsahuje jediny bod. Obsahuje-li A dva rizné
body A, B, pak body A4, B obsahuje kaZdy utvar z M
a proto kazdy takovyto utvar obsahuje i pfimku p jimi
uréenou. Obsahuje-li 4 jesté dalsi bod C, ktery nelezi na
p, obsahuje — jak bychom nahlédli obdobnou ivahou —
i vSechny body roviny « uréené bodem C a piimkou p.
Lezi-li v A bod D, ktery nepat¥{ do roviny «, obsahuje 4
i véechny body prostoru £. V kazdém piipadé je proto
AeL(E) a snadno nahlédneme, %e A = infym.c) M.
Podle véty 2 je proto (L(E), C) Gplny svaz.

Obr. 5

V pravé zkoumaném
piikladé si povsimnéme,
Ze spojeni A v B bodu 4,
B (srovn. obr. 5) je pfim-
ka p, prisek pi{mek p, q
je bod B atd. Tento pfi-
klad ilustruje geometric-
ky obsah uZité termino-
logie.

Obr. 6
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Ve svazu s diagramem na obrazku 6 plati naptiklad
cAf=g,bvh =1 Souhrn priseku a spojeni zachycuji
tyto tabulky:

Oabd

v cdefghl - AOabcdefghl
00abcdefghl 00000000000
aaabchhlbhl a0aaa0000ac
bbbbcl11b11 bOabboOOggabd
ccccclllell cOabc00ggac
ddhl11deffhl d0o000dddodd
eehlleeffhl e0000deeOec
FFPLILffff11 foOggdefgef
ggbbefffgll g00gg00ggOy
RhhR11AAR11R1l hOaaadeeOhHh
11111111111 10abcdefghl
Uloha 12. V ka¥dém svazu & = (P, <) pro kazdé

a, b, c € P plati

a)avb=>bva,arb=0baa;
by(avbd)vec=av(bve), (aab)ac =aAr(bac);
c)arb =aataké b = avb, jakmile a < b;
dyarb <a,a =avbd;

elav(arad) =a,ar(avd) =a.

[Navod. K dikazu e) pouZijte d) a c).]

Piiklad 13. BudiZ C(p) mnoZina v3ech otevienych
kruhidi nékteré dané roviny g. Pritom mezi kruhy podi-
tdme také prazdnou mnoZinu. Mime vyS3etiit, zda poset
(Cle), C) je svaz.

Refent. Vlastnimu Yeeni predesleme nejprve tuto
uvahu: Necht M, N znaéf dva kruhy (srovn. obr. 7)
a necht H, D znaéi kruhy uréené teénymi kruZnicemi
obvodovych kruinic zadanych kruht M, N. Zfejmé

34



A
Y

Obr. 7
€

plati, 2e N CH a M C H; podobné DC M a D CN.
Odtud plyne, Ze H je hornf zivora mnoZiny {M, N}
a D je dolni zavora této mnoziny. Pfipojeny obrazek ma
na prvni pohled natolik sugestivni charakter, e bychom:
se mohli domnivat, Ze H je nejmensi horni zdvora této
mno?iny a Ze D je nejvétsi dolni zdvora mnoziny {M, N},
tj. mohli bychom se domnivat, Ze poset (C(p), C) je
svaz. Takovéto mylce podleh] i znimy popularizitor
moderni matematiky profesor G. Papy [3; str. 130, cvi-
deni 5]. UkaZzme, %e pro vyznaéené kruhy M, N supre-
mum mnoziny {M, N} v posetu (C(g), C) neexistuje.
Kdyby S byl kruh, ktery by byl supremem mnoZiny
{M, N}, pak by pfedné kazdy jeho bod musel leZet uvniti
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M1 N

b/ Jaj\;LJ__-t
LS
4 _
Y
R
%
- Obr. 8

ostrého 1hlu uréeného teénami ¢,, £,. Abychom to na-
hlédli, oznaéme C, D prusediky teény ¢, s obvodovou
kruZnicf A kruhu H a B, F prusediky tedny ¢, s touto
kruZnicf. Necht o, (resp. 0,) znaéi osu tsetky CD (resp.
EF), P, (resp. P,) priseéik kruZnice k s osou o, (resp.
0e), S, (resp. S,) stted Gsetky CD (resp. EF). Zvolme bod
X (resp. Y) na tsedce P,S; (resp. P,S,). KruZnice ¢
urdena body C, X, D (resp. kruZnice  uréend body
E, Y, F) omezuje kruh, ktery obsahuje M i N a obsaho-
val by proto i kruh S. Nechame-li X (resp. ¥) bliZit bodu
S, (resp. bodu 8,), dospéjeme k zivéru, Ze S by mél byt
kruh lezici v ostrém uhlu CDPFE a soudasné by mél
obsahovat jak M tak i N. To zfejmé neni moZné.
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Uloha 13. Popiste mnozinu bodd, které patii do viech
kruhi obsahujicich oba kruhy M, N z obrizku 8.
[Jsou to pravé ty body, které lezi ve vySrafovaném
obrazci]. ’

Priklad 14. BudiZ nyni znovu ¢ nékter4 dand rovina,
kterou chipeme jako mnoZinu bodi. PodmnoZina M
roviny g se nazyva konvexn{ pravé tehdy, kdy? pro kaz-
dou dvojici bodtt X, Y z M leZf celd tisetka XY v M.2)
Oznaéme K(p) mnoZinu vsech konvexnich podmnoZin
bodi roviny p. Mdme dokizat, Ze (K(p), C) je tplny
8vaz.

Redeni. Ovétime, Ze jsou splnény predpoklady véty 2.
Nejvétsim prvkem posetu (K(g), C) je patrné celd rovi-
na g. Je-li M neékterd neprazdnid mnozina konvexmich
podmnoZin 4, B, ..., pak jejich prinik sestdva z téch
bodd roviny g, které patti do vSech podmnozin 4, B, ...
a to je konvexni podmnoZina, nebot patii-li X, ¥ do
tohoto priiniku, pati celd tse¢ka X ¥ do viech podmno-
%in 4, B, ... a tedy tim spiSe i do jejich priniku. Odtud
jiz snadno vyvodime, %e zminény prinik je infimem
mnoziny M.

Piiklad 15. Mame dokazat, Ze poset (N, ¢;) z dlohy 1
je tplny svaz.

Redeni. Utijeme vétu 2. PFi uspotddéni o, je &islo 0
nejvétdim prvkem posetu (N,, o,). Necht M je nékters
neprizdnd podmnoZina mnoZiny N, a necht C znadf
mnoZinu vSech t&ch &isel z N,, kterd déli viechna disla
z M. Ztejmd je C = @, nebot 1eC. Jeli M = {0},

3) K podrobndj§imu studiu pojmu konvexnf{ mnoZiny od-
kazuji ¢tendfe na zajimavou knizku J. Vysina [4].
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oznaé¢me pismenem @ &islo 0. Je-li M podmnoZina, kterd
obsahuje alespoii jedno pfirozené &fslo, oznaéme pisme-
nem d nejvétsi z &isel patiicich do (ne] veétsi pii obvyk-
Iém uspotadani <); d existuje, nebot jej vybirame
z kone&ného pottu déliteld zminéného nenulového é&fsla
patiictho do M. Tvrdime, Ze d je inimem mnoZiny M p¥i
usporadini o,. Pfedné je dle vybéru d vidy d o, m pro
kaidé me M, Je-li pro nékteré d, rovné% d, o, m pro
kaidé me M, je kaidé m e M nisobkem nejmendiho
spoleéného néasobku n(d, d,) ¢isel d a d,. Protoze plati
d <n(d,d,) a pravé jsme vidéli, Ze n(d, d,) e C, je dle
vyberu d nutné d = n{d, d,). Vzhledem k tomu, Ze vZdy
je d, o, n(d, d,), je d, o, d a plati proto (3i), coZ konéi
dukaz toho, Ze v (N,, 0,) existuje infimum mnoZiny M.

Vysetiime nyni dva zpusoby, jak lze danou rovinu
opatfit strukturou uspofadané mnoZiny. Pfitom -pted-
pokladame, Ze v této rovind mame din pravouihly systém
soufadnic. Kazdy bod roviny je pak uréen uspotddanou
dvojief [r,, r,] sestavenou ze souiadnic r,, 7,.

Priklad 16. Pro dvé dvojice [ry, r,], [8,, 8,] redlnych
¢isel piSme [ry, ry] < [y, 8,] pravé tehdy, kdyZ nastane
jedna z t&chto situaci:

(1) [ry 7] = [81, 8.1%);

(i) ry < sy;

(iii) r, = 8, a 7, < 8,

Méame vysetfit relaci <« pravé definovanou.

Eegeni. Podle (i) je < reflexivni. Tato relace je anti-
symetricka, nebof je-li [r,, 7] < [8;,8:] & zaroveii
[$1; 82] < [y, 2], pak — at nastane kterakoli ze situaci

?) Tento poZadavek znamend, Ze r, = &, a zdroveh r, = g;.
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(i) a% (iii)) — je ry, = 8, & 8y < ry, takie s, = r, a v obou
uvazovanych situacich nemuZe nastat p¥ipad (iii),
nebot pak by bylo r, < s, a také s, << r,, coz pfedsta-
vuje spor. Zbyva tedy — jako jedind moZnd — situace
(i). Relace < je také tranzitivni, nebot je-li [ry, r,] <«
< [81, 8] & [8y, 8] <[ty 8], pak je-li bud [ry, 7] =
= [8y, 8,] nebo [sy, 8,] = [, £,], je jistd [ry, 7] K [£y, 8]
Je-li ale [ry, r2] 7 [8;, 85] & [81, 82] # [f1> £2), pPak bud je
alespoti jedno z éisel t, — s,, 8, — 7, kladné a tedy také
t,—r, = (@, —8) + (8 —1r;) >0, coz diva dle (ii)
[r1> ra] < [t4, £,], Debo jsou obé tato éisla rovna nule,
takze ¢, = r,, ale pak nutné t, —r, = (£, — 8,) + (8, —
—r,) je soudet dvou kladnych &isel, tj. ¢, > r, a proto
[7y, 72] < [t1, t]- ProtoZe dle (i) — (iii) p¥i kterékoli
volbé [r,, 7,1, [81, 8.] nastane vidy bud [r,, 7,] < [s;, 8]
neho [s,, 8;] <« [ry, r,], jednd se o Fetézec a je to proto
podle véty 1 svaz.
Uspotadini « se nazyva lexikografické.

Uloha 14. Necht < znadi lexikografické usporédani
bodd roviny a necht 4 = [a, b] je néktery bod této ro-
viny. Uréete mnozinu téchto bodd X = [z, y], které
spliuji 4 < X.

[Jsou to body X, pro né% e < z a body poloptimky
z=a,b=yl]

Uloha 15. Popiste mnozinu boda X, které zaroven
sphiuji podminky 4 <« X a X < B, kde 4 = [a, b],
B = [¢, d] jsou dva pevné zvolené body.

[Navod: Rozliste piipady a = ¢, a < ¢.]

Uloha 16. Necht 4 = [a, b] je dany bod roviny p.
Uréete viechny ty pi{mky p roviny p, které maji tu
vlastnost, Ze pro kterykoli jejich bod B plati B <« 4.
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[Jsou to privé viechny rovnobéiky s osou ¥ o rovnici
z =e,kde e < a.]

Uloha 17. Pro dvé dvojice [ry, 7,], [81, 8s] realnych
disel definujeme [ry, r,] < [8y,8,] pravé tehdy, kdyz
r, < 8, a soudasnd r; = s,. Dokaite, Ze relace < uréuje
na mnoZiné viech dvojie [y, 7,] uspofadéni a Ze piislusdny
poset je svaz, v némz% platf

[r1, 72] ¥ [81, 5] = [max (ry, 8,), max (ry, 8,)],
[ri, 72l A tsv 83] = [min (ry, 8,), min (r,, 8,)].

Piiklad 17. Oznaéme @ mnoZinu viech kvadratickych
trojélent 22 4 px + ¢, kde p, g € R, pro néZ je diskrimi-
nant A = p? — 4q nezdporny. Pro dva kvadratické troj-
tleny 2® + px + qi, ¢ = 1, 2, patifci do @, piSme

2+ P + ¢ <22 + P2 + ¢y
pravé tehdy, kdyZ
P— Dy = IVA_I—VA—;lv
kde 4; = p} — 4q;. Nadim tdkolem ma byt vysetieni
relace <.

Redent. UkiZeme nejprve, Ze relace < je uspofadani
mnoziny @. Pfitom je nejdfive ihned patrné, Ze tato re-
lace je reflexfvni. Je to ale i antisymetricka relace, nebot

jeli py—p, = |VA—1 — VA_;I ap,— P = ”/A_i; —V4,),
]epl——&__Oapz—pl = 0, takZe p, = p, a proto

4, — |4, = 0, coz m4 za nasledek, Ze q, = ¢,. Relace
« je tranzitivni, nebot z p, — p, = |VA 1 — VA | & p, —

— Py = IVA" V_| plyne p, — p; = (p, — ps) +
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+ (s — p) Z VA, —VF| + V4. — V4| = V4, —
— )/4,), ptitem posledns nerovnost plyne u#itim troj-
thelnfkové nerovnosti.

DokaZzeme jeité tuto nazornou charakterizacirelace «:
Vztah 2® + p,x + ¢, < 2% 4 p,x + ¢, plati pravé tehdy,
kdy% pro kofeny a, < §, polynomu z? + p,x 4 ¢, a ko-
feny a, < f, polynomu a2 + p,x + ¢,' plati a, = o,
a B, = B,. Abychom to nahlédli, uvaZme, Ze vztah

Pr— P = |V4T1—]/A_2| je ekvivalentni se soudasnou
platnostf vztaht

p—p, 24, — V4, & p,—p, 24, — V4,
a je tedy i ekvivalentni s tim, Ze soudasné platf

—Pl_véTx < _Pz—VA_z

%= 2 = 2 %
a — e —
— 4 — a4

B, = pl;-Vlg P22+Vz=ﬂr

Uzitim vysledku vilohy 17 usuzujeme, Ze i zde se
jedné o svaz, v némi pro trojéleny a* + psx + gy, 2* +
+ px + ¢, 8 kofeny po fadé o3 = f;a a4 < B, je

22+ P + @ VI + DT + ¢y

(resp. 22 4 pyxr + q3 A 22 4+ px + q,) trojélen 2?2 4
+ p® + g5 (resp. 2 + pgx + ¢¢) 8 kofeny o; = max

(a3, @) = f; = max (B,, B,) (resp. s kofeny ag = min
(a3, &) = B¢ = min (B, B,)). Zejména tedy mame

Ps =—[ma.x[_%2_vd3 ) —p42—VA4]+
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—py + VA, —p, + V4,
+ max ) ) B ],
_ —p— V4, —n—J4,
¢s; = max ) ) 3 ) .
— Py + VA:a — Py VA4
- max ) L 3 )

a nahradime-li v téchto formulich symbol max symbo-
lem min, ziskavame formule pro pq, ¢,.

Cvi&eni

1. Pro kruhy M, N z obrazku 7 neexistuje v posetu
(Cle), C) infimum mnoziny {M, N}. '

2. Dokaite, Ze jsou-li K,, K, dva kruhy ve smyslu pii-
kladu 13, pfidemz K, # @ a K, # 0, pak existuje pravé
jeden kruh K, ktery obsahuje K, i K, a ktery ma nej-
men§{ polomér.

3. Dokazte: Jsou-li K,, K, dva kruhy ve smyslu pii-
kladu 13, pfidem?Z jejich prunik je neprazdny, pak existu-
je pravé jeden kruh K, ktery je obsajen v K, i v K,
a ktery ma nejvétsi polomér.

4. Rozhodnéte, zda omezime-li se v piikladu 13 pouze
na ty oteviené kruhy, jejichz stied leZi na dané piimce p
(v&etné prazdné mnoziny), tvoii mnoZina C(p; p) tako-
vychto kruhti pfi uspofadani inkluzi svaz (resp. uplny
svaz).

5. PodmnoZinu M nékteré roviny nazveme hwvézdovitou
pravé tehdy, kdyzZ plati toto (srovn. obr. 9): V M existu-
je alespon jeden bod § takovy, Ze pro kaidy bod X z M
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le2f v M i kazdy bod dtset¢ky SX. Napi. obrazec
ABCGFED uréuje hvézdovitou mnoZinu. Oznaéme
H(p) mnoZinu viech hvézdovitych mnozin bodi roviny
o. Rozhodnéte, zda (H(p), C) je a) poset b) svaz ¢) dplny
svaz.

6. Oznaéme F(R) mnoZi-

nu, jejimiz prvky jsou b R
viechny posloupnosti a,,
B3y +-.y G, ... redlnych

Gisel (struény zapis pos-
loupnosti: {a;}). Pro dvé
posloupnosti @ = {a4}, F G
b = {b;} piSme a < b pra-
vé tehdy, kdyi aq = bt
pro kazdé ¢ € N. Rozhod-
néte, zda (F(R), <) je
a) poset b) svaz ¢) Gplny AZ=S B
SVaz.
7. Dokaite, Ze v kazdém Obr. 9
svazu & = (P, <) plati
toto:

a)dellik <han <m,pakkvn Shvm.

b) Je-lid, <hady <h,pakd,vd, <h.

c)de-li ¢ <d, pak pro kazdé geP platicvg <dv

vyg.

d)delik <h an <m,pakkan < hamnm.

e)Je-lid =h,ad <h, pakd < h AR,

fyJelic = d, pak prokaidége Pplaticag <dnay.
8. Dokaite, %e¢ v kaZdém svazu & plati pro kterékoli

a, b, ceP

a)av(bAc)S(avb)A(avc)

blaa(bve) =(aad)vaac),

c)jelia <c,pakav(bac) =(avb)ac.
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4. kapitola

ZAKLADNI TRiDY stzU

V iloze 12 jsme konstatovali, e v kazdém svazu # =
= (P, =) pro kazdé a, b, ¢ z P plati podminky

Sl)avb=>bva;

(S2) avb)ve =av(bve);

(S3)av(aabd) =a;

(Plaab=0bnaa;

(P2)(@aab)ac=anr(bac);

(P3)aAr(avd) =a.

Lze dokazat®), Ze jsou-li obricené na nékteré ne-
prazdné mnoziné P definovany dvé operace v, A tak, Ze
plati (S 1) — (S 3) a (P 1) — (P(3) a definujeme-li relaci
= pfedpisem @ < b pravé tehdy, kdyZ a A b = a, je
relace = uspofidinf mnoZiny P a (P, =) je svaz.
Z tohoto divodu se asto misto o svazu # = (P, =)
mluvi o svazu # = (P, v, A). Napt. svaz #(E) = (P(E),
C) mé za operace {J, () (sjednocenf a prinik) a byva
zapisovan téZ jako uspotidana trojice #(E) = (P(E),
U, N)-

BQ‘eme-]i ve svazu Z(F) = (P(E), U, () t¥i mnoZiny
A, B, C pat¥ici do P(E), pak plati

ANBUCO=ANBUMANC)
AYBNC) =4 UBN(4UO0).

4) Srovn. L. Beran [1; str. 36].

a také
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(Pfipomeiime struéné napi. dikaz prvnfho vztahu:
Prvek x patii do mnoziny 4 ) (B |J C) pravé tehdy,
kdyZ patti do 4 a soudasné bud do B ¢&i do C, tj. pat¥i-li
bud do 4 ) B & do A N C. V dal§im nahlédneme,
Ze druhy vztah je diisledkem prvniho a toho, Ze #(X)
Jje svaz.)

Svaz # = (P,v,A) se nazyva distributivni prave
tehdy, kdyz v & plati pro kazdé a, b, ce P

4) ar(bve)=(aab)v(anc)
a také
(5) av(bAac)=(avb)a(avec).

Podle této definice je tedy P(E) = (P(E), U, )
distributivni svaz.

Budeme fikat, Ze nepriazdna podmnoZina M noside
P svazu 2 je uzavfend vudi operacim v a A pravé tehdy,
kdyz pro kaxdé m, n patiici do M patii do M také
mvn a mAn Uspofddanou trojici (M, v, A) v tomto
piipadé nazyvime podsvazem svazu (P, v, A) (nebo svazu
(P, <)). Mno#ina M se nazyva nosi¢ tohoto podsvazu.
Protoze pro kazdé t¥i prvky @, b, ¢ z M plati (S1) —
— (S 3)a (P 1) — (P 3), je kazdy podsvaz i svazem.

Priklad 18. Necht E znaéi nékterou neprazdnou mno-
¢inu. Oznalme F(E) mnoZinu vSech téch podmnoZin
mnoziny E, které maji koneény podet prvki. Mime
dokazat, Ze (F (E), U, M) je podsvaz svazu #(E).

Beseni. Ziejmé O F(E) a F(E) je proto neprizdnd
mnoZina. Jsou-li F,, F, dvé mnoZiny pattici do F(E), pak
také mnoziny F, | F,, F, N F, maji koneény podet
prvkid, tj. patii do F(E).



Uloha 18. Necht 2 je svaz s diagramem na obr. 10.
Rozhodnéte, zda mnozina

a) M, ={0,e,f,g,h};
b) M, ={0,a,b,¢,d,1};
C) .M3 = {O’ €, f’ 1}

0
Obr. 10

je nosiéem nékterého podsvazu svazu 2.
[a), b) ano, ¢) ne, nebot h =ev f¢ M,.] /

Piiklad 19. Necht g je néktera rovina z trojrozmérného
prostoru E (srovn. piiklad 12) a-necht R(p; T') znaéi
mnozinu, jejimiZ prvky jsou — v obdobném smyslu jako
u pikladu 12 — rovina g, pevné dany bod 7 roviny o
a vSechny ty pfimky p roviny g, které prochéazeji bodem
T. Mdme dokazat, zZe R(o; T') je nosidem podsvazu svazu.
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Reseni. Tvotime-li prisek a spojeni prvkd patiicich
do neprizdné mnoZiny R(g; T), je to opét prvek této
mnoziny.

Obr. 11

Pifklad 20. Mame dokdzat toto: Plati-li ve svazu £
identita (4) pro kazdé a, b, ¢ € P, pak v platii (5).

Redeni. Plati
(@avd)A(ave) =[(avd)aalv(avd)ac] dle(4)

=aVv[(avb)aAc] dle (P 3)
. . a(P1)
=av[(@ac)v(bac)] dle (4)

=[av(@aAac)v(bAc) dle (S 2)
=av(bac) dle (S 3)

Poznimka. Zaménime-li v poZadaveich (S 1) — (S 3)
a (P 1) — (P 3) symbol v za A a obracené, dostaneme
tytéZ pozadavky. To mé za nasledek, Ze provedeme-li
na néktery vyrok platny pro svazy tuto zaménu, dosta-
neme opét platny vyrok. Této zamé&né ikdme dualizo-
vdni uvaiovaného vyroku. Dualizovinim vyroku z pfi-
kladu 20 dostavime napf. vyrok, Ze v kazdém svazu je
identita (4) disledkem identity (5).

47



Pfiklad 21. Mdme dokdzat, Ze obsahuje-li svaz & pod-
svaz s diagramem shodnym s jednim z obou diagrama
na obr. 12a a 12b, pak Z neni distributivni.

Reseni. Plati a v b Ac)=avo=a, ale (avb)a
Alave)=1tAa(avc)=avec s#a.

[
Obr. 12a Obr. 12b

‘Poznimka. Lze dokézat’), ¥e neni-li svaz # distribu-
tivni, obsahuje podsvaz s diagramem shodnym s jed-
nim z obou diagrami z obr. 12ab.

Priklad 22. Mame dokizat, Ze kazdy fetézec je distri-
butivnim svazem.

Reseni. Podle véty 1 je to svaz. Vzhledem k piikladu

a max (b, c)
1

b

c

}
[ B A |

Obr. 13

%) Srovn. L. Beran [1; str. 168].
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20 stadf ukdzat, Ze plati aa(bve) =(aab)v(anc)
pro kazdé t¥i prvky a, b, cfetézce. Podle piikladu 9 médme
tedy ukézat, Ze prvek I = min (e, max (b, ¢)) se rovnd
prvku p = max (min (@ ), min (a, c)) Pritom podle defi-
nice minima a maxima je ziejmé, Ze I je jeden z prvku
a, b, ¢. Pokud I = a, je a < max (b, ¢) (srovn. obr, 13)
a tedy plati buda < b nebo a < ¢. V ohou piipadech je
véak alesponi jeden z prvki min (a, b), min (a, ¢) roven «
a druhy je menéf nebo roven a, tj. p = a.

Pokud I = b, pak bud b =a a p = max (b, min (b,
¢)) = b, nebo je b = max (b, ¢) a'soudasnd b < a. To ale
znamend, ¢ ¢ <b <a a tedy p =max (], c) =0b.
Obdobné postupujeme v pHipadé I = c.

Uloha 19. Dva prvky a, b svazu & = (P, <) se nazy-
vaji srovnatelné pravé tehdy, kdyz plati bud ¢ =< b nebo
b < a. Bez uzit{ piikladu 22 dokazte, Ze je-li jeden ze tif
prvkia a, b, ¢ svazu 2 srovnatelny s kazdym z obou
zbyvajicfch prvkd, pak platf a A bve) = (eabd)v
viecac)atakéav(bac) =(avb)a(ave)

[Ndvod: Uvaite, Ze nejmensi podsvaz svazu 2, ktery
obsahuje prvky a, b, ¢, ma bud diagram ste]ny jako

P({a, b} ) = (P({a b}), C) nebo je to Fetézec a ma dia-
gram stejny jako podsvaz svazu Z({a, b}) s nositem
{0, {a}, {a, b}}. Podsvaz distributivniho svazu je distri-
butivnf svaz.]

Uloha 20. Pomoci vysledku tilohy 19 podejte jiny da-
kaz vyroku z ptikladu 22.

Pifklad 23. Mime vysetiit, zda svaz (N, 0,) z tilohy 1
je distributivni.

Resent. V piikladd 7 jsme ukézali, e supremum resp.
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infimum dvouprvkové mnoZiny «, b éisel z N je ddno
jejich nejmensdim spolednym nasobkem resp. jejich nej-
vétsim spoleénym déliteﬁ;m. Pro dukaz distributivity
stadi dle pfikladu 20 ovéfit, Ze plati (4). Nadto miizeme
predpokladat, Ze kterékoli z &isel @, b, ¢ je rizné od nuly.
(Pripustnost tohoto predpokladu plyne z toho, Ze &islo 0
je nejvétsi prvek posetu (N, 5,) a Ze je tedy srovnatel-
nym s kazdym z prvku z N, takze (1) dle tlohy 19 platf,
pokud jedno z &isel a, b, ¢ se rovné 0.) Oznadme I = a A
A(bve), p=(aab)v(aac)a piime?)

a = papy ... p¥, kde a), ay, ..., axeNy;

b = p{lpga pﬁ", kdeﬂl,ﬁQ, ..., peNy;
¢ = p‘{lpgn‘ . p:k, kde Yis Vos oo o5 Yk GNo.

Jak znamo, je nejvétsi spoledny délitel a A b &isel a, b
dislo se zapisem plipds ... p:", kde 4; == min (a;, ;) pro
1+ =1,2, ..., k a podobné je nejmens{ spoleény nisobek
avb tsel a, b tislo se zdpisem pipp ... pi*, kde »; =
= max (a;, ;). Je tedy [ &islo se zdpisem plipls ... ple,
kde A = min (a;, max (f, 1)) & p je &sle se zapisem
phpf ... pik, kde a1, = max (min (ay, £;), min (ay, y:)).
Uvaime nyni ale, Ze exponenty a, i, y; jsou prvky
fetézoe (N,, =<). Odtud a z feleni piikladu 22 plyne, Ze
M=moprokaidéi =12, ...,k tj.] =0p.

Pifklad 24. Mame dokdzat, Ze svaz (R(g; T'), C) z pii-
kladu 19
a) nenf distributivnf;

) V téchto vyjddfenich miZeme psdt tatd% prvoédisla
P1s Pus « . .» Pi, Nobot pfipoustime i mocniny s exponentem 0.

-~
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b) spliiuje pro kazdé a, b, ce R(o; T) tento vztah:
Jelia <c,pakav(bac) =(avb)ac.

Redeni. a) Jsou-li p,, p,, p, t¥i razné pimky z R(o; T),
je mnozina {T', p;, p,, p;, 0} nosidem podsvazu s diagra-
mem na obr. 14, Podle pfikladu 21 neni svaz (R(o; T'), C)
distributivni. »

Obr. 14

> T

b) Pro dukaz uvedeného vztahu nejprve konstatu-
jeme,Ze plati vidy tehdy, miZeme-li pouzit identity (5),
nehot avdac)=(avbd)alave)=(avbd)ac jak
plyne z toho, %e proa <c je avc = c. Je-lia = ¢, pak
av(bac)=av(baa) =a dle(P1) a (S 3). Na druhé
strand je (avb)ac =(avb)aa =a dle (P3)a (P1).
Pro dal3i mtZeme proto predpoklidat, Ze a < e¢. To
oviem znamend, Ze bud (i) @ je bod T a ¢ je nékterd
plimka z R(o; T') nebo (ii) a je pfimka z R(g; T) a ¢ je p.
V obou piipadech je jeden ze tii prvka bud nejmensf &
nejvétsi z prvki posetu R(o; T') a je proto srovnatelny
s kterymkoli z prvki z R(e; T'). Podle tivodniho konsta-
tovan{ soudime dle tlohy 19, 7e i v téchto piHpadech do-
kazovany vztah plati.

Svaz# = (P, v, A), pro ktery — pro kazdé a, b, ce P
— plati, Ze je-li @« < ¢, pak vidy av(bac) =(avd)a
A ¢, se nazyva moduldrni,
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Uloha 21. Kazdy distributivni svaz je modulérni.

Piiklad 25. Mdme dokazat, Ze obsahuje-li svaz & ==
= (P, v, A) podsvaz s diagramem shodnym s diagramem
na obr. 12b, pak to nenf modulirnf svaz.

Regeni. Platf av (bac) =a, ale (avb)Ac =c¢ #a.

Poznimka. D4 se dokdzat?), Ze neni-li svaz moduldrni,
obsahuje podsvaz s diagramem shodnym s diagramem
z obrazku 12b.

V dalsim si odvodime — jako typickou ukdzku pra-
covnich metod v teorii svazt — charakterizaci distribu-
tivnich a modularnich svazi. Nejprve zavedeme nékteré
daldi nové pojmy.

Jsou-li ¢ =< ¢ dva prvky nékterého posetu #, pak
mnozinu téch prvka x z P, pro néz plati soudasné a < x
0 T S ¢, znadime [a, ¢] & nazyvame ji interval svazu 2.
Relativntm komplementem prvku befa,c] v intervalu
[a, ¢] rozumime kaidy prvek b, takovy, %e bab, = a
& zaroven bv b, = c. Ma-li svaz & nejvétii prvek 1
a nejmen§i prvek 0, nazyvame relativni komplement
prvku a v intervalu [0, 1] strudnéji jen komplement
prvku a.

Pi{klad 26. Ve svazu s diagramem na obrazku 10 urde-
te [0, %] a naleznéte viechny komplementy prvku a.

ERedent. Je [0, h] = {0, ¢, f, g, h}. Prvkye, f, g, h, b, d
jsou viemi komplementy prvku a.

Uloha 22. Je-li b, relativni komplement prvku
be[a, c] v intervalu [a, c] takovy, Ze b, = ¢, pak a = b.
Dokaizte.

7) Srovn. L. Beran [1; str. 187].
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Uloha 23. Dokate, %e je-li [a, c] interval distributiv-
nfho svazu 2 a je-li b €[a, c], pak existuje nejvyse jeden
relativni komplement prvku b v intervalu [a, c].
[Navod: Jsou-li b,, b, relativnimi komplementy prvku b
o jsou-li ¢ #£j &isla 1, 2, pak b; = b;A(bV b)) =bjA
A b; é b‘]

Uloha 24. Necht 2 je moduldrni svaz. a) Pak platf
toto (srovn. obr. 15):

(6) Pro prvky a, b, ¢, 4, B,
C takové, Ze -

A<asb=cxC,
4A<BgC

8 vlastnosti

bvB=C a bLAB=4

existuje relativni komplement
b, prvku b v intervalu [a, ]
takovy, e ¢ A (b, v B) = b,;.

b) Je-lic = C, pak b, = B.
[Névod:
a) Polozte b, = (av B)Ac a do-
kaite, e b, =av (BAc)
b) Uzijte dlohu 22.]

Obr. 15

Voéta 3. Svaz P je moduldrni prdvé tehdy, kdyZ splituje
podminku (6).

Dikaz. 1) Modularnf svaz spliuje podminku (6) dle
tlohy 24. 2) Necht 2 je svaz spliiujicf podminku (6);
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ukdZeme, Ze pak je to nutné modulirni svaz. Za tim
idelem berme prvky a, 8, y € P takové, Ze a < 9. Podle
ovidenf 8¢) z tieti kapitoly je av (BAay) < (uvp)ay.
Oznadme tyto prvky po ¥adé @, b (srovn. obr. 16).

avf=c:=C

befavpiry

azav(fay)O

Pry=4
Obr. 16

Oznatme dile fay = 4,8 = B,avf = C = ¢ aovéi-
me, e prvky a, b, ¢, 4, B, C spliuji pFedpoklady z pod-
minky (6). Pfedné je ziejmé 4 <a <) < C a proto
také :
Bray=AArB<arf Sbaf=

=[avi)ayIaB=8ry
avf =[av(BAay)lvp =
=avfs=bvpECvp=avp.

Z toho ziskivime avB =bvB=C a baB=A4.
V disledku pFedpokladu platnosti podminky (6) existuje
proto relativni komplement b, prvku b v intervalu

a podobné
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[a, C]. Podle tlohy 24b) je b, = Batak b, =2 av B = C,
takZe b, = C. Z vysledku tlohy 22 plyne, Ze pak a = b,
tj. av(BAay) = (avf)Aay, takle svaz & je vskutku
modularni.

Uloha 25. Nechf & je distributivni svaz. Pak plati
toto:
(7) Pro prvky «, b, ¢, A, B, C takové, Ze

A=sasbscsC, A<LB=sC

8 vlastnosti
bvB=C a baAB=A4

existuje privé jeden relativni komplement b, prvku b
v intervalu [a, c].
[Navod: UtZijte Glohu 21, 23 a 24.)

Véta 4. Svaz 2 je distributivni prdvé tehdy, kdy? spliiuje
podminkw (7). '

Ditkaz. 1) Podle tlohy 25 spliluje kazdy distributivni
svaz podminku (7).

c=C

q=

Obr. 18
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2) Piedpoklidejine, Ze £ je svaz spliiujici podminku
(7). ProtoZe piimy diukaz je pomérné dlouhy (srovn.
cvideni 8—12této kapitoly), pouZijeme vyrokz poznam-
ky za piikladem 21. Kdyby £ obsahoval jako podsvaz
svaz § diagramem z obr. 12a & 12b, ozna¢me si prvky
téchto svazi ve shodé s oznadenim z (7): Pro prvek b
by v obou piipadech existovaly dva rizné relativnf
komplementy b,, b, v intervalu [a, ¢]. To je spor s pied-
pokladem platnosti (7) a tento spor dokazuje, Ze svaz &
je distributivni.

Svaz 2, ktery ma nejmensi prvek 0 a nejvétdi prvek 1
a ktery je takovy, %e v ném pro kaidy prvek existuje
alespon jeden jeho komplement, se nazyva komplemen-
tarnt svaz. Svaz, ktery je komplementirni a souéasné
distributivni, se nazyva Booledv svaz.

Uloha 26. Dokaite, ¢ v ka¥dém Boolcové svazu
existuje pro kaZdy prvek b & [a, ¢] privé jeden jeho rela-
tivni komplement v intervalu [a, c].

[Navod: Uzijte dlohu 25.]

Véta 5. Necht P je svaz s nejmensim a nejvétsim prokem.
Pak P je Booleuw svaz prdvé tehdy, kdyz pro kterékoli proky
a, b, ¢ 8 vlastnosti a <. b =< c extstuje prdvé jeden relativni
komplement prvku b v intervalu [a, c].

Dikaz. Dle tlohy 26 stadi dokdzat, Ze svaz & s uvede-

nou vlastnosti je distributivni (to ale plyne z véty 4)
a Ze je komplementarni, coZ plyne pfimo z uvedené pod-

minky, volime-li za ¢ nejmensi a za ¢ nejvétii prvek
svazu 2.

Uloha 27. Dokaite, %e svaz #(E) podmnoZin mno¥iny
E s uspofddanim inkluzi je Booleidv svaz.
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[Navod: Pro M C E je komplementem mnozina E\ M,
jejimiz prvky jsou pravé ty prvky z FE, které nepati
do M.]

Z ulohy 26 plyne,. ze pro ka%dy prvek a Booleova sva-
zu? = (P, v, A) existuje pravé jeden jeho komplement,
zpravidla znadeny a’. To dovoluje definovat na P dalsi
operaci ,, komplement*, ktera kaidému prvku a piifa-
zuje jeho komplement. Usporadana &tvefice (P, v, A, )
se pak nazyvd Booleova algebra. Ctenati zajimajicimu se
o jejich studium doporuémeme moderné napsanou
knizku O. Odvarky [2].

Cvideni

1. Naleznéte vSechny mnozZiny, které ve svazu ze cviten{
6a) druhé kapitoly jsou nosi¢em podsvazu.

2. Dokaite, Ze nosi¢e viech podsvazi daného svazu £
spolu s prazdnou mnozZinou tvofi pfi uspofddani daném
inkluzi \plny svaz a naleznéte diagram tohoto svazu
v piipadé svazu 4, ze cvideni 6a) druhé kapitoly. Urduje
tento diagram modularni svaz ?

3. Svaz (F(R), <) ze cvideni 6 tieti kapitoly je distribu-
tivni. Dokaite.

4. Dokaizte, Ze svaz 2 je moduldrni pravé tehdy, kdyz
pro kaidé a, b, ¢c € P plati

(@ac)vba(ave)l =[{(aac)vi]A(zvec).

5. Rozhodnéte, zda svaz (C(p; p), C) ze cvideni 4 tieti
kapitoly je a) distributivni b) modularni.

6. Vysettete, zda svaz (K(9), C) z piikladu 14 je a) distri-
butivni b) moduldrni.

7. Plati-li v nékterém svazu & vztahy 4 Sa <) =
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< ¢ = C, je-i b, relativni komplement prvku b v inter-
valu [a, c], ¢* relativni komplement prvku ¢ v intervalu
[b:, €] a je-li a* relativni komplement prvku e v inter-
valu [4, ¢*], je a* relativnim komplementem prvku b
v intervalu [4, C].
8. Spliuje-li svaz# podminku (7) a jsou-lid <a =b =
<c¢ =0, B, b, prvky s vlastnostmi z (7), pak a) ¢ A
(b, v B) = b, b)# je modularni svaz.
[Navod: Uzijte vétu 3.]
9. Dokaite, Ze pro kazdé tii prvky a, b, ¢ distributivniho
svazu & plati

(8) [bAa(ave)vi{iasacy=[cv(aab)]a(avh).
10. Svaz 2 je distributivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
a, b, c € P plati (8). Dokazte.
11. a) Necht £ je modularni svaz. Pro a, b, c € P oznaé-
med=aA(bvec), f=[bv(aac)]alavec), y=][cv
v(aab)]a(avb).
Pak plati

daf=dry =(arb)v(anrc);

dvpg=dvy=(avd)a(avc)a(bve);

B=I[ba(avec)yiaac).

b) Je-li  modularni svaz, v némz plati (7), pak —
v oznadeni z a) — je § = y.
12, Bez pouZiti pozndmky za piikladem 21 dokaite, Ze
svaz splitujici (7) je distributivni.
13. a) Ukaite, %e ve svazu (Ny, o,) z Glohy 1 nemusf pro
tfi &sla z N, spliujici a o, b, b 0, ¢ existovat relativni
komplement prvku b v intervalu [a, c].

b) Ukazte, 7e svaz (R(o: T), C) z ptikladu 19 je
komplementarni, ale neni to Booletuiv svaz.
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VYSLEDKY CVICENI

1. kapitola

1. Jedna se o viechny podmnoZiny kartézského soudinu
{a, b} X {a, b}, tj. nachdzime pravé tyto relace: p, = 9,
Q2 = {(a, a)}, 03 = {(“: b}, e = {(b, a)}, es = {(b, b)},
06 = {(a,a), (a,D)}, 90, ={(a,a), (b,a)}, 08 ={(a,q),
(b’ b)}, Qo = {(ay b): (b; a)}, O10 = {(ar b): (bs b)}’ o1 =
={(b,a), (b, 8)}, 012 = {(a” a), (2, b), (b, a)}, g1s = {(a,
(1,), (a: b)’ (b’ b)}’ Q14 = {(G, a’)’ (b’ a)l (b1 b)}7 %15 = {(a)
b), (b, @), (b, b)}, 016 = {(a, @), (a, b), (b, @), (b, b))}

2. 2) 08) 013 10> G168 D) 015 €25 055 O8> D9 G132, 0155 Lus- €) 015
02: 03> 01> 055 Qa» 07» 085 0100 €115 013 Q11+ d) 01, Q25 23, 04» 05
Qe; 075 085 C100 C11> Q13 0145 Q18-

3. Naal)i". 01 92, Qs
4. &) 08, 013) Q145 016- D) 08, 013, 014 ©) Qs» C16-

5. a) &, = {(a, a), (b, )), (¢, c}}, &2 = {(a, @), (B, D), (b, C),
(c, b), (c. )}, & = {(a, a), (a, ¢), (b, ), (¢, a), (c,c)}, &g =
= {(a’r a’)r (a’ b)’ (bv (L), (b’ b)’ (Cr G)}, &5 = {(a’: (.1/), (uv b)r
(a, ¢), (b, @), (b, b), (b, ¢), (¢, @), (¢, b), (¢, ¢)} = {a, b, c} X
x {@, b, ¢}. b) n, = {(a, a), (b,b), (c,c), (d,d)}, 5, =
= {(a, a), (b, d), (¢, 0), (¢, d), (d,¢), (d,d)}, 7, = {(a, a),
(b, b)’ (b’ d): (C, C), (d7 b)’ (d, d)}) Ny = {(a’ a’)r (b: b)v (b’ c)’
(c, b)’ (G, C), (d’ d)}7 Ns = {(a” a), (a, d)r (b’ b)’ (C, c), (d’ a),
(d’ d)}’ Ne = {(a’, a), (a, c), (b’ b), (c’ a), (c, c), (d: d)}’ N7 =
= {(ay a’)) (a’7 b)) (b, a’): (b, b): (G, C), (d’ d)}) s = {(a, a’),
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(@, b), (b, @), (b, 1), (c, c), (c, d), (d, ¢), (d, d)}, Ne = {{a, @),
(a, ¢), (b, b), (b, d)’ (c, @), (¢, ¢), (d, b), (d, d)}, 710 = {(@, @),
(ar d): (b: b), (b, c), (c,b), (e, G), (d; a), (d, d)}, M =
= {(a! a), (b, b)' (b’ ¢), (b’ d)’ (c’ b)’ (c, o), (c, d)- (d’ b)’
(d’ G), (d’ d)}’ Me = {(a’) a‘)) (a’! C), (a) d)) (b) b): (C, a’),
(G, C), (C, d)’ (d) G), (d: C)’ (d’ d)}; 7’13 == {(a’ a’)y (a" b))
(a, d), (b,a), (b,b), (b,d), (¢,¢), (d,a), (d,0), (d,d)}
Ny = {(a’ a), (a’, b)’ (a” 0), (b) a’)y (by b)’ (b, G), (C, (l), (C, b),
(¢, ¢), (d, d)}, s = {a, b,¢,d} X {a, b, ¢, d}.

2. kapitola

1. Jednd se diagram na obr. 19. -0

2. Pti oznadeni z feSeni cvideni 1 4
z prvni kapitoly je to diagram na
obr. 20. 3

3. Zde se jednd o poset (P(M x M), 2
C), coz je podle ptikladu 10 tiplny
svaz. )

4. Z véty 2 plyne kladni odpo- Obr. 19

véd v pripadech a), b), d). Pro-

toze podle vysledku cvideni 2 této kapitoly a cvideni
2¢) prvni kapitoly neexistuje supremum mnoZiny
{@e) 07} V posetu viech antisymetrickych relaci na {a, b},
netvoi{ takovéto relace v obecném pipads p¥i usporada-
nf daném inkldz{ dokonce ani svaz.

b. a) Pomoci véty 2 dostivame kladnou odpovéd. b) Uzi-
tim covideni 4b) z prvni kapitoly plyne, Ze neexistuje
supremum mnoziny {o,3, 0,4} v posetu viech uspofadan{
na dvouprvkové mnoziné {a, b} pfi uspofddini inkluzi;
nejedna se tedy obecné ani o svaz.
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Obr. 20

6. a) PFi oznaden{ z Fefeni cvide-
ni 5a) prvni kapitoly mame dia-
gram svazu .4, na obr. 21,

b) PFi oznadeni z FeSenf cvideni
5b) prvni kapitoly nachdzime
diagram z obr. 22.

7. Oznaéme D, = D\ I (srovn.
piiklad 8). Kdyby existovalo
inf 7 <, D,, existovalo byiinf <, D,
coZ — jak jiZ vime —nenf pravda.

Obr. 21
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Obr, 22

3. kapitola

1. Kterykoli kruh, ktery je dolni zavorou pro {}M, N}, by
musel byt obsaZen v pruniku obou kruha M, N. Kdyby
mezi tdmito dolnfmi zdvorami existovala nejvétsi, mu-
sela by obsahovat kaidy kruh, ktery je obsaZen v pri-
niku obou kruhd M, N a proto by toto infimum obsaho-
valo kaZdy vnitini bod priniku a samo by mélo byt —
dle prvnfho konstatovani — podmnozinou priniku. To
pro zédny kruh neni mozné.

2, Oznadéme R polomeér a § st¥ed nékterého kruhu, ktery
obsahuje oba kruhy K,, K, urfené kruZnicemi k, =
= (8;, 71), k2 = (S, ;). Oznatme M, (resp. D) prasedéik
poloptimky S8, s kruZnief k; (resp. s kruZnici (S; R))
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(obr. 23). Oznadme M.D; = g, takie o, = 0. Pak pro
1 =1, 2 plati R = o; + 7 + SS; a odtud

_rntr 85 +88 o +te
B=—m—+ 2 to
Vyraz vpravo nenf{ mensf neZ R, = " -2|-r2 + ‘91282 .

(To plyne z toho, Ze g, + ¢, = 0 a z trojtihelnikové ne-
rovnosti S8, + S8, = 8,8,.) Pritom R = R, pravé
tehdy, kdyZ o, = 0, = 0 a kdyZ zaroveii S leZf na spoj-
nici S; a 8,. To ale ¥kd, Ze v tomto pi{padé se jednd
o vnéjsi tednou kruZnici obou kruznic k,, k,.

Obr. 23
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3. Oznadme r polomér a S stfed nékterého kruhu, ktery
je obsazen v kruzich K,, K, uréenych kruinicemi k; =
= (84, ¢). Ozniaéme N; (resp. E;) prusedik polopimky

Obr. 24

88 8 kruZnief %k (resp. s kruinici (S, 7)) (obr. 24).
Necht g, znadf délku tsetky E.N,. Pak plati r, = g; +
+ r + 88, a odtud
ntre_ ente S8 +SSz_

2 2 2

Obdobnou tivahou jako v pfedchozim piikladé nahléd-
neme, %e

rtr 8,8,

2 2
a %e rovnost r = rynastane pravé tehdy, kdyz o, = g, =
= 0 a kdyZ soudasné S lezi na spojnici S, a S,. To znovu
tikd, Ze se jedna o kruh omezeny vnitini spolednou
tednou kruZnief obou kruZnic k,, k,.

r ST, =
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4. Protoze § je nejmeniim prvkem posetu C(p; p), je
patrna existence suprema a infima kazdé dvouprvkové
mnoziny {K,, K,}, jejiZ alesponn jeden prvek je roven
prazdné mnoziné. Rovné% je patrné, ze @ je infimum
mnoziny {K,, K,} v ptipadé, e K, ) K, = 0. Jsou-li ale
K,, K, takové kruhy, Ze jejich prunik K, ) K, je ne-
prizdny, pak berme jim pfislusny kruh K ze evidenf 3.
Kterykoli dal§f kruh K, ktery je obsaZen jak v K, tak
i v K, a jeho? stfed leZf na piimce p, uréuje na p prusedi-
ky C,, C, takové, Ze tisetka C,C, je ¢isti isetky urdéené
dotykovymi body obvodovych kruznic kruht K,, K,, K
a tedy i cely kruh K je obsaZen v kruhu K. Obdobné lze
uzit evidenf 2 k odvozeni existence suprema mnoZiny
{K,, K,}, kde K,, K,e C(p; p) jsou neprazdné kruhy.
Je proto (C(e; p), C) svaz. Neni to viak uplny svaz,
nebot napt. mnozina viech kruht z C(s; p) nema v tomto
posetu supremum.

5. Ovéfenim reflexivity, tranzitivity a antisymetrie
dostavime, Ze (H(o), C) je poset. Neni to viak svaz —
a tim spiSe ani iplny svaz — nebot obrazec ABCGFED
i obrazec EFGC jsou hvézdovité mnoiiny, ale jejich pri-
nik sestiva z tiseéek EF, FG a GC a to nenf hvézdovitd
mnoZina. Odtud je patrné, Ze mnoZina utvoiend z obou
zminénych obrazelt ma v (H(p). C) jak EFG tak i FGC
za dolni zdvoru a Ze neexistuje nejvétsi dolni zavora
této mnoziny (patfici do H(o)). Pro tuto dvouprvkovou
mnoZinu {ABCGFED, EFGC} proto v (H(e), C) ne-
existuje infimum.

6. Jedna se o poset, ktery je dokonce svazem, v némi
{a,} v {bi} = {C(}, kde C; == Max (a(, b{), {(l‘} A {b‘} = {d(},
kde d; = min (a;, b;). Neni to viak tiplny svaz, nebot
bereme-li za M mnoZinu vsech posloupnosti tvaru
n,n, W, ... (postupné pron =1, 2, ...), je zfejmé, Ze ve
svazu (F(R), <) neexistuje supremum mnoziny M.
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7. a) Protofe k < h an < m a protoZze h v m je horni
zdvorou mnoziny {h, m}, je b < h v m a podobné m <
< h vm.V dusledku tranzitivity relace < je proto také
E<hvmamn < hvm,takie h v m je horni zdvora
mnoZiny {k, n}; dle (3s) je tedy kvn <hvm. b) V a)
poloite k. =d,, m = h, n =d, a uvaite, Ze hvh =
=h.c)Va)poloite h =d, k =c am =n =g. d)—f)
se odvodi obdobné.

8.a) Je a <avb a a <ave. Proto dle cvideni 7e)
plati ¢ < (avbd)A(avce). Dale plati bac <b <avb
a podobné b ac < ¢ =< avc. Podle tého% evideni je pro-
to bac Z(avb)a(ave). Z cvideni 7b) plyne, Ze
avbac) <{(avb)a(avc). b) Vyjdeme ze vztahi
@ =aAb, a = aac apostupujeme obdobné jako v a).
c)de-lia <c,jeavc =c¢ avyrok z ¢) je proto disled-
kem a).

4. kapitola

1. Kterakoli jednoprvkova mnoZina U; = {&} je nosi-
gem podsvazu. Z dvouprvkovych urduji podsvaz pravé
tyto (srovn. obr. 21): B, = {g,, &5}, B, = {;, &3}, By =
= {e1, e} By = {e1, &5}, By = {es, &5}, By = {&3, &5}, B; =
= {g,, &5}. Thiprvkové: T, = {e,, &, &}, T3 = {&y, &3, &},
Ty = {e,, &4 £5). CtyFprvkové: @, = {&,, &, £y, &5}, @ =
= {e1, &3, &4 &5}, @3 = {&1, &y, &, &}. RovhéZ mmotina
M, = {e,, &, &, &, &} je nosi¢em podsvazu.

2, Uzijeme vétu 2: P je nejvétsi prvek tohoto posetu
a je-li M nékterd neprazdna mnofina nosi¢t podsvazi
svazu £, je jejich priunik bud prazdnd mnoZina nebo
nosi¢ podsvazu.

Diagram tohoto svazu pro svaz .4:
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Tento diagram neni podle pifkladu 25 modulirni, nebot
{8, U,, B,, B,, @,} je nosi¢ podsvazu s diagramem shod-
nym s obr. 12b.

3. Uzitim popisu priseku a spojeni dvou prvka svazu
(F(R), <) daného ve cviteni 6 z tieti kapitoly a z feenf
piikladu 22 usuzujeme, Ze plati identita (4), coZ dle p¥f-
kladu 20 znamend, Ze plati té% (5) a tento svaz je proto
distributivni.

4. 1) Je-li a < c'a plati-li uvedend podminka, pak nej-
prve aAc =a a avc =c. Odtud je zfejmé, Ze plepis
podminky ze cvideni 4 vede na pozadavek modularity
svazu 2. 2) Je-li obracené £ modularni svaz, stadi si
uvédomit, Ze v ka’dém svazu je aAac <=c =avec
o tedy tim spife aac < ave. Uiiti définice modular-
niho svazu davi ve cvi¢eni uvedenou podminku.

5. Tento svaz neni modularnf a tedy tim spfse dle tilohy
21 neni distributivni. Abychom nahlédli, Ze tento svaz
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neni modularni, berme v roviné o pravoihly soufadny
systém a za piimku p berme osu x. Znaéi-li A otevieny
kruh omezeny kruznici se stfedem v bodé [0,75; 0] a po-
lomérem 0,25, C kruh urdeny kruinici se sttedem v hodé
[0,5; 0] & polomérem 0,5 a je-li B kruh omezeny kruZniei
se sttedem v bodé [—0,5; 0] a s polomérem 0,5, je Bv
vC = Bv A =1, kde I zna¢i kruh uréeny kruznicf se
stfedem v poéatku a s polomérem rovnym 1a BaC =
= BAA = {). Proto¥e 4 C C, urtuji 4, B, C, I, @ nosié
podsvazu s diagramem z obrazku 12b a tedy podle p¥i-
kladu 25 neni tento svaz modularni.

6. Tento svaz neni distributivni, nebot neni dokonece ani
moduldrni. Abychom to nahlédli, podivejme se na pfi-
pojeny obrizek 26. Za konvexni mnoZiny A, B, C volme
po Fadé étverce KLMN, RSTU, PVWN. Patrné A C C.
Ve svazu (K(g), C) je A v B nejmensi konvexni mnoZi-
na, ktera obsahuje jak 4 tak i B. To je patrné obdélnik
NRSM. Jsou-li K,, K, dvé konvexni podmnoZiny roviny
0, pak dle ivahy z feSeni piikladu 14 je K, A K, =

W v
c
N L __ e __T1 S
A B
N K P U R
Obr. 26
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= K, () K,. Je tedy (4 v B) A C rovno priniku obdél-
niku NRSM se &tvercem NPVW, tj. je to obdélnik
MNPQ. Vysetiime posléze vyraz A v (B A C). Zde ale je
BAC=B(C =90 a nejmenidi konvexni mnoZina,
ktera obsahuje jak 4 tak i prizdnou mnozinu, je mno#i-
na A. To znamend, e Av(BAC) =

7. Plati (srovn. obr. 27) baa* <cact =b, a proto

Obr. 27
baat <bab, =a. Odtud dile baa* <araat =4
a jezto 4 gb <a* ,]e soucasné A < b A a™, takie
A =baa*. Dile je bvat Zava* —c+>bla.proto
va* =bvb, =c. Mimerovndi bva* =c* a na zi-

b
kladé toho téZ bva* Zcvct =C. Protoie b <C
aa*=ct*=£C,jebva™ < Canutndproto bvae* =C.

8. a) Utzijeme-li (7) na A3 =ay = BA¢, by = B, ¢y =
=0'=0, B§=ch;'=bv(BAc)ana,A‘=a‘=A,
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by=Bac,cs=Csg=av (Bac), By=>balav(Bac)] =
= B =a, mime b, =av (BAac) a podobnd b, =
=cA(Bva). Proto cA (byvB) =ca{lav(Bac)]v B} =
= cA(av B) = b,. b)Podle a) je splnéna podminka (6),
nadez staéi uiit vétu 3.

9. Platf (u7itim distributivity): [bA (¢ ve)] v (e ac) =
=[(@aad)v{bac)]v(aac); [cv(eab)la(avd) =
=[cAa(@vd)]v[@aab)a(avd)] =
=[lcaa)vicab)jviaad) =
=[(@Aab)v{bac)]v(aac).

10. Predpoklidejme, Ze v (8) je b < ¢; pFepisem pak
dostdvame [ba(avc)lv(eac) =bv(aac), [cv(ana
Ab)JA(avb) =cA(avd) asvaz £ je proto modularni.
V disledku modularity plati V = (@A b)) v (@ac) =
=aAfbv(@aac) =a a(ave) A by (aac)) Uii-
tim modularity nejprve mame [ba(ave)]v(zsac) =
=[bv(aac)la(ave) a dle (8) tedy plati {bv (aac)]a
Alave) =[cv(aAbd)]a(avbd). Provedeme-li dale
ziménu a za ¢, ¢ za @ a b za b, dostaneme odtud [bv
vieac)la(eave) =[av(cab)]a(cvd) a proto
V=aalavicab)]a(cvb) =aa(cvh).

11. a) Plati (uzZitim modularity a toho, Ze bvec =bv
Vv@ac) daf =anrnbve)abalaac)la(ave) =
=aAa{ave) Abv(aac)] = aAa[bv(aac)] =
= (aAb)v(aac), dvf =[aabve)lv{bv(aac)] A
Aflave) =[aabve)lvbaave)] v [(@aac)a
A(@vc). Protoe aAa(bve)=aAac = (aac)a
A{lave), mime dile dvf =[aa(bve)lvbAa(av
ve)l ={[aabve)l]vbia(ave) = (avb)a(bve)a
A (av¢). Obdobné vztahy pro y plynou zimeénou c za
b, b za ¢ a a za «. Posledni vyraz pro § jsme odvodili
v fefeni ptikladu 10.b)Podlea) jsou 8 a ¥ dva relativni
komplementy prvku & a podle (7) je proto § = y.
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12. Podle cvideni 8b) je £ modularni svaz, podle ecvide-
ni 11b) a cvideni 10 je distributivni.

13. a) Stadi napt. volit @ =3, b = 6, ¢ == 12 b) V pii-
kladé 24a) jsme ukazali, Ze tento svaz neni distributivni,
takZe tim spiS to neni Booleiiv svaz. Je to viak komple-
mentarni svaz: K bodu 7 je komplementem rovina o
a obracenéd.” K dané pfimee p prochdzejici bodem T je
komplementem kterakoli p¥{mka p, prochazejici bodem
T a razna od p.
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