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1. kapitola

V0D

Vém, mladi pidtelé, je uz ze zakladni Skoly dobfe
znam pojem mnoziny bodé a pojem mnoZiny vdech bodi,
které maji wurbitou vlastnost, pokud se oviem jednd
o utvary v roviné. Slova mnozina bodd budeme zkra-
covat m. b. a misto mnoZina vSech bodd budeme struéné
psat m.v.b. V planimetrii jste uz fesili mnoho kon-
strukénich tloh, pii jejichz feSeni se m. b. dasto pouzi-
va. Vidyt konstrukéni geometrickd itloha m4a dasto
fefeni, jez dostaneme jako prunik dvou nebo vice mno-
Zin bodd, které jsme predtim nalezli (srovnej napt.
tlohu 8 feSenou v naSem textu na str. 30). Potom je
odvozenf{ pfisluS3nych m. b. vlastné feSenim jistych obec-
néjsich konstrukénich dloh, s kterymi jsou m. b. v tizké
souvislosti.

Ve 8kole jste se vS8ak dosud malo setkali s pojmem
m. b., ktery se vztahuje na utvary prostorové. V této
kniZce bych vas chtél, zvlisté pak udastniky matema-
tické olympiddy, sezndmit s nékterymi m. b. v prostoru.
Prostorem zde rozumime trojrozmérny euklidovsksyj pro-
stor, v némz se vyskytuji viechny geometrické tvary,
které jste probfrali ve 8kole. Také m. b. v prostoru se
dasto pouzivaji v konstrukénich dlohdch, a to prosto-
rovych. V na8ich dvahdch, zvla&té na zadatku knizky,
zdiéraznime obdobu a souvislosti m. b. prostorovych
s m. b. v roviné. Uvidime, jak se vySetfovani m.v.b.
v prostoru &dasto a vyhodné pfevddi na vySetfovani



m. v. b. vroviné a jak se z téchto m. b. rovinnych pfejde
do prostoru zobrazenfm, napf. otddenim, rovncbéznym
posunutim nebo stejnolehlosti apod., ¢imz se studium
m. b. v prostoru zna¢né usnadni.

Pii vySetfovani m. b. v prostoru se nam vyskytnou
plochy béiné v prostorové geometrii, s kterymi jste se
viak na zdkladni 8kole nesetkali, jako napt. dalf rotaéni
plochy druhého stupné, tzv. kvadriky. Z nich jste poznali
rotaéni plochu valcovou, kuZelovou a kulovou i jejich
vznik. Pokud jde o kulovou plochu, pfipomenme k jeji
znamé definici pomocf stfedu a poloméru a k jejimu
vytvoieni pomoci rotace kruznice kolem jejitho priméru
jesté Thaletovo a Apolloniovo vytvoieni kulové plochy.
Tato vytvofeni jsou jenom prostorovym zobecnénim
Thaletova a Apolloniova vytvoren{ kruznice, ktera znate
z planimetrie, viz pfiklad 4 kapitoly 2 na str. 11.

Dalsi rotadni kvadriky vznikaji rotact kuZeloselek
kolem nékteré z jejich os:

Rotaci elipsy, kterd ma ohniska v bodech F, G, kolem
jeji hlavnf osy vznikne rotaéni elipsoid protdhly s ohnisky
v bodech F, G, definovany jako m. v.b. v prostoru,
které majf od danych bodi F, @ dany soudet vzddlenost{
rovny 2a > |F@Q|, kde je a velikost hlavni poloosy vy-
chozi elipsy a také hlavnf poloosy vzniklého elipsoidu.
Rotaci téze elipsy kolem jeji vedlejsi osy vznikne dalsi
kvadrika, rotaéni elipsoid zplostély.

Otédlenim hyperboly s ohnisky F, G kolem jeji hlavni
osy vznikne rotaéni hyperboloid dvoudilny s ohnisky
v bodech F, @, definovany:jako m.v.b. v prostoru,
které maji od danych bodu F, G danou absolutni hodno-
tu rozdilu vzdélenosti rovnou 2a < |FG|. Pii této rotaci
vytvafeji asymptoty rotujici hyperboly asymptotickou
kuzelovou plochu vzniklého hyperboloidu. Rotuje-li ta-
tdZz hyperbola kolem své vedlej§i osy, vznikne rotaéni
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hyperboloid jednodilnyg, ktery mé mnoho zajimavych
vlastnosti (napf. obsahuje piimky a lze jej také vytvotit
rotaci kazdé takové piimky kolem jeho osy).

Rotuje-li parabola s ohniskem v bodé F a ¥idiei
pfimkou d kolem své osy, vznikd rotaéni paraboloid
s ohniskem v bodé F a fidici rovinou g, kterd prochézi
piimkou d a kterd je kolma na osu vychozi paraboly.
Rotadéni paraboloid je definovdn jako m. v. b. v prostoru,
které maji od daného bodu F a od dané roviny ¢ vzda-
lenosti sobd rovné.

P#i nadich divahdach o m.b. v prostoru se ndm vy-
skytnou kuZelosedky, jejichZz ohniskové definice znite,
které viak zde dostaneme jako praniky kvadriky a roviny,
tedy jako rovinné fezy kvadriky. Uvedme zde alespoil
nékteré véty, a to bez diikaz.

Prinikem rotaéni vadlcové plochy V s osou o
a roviny o je:

a) dvojice rovnobéZngjch pfimek plochy V nebo jedna
prtmka plochy V, nebo mnoZina prdzdnd, je-li o | o;

b) elipsa, je-li rovina ¢ ruznobéinid s osou o. Je-li
rovina o kolm4 k ose o, je tato elipsa krufnici.

Prinikem rota&ni kuZelové plochy K s osou o
a roviny o je:

a) dvojice primek plochy K nebo jedna pFimka plo-
chy K, nebo pouze vrchol plochy K, jestlize rovina o pro-
chazi vrcholem kuzelové plochy;

b) elipsa (ve zvlastnim ptipadé krufnice), je-li rovina o
riznob&znd se viemi pfimkami plochy K a neprochazi
jejim vrcholem;

¢) hyperbola, neprochédzi-li rovina o vrcholem plo-
chy K a je-li rovnobéind privé se dvéma piimkami
plochy K;

d) parabola, neprochézi-li rovina ¢ vrcholem plo-
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chy K a je-li rovnobéZind privé s jednou pfimkou
plochy K. '

V na8f kniZce pijde v podstaté o fefeni prikladd
m.v.b. v prostoru vybranych tak, aby vas mohly
zaujmout i poudit. Geometrické mySleni péstované stu-
diem planimetrickych iitvara si tim roziifite, a hlavné
prohloubite. Pro nazornost budeme éasto pouzivat vedle
pravoihlych priméta také nddrtd prostorovych dtvari
sestrojenych v zndmém volném rovnobézném promitdni.
Tyto néérty vim usnadni porozuméni vztahim mezi
prostorovymi dtvary a pomohou vim i v dal§fm rozvoji
prostorové predstavivosti. Nékteré piiklady m. b. jsou
ponechany jako tilohy doprovézené ¢astednymivysledky
k feSenf vam samotnym.



2. kapitola

NEKTERE ANALOGICKE
MNOZINY BODU
V ROVINE A VY PROSTORU

DokaZeme-li 0 mnozZiné bodu G, Ze kaZdy jeji bod
mé vlastnost ¥°, dokdzali jsme, Ze G je m. b., které maji
vlastnost ¥”. Cheeme-li dokdzat, Ze G je mnoZinou viech
bodi (m. v.b.), které maji vlastnost ¥~, musime jesté
dokdzat, Ze kazdy bod, ktery ma vlastnost ¥°, patii do
mnoZiny G.

Viimnéme si nynf nékterych m. b. v prostoru v sou-
vislosti s pifsluSnymi m. b. v roviné a ukaZme postup
vySetfovani nejd¥fve na nejjednodussim piikladé.

1. Vime, Ze v roving plat{ v&ta: M. v. b., které majf
od danych dvou riznych bodd 4, B vzdalenosti sobé
rovné, je osa usetky AB.

V prostoru m. v. b., které majt od dangch dvou riznijch
bod#t A, B sobé rovné vzddlenosti, je rovina o kolmd
k primce AB a prochdzejict stiedem vseCky AB, tj. rovina
soumérnosti bodu A, B.

Dikaz. Necht o uréitém bodu X v prostoru, ktery
nelei{ na ptimce AB, plati vztah |AX| = | BX|. Potom
body A4, B, X uréujf rovinu p. V této roving, jak vite,
nalezi bod X p¥{mce o, kterd je osou tuselky AB, a obra-
cené, kazdy dalsi bod Y zvoleny na pfimce o mé od
danych bodd A, B vzdélenosti sobé rovné. Tuto vlast-
nost mizeme pro body Y dokézat ze shodnych pravo-
dhlyeh trojihelnfkd AAYS =~ ABYS, kde bod § =
= AB.o je stfed tselky AB. V trojihelnicich AAYS,
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ABYS totiz plati <ASY = <BSY, |AS| = |BS|.
Bod 8§ ma oviiem také dokazovanou vlastnost. P¥imka o
je tedy v roviné ¢ m. v.b., které maji od bodd 4, B
sobé& rovné vzdilenosti.

MizZeme vSak v kazdé roviné g proloZené pffmkou 4B
(tyto roviny tvofi tzv. svazek rovin) uréit pfimku o, osu

Obr. 1

usetky AB (obr. 1). Viechny takto obdriené pfimky o
vypliji, jak znamo, rovinu ¢ kolmou k 4B, prochazeji-
ci sttedem tsedky 4B. O bodech roviny o (tj. o bodech
piimek o) jsme tak dokazali, Ze maji od bodta 4, B vzda-
lenosti sob& rovné a zZe také obracené, ma-li néktery bod
stejné velké vzdalenosti od bodu 4, B, tak lezi v roviné o.
Tim je dokazdno, Ze rovina ¢ je hledanou prostorovou
m.v.b.

VSimnéme si, Ze vSechny piimky o vypliujici rovi-



nu ¢ vzniknou z jedné z nich otddenim kolem pfimky 4B
jakoZto osy rotace, tedy uréitym shodnym zobrazenim.

2. V roviné plati: m. v. b., které maji od danych
dvou boda 4, B(A # B) dany soudet vzdalenosti rovny
2a > | AB|, je elipsa s ohnisky 4, B a hlavni poloosou
o velikosti a.

V prostoru dostdvame: M. v. b., které maji od danijch
dvou rizngjch boda A, B daniy soulet vzddlenostt rovny
2a > |AB|, je rotaéni elipsoid protihly ¢ s ohnisky A, B
a hlavni poloosou velikosti a. Piimka AB je osou rotace
plochy e&.

Dikaz bychom provedli obdobné jako v pfedchozim
ptikladé pomoci svazku rovin o ose v pfimce 4B pfi
pouziti otddenf jedné z rovin tohoto svazku. Provedte
gami.

Uloha 1. Urdete mnoZinu viech bodi, které maji od
danych dvou bodid 4, B (4 # B) danou absolutnf hod-
notu rozdflu vzdilenosti rovnou 2a < |4B|. [Rotadni
dvoudilny hyperboloid.]

Uloha 2. Urdete m. v. b., které maji od dané roviny o
a od daného bodu 4, ktery nelezi v roviné g, stejné velké
vzdélenosti. [Rotaéni paraboloid s ohniskem v bodé A4
a s Hdief rovinou g.]

3. V roviné plati: M. v. b., které maji od dvou danych
riznobéznych pfimek a, b sobé rovné vzdélenosti, jsou
dvé piimky o | %, a to osy soumérnosti ptimek a, b
(osy Ghld, které pfimky a, b tvoli).

Snadno pfejdeme do prostoru. Plati: M. v.b., které
maji od dangch dvou riznobéiniych rovin a, f sobé rovné
vzddlenosti, jsou dvé roviny ‘o, 2w, a to roviny soumérnosti
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rovin o, B, tj. roviny soumérnosti klina, které roviny o, f
tvofi. (Klin se definuje jako prinik dvou poloprostoru,
jejichz hraniéni roviny maji spolednou piimku, hranu
klinu.)

Dakaz. Necht v prostoru pro urdity bod X, ktery
nelezi ani v roviné a, ani v roviné g, plati vztah | XA4| =
= | XB)|, kde body 4 a B jsou paty kolmic sestrojenych
bodem X k rovindm «, §. Potom je rovina ¢ = XAB
kolmd k priseénici p rovin o, § a protind roviny «,
v pfimkich a = a.p, b = f8.¢. P¥imky a, b jsou rameny
1hld, jimiz méfime velikosti danych &ty# klind, uréenych
rovinami «, § (obr. 2). V roviné g lze sestrojit osy soumér-
nosti Yo, %o pfimek a, b, a zvoleny bod X je ziejmé jeden

Obr. 2

10



z bodu, ktery ndlezf m. v.b. tvofené dvojici pfimek
1o | 2. Jejich body maji od pfimek @, b stejné vzdale-
nosti. Obdobné je tomu také v kazdé roviné o | p.
V ni dostaneme obdobné dvojici pfimek o | 2o, jejichz
body tvofi v ¢ m. v. b. poZadované vlastnosti. Viechny
dvojice piimek o, %o vypliuji dvé roviny o | *w, je-
jichz body maji pozadovanou vlastnost. Ze vzniku ro-
vin o, 2w vyplyva, Ze o jejich bodech plati: a) kazdy bod
majici poZzadovanou vlastnost ndlezi nékteré z rovin lw,
2w, b) kazdy bod nileZejici roviné '@ nebo 2w ma onu
vlastnost (také oviem body pfimky p, kde jde o vzda-
lenosti nulové). _

Pripomenime si, Ze kazda dvojice pifmek lo, %, vy-
pliujici roviny nasi prostorové m. v. b., vznikne z jedné
takové dvojice opét shodnym zobrazenim, a to rovno-
b&Znym posunutim ve sméru daném pifmkou p.

Uloha 3. Urdete m. v. b., které maji stejné vzdéle-
nosti od dvou danych rovnobéinych a riznych rovin.
[Rovina soumeérnosti danych rovin s nimi rovnobézni.]

Uloha 4. Urdete m. v. b., které maji od dané roviny
vzdédlenost rovnou dané délce d > 0. [Dvé roviny
s danou rovinou rovnobézné.]

Uloha 5. Uréete m. v. b., které majf od danych dvou
a) ruznobéinych, b) rovnobéinych rovin vzdalenosti
v daném poméru 0 < p:q #* 1. [a) Dvé roviny néle-
Zejici svazku danych rovin, b) dvé roviny s danymi ro-
vinami rovnobézné.]

4. V roviné platf: M.v.b., které maji od danych
dvou bodi A, B (A4 # B) dany pomér vzdilenostf
4, 0 < 1 #1, je kruznice k(4, B, 1), tzv. Apolloniova.
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Jejf st¥ed O lezi na p¥imce AB a o krajnich bodech C, D
jejiho priméru plati (obr. 3):

40| _ |4D|

=A#1L

1BC]  [BD]

Obr. 3

Dikaz najde &tenat v kniZce: J. Sedivy, Shodnost
a podobnost v konstrukénich tlohach, str. 89—91. (Sko-
la mladych matematiki, sv. 46, Praha 1980.)

V prostoru plati: M. v. b., které maji od danijch dvou
riiznyjch bodd A, B dany pomér vzddlenosti 1, 0 < 2 # 1,
je kulovd plocha x(A4, B, 1), zv. Apolloniova, jejit stfed O
leZt na primce AB a pro jejif krajnt body C, D praméru AB
plati:

|(4B0)| = |(4BD)| = .

Pritom symbol (ABC) znali tzv. délici pomér bodu C na
ptimce AB vzhledem k zdkladnim bodim A, B; je tedy
[(4BC)| = |4C| : | BC|. .

Dikaz této véty se provede pomoci svazku rovin
o ose v pfimce 4B a plochu » dostaneme otafenim Apo-
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llonipvy kruZnice k(A, B, 1) kolem pfimky AB. Provedte
sami.

Uloha 6. Je déna rovina ¢ a mimo ni dva razné
body A, B; ptitom piimka AB nenf kolma k ro-
viné p. Urfete v roviné ¢ m.v. b, jejichZ spojnice
8 body 4, B wmaji od roviny g stejné odchylky = 90°.
[Apolloniova kruznice k(4', B’, 1), kde body A’, B’
jsou pravothlé priméty boda 4, B do roviny p a pomér
A= |AA4’|: |BB’|. V piipadé, Ze dané body A, B jsou
od dané roviny o stejné vzdileny, je hledanou m. v. b.
osa tsedky A'B'.]

Pozndmka. Pro vySetfovani mnoZin boda v prostoru
budeme pozdé&ji potfebovat pojem tzv. mocnosti bodu
ke kulové plode; proto si zde tento pojem vysvétlime.

Zaéneme opét s obdobnym pojmem v roviné. Je-li
ddna kruznice k a v jeji roviné bod M, pak vime, Ze
pro kruZnici £(0, r) a bod M plati dileZita planimetricks

Obr. 4
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poutka, kterd se dasto pouzivd pfi konstrukenich tlo-
hach o kruznici a vyjadfuje tzv. mocrost bodu M ke
kruznici k (obr. 4).

Sestrojime-li bodem M seénu @ kruZnice k a oznadi-
me-li 4, 4’ spoleéné body kruznice k a seény a, pak plati
o velikostech tsedek MA, MA’ vztah

(H) |MA|. | MA’| = || MO|* — r?*| (= konst.).

Cislo | MO}z — r? se nazyv4 mocnost bodu M ke kruzni-
ci k. Je-li |[MO| >, tj. lezi-li bod M ve vnéjsf oblasti
kruznice %, je mocnost bodu M kladné &islo rovné |MT'|?,
kde je T bod dotyku teény vedené bodem M ke kruini-
ci k; je-li |[MO| = r, tj. lezi-li bod M na kruZnici &, je
jeho mocnost k ni rovna nule; je-li |MO| < r, tj. leZf-li
bod M ve vnitini oblasti kruZnice &, je jeho mocnost
k nf &fslo zdporné. Ditkaz vztahu (1) najdete také v cito-
vané kniZce J. Sedivého na str. 98—99.

Nyni snadno dokéZeme platnost prostorového vzta-
hu, ktery vyjadfuje mocnost bodu ke kulové ploSe
%(0, r). Plochu » miZeme vytvofit otddenim kruZnice
k(O, r) kolem osy MO, takze vztah (1) plati hned také
pro viechny kruZnice plochy » vzniklé otddenfm kruz-
nice k kolem osy MO (za pfedpokladu M £ O) a éfslo
|MO|* — r* uddva i mocnost bodu M k plofe x». Je-li
M =0, otid¢ime kruznici ¥ kolem libovolné piimky
prochézejici bodem O.

Nez pristoupime k dal§im vykladim, bude prospésns,
kdyZ si &tendf sam rozfeSi ndsledujici dlohy, jejichz
vysledky v dalSim pouZijeme.

Uloha 7. Urdete mnoZinu sttedd v¥ech kulovych
ploch, které prochazeji danymi tfemi navzdjem riznymi
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body A4, B, C. [Pfimka kolm4 k roviné p = ABC, ktera
prochéz{ sttedem kruZnice opsané trojihelniku ABC.]

Uloha 8. Jsou dény rovnobd&iné roviny o, o (¢ # 0).
Uréete mnozZinu stfed viech tsedek, z nichZz kazd4d ma
jeden krajni bod v roviné g a druhy krajni bod v roviné o.
[Rovina soumérnosti rovinové vrstvy (o, ¢) urdené ro-
vinami g, ¢.]

Uloha 9. Jsou dény mimob&Zné piimky a, b. Urdete
mnozinu stfedd v8ech tselek, z nichz kazd4 mé jeden
krajnf bod na pfmece a, druhy krajnf bod na p¥imce b.
[Rovina o soumérnosti nejkratsi piiéky XY danych
mimobézek, ¢ | XY, viz obr. 7.]
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3. kapitola

DALSf PRIKLADY MNOZIN BODU
Y PROSTORU

1. Je dana rovina ¢ a v ni bod 8. Urdete m. v.b,,
které maji staly pomeér vzdalenosti od roviny ¢ a od
bodu 8, rovny danému kladnému &islu 2 < 1.

Eeseni. Necht pro bod M platf vztah

(1) |MP|: |MS| = 4,

kde bod P je pata kolmice sestrojené bodem M k rovi-
né p. Protoze je A << 1, je P £ S (obr. 5). Bod M tedy
nalezi hledané m. v. b. a z¥ejmé i kaidy dalsi bod M’
piimky MS aZ na bod § pati{ této m. b. To vyplyva
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z vlastnosti podobnych pravoiihlych trojihelnikd
AMSP ~AM'SP'.

V nich oznatme a velikost dhlu p¥i vrcholu M,
resp. M’, coz je vzhledem k vztahu (1) zndmé ¢&islo,
nebof cos a = A. Sestrojime-li bodem S pfimku o ] p,
pak jo i |[X OSM] = « (bod O # 8§ je vhodné zvo-
leny bod na ptimce o). To znamend: Kazdy bod M,
ktery m4 vlastnost poZadovanou v iloze, ndleZi rotaéni
kuZelové plode K o vrcholu v bodé S a o ose kolmé k ro-
viné p; thly tvoficich pfimek plochy K vzniklé rotaef
kolem piimky o sviraji s osou plochy ihly velikosti «,
ptidemz cos a = A.

Obrécend, zvolime-li libovolny bod M’ = S na ku-
Zelové ploSe K, pak mé bod M” vlastnost piedepsanou
v tloze a patif nadi m.b. To vyplyvd z pravoihlého
trojihelniku M"SP” (viz obr. 5), v némz je velikost Ghlu
XP"M’Srovna a, a vnémz tedy plati |[M"P"| : |M"S| =
= A. Plat{ proto: M. v. b., které maji dany pomér A vadd-
lenostt od roviny o a od jejtho bodu S, je rotaéni plocha
kutelovd K s vyloulenim jejtho vrcholu 8.

M4-li mit dloha fefeni, musi byt 0 < 2 < 1, coZ od-
povida tomu, Ze ze vSech tseéek, které spojuji bod M
(neleZici na piimce o) s body roviny g, je délka |[MP)|
kolmice k roving nejkratsi.

Uloha 10. Jak by vypadala m. v. b. v pedchdzejicim
piikladé, kdyby dané é&islo 4 = 1? [P¥imka o s vyloude-
nim bodu §.]

2. Je dana rovina g, v nf bod 4 a mimo ni bod B.
Uréete m. v. b., které jsou patou kolmice vedené bo-
dem B k pfimce, jeZ prochazi bodem A a lezi v ro-
viné .

3 Mnoziny bodid 17



Regent. Hledans m. v. b. obsahuje zfejm& jen body,
které lezi v roviné g.

Predpoklade]me nejpl'Ve ze kolmice veden4 bodem B
k roving ¢ protiné rovinu v bodé P # A (obr. 6). Bod P
je jeden bod na$f m. b., nebot je patou kolmice veden®

Obr. 6

bodem B k piimce AP. RovnéZz bod A patif do nasf
m. b., protoZe je patou kolmice vedené bodem B k piim-
ce, ktera lez{ v roving p, prochaz{ bodem A4 a je kolma
na piimku AP. Zvolme dale v roviné g libovolnou pfim-
ku p prochazejicf bodem A, riznou od piimky AP.
Oznaéme M patu kolmice g vedené bodem B k pfimce p.
Snadno dokaZeme, Ze piimka PM je kolma k piimee p.
Je totiz p | BM a p | BP, protoze BP | p. Odtud
vyplyva, Ze je piimka p kolmé ke viem piimkim rovi-
ny BMP, atedy p | PM. Proto body M lezf v roviné g
na Thaletové kruZnici k sestrojené nad priamérem AP-

Zvolime-li obracené libovolny bod M(M = A, M £ P(
na kruznici %, pak plati AM | PM (bod M leif na k),
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AM | BP (protoZe je BP |_p), a tedy i AM je kolma
k rovingé BPM, a proto je AM | BM.

Protoze také body A, P kruZnice & patii do hledané
m. b., dokdzali jsme, Ze hledanou m.b. je Thaletova
kruZnice k.

Ve zvla3tnim pripadé, ktery jsme zpoditku vyloudili,
kdyby splynul bod P s danym bodem A4, tj. kdyby byla
piimka A4 B kolméa k dané roviné g, pak by hledanou m. b.
byl ziejmé pouze bod 4.

Uloha 11. Je déna pi¥imka p a mimo ni bod A. Urdete
mnozinu pat kolmic vedenych bodem A4 ke vSem rovi-
nam svazku rovin o ose v piimee p. [Thaletova kruznice
nad primérem AP, kterd lezi v roviné ¢ | p, o, prochédzi
bodem 4 a P =o¢.p.]

3. Je dana rovina ¢ a dvé mimobéiné piimky a, b,
které jsou rovnobézné s rovinou o a jez majf od roviny o

Obr. 7
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stejnou vzdélenost. Urdete v roviné o mnozinu stfedii
viech kulovych ploch, které se dotykaji danych pii-
mek a, b.

Eedeni. Jestlize je bod M (obr. 7) roviny o stiedem
kulové plochy x, kterd se dotykéd piimek a, b v bodech
A, B, pak je piimka M A4 kolma k pfimce a, piimka M B
je kolmi k piimece b a je |MA| = |MB|. Oznaéme a’, b’
pravoithlé priméty p¥imek a, b do roviny o a P, resp. @
patu kolmice vedené bodem A4 k ptimce a’, resp. bodem B
k ptimce b'. Protoze je.|AP| = | BQ|a thly APM, BQM
jsou pravé, jsou pravoiihlé trojahelniky MAP, MBQ
shodné (maji shodné ptepony |MA| = |MB| a shodné
odvésny | AP| = | BQ|). Proto je |MP| = |MQ)|. Leif tedy
bod M nutné na ose o uhlu pfimek a’, b’

Obrécens, zvolime-li na jedné z os 0 | o’ pfimek a’, b’
lihovolny bod M, pak ze shodnych trojihelnikt M AP,
MBQ snadno dokéZeme, %e bod M m4a od piimek a, b
stejné velké vzdilenosti, a lze tedy sestrojit plochu
kulovou se stiedem v bodé M, kterd se dotykd pti-
mek a, b. To ziejmé plati i v ptipadé, kdy za bod M
zvolime prusedik os o, o’. ‘

Tim jsme dokazali,Ze mnoZinou stredi kulovijch ploch
nadi dlohy je sjednocent os o, o' pfimek a’, b'.

4. Je ddn klin K o thlu velikosti &, 0 < « < 180°,
a kladné &islo s. Urdete m. v. b., které nalezeji klinu K
a jejichZ soudet vzdilenosti od rovin stén klinu je kon-
stantni, rovny s.

Eedeni. Necht bod M vyhovuje podmince nasi tlohy,
tj. pro jeho vzdalenosti |MP| = v;, |MQ| = v, od rovin
stén klinu K, kde P, @ jsou paty kolmic p, ¢ vedenych
bodem M ke sténdm klinu, plati vztah

(1) v + v, =8.
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Protoze pfimky p, ¢ jsou kolmé k hrané a klinu K,
uréujf rovinu o kolmou k pfimce a. Prinikem roviny o
a klfnu K je tihel. ReSme proto nejdfive planimetrickou
tdlohu: V daném thlu uréit m.v.b., jejichZ soudet
vzdélenosti od ramen 1ihlu se rovna danému éfslu s.

Obr. 8

Necht je dan iihel BAC velikosti « a necht bod M
tohoto thlu spliiuje podminku 1lohy, tj. soudet vzdale-
nosti bodu M od piimek AB, AC se rovni s (obr. 8).
Ozna¢me P, Q paty kolmic vedenych bodem M k piim-
kim AB, AC. Vedme bodem M mezi rameny vhlu BAC
tiseéku kolmou k jeho ose, jeji koncové body ozna¢me R
na AB a T na AC. V pravoihlych trojihelnicich M RP

& MTQ plati | XRMP| — | $TMQ| — % « (ramena tch-

to ostrych dhld jsou kolmi na ramena ostrych ihla
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UAB, UAC velikosti %a, kde U je bod thlu BAC,

ktery lezi zarovcn na jeho ose), takZe je
v, = }llIR]cos%, vy, = |MT] cos%.

Tyto vztahy plati i v pfipads, kdy bod M splyva s né-
kterym z bodu R, T. V kazdém pfipadé plati

1
|RT| = [ME| + [MT| = (3 +v) —— = —

o
cos5 €08
velikost dseéky RT je tedy jednozna&né dana velikosti
tihlu a a danym &islem s. MZeme ji proto lehce sestrojit,
napiiklad jako uhloptitku kosottverce ARUT, jehoi
vrchol U protilehly k vrcholu A dostaneme jako bod
lezici uvnitt dhlu BAC, jehoZ vzdélenosti od piimek AB
a AC jsou rovny s. Z na8f Gvahy vyplyva: a) Plati-li
o bodu M vztah (1), pak leZzi bod M na tsedce RT,
b) lezi-li bod M na usedce RT', potom o jeho vzddlenos-
tech v,, v, od piimek AB, AC plati vztah (1). Je tedy
hledanou m. v. b. ise¢ka RT. Podobna iloha je feSena
téz v 15. svazku Skoly mladych matematikii, v kniZce:
M. Koman, Jak vySestfujeme geometrickd mista meto-
dou soufadnic, Praha 1966.

Nyni uz snadno pfejdeme k feSeni nadi prostorové
ilohy, a to pomoc{ shodného zobrazeni, v tomto ptipadé
pomoc{ rovnobéZného posunuti tisetky RT ve sméru
piimky a@. ProloZime pifmkou RT rovinu y rovnobéznou
s ptimkou a. Rovina p protne roviny stén klinu K
(obr. 9) v piimkach r || ¢ || @, které urduji pis P = (r, £).
Zvolime-li nyn{ libovolny bod M’, jehoz vzdalenosti od
stén klinu vyhovuji podmince nasi ulohy, lze jim proloZit

s
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rovinu " | @ a v nf bodem M’ fisedku R'T' tak, Ze
R'T"TR je rovnobéznik. Usedka R'T", vzniklé zminénym
posunutim z tsedky RT, tvoti v roviné o’ m. v. b., které

maji vlastnost pozadovanou v nadi tloze, a nalezi,
a s ni i zvoleny bod M’, zfejmé uvazovanému pasu P.

Obracené: Kazdy bod M’ pisu P mé vlastnost poza-
dovanou v na8i iloze. Vznikl totiz z uréitého bodu M
useéky RT zminénym posunutim.

Proto nakonec plati: M. ». b., které ndleZeji klinu K
a jejichZ soulet vzddlenosti od rovin stén klinu K je roven
danému &islu s, je primyf pds P roviny u uréenyj prim-
kamz r, t.

Uloha 12. Uréete m. v. b., jejich% soudet vzdélenosti
od danych dvou riznobéinych rovin je konstantni,

rovny danému’ kladnému éislu s. [Jsou to &tyfi pfimé
pasy tvorici stény pfimé hranolové plochy s pravotihel-

23



nikem jako f{dicim mnohoiihelnfkem a s osou rovmo-
béznou s priseénicf danych rovin.]

5. Jsou dany dvé rizné ptimky a, b a rovina g, kterd
je kolm4 k piimee a. Kazdé roviné g svazku rovin o ose b
ptifadme ve svazku rovin o ose a rovinu «, kterd je
kolma k roviné . Uréete m. v. b. spoleénych rovindm g,
a, B. Rozliste rizné polohy pfimky b vzhledem k ro-
ving g. (Mazeme také Fici, Ze hleddme v roviné ¢ m. v. b.,
kterymi je mozno prolozit dvé kolmé roviny, z nichz
jedna prochdzi pfimkou a a druhd pi#imkou b.)

Redent. Pripad [1]. Necht je pfimka b riznobdzins
s rovinou ¢ a prusediky A, B pfimek a, b s rovinou g
jsou razné (obr. 10). Prisednice rovin « s rovinou p
tvoli svazek pfimek v roviné ¢ o sttedu A. Stejné tak
priisednice viech rovin 8 s rovinou g tvofi svazek piimek
v roviné g se stfedem B. Necht je rovina § urdena pfim-
kou b a pfimkou ¢ z uvaZovaného svazku a podobné
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necht je pifsluSna rovina « kolma k roviné f§ uréena
ptimkou a a piimkou p ze svazku pfimek o sttedu A4,
lezicim v roviné ¢. Hledand mnoZina bodd nasi dlohy
je tedy mnozinou v3ech spolednych bod@ dvojic pii-
mek p, q.

Rovina « obsahuje pfimku e a piimku p. Prislusnd
rovina § kolma k roviné a obsahuje jistou pifmku c,
ktera prochazi bodem B a je kolma k roviné «. Proto je
piimka ¢ kolma k pfimee a; lezi tedy ptimka ¢ v roviné p,
a tak ¢ = ¢. ProtoZe je viak pfimka ¢ kolmé i k p¥imce p
roviny a, je ¢ | p. Hledané body P = p.q vyplni proto
v roviné @ Thaletovu kruinici m sestrojenou nad privmé-
rem AB.

Pripad [2]. Pfimka b je riznobéZné s rovinou g a pro-
tind ji v bodé B = 4. Tu ma kaZdé dvojice rovin «, §
s rovinou p spoleény pravé jen bod A. Hledanou m. v. b.
je tedy pouze bod A.

Piipad [3). a) Piimka b je rovnobéind s rovinou g,
ale nelezi v ni. V tomto pfipadé je piimka @ kolma
k piimece b, takze ke vem rovindm f svazku o ose b je
kolmé jedind rovina «, kterd obsahuje ptimku a. Tato
rovina « je kolmé k pfimece b. M. v. b. spoleénijch rovi-
ndm g, o, f je pfimka m = g.a. b) Kdyby pfimka b
lezela v roviné g, byla by kledanou m. v. b. celd rovina o.

6. Jsou dany dvé rtizné roviny «, § a trojihelnik PQR,
piitemz Zidna jeho strana neni rovnobéina ani s rovi-
nou «, ani s rovinou §. Uréete mnozinu vrcholid € viech
trojihelniki ABC, jejichz vrchol A lezf v roviné a,
vrchol B v roviné § a plati AB || PQ, BC | QR, CA || RP.

Resent. Pripad [1]: Necht jsou dané roviny «, § riz-
nobé&iné (priuseénici oznadéime s). Zvolme ptimku p, | P@Q
a ta necht protind rovinu «, resp. 8, v bodé 4,, resp. B,
pfitom necht je A, = B, (stadf zvolit p, tak, aby nepro-
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tinala pfimku s). Potom vedme bodem B, piimku
9, | QR a bodem A, piimku r, || RP (obr. 11)..Vznikne
trojihelnik A4 BIC’I, jehoz rovina je rovnobézné s ro-

Obr. 11

vinou PQR. Jeho vrchol C, je jednim bodem hledané
m. b. nasf dlohy. Bod €, neni bodem pfimky s, nebot
ani seéka PR, ani fisetka QR nejsou rovnobézné s ro-
vinami «, §. Bod C; s piimkou s uréuji rovinu y, o niz
dokdzeme, Ze je s vyloudenim bodid piimky s hledanou
mnozinou viech vrchola C.

a) Nej
spoleéné]
v roviné
ruzna od
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prve dokézeme, Ze kazdd piimka p || PQ bez
ho bodu s pfimkou s vede k bodu C, ktery lezi
y, ne viak na pfimce s. Necht tedy ptimka p
p, protind rovinu a, resp. f, v bodé 4, resp. B,



a rovina (p,p,) pfimku s v bodé S. Potom piimka
r || r, vedena bodem A a pfimka ¢ || ¢, vedend bodem B
uréuji dvé roviny (r, 8), (g, S) s pruseénici SC,; na
ptimee SC, lezi i bod C jakoZto spoledny bod t¥i rovin
(r, S), (g, S), (p, p,). Lezi tedy bod C v roviné y. K stej-
nému vysledku bychom dospéli v piipadé, kdyby byla
rovina (p, p,) rovnobéina s piimkou s.

b) Obrécené: Zvoime v roviné y libovolny bod C(C #
# (), ktery nelezi na piimce s. Necht pfimka CC,
protne ptimku s v bodé §. Snadno dokéZeme obréce-
nym postupem Uvahy provedené v a), Ze lze pro bod C
sestrojit AABC se stranou CA | RP a CB || RQ s vrcho-
ly A, resp. B, v roviné «, resp. f. Uvahu mozZno sledovat
na obr. 11,

Bod C nemuzeme volit na piimece s, nebof by pak
piimky CA, CB mély lezet v roviné «, resp. 8, protoZe
bod 4 m4 byt v roviné « a bod B v roviné g, takie by
tsetky RP(|| CA), RQ(|| CB) byly rovnobéziné s rovinou «,
resp. f, coz odporuje textu nasi Glohy.

Viimnéme si jeété, Ze nad ptedpoklad o existenci
bodu § lezicfho na pfimce s nenf pro diikaz podstatny,
nebof kdyby byla ptimka CC, rovnobéZna s pifmkou s,
ptesla by jehlanova plocha SA B,C, v plochu hranolovou
obsahujici body A4,, B;,C, s tvoricirm piimkami sméru s.

Piipad [2]: Jsou-li dané roviny rovnobéiné, tj. x| §,
pak zcela obdobnou cestou dokiZeme, Ze mnoZinou viech
vrchold C je rovina y | «| B, kterou uréime jednim
bodem C,, jenZ sestrojime jako v piipadé [1]. Piislus-
nou dvahu ponechdme ¢tenati.

Pozndmka. Trojihelniky 4,B,C,, ABC tvofi v prosto-
ru dvojice trojihelnfkd stejnolehlych o st¥edu stejno-
lehlosti v bodé S v pripadé [1]. V pifpadé [2] jsou v8zchny
trojihelniky 4BC shodné.
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Uloha 13. Je déna pfimka a, rovina # neobsahujic
ptimku a a trojihelnik PQR, jehoZz zddna strana neni
rovnobézna ani s pfimkou @, ani s rovinou f. Uréete
mnozinu vrchold C viech trojihelnikd ABC, jestlize
vrchol 4 kazdého z nich lezi na ptimece a, vrchol B
v roviné f§ a o jeho stranach plati: AB || PQ, BC || @R,
CA || RP. [Jestlize: a) piimka a a rovina f jsou ruzno-
béiné, potom je mnozinou viech vrcholi C piimka
prochézejici’ bodem P =a.8 s vyloutenim bodu P;
b) jestlize pfimka a je rovnobéZnd s § (nejsou vSak podle
textu tlohy incidentni), je mnozinou v3ech vrcholi C
piimka rovnobéina s piimkou @, uréena jednim bo-
dem Cj, ktery spliiuje podminky ilohy a ktery snadno
sestrojime.]

7. Je dédna rotadni kuZelovd plocha K a rovina g.
Uréete mnozZinu viech bodi dotyku, v nichz se libovolné
kulové plochy » vepsané do kuZelové plochy K dotyka
te&nd rovina rovnobézna s rovinou p.

Reseni. Kazdé dvé kulové plochy vepsané plose K
jsou, jak zndmo, navzajem stejnolehlé (homotetické)
v stejnolehlosti (homotetii) S se stfedem stejnolehlosti
ve vrcholu V plochy K. Stiedy O viech kulovych ploch
vepsanych ploSe K vypliiujf osu o plochy K az na bod V
a hledané dotykové body lezi na kolmicich vedenych
body ptimky o k roviné g.

Rozeznavejme dva piipady: Piipad [1]. Necht dand
rovina neni kolméa k ose o plochy K. Dotykové body
T, T', v nich% se kulové plochy » vepsané kuZelové
ploSe K dotykaji roviny rovnobézné s rovinou g, jsou
diametrdlng protilehlymi body plochy x. Jejich spojnice
je kolmd na rovinu ¢ a urduje spolu s osou o rovinu o
kolmou na rovinu g. Zvolime-li jinou kulovou plochu #,
vepsanou plode K, budou p#isludné body dotyku T',, T
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odpovidat bodim T, 7" ve stejnolehlosti S, a budou
tedy lezet na pifmkédch m = VT, m' = VT" (obr. 12).

Obr. 12

Obrécens, zvolime-li na pi{mece m libovolny bod T,
nebo na pfimee m’ bod T'; riizné od V, lze sestrojit plo-
chu », se sttedemO, (nebo x; se stiedem 0;), vedeme-li
v roviné o piimku 7,0, | ¢ (nebo T70; 1 p). Ze stejno-
lehlosti plochy » a x, nebo x a x; vyplyvd, Ze plochy s,
a %, jsou vepsiny do plochy K a Ze body T, a T jsou
body hledané mnoziny.
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Proto plati: Hledanou mnoZinow bodi je sjednocent
primek m, m' s vyloulenim jejich spoleéného bodu V.

Piipad [2]. Je-li ve zvla8tnim ptipadé dand rovina p
kolma k pfimece o, pak piimky m, m' splyvaji s pFim-
kou o, kterd je po vyloufeni bodu V hledanou mmoinou
bod.

Uloha 14. Je déina rovina «, v nf bod 4 a rovina .
Jsou sestrojeny kulové plochy », které se dotykaji ro-
viny a v bodé 4. Urdete mnozinu bodi dotyku teénych
rovin viech ploch x, které jsou rovnobézné s rovinou p.
[Jsou-li roviny «, o riznobézné, pak dvé navzajem kolmé
piimky prochéazejici bodem 4, z nichz je bod A vynat,
a leZfci v roving, kterd je kolmé k priseénici rovin « a g.
Ve zvlaStnim pFipadsé obé vysledné pfimky splyvaji.]

8. Je ddna rovina g a uvniti jednoho z poloprostora
s hraniéni rovinou g jsou dany body A, B rizné vzdalené
od roviny ¢. Urdete mnozinu stfedt viech kulovych
ploch x, které se dotykaji roviny ¢ a prochdzeji body 4, B
(jinak formulovino: hledime mnozinu vdech bodi, je-
jichZ vzdélenosti od roviny ¢ a bodi 4, B jsou si rovny).

Redeni. Necht ptimka p = AB protind rovinu g
v bodé P. Pouzijeme mocnosti bodu P ke kulovym plo-
chim x, které prochazeji body 4, B. Ozna&ime-li jesté 7'
bod dotyku takové plochy s rovinou g, plati vztah (viz
kapitola 2, pozndmka):

(1) |PA|.|PB| = | PT]:.

Timto vztahem je délka |PT| jednoznaéné urdena.
Body dotyku uvazovanych kulovych ploch s rovinou ¢
lezf tedy na kruZnici k¥ = (P, t), kde 2 = |PA|.|PB,.

Necht je bod 8 stfedem jedné z uvaZovanych ku-
lovych ploch x». Potom a) musf byt splnén vztah
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|SA| = |SB|, b) musi pata T kolmice vedené bodem §
k roviné p lezet na kruznici k (viz obr. 13). Vztah a) vy-
zaduje, aby bod S lezel v roviné ¢ | p, v roviné sou-

Obr. 18

mérnosti bodi 4, B. Aby byl splnén i pozadavek b), musi
bod 8 leZet na rotadni vdleové plose V s Fidici kruZnici k.
Je tedy nutné, aby bod § leZel na priniku e =o¢.V,
kterym je, jak zndmo, elipsa. Ve zvlastim pfipadé, kdyz
je pfimka p kolmé k roviné g, je tato elipsa kruZnicf.

Jestdé dokdZeme, Ze viechny body elipsy e lezi v polo-
prostoru (g, 4):
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Podle vztahu (1) plati
\P| = VIPATPET
Oznaéme O stfed tsetky AB; pak je
|PO| = (|PA| + |PB)) : 2.

Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pra-
mérem nezdpornych &isel (viz napiiklad A. Kufner:
Nerovnosti a odhady, Skola mladych matematiki,
sv. 39, Praha 1975) plyne s ohledem na riznost |PA|,
| PB| nerovnost

VPA[.[PB| < (|PA| + |PB)) : 2,

tj. [PO| > |PT|. ProtoZe rovina o | AB prochéazi bo-
dem O, plati o vzddlenosti d jeji priseénice s s rovinou ¢
od bodu P tim spiSe d > |PT|, takZe piimka s leif
ve vnéj8i oblasti kruinice k£ a tim lezi viechny body
elipsy e v poloprostoru (g, A).

Obracené, zvolime-lina elipse elibovolny bod S, je bod S
bodem roviny o, v niZ elipsa e lezi, takze plati vztah
|SA| = |8B|. Vedeme-li ddle bodem S piimku ¢q | o,
lezi ptimka g na ploSe V a protind kruZnici ¥ v bodé,
ktery oznadime 7. Sestrojime nyni kulovou plochu »
o stfedu S, kterad prochazi body A, B, a mé tedy polo-
mér r = |SA| = |SB|. Mocnost M bodu P ke kulové
ploSe % je rovna

(1) |PA|.|PB| = |PT|?,

protoZe |PT| =t je polomér kruZnice k.
Mocnost M miiZzeme také vyjadfit ve tvaru

M = (|PS| +r)(|PS| —r) = |PS|t — 1,
takie je |PS|* —r? = |PT|2.
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Ale v pravouhlém trojihelnfku ST P (viz obr. 13) plati
|PT|? = | PS|? — [ST*,
takZe z poslednich dvou rovnic dostivame
| PS|? — |ST[? = | PS> — »*
a odtud
|ST| =r = |SA| = |SB|.

To znamend, Ze se kulovd plocha » dotykd roviny p,
a Ze tedy patii mezi uvaZované kulové plochy. Bod §
je stftedem kulové plochy danych vlastnosti, a patii
tudiZ do hledané mnoziny bodi.

Zdvér. Mnofinou stiedd vdech kulovych ploch », které
se dotyjkaji roviny o a prochdzeji body A, B (pfimka AB
nent rovnobéZnd s rovinou g ), je elipsa, kterd je ve zvldstnim
ptipadé, je-li AB | o, krusnici.

Pozndmka. K YeSeni naSi dlohy jsme mohli také
pouzit, kromé& roviny o, rotadniho paraboloidu P
s ohniskem A a s Fidief rovinou ¢ (viz iloha 2, kap. 2).
Protoze je mozno kazdou rovinu, kterd nenf rovnobézna
s osou paraboloidu, povaZovat za rovinu soumérnosti
ohniska A paraboloidu P a urditého bodu B, pro ktery
neni spojnice AB rovnobéind s Fidiei rovinou para-
boloidu, je prinik této roviny s plochou P mnoZinou
stfedd vSech kulovych ploch naki dlohy. Podle dfive
uvedeného feSeni dospivame tak k zndmé geometrické
vété o priuniku e roviny o, kterd neni kolma k roviné o,
s rota¢nim paraboloidem:

Elipsy lefici na rotaénim paraboloidu promitaji se
kolmo ma roviny kolmé k ose paraboloidu do kruznic
(v naSem piipadé elipsa e do kruZnice k).



Uloha 15. Je déna rovina g, pfimka p raznobéini
s rovinou g a na piimce p bod 4 £ p.p. Urdete mnoZinu
st¥edit v8ech kulovych ploch, které se dotykaji roviny o
a piimky p v bodé A. [Elipsa, ve zvldstnim p¥ipadé
kruznice.]

9. Je dina plocha P sklddajici se z dvou kulovych
vrehlikd o spoledné hrané: Prvni vrehlik je ¢dstf kulové
plochy K(O,r) a ma vySku v >r, druhy vrchlik leif
uvniti prvniho vrehliku, je &asti kulové plochy K'(0', r')
a mi vySku v <r'. Uréete mnoZinu stfedd vSech
kulovyeh ploch, které jsou vepsany do plochy P.

Redeni. Nceht bod S je stiedem kulové plochy (S, ),
kterd je vepsiana do plochy P. Oznadme T dotykovy bod
plochy » s plochou K a 7" dotykovy bod plochy x
s plochou K’ (obr. 14). Potom lezi bod T na p¥imce OS
a bod T" na piimece O'S. Lezi tedy body 7', 7", S v rovi-
né w, kterd obsahuje i body O, O'. Rovina w prochizi




proto osou OO’ rotaéni plochy P a urduje na plofe P
jeji polednik (k, k'), omezeny oblouky kruznic %(O, r),
k'(O', ') o spoledné tétivé AB. Na ploSz: » uréuje rovina w
jeji hlavni kruznici m(S, x).

Nyni lze na8i prostorovou ilohu pfevést na tlohu
planimetrickou v roviné o: Hledejme mnozinu stfedid
viech kruznic m, které jsou vepsany rovinnému utvaru
(k, k).

Podle obr. 14 plati tyto vztahy:

|0S| = |OT| — |ST| =r —=,
|0'S| = |O'T'| + |T'S| =1 + =.
Proto je |08| + |O'S| =r 4+ r' > |00’|, coz znamend,
Ze soutet vzdalenosti bodu S od danych bodid O, O’ je
konstantni. Odtud vyplyvéd, Ze bod S lezi na oblou-
ku ACB elipsy e, ktera ma ohniska v bodech O, O’ a ktera
prochazi body 4, B. Tim je elipsa e uréena.

Obracensé plati, ze kazdy bod S, ktery lezi na oblou-
ku ACB elipsy e, je stfedem kruznice m, kterou lze
vepsat do ttvaru (&, k'), coZ vyplyva z ptedchozich Gvah.

Rotacf roviny w a oblouku ACB kolem osy o = 00’
vytvoli oblouk ACB plochu E, a to &ist rotaéniho pro-
tahlého elipsoidu s ohnisky v bodech O, O’, omezenou
kruhovou hranou, kterd je spoleénou hranou danych
vrehlikd. Plocha E s vyloubenim bodi své kruhové hrany
je pak mnoZinou stiedd vdech kulovijch plock vepsamijch
do plochy P.

Uloha 16. Je déno téleso 7', které je prinikem dvou
kouli K(O, r), K'(0’, 7') riznych polomérda, pro které
plati |[r —¢’| < |0O’| < r + »'. Uréete mnoZinu st¥edi
viech kulovych ploch, které jsou vepsany do télesa T.
[C‘é,st rotaéniho hyperboloidu dvoudflného, jehoZ ohniska
jsou v bodech O, 0'.]
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Uloha 17. Je déna polosféra na kulové ploSe », = (0, r)
sestrojend nad rovinou p rovniku plochy x, a uwvnit¥

kulova plocha x, = (0’, % r], které se dotykd plocha x,

i rovina g. Urdete mnoZinu stiedi viech kulovych ploch,
které se dotykaji x,, %, a ¢. [KruZnice v roviné rovno-
bézné s g o stfedu na viseéce OO’ a poloméru V2/2.-]

10, Je dana rovina g a bod 4, ktery ma od roviny p
vzdélenost d (0 < d < 2r). Urdete mnoZinu stfedt viech
kruznic ¥ daného poloméru r > 0, které se dotykaji
roviny ¢ a prochazeji bodem 4.

efent. Rovina ¢ se dotykd kruzZnice k, mé-li s ni
spoledny pravé jeden bod. Potom je priseénice roviny
kruznice s rovinou g teénou této kruznice.

St¥ed 8 kazdé kruznice k o poloméru r, ktera prochazi
danym bodem 4, mé od bodu A vzdilenost |SA| = r.
Body hledané mnoziny bodd, pokud neni prazdna, lezi
tedy nutné na kulové plose x se stfedem A a s polomérem
velikosti 7. Sestrojime-li jeden bod S nadf mnoZiny, pak
viechny body vzniklé z bodu 8 otodenim kolem piim-
ky o, kterd prochdzi bodem 4 a je kolmd k roviné g,
patifi také do hledané mnoziny. Pfimka o je totiZ nejen
osou plochy #, ale i roviny ¢. Body odvozené z bodu 8
touto rotaci vyplni na ploSe » kruznici lezici v roviné
rovnobézné s rovinou g. Stadf tedy vyhledat body S na
poledniku m (obr. 15a) plochy x, ktery tvo¥i obrys
pravoihlého priméru plochy x» do roviny proloZené
piimkou o. Z nich dostaneme potom v3echny ostatni
body hledané mnoziny bodu oto¢enim kolem piimky o.

Necht bod 8 zvoleny na polednfku m plochy x je
bodem hledané mnoZiny bodi. Pak je ptimka SA pri-
mérem kruznice % o stfedu S. V8echny kruZnice o stie-
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du § a poloméru rovném r vyplnf kulovou plochu
78, r). Z nich vedou k fefeni dané dlohy ty kruZnice
na plode 7, jez se dotykaji priseénice své roviny o s ro-
vinou g. Rovina o protne tedy rovinu g v tednd kulové
plochy =.

o

Obr. 15a

Aby bylo moZno tento poZadavek splnit, je tieba
a stadf, aby a) kulovéa plocha z méla s rovinou g alesponi
spoledny bod a aby soutasné b) prisedik @ piimky AS
8 rovinou g, jimZ jde priseénice hledané roviny o s ro-
vinou g, nelezel uvniti koule omezené plochou x. Pozna-
menejme, ze v piipadé, kdy bod @ neexistuje, tj. v pii-
padsé, kdy je A8 | o, je prusednice roviny hledané kruz-
nice 8 rovinou p rovnobéznd s pifmkou AS.

Je tedy zfejmé nutné, aby o vzdalenosti v bodu S od
roviny g platilo:

Jednak a)v < radile b)» = % d |nebof musi platit
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1
|8Q] = |84], tj. |5Q| = 5 |4Q}, & proto v gEd).
Body S nemohou podle toho lezet vné kulového pasu
omezeného rovinami ¢’ || o, " | o, piitemZ roviny ¢,
resp. o", lezici v poloprostoru (¢, A), maji ol roviny ¢

vzdalenosti —% d, resp. r.

P‘Q

Obr. 16b

Odtud ihned vyplyva:

a) MnoZinou vdech stfedd nasi dlohy je jeding bod 8,
plochy » v pFipadé, kdy je d = 2r (obr. 158b). Vischny
kruznice &(S,, r), které prochizeji bodem A4 a dotykajf
se roviny p v spoleéném bodé T(AT, L p), vyhovujf
pozadavkim ilohy, a Zadné jiné.

b) Jestlize je d < 2r, je tfeba body S hledat jenom
na té ¢asti poledniku m plochy #x, ktera ndlezi kulovému
pasu uréenému rovinami o', o”. A skuteéné, zvolime-li
na oblouku m libovolny bod § uvnité kulového pédsu
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(e’, o"), tj. ve vzdalenosti » od roviny g, o niZz plati
—;—d < v < r, potom plocha =(S,r) protne rovinu p

v kruznici p. Déle: z bodu @, ktery lezi v tomto pifpadé
vné plochy =, a tedy i vné kruZnice p, 1ze vést k p dvé
teény ¢,, t, — dvé prusednice rovin o, a o, s rovinou ;
v rovind o, = (4,4) a oy = (4,1;) lze sestrojit dvé
kruZnice k, a k., které prochizeji bodem A4, maji polo-

0|
m_—
sm o
é = St @’

+ ?l
S\ \P* I RY 3

T o*
“W+

Obr. 1b6¢c

mér velikosti r a dotykaji se roviny p, jak Zadéd naSe

uloha.
Zvolime-li ddle bod 8’ v roviné g, tj. ve vzdalenosti

v = %d od roviny p, potom p#isluiny bod @' padne

na kruznici ¢’ a tedna v ném sestrojens k p’ je prisednicf
roviny jediné kruznice k', kterd vyhovuje podminkdm
tlohy. Jeji rovina je kolmé k roviné poledniku m.
Koneén$é, zvolime-li bod 8" v roviné ¢’, tj. ve vzdale-
nosti »" = r od roviny g, pak plocha ="(S’, r) se dotyka
roviny ¢ v bodé 7T”". Rovina o, = (48’T") je totoiné
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s rovinou polednfku m a v té také lezi kruzZnice k", jez
spliiuje podminky dlohy.
Podle toho kazdy bod oblouku §’S” patii do hledané

mnoziny bodu. Otoéenim oblouku S'S” kolem osy o vanikne
kulovy pds (o', o") omezeny kruinicemi plochy =, které
leZt v rovindch @', o"; ten je hledanou mnoZinou stieds viech
krugnic dangch vlastnosts.

Pozndmka. Na obr. 15¢ je zndzornén piipad b) z pfed-
chazejici diskuse, pFi kterém v3ak obsahuje nase hledanéd
mnozina bodi také rovnik plochy » v roving ¢*. Pro
kaZdy bod S* rovniku dostaneme dvé kruZnice, k%, k3,
nebof sestrojime-li plochu =*(S*,7), potom =* nutné
protne rovinu g v kruznici p* o stfedu O* (jeji obraz
na obr. 15¢ je Gsetka P*R™). Jeji dvé tedny rovnobéiné
s piimkou A48 uréuji s bodem A roviny kruznic ki, k3,
které splituji podminky nasf dlohy.

11. Je ddna rovina ¢ a bod A, jehoZ vzdalenost od
roviny ¢ je d > 0. Uréete mnoZinu stfedi viech kruZnie,
které prochdzeji bodem A a dotykaji se roviny g.

Redeni. Vime, Ze rovina ¢ a bod A4 urduji plochu P ro-
taéniho paraboloidu jako mnoZiny stfedd viech kulo-
vych ploch, které se dotykaji roviny p a prochézeji
bodem 4. Pfitom je bod 4 ohniskem a rovina p ¥idici
rovinou paraboloidu P (viz dlohu 2, kap. 2). Libovolna
rovina u proloZzend bodem A kolmo k roviné ¢ mé
s plochou P spoletnou parabolu p, kterd mé ohnisko
v bodé A a za Fdici pfimku priseénici d roviny u s rovi-
nou ¢ (obr. 16). Parabola p tvofi jeden polednfk plo-
chy P.

ProtoZe dany ttvar, tj. rovina ¢ a bod 4, se neménf
pti otddeni kolem p¥mky o vedené bodem A kolmo
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k roviné p, je i hledand mnoZina bodi rotaénim tdtvarem
8 osou o.

Najdeme-li tedy v roviné u st¥edy S vlech kruznic £,
kiteré vyhovujf podminkam na3f tlohy, pak body vzniklé

Obr. 16

otodenim viech bodi S kolem p¥{mky o vyplni hledanou
mnozinu stfedid. Hledejme proto zatim jenom body S
v roving paraboly p.

a) Kaid)'r bod 8, ktery lei na parabole p, nélezi hle-
dané mnoZiné stfedid, nebof je stfedem kruznice
k(S, |SA|), kterd lezi v roviné paraboly p a dotyka se
fidief pfimky d, a proto i roviny ¢ v bodé T na p¥imce d,
jak plyne z definice paraboly.

b) Body S zvolené ve vnitini oblasti paraboly p maji
tu vlastnost, Ze jejich vzdalenost od ptimky d je vétsf
nez délka usetky SA, takie piislusnd kulovd plocha
n(S, |SA|) nemé s rovinou ¢ Zddny spoleény bod, coz
znamend, %e body S nepatii do hledané mnoziny.
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c¢) Zvolime-li dile bod S ve vnéjsi oblast1 paraboly p,
a jak hned ukdZeme, pouze v oblasti w roviny u, ohra-
ni¢ené parabolou p a jeji vrcholovou tefnou v, naleif
bod S nasi mnoZiné. Kazdy bod 8 lezici uvnitt oblasti o
mé, jak zndmo, tu vlastnost, Ze jeho vzdélenost od
piimky 4 je men3i nez délka tsedky SA4. Proto protne
kulova plocha =(S, |SA|) rovinu ¢ v kruZnici, kterou
oznadime ¢, jeji st¥ed O (na obr. 16 je zobrazena kruzni-
ce ¢ jako tsetka PR). PHimka A8, pokud neni rovnobéz-
na s ptimkou d, protne rovinu ¢ a ptimku d v bodé @,
ktery padne do wnéjSi oblasti kruinice q. Je totiz
|SQ| > |SA|, nebot je |D'D| > |AD'|, a tedy bod @
lezi vné plochy =. Z bodu @ lze pak vést ke kruZnici ¢
dvé teény ¢, t' s dotykovymi body T, T". Potom je uz
moZné sestrojit kruznice k(S, |SA|) a k'(S, |SA|) v ro-
vindch ¢ = (8,?) a o’ = (S, t'), které prochazeji bo-
dem A a dotykaji se roviny ¢ a jeji pfimky ¢, resp. ¢/,
v bodé T, resp. 7". Kruznice k, k' splituji podminky nasi
tlohy, takie bod S ndlezi hledané mnoziné stfedit
kruzniec.

Jekté poznamenejme, Ze v pfipadé, kdyby bylo
AS | d, byly by prisluiné teény ¢, ¢’ rovnobéiné s piim-
kou AS.

d) Rovnéz body S ptimky » naleZeji nasi m. b. Odi-
vodnén{ je stejné jako v ptipadé c), jen s tim rozdflem,
Ze v tomto piipadé padne pfisluSny bod @ = SA.d na
kruznici ¢ = =n.p, kde = je kulova plocha =(S, |S4]).

e) Zvolime-li koneéné bod § uvniti poloroviny vytaté
piimkou », kterd obsahuje piimku d, nevede bod 8§
k feSeni nadi dlohy. Dikaz uZ ponechame &tendfi.

V odstaveich a) aZ e) jsme uvaZovali o viech bodech
roviny u, takZe je na¥e tloha dplné vyfedzna. Odtud
vyplyva tento zavér:

MnoZinou stiedd viech kruinic, které prochdzejt danym
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bodem A a které se dotijkaji dané roviny o, je Edst polo-
prostoru (o', A), vytatého vrcholovou tecnow rovinou o
paraboloidu P, vznikld z ného wyloufenim vfech bodw,
které lest ve vnitini oblasti rotaéntho paraboloidu P.

Body této mnoziny dostaneme z bodu rovinné ob-
lasti w, ohranidené parabolou p a jeji vrcholovou ted-
nou v, rotaci oblasti w kolem pi#imky o, kterd je osou
soumérnosti oblasti w.

12. Jsou dany dvé rizné rovnobéiné roviny ¢ | o
a piimka p, ktera nelezi v Zddné z nich. Uréete mnoZinu
sttedu a) v8ech kulovych ploch, b) v8zch kruznie, které
se dotykaji rovin g, ¢ a pfimky p.

Reseni. a) Kulové plochy x, které se dotykaji dvou
rovnobéinych rovin g, o, jejichz vzdilenost je v > 0,
tj. jsou vepsany do rovinové vrstvy o vySce v, maji
prumér rovny v = 2r, kde r je polomér ploch x. Stiedy
ploch x vypliujf rovinu || p, rovinu soumérnosti dané
vrstvy.

Je-li pfimka p tednou kulové plochy », kterd ma polo-
mér 7, potom ma stied S plochy » od piimky p vzdaile-
nost r. Stfedy S vSech ploch #x(r), které se dotykaji
pfimky p, vyplni rotadni valcovou plochu V o ose
v piimce p a poloméru ¥dici kruznice .

Odtud plyne, Ze stfed S kulové plochy x, kterad se
dotyka rovin p, o a piimky p, lezi v priniku e roviny o
a plochy V. Obracen$, zvolime-li v priniku e libovolny
bod S, potom je jeho vzddlenost od rovin g, o i od piim-
ky p rovna r; lze tedy opsat okolo bodu 8§ kulovou
plochu x, ktera se dotykd rovin g a ¢ i ptimky p. Proto
jem.v.b. Sprinike = w.V, a to:

[1] elipsa nebo krufnice v pFipadé, e je dand primka p
ritznobéind s rovinou o % o,

[2] dvé pFimky (ndlefejici plode V) leZict v roviné «
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. pFipadé, Ze je pfimka p rovnobéind s rovinou ¢ a ¢
a leZt wvnitf rovinové vrstvy (o, o).
[3] Uloha nemd tedent, le%i-li primka p || ¢ vné rovinové
vrstvy (o, o). Pripad, kdy p le£i v roviné ¢ nebo o, je
v textu wulohy vylouden.

Obr. 17

b) Ptipad [1]. Necht je pfimka p raznobézna s rovi-
nou p, a tedy i s rovinou ¢. Je-li pfimka p teénou krui-
nice &, o niz pfedpoklidame, Ze vyhovuje nasi iloze,
lezi k v roviné « prolozené p¥imkou p. Ma-li se dile
kruznice k dotykat roving a o, musf rovina « obsahovat
dvé tedny kruzZnice k, které tvofi priselnice r = a.p
a 8 = a.0; pritom zfejmé plati, Ze je r| s (obr. 17).
Proto je kruinice k vepsina do rovnobéZného pésu
(r, 8) roviny x a dotyk4 se piimky p. Jsou tedy v roviné «
dvé kruznice k0, u)ak'(0’, u), které vyhovuji podmin-
kéam tlohy. Jejich polomér je u = d/2, kde d znaéi vzda-
lenost pfimek r, s.

ProtoZe osy thla ptimek 7, p a s, p jsou dvojice kol-
mych ptimek o,, 0, a 0,, 0; a pfitom je o, || 0, a 0 || 0%,

jsou pravodhlé trojihelniky ROS, SO'R shodné (s pra-
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vymi thly ve vrcholech O a 0’). Oznaéime-li velikost je-
jich spole&né piepony |RS| = ¢, plati o jejich téZnicich
OX a O'X vztah

|0X| = |0'X]| = |RS}/2 = ¢/2,

coz je usetka dané velikosti. A to plati analogicky
pro vSechny roviny « svazku rovin o ose v pifmce p.
Lezi tedy body O, O’ na kruZnici m(X, ¢/2), kterd lezi
v rovind w || ¢, v roviné soumérnosti dané vrstvy (g, o).

Obracené, zvolime-li na kruznici m libovolny bod O,
lze v roviné (0, p) vidy sestrojit kruZnici %, kterd vy-
hovuje podminkam dlohy. Proto je mmnofinow stiedi
vdech krugnic, které se dotghbajt dangjch rovin o, o a prim-
ky p, prdvé popsand kruinice m.

Pripad [2]). Je-li dand piimka p rovnobéind s rovinou o
a s rovinou o, ale nelezi v Zddné z nich, nemd tloha fesent.

Uloha 18. Jsou dény dvé rovnob&iné a rtzné rovi-
ny o, ¢ a pfimka p, kterd lezi v jedné z nich. Urlete
mnoZinu stfedd a) vSech kulovych ploch, b) viech
kruZnic, které se dotykaji rovin ¢, ¢ a piimky p.
[a) Pfimka m || p, ktera je priseénici dvou rovin: rovi-
ny o || ¢ soumérnosti vrstvy (¢, o) a roviny y, proloZené
ptimkou p tak, Ze je ¥ | w, b) rovina w.]

13. Je déna rovina g, pfimka p riznobéZna s rovi-
nou ¢ a na piimce p bod A, ktery neleZi v roviné p.
Uréete mnozinu stfedd a) vSech kulovych ploch,
b) viech kruZnie, které se dotykaji roviny ¢ a ptmky p
v bodé A.

Reieni. a) Necht ptimka p protina rovinu ¢ v bodé P.
Oznaéme T dotykovy bod roviny ¢ a kulové plochy =,
kterd spliiuje podminky tlohy. Potom jsou si rovny
délky isedek PA a PT, tj. délky teden vedenych z bodu P
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k ploSe », tedy |PA| = | PT|. Pro rizné plochy x nasf
tlohy lezi jejich dotykové body T s rovinou g na kruz-
nici k(P, |PA|) a sttedy S ploch » na pfimkach ¢ vede-
nych body 7 kolmo k roving o (obr. 18). Piimky ¢
vytvof tedy rotadni vilcovou plochu V o ose o | o
prochdzejici bodem P; kruznice k je jeji fidiei kruZniei.

Déle vime, Ze mnozinou stfedi vlech kulovych ploch,
které se dotykaji pfimky p v bodé A4, je rovina « vedend
bodem A kolmo k piimce p. Proto lezi stfedy ploch x
v priniku e roviny a s plochou V. Obricené, zvolime-li
na e libovolny bod 8, lIze z bodu S opsat kulovou plo-
chu %(8, r), kterd se dotykd piimky p v jejim bodé 4,
a jak hned dokdZeme, i roviny ¢ v uréitém bodsé 7.

Bod 8 lezi totiZ jednak v roviné «, jednak na plose V,
jejiz povrchové primka ¢ | p prochdzi zvolenym bo-
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dem S a protiné rovinu ¢ v bodé 7'; pfitom platf rovnost
|PT| = | PA|. Proto jsou pravoiihlé trojihelniky PSA
a PST shodné (maji spoleénou pieponu PS a shodné
odvésny PT, PA), takze je také |S4| = |ST| = r. Proto
je bod T bodem dotyku kulové plochy se stfedem
v bodé S a roviny p, kterd se také dotykd v bodé A4

piimky p.

Obr. 19

Je tedy mmnofinou stiedi viech kulovijch ploch, které
spliiuji podminky nasi dlohy, elipsa, kterd je v pFipadé
p 1 o kruinici.

b) KruZnice &, kterd vyhovuje podminkdm tlohy, lezi
v urdité roviné « proloZené ptimkou p, jiz se kruZnice k
dotyké v bodé A4; kruZnice k se dotykd také primky
t = a.p v bod8 T. St¥ed 8 kruznice % lez{ proto na ose o
tihlu APT a déle na pifmce a roviny «, vedené bodem A4
kolmo k pfimce p (obr. 19). Bude 1delné sestrojit
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v roviné « pifmku o jako thlopfiéku PB rovnobéZni-
ku PABT, ktery je kosoétvercem (pfipadné étvercem),
nebot plati rovnost | PA| = | PT| (délky teden vedenych
z bodu P ke kruznici k jsou stejné dlouhé).

Protoze je |AB| = |PT| = |AP|, lezi body B na
kruznicid(A4, | AP)), ktera lezi v roviné ¢ || o. Pfimky PB,
tj. osy Ghld APT, vytvoifi kuzelovou plochu K, ktera
mi vrchol v bodé P a Fidiei kruZnici d. Protoze déle
pfimky a jako kolmice sestrojené k ptimece p v bodé 4
lezf v roviné w | p, leii body 8 na priniku m roviny o
s plochou K.

K tomu je$té piipomenme, ze body 7' lezi v roviné g
na kruinici d'(P, | PA4]), shodné s kruZnici d.

Obricené, zvolime-li v praniku m libovolny bod S,
lze kolem bodu S opsat kruznici %(S), ktera se dotyka
piimky p v bodé A a roviny ¢ v uréitém bodé 7. To
dokazeme takto: Bodem S prochézi na kuzelové plose K
povrchova piimka PS, ktera uréuje na kruznici d bod B.
Rovina a = (p, 8) protina rovinu ¢ v piimce AB a ro-
vinu ¢ v pfimece PT || AB, kde bod T je bodem kruzni-
ce d’. Uhlopiitka vzniklého kosodtverce BAPT je ptim-
ka PB, kterd obsahuje bod S. Pfimka S4 = x.w je
kolma k ptimce p. Ze soumérnosti kosoétverce BAPT po-
dle jeho dhlopricky PS vyplyva, Ze je usedka ST kol-
mé k PT a |ST| = |SA| je polomér hledané kruznice k.

Odtud vyplyva: MnoZinou stfedi vdech kruinic, které
splituji podminky dloky, je pramik m = w.K, tj. bud
elipsa, nebo ve zvld$tnim pHipadé, je-li piimka p kolmd
k roviné o, kruZnice.

Prinikem m je totiz vidy elipsa, pfipadné kruznice,
protoZe vSechny ptimky PB kuzelové plochy K sviraji
s ptimkou P4 ihel mensi nez uhel pravy, pfidemz rovi-
na priniku je kolm4i k piimce P4, takZe protind viechny
piimky kuzelové plochy K.
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Uloha 19. Je déna rovina p, ptimka p rovnobé&ini
s rovinou g (nelezf vSak v g) a na piimce p bod 4. Urdete
mnoZinu stfedd v8zch kruZnic, které se dotykaji pfim-
ky » v bodé A a roviny g. [P¥imka m = w .o, prusednice
roviny o vedené bodem A kolmo k pfimee p a roviny
o || o, pfidemzZ rovina ¢ ma od pifmky p i od roviny g
stejné velké vzdalenosti.] :

14. Je dana kulovd plocha x(S,r) a vné plochy x
bod V. Do plochy x jsou vepsany komolé kuzele K tak,
ze bod V je spoleénym vrcholem vplnych kuzelt, p¥i-
sluSnych kuzelim K. Uréste m. v. b., které nalezeji ob-
vodu stfedniho fezu M nékterého z uvazovanych komo-
lych kuzela K.

Pozndmka. Ke kazdému komolému kuzeli lze sestro-
jit pfisludny kuZel dopliikovy, ktery spolu s nim tvoif
piisludny kuzZel dplny. Z tohoto kuZele vznikne obracené
dany komoly kuZel fezem, ktery lezi ve vhodné roviné
rovnobézné s rovinou podstavy tiplného kuzele.

Redeni wlohy. Komoly kuzel K vepsany do plochy x je
nutné rotaéni, nebof obvody jeho podstav lezina ploSe x;
jsou to tedy kruZnice v rovmobéznych rovinach, takze
ptimka o, ktera obsahuje stfedy téchto podstav, prochazf
stfedem S plochy x a je osou komolého kuzele K i plo-
chy x. Osa o prochdzi zfejmé i bodem V.

Zvolme libovolnou rovinu w obsahujici ptimku o. Rez
vznikly na nafem udtvaru rovinou « je zndzornén na
obr. 20. Na plofe x je to kruznice (S, r) a na kuzeli K
rovnoramenny lichobéznik ABCD, jehoi ramena se
v prodlouZeni protinaji v bodé V. N48 prostorovy ttvar
vznikne oté4denim uvaZovaného fezu leZictho v roviné w

49



kolem p¥imky o, takZe se vydetfovani hledanych obvo-
di M prevede na planimetrickou tdlohu v roviné w.
Stfedni fez M na kuZeli K protinad rovinu w v tsed-
ce XY, kterd tvoii sttedni pfi¢ku lichobézniku ABCD.
Jeji krajnf body X, Y, jakoZto stfedy tsedek AD a BC,

lei na kruhovém oblouku TSU, ktery lezi na Thaleto-
vé kruZnici sestrojené nad primérem SV, nebot je
SX | AD a 8Y | BC.

Obracené: Zvolime-li libovolny vnitfni bod X oblou-
ku TSU (krom& bodu 8), lze jim sestrojit t&tivu XY
v oblouku T'SU, kolmou k p¥mee o; tisetka XY urduje
stfedni pi¥{éku piisluSného lichobézniku ABCD, kde
body 4, Dlezina pfimece VX a body B, C na piimce VY.
Je totiz SX | AD, a proto plati | AX| = | XD|. Z vnit¥-
nich bodt oblouku 7'SU je nutno vylousit bod 8, nebot
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neddvd na oblouku 7SU Zidnou tétivu. Také krajni

body 7', U oblouku 7’SU nevedou ke konstrukei licho-
bézniku, protoZe piimky V7T, VU jsou teénami kruZni-
ce k a nevzniknou na nich Zidné tétivy kruzZnice %, jez
by mély byt rameny lichob&Zniku. Tim jsme dokdzali
planimetrickou vétu: MnoZinou stiedi ramen vdech rov-
noramennych lichobéiniki vepsanych do dané kruinice k,
pficem? ramena kaZdého z téchto lichobéiniki, se protinaji

v bodé V z vnéjéi oblasti kruZnice k, je kruhovy oblouk TSU,
aZ na jeho body T, S, U.

Rotaci bodi X, Y kolem pfimky o vznikaji pak ob-
vody stfednich fezii M kuZeli K. Proto plati: Obvody
stfednich feztt M komolyjch ‘kuZelt, K na¥l dlohy vyplni
kulovy vrchlik, ktery je prianikem vnitFku plochy =
a Thaletovy kulové plochy sestrojené nad primérem SV
8 vylouéenim jeho hrany a jeho bodu lefictho na jeho ose.
Tim je hledana m. b. urfena.

15. Je dén rota¥ni vilec V, jehoZ podstava ma polo-
meér r a vyska valce je v. Uréete mnoZinu sttedd S viech
kouli o daném poloméru p, které lze celé umistit do
valce V.

Reseni. Predpokladejme, Ze koule (S, o) se sttedem S
je celd umisténa ve vélci V. Potom lezi bod 8 uvnitf
vilce a ma od v3ech bodi jeho povrchu vzdélenost
vétsi nebo rovnou p. Musi tedy bod S spliovat dvé
podminky; oznaéme je A a B:

A) Bod S musi byt od rovin podstav vilce V vzddlen
o délku vétsi hebo rovnou p. Lezi proto v priniku P
dvou poloprostori: jednoho opa¢ného k (o, O), druhého
opaéného k (¢', 0'), kde body O, O’ jsou stfedy podstav
daného vilee, a to O stied podstavy lezici v roviné =, O’
stfed podstavy leZici v roviné ='; pfitom rovina o || =
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nalezi poloprostoru (=, 0’) a je od roviny n vzdilena
o délku rovnou ¢ a rovina o’ || # patif do poloprostoru
(=, 0) a jeji vzdalenost od roviny =’ je opét p.

Obréacené, zvolime-li libovolny bod S v utvaru P, lze
z bodu § opsat kouli #(8, p), kterd nema spoleéné body
s zadnou z rovin =, #/, nebo se v krajnim piipadé rovi-
ny =z nebo #x’ dotykd. To znamend, Ze prinik P, pokud
neni prazdny, tj. pokud ¢ < »/2, je mnozinou stfedi S
viech koulf x, které spliiuji podminku A.

B) Bod § musf mit od vScch bodi plasté valce V
vzdalenost véts3i nebo rovnou p.

Ptejme se nejdiive na vzddlenosti bodu 8, ktery lezi
uvnitt valce V, od povrck piisluiné valcové plochy.
Tyto vzdalenosti zjistime v roviné u prolozené bodem S
kolmo k povrskam valeové plochy, tj. kolmo k ose o
valee V. Jedné se ztejmé o vzddlenosti bodu S od boda
lezicich na obvodu & kruhového ¥ezu, ktery je prunikem
valce V a roviny u (obr. 2la). Kdyby bod S leZel na
ose 00’ valce V, mél by od v8ech povriek vilce stejnou

Obr. 21a
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vzdélenost r. Lezi-li bod S mimo tise¢ku OO0’, ma pravé
jeden bod T kruznice & od bodu S nejmensi vzdalenost.
Usetka ST délky d < r je obsaZena v roviné w = (8, o).

Usetka ST je také nejkratsi isedkou ze viech tsedek,
které spojuji bod S a libovolny bod plésté valce. Jeji
velikost nazveme vzddlenosti bodu S od plasté valce.

RovnobéZznym posunutim bodu § ve sméru piimky o
tak, aby zistal ve valci V, nebo otoéenim bodu § kolem
pifmky o se jeho vzddlenost d od plasté valce neméni.
Body tak vzniklé vyplnf plast rotadniho valee o ose OO’
a poloméru r — d. Kazdy bod tohoto vilce ma od plasté
véalce V vzdédlenost vétsi nebo rovnou d a soudasné mensi
nebo rovnou r.

Podmince B) je tedy mozno vyhovét jenom tehdy,
kdyz je dany polomér ¢ mensi nebo roven r, takze bod S
patii bud rotaénimu valei V' 0 ose OO’ a poloméru r — p,
kdyz je p < r, nebo patii tisetce OO’ v piipadé r = p.

Obréacené, zvolime-li libovolny bod § tak, aby patiil
do valee V’ (pfipadné tsedce OO’), mé podle piedchozi
dvahy od v8ech bodid plasté vdlce V vzdalenost vétsi
nebo rovnou g a lze z ného opsat kouli %(S, ), kterd
nemd s plastém vélce V Zaddny spoleény bod, nebo se
v krajnim piipadé plasté valce V dotykd. Dospéli jsme
tak k mnoziné stfedd v8ech koulf, které spliuji pod-
minku B).

V priniku obou mnozin P a V’, odvozenych v odstav-
cich A, B, dostdvame uz FeSenf na3i dlohy, aniz je tieba
pro dilkaz tohoto Fedeni jeté ivahu obracet. MnozZinou
hledanych stfedi vSech koulf » naii dlohy je prunik
utvara P a V.

Zdvér: a) Je-li ¢ < r ataké p < v/2, je hledanou mno-
Zinou stfedt viech kouli x vdlec (na obr. 21b je vyznaden
jeho osovy tez) souosy a soustfedény s vdlcem V; jeho
podstavy magji polomér r — g a jeho vijka je v — 2g.
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b) Je-li p < r a p = v/2 (moiné, jen kdyZ je v < 2r),
je hledanou mmnofinou stfedi kouli kruh, a to primik
roviny v, kterd je rovinou soumérnosti rovinové vrstvy
(n, '), a vilce V'. Tento kruh md stfed na pFimce o a polo-

mér r — p.
| | 0, ' [
_AT o 1B a
[ i |
L g | é’
; ef__%
__T Sl 1 &
S I S S N S
i
]
. 5 1 _@
| [ |
S I ! ! &
AT o | B
Obr. 21b

c) Jeli p =1 ap <v/2 (moné, jen kdyt je v > 2r),
je hledanou mmnofinou stfedi iselka PQ leZici na ose o
vdlce V (viz obr. 21b).

d) Je-li p =r a také o = v/2, je hledanou mnofinou
pouze jeden bod, a to stFed vdlce V. Je to stied koule vepsané
rovnostrannému vdlcs V.

e) Je-li o >1r nebo ¢ >v/2, nemd nade uloha Fedent.

Uloha 20. Uréete mnoZinu st¥edi viech kouli o daném
poloméru g, které 1ze celé umistit do kvadru o danych
rozmérech a = b = ¢. [Kvadr, ktery mé tyz stied jako
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dany kvédr, stény rovnobézné se sténami daného kvadru
a rozméry @ — 29, b — 2p, ¢ — 2p.] .

Uloha 21. Je dén rotadni kuzel K, jehoZ podstava m4
polomér » > 0 a jehoZ vyska je v > 0. Urdete mnoZinu
stfedit viech kouli daného poloméru g > 0, které lze
celé umistit do kuZele K. [Rotadén{ kuZel souosy s danym
kuzelem a jemu podobny, piipadné jediny bod v piipadé
o(r + V= + v?) = rv.]
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