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PREDMLUVA
KE DRUHEMU VYDANI

Matematika je tak rozsahld, Ze si ji lidé rozdélili na fadu
specialnich oborii. Tak vznikla algebra, &iselnd teorie,
euklidovska geometrie, topologie, matematicka analyza,
teorie pravdépodobnosti a mnoho dalsich. Také kombina-
torika. Zatneme-li se pidit po pFesném vymezeni téch
specidlnich nazvi, musime pfiznat, Ze neni tak snadné
vést mezi nimi definitivni hraniéni &iry, ba ned4 se ani
jednozna¢né charakterizovat obsah jednotlivych disci-

lin.
P Slovnik spisovné deStiny pro skolu a vefejnost, ktery
vydalo nakladatelstvi Academia r. 1978, vysvétluje
kombinatoriku jako matematicky obor zabyvajicf se
uspofadanim danych prvka do skupin podle jistych
pravidel.

Na skolské urovni se skutedné da Fici, Ze se kombi-
natorika zabyvé studiem raznych vybérd (posloup-
nosti, skupin & sestav), jejichZ éleny jsou prvky dané
(zpravidla koneéné) mnoZiny. Budeme tedy kombinato-
riku hledat v tésném sousedstvi s teorii mnoZin, jejiz
neddvné vitézné tafeni do Skol viech stupiiti nemusi-
me jistd pFili§ popisovat. Vlivem modernizaénich snah
poslednich let dostdva viak st¥edoSkolskd kombinatori-
ka jinou tvafnost, nebof je ovlivnéna jednak prakticky-
mi divody (poéitade, programovanf), jednak potfebou
odstranit zastaralé nepfesnosti v definicfch zakladnich
pojma.



Potitkem Sedesitych let mé povétil Ustfedni vybor
matematické olympiddy, abych pro nase stfedoskolské
studenty napsal knizZku o kombinatorické matematice.
Tak vznikl tento svazedek, ktery po letech pfedkladame
vefejnosti v nové, pfepracované formé. Prvni vydani se
objevilo na trhu r. 1964 a pfedtim se v této edici Zadny
kombinatoricky svazek mnevyskytl. KdyZz jsem kdysi
knfZku plénoval, zaméfil jsem ji sifeji, nez byva zvykem
ve stfedoskolské matematice. Vychazel jsem z tehdejsf
tendence Skoly mladych matematiki poskytovat étena-
Fam v prvni fadé sbirky feSenych pfikladu s vysvétliv-
kami a komentafem. Takovou studijni literaturu totiz
studenti tehdy nejvice potfebovali pfi fefenf tiloh mate-
matické olympiady, v krouZeich i pfi samostatném
studiu, prvni svazky nasi edice mély takovy charakter
a myslim, Ze i v souasnosti je tento typ broZury vitan.
V pozdéjsich letech vysla oviem pro matematickou
olympiadu fada uziteénych kniZek s kombinatorickou
tematikou, jak se o tom jedtd zminfme.

Tato knfzka vychazf od jednoduchych ptikladii a smé-
fuje ke slozitéjsim a méné obvyklym. Na nékterych
ptikladech predvadime dvé ruzné metody Fesen{ a diraz
se klade té%Z na numerické vypoéty. Casto pracujeme
s logaritmickymi tabulkami, ale student muZe nékde
podle svého uvaZeni pouZit i kapesni kalkulad¢ky. Pii
vykladu a p#i Fefeni p¥ikladd p¥ipojujeme na mnoha
mistech obrazek. Piiklady spojuje text, v némz najdete
viechny potfebné definice a bez dikazu rovné% nékteré
dileZité poutky, kterych se pii FeSenf pouZiva. Definice
zde uvadim pro dplnost a pro ¢tenifovo pohodli, i kdyz
vim, Ze je studenti vétSinou znajf ze Skoly. Tuto &ast
knffky jsme v novém vydinf nejvice ménili, nebot
v pribé&hu let se ponékud zmé&nila terminologie, a mate-
matickd olympiida (i naSe kniZnice) mus{ tyto zmény
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respektovat. Spojovaci text obsahuje také poznimky
k probfranym p¥ikladim a upozoriiuje na jejich vzajem-
né souvislosti.

Nékteré matematické pojmy vystupuji na dalsich
strankach s tim, Ze je bereme jako znamé. Nedefinujeme
napt. uspofadanou a neuspofidanou n-tici sestavenou
z prvki dané mnoZiny, nebof bychom tim pferuovali
vyklad a odbodovali bychom od tématu. Ten, kdo citf
potfebu uptesnit si tyto slovni obraty, nalezne vysvét-
lenf v dalsich Fadecich této pFedmluvy

Pojem poi'a,di n prvka odpovida star§$imu terminu
permutace, coz je slovo rezervované nyni pro potfeby
a.lgebry (V algebte se permutace definuje jako zobrazeni
mnoZiny na sebe.) V prvnf kapitole této knfzky definu-
jeme pofadi jako uspofadanou n-tici obsahujici kaidy
prvek dané n-prvkové mnoZiny pravé jednou. Slovnf
obrat usporfddand n-tice u% v kniZce na zminéném mists,
jak Fedeno, bliZe nevysvétlujeme a piedpokladime, Ze ho
stenaf znd ze skoly (jde o synonymum s konedénou po-
sloupnostf). V dal$im vykladu narazite i na termin
neuspofddana n-tice, a to v zavéru kapitoly tieti,
kde se definuji kombinace s opakovanim. Zdalo by se
z nazoru, %e neuspofadana n-tice je pojem jednodussi,
a Ze se dé tedy snaze definovat nez n-tice uspofadand.
Je tomu v8ak naopak, jak si hned ukiZeme. Definici
neuspotidané n-tice opfeme o pojem n-tice uspofadané
takto:

Necht je dina mnoZina M a ptirozené éislo n. Neuspo-
fddand n-tice prvkl mmoziny M je mnoZina vsech
navzajem ekvivalentnich uspofadanych n-tic prvka
mnoZiny M. Pfitom usporiadané n-tice

(al’ a2! Qyy -+ -, au)) (bh bzs bSy LN ] bn)
se nazyvaji ekvivalentnt, existuje-li permutace ¢ mnoziny
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{1,2,8,...,n}
tak, Ze platf

a; = by
prot =1,2,3,...,n.

Nezaleknéte se, prosim, této strohé matematické
definice. Kdy? si ji promyslite, zjistite, Ze F{kd pFesnymi
slovy to, co si kaidy pod neuspofidanou n-tici pred-
stavuje intuitivné. S intuici ostatné vystadite i ve tfeti
kapitole, aZ zminéna latka prijde na program.

Jak nazev kniZky napovidd, vychidzime z obvyklé
definice faktoridlu a kombinaéniho &fsla a vSimame si
nejen toho, jak se tyto pojmy vyuzivaji v tradiéni stfedo-
Skolské kombinatorice, ale ukazujeme téZ souvislosti
8 &iselnou teorif, elementarni geometrif, matematickou
statistikou, teorii pravdépodobnosti a matematickou
analyzou. Pro maly rozsah knizky se viech téchto aspek-
ti muZeme dotknout jen letmo. Tak napf. z matema-
tické statistiky probirame v 3esté kapitole jen pFiklady
z teorie vybérovych setfeni z koneénych mnozin. Za-
véreéna kapitola s ndzvem Ruzné trochu vybobuje ze
sméru, ktery naznaduje nazev naseho svazku, ale pii-
klady a tlohy tam uvedené maji také kombinatoricky
charakter (latinské &tverce, Wythoffova tloha, Lang-
fordiv problém), a tak sem tematicky p¥ece jen trochu
patii.

Pfi vykladu se vsude predpoklada pouze znalost
stredoskolské matematiky. Ditkaz matematickou induk-
ci by mél byt béind znam kaidému fesiteli matematické
olympiddy, vidyt v soutézi je stdle mnoho tloh, kde se
tato metoda potfebuje. Nade edice miZe zdjemelim na-
bidnout péknou kniizku A. Vrby, kterd vysla r. 1977
pod nazvem Princip matematické indukce jako 40, sva-
zek.*)
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V8ude se snaZime zistat s vykladem na elementirni
drovni a z toho divodu napf. pki zdpise soudtovych
vzored neuZfvime sumadnfho znaménka. Vypsini sou-
étovych vzorel i s onémi povéstnymi nékolika tetkami
se mi zdd pro zadatednika pistupndjsi.

Aby si ¢tenaf mohl litku procvidit, pfipojili jsme za
kaZdou kapitolu jesté nékolik nerozifeSenych tloh. Je-
jich vysledky nebo struéné navody jsme sice uvedli
v zdvéredné dasti broZury, pouZivejte jich ale jen pro
kontrolu svého vlastnfho feSeni nebo nebudete-li si
védét s ilohou rady. Nékteré tlohy maji jen cviény
charakter a jen mald ¢ast je urdena naro¢néjsim.

KniZka konéi seznamem dalsf doporudené literatury,
kterd souvisf s probfranou latkou. Zde zafazujeme nej-
prve svazky, jez vysly na blizké téma v edici Skola mla-
dych matematikii, pak dalsf &eské a slovenské prameny,
a konednd i nékolik knih z literatury cizojazyéné. Je
vidét, Ze se literirn{ odkazy neomezuji jen na klasickou
8kolskou kombinatoriku, ale tvoff 8irsf spektrum.

Prvni vydénf Faktoridla a kombinaénich®fsel recen-
zovali prof, RNDr. Karel Hrusa (1905—1971) a RNDr.
Zbynék Sidak, DrSe. I po letech, kdy ptipravuji do
tisku nové vyddnf, vzpomindm na spolupréci s nimi
a jsem jim obéma zavazin za mnohé pfipominky a zlep-
enf, kterych jsem vyuZil i v nové verzi. Prvnimu recen-
zentu viak bohuZel dik osobné vyjad¥it nemohu, nebot
jeho Zivotni drahu uZ s definitivni platnosti vymezujf
dva letopotty.

Nejaktualnéjsi podékovéni patéf RNDr. Karlu Ho-
rdkovi, CSe., a RNDr. Antoninu Vrbovi, CSc., ktefi

*) Zmindny svazek obsahuje také znadny polet kombinato-
rickych iloh, a proto jsme jej zafadili 1 do seznamu doporuéené
literatury na konci této publikace.



recenzovali toto nové vydani a vénovali pfipravované-
mu svazku velkou pééi. Druhy ze jmenovanych recen-
zentll se mnou po technické strance spolupracoval uz na
rukopise prvniho vydanf pfed dvaceti roky, tehdy jesté
jako posluchad matematicko-fyzikdlni fakulty Karlovy
univerzity, a tak je jeho zisluha o zdar dfla dvojnasobna.

Jirt Sedldéek



1. kapitola

FAKTORIAL
PRIROZENEHO CISLA

Aby nevzniklo nedorozuméni, pfipominime hned na
zadatku této kniZky, Ze piirozenym éislem zde rozumime
¢islo celé kladné. Prirozena é&fsla jsou tedy

1,2,3,4,5,6,7, ...
Na stfedni 8kole se definuje faktoridl pfirozeného
¢isla, coZ je pojem uZiteény v mnoha kombinatorickych
tvahdch i v jinych &istech matematiky. Jeho potfebnost

si uvédomime pfi éetbd daldich stranek. Je-li dano pfi-
rozené &fislo n vétsi nez 1, pak soudin

1.2.3.4 ... (n—1).n

zapisujeme struéné n! a d¢teme n faktoridl. Definici
symbolu n! rozdifujeme i na pfipady » =0 a n =1
a klademe

ol=1, 1l=1.

Pro malé hodnoty » je mozno faktorialy celkem snad-
no vypoditat. Vysledek ukazuje tato tabulka:

n|0|1|2]3] 4| 5| 6] 1] 8| 9| 10
n!|1]1]2]6]24|120|720| 5040 | 40 320 362 880 | 3 628 800

Podrobnéjsi prehled faktoriali se najde ve vétsind
matematickych tabulek. Tak napf. Pélimisiné tabulky
logaritmické, které pred lety sestavii M. Valouch
a M. A. Valouch pro potfeby nékdejsich st¥ednfoh
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8kol, uvadéji faktoridly vSech pfirozenych &fsel od 1 do
30 a také jejich rozklady v soudin prvoéisel. Kromé
toho jsou v této knize rovnéz dekadické logaritmy fakto-
rialt aZ do log 200! s mantisou zaokrouhlenou na deset
desetinnych mist.

Pro tddely védecké viak mnohdy ani takova tabulka
nestaéi. V r. 1944 vydal H. S. Uhler knfZku s nazvem
Exact values of the first 200 factorials, kde shrnul hodnoty
n! pro pfirozens &sla n < 200. TentyZ autor vypodetl
pak jestd pozdéji n! pro éisla n z intervalu od 201 do 300,
a roku 1956 uvefejnil v ¢asopise Scripta Mathematica
dokonce hodnotu 1000!, coZ je é&islo majicf v desitkové
soustavé 2568 cifer. To oviem uZ miZeme oznadit za
poétafskou kuriozitu a neméa praktickou cenu, aby se
nékdo snaZil tento vykon pfekonat. Neni totiZ tak dile-
Zité, abychom znali pfesné hodnoty velkych faktoriald,
daleko uZiteénéjsi je poznat zakladnf vlastnosti tohoto
matematického pojmu a umét s nim pracovat.

Abychom se s faktoriily bliZe seznamili, zadneme né-
kolika piiklady.
Priklad 1. Rozhodnéte, které ze dvou d&fsel
A = 500! 4 503!, B = 501! 4 502!
jo vétsi.
Redend. Zde se vyskytujf piilis velka &isla, a nemtZeme

se tedy o vysledku piesvédéit pfimym vypoétem. Po-
miiZeme si proto jinak. Prvni z ¢isel vyjadfime ve tvaru

500! + 503! = 500! (1 4+ 501.502.503)
a druhé ve tvaru

5011 + 502! = 500! (501 -+ 501.502).
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Stadéf nynf porovnat &slo

x =1+ 501.502.503
s éislem
¥ = 501 + 501.502.

Ani zde v8ak nemusime jesté numericky poéitat, ale
pomuzZeme si opét jednoduchym obratem. Ve vyrazu pro
y vytkneme 501, takZe mame

y = 501(1 + 502) = 501.503.
Dile je zFejmé, Ze
x > 501.502.503,
takZe mame z > y.

Odpov¥d. Cislo A je v&tsi ne? &fslo B.
Podivime se nyni na jiny pfiklad.

Pfiklad 2. Nechf n je ptirozené ¢&islo. Ovéite si, Ze plati
(n —1)! (2n4-1)! 6n 46
m+1)! T 2+ 2m(n+1) (2n+3)
Redeni. Prvni zlomek na levé strand muZeme zkratit

tislem (n — 1)!, druhy é&islem (2n + 1)I. Leva strana
uvazovaného vzorce ma pak tvar

1 1
Mt D) 2w E D) @nt3)

Uvedeme zlomky je$té na spoledného jmenovatele,
jimz je éislo

2n(n + 1) (2n 4 3).
Po vipravé dostdviame vysledek
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5n + 6
2n(n + 1) (2n 4 3) °’

ktery se rovna pravé strané dokazovaného vzorce.
Provedte si pomocné vypoéty sami podrobné.

Dalsi dva piiklady, v nich% se pracuje s faktoridlem,
patif tak trochu do diselné teorie. O tom, ktery hned
nasleduje, bude jesté zminka v dalsich ivahach.

P¥iklad 3. Urdete, kolika nulami kondf (p¥i zapise
v desitkové soustavé) &islo 300!,

ERedent. Cislo 300! je soudinem viech pFirozenych &sel
od 1 do 300. V&imnéme si zde té€ch &initell, které jsou
délitelné péti. Jsou to éfsla 5, 10, 15, 20, ..., 295, 300.
Téchto ¢&isel je ziejmé 60. Musime si viak uvédomit, Ze
mezi témito uvaZovanymi é&isly byla zahrnuta také &isla
25, 50, 75 . .., 275, 300, z nichZ kazdé je délitelné &islem
52. Tato skupina ¢fsel obsahuje zfejmé 12 prvki. Koneé-
nd je nutno uvazit, ze jsou zde &isla 125 a 250, jeZ jsou
délitelnd &fslem 53

Celkem jsme tedy zjistili, Ze &islo 300! je délitelné
mocninou 5%7%12*2 tj. 5%, Z na§i Gvahy té% vyplyva,
Ze 300! nenf délitelné mocninou 5. Polovina z &isel
1,2, 3, ..., 300 je sudych, takZze 300! je jisté délitelné
mocninou 215, Z toho vyplyva, ze 300! je délitelné moc-
ninou 1074, av8ak nen{ délitelné mocninou 1075,

Odpovéd. Cislo 300! kon¥ 74 nulami.
Priklad 4. UkaiZte, Ze &fslo 18! -- 1 je délitelné é&fslem
23.

BRedent. Méme-li po ruce vhodné tabulky, miZeme
v nich vyhledat, Ze platf
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18! = 6 402 373 705 728 000.
Pak budeme délit
6 402 373 705 728 001 : 23.

Ctena¥ vidf, Ze tato cesta pro diikaz nadeho tvrzenf je
dosti pracna, i kdyZ jsme vétSinu namahy ,,pfenechali*
tabulkdm. Nemame-li po ruce piisludné tabulky, musi-
me hledat jiny zplisob Fesenif. UkdZeme si, jak lze
postupovat v tomto piipadé.

Ztejm8 je 4! =24 =23 + 1
a dale*)
6! = (41).30 = (23 +1).(23 + 7) = 232 + 8.23 + 7 =
= 23¢ + 7.
Podobné potitime déle

(61).56 = (23¢ + 7).(23.2 + 10 )= +1,
+ 21)

10! = (8!).90 = (23 + 1).(23.3 = 23¢ + 21,

12! = (10!).132 = (23¢ + 21).(23.5 + 17) = 23d +12,

14! = (121).182 = (23d + 12).(23.7 + 21) = 23¢ + 22,

16! = (141).240 = (23¢ + 22).(23.10 -+ 10) = 23f + 13,
18! = (161).306 = (23f + 13).(23.13 + 7) = 23¢ -+ 22.

Zavérem tedy nachazime
18! + 1 = 23¢g + 23 = 23(g + 1),
¢imz je prokazano, Ze ¢&islo 18! 4 1 je délitelné &islem 23,

Otézka, s niZ jsme se setkali v pfedchazejicim piikladé,
souvisf s tzv. Wilsonovou vétou**), kterd zni takto:

*) Pismena a, b, ¢, ..., ¢ v dalsi ivaze znamnenaji vhodnéd
pfirozend &fsla.
**) Ndzev véty pripomind Johna Wilsona (1741—1793).
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Cislo (p —1)! + 1 je dé&litelné &slem p prdvd tehdy,
je-li p prvocislo.

Toto tvrzenf zde nebudeme dokazovat, nebof bychom
se tim dostali pifli§ daleko do oblasti &iselné teorie
a odbodili tak od cile, ktery si klade tato kniZka. V8im-
néme si jen, co plyne z Wilsonovy véty pro éislo 18! + 1,
Cislo 19 je prvodislo, a je tedy 18! 4 1 délitelné &islem
19. Ptipojime-li to k vysledku minulého pitikladu, dosta-
vame: Cislo 18! 4+ 1 je délitelné soudinem 19.23 &ili
dislem 437,

Ptipomefime si nyni jeden daleZity kombinatoricky
pojem, ktery se bude v dalsfch tivahach dasté&ji vyskyto-
vat. Je to pojem pofadi. Necht n je pfirozené é&fslo
a necht je dana kone¢ni mnoZina N sloZend z n prvki.
Poradi*) téchto n prvku je uspofadand n-tice obsahujfef
kazdy prvek mnoziny N priavé jednou. Podet vsech
pofadi » prvkia budeme oznadovat P(n). Di se dokédzat,
Ze pro P(n) plati tento vzoreo:

P(n) = nl.
Vytesfme si dva ilustraéni piklady.

Piiklad 5. Je déna mnoZina
{1,2,3,...,m— 1, m}.

Kolik muZeme z t8chto m prvku sestavit poradi tako-
vych, Ze lichd &fsla jsou na mistech lichych a sudé na
mistech sudych? (Lichym mistem v potadi (a,, a,, ...,

*) Jak jsme Fekli ut v pfedmluvs, ve Skolskych uéebnicich se
pro pofadi uzivd té% ndzev permutace. ProtoZe toto slovo slouzi
v algebfe v trochu odlidiném smyelu, nemluvime na téchto
strdnkdch o permutacfch, ale o pofadich.
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<<+, Oy) rozumime to, jeZ pislusf prvku a; s lichym
indexem g, Obdobné definujeme misto sudé.)

B ReSeni. Polet vSech uvaiovanych pofadi oznadme
P(m) a rozlisujme dva piipady. Nejprve necht m je sudé
a pak necht m je liché.
a) Je-li m = 2k, mame v dané mnoZiné k lichych &fsel
1,3,6,17 ...,2k—1
a také k sudych défsel
2,4,6,8, ...,2k.

Nejdfive umistéme lichd &sla na lichd mista; to je
moZné k! zpisoby. Na sudych mistech maji byt ¢isla suda
a ta muiZeme umistit také k! zpasoby. Pro celkovy podet
pofadi tedy mame

Pim) = Kbkl = (k).

b) Je-lim = 2k — 1, pak v uvafované mnoziné existu-
je k lichych &fsel

1,383,567 ...,2k—1;

ta miZeme na lichd mista zafadit k| zpisoby. Sudych
disel
2,4,6,8,...,2k—2

je pouze k — 1, tak¥e k jejich zafazenif mame (k — 1)!
moznosti. Vychazf tedy

P(m) = kl.(k— 1),
Odpovéd. Je-li m sudé, potom platf

P(m)= [[%] l]’;
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je-li m liché, je
Pim) = [m ;‘ 1] . [’"2_ l] !

Ctenaf si mazZe uvddomit, Ze ze vzorce P(m) = m! a ze
dvou vzorcl pravé odvozenych plynou tyto nerovnosti:

2
m! > ([%]'] pro m sudé;

m! g[m+ 1]!.[’”;1]! pro m liché,

2

Rozmyslete si sami, proé¢ v prvof z téchto nerovnosti
je znaménko >, kdeito ve druhé =,

Nyni jeden ptiklad s geometrickym namétem,

Piiklad 6. V roviné je dan konvexni n-thelnik
A, 4,45 ... A, (kde n = 4) se viemi svymi Ghlopiitka-
mi. Kolika zpisoby mtzZeme projit véechny jeho vrcholy
tak, Ze vyjdeme z vrcholu 4,, postupujeme po stranach
nebo thlopii¢kach, kazdy z vrcholi

A2v As» Ab ey An—l
projdeme pravé jednou a skonéime ve vrcholu 4,,?
Redent. Tvotime vlastnd pofadi z n prvka (vrcholi
mnohotihelnika), ptidem#z A, se vidycky vyskytuje na
prvnim misté a A4, na misté poslednim. Dva prvky jsou

tedy pevné, kdeZto zbyvajici n — 2 prvky nikoliv. Hle-
dany podet je tedy

Pn—2) =(n—2)!.

Vyili jsme z koneéné mnoZiny N, ktera méla n prvki,
a definovali jsme pofadf téchto n prvku jako uspofida-
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nou n-tici obsahujict kazdy prvek mnoziny N privé
jednou. Casto se vyskytuje jiny piiklad: Zkouméme
uspofddané n-tice, v nichz se jeden prvek opakuje
r-krit (2 < r < n) a kazdy dals3f pravé jednou. Mnozina,
ze které tyto m-tice vybirime, mi tedy n—r 4 1
prvka. Jak vime ze 8koly, pro polet téchto porfadi
8 opakovdnim*) plati vzorec
n!
P(n;r) = e

Dejme tomu, Ze zkoumame uspofidané n-tice, v nichZ
se jeden z prvka opakuje r-krit, druhy s-krat (r = 2,
8§ =2, r+ s =<n) a kaidy dalsi prvek pravé jednou.
Mno#ina, z niz n-tice vybframe, ma tedy n —r — s -+ 2
prvki. Potom podet téchto pofadi s opakovanim je

n!
P(n;r,s) =1:'—.;|‘.

Potadi s opakovanim si pfipomerime na jednom pfi-
kladé.

Priklad 7. Uréete podet viech ¢tyfcifernych &isel déli-
telnych deviti, kterd miZeme napsat uZitim &fslic
0,1,25,7.
Pfitom se mohou é&fslice v ¢&isle i opakovat.
Redeni. Vzpomeneme si nejprve na znak délitelnosti

dslem 9. Cislo (v desftkové soustavd) je délitelné deviti
pravé tehdy, je-li jeho ciferny soudet délitelny deviti.

*) Je-li to nutné, muzeme p¥i pofadi, v nich# se katdy prvek
vyskytuje pr4ve jednou, vyslovnd zdiraznit, e jde o pofadi
bezopakovénj,

17



V naSem pfipadé ptichazejf v iivahu pouze ciferné soudty
9 nebo 18, nebot ciferny soudet 27 nelze pomoef danych
¢islic vytvofit (a samozfejmé nemizeme vytvofit ani
soutty 36, 45, ...).

Kolika zpisoby lze v nasem p¥padé vytvofit soudet
9 ? Nejprve nebudeme hledét na pofadi a v zapisech uspo-
faddme jednotlivé sditance podle velikosti ,,sestupné*‘.
Platf

9=74+2+040, 9
9=5+24+240, 9
Podobné pro soudet 18 najdeme

18=74+74+24+2, 18=7+545+1.
Vratme se tedy k zdpisu 9 =7 + 2 + 0 4 0. Kolik
ttytoifernych ¢isel lze napsat, mame-li uZit &islic 7, 2,
0, 0? Zde tvofime pofadi s opakovanim, v nichZ se jeden
prvek opakuje dvakrat. Polet téchto pofadi urduje &islo
4!
2—! =
Z tohoto podtu musime oviem vyloudit &tyfeiferné za-
Pisy, jeZ maji na prvnim misté zleva nulu. Kolik je té&chto
piipada? Ze zbyvajicich t¥i prvkia 0, 2 a 7 tvofime troj-
ciferné zapisy a téch je 3! = 6. Zapisu
9=7+2+04+0
odpovida tedy 12 — 6 = 6 piipadu.
Podobné zjistime, Ze zapisu

9=7+1+140

12,

odpovida podet
4! 3!

si—g=12—3=09.
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Stejny vysledek dostaneme zFejmé i pro zapis
=542+ 24 0.
Kolik &tyicifernych &isel se odvodi ze zapisu
9=54+24+1412
Je jich zfejmé
4!

21

=12,

Zatim jsme tedy zjistili, Ze se pro ciferny soudet 9 di
najit celkem 36 piipadi.
Nynf uvazujme o ciferném souétu 18, Vyjadieni
I8 =7T+4+7+2+2

odpovidaji zipisy, v nichZ se sedmidka opakuje dvakrat

a dvojka také dvakrat. Polet takovych &tykcifernych
tisel se tedy rovna ¢&islu

‘41 ,

P

Kone&né vztahu
18=7+5+5+1
odpovida
41
2!
piipadi. Pro ciferny soudet 18 jsme tedy celkem nasli 18
piipadi.

Odpovéd. Z danych ¢&islic se da sestavit celkem 54
ttyfeifernych &fsel délitelnych deviti.

=12

Pfipomenme si dalsi kombinatoricky pojem. Dejme
tomu, %e jsou dina pFirozend &fsla k, n, pro néZ plati
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k =< n. Nechf je dina koneéna mnoZina N sloZend z n
prvki; k-prokovd variace z n prvki mnoziny N je uspo-
fadana k-tice obsahujici kaZdy prvck mnoziny N nej-
vySe jednou. Poéet vsech k-prvkovych variaci z n prvki
oznadime Vi (n). Da se dokazat, Ze pro & > 1 plati
Viln) =n(n—1)(n—2) ... (n —k + 1)
aprok =1je
Vi(n) = n.

Pouzijeme-li faktorialt, miZzeme &slo V,(n) vyjadiit
takto:
. n!
Vi(n) = n—H
Podle stari{ terminologie se k-prvkovym variacim
z n prvki iika variace k-té t¥idy z n proka. Toto slovni
vyjadfeni budeme v této knizce téZ obdas pouzivat.
Srovname-li definici variaci s definief pofadi, kterou
jsme zde uvedli o nékolik stranek difve, vidime, Ze po-
Fadi (bez opakovani) jsou zvldstnfm pfipadem variaci.
Dostaneme je pro k = n.

Naésleduje jeden piiklad o variacich.

Priklad 8. Tiida, v niZ je 26 mist (obr. 1), ma 24 Zaku.
Kolika zptisoby je mozno sestavit zasedaci pofadek ?

Relent. Predstavme si nejdiive, %e jsme jednotlivd
mista ve tfidé oéislovali tak, jak ukazuje obr. 1. Tato
mista necht tvofi mnoZinu N. Dale si pfedstavme, Ze
i Zaci jsou po Fadé odfslovani, takZe dostanou napf. ozna-
dend

2 23,23, .. -5 %2,

Vytvolit néjaky zasedacf pofadek znamena pfifadit
ka¥dému Zdku z; néjeky prvek mnoziny N ¢&ili sestrojit
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1 2 13 14
3 4 15 16
5 17 18
7 19 20
9] 10 21 22
11| 12 23 | 24
25 | 26
A B
Obr. 1

24-prvkovou variaci z 26 prvki. Polet viech téchto

variacf je

26!

Vi(26) = 26.25.24 ... 5.4.3 = .
Nynf k numerickému vypoétu. Podle tabulek je

26! = 403 291 461 126 605 635 584 000 000,

takZe pro hledany podet mame vysledek
201 645 730 563 302 817 792 000 000.

Ptiklad 8 muZeme oviem Fesit i tak, Ze pouZijeme
pofadi s opakovanim. Rozmyslete si postup sami.

Tuto kapitolu ukonéi p¥iklad trochu jiného druhu.
Budeme se zabyvat rovnici, v niZ za neznamé z, y, z, ¢
pfipoustime jen pfirozena &isla. Jak snad vite, v ¢iselné
teorii se takova iloha nazyva diofantovska rovnice*).
V té, kterou budeme rozebirat, se vyskytnou faktorialy.

*) Oznadeni diofantovské rovnice nam ptipomind Diofanta
%z Alexandrie, ktery Zil okolo r. 275 n. 1. N8kdy se nezndmé
v diofantovské rovnici omezuji téz na &isla celd, jindy na celd
nezéporné apod.
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Piklad 9 je trochu myslenkové naroénéjsi, a proto
doporudujeme, abyste si FeSenf dob¥e promysleli.

Piiklad 9. Je dana rovnice
al.yl.z! =t (1)
UkaZte, Ze existuje nekoneéné mnoho &tvetic pfirozenych

tsel z, y, z, t vétdich nez 1 takovych, Ze vyhovujf rov-
nici (1).

Refeni. Zvolme libovolné ptirozené &islo n > 2%)
a poloZzme x =n, y =n!—1, z = (n!)! — 1. Soudin
z!.y! lze pak psat jako
n!.1.2.3 ... (0! —2) (n! — 1) = (m))!.
Podobné pro z! y! z! mame

[(n)!1].1.2.3 ... [(a)! — 2].[(n)! — 1] = [(nD)!]!.
Pro takto zvolenou trojici piirozenych ¢isel z, y, z vycha-
zf tedy ¢ = (n!)!. ProtoZe takovou konstrukei lze provést
pro libovolné pfirozené ¢islo n > 2, je vidét, Ze rovnici
(1) skuteéné vyhovuje nekoneéné mnoho &tvetic ptiroze-
nych &fsel vétsich nez 1.

Zamysleme se jesté nad predchazejicim prikladem.
V FeSeni jsme si ukazali, Ze existuje nekone¢né mnoho
pozadovanych &tvefic, ale nezabyvali jsme se otdzkou,
zda jsme postupem uvedenym v pfedchazejicich Fadcich
vyderpali vBechna feSenf rovnice (1). Je zFejmé, Ze jsme
mohli zadit tfeba tak, Ze poloZime napt.

y=mn, z=nl—1, z=@)—1,
coz znamend vlastné zaménu pismen z, y, z v ptedchaze-

*) Z dal&i ivahy pochopime, prod se zde omezujeme na piipad
n > 2, Je to proto, aby v tiivaze vystupovala jen pfirozend &isla
vOtsi nez 1.
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jief konstrukci. To je jedna moZnost, ale snad existuji
1 feseni jiného typu (podivejte se na tilohu 1, kters nésle-
duje za touto kapitolou). Kdybychom hledali viechny
¢tvefice pFirozenych é&isel z, y, 2, ¢, jeZ vyhovuji rovnici
(1), byl by to urgité sloZitéjdi a obtiZndjsf kol ne3 to,
¢im se zabyval nas piiklad.

Ulohy

1. Ovéfte si, Ze platf tyto rovnosti:
a) 71.31.31.2! = 9!;
b) 7!.6! = 10!;
c) 71.51.3! = 10!;
d) 14!.5!.2! = 16!,

2. Rozhodnéte, které ze dvou é&isel 5001.503! a 501!.
.502! je veétai.

3. Dokaite, Ze pro kaZdé ptirozené &fslo n plati
a)nl.(n 4 3)! > (n 4+ !.(n 4+ 2)!;
byal 4 (n + 3)! > (= + D!+ (»n + 2)!.

4. DokaZte spravnost téchto vzorci:*)
(L)1 + (@24 303+ .. o+ (nD).m =

=(n + l)l —
n—1 1_

b)ﬁ + + s n! =1-n!'

b. Mam sedm knih deskych a p&t slovenskych. Kolika
zplsoby je mohu postavit do ¥ady na policku tak, Ze

*) Zde n znadi pfirozené &islo.
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nejprve jsou zafazeny viechny knihy &eské a pak vdech-
ny slovenské?

6. Vrcholy konvexniho n-thelnfika z pfikladu 6 mame
projit tak, Ze zaéneme v A,, postupujeme po stranach
nebo uhlopi"iékach kazdy z vrcholt 4, Ay, A4,, ..., 4,
projdeme pravé jednou a skondfme v 4,. Kolika zpusoby

je to moZné?

7. Je dana krychle ABCDA'B'C’D’ (viz obr. 2). Roz-
hodnéte, zda muzeme projit jeji vrcholy tak, Ze vyjdeme
z A, jdeme po hranach krychle, kaZdy z vrcholu B, D,
A’, B', C', D' projdeme pravé jednou a skondime ve
vrcholu C.*)

o c’

Obr. 2

8. Je dana rovnice
zl.yl.zltt = ul.
*) V této uloze hleddme tedy poradi osmi prvka 4, B, C, D,
A', B', C', D’ takova, %e A4 stoji na misté prvnim, 0 na misté
osmém a ka%dé dva po sobd jdouci prvky znamenajf presné to,
%e v obr. 2 existuje mezi pfislusnymi vrcholy hrana.
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UkaZte, %e existuje nekoneéné mnoho pétic pFirozenych
tsel z, y, 2, ¢, « vétsich neZ 1 takovych, Ze vyhovuji dané
rovnici.
9. Je dina rovnice
z! + y! =2l
Urdete vdechny trojice pfirozenych é&isel z, ¥, 2, jeZ vyho-

vuji dané rovnici.

10. Urdete nejmensf ptirozené &islo z, které ma tuto
vlastnost: Neni mozZno najit Zadné pfirozené &fslo n tak,
%e n! mé v desitkové soustavé praveé z éislic.
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2. kapitola

KOMBINACNI
¢isLo

Pfipomerime si nejprve definici znamou ze Skoly. Jsou
diana ptirozena ¢&isla k, n, pfitemz k& < n. Potom kla-
deme

(1) = 7=

coz lze pro k > 1 vyjadtit téZz ve tvaru

n nn—1)(n—2)...n—k+1)
(k]= 1.2.3... &

a pro k = 1 ve tvaru
[1 = —1 = nNn.

Cislo (Z] tteme ,,n nad &k a nazyvame kombinaéni &slo

neboli binomicky koeficient. Definice kombinadnfho &sla
se rozdifuje i pro k¥ = 0 a klade se

(-

pro kaZdé p¥irozené ¢fslo n. Dalsfm rozsffenfm jo

(-

Kombinaéni &islo se nékdy definuje i pro ta pFirozend
&isla k, n, pro néz platf k > n. Potom klademe
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(-0

V nékolika piikladech si vSimneme aritmetickych
vlastnosti kombinaénich é&isel.

Budeme zde pracovat se dvéma vzorci, které jsme si
odvozovali ve 8kole. Jsou to vzorce

()= 7))+ () = 1)

které plati pro libovolna cela &isla k, n, spliiujici vatah
0k =n.

Priklad 10. Jsou déna kombinadni isla (500],,[439).

490
Rozhodnéte, které z nich je vétéi.

Redeni. Nejprve upravime prvni kombinadni &fslo.
Platf

500)_[ 500 500y 500.499 ... 491
490) — 500—10] ( ] 1.2.3. Y23, 10

Pro druhé kombinadni &islo mame
(499) _ 499.498 ... 491

9 1.2.3...9
Plati

[500 _ 500 (499) [499]
10)“16'(9]_ ‘L9 )

takze &fslo [ 1%0] je padesatkrat vétai neZ éislo [439]-

Odpoved. Cislo (500

T SRR 499
490]]e vétsf nez dislo [ ]

9
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Piiklad 11. Jsou ddna pFirozena é&fsla m, n. Dokazte,

ze plati
"B o

Redeni. Vyjdeme z definice kombina&niho é&isla a bude-
me nejprve upravovat levou stranu vzorce (1). Abychom
nemuseli pracovat se zapisy, ve kterych se vyskytuji
zlomky, vypoéteme nejprve

6.[m+n'=(m»{—n)(m+n—l)(1n+n—2)=

3
= m? 4 3Imn + 3Imn? + n® — 3m2 — 6mn — In? 4+
+ 2m <+ 2n;
podobné je

6. (7;] = m?— 3m?® + 2m,

6. [:’] = nd — 3n? 4- 2n.

Pro tdpravu levé strany vzorce (1) vypodteme tedy

N RIE RIS

1
takze levi strana rovnosti (1) je 3 mn (m +n—2). Na

tento tvar viak snadno pfevedeme i pravou stranu vzor-
ce (1) a tim je jeho platnost prokazana.

Poznamenecjme, Ze se ke vzorci (1) jesté vratime pozdé-
ji. Uvidime, Ze nam tento vzorec vyplyne jako snadny
diuisledek jedné geometrické tivahy. Nyni se vSak zaby-
vejme jesté dalsimi pfiklady o kombinadénich é&islech.
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Priklad 12. Je dano ptirozené éislo r; polozme szl ;) .
Dokaite, Ze platf

(&)= (%)

Redent. Upravujeme kombinadni é&fslo
(] 1 rr—1) r(r—1)—2
0 .

_1__
se—1) 2 2

V poslednim &itateli lze psit*)
rir—1)—2=92—¢r—2=(+1)F—2).
Plati tedy

([-ebesn (1),

coZ jsme méli dokdzat.

Piiklad 13. Urgete ptirozené &islo n tak, aby platilo

n n 4 2 n + 4 nd
B)+("57)+ (05 ) =5+
Eedeni. Podle definice kombinagniho &isla upravime
nejprve levou stranu dané rovnice. Dostavame

n(n—lz‘)(n—2)+(n+2)t(;n+1)n +

+(n+4)(n+3)(n+2)
6 »

*) Pfi vpravd 1ze pouiit pomoené kvadratické rovnice r? —
—r—2 = 0, kterd mé kofeny r = —1, r = 2,
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coZ po malé tpravd divi
1
§(n$ + 3n? 4 10n + 8).
Dané rovnice se tim pievede na tvar
3
-_;(ns + 302 + 109 + 8)=% + 88,
co% po tpravé vede na kvadratickou rovnici

3n% + 10n — 168 = 0.

Snadny vypolet ukazuje, Ze kofeny této rovnice jsou
n==6mn= — —2~-
’ 3
Vysledek n = 6 vyhovuje zfejmé podminkdm nasf ilohy,
zatimco druhy kofen rovnice neni éislo ptirozené, a proto
nemiuZe byt ani feSenfm nasi tlohy.

Odpovéd. Hledané ptirozené &fslo je n = 6.

Dalsi piiklad souvisi s teorif &isel. Je zajimavy sam
o sobé, ale zafadili jsme jej sem proto, Ze jej budeme
jeSté potiebovat v dalsich dvahdch jako pomocnou
vétu.

Priklad 14. Je dédno prvodislo p. Dokaite, Ze kaZdé
z kombinaénich &sel

B)-6G)-6) (2
1)'2)'3) " lp—1
je délitelné &islem p.
Redeni. Uvazujme kombinalni &islo [{] Jkdel £k <
=p—L
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Napisme je jako zlomek

pp—l)(@p—2)...(p—k+ 1)
1.2.3...k

Ve jmenovateli se nevyskytuje &initel p, takZe jmenova-
tel tohoto zlomku nenf délitelny prvotislem p. Citatel je
oviem timto prvoéislem délitelny a z toho uz plyne tvrze-
nf, které jsme méli dokazat.

V dalsfm piikladé budeme pot¥ebovat matematickou
indukei.

Piiklad 15. Jsou ddna pfirozena ¢isla k, n. Dokaite,
Ze platf

O AN A
(i)

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukef
podle n. V celé tivaze budeme pfedpokladat, Ze ptirozené
dslo k je libovolné pevné dané. Pro n = 1 médme vztah

k +[k +1 k42
-6
o jehoZ platnosti se miiZeme pFesvédéit velmi snadno.
Predpokladejme tedy, Ze pro nékteré pfirozené ¥fslo n
na8 vztah plati, a budeme dokazovat obdobny vztah pro

dislo n 4+ 1. V tomto novém vztahu se leva strana lisf od
ptvodnfho vzorce jen tim, Ze zde mame na konci jesté

kombinaéni &slo lk T ;: + 1]ja.ko posledni sé&itanec.
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Podle indukéniho piedpokladu lze tedy levou stranu vy-
jadiit ve tvaru

E+n+1 k+nt+1

( k1 ] +( ko)

coz podle zndmého vzorce diva (k Z—Z -l’r‘ 2 .To viak

je stejny vysledek, jaky bychom dostali, kdybychom
do pravé strany dokazovaného vzorce dosadili n4-1
misto ». Tim je i druhy indukéni krok proveden a plat-
nost vzorce dokazana.

Ze 8koly si pamatujeme, Ze se kombinaéni é&isla daji
snadno vypoéitat pomoci tzv. Pascalova*) trojihelnika.
Timto nazvem oznadujeme tabulku trojuhelnfkového
tvaru

n =20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n =4 1 4 6 4 1
n=2>5 1 5 10 10 5 1
n=2=06 1 6 15 20 15 6 1

................................................

Kazdy Fadek zde obsahuje vSechna kombinaénf &fsla pro
totéz n. Podle znamého vzorce dostaneme sedtenim dvou
sousednich kombinaénich é&fsel nékterého radku to kom-
binaéni &islo, jeZ stoji v dalsim fidku pod mezerou mezi
nimi. Pascaltv trojihelnfk tak mizZe slouZit k dosti rych-
lému a celkem jednoduchému vypoétu kombinadnich

disel,

*) Blaise Pascal (1623—1662) je zndm nejen jako matema-
tik, ale vynikl i ve fyzice a ve filozofii.
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Piiklad 16. Urdete podet sudych &fsel, kterd se vysky-
tuji ve 13. fddku Pascalova trojihelnika (tedy pro n =
= 12).

ReSent. Okamzité nis napadne, e miZeme prostd vy-
potitat viech 13 fidek Pascalova trojibelnfka a dét pak
odpovéd na otiazku, ktera byla poloZena v naSem pfi-
kladé. To je ovSem postup dosti zdlouhavy, a mohli by-
chom se ostatné pti poditani dopustit i numerické chyby.
Zamyslime-li se vSak na okam?ik nad danou otizkou,
vidime, Z%e se zde nezajimime o velikost binomickych
koeficientii, nybrz jen o to, zda jsou to &fsla sud4 nebo
lichd. Oznaéime-li liché &islo ! a sudé s, miizeme napsat
tyto schematické rovnosti: *)

l+l=8 l4+s=8+1=l; s+s8=8. (2

Z pismen [/, s miZeme nynf sestavit ,,Pascaluv troj-
dhelnik* podle stejnych zésad, na jaké jsme zvykli ze
gkoly. Dostdvame tak schéma

l
11
1l & 1
1111
l 8 8 8 I
Il s sl
l sl sl s
tir 11l i111
l s 8 8 8 8 8 81
l1l s 8 s 8 8 a8l
l a1l s 8 8 8 81 81l
L1111 s 88 8l 1l 1l
l s 8 9l 8 8 8l s 8 sl

%) Zdpisu ! + I = s rozuméjte tak, %e soutet dvou lichych &isel
je vidy sudy. Analogicky vyznam majf i dals{ zdpisy.
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Odpovéd. Ve 13. ¥idku Pascalova trojihelnfka je pravé
9 sudych &fsel.

V probraném piikladé jsme tedy postupovali tak, aby
vynaloZend ndémaha byla pfiméfend tomu, ¢eho chceme
dosahnout. To ostatné je v matematice (a zejména v ma-
tematice stfedoskolské) jev celkem vseobecny: Z postu-
pt, které se nam nabizeji pfi FeSeni nékterd tdlohy, si
volime vidycky tu cestu, kterd je nejschidnéjsf a nej-
jednodussi.

Pro tplnost poznamenejme k piikladu 16, Ze jedno-
duchou odpovéd lze najit také tak, Ze pouZijeme vhod-
nych matematickych tabulek. Tak napf. ve Valoucho-
vych ,,Pétimfstnych tabulkich logaritmickych‘‘ najde-

me binomické koeficienty [;:] a% do n = 10. Z tabulek

tedy miZeme pro nds pifklad vybrat pfimo 11. Fidek
,,Pascalova trojihelnika‘‘ ve tvarul, 3,1, s, 8, 3,8, 8,1, 8,1
a pokradovat pak jen v sestrojeni dalsich dvou Fadki.
Ctenafe moZn4 bude zajimat samo poditanf s pismeny
l, s, pro néz jsme definovali séitan{ rovnicemi (2). Setkali
jsme se tu totiZz s velmi jednoduchym p¥kladem ab-
straktnfho pojmu, ktery se studuje v moderni algebfe,
s tzv. Abelovou grupou. Ctendfe, ktery by se chtél
8 pojmem grupy seznamit, odkazujeme napf. na knizku
L. Riegera s nidzvem O grupdch, ktera vysla r. 1974
v edici Skola mladych matematikt jako 34. svazek. Je
to vlastné upravené dilko zminéného autora, vyslé
ptuvodné r. 1952 pod ndzvem O grupdch a svazech.

Ulohy
11. Ovéite si, Ze plati
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5\
c) 2]

19 21
o 2(6)=(s)
12. Pro kaZdé pfirozené &islo n plati

(7))

13. Pro ka%dé pfirozené &islo n plati: kombinadéni &slo
[21:‘] je dalitelné &islem u -+ 1. Dokatte.

(=)=
W(2)(2) =)
[ :

Dokaite.

14. Pro ka%dé pFirozené &islo n vétsf neZ 4 plati
1 2n 1
- 2n - 22/:1 .
2n 2 < [ n ] < 4
Dokaite.

15. Pro ktera pfirozens é&fsla n platf nerovnost
n »+ 3 n 4+ 6 2
G)+(2 )+ (2 7)<

16. Jsou déna pfirozena &sla m, n, jeZ jsou obd v&tsf
nez 1, Dokaite, Ze platf
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("2 7)=(5)+ )+

Kdy nastane rovnost

17. Je déno ptirozené ¢&islo n. UvaZujte n &isel tvaru

1. [’l”] 2(’2'] 3.[;”],...,(n—1).(nil],n.(:];

rozhodnéte, které z téchto &isel je nejveétsi.
18. Urdete, kolik je v 15. Fadku Pascalova trojtihelnika
4isel délitelnych t¥emi.

19. Ovéite si, Ze pro kaZdé piirozené &slo m platf
2 _ o™ m
m=2(5)+(1):
a uZijte této identity k tomu, abyste uréili soudet
19 422 4 32 + ... 4 n2

20. Urlete ¢isla a, b, ¢ tak, aby pro ka#dé pfirozené
¢islo m platilo

s _, (™) m m)
w=a(g) o)+ of7)
Potom uZijte nalezené identity k tomu, abyste urdili

soudet
13 423+ 33 ... + nd

21, Kazdé celé ¢slo ¢ je moZno nekoneénd mnoha zpi-
soby vyjadfit ve tvaru

2 3 4 b m
o= xg) £ (o) (o) () £ £ 5) @
pfi vhodné volbd znamének - a —, Pfitom m je vhodné
piirozené &fslo vétaf neZ 1. DokaZte.
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3. kapitola

KOMBINACE

UZfvame-li mnoZinové terminologie, obesli bychom se
pii dobré vili i bez nédzvu kombinace. Toto slovo je
viak v kombinatorice tradi¢ni, a proto u ného zistane-
me, a kombinacfm dokonce vénujeme celou tuto kapi-
tolu.

Necht jsou dana ptirozens &isla k, n takovd, Ze k < n.
Necht N je mnoZina majici » prvka; k-prokovd kombi-
nace z n prvki mnoziny N je podmnoZina mnozZiny N,
kterd ma pravé k prvki. Definice je tedy obdobna jako
u variaci, ale pfi kombinacich ignorujeme uspofadanf
prvki. Ctenaf se mo#né pti studiu kombinatoriky setkal
i se star§im slovnim obratem — kombinace k-té t¥dy
z n prokd. I takové vyjid¥eni zde proto budeme obéas
pfipoustat.

Ze Bkoly vime, Ze se polet k-prvkovych kombinaci
z n prvkd rovnd &islu (;:] - Piiklady nam zase ukazi, jak
se kombinac{ uZfva p¥i feeni raznych otazek.

Priklad 17. Kolika zpisoby muiZeme na <&tvercové
Sachovnici s 64 poli vybrat tfi pole tak, aby vsechna

neméla stejnou barvu?

Redent. Vybirame t¥i pole z celkového podtu 64 poli,
dili tvofime ti{prvkové kombinace ze 64 prvki. Téch je
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[14] Sachovnice mé 32 bflych a 32 Zernych pol.

Podle naseho textu nejsou pi{pustné trojice sloZené
vesmés z bilych poli — takovych trojic je [ 332] — ani
trojice sloZené vesmés z dernych poli — téch je rovnéi

[332 ) Hledany pocet je tedy
64
(s

MizZeme v8ak poéitat téZ jinym zpisobem. Pole vybf-
rame tak, e bud jedno je bilé a dvé ¢ern4, nebo jedno je
&erné a dvé bila. Z toho odvodime poéet moZnosti

32.(322] + (322].32 — 32.32.31 = 31 744,

Odpovéd. Pole miZeme vybrat 31 744 zpisoby.

]— 2. [332) — 41 664 — 9920 = 31 744.

Priklad 18. Ktery konvexni #-thelnfk méa alespoil
dvakrat tolik dhloptidek co stran?

Redeni. Jak zndmo, d4 se podet Ghloptidek konvexnfho
n-tuhelnfka vyjadfit &islem
[n] e — n(n——3).
2 2
Maé tedy platit nerovnost

Upravou dost4vime
nin — 3) = 4n.
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Protoze &fslo » je kladné, mi%eme obd strany timto
&islem délit a dostaneme n — 3 = 4, &lin = 7.

Odpovéd. Hledany n-ihelnfk mé alespoii sedm stran.

Trochu prostorové pfedstavivosti budeme potfebovat
v daldfm pFiklads. Setkdme se tam s jednim pravidelnym
télesem, kterd se nazyva pravidelny dvandctistén (dode-
kaedr). Abychom si o tomto télese uéinili lepdi pied-
stavu, podivejme se na obr. 3, ktery zachycuje pohled
na toto téleso. Stény dodekaedru jsou pravidelné péti-

NVA

Obr. 3

Piiklad 19. Kolik t&lesovych thlopiéek*) mé pravi-
delny dvandctistén ?

Eedend. Pravidelny dvandctistén mé 20 vrchold.
Z nich budeme vybfrat dvojice, &ili tvofit dvouprvkové

kombinace z 20 prvki. Téch je [220) = 190. To oviem

*) T'&lesovd vthlopFitka konvexntho mnohosténu je \isetka spoju-
jief dva vrcholy mnohostdnu, které neleif v jedné st&né.
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nejsou vesmés télesové ihloptitky, nybrz jsou sem za-
hrnuty i hrany dvanactisténu a dhlopfi&ky ve sténach.
Dvanéctistén ma 30 hran, kazda jeho sténa je pravidel-
ny pétithelnik, a existuje v ni tedy pé&t uhlopfidek. Ve
sténach je tudff celkem 12.5 = 60 thlopFitek. Podet
télesovych thloptidek je tedy

190 — 30 — 60 = 100.

Jiné fefeni. Uréeme, kolik télesovych tdhlopfiéek vy-
chazf z pevné zvoleného vrcholu. Kazdy vrchol pat¥ ke
tfem sténam, takZe z ného vychazejf tfi hrany a Sest
sténovych thlopfitek. Zbyva tedy jesté deset vrcholi,
k nim% ze zvoleného vrcholu vedou télesové hlopticky.
Tato ivaha plati ovSem pro ka¥dy vrchol. Vrcholu je 20.
Soudin 20.10 znamend tedy dvojnasobné brany podet
vSech télesovych uhlopkitek a to uZz vede k vysledku
odvozenému v pfedchazejfcim FeSeni.

Odpovéd. Pravidelny dvanictistén ma 100 télesovych
uhlopFidek.

Pfiklad 20. Vratte se k pfikladu 8 na str. 20. Ukaizte,
jak se zméni vysledek, Zdddme-li, aby ani v oddéleni A,
ani v oddé&lenf B nezistala dvé volna mista.

Redent. Je zakézan ka¥dy p¥pad, kdy v A jsou dvé
volnd mista, a také kaZdy p¥pad, kdy v B jsou dvé
volnd mista. V oddélenf A, které ma 12 mf{st, lze vybrat

dvé volnéd mista zfejmé [122] zpasoby. Ostatn{ mfista

(je jich 24) jsou pak obsazena; Zaky na né miZeme umfs-
tit celkem 24! zpusoby. Podet zasedacich pofadki, v nichz

jsou dvé volnd mista v oddéleni A, je pak (122] .24!. Po-

40



dobné pro dvé volnd mista v oddéleni B mame 124] moz-
nost{ a na zbylych mistech ve tfidé lze Zaky zase roze-

sadit 24! zpasoby. Cislo 124] . 24! tedy udavé potet

zasedacich pofadkid, v nich% jsou vidy dvé volna mista
v oddélenf B.

Odpovéd na ptvodni otizku tedy dava &islo

z = 276!! - [122) 241 —[124) 241,
Snadno nahlédneme, %e je z = 24!1.168. Logaritmicky
vypodet dava¥*)

log x = 23,7927 + 2,2253 = 26,0180
a po odlogaritmovénf z == 1,043.10%,

Pifklad 21. V roviné jsou dany dvé razné rovnobézky
@, b. Na plimece a je d4no m riznych bodil 4,, 4,, ...,
A, ana p¥imee b je ddno » raznych bodi By, B,, ..., B,.
Uréete podet viech trojihelniki, jejich% véechny vroholy
lezf na pFimkach a, b, a to pravé v bodech 4;, B;.

Redent. Celkem se v této tloze vyskytuje m 4+ n riz-
nych bodi, ze kterych mame tvofit trojice.

Utvofime tedy nejprve vSechny kombinace 3. t¥idy
z m + n prvki. Téchto kombinaci je (m;—n] . Toto
¢islo ovéem neznamend podet viech trojihelniki, které
nas zajimaji v dané tloze. Zahrnuli jsme sem toti% také

#) MuZete opdét pouZit Valouchovych tabulek, kde lze najit
pfibliZnou hodnotu é&isla log 241.

41



trojice bodil, které lezf na pfimce a, a rovné% trojice lezicf
na ptimce b. Je tedy nutné odeéist jednak ['r;,] , jednak

[;"] takie konetny vysledek je|

m -+ n] _ m] _[(m.

("37)-(3)- (&)
Jiné fefeni. Piiklad 21 lze Fesit té% touto tvahou.
Z m + n danych bodi budeme vybirat nejprve ty tro-

jice, ve kterych dva body leif na pfimce a a jeden na
pFimce b. Tvofime tedy kombinace 2. t¥idy z m prvkd —

téch je[’;‘] — a ke kazdé z nich pFipojime n¥ktery

z bodi na pfimce b. To je moZno provést celkem ["2"] .n

zplisoby.
Podobné uréime podet téch trojic, kde jeden bod lezf na

pfimce a a dva na piimce b. Tu mame m - [;’] moZnosti.
Celkovy podet trojihelnika je tedy

(3):»+(z) =

Dvé Feseni, jez jsme podali u pfedchézejictho ptikladu,
nam poskytla. dva vysledky, které se na prvnf poh]ed od
sebe li§i. Z uvahy, kterou jsme provedli, vyplyva, Ze oba
vysledky jsou si rovny, Ze tedy plati

m 4+ n m n m n
(5" -(3)-G)=(3) -2+ )
Tento vzorec je nam ostatné uz znam z ptikladu 11,

kde jsme jej dokazovali algebraickou ipravou. Nyn{ jsme
vlastné tedy dokazali tento vzorec znova, pfitemz jsme
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uzili geometrického zndzornén{ a vhodné kombinatorické
tuvahy. Ctenaf necht sdm posoudi, ktera z obou cest pro
dikaz naSeho vzorce se mu jevi schiadnéjsi.

Nékdy se v matematice vyskytuji té2 tzv. kombinace
8 opakovdnim; 8 timto pojmem se seznimime v daldich
Fadcich. I tato otazka vSak vizce souvisf s jednim problé-
mem z teorie &sel. Abychom této souvislosti 1épe poro-
zuméli, vyfeS§ime nejprve dva piiklady, které na prvni
pohled nijak nesouviseji s kombinacemi. Pfi FeSeni dru-
hého z nich vSak hned poznime, 7e se s vyhodou da po-
uzft kombina&nich &sel.

Pfiklad 22. Je ddna rovnice
r+vy-+ 2z =3.

Uvedte vSechny uspofadané trojice celych nezapor-
nych &sel (2, y, 2), jez vyhovujf nasf rovnici.*)

Resent. Uloha je celkem jednoducha, jen si musime dat
pozor, abychom nezapomnéli na Zaddny ptipad, ktery vy-
hovuje dané rovnici. Budeme proto postupovat syste-
maticky.

Nejvétsf z hledanych &fsel nemiZe byt v&téf nez 3; tak
nachazime piipady (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3). Nynf vez-
meme v ivahu ty trojice, ve kterych nejvéti &slo je
2 — jedna z nich je (2, 1, 0) —, a koneéné ty, v nichZ
nejvétsf dislo je 1 — takova je jen jedina, totiz (1, 1, 1).
Vysledek miiZeme zapsat do tohoto pfehledu:

(3,0, 0); (0, 3, 0); (0, 0, 3); (2, 1, 0); (2, 0, 1);
(l’ 2! 0); (1’ Ol 2); (0’ 2) 1); (0’ l’ 2); (]‘l l) 1)'

*) Setkdvdme se tu tedy s dalSim pFipadem diofantovské
rovnice.
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Odpovéd. Nasli jsme celkem 10 trojic, jeZ vyhovujf da-
nym podminkim.

V dalsim piiklads se budeme zabyvat jesté obecnéj-
8im pfipadem diofantovské rovnice a budeme hledat
podet Fefeni. RozFeSenim pFfkladu 23 bude nalezena
i odpovéd na piiklad 22, takZe se muZe pokrodilej§fmu
dtenati zdat piklad 22 zbyteény. ZaFadili jsem jej sem
viak pfesto — nejen jako piipravu k daléi Gvaze, ale
aby si étenat skutedné prosel véechny trojice vyhovujfcf
dané rovnici.

Pfiklad 23. Je dana rovnice
$1+$’—|—$3+ e +x,-='":,
kde 7, n jsou dané ptirozena &sla. Uréete, kolik existuje

uspofadanych r-tic &isel z, x,, 2, . . ., #,, jeZ spliuji da-
nou rovnici a jsou celd nezdporni.

Resend. Zavedeme pomocné neznimé y;, ¥s, Y, - - -» Ys
tim, Ze poloZime
n=1+4+mz,
Ya=2+4m 42, .
Yp =34 = +_x2 + z,,
Yo=4+2,+2,+ 2, + 2

Yo=r+z+xt+z,+ ... + .

ProtoZe plivodni neznamé #; jsou &isla nezaporna, platf
o novych neznimych y; zfejmé vztah

1S <a<h<...<y, =n+r.

Trivialni pfipad » = 1 miZeme nechat stranou a bu-
deme ptedpoklidat, Ze r > 1. PovSimnéme si, Ze se &islo
y, rovnd &fslu n + r, tak%e mame odhad

Yrar _S_n+r—1.
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Pracujeme tedy s r — 1 pfirozenymi éisly , (1 <¢ <
=< r — 1), o nichZ platf

1=y, =n+r—1.

Ke kaZdé r-tici celych nezépornych &fsel z,, z,, x, . . .,
z, umime tedy ptifadit jedinou (» — 1)-tici p¥irozenych
tisel yy, Y5 Y3, - - -y Yroy, & ObTacend lze ke kaZdé takové
(r — 1)-tici, jeZ spliiuje podminku

lsyy<p<y<...<ypa=n+r—1,

najit ptisludna é&isla x;. Otdzka se tedy pfevadi na tento
ikol: Mame urdit, kolika zpisoby se d4 vybrat r — 1
raznych pfirozenych éisel z celkového poétu n 4 r — 1
danych pfirozenych &sel. Vidime, Ze jde o (»r — 1)-prvko-
vé kombinace z n 4- r — 1 prvki, takie hledany podet
vyjadfuje kombinaéni &fslo

n+r—1
[ r—1 ] '
coZ plati i pro trividlnf pf{pad r = 1, ktery jsme nechali
stranou,

Odpovéd. Dané rovnice mé [n ;I-_T'l— 1] Feseni. *)
Pristupme nynf k definici kombinacf s opakovanim,
jak jsme si to pied ohvili slibili.

n-prokové kombinace 8 opakovdnim sestavené z danych
r prvki jsou neuspotfddané n-tice z r prvku. Neusporida-
nou n-tici jsme definovali v pfedmluvé k této knfZce, ale
vystatime zde i s intuitivni pPedstavou, Ze kombinace

*) Pror = 3, n = 3 se toto kombina&ni gislo rovn4d &islu 10,
coZ souhlasf 8 vysledkem predchézejictho ptikladu.
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s opakovanim jsou skupiny (bez zfetele k uspofidénf),
které maji n élenii a tvoii se z danych r prvka néjaké
mnoziny. Kazdy prvek té mnoziny se tedy miZe opako-
vat i nékolikrat jako &len skupiny, a to aZ n-krat. PFi-
poustime zde téZ star§{ termin — kombinace s opakovd-
nim n-té tridy z danych r proka.

O podtu kombinaci s opakovinim se dozvime v dal§fm
prikladeé.

Pfiklad 24. Jsou dana ptirozena &isla 7, r. Urdete
potet vsech n-prvkovych kombinacf s opakovénim,
které se dajf sestavit z r riznych prvki.

Redeni. Dané prvky oznatime po Fadd

Gy, Gy, By oo ., Q.
KazZdou n-prvkovou kombinaci s opakovdnim miZeme
tplné popsat tim, Ze uvedeme, kolikrit se v ni vysky-
tuje prvek g; (pro¢ = 1, 2, ..., r). Oznadime-li x; ndsob-
nost prvku a; v uvazované kombinaci, dostdvame r-tici
(xl' zan zss ¢y xr)i
kters je sloZena z celych nezipornych &fsel; pfitom platf
x1+Z’+Z,+ oo +x,=n.

Tim jsme otdzku pFevedli na feSeni diofantovské rov-
nice, kterou jsme se zabyvali v pFedchdzejicim p¥ikladé.
Podet vSech n-prvkovych kombinaci s opakovénim,
které muZeme sestavit z r riznych prvki, je tedy

s

r—1

Jiné fedeni. Opét se budeme zabyvat jen netrividlnim
piipadem r > 1 a ukdZeme, Ze se k dosaZen{ vysledku
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nemus{ uZfvat diofantovské rovnice. Pfedstavme si, Ze
kaZdou kombinaci s opakovdnim zaznamenavime v jed-
nom Fadku takto:

Nejprve udélame tolik tedek, kolik je nasobnost
prvku a,, a oddélime zéznam &irkou. Pak nechf nasle-
dujf tetky odpovidajici vyskytu prvku a, a za nimi se
opét objevi darka atd. Kombinace s opakovanim je pak
v fadku zaznamenina posloupnost{ znamének (n tedéek
a r — 1 &irek). Posloupnost mé tedy n + r — 1 é&leni.
Ptdme-li se, kolik je kombinaci s opakovénim, mame
rozhodnout, kolika zplsoby je moZno umistit r —1
tarek, kazdou na jedno misto (n 4 r — 1) - &lenné po-
sloupnosti. Podet zplisobli udiva kombinaénf &fslo,
které jsme nadli v zévéru predchazejictho feSeni.

Ulohy

22. Kolika zptisoby mifeme na &étvercové sachovnici
8 64 poli vybrat t¥i pole tak, aby neleZela v témze
sloupci ?

23. Je dén konvexnf n-thelnik (n = 4), jehoZ Zidné
tfi dhlopiitky nemajf spoledny vnitini bod. Sestrojme
viechny dhlopH&ky tohoto n-tihelnfka. Kolik priseéikii
ihlopfidek tim vznikne ?

' 24, Je dén konvexmi n-ihelnik 4,4,4; ... 4,, kde
n = 8. Uréete polet viSech konvexnich é&tyfihelnikil
AA;A4;4,, jejichZ viechny strany jsou thlopiiéky daného
n-ihelnika.

26. Je ddn pravidelny dvanéctistén (dodekaedr). KaZ-
dé t¥i jeho rizné vrcholy urduji jednu rovinu. Kolik
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rovin je celkem urdeno, uvazujeme-li vSech 20 vrchold ?
Kolik z téchto rovin prochézi vnitikem dodekaedru ?

26. V prostoru jsou dany dvé mimobéiky a, b. Na
piimce @ je ddno m ruznych bodu 4,, 4,, ..., 4, & na
pFimce b je dano n riznych bodd B,, B,, .. ., B,. Urdete
podet viech &tyfsténu, jejichZ vSechny vrcholy leZf na
pi{mkach a, b, a to v bodech 4;, B;.

27. Sestavte viechny kombinace s opakovanim 4. tiidy
z prvka 4, B, C.
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4. kapitola

BINOMICKA
VETA

Kombinaéni &isla se pouzivaji v tzv. binomické vété,
jejiz znéni si zde nejprve uvedeme (a ktera je &tendium
rovnéz znama ze 8koly). Binomickd véta zni:

Jsou-li a, b libovolnd &isla (redlnd nebo komplexnd)
a n piirozené &islo, plati

o = G (o o

2o ()

Jeji pouzitf si opét procvidime v p¥kladech.

Pifklad 25. Pomocf binomické véty vypodététe (2% 4
+ 2y)°.

Redeni. Podle binomické véty plati
(x® + 2¢)5 = (g] 218 4 [i’] T2, 2y + (g] 20, 4yt +
] 5 b
s 3 ¢ 5
+ [3]:1:‘.831 + [4] 2*. 1644 + [5] 3248

Binomické koeficienty [g) , (f] R (5

5] muZeme urdit

tfeba z Pascalova trojihelnfka:
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Dostavame tak
(2® + 2y)° = 5 4 1022y | 402%2 | 80x%y3 | 80z%y* |-
+ 32y5,

V. dalsim pifklad® si dokidZeme dva vztahy o kombi-
naénfch ¢&slech, které jsou dosti_uZitedné v mnoha tiva-
hach.

Priklad 26. Je dano pfirozené éfslo n. Dokaite, Ze
plati

o (5)+ )+ 6)+ )+ () + ()=
b (G)- () + () - () e 2]+
+ () —og

Redeni. Dvakrat pouZijeme vzorce, ktery zndme z bi-
nomické véty. Jestlize sem dosadime

a=1, b=1,

dostaneme okamzZité vztah, ktery je v fadku a). Dosadi-
me-li
a=1, b=—1,

jako vysledek vychazi vzorec b).
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Nésleduje pfiklad, v ném% se také vyskytuj{ kombi-
naéni &sla, a vzorec, ktery nas tu bude zajimat, trochu
pfipomind vztah b) z minulého pifikladu. V piikladé 27
si pfedvedeme dvé rizné metody Fesend.

Piiklad 27. Je dano piirozené &islo n > 1. Dokazte, Ze
plati

1.[’1‘]— 2[”2'] + ‘s{;‘] —4.(':)+ L A(—1)p1 (:]=0.

ERedeni. Vyjdeme ze vzorce

Hi) =2 (=) W

ktery plati pro viechny hodnoty
E=1,2,38,...,n.

Piesvédéime se o tom snadno, kdyz za kombinaéni
tsla, kterd se ve vzorei (1) vyskytuji, dosadime podle
definice. Upravime-li nynf podle (1) levou stranu doka-
zovaného vztahu, miZeme z kazdého élenu vytknout
dinitele n. V zavorce pak zbyva vyraz

C0)-Cr) () e ()

ktery se podle piikladu 26b) rovna nule. Tim FeSenf kon-
4.

F Jiné fefent. MiZeme se optit i o jednoduché znalosti
z diferencidlniho podtu. Postupujeme takto:

Vyjdeme ze vzorce

o= e+ e+
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kde n je pfirozené &slo vétsi nez 1 a z je proménna.
Derivujeme levou stranu a také stranu pravou, takie
dostaneme

a1l — n n [n n n—1
n(l+z) l[l]+2[2]x+3 3]x’+...+n[n]x .
Dosadime-li sem £ = —1, médme hned %idany vzorec.

Nynf si odvodime jednu nerovnost, kterou budeme
v dalSfm potfebovat.

Priklad 28. Pro ka#dé ptirozené &islo n a pro kazdé
nezdporné &fslo x plati (1 4+ z)* = 1 + nx. Dokaitel*)

Redent. Nerovnost vyplyvi z binomické vty
n
(1 —|—z)"=1—|—[1]x + ...
V mistd, kde jsme napsali tii tedky, jsou &leny**) tvaru

[l;:] z*, které jsou za nadich predpokladii vesmé&s é&fsla

nezapornd. JestliZe tedy na pravé strand tyto ¢&leny
vynechdme, bud se tfm tato strana zmensi, nebo se
nezméni. Vidycky tedy platf

(1 +apz1+ (1),

coZ po malé tipravé uz dava Zidanou nerovnost.

*) Nerovnost z tohoto piikladu se nazyvé Bernoulliho nerov-
nost. Jméno ndm pripomind zndmy Svycarsky rod Bernoullid,
ktery velmi ovlivnil rozvoj matematiky a fyziky. V prvnim
dile Ilustrovaného encyklopedického slovniku (Praha 1980)
se najdou tifi zdstupel této matematické rodiny: Daniel
(1700—1782), Jakob (1654—1705) & Johann (1667—1748).
**) Pro n = 1 ovem tyto d&leny u% neexistuji, ale v tom pii-
padé Bernoulliho nerovnost plati z trividlnfch duvodi.
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Jiné fedenf. MiZeme postupovat téZ matematickou
indukef. Nez viak pfistoupime k tomuto druhému feent,
pfipojime jesté jednu poznamku. Obor &isel z z nasi
ulohy je moZno totiZ roziifit a dokazat platnost Ber-
noulliho nerovnosti pro viechna redlna &isla z > —1.

Matematickou indukeci zatneme pfipadem n = 1, Pak
méa nerovnost tvar

(14a)p =1+ z,
coz je zfejmé spravné. Predpoklédejme tedy, Ze pro né-
které ptirozené ¢&islo n platf

1+ =1+ nx.
Obé strany této nerovnosti znasobime kladnym &fslem
(1 4+ z); vychazi

(I + 2" = (1 + nz) (1 + 2). (2)
Na pravé strané vynisobenfm dostdvime
l+nzt+xz+nd=14+ (n+4 1)z 4 nad.

Cislo nx? je nezaporné, take po jeho vynechéni se pii-
sluiny vyraz bud zmensf, nebo nezmeéni. Z toho plyne
1+22)1l+2) =1+ (n+ 1)a.

Ptipojime-li toto k nerovnosti (2), dostavame
l+apr 214 (n+ ).

Tim jsme vSak Bernoulliho nerovnost dokazali té% pro

n 4 1 a dikaz je tim podan.*)

Bernoulliho nerovnost nim umozni odvodit jeden
zajimavy vztah. Tomuto odvozeni je vénovan piiklad 29.

*) Rozinyslete si sami, zda Bernoulliho nerovnost plat{ té%
pro r = —1.
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Pifklad 29. Dokaite, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n

plati
[1 +l]" >3,
n

Redeni. Stadf dosadit z = 11—" do Bernoulliho nerov-

nosti. 1’0 zkraceni uZ okamizité dostdvime zadany
vztah. Prosime &étenate, aby si uvédomil, Ze znaménko =
v tomto vztahu plati pravé tehdy, je-lin = 1.

S piikladem 29 tzce souvisi dal§i nerovnost, kterd

¥ ‘o4 . . 1)
rovnéZ podava informaci o mocniné (1 + —) .
n

Piiklad 30. Dokazte, Ze pro kaZdé ptirozené ¢&islo n
platf

(l -+ l]n < 3.
n
Redeni. Pro n = 1 dostdvime
1
[1 + %] —2<3,

takZe neroviost skuteéné plati. V daldim textu budeme
pFedpokladat, Zec pfirozené &islo n je vétsi nez 1. Podle
binomické véty mame

1y nY1l n) 1 ny 1 n) 1
[“ﬂ}] =1+(1)ﬁ+[2]h—2+(3J773+"'+[n]77'=
an—1) 1 »nrn—1Nmn—2) 1
=ltl+ =5 at 1.2.3 wT
nn—1)...1 1
N2 T

+ ...+

654



Ve zlomcich
nn—1) nn—1) (n—2) nn—1)...1
1.2 ° 1.2.3 e 1.2...n
upravime ¢itatele tim, Ze zde kaZdého ¢&initele nahradfme

dislem n. Tim se kaZdy z t&chto zlomki zvétsf a piejde
na tvar

n® nd n»
2—!, ﬁ,...,m'

Dosadime-li tyto zv8tSené hodnoty do naSeho vypoitu,
vidime, Ze muZeme kratit, a dostévéme tak nerovnost

(1+a) <2+g+gt o +a

al (3)
Zbyvé odhadnout &fslo

1 1 1

2—! + g + oo + m .
Zde ve jmenovatelich budeme misto é&sel 21, 3!, ..., n!
klést &sla 21, 22, ..., 2*71, Tim se zfejmé (poéinaje od
druhého &lenu) kafdy jmenovatel zmensf a pro &islo a
tim na.chézime odhad

1
a<git gt tgm=l—gg <l

Je tedy a < 1. Vra.tlme-h se ke vzorci (3) a poufijeme-li
zde vysledku pravé dosaZeného, dostivame tim uz
okamzité nerovnost, kterou jsme méli dokézat.
¥ Zistafime jestd na chvili u pfikladd 29 a 30. Zde se
vyskytuje vyraz
1\
—(1+3)
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ktery ma v matematické analyze dosti 8asté upotfebenf.
Dosazujeme-li totiz do e, pofadén =1, 2, 3, ..., dost4-
vame tak posloupnost &isel, je% jsou — jak jsme pravé
vidéli — vesmés vétsf neZ &islo 2 nebo tomuto &fslu rovna
a mensi nez &islo 3. Na obr. 4 vidime &4st &selné osy

—r— l

c'-2 e, e, ee e 3
Obr. 4

a na nf jsme zobrazili ¢ast nasf posloupnosti, to je &fsla
e, ©a, €, €,, €;. Da se dokdzat, Ze tato posloupnost je
rostouci, tj. Ze pro kazdé n plati e, < e,,,. UZ z nazoru
je patrné, Ze se tato &fsla e, musf ,,hromadit’* kolem
uréité hodnoty; toto ,,meznfi‘‘ ¢islo oznadujeme pisme-
nem e. Vypodet ukazuje, Ze je e = 2,71828. Mnoz{ nasi
étenafi jisté umdjf poditat s limitami, a véd{ proto, Ze se
v takovém pFipadé mluvi o konvergenci posloupnosti
e,, €y, €y, ... & Ze se pife

lime, =e.

n —

Rikdme, Ze &islo e je limitou posloupnosti e,, e,, ey, .. . *)
Nerovnosti, které jsme aZ dosud probrali, nAm umoznf{

odvodit nékteré véty o faktoridlech. Témto odvozenim
jsou vénovany dalsi pfiklady.

Priklad 31. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n
plati

*) Ctendie edidni fady Skola mladych matematikd, kte¥ se
zajimaj{ o pojem limity, odkazujeme na sv. 43 s ndzvem
Posloupnostt a fady. Knizku napsal J. Jarnik a nékolik stré-
nek je v ni vénovano také uvahdm vedoucim k &islu e.
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nl > [g]

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukef.
Pron = 1 mame
1

5 ’
to% zfejmé plati. Pfedpokladejme tedy, #e pro nékteré

pfirozené ¢&islo » uvaZovana nerovnost plati, a budeme
dokazovat nerovnost

(n+l)l>( (4)

Levou stranu nerovnosti (4) lze upravovat podle
indukénfho pFedpokladu takto:

(n 4+ Dl =nl.(n +1) >[§]"(n+1). (5)

1! >

n+ 1]n+1 )

Abychom dokizali vztah (4), musime posledni vyraz
n+1

v Fadku (5) porovnat s éislem ('%l] . Ptejme se, zda

miZe platit
(5) @+ v =25 (®)

Kdyby tato nerovnost platila, pak bychom po vynaso-
ben{ (kladnym) &fslem 3%+! dostali

3Inv(n + 1) < (n + 1),
Dale lze kratit &islem n 4 1, coz dava
3nr < (m 4+ 1)

Délime-li obd strany &slem n», pak po snadné tpravé
pravé strany vychazi
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3 g(l +71L]".

To viak je spor s tim, co jsme dokézali v pFedchazejicim
piikladé. Vztah (6) tedy neplati a naopak je spravna

nerovnost
n)* n + 1+t
(5 +0>(5)"

Ptipojime-li tuto nerovnost k fadku (5), dostdvame za-
vérem vztah (4), ¢imZ je hotov druhy indukéni krok.
Duikaz uvedené nerovnosti je tim podan.

Pfiklad 32. DokazZte, Ze pro kaZdé ptirozené ¢&fslo
n = 6 plati

nr<[’—2’]"- (7)

Redeni. I zde pouZijeme matematické indukee, ale ta
zadne u &isla n = 6. Pro tento piipad totiZz dostdvime
6! < 39, ¢&ili 720 < 729, co% je ziejmé spravna nerovnost.
Predpokladejme tedy, Ze nerovnost (7) plati pro nékteré
ptirozené &slo n = 6, a budeme dokazovat obdobnou
nerovnost pro &islo » | 1. Platf

m+ ) =al.n 1)< [g]" n+1). (8
Porovnime nynf &fsla
[g]”(n + 1) a [n_;_ 1]n+1.

Kdyby platilo
n\* n _'_ 1 n+l
HEEEE ()
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pak by odtud plynulo
2.2%n + 1) > (n 4 1)+,
¢ili po dalsf malé Giprave
2.0" > (n + 1)n
Obé strany bychom délili &fslem »* a dostali bychom

> [1 + 7%]"
To vSak je spor s pikladem 29. Nasli jsme tak vztah
n+l
(3 e+ = ()"

ktery pfipojime k (8). Tak vychazi
1)n+1
o+ 1t <25 "

Tim jsme prokazali platnost nerovnosti také pro &fslo
n + 1 a dikaz je hotov.

Jesté nékolik slov k pfedchazejicim dvéma piikladam.
Vysledky, s kterymi jsme se tam seznimili, muZeme
shrnout do struéného vyjadieni

[’3')< n! < (g] : 9)

cot plati pro viechna ,dostatené velka pfirozena
¢sla n. Y ]

Z podftani s fa.ktoriély vime, Ze ¢islo n! vzriasta, dosa-
zujeme-li za n po fadé &isla 1, 2, 3, .... Vyjad¥eni (9)

ukazuje, %e n! vzrista ", rychleji* nei( ] ,»pomaleji*
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nez [72-‘]” Tak napf. pro » = 300 mdme odhad*)
10039 < 300! << 1503,

Plati 100200 = 10%°, co% je ¢islo, které ma (v desitkové
soustavé) celkem 601 misto. Z toho je tedy patrné, ze
tislo 300! ma také alespofi 601 misto. Z druhé strany
jsme &islo 300! odhadli é&islem 150%%°. Abychom si uvé-
domili, kolik &islic m4 (v desitkové soustavé) éislo 150800,
budeme poéitat logaritmicky. V logaritmickych tabul-
kach najdeme, %e log 150 = 2,1761. Musfme si oviem
uvédomit, %e toto je neviplné &islo, které zastupuje vy-
jadienf
2,17605 < log 150 < 2,17615.

Odtud plyne

300.2,17605 < 300.log 150 < 300.2,17615,
¢ili
652,815 < log 1503 < 652,845,

Toto vyjadfen{ vBak znamend, e &islo 150%9% m4i ( v de-
sitkové soustavé) praveé 653 &islice. Celkem jo tedy vidét
z Fadku (9), Ze é&fslo 300! ma nejvyse 653 &islice.

Souhrnné lze tedy ¥ci, Ze &islo 300! ma alespoii 601
¢islici a nejvyse 653 ¢islice. Tento odhad je oviem jen
velmi hruby; kdybychom chtéli urdit pfesny podet
dislic v é&sle 300!, potfebovali bychom k tomu zfejmé
velmi zdlouhavy numericky vypodet. V integralnim
podtu se odvozuje tzv. Stirlingtv vzorec, ktery dovoluje
uréit &slo n! pomérnd dosti pFesnd, jestlize &fslo n je
,dostatednd velké®. V tomto vzorci se vyskytuje &fslo e,
o kterém u byla feé na strankach této knfiky. Stirlingiv
vzoreo mé tvar

*) Srovnoj téZ vysledek, k nému# jeme dofli v pfiklad 3,
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n!= (7—;). l/%

Ukézali jsme si tedy, Ze binomickd véta slouZi k odvo-
zenf nékterych vztahi, jeZz jsou dosti uzitedné i pfi nu-
merickém poditani. Kapitolu ukonéfme jednim piikla-
dem, ktery ndm osvétli uZitetnost binomické véty
i v teorii ¢fsel.

Priklad 33. Necht p je libovolné prvoéislo a » libovolné
plirozené ¢&islo. Potom rozdfl n» — n je délitelny prvo-
¢islem p. Dokaite.

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukef
podle n. Pfitom oviem budeme prvodislo p poklidat za
pevné. Pro n = 1 je uvedeny rozdfl roven nule, takie
tvrzenf plati. Predpoklidejme, Ze tvrzenf je dokdzano
pro nékteré piirozené &islo n, a budeme je dokazovat
pro &islo n + 1. Budeme tedy pracovat s vyrazem

(n + l)”_' (n + l)n
ktery upravime podle binomické véty na tvar

R I TN

Vyraz n* — n je délitelny prvodislem p podle induké-
niho predpokladu, zatimco kaidy ze zbyvajfcich &lenii
je &islem p délitelny podle toho, co jsme doka.zah v pH-
kladé 14. Je tedy také rozdil

(n+ 1) —(n+ 1)
délitelny prvodislem p. Skoné&il druhy indukénf krok a tim
i cely dukaz.
Poutka, s nf# jsme se setkali v predchézejicim pH-



kladé, se nazyvd mald véla Fermatova. Francouzsky
matematik P. de Fermat (1601—1665) byl puvodnim
povolanim vlastné pravnik a matematikou se zadal
zabyvat aZz po své tficitce. Vynikl zvlisté v &iselné
teorii, ale publikoval jen mélo_¢lank. Vétdina jeho
objevii se najdegv jeho korcspondenci s tehdejsimi
vyznamnymi osobnostmi a také v poznamkach, které
si psal pFi studiu Diofantovy uéebnice algebry. Do této
knihy si Fermat poznamenal i jedno tvrzeni, které se
dnes nazyva velka véta Fermatova. Tvrzenf se tyka rov-
nice

Rl + y‘n e zn’

kde n je dané piirozené &islo. Fermat se zabyval piipa-
dem n = 3 a pokousel se dokédzat, Ze uvedena rovnice tu
nenf Feditelna plirozenymi &isly z, y, z. Ze zapisu, ktery
se zachoval, je vidét, Ze se Fermatovi nepodafilo najit
Zadné feSenf. Domnival se dokonce, Ze nasel dikaz pro
nemoznost takového Feseni. V tvaze mél viak jisté
néjakou chybu, nebot tento problém nebyl dodnes roz-
fesen, i kdyZ se velkou vétou Fermatovou zabyvalo
mnoho vynikajicich matematikd. Pritom souéasna
matematika ma k dispozici G4éinnéjsf metody pro feseni
¢fselnd teoretickych problémi, neZ méla doba Ferma-
tova.*)

*) Velkd véta Fermatova se dostala i do krdsné literatury.
Karel Mat8j Capek-Chod (1860—1927) mé ve svém dile
povidku Experiment zafazenou do sbirky Ad hoc! D&j se ode-
hrévd za prvni svétové védlky a hrdinou povidky je odborny
uéitel, ktery prdvé v prvni véledny den roziesil Fermattv
problém. Té&8il se na odménu sto tisic marek, kterd byla za
vyreSeni vypséna, ale pendz se nedockal. Padl ve vdlce a Fedeni
se ztratilo. Bylo viibec sprdvné ? — Povidku pied ¢asem vysilal
i Ceskoslovensky rozhlas,
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Ulohy
28. Vypottéte: a) (1 +}/3)%; b) (1 + i)

29, Je dino piirozené ¢&islo n a realné &islo x, o némi
platf |z| < 1. Doka%te nerovnost
(L4 2y + (1 —ap 2.
30. S pfesnostf na dvé desetinna mfsta vypoététe

€100 = 1,012,

31. Dokazte, Ze pro viechna piirozens &sla n plati*)

n! g{”’;'l]".

32, Podle Stirlingova vzorce vypoététe priblizné 300!.

33. Necht m, » jsou dana piirozend &fsla. Potom
existuje pfirozené &islo p tak, Ze plati

Ym+ Ym—1yp=Vp+Vp—1.
Dokaite.

*) Srovnej tuto tlohu s pfikladem 32.
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5. kapitola

FIBONACCIHO
CisLA

Na pitelomu XII. a XIII. stoleti Zil v italské Pise vyznam-
ny matematik Leonardo Pisano, ktery napsal dvé
uéebnice matematiky. Prvni méla nazev Liber abaci
(kniha o abaku) a Leonardo v ni vyklada indicky zpa-
sob potitani, zdokonaleny podle al-Chvarizmiho.
Druha se vénuje geometrii a obsahuje popis tehdejsich
geometrickych védomosti, jez autor poznal na svych
cestich po severnf Africe a u maurskych védeci.

Leonardo byl znaméjsf pod svou pfezdivkou Fibo-
nacci (¢ti Fibonati), jeZ je zkratkou latinského Filius
Bonacciz (tj. syn Bonacciho). Pro nas mé zde z Fibona-
cciho dfla dileZitost zvlasté kniha Liber abaci napsana
r. 1202, jeZ se dochovala ve druhém zpracovan{ z r. 1228,
Tento spis obsahuje velkou fadu iloh a jedna z nich se
zv]4ité proslavila:

Kolik potomkii ma za jeden rok jeden par kraliki,
jestlize kazdy par pfivede na svét mésféné jeden dalsf
par a kralici se poéinajf mnoZit ve dvou mésicich svého
véku ?

Nebudeme zde podrobné rozbfirat tuto archaickou
kratochvili, ale pfejdeme hned k jejimu matematickému
jadru. Bude nés zajimat &iselna posloupnost

FlsztFa:Fth---’ (l)
jeZ je definovana takto: jeji prvni dva éleny se rovnajf 1,
éili

64



F,=1,F, =1, (2)

a kazdy dalsf ¢len F, s indexem n vétdim ne% 2 se rovna
soudtu dvou piedchazejicich &lend, &ili pro ka¥dé » > 2

je
F,=F,,+ F,_,. (3)

Posloupnost (1), jez je dina svymi é&leny F, a F,
a rekurentnim vzorcem (3), se nazyva posloupnost
Fibonacciho. Cisla, jet se vyskytuji v ¥adku (1), se téz
nazyvaji Fibonacciho &sla.

Kdyi pouzijeme prvnich dvou é¢lenu, jak je udiva
fadek (2), a rekurentniho vzorce (3), miZeme postupné
potitat viechna é&fsla v fadku (1). Zde tedy je nékolik
podatednich &leni, jeZ si snadno mizZeme vypoditat:

1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987,...

Promyslete si sami, jak tato ¢isla souvisejf s tlohou
o kralicich, o niZ byla vyse feé. KXdo na souvislost ne-
ptijde, muZe se podivat do knfzky [13], kterou citujeme
v zdvéru tohoto svazku. V ni je vle vyloZeno do podrob-
nostf. Také 8. Znam [14] podévéi vysvétleni.

Fibonacciho &fsla maji fadu zajimavych vlastnosti
a asto se vyskytuji i v kombinatorické matematice.
Tak napf. v teorii grafu zjisujeme, Ze se Fibonacciho
¢isly da vyjad¥it podet koster nékterych specidlnich
graft (viz o tom [11]). 8. Zndm [14] ¥ika, e Fibonacciho
¢isla jsou &asto ,,8edou eminenci* v pozadi FfeSeni prak-
tickych problémi a mé pro toto tvrzeni zajisté padné
argumenty. Napsalo se o nich uZ mnoho &lédnki i kni¥ek,
a v zahraniéf existuje dokonce specidlni védecky dasopis
s ndzvem The Fibonacci Quartely. Je to oficidlnf orgin
Fibonaceiho spolednosti, vychdzi od r. 1963 a uvefej-
fiuje élanky o Fibonacciho &slech i o p¥{buzné proble-
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matice. ZaloZeni tohoto specidlnfho &asopisu je jistd
vzacnd pocta divnému matematikovi, vidyt uznejte
sami, kolik ze soudasnych védeckych pracovniki se
dotk4 toho, Ze po nich v budoucnu pojmenujf védecké
periodikum ?

Jak zdvisf n-ty élen Fibonacciho posloupnosti na &isle
n? Odpovime si na to v piikladé, jenz nasleduje. For-
mule (4), kter4 se tam vyskytuje, se nazyva Binetav
vzorec.

Priklad 34. Presvéddete se, Ze pro kazdé pfirozené &fslo
n plati

F, =L_((1 + ]/5]»_ [1 — ]/5],.] . @

Js 2 2
Reeni. Postupujeme matematickou indukef. Pro
n = 1 vzorec (4) po snadné upravé diva F, =1 a pro
n = 2 vychdz{ Fq = 1, coZ je ve shodé s ¥idkem (2).
Predpokladejme déle, Ze pfirozené &fslo n je vétsf nez 2
a %e (4) plati pro &isla n — 2 a n — 1. DokaZeme, Ze

vzorec platf téZ pro pfirozené &fslo n. Pro struénost
vyjadfovani poloZme

1+ )5 P e V5
2 ' T2
a urdeme soudet F,_, + F,_,. Ten lze vyjadfit jako

a =

Vig(an—l — pr o — oY) =
-yl = () (51)

Povsimnéme si, Ze
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3+)5 6425 142)54+5
2~ 4 4 =
3—)5 6—z2)5 1—2)5+6 _p
2 1 4 '

takZe
1
Fﬂ-l + Fn—z = V—-g(a"—ﬂ”) .

Vyraz na pravé strané se viak rovna hodnoté F, vy-
poétené z dokazovaného Binetova vzorce (4). Tim jsme
s dikazem hotovi.

Ptiklad jsme roztedili, ale mnohy z &tenait se nad
nim moZ#né zamysli. Kde se vzal vzorec (4), ktery jsme
pfed chvili dokazovali? Zajisté se k nému nedd dojit
pokusné, jak jsme na to zvykli v mnoha tlohich na
matematickou indukei. To opravdu ne, lze jej véak odvo-
dit, pouZijeme-li tzv. vytvoru]icich funkei. Edice Skola
mla.dych matematiki pfinesla uz jeden svazek, v némz
se popisuje i toto odvozeni. Napsal jej F. Zitek a ci-
tujeme jej v seznamu literatury na konci této knizky.
Jiny postup k odvozeni Binetova vzorce popisuje N. J.
Vilenkin (v publikaci [12], str. 157—158). Tam se
vytvofujicich funkei nepouzivd, a proto je tato cesta
pro stfedoskolského studenta schudnéjsi. Zijemci se
mohou v obou pramenech informovat, a my se zde tedy
nebudeme naznadenou otazkou zabyvat.

Po tomto malém vyletu do historie a po matematic-
kych tvahdch, jez jsou kombinatorice trochu vzdilené,
se vratime op&t ke kombinatorické problematice — ke
kombinaénim &islim a k Pascalovu trojihelnfku.

t Podivejme se na Pascaliv trojihelnfk a zkoumejme,
kolikrét se v tomto schématu vyskytuje nékteré pevnéd

67



zvolené pfirozené é&fslo m. Oznadme ¢, podet mist, na
nichZ se v Pascalové trojuhelnfku vyskytuje &islo m.
Cislo 1 je mo#no ve schématu najit nekonednékrat, coz
lze formang vyjadiit zipisem g, = oo. Cislo 2 je tu jed-
nou (g, = 1), éislo 3 dvakrat (g, = 2) atd. Po vynaloZeni{
nepatrné namahy si sestavime tuto tabulku:

m |1]12]|3]|4]56]6]7|8]9]10]11

@n |w|1]2]2]2|3|2|2]|2] 4] 2

Zde jsme sice zachytili jen nékolik hodnot ¢,, aviak
Pl sestavovani tabulky si pravdépodobné kaZdy uvédo-
mi i jeden obecny zavér: Je vidét, Ze pro kazdé m vEts(
nez 1 je ¢, vidycky koneéné. Promyslete si sami, prod
je tomu talk! _

V Pascalové trojihelniku mtZzeme p¥i podrobnéjsim
studiu najit opakované hodnoty binomickych koeficienti
i na mistech, jeZ bychom mohli nazvat netrivialni. Dals{
fadky ndm ukaZi jeden piipad.

Piiklad 35. Piesvéddete se, Ze plati
16) (10
(2]“[3y

Redent. Vypobteme

[16] - 16.15 - 120,

2 1.2
10y 10.9.8
[3]= 123 120

a odtud uZ plyne tvrzenf.

D. Singmaster pfed fasem vySetfoval opakované
hodnoty binomickych koeficienti*) a objevil pFitom

*) Fibonacci Quart. 13 (1975), No. 4, 295—298.
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zajimavou souvislost s Fibonacciho &¢isly Fy. Studoval

totiZ rovnici .
(1) = (e 5a) ®

v niz n, k maji byt pfirozena &isla (n > k), a ukizal, Ze
(5) m& nekoneéné mnoho feseni. Dalsf pfiklad nas o tom
bude informovat.

P¥klad 36. Rovnice (5) je splnéna, poloZime-li
n = FyaFe3— 1, k=FyFay3—1,
kde ¢ je libovolné pfirozené &fslo. DokaZte.

Redent. Rovnici (5) 1ze vyjadFit ve tvaru
m4+Danr—1)...m—k+1)
1.2.3... (k+1) B
nn—1)...n—k(n—k—1)
1.23..(k+1)(k+2) '

¢ili po Gpravé
m+N)k+2)=M—k®m—k—1). (6)
Do rovnice (6) mame dosadit za n, k Fibonaceciho éfsla

uvedens v textu pfikladu a mame se pfesvédéit, Ze platf
rovnost. Vypoéteme tedy po Fadé

n 4 1 = FyiaFa,3,
k+ 2=FuFy.s +1,
n—k = (Fog— Fy) Foiys = Fay 1 Faia,
n—k—1 =F34+1F2‘+3—1
Dosadime-li do levé strany rovnice (6), dostivame
vyraz
L = FysaFy o(FaFyes + 1).
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PouZijeme-li vztahu, jehoZ dikaz jsme odsunuli za
tuto kapitolu do tdlohy 34, mame postupné

L = Foi s((Fait1 — 1) Faiys + Faiys) =
= Foira(Fgialaiys — Fayy) =
= Foi11Foi13(Foy1Faia —1).

Tento posledni vyraz viak té% dostaneme, dosadime-li
do pravé strany rovnice (6) pfisluiné hodnoty. Tfm jsme
tvrzeni dokazali.

Konéi pata kapitola a nasledujf tki tlohy o Fibona-
cciho ¢islech. Nezafadili jsme jich na tomto mistd vie,
i kdyZ zajimavych cvideni by se nabizela celd fada. Pred-
poklddame, Ze si vSichni zajemei najdou dal§i studijni
materidl nap¥. v knizkach [5], [12] a [13].

Ulohy

34. Pro kazdé pfirozené &islo n plati
F1;Fn+‘3 = F’n+l - (—‘1)"-
Dokaite.

3b. Ovétte si, Ze platf
F; = F§ + 3F; + 2(F; + F3 + F} + F3).

36. Pro ka%dé celé nezaporné ¢&islo k plati tyto vzorce:
k k41 k42 2k
[k]+[k——1]+[k—-2]+"'+[O]=Fm‘+l'

E+1 k42 E+3 2k+4-1

Ce )+ G2+ 6 Ze)+ -+ (50 ) = e

Dokazte.
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(V prvnim vzorci se séitaji viechna kombinaéni &fsla,
v jejichZ zapisu soudet hornfho a dolnfho ¢isla je 2k,
ve druhém vzorci séitdme viechna kombinaéni &fsla, kde
zminény soudet je 2k + 1.)
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6. kapitola

NEKOLIK OTAZEK
Z MATEMATICKE
STATISTIKY

Pfedstavme si, Ze mdme vySetfit vysku a vahu patnécti-
letych chlaped v nasi republice. Pfedmétem zkouméani
je tedy soubor jedinci, ktery obsahuje dosti znadny
podet prvki. Nebylo by proto hospodarné, kdybychom
k ziskéni vysledku chtéli skuteéné zméfit a zvaZit
viechny chlapce tohoto véku. Nebylo by to moZné
tfeba ani z toho divodu, Ze by tento experiment trval
p#ili§ dlouho, a my mame pfedepsino, abychom vysledny
udaj zfiskali v dobd co nejkratsi. Jak budeme postupo-
vat? Misto celého velmi podetného zdkladniho souboru
si vezmems jen uréity vybér, tj. skupinu patnactiletych
chlapci, kterd nenf pFili§ poletna a jeZ je vybrana
podle urditych zasad z celého souboru zkoumanych
jedincd. Vysku, resp. vahu, pak méfime jen u tohoto
vybéru. Zminéné zasady spodivaji zejména v tom, Ze
Zadame, aby vybér byl ndhodny a co moZna nejreprezen-
tativnéjsf), tj. aby v urditém smyslu vzhledem ke zkou-
manému znaku reprezentoval cely zakladni soubor.

Mgéli jsme tedy zakladnf soubor, ve kterém se mél me-
tit néktery kvantitativni znak (vyska, vaha), a presli
jsme k mensimu vybéru. Jak se li§f tfeba aritmeticky
primér v zdkladnim souboru od aritmetického priméru
ve vybéru a jaky je vztah mezi témito é&isly ? Tomuto
zkoumdnf vénujeme dalsi dvahu. P¥itom odhlédneme od
konkrétniho vyznamu kvantitativniho znaku a budeme
pracovat prosté s &sly. ‘
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Necht je tedy dan zdkladn{ soubor, ktery ma N prvki.
Na ka%dém z nich je naméfen kvantitativni znak z;, takze
dostivame skupinu N ¢&isel z,, z,, 5, . . ., y. Kromé toho
uvaZujme vybér, ktery ma r prvka (1 < » < N). Tako-

vych vybéri existuje celkem lzr) Cislitm N, resp. r,

tfkame nékdy té% rozsah zakladniho souboru, resp. vybé-
ru. Oznaéme F aritmeticky primér v zdkladnim souboru;
je tedy

i=x1+zz+x;v—|—...+a:,v. (1)

Dale oznaéme zV, @, ..., @ po fadé viechny aritme-

tické priméry ve vybérech rozsahu r; je tedy s = [1:'7
Jak velky je aritmeticky prumér z &fsel 7t Qdpoved
najdeme v dalim pfiklade.

Priklad 37. Urdete aritmeticky pramer z vybérovych
aritmetickych praméra W, #2,..., £,
Redent. Predmdtem nadi ivahy je vyraz
TO - F® 4 4z
5 .
Rozsitime-li tento zlomek &slem 7, vychazi
rED - pE® 4 L pE@
8 )

(2)

Kaidé z é&isel &9 si muZeme pFedstavit jako soudet
nékterych &isel z;, pfitemz séitancl je vidy r. V ditateli
zlomku (2) se tedy vyskytuji vSechna &isla z; — pFpadné
vicekrat. Kolikrat je tu &islo z;, ? Musfme uréit, kolikrat
se &fslo x, vyskytuje ve vybérech rozsahu r ze zdkladnfho
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souboru rozsahu N. KaZdy vybér obsahujicf prvek =z,
dostaneme tak, ze k prvku z, pfidame libovolnou skupi-
nuor—1 prvcich je tedy vybéra obsahujicich prvek
z, pravé tolik, kolik kombinaci (r — 1)-ni t¥dy lze

utvotit z N —1 prvkd, tJ[l;r:ll] Cislo z, je te-
dy v &itateli zlomlku (2) pravé [1:7: 11] -krit a totéz
plati oviem i o kazdém z dalsich ¢isel z,, z,,. . ., Zy.

Citatele zlomku (2) tedy miZeme vyjdd¥it ve tvaru
N—1
(7)) etnk o+
Podle (1) ma proto &itatel tvar
N—1 . (N —1)! -
[r—l ] N.z = DI =7 N.z=
_ N1 _
=D m—n"
Jmenovatel zlomku (2) je
sy [N] _, N N!
=T )TN = T =D —n!
Délenfm tedy dostdvime podil 7.

Odpovéd. Aritmeticky primér ze viech vybérovych
aritmetickych primeéra se rovné aritmetickému priméru
v zékladnim souboru.

Dalsf dulezitou charakteristikou, kterd se vyskytuje
v matematické statistice, je tzv. smérodatnd odchylka o.
Jsou-li dana ¢&isla z,, x,, ..., zy, pak o je definovano
vztahem
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v — V(xl—f)=+(.~c2——:zl);+ ot (ay— 3P

Smérodatna odchylka ¢ je mirou, jak se hodnoty «; ,,roz-
ptyluji‘ nebo ,kupi kolem aritmetického priméru z;
to je vidét z toho, Ze o zdvisi na odchylkich x; — F.
Jsou-li odchylky malé, je ¢ malé, jsou-li odchylky velké,
je o velké.

Uvedeme si numericky p¥iklad. Cisla 1, 2, 3, 4, 5 majf
aritmeticky prameér 3, takze

(1—3)*+(2—3)*+(3—3)'+(4—3)*+(6—3)* _
g= 5 =V2.
Byva zvykem znazorfiovat dani éfsla na ose &iselné

a pFipojit tam téZ smérodatnou odchylku. Pro nas p¥i-
pad je toto znazornén{ vidét na obr. 5.

Lo

(4

4

1 2

T B s L

Obr. 5

Vratme se jesté k vybérovym aritmetickym prims-
rum a studujme otdzku, jak se tato &fsla z% , kupi‘‘ ko-
lem aritmetického priméru z. Srovname tedy smérodat-
nou odchylku vSech téchto vybérovych aritmetickych
prameéri se smérodatnou odchylkou &isel z; v zdkladnim
souboru. Tomuto srovnan{ je vénovan dalsi pfiklad.

Piiklad 38. Znite-li rozsah zikladnfho souboru a roz-
sah vybéru (¥sla N a r) a smérodatnou odchylku o v za-
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kladnfm souboru, vypodtéte smérodatnou odchylku
viech vybérovych aritmetickych priaméra z®.

Reseni. Ptipad r = 1 je trividlni, nebof pak je hledana
smérodatnd odchylka rovna pfimo &fslu ¢. V daldim
textu tedy uvaZujme jen pifpad » = 2. PouZijme vy-
sledku z piedchézejiciho pfikladu, podle néhoz &isla z®
maji aritmeticky prameér z. Jejich smérodatnou odchylku
¢ vypodteme tedy podle vzorce

s [ EY =P+ E—FP + ..+ @FI— )
s

Budeme zatim pracovat jen se zlomkem pod odmocni-
nou, ktery rozsiffme ¢islem r2. Dostdvame tak zlomek

(rEV — rZ)2 + (rE® —rF)2 4 ... 4 (rIW — rE)?
5 Rt

Soudin #0 si zase mafeme predstavit jako soudet nékte-
rych &sel z;, takze rozdfl % — »F lze pFevést na tvar

@—+@—0)+ ... + (@—7),
ktery se tyk4 jednoho vybéru. Citatele zlomku (3) lze
tedy vyjadtit jako soudet, v némz jsou jednak séitanci
tvaru (z, — Z)2, jednak s¢ftanci tvaru 2(z, — ¥) (z, — &)
(p¥ a # b). Kolikrat je zde séitanec (x, — %)2? Stejna
uvaha jako v pfedchiazejicim piikladé nas vede k vy-

sledku [IZ: i) . Také kazdy ze s&ftanc
(xﬁ - :r-’)z! (xa - i)’l RN} (xN - i)!
md v &itateli zZlomku (3) stejnou nasobnost.

Kolikrat se v &itateli zlomku (3) vyskytuje séitanec
tvaru 2(z; — Z) (¢, — %) ? Jsme tu vedeni ke kombinad-
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nimu &fslu [N_ 9 ] které se oviem tykd i dalsich s¥i-
tancl uvedeného tvaru.

Citatel zlomku (3) je tedy soustem dvou vyrazii; prvnf
ma tvar

—1
4= [l\r,— 1 ]'[(xl——:i)’+ (@ —2P 4. . .+ (2x —2)7],
druhy mé tvar

B_[N 2) [2(z,—T)(@—E) 4. . . +2(2y ,—F)(Xxy—7)].

r—
Vime, Ze plati

N—1 ] _(N—2 N—2
r—1)=lr—2 )T =1 )
tak¥e v soudtu 4 + B si miZeme nejprve viimat jen
téch sé&ftanct, jeZ maji u sebe jako koeficient kombinaén{

éislo[ . 22 ] Je vidét, %e soulet téchto st{tanch lze
vyjadfit jako
(@, —Z) + (@—2) + ... + (@2y — D),

coZ podle vzorce (1) je zFejmé rovno nule. Soudet A + B
v ditateli zlomku (3) se tedy pfevadi na tvar

N—-2 - - s
[r— 1 ] ey — 2+ (@ — 2P+ .+ (e — )
Podle definice smérodatné odehylky lze tento vysledek
vyjadfit jako

N—2 (N —2)! AT 2
(r_l]'N"° SE—DIW—r—Dr "
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Upravujme jestd jmenovatele zlomku (3). Mame
se _ afM _ N! _ Nl
re=rt (r] =T aw—=nl T =D —n)
Zlomek (3) se tedy rovna
N—r
N—1)°

Odpovéd. Smérodatnou odchylku vsech vybérovych
aritmetickych priméra urduje vzorec

o) =h

Vysledek, ke kterému jsme pravé dospéli, se zdi na
prvni pohled trochu sloZity, aviak pro praktické ptipady
jej muZeme jesté zjednodusit. Obvykle byva totiZ ¢fslo NV
velmi veliké a &fslo r pomérné malé. V takovém pipadé
miiZzeme jedtd upravovat zlomek, ktery se vyskytuje ve
vysledném vzorei pro o. Platf

’
1—
N—r _ N
fyN—1) ,_r’
plicemz zlomek W je ,,pomérné maly*. V praktickyoch

ptikladech mifeme dokonce pfedpoklidat, Ze se rovna
nule; tim dostdvame pfibliZnou rovnost

N—=r .1
r(N—1)  r
a pro smérodatnou odchylku p¥iblifny vzorec
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-. 0
== .
Vr
Zamysleme se jedté nad tim, jaky vyznam ma vysledek
dosaZeny v piiklad® 38. Zjistili jsme, Ze se vybérové
aritmetické primeéry , hromadi* kolem priméru # mno-
hem vice nez puvodné uvazovana &sla z;, x, ..., zy.
Smérodatnd odchylka nis pouduje o tom, jak jsou é&fsla
na &selnélose roztrousena. Bereme-li z velkého zéklad-
nfho souboru napf. vybéry rozsahu 25,"pak smérodatna
odchylka o je zhruba pétinou smérodatné odchylky o.
Abychom si mohli 1épe piedstavit, jak se vybérové pru-
méry hromadf kolem Z, vypoéteme si jesté jeden nume-
ricky piiklad. V ném jsme zvolili jen mala &fsla, protoze
pki vétsich rozsazich a vétsich &fslech z; velmi rychle
vzristaji technické potiZe s numerickym vypoétem.

Pfiklad 39. V zikladnim souboru {1, 2, 3, 4, 5} sestrojte
viechny vybéry rozsahu 3. Vypoététe vybérové aritme-
tické priméry a jejich smérodatnou odchylku. Znizor-
néte vysledek graficky.

Reseni. Vime uz (viz str. 75), 7e T = 3,6 = V§ =1,41,
Dalsf vypodet mGZeme upravit do tabulky (viz str. 80).

Sesteme &sla v poslednim sloupci a dostdvdme vysle-
dek 3 % . ProtoZe je celkem 10 vybéri, délime
1 1
a pak odmocnifme. Je tedy
_ 1 1y- .
g = V—g =§V3 = 0,58.
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vybér Al e —F (% — 7)*
1,2,3 2 —1 1
1 2 4
~ 1,2, 4 2—5 —3 9
22 1 I
1,2, 6 3 —3 5
2 1 1
1,3, 4 2§ —3 ?
1,3,5 3 0 0
1, 4,6 3l 1 1
i 3 3 9
2, 3, 4, 3 0 0
2,3 31 l 1
»3, 5 3 3 [
2 2 :
2,4,56 33 3 3
3,4,6 4 1 1

To je ve shodé se vzorcem pro ¢, ktery jsme odvodili
vyse. Podle ného je totiz

- Vs 5—3 1
e =R
PiibliZny vzorec pro ¢ zde oviem nemtZeme uplatnit,
nebot je
r 3
¥-5- %%
oo% nelze povaZovat za &islo ,,skoro rovné‘‘ nule.
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Jesté ke grafickému zndzornéni. ProtoZe se zde nékteré
vybérové pruméry ¥ opakuji, pouZijeme ke znazornéni
tzav. sloupkového diagramu. Na ose Giselné u &fsla £9 je
piipojen sloupek, jeho# délka uvadi, kolikrat se toto
¢islo v uvaze vyskytuje. Vysledek je vidét na obr. 6, kde

5 5
—
1
1
1
1
]
2
| | | I | |
ol " 2 2] 2% 3 3] 37 4
Obr. 6

jsme také znazornili smérodatnou odchylku ¢. Srovnejte
tento sloupkovy diagram s obr. 5, ktery se tyka zaklad-
niho souboru.*)
Ulohy
37. Graficky znazornéte pfiblizny vzorec
4
o= V—— ;
r

pfitom volte ¢ = 10, na vodorovnou osu nanaidejte r
a na svislou @.

*) Priklady, které jsme zde resili, patfi do oddilu matematické
statistiky, nazyvaného teorie vybérovyjch Setfeni (z konednych
souboru).
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7. kapitola

TROJUHELNIKOVA
- (ISLA

Mezi kombinaé¢nfmi ¥sly byla studovina zejména &isla
tvaru (;’J , ktera se pfi n = 2 nazyvaji éisly trojihelntko-

:] udava (zhru-
ba fedeno) podet shodnych kruZnic, jeZ lze umistit
v trojihelnfkovém schématu tak, jak to pron = 2, 3, 4,
5, 6 ukazuje obr. 7. Pojem trojihelnikového &fsla se

o&&@@

Obr. 7

vyskytuje uz r. 1762 u E. de Joncourta, ale teprve
v poslednich desetiletich studovali vlastnosti trojihel-
nikovych &isel zevrubnégji néktef{ matematikové, a to
zvladté autofi polsti (A. Makowski, A. Schinzel,
W. Sierpinski*), K. Zarankiewicz aj.). UkdZeme si
zde té% néco z této problematiky.

vymi. Nazev je odvozen z toho, Ze d&slo [

*) W. Sierpifiski (1882—1969) byl profesorem varsavské uni-
verzity a viceprezidentemn Polské akademie v&d. Pracoval
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Nejprve uvedeme tabulku trojihelnfkovych &fsel pro
nékolik hodnot n.

2 3‘4’6T6‘7 8| ol10]11]12]13

n

E‘] 1 3] 6 l 10
Také obrazek nam piehlednd ukaze, jak vzristaji troj-

thelnfkova &fisla, vzrasta-li ¢islo n. Je to vidét na obr. 8,

kde prvnim sedmi hodnotam z nasi tabulky odpovida 7

bodl oznatenych malymi krouiky. Vzpomeneme-li na

to, co jsme se udili v nauce o funkeich, maZeme v obr, 8

sestrojit i graf funkce

15|21 (28|36 | 4555|6678

y=;;x(r~l);

grafem této funkce je parabola, jejiz ¢ast tu naznaduje
édrkovand &ara. Nyni vSak uz pFistoupime k piikladam.

Priklad 40. Cisla 6, 66 a 666 jsou trojihelnikova, aviak
¢islo 6666 nenf trojihelnfkové. Dokazte.

v teorii &sel, v teorii mnoZin, v topologii, v teorii redlnych
funkef a v matematické analyze. Napsal 724 védeckych pracf,
50 knih a broZur a nepfeberné mnozstvi dalsich ¢ldnkt odbor-
nych a prilezitostnych. Byl také spoluzakladatelem polského
dasopisu Fundamenta mathematicae vénovaného hlavné teorii
mnozin. Za Zivota se mu dostalo mnoha védeckych a verejnych
poct, mj. i od &eskoslovenskych instituci. Od roku 1923 byl
¢estnym ¢&lenemn Jednoty &s. matematiki a fyzikd, v roce
1930 se stal zahrani¢nim &lenem Krdlovské &oské spoleénosti
nauk, roku 1948 mu udélila Karlova univerzita ¢estny doktordt
a od roku 1960 byl zahraniénim é&lenem Ceskoslovenské aka-
demie véd. Pocty udélované W. Sierpifiskému neustdvaji ani
0 jeho smrti. Posmrtné byl po ném nazvén jeden z mésiénich
dteri.
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Obr. 8
EBesent. Ze &sla 6 a 66 jsou trojdhelnikovs, je ndm uz

zZnamo, nebot je [;] =6a [

12
2

J: 66. Zabyvejme se tedy

¢islem 666 a ptejme se, zda pro nékteré pfirozené ¢fslo
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n plati [72") = 666. Tento vztah vede k rovnici

n(n — 1) = 1332,
coz po malé upravé dava n?—mn — 1332 = 0. Tato
kvadratickd rovnice ma kofeny n =37 a n = —36,
z nichz druhy nevyhovuje pozadavkim dlohy.

vs 2

Kofen n = 37 vyhovuje nasf tloze.

Koneéné zbyva uvaha o &isle 6660. Zde dochazime ke
kvadratické rovnici

n:—n—13332 =0,
kterd ma diskriminant
D = 53 329.

Z tabulek nebo na kalkuladce se muiZzeme pfresvéddit, Ze
pro Zadné celé kladné &fslo r neplati

r? = 53 329.

Znamena to, Ze uvaZovand kvadratickd rovnice ma oba
koteny iracionalni. Cislo 6666 neni proto trojihelnikové.

Ve dvou poznamkéch se jedtd vratime k probranému
ptikladu. Pfedné si uvédomime, jak dulezity je matema-
ticky dukaz néjakého tvrzeni. KdyZz se ukazalo, Ze
disla 6, 66 a 666 jsou trojihelnfkova, mohli bychom se
ukvapit domnénkou, Ze v desitkové soustavé kazdé
dislo psané vyhradné Sestkami je trojihelnikové. To je
oviem nespravné, jak ukizalo hned ¢islo 6666.

Druhé pozndmka je skoro historickd. Roku 1905
vySetfoval E. B. Escott trojuhelnikova &isla, kterd se
v desftkové soustavé skladaji vidycky z jedné nékolikrat
opakované &fslice. ProSel vicchna trojihelnikovd &isla
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s méné nez tficeti &islicemi a zjistil, Ze tu vyhovuje jen
pét &isel, totiz
1, 3, 6, 66, 666,

V nedavné dobé D. W. Ballew a R. C. Weger*)
dokondili dikaz véty, kterou si uz asi sami domyslite.
Ukéazali, Ze kromé zminénych péti trojihelnfkovych &isel
neexistuje uZ vabec Zadné, jez by vyhovovalo vyslovené
podmince.

Pristi priklad, v némz sledujeme trojihelnikova &fsla
psand éfslicemi 2 a 1, se rozuzli jinak nez priklad o &islech
psanych Sestkami.

Piiklad 41. V posloupnosti
21, 2211, 222 111, 22 221 111, ...

je kaZdy élen é&islo trojuhelnikové. Dokazte.

Reseni. Cisla v nasf posloupnosti jsou psdna &islicemi
2 3 1, pfi¢emZ v kazdém ¢&lenu se nejprve napise néko-
likrat &islice 2 a pak se doplni ve stejném podtu &fslice 1.
Clen n-ty miZeme tedy schematicky vyjadrit ve tvaru

a, =222...2 111...1,
. cm— mp— —
n-krat  n-krat
coZ v jiném tvaru dava
a, = (2.10%71 4 2,10%72 - ... 4 2.10% |
4+ 2.10%) + (10"1 4 10*2 4 ... + 10 + 1).
Z mnohotlenu v prvni zivorce vytkneme 2.107
a v takto ziskaném vyrazu provedeme dalsi Gpravu, jez

vede k vysledku

*) Journal of Recreational Mathematics 8 (1975—76), str. 96
a7z 98.
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@n = (2.10% + 1) (10" + 102 4 ... 4 10 + 1).

Podle znamého vzorce pro éasteny soudet geometric-
ké posloupnosti dostavime dalsi Gpravu

@, = % (2.10% + 1) (10» — 1),

Nyn{ jsme &len a, vyjadtili ve tvaru, ktery ndm umoi-
ni vysetfovat, zda je toto &fslo trojihelnikové. Ptejme
se, zda se a, da vyjad¥it ve tvaru (32:] . To vede k rovniei

zx—1)
2

kterd po odstranénf zlomkt a malé ipravé diva
922 — 9z — 2.(2.10" 4- 1) (10— 1) = 0.

=§1 (2.10° 4 1) (100 — 1),

Jeji diskriminant je
D =9+ 8.9.(2.10% + 1) (10" — 1),
co% po upravé dava
D = 9(16.10% —8.10% + 1) = 32.(4.10" — 1)3,
Pro kofeny kvadratické rovnice tedy nachézime

z =:-1 (2.10 4+ 1), resp. z =§ (1 —107).

Druhy kofen miiZeme hned zamitnout, nebot pro kazdé
pfirozené &islo n je to ¢&fslo zdporné. Pohlédneme-li na
kotfen prvni, mohlo by se zdit, Ze ani ten nebude vyho-
vovat naéf tloze, nebot je tu jmenovatel 3. Cfslo 2.10"
+ 1 je vSak podle zndmého znaku délitelnosti délitelné
tfemi (pro kazdé pfirozené &fslo n), a proto prvni koifen
je &slo pfirozené. Je to vysledek, ktery vyhovuje nasf
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uloze, a je tim dokazano, Ze v uvedené posloupnosti
jsou viechny &leny ¢isla trojuhelnikova.

V dalsim p#ikladu bude dano ptirozené éislo, které bu-
deme vyjadfovat jako soudet nékolika &isel trojihelniko-
vych. Tato otazka ma vidycky smysl, nebof éislo 1 je
trojuhelnikové, a lze tedy libovolné piirozené &fslo = tri-
vidlnim zpiésobem vyjadFit jako soutet n trojihelniko-
vych ¢&fsel. Nas ovSem budou zajimat vyjadfeni, jez ne-
jsou zcela trividlni.

Pfiklad 42. Vyjadfete &islo 80 jako soudet co nejmen-
Siho podtu trojihelnikovych éisel.

Reseni. S trochou podetni ndmahy (a s vyuzitim tabul-
ky na str. 83) najdeme, Ze plati 80 = 10 + 15 + 55,
piidemZ vSechny tfi séitance jsou &isla trojihelnikova.
Dané &slo l1ze tedy vyjadtit jako soudet t¥i trojithelniko-
vych é&isel. Je mozno najit vyjadfeni s mensfm poétem
s¢itancti? Nékolik pokusi nadm ukéZe, Ze 80 nelze vy-
jadtit jako soudet dvou trojihelnikovych éisel. Nemuze-
me se oviem spokojit jen s nezdarem nahodilych pokusi,
a proto toto tvrzeni dokazeme. Dukaz spolivi jen
v systematickém probrani viech moZnosti.

Dejme tomu, Ze plati 80 = a + b, kde a, b jsou vhodni
trojuhelnfkovd &fsla. Bez Gjmy na obecnosti miZeme
predpokladat, Ze je ¢ < b. Pak mame odhad

a+a=a-+b=80,

¢ili 2¢ < 80. Pro a tedy vychdzi @ < 40. Nyni vyhle-
dime tabulku na str. 83 a zjistime, Ze pro a ptichazeji
v uvahu hodnoty*) 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36. Pro druhé
trojihelnikové &islo b mame vztah b = 80 — a, coZ pro
nalezenych osm hodnot dava po fadé vysledky 79, 77,
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74. 70, G5, 59, 52 a 44, Zidné z t&chto &isel viak nenf
trojihelnikové, jak ndm nkaZe opét nade tabulka. Nebyl
tedy spravny nas predpoklad, Ze ¢&islo 80 lze vyjadrit
jako soudet dvou trojihelnikovych &isel.

Tim jsme vSak s feSenim uZ hotovi; &islo 80 nenf troj-
uhelnikové, nelze je vyjadfit jako souéet dvou trojahel-
nikovych ¢&isel a vztah 80 = 10 4+ 15 4+ 55 ukazuje, %e
je lze vyjadiit jako soudet t¥i trojihelnikovych éisel. To
je tedy skuteéné vyjad¥eni s nejmensim poétem séitan-
ct.

V ptedchdzejicim prikladé jsme nezkoumali otizku,
zda vyjad¥eni &fsla 80 soudtem t¥i trojihelnikovych é&fsel
je jednoznadéné (nehledime-li na pofadi séitaneci), nebo
zda existuje vice takovych vyjadfeni. Tomu se vénuje-
me v dal3f dvaze.

Pfiklad 43. Vysetfete, kolika zplsoby je moZno vy-
jadtit &islo 80 jako soudet t¥i trojihelnikovych &isel.

Redent. Pisme 80 = a + b + ¢, kde a, b, ¢ zna¥i vhod-
na trojihelnikova ¢&isla. Jejich oznadeni je v nasi moeci,
takZe miZeme mezi nimi pfedpoklddat vztaha < b < c.
Odtud plyne 3a < 80, &ili

2
a §26§°

Podle tabulky uvedené na str. 83 pfichazeji pro trojtahel-

*) Zde se trochu opirdme o nézor. Nenf snad pfedem jasné,

zda pro nékterd velkd &isla »n, joZ v nasi tabulee nejsou uvede-
n

na, neplati znovu (2] < 40. Tato moZnost je viak vyloudena

a miuZeme to i dokdzat. Tvrzeni je jistd zndmé &Stendfitm,

ktefi znaji pribdh paraboly z obr. 8, nebo je miizeme odvodit

snadnou 1ivahou o nerovnostech,
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nikové &islo a tyto moznosti: 1, 3, 6, 10, 15 a 21. Probe-
reme kaZdou z nich zvlast. *

Pro @ = 1 se nase puvodni rovnice pfevede na tvar
79 = b -+ c. ProtoZe je b < ¢, plyne’odtud 2b < 79, &ili
b £ 39,5. Pro b tedy ptichazejf v ivahu moZnosti 1, 3, 6,
10, 15, 21, 28 a 36, jim¥% odpovidaji tato &isla c: 78, 76, 73,
69, 64, 58, 51 a 43. Jediné &islo 78 je trojtihelnikové,
a nasli jsme tedy jedno z moZnych vyjad¥eni, totiz 80 =
=141 178.

Pro ¢ = 3 dostavame rovnici 77 = b 4 ¢, coZ vede
k nerovnosti 26 < 77 a dile k odhadu 3 < b < '38,5. Pro
b mame tedy moznosti 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36, jimZ od-
povidaji &sla ¢ = 74, 71, 67, 62, 56, 49 a 41. Z4dné
z téchto &fsel ¢ nenf trojuhelnfkové, takze jsme v tomto
pfipadé nenasli Zidné vyjidieni ¢isla 80.

Pro a = 6 dostdvame rovnici 74 ='b +'¢, coZ dava
2b < 174, ¢ili 6 < b =< 37. Trojthelnikovym &islim b =
= 6, 10, 15, 21, 28 a 36 odpovidajf ¢isla ¢ = 68, 64, 59,
53, 46 a 38. Ani zde nevyslo %adné &islo trojihelnikové.

Pro a = 10 mdme 70 = b J-¢, ¢&ili 2b < 70, a dale
10 <b < 35. Cislim b = 10, 15, 21 a 28 odpovidajf ¢ =
= 60, 55, 49 a"42, z nichZ jen &islo 55 je trojihelnikové.
Tim jsme nasli vyjadfeni 80 = 10 + 15 + 55, které je
nim zndmo u% z pfedchéazejiciho p¥ikladu.

Pro a = 15 vychazf rovnice 65 = b + ¢, coZ vede k ne-
rovnosti 2b <65 a dile 15 < b < 32,5. Cislim b = 15,
21 a 28 odpovidaji'c = 50, 44 a 37,z nich% Z4dné nenf
trojihelnikové.

Koneénd pro"a’="21"mame 59 = b+ ¢,"&li 25’ <59,
co% d4v4 odhad 21 < b < 29,5. Cislim b = 21 a 28 od-
povidaji ¢ = 38 a 31, takZe ani zde nevychdzi Zadné vy-
jadFenti &fsla’ 80.

Odpovéd. Nehledime-li na pofadf séftanct, 1ze &fslo 80
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vyjadiit dvéma zplsoby, totiz 80 =1 41 | 78 a 80 =
= 10 + 15 + 55. Kdybychom pfihliZeli k pofadi séf-
tancli, méli bychom celkem devét moZnosti.

V dalsim piikladé se budeme zabyvat vzorcem
L _B+2)r—@3—2])2
n 4 V2 .

Snadny vypobet ukazuje, Ze «; = 1. Také pro n = 2
a n = 3 mame jednoduché vysledky:

_9+12)248—(9—12]248) _

a,y — 6,
42
. _(27+54)2+72416)/2)— (27—54]/2 +72—16]/2) _
? 42
= 35.

Ui tyto tFi pfipady ukazuji, Ze ¢isla a, jsou plirozena
(agkoliv jejich vyjadieni zlomkem a odmocninou je dosti
sloZité). Toto podezfent je celkem spravné a plyne z bi-
nomické véty; v prikladé 44 si o ¢islech a, dokdZeme
jedté vice.

Piiklad 44. Pro kaidé pfirozené ¢&islo n je &fslo a,?
trojihelnikové. Dokaite.

Eegeni. Budeme se zabyvat rovnici

(;) = a,?,
ktera ptejde na tvar
22—z —2a,2 =0,
Diskriminant této kvadratické rovnice je &islo D = 1
+8a,2. Budeme se nynf zabyvat dipravou &sla /; zfejmé
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cheeme ukézat, Ze ¢islo D je druhou moeninou nékterého
prirozeného éisla. Platf

(34-2] 2)»—2(3+2)/2)(3—2)/2)"+ (3—2]/2)>
32

D-=14-8.

Zkratime osmi, uvedeme na spoletného jmenovatele
a dostavame

432220342232 )2+ (3—2]2)
= 4——— -
Misto éisla 4 miZeme do ditatele psat soudin

43+ 22 (3—2])2),
jak nas presvédéf vypodet.

D

V titateli zlomku mame ui vyraz
—2(3 + 2 )2 (3—2)2r,
takZe po sloudenfi dostaviame

_ (3+2)2m4-23+2)2)(3—2) 2+ (3—2]2)
4

D

Citatele miuZeme upravovat podle VZOrce u? 4 2uv -
+ 0% = (u + v)?, ptitemz u = (3 + 22, v=(3—
— 2]/2)». Vychaai

p_[B+212r+3—2]2r)
- s :

Vratme se k vychozi kvadratické rovnici. Jeji kofeny
jsou
_1+|D

1—)D
-5, :

2

resp. x =
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Druhou moZnost hned zamitneme, nebot vede k zapor-
nému &fslu. Upravou prvniho vzorce dostavame

24 (34 2)2)m + (3—2]2)
xr = 1 .

Tento vysledek se dé je§té zjednodusit, pouZijeme-li
vyjadieni

3+2)2=0+]223—2)2 =(—1+]2e
Cislo 2 lze napsat jako 2(1 + |/2) (— 1 4+ |/2) nebo

6% 2(1 + |2 (—1 + ]/:2)". Pro tislo xz tedy vychazi
vyjadient

o )22t Yo—14 f2) ¢ (=14 2y
4

&ili

.= [(1 +)2r 4+ (=14 Vi)"]z_
a 2

Musime se je§té presvédiit o tom, Ze toto éfslo x je pFiro-
zené. K tomuto vySetfovani nam poslouzi binomickd
véta, podle nfZ plati

(1 +)2r= (’é] An [’1‘) A1 )/2 4 [72‘].1"—2.24- e
+(n) (72,
(—1+ V2r= (G)-=or(]) a2+
+[’2‘] (—1p=2.24 ...+ [Z] (V2.
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Je-li n &islo sudé, pak sedtenfm obou vyrazi na pra-
vych strandch se zrusi vechny &leny tvaru m}/2 (m celé),
a soudet je tedy celé &islo. Dokonce vidime, Ze je to &fslo
sudé, takZe po délenf dvéma vyjde rovnéz &islo celé.

Umocnime-li jesté na druhou, vychdzf &slo z, jeZ je
tedy piirozené.

Je-li n ¢&islo liché, pak naopak zistivaji viechny s&f-
tance tvaru m l_/2 a ostatni{ &leny se zrusf. MiZeme
vytknout &slo |/2 a koeficient, ktery tak dostdvéme, je
sudy. Délime dvéma a dostavime zase &islo tvaru m V2.
Zbyva umocnit na druhou a vysledek 2m? je opét &fs-
lo ptirozené. Rozbor ukazal, Ze x je vidycky pfirozené
&islo, Ponechiviame &tenafi, aby si rozmyslel, Ze je z > 1
pro kazdé pfirozené &islo n. Pifklad je tim rozfeSen.

Co plyne z probraného pifkladu? ProtoZe d&fsel a, je
nekone¢né mnoho*), muZeme vyslovit toto tvrzeni:
Existuje nekoneéné mnoho trojiuhelnikovych &isel, z nichZ
kaZdé je rovno druhé mocniné nékterého ptirozeného &isla.

Ulehy

38. Rozhodnéte, zda v posloupnosti 55, 5050, 500 500,
50 005 000, ... jsou viechny éleny ¢&isla trojihelnfkovi.

39. Vyjadiete &islo 60 jako soudin dvou trojihelniko-
vych &fsel.

40. Ukazte, %e existuje nekonetnd mnoho pfirozenych

*) Otdzce, %o riznym &fslim n odpovidaji riznd &isla a,, je
vénovédna téZ vdloha 42 na ndsledujicf strance.
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&isel, kterd nemifeme vyjadiit jako soudin nékolika &fsel
trojihelnikovych.

41. Najdéte piiklad pfirozeného &isla, které miZeme

alespofi dvéma riznymi zpisoby vyjadiit jako soudin
nékolika &isel trojtihelnikovych vétsich nez 1.

42, Jsou dana dvé ptirozena ¢isla m < n. Potom plati
An < @, (viz vzorec na str. 91). DokaiZte.

43. Rozhodnéte, zda rovnice

5)+()-6)

m4 kone&né nebo nekoneéné mnoho FeSeni v ptirozenych
dslech z, y, z.
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8. kapitola

RUZNE

V zdvéru této knizky uvedeme nékolik piikladit s kombi-
natorickym ndmétem. Budou to otdzky, kde zase ne-
vystadime jen s mechanickym pouzitim hotového vzorce,
nybrz bude tieba provést urditou matematickou tvahu.
Nis prvni piiklad je z planimetrie.

Piiklad 45. V roviné je dan pravidelny n-Ghelnik
A 4,4, ... A, (kde n je sudé). Z n vrcholia 4, 4,, A,,

., 4, vyberte tii tak, aby tvofily vrcholy rovnoramen-
ného trojuhelnika. Kolika zpiisoby je to mozné ?

Regeni. Odpovézme nejprve na otdzku, kolik zde
existuje rovnoramennych trojihelnfkd s hlavnim vrcho-
lem v bodé A4,. Oznadme S stied kruznice opsané dané-
mu zn-uhelnfku a sestrojme piimku 4,8*). Z geometrie
vime, Ze tato piimka prochdzi jesté jednim vrcholem

nadeho n-thelnika (vrcholem, jehoz index je g + 1),

Ptimka A,S rozdéluje rovinu na dvé poloroviny; zvolme
si z nich tu, kterd obsahuje uvnitt bod 4,. Uvnit# této

*) Na obr. 9 jsme znézornili specidlni piipad n = 8. Cdrkovand
je tam téZ narysovén jeden z rovnoramennych trojuhelnikd,
o nich% jedn4 priklad 45; je to trojihelnik A4,4,4,. Jesté pri-
pomeiime, Ze u rovnostranného trojuhelnfka pokldddme kazdy
jeho vrchol za hlavni.
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Obr. 9

poloroviny le#{ %—(n — 2) vrcholi nageho n-thelnfka

1 © oy s
a &islo 3 (n — 2) znamena zFejmé i podet rovnoramen-

nych trojihelniki s hlavnim vrcholem A,. Mezi témito
trojihelniky miafe ovSem existovat i trojihelnik rovno-
stranny, nebof i tento trojthelnik zahrnujeme pod
pojem trojthelnfka rovnoramenného. Kdy muZe vznik-
nout rovnostranny trojihelnfk? Zfejmé je to moZné
pravé tehdy, je-li &islo n délitelné tfemi. Budeme tedy
rozliSovat dva pfipady.

Je-li n délitelné tfemi, pak podet rovnoramennych
trojihelniki, jeZ nejsou rovnostranné a maji hlavni
vrchol 4,, je

1 2 1 1 4

Stejny podet oviem dostdvame, volime-li za hlavni
vrchol kterykoli z dalsich bodd 4,, 4,, ..., 4,. Souéin
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n. %(n——4)

udivé tedy polet vSech rovnoramennych trojtihelniki,
jez nejsou rovnostranné, Polet rovmostrannych troj-
dhelnfkd vsak uréfme snadno — je totiz roven é&fslu

g’- . Je-li n délitelné tfemi, mame tedy celkovy vysledek
;i(n—4) +- g=% (3n — 10).

Zbyva jestd ppad, kdy » nenf délitelné tfemi. Pak
nelze sestrojit Zadny rovnostranny trojthelnik, a &fslo
;i(n —2) znamené tedy hledany poéet rovmoramen-
nych trojihelnfkd.

Odpovéd. Je-li n délitelné tfemi, pak hledany podet
rovnoramennych trojihelnfkid je %(311. — 10); neni-li

n délitelné tfemi, je hledany podet g (n —2).

Jisté znite kostku, kterou se hraji rizné spoledenské
hry (viz obr. 10). Kaid4 sténa kostky je oznadena

[
0
® o
e o |
Obr. 10
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nékterym z &sel 1, 2, 3, 4, 5, 6 tim, Ze je na ni uveden
piisludny podet bodu (ok). V nékterych kombinatoric-
kych ilohach, jez vedou k poétu pravdépodobnosti,
se vyskytuji téZ otdzky spojené s jednou nebo né&kolika
takovymi hracimi kostkami.

Uvedeme nejprve jednu velmi jednoduchou variantu
takového piikladu.

Piiklad 46. Mime dvé hraci kostky — ¢&ervenou
a modrou. Kolika zpusoby muZeme pfi hodu témito
kostkami dosdhnout souttu 6?

Redent. Soudet 6 se mize vyskytnout napt. tak, Ze na
dervené kostce padne 1 a na modré 5. Uvédomte si, Ze
tento pfipad musfme odliSovat od p¥ipadu, kdy na &erve-
né méme 5 a na modré 1.

Celkem nam di odpovéd tato tabulka:

dorvend 1| 2] 3 | s | s

modré 5| 4 3|2 1

Soudet 6 miZe padnout péti zpasoby.

Po piipravné ivaze z pfedchdzejictho pfikladu se nynf
obratime k otazce sloZitéjsi.

Piiklad 47. MAme tF¥i hracf kostky — d&ervenou,
modrou a bflou. P¥i hodu témito kostkami mohou pad-
nout soudty 3, 4, 5,.. ., 17, 18. Vy3etfete, kolika zpisoby
lze kazdy z téchto soudtd uskutednit.

Redent. Barva kostek nés zase upozorfiuje na to, Ze je
tfeba dbét na pofadi, ve kterém uvaZovany soudet padl.



I

18

5

10"

254
20}
15
10
5

Obr. 11
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Soudet 3 miZzeme uskutednit jedinym zptisobem — na
kaZdé kostce padne 1. Soudet 4 Ize uskuteénit ttemi zpi-
soby — &fslo 2 padne na jedné kostce a na ostatnich dvou
jsou jednitky. Postupujeme-li timto zpisobem dile,
dostdivame podet moZnosti pro kazdy z uvaZovanych
soudtu.

Ptehledné je vysledek takového vySetfovdni patrny
z této tabulky:

soudet |3456l7 891011121314151617]?8

poéetzpﬁsobﬁll 3le 1o|1521 25|27|27|25]21]18]10 6|3|1

Byva zvykem, Ze se takova tabulka znizornf i gra-
ficky. Na obr. 11 vidime sloupkovy diagram, ktery od-
povidé nasf dloze o tiech hracich kostkich. Vsimnéte

si, Ze je tento diagram ,,soumérny‘‘ podle svislé piimky,
kterou jsme v obr. 11 narysovali éarkovaneé.

Nasli jsme tedy odpovéd na otdzku o t¥ech hracich
kostkdch. Ziustanime vSak je§td u této problematiky
a uka¥me si jiny zplsob, kterym miZeme cely vypodet
zformalizovat a tim si jej podstatné usnadnit. UvaZujme
pomocny Sestitlen

A=z + 224 28 4+ 2* + 2° + a8
a vytvofme mocninu 43. To je mnohodlen v proménné =
a ma tvar
A® = 8.2% + 8,28 + 5525 + ... 4 8.,217 + 854718,

Jakou tlohu zde maji koeficienty a,, 8,, 85, . . ., 817, 815 %
Odpovézme piikladem. NapfSeme-li A? jako soudin
A.A.A, pak napt. koeficient s, dostaneme takto: Moc-
ninu 28 Ize vytvoFit tak, ze v prvnim &initeli 4 vybereme
vhodny &len 2, v druhém A4 &len 2 & ve tfetim 4 Clen z°
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tak, 2e ¢ + b + ¢ = 6. Cislo s, tedy uréuje podet viech
zplsobi, jimiZ tento vybér miZeme provést. Pred-
stavime-li si nynf, Ze prvni &initel 4 odpovidi kostce
dervené, druhy modré a tieti bilé, plyne odtud okamzité,
e 8¢ znadi podet zpuisobi, jimi% na nasich ttech kostkach
lze vytvofit soudet 6.

Nyni k technickému pouZiti pravé popsané skuted-
nosti. Abychom urédili vechna &fsla &, zabyvejme se
&isté aritmetickou tlohou — totiZ umocfiovinim naseho
Sestiélenu na tfeti. Plat{

A =[(z + a2 + 2°) + 23z + 22 + 23)P =
=(x+ a3+ 282 (1 + ) =
= [2® 4 3z%(z® 4+ 2°) -+ 3z(z? 4 2% + (2® +
+ 2% (1 + 298 =
= (2% 4 32 4 325 + 325 +
+ 6% + 327 + a® + 327 + 328 4 2°) (1 4+ 2®)? =
= (2% 4 3x* 4 628 4,728 4 627 + 32 + 2°) (1 +
+ 323 4 328 4- 2°) =
= % -} 32 + 6% + 102° 4 1527 + 2128
+ 252° 4 27x1° 47272 o 28z12 21218 4
4 15214 1 10215 1 6218 - 3z17 L 218,

Je vidét, Ze koeficienty ziskaného mnohodlenu jsou
skutedné &fsla, kterd jsou ndm uz zndma’z ptedchazeji-
cfho fedenf tilohy o tfech hracich kostkach.

Do kombinatorické analyzy byvaji dasto zahrnovany
i poudky o tzv. latinskych &¢tvercich. Je to problematika,
kterd svym puvodem vlastné patti do matematiky
rekreadni a vyslo o ni uz mnoho*¥lénkd a”knih. Skola
mladych matematiki zafadila pfed ¢asem do svého edié-
nfho programu také jeden svazek o latinskych &tvercich,
ktery napsal J. Bosak (viz citaci v zdvéru). Bosakova
publikace informuje i o tzv. Fecko-latinskyoh a o room-
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skych &tvercich. Zde se tedy omezfme jen na ndkolik
letmych poznimek.

Latinsky &verec je Etvercové schéma tvaru S8achovnice
s n? poli, pfitemZ v ka%dém poli je napsino jedno z p¥i-
rozenych ¢&fsel 1, 2, 3,. .., n. Pfitom se poZaduje, aby se
v z4dném ¥adku ani v Z4dném sloupci nevyskytovalo
dislo vice neZ jedenkrat. Vzpomeneme-li na pojem pota-
di, kterym jsme se zabyvali na podatku této knizky,
muzeme fci, Ze se v jednotlivych fideich latinského
étverce vyskytuji nékters z poFadi &sel 1,2, 3, ..., n.

Pro n =5 zde uvidime tento piiklad latinského
étverce:

4 5 2 3 1

b 3 1 2 4

Latinské &tverce v dnesni dobé hraji velmi dileZitou
roli v matematické statistice, v tzv. planovani &ili uspo-
Fdddvéani pokust. Predstavme si napf., Ze na pokusném
poli, jeZz mé 5 x 5 dilcit podobné jako v naSem schématu
latinského &tverce, chceme péstovat 5 odrad urdité plo-
diny (nebo pti uréité plodiné vyzkouset 5 druht hnojen{
apod.), abychom zjistili jejich vynosnost. Odridy prosté
oznatme ¢&fsly 1, 2, 3, 4, 5. KaZzdou odriidu mime vy-
zkouSet na stejném podtu dilod, tj. v naSem pifpadé na
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5 dileich. Kdybychom nyni tfeba vSechny dilce s odri-
dou 1 umistili,v levém hornfm rohu schématu a dostali
tfeba podstatné vyssf nebo niZsi vynos, nevédéli by-
chom potom, zdali tento vysledek byl skuteéné zpiso-
ben kvalitou odrady nebo pouze tim, %e v této oblasti
pokusného pole piida ma odlidnou kvalitu nebo odlisnou
vlhkost apod. Abychom tedy pokud moZno vyloudili
vliv nestejnorodosti ptidy, musime dflce s kaZdou od-
ridou ,,rozptylit* po celém poli. To pravé lze ulinit
schématem latinského &tverce tak, Ze odriidu 1 umisti-
me na dilcich oznadenych &islem 1 v latinském &tverci
atd.

Jednim latinskym étvercem se budeme jeité zabyvat
v daldfm piiklade.

Piiklad 48. Je dino &tvercové schéma se 16 poli:

3

2

Zde jsou &éty¥i pole obsazena &fsly, ostatni jsou volni.
Napiste do volnych okének éisla 1, 2, 3, 4 tak, aby vznikl
latinsky &tverec.

Eedeni. Viimnéme si levého horniho pole v daném
schématu. Zde nemtize stat &fslo 3 (nebof tim uZ je
prvnf Ffidek obsazen) ani &islo 4 (tim je obsazen prvni
sloupec). Prichdzeji tedy v Gvahu é&fsla 1 a 2.
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Napisme sem tedy &islo 1. Na konci prvniho fadku p¥i-
chdzi tedy v vahu jen &islo 4 a tim dostavéa prvnf fadek
tvar 1, 2, 3, 4. Podobné prvni sloupec konéf nutné &slem
3, a ma tedy (ve sméru shora dolu) tvar 1, 4, 2, 3. Déle
si véimneme tfeba sloupce poslednfho, kde ndm zatim
chybi dva tdaje; zfejmé tento sloupec musi mit tvar
4, 1, 3, 2. Podobné lze postupovat jesté v dalsich p¥i-
padech; dostivame tak posléze tento latinsky &étverec:

1 2 3 4

4 3 2 1

2 1 4 3

3 4 1 2

Zbyvé jesté probrat ppad, kdy v levém hornim rohu
naSeho schématu je &fslo 2. Pak snadno najdeme tfeba
pro prvaf ¥idek jedinou moZnost 2, 4, 3, 1 a pro prvnf
sloupec rovné% 2, 4, 3, 1. I dalsi konstrukce jsou zde
jednoznadné a vedou k tomuto latinskému &tverci:

2 | 4 3'1

4 2 1 3

3 1 2 4

1 3 4 2

Je vidét, Ze danym podmfinkém odpovidaji dva latin-
ské &tverce.
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Ulohy

44. V roviné je dan pravidelny n-ihelnftk 4,4,4, ...
A, (kde n je liché). Z n vrchold A, 4,, 4,,. . .,4, vyberte
t¥i tak, aby tvofily vrcholy rovnoramenného trojithel-
nfka. Kolika zptsoby je to moZné?

4b. Kolika zptsoby lze hodit éty¥mi kostkami soudet
121

46. Dva hradi spolu hrajf tuto hru: Dany podet za-
palek je rozdélen do dvou hromadek. Hrié smi pfi jed-
nom tahu vzit bud z jedné hromadky libovolny (kladny)
potet zipalek, nebo z obou hromidek tentyZ (kladny)
potet zapalek. V tazich se hraéi pravidelnd stfidaji.
Vyhrava ten, ktery svym tahem dobird poslednf zapalky,
jeZ jsou jestd ve hte. Popiste, jak si ma hraé podinat, ahy
si vynutil vitézstvi.

47. Je dana mnoZina
M={1,2,3,4}.
UkaZte, Ze jeji prvky je moZno sefadit do koneéné
posloupnosti tak, Ze soudasné platf:

I. KaZdy prvek mnoZiny M se vyskytuje v posloup-
nosti pravé dvakrat,

II. Mezi prvnim a druhym vyskytem prvku z je pravé
z daliich élenid posloupnosti (pro ka%dé =z € M).

48. Nahradte podminku II. z pfedchéazejici tlohy pod-
minkou I1.’ a feste tlohu, ktera tak vznikne.

I1.” Mezi prvnim a druhym vyskytem prvku z je praveé
x — 1 dalsich &lent posloupnosti (pro kazdé z € M).
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49. Nechf N je mnoZina vSech pFirozenych é&sel.
Ukazte, %e jeji prvky je moZno sefadit do nekoneéné
posloupnosti tak, Ze soudasné plati:

I. Kazdy prvek mnoziny N se vyskytuje v posloup-
nosti pravé dvakrat.

II. Mezi prvnim a druhym vyskytem prvku z je praveé
z dalsfch &lent posloupnosti (pro kazdé x € N).
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VYSLEDKY
ULOH

1. a) Levou stranu postupné upravime takto:
71.1.2.3.1.2.3.1.2 = 71.8.9 = 9!.

Podobnsé ovéfime i dalsi rovnosti.
2. Prvni z &fsel je vétsi.
3. a) Kdyby pro nékteré » platilo
nl.n +3)! < (n + 1).(n + 2)!,
pak by po zkraceni vyslo

n+3=n-+1,
coZ je spor.

b) Kdyby pro nékteré n bylo
al+@m+3) =+ D+ (0 +2),
pak bychom po zkraceni a malé ipravé méli tento spor:
n® 4 50 4 Tn + 4 < 0.

4. Oba vzorce se dokazujf matematickou indukef.

b. Podet moZnosti je 7!.51.

6. Je to mozZné (n — 1)! zpisoby.

7. NemiiZzeme, jak vyplyva z této Gvahy:

KaZdému vrcholu krychle se da p¥itadit jedno z Gisel
1 a 2 tak, %e koncové body kaZdé hrany jsou vidycky
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oznadeny ruznymi &isly. Déd se to zafidit nap¥. tak, Ze

body
A,B,C, DA B, C,D
dostanou po fadé d&fsla
1,2,1,2,2,1,2,1.
Kdyby bylo mozné projit po krychli podle poZzadova-
nych podminek, ésla 1 a 2 by se pfitom pravidelnd st¥i-

dala. ProtoZe krychle ma sudy podet vrcholi, vrcholy
A a C by musely mit rizna é&isla (spor).

8. Pro pfirozené &islo n vétsi nez 2 poloZime
z=ny=n"—1z= (@A) —1,
t = [(=)I—1.
Potom vychazi
u = [(n))1]L

9. Bez jmy na obecnosti muZeme pfedpokladat, Ze
je z < y. Pak zfejmé z > y. Kdyby bylo z < y, délime
obé strany dané rovnice éislem z! a po malé tpravé
mame

Cislo z + 1 d&li pravou stranu (pro&?), ale nedsl
stranu levou (spor).

V piipadé x = y dochdzime k rovnici

&ili
2=z(z—1)...(x+1).

Odtud plyne, Ze
z=z+1=2,
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a nachizime tak jediné fefeni
z=1ly=12z=2,
10. Nejmens{ je z = 12, jak se miZeme pfesvédédit
z tabulek faktoridla.
11. Vypodet pfenechavime &tenafi.

12. Levou stranu vyjadiime ve tvaru
(2n — 1)!
nln — 1)!
a zlomek rozsffime &fslem n. Tim dostdvame kombinad&n{

¢islo na pravé strand dokazovaného vztahu (vyjadtené
pomoci faktoridla).

13. Tvrzenf dokdZeme, pfesvéddime-li se, Ze &islo

_ 1 2'n]

“=a T l(n

je celé, To viak je pravda, nebot ¢, se dé vyjadfit jako
rozdil dvou kombinaé&nich &fsel, toti

Cq = - R
n n—1
jak se pfesvddéime po malé tipravé.

Pozndmka. Cisla ¢, se jmenuji Catalanova (podle ma-
tematika Zijictho v 19. stoletf). D4 se dokézat, Ze ¢, (pro
n =1, 2, 3,...) vyjadfuje podet rozkladi konvexntho
(n + 2)-thelniku na trojihelniky. Pfitom jeden rozklad
mnohoiihelnfka dostaneme, sestrojime-li v ném »n — 1
1ihlopFidek, z nich% Zadné dvé se neprotinajf.

14. Dolni odhad kombinaéniho é&isla dokaZeme takto:
Soudin kombinaénfho ¢fsla a &fsla 2n se di psit jako
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2 3 4 5 2n—2 2n—1 2n 2n

@« = 8 — o — 2 * s 0

1’'1°'2°2 n—1 n—1 n n

?

coZ je zfejmé vétsi ney 22,

Horni odhad se dokaZe matematickou indukei. Pro
n = 5 mame

4

Ve druhém indukénim kroku pouZijeme vztahu
2(n+ 1) (2n)1.(2n + 1) (27 + 2) 2n
[ n+ 1 ]= @ + 1) (v + 1) <4'[n]'
15. Nerovnost miiZeme upravit na tvar
3n2 4 16n — 164 < 0,
temuZ vyhovuji ptirozend ¢isla n < 5.

16. Ekvivalentnimi dipravami se nerovnost pfevede na
tvar mn = 4. Z toho je rovnéz patrné, Ze rovnost nasta-
ne pravé prom = n = 2

[2:] = 252 < 2566 == L 210,

17. Vyjdeme ze vztahu

(=20 =

z néhoZ plyne
n) _ n Yn—k+1
k() =e—n- (2 )=

Nynf vysettime, kdy je zlomek ’L;f—irl v&t¥ nex

1, kdy se rovna &slu 1 a kdy je mensf neZ toto &fslo.
Je-li n liché, pak z uvaZovanych &fsel dostaneme nej-
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n 1

vétsi pro k = —5 - Je-li » sudé, pak nejvétsi dosta-
neme pro k = "21' ak =n-2|-2.
18. TH.

19. Identitu si ovéfime tim, Ze za kombinadni &isla
dosadime podle definice. Abychom uréili soudet druhych
mocnin, dosadime za jednotlivé séitance podle dokazané
identity a pak dvakrat uZijeme upraveného vzorce
z piikladu 15 (pro &k = 1 a pro k£ = 2). Soudet druhych
mocnin vychazi

n(n + 1) (2n 4 1)
6

20. Za m dosadime do daného vztahu po Fadé &fsla 1, 2
a 3, dm% dostdvame soustavu
l1=c¢,
8 =b 4 2,
27 =g + 3b + 3c,

ktera m4 feseni
a=6,b=6c=1.

Za kombinaéni &isla dosadime podle jejich definice
a ovéfime si, Zze vztah

m=o(z)+o(z)+(3)

skuteéné platf pro vSechna pfirozens &fsla m, a pak
postupujeme jako v pFedchazejici dloze (uZivédme vzor-
ce z pifkladu 15). Pro soudet tfetich mocnin vychézi po
tpravé
n?(n + 1)*
4
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81. Jo z¥ejmé, 7e se mizeme omezit jen na cels nezdpot-
né &isla c. Nejprve dokdZeme matematickou indukef toto
pomocné tvrzeni:

Kazdé celé nezaporné &fslo ¢ Ize vyjadfit aspori jednfm
zptsobem ve tvaru (3) uvedeném v textu ilohy.

Proc = 0 a ¢ = 1 je to zFejmé, nebot
2 (3 4 (5
0=—()-()- G+ -
(%)
i=(3 .

Predpoklidejme, e pomocné tvrzenf platf pro véechna
celd nezaporna &isla a¥ do &fsla ¢, = 1. Cislo ¢y + 1 vy-
jid¥ime v Zidaném tvaru, vyjadiime-li nejprve &fslo
¢, — 1 podle dokazovaného vzorce (3) a pak si viimne-
me, %e platf

m-+1 m 2 m-43 m+4)

("3 )-("27)- (") + (") -2
pro kazdé ptirozené &islo m. Stadf tedy k vyjddreni &isla
¢, — 1 pripojit daldf &ty#i ¢leny, &m% se soudet zvétsi
o 2. Dostavame tak vyjadreni &isla ¢, + 1. Pomocné
tvrzeni jsme tim dokazah,

Mame-li uZ jedno vyjadfeni &fsla ¢ ve tvaru (3), pak
stadf soulet na pravé strand ,,prodlouzit’‘ tim, %e p¥i-
pojime osm dalifch &ent

(") -(")- (") 72 - ("27)+
2 2 2 2 2 v

m +86 m 47 m—+8
")+ 07)-077)
jejichZ soudet je 0. Tim dostaneme dalsf p¥ipustné vy-
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jadfenf, a je tedy vidét, Ze kaZdé celé &slo ¢ Ize ve tvaru
(3) napsat nekonedné mnoha zpisoby.

22. Potet viech moznych zphsobi je
64 8
[ 3] —° [3]
23. Vznikne [Z] priseéika.

24, Podet vSech zkoumanych &tyFihelniki s pevné
zvolenym vrcholem 4; (a zbyvajicimi vrcholy promén-

nymi) je
s(4y) = [n:ii] :

T¥i proménné vrcholy vybirime totiZ z mnoZiny
o n — 3 prvcich. To je celkem

oy
3
moZnosti. Z téchto pfipadd musime oviem vyloudit ty,

v nichZ dva proménné vrcholy jsou koncové pro tutéz
hranu mnohothelnika a zbyvajici proménny vrchol

vvvvv

n—4) (r—5
(0
nedostaneme jeSté s(4;), nebot nékteré piipady jsme
pfi odéiténi zapodetli dvakrat. Musime proto jesté pfi-
¢ist podet zplisobti, jimiZ se trojice proménnych vrchold
da vybrat tak, Ze jeden vrchol sousedf v mnohotihelniku
s obéma zbyvajicimi. Pfi¢itdme tudiz &fslo

Odedteme-li &islo

114



n—>5
")
Celkem tedy mame

n—3 n—4 n—>5 n—>5
=" - () () 070
coZ po malé upravé vede ke kombinaénimu é&slu vysSe
uvedenému.

Dile je to uz snadné. Seéteme-li

S(Al) + S(A2) + e + S(An)r
zapobitivime kaidy d&tyttahelnik &tytikrat, Hledany
potet &tyiuhelniki je proto

n[n—5 _n(n—5) (n—6) (n—17) )

a 3 ) 24

25. Rovin je celkem [230), z toho

20

— 12
()

26. Cty¥stént je celkem

2) ()

2)12
27. Podle ptikladu 24, v némz klademe n = 4, r = 3,

jich mé byt
4431y
(520

prochézi vnitikem,
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zde jsou:

(4,4,4,4),(4,4,4,B),(4,4, 4,0),
(4,4, B, B), (4, 4, B, C), (4, 4, C, ),
(4, B, B, B), (4, B, B, C), (4, B, C, C),
(4,C, C, C), (B, B, B, B), (B, B, B, C),

(BBCC)(BCCC)(C’CCC))

KaZdou kombinaci s opakovanfm jsme tu reprezento-
vali jednou uspofadanou &tveiic{ a pismena ve &tvefici
jsme uspofidali podle abecedy.

28. a) 208 | 120 }/3; b) 8 — 8i.

29. Dvakrat pouZijte Bernoulliho nerovnost.

30. Lze poditat nap¥. logaritmicky. Se étyfmistnymi
tabulkami nemiZeme dosahnout Zadané presnosti, proto
pouzijeme tabulek pétimistnych. Podle nich najdeme
0,43150 < log e,q, < 0,43250, a proto 2,700 << e;g <<
< 2,708. Mame tedy zarudena dvé desetinna mista —
totiZ 2,70. Poznamenejme, Ze 1ilohu lze fesit téZ pomoci
binomické véty.

31. Diukaz matematickou induked.

32. Ctyfmistné logaritmické tabulky a Stirlingtv vzo-
rec davaji log 300! == 614,48. Z toho lze soudit, Ze &fslo
300! m4a v desitkové soustavé 615 mist.

33. Predstavme si, Ze vyraz na levé strand vyjad¥ime
podle binomické véty. Je-li n &islo sudé, plati

(Jm + Ym—1y» = 4 + B |/m (m—1),
kde 4, B jsou vhodna ptirozend &isla. Podle binomické
véty za uvedenych predpokladi také plati

(Jm—Ym—1p =4—B}m(@m—1).
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Vyndsobime-li spolu oba vyrazy na levych stranich
téchto dvou rovnic a naloZime-li podobné i s pravymi
stranami, mame

1 = 42— m(m — 1) B2,
Nyni stadi yolozit p = 42, takze
BlYmm —1)=]p—1.

Dosadime-li do prvniho vztahu, v ném2 se &isla A, B
vyskytuji, dostaneme uZ zadané vyjadfeni.

Je-li » liché, pak podle binomické véty mame
- (m+Ym =1y =Cym+ D)m—T1,
kde C, D jsou opét vhodna pfirozens é&fsla. Podobnym
obratem jako pfi sudém » odvodime
1 =mC?— (m — 1) D2,
Pozadovany vysledek dostaneme, poloZzime-li p = mC?,

34. Vztah dokiZeme matematickou indukeci.

Pozndmka. Zminéné rovnosti se dé vyuiit i v jedné
h¥i&ce, jak ukiZeme na ptipadu » = 5. Pro tuto hodnotu
znf dokazovany vztah

FyF, = Fe+ 1,
5 , 8

Obr. 12a
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¢ili
5.13 =824 1.

Na obr. 12a vidime obdélnik o straniach velikosti
5 a 13, ktery rozstfihneme podle jedné uhlopiidky
a dvou dalSich usedek, jak je v obrazku znazornéno.
Pfemistime-li &tyfi takto vzniklé &isti obdélnika, daji
se zdanlivé sloZit ve &tverec o strané velikosti 8, jak to
ukazuje obr. 12b. Sami si jisté vysvétlite, v em nas
nazor klame a kam se ztratilo jedna jednotka obsahu.

5

8
Obr. 12b

Tuto hiitku, jez v rozliénych obménach koluje riizny-
mi &asopisy, vymyslil pry kdysi anglicky matematik
Charles Lutwidge Dodgson (1832—1898), ktery psal
i beletrii a proslul zvlasté svou nematematickou knii-
kou Alenka v Fi§i divdt (uvefejnil ji pod pseudonymem
Lewis Carroll). Snad tomuto vidaji o pavodu hiitky
muZeme véfit, zaznamenal jej pied lety matematikav
synovee Stuart Dodgson Collingwood.
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35. Spravnost ovéfime numerickym vypodtem a mi-
zeme ji sledovat i v tomto grafickém zndzornéni. Na
obr. 13 vidime rozklad &tverce o strand velikosti 13 na
mensi &tverce. Velikost strany kaZdého z nich je také
vyjadena nékterym Fibonacciho ¢fslem. Obsah velkého
Stverce se rovnd soudtu obsaht jednotlivyech mensich
&tverci.

8 5
5
8
5
5
3
5 2 7 1 1 3
Obr. 13

Pozndmka. D4 se dokazat i toto obecndjsf tvrzeni:

Je-li n libovolné ptirozené &fslo vétSi nez 2, potom
plati

Fou = Fﬁ + 3F; 4 + 2(Fr_, + Fas+
+ .+ F}

i)
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Dokazte sami.

36. Matematickou indukef podle k, pfi¢emz oba vzorce
dokazujeme soudasné.

37. Odpovéd je na obr. 14.

g
10

1L

5 20 25

r

LA

Obr. 14
38. Viechny é&leny jsou ¢&isla trojihelnfkova.
89. Nachazime vyjadieni 60 = 6.10.
40. Vyhovuji napt. vBechna prvodisla vétsi ne 3.

41. Cislo 630 m4 dvé takova vyjadieni, nebof
630 = 3.10.21 = 6.105,

42, Z nerovnosti _
3+2)2>1
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plyne
BG+2l2m<(3+2)2)r
a z odhadu
' 0<3—2)2<1
mime
3—2})2m > (3 —2)2).
Odtud u? snadno vychézi ¢, < a,.

43. Rovnice m4 nekonednd mnoho Fedenf, jak plyne
napf. ze vztahu

(3]0-[— 1]+[4k+2)_(5k+2)
2 2 - 2 ’
ktery plati pro libovolné p¥irozené é&fslo k.

44, Je-li n d¥litelné t¥emi, je hledany poéet%‘ (3n—1),
v kazdém jiném pripadeé mémeg (n — 1) moZnosti.
45. Celkem 125 zptsoby.

46. Vitézstvi si muZe vynutit ten, kdo upravi podet
zapalek na obou hromadkéch na tvar uvedeny v nékteré
z téchto dvojic:

(1, 2), (3, 5), (4, 7), (6, 10), (8, 13), (9, 15), (11, 18), (12,
20), (14, 23), ...

Pritom prvni &len v ¢-té dvojici (4 = 2) je nejmensi
pfirozené &islo a;, které senevyskytuje v Zadné pFed-
chézejiof dvojici, Druhy &len b; je dan vztahem

bi=a,.-—l-i.
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Pozndmka. Tuto hru popsal r. 1907 W. A, Wythoff.*)

47. Vyhovuji posloupnosti
(2,3,4,2,1,3,1,4),(4,1, 3,1, 2, 4, 3, 2).

(VSimnéte si, Ze druhou posloupnost ziskame z prvni,
&teme-li ji ,,pozpatku‘.)

48, Vyhovuji posloupnosti

(1,1,3,4,2,3,2,4),(1,1,4,2,3, 2,4, 3),
(2,3,2,4,3,1,1,4)

a ovSem také dalsi t¥i posloupnosti, které ziskdme, Gte-
me-li kaZdou z téch pravé uvedenych ,,pozpatku®.

49, Necht (a;, b;) je j-td dvojice, kterou jsme uvedli
v Fesenf Wythoffovy hry (dloha 46). PoZadovanou
posloupnost sestrojime, jestlize &islo j umistime pravé
na dvé mista, totiZz na misto a;-té a na misto b,-té (pro
i=1273...).

Pozndmka. Ulohy 47, 48 a 49 jsou jednoduchymi
variantami tzv. Langfordova problému [C. D. Langford:
The Mathematical Gazette 42 (1958), str. 228].

*) Wythoffovu h,u, kterd patfi mezi hry zvané Nim, zatazu-
jome do této zdvéredné kapitoly, proto¥e mé kombinatoricky
charaktor a souvisi s problematikou dal3ich tfi tloh. Kdo se
zajimé o hry Nim, jistd najde mnoho zajimavého materidlu
v kniice Hry takmer matematické, kterou napsali J. Gatial,
T. Hecht @ M. Hejny. Publikace vysla r. 1982 v edici Skola
mladych matematikt jako sv. 53.
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