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Dne 19. kvétna 1965 skonal ndhle na Malé Fatie védecky
pracovnik MU CSAV s. Rudolf Zelinka, jeden ze zaklada-
telii nasi celostdtni Matematické olympiddy. Od poldtku
této soutéfe v r. 1951 aZ po letosni rok vykondval funkci
jednatele ustiedniho vyboru MO, byl hlavnim autorem
vSech dosud vyslych broZur Matematické olympiddy, vedl
és. delegaci na péti Mezindrodnich matematickych olympid-
ddch, byl &lenem redakéniho kruhu knisnice Skola mladych
matematikil, v posledni dobé vedl kolektiv, ktery pieloZil
pro nase olympioniky z ruského origindlu Lidského sbirku
tloh — zkrdtka na ném spocivala nejvétsi Cdst vSech iikoli
spojenych s nasi celostdini Matematickou olympiddou, s nig
jeho jméno merozlucné srostlo.

Stovky uclitelit a tisice Zdkil, ktefi znali ]eho obétavou
prdci a ryzi charakter, vzpominaji s dojetim a vdécnosti na
dilo, které s. Rudolf Zelinka vykonal na poli nasi $kolské
matematiky.

V Praze v éervnu 1965 Uuv MO
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I. K prabéhu XIIl. roéniku
Matematické olympiady

1. SoutéZ se ridila organizacnim fddem, uverejnénym
ve Véstniku ministerstva Skolstvi a kultury, ro¢. XIX,
str. 126—127, smérnice ¢&. 37, z 30. 4. 1963. Zaci stied-
nich $kol soutéZzili ve tfech kategoriich A, B, C (podle
tfid sestupné), Zaci 9. ro¢nika zékladnich devitiletych §kol
byli zafazeni do kategorie D. Vyjimek bylo maélo (byly
povolovany krajskymi vybory soutéZe); vétSinou takoveé,
Ze Zaci soutézili ve vyssi kategorii, nez do které svym
studijnim v€kem patfili.

Potadatelem soutéze bylo ministerstvo $kolstvi a kultury
(MSK) ve spolupréci s Matematickym tstavem CSAV
(MU CSAV), s Jednotou ¢s. matematikii a fyziki (JCMF)
a s ustfednim vyborem Cs. svazu mlddeze (UV CSM).
Soutéz fidil ustfedni vybor Matematické olympiddy
(UV MO); v krajich ji organizovaly krajské vybory MO
(KV MO) a v okresech, pokud jde o kategorii D, okresni
vybory MO (OV MO); rovnéz v téchto vyborech byli za-
stupci pofadatelskych slozek vedle zastupcti odbortd
Skolstvi a kultury KNV, popi. ONV.

2. Ustiedni wvybor Matematické olympiddy (adresa:
Praha 1, Zitnd 25, telefon: 22 66 01) byl sloZen takto:

Ptedseda: akademik Josef Novdk, vedouci védecky pra-
covnik Matematického tustavu CSAV v Praze

Mistopiedseda: Jan Vysin, docent matematicko-fyzi-
kalni fakulty Karlovy university v Praze



Jednatel: Rudolf Zelinka, védecky pracovnik Matema-
tického astavu CSAV v Praze

Clenové: dr. Frantiek Béloun, vedouci matematického
kabinetu Krajského pedagogického tistavu v Praze

Karel Hnyk, odborny asistent Pedagogické fakulty
v Liberci

Milos Felinek, \‘rédeclgy'* pracovnik Pedagogického tistavu
J. A. Komenského CSAV, Praha

doc. Josef Holubdf, védecky pracovnik Matematického
tstavu CSAV v Praze

Frantifek Hradecky, odborny asistent matematicko-
fyzikalni fakulty Karlovy university v Praze

doc. dr. Karel Hrusa, pracovnik Ustavu pro ulitelské
vzdélani na KU v Praze

Ladislav Krkavec, tustfedni inspektor ministerstva
Skolstvi a kultury v Praze

dr. Milan Kolibiar, docent pfirodovédecké fakulty Ko-
menského university v Bratislavé

Josef Porcal, ustfedni inspektor ministerstva Skolstvi
a kultury, Praha

Frantisek Vesely, em. odborny asistent Vysoké Skoly
strojni a elektrotechnické, Plzen

dr. Miloslav Zedek, docent Palackého university v Olo-
mouci

dr. Miroslav Fiedler, DrSc., veduuci védecky pracovnik
Matematického ustavu CSAV v Praze

Nédhradnik: Miroslav Sigler, CSc., védecky pracovnik
Matematického ustavu CSAV v Praze

Clenové-piedsedové KV MO:

dr. Vidclav Pleskot, profesor CVUT v Praze
dr. Viclav Vilimek, odborny asistent katedry matema-



tiky a deskriptivni geometrie fakulty strojni CVUT
v Praze

Frantisek Vejsada, odborny asistent Vysoké §koly zemé-
délské, Ceské Budéjovice

Karel Hnyk, odborny asistent Pedagogické fakulty
v Liberci

Véra Rddlovd, uitelka SVVS J. Fudika, Plzen

Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky Krajského
pedagogického ustavu, Pardubice .

Petr Benda, odborny asistent VUT, Brno

Josef Andrys, odborny asistent Pedagogické fakulty
v Ostravé

dr. Milan Kolibiar, docent ptirodovédecké fakulty
Komenského university v Bratislavé

Ladislav Berger, odborny asistent katedry matematiky
Vysoké skoly drevarské v Ziliné

Gejza Grega, odborny asistent Pedagogické fakulty
v Kosicich

3. Jednotlivd kola byla organizovdna jako obvykle.
Prvni kolo probihalo od fijna 1963 do konce unora 1964.
Zaci v ném fesili 6 uloh pfipravnych a 6 soutéZnich.
Opravu a hodnoceni Zdkovskych feSeni provadéli ucitelé
matematiky ve spoluprdci s referentem MO na Skole
a s reditelem $koly. Krajské a okresni vybory MO pak
podle kvality Zdkovskych feSeni rozhodovaly o pozvani
zaka na soutéZ II. kola.

Texty tloh I. kola vysly opét na zvlaStnim ti$téném
letdku v ndkladu 15 000 exemplditi; mimoto byly uve-
fejnény v Casopisech Rozhledy matematicko-fyzikdlni
a Matematika ve $kole.



Druhé kolo soutéZe kategorii A aZ C se konalo v ne-
déli 12. dubna 1964 v krajskych méstech, kategorie D
v nedéli 19. dubna 1964 v okresnich méstech; kromé
té€chto stfedisek se II. kolo konalo i v dalSich mistech,
aby se zaktum zkratila cesta do mista soustfedéni.

Treti kolo soutéZe kategorie A se konalo v sobotu
16. kvétna 1964 v Bratislave.

4. Krajské vybory MO organizovaly ve spoluprici
s pobo¢kami Jednoty &s. matematikl a fyzikd pro ucast-
niky olympiddy fadu pomocnych akci, jako pfipravné
pfednasky (az 8krat do roka), instruktaZe, konzultace
apod. Tyto akce mély povahu pracovnich semindfa
a byly zaméfeny na feSeni matematickych prikladd. Stejné
jako v prfedchozich letech byly ustfednimi tématy téchto
pfednasek délitelnost Cisel, zacatky teorie funkci, reSeni
planimetrickych a stereometrickych uloh, hlavné kon-
struktivnich a pocetnich.

V prabéhu Skolniho roku 1963—64 vys$ly ve dru-
hém vydani v kniznici Skola mladych matematikil tyto
publikace:

a) Hradecky-Koman-Vys$in, Nékolik uloh z geometrie
jednoduchych t&les. ¥aroslav Sedivy, Shodna zobrazeni
v konstruktivnich tlohach (jako dvojcislo)

b) Sisler-farnik, O funkcich
Nové vysly svazecky:

Jaroslav Sedivy, O podobnosti v geometrii
Ji#t Viiia, O rovnicich s parametry

Jan Vysin, Konvexni utvary

Jiii Sedldcek, Faktoridly a kombinacni cisla

Chystaji se daldi svazky o geometrickych mistech v pro-
storu, o vicerozmérné geometrii aj.

10



Ministerstvo Skolstvi a kultury vykupuje Cast ndkladu
pro Zdkovské knihovny stfednich $kol; tim je umoZnéno,
Ze 1 star$i svazky této kniZnice se novym ucastnikiim sou-
téZe dostanou do rukou. Nékteré piipravné piednésky
jsou zaméfeny monotematicky a soustavné se opiraji
0 pnslusny svazek knihovnicky, Zaci jej studuj1 samo-

YwY,

svazku.

Celkem lze konstatovat, Ze se tato edice osvédCuje;
kniZky jsou psiny pfistupné, a kdyby Ctendfi vénovali
jejich studiu hlubsi pozornost, mohla by nam tato kniz-
nice dobie pomom piekondvat nesndze, které mime
s neuspokojivou pfipravenosti nadich z4kd. P¥éli bychom
si, aby se kniZnice stala hlavni pdkou pfipravy Zaki
v prubéhu celého roku.

5. V ramci II. kola se ve vyssich kategoriich konaly
besedy a konzultace; nékde se pri té prilezitosti provadéla
i analyza chyb, kterych se Z4ci dopustili pfi feSeni tloh
I. kola; tuto zdvaZnou praci provadéji nékteré vybory
soustavné v prubé&hu celého I. kola. RovnéZz navstévy di-
vadel, vystav a pramyslovych podnika se staly vétSinou
nedilnou souldsti programu, uskute¢fiovaného v rdmci
II. kola soutéZe.

V sobotu 16. kvétna 1964 byla u piileZitosti III. kola,
jehoZ soutéZni st se konala v budové Slovenské vysoké
Skoly technické, uspofddéna v slavnostni sini této Skoly
beseda s tucastniky soutéZe. Pfitomni byli zistupci
Slovenské ndrodni rady, Slovenské akademie véd, stied-
nich a vysokych $kol mésta Bratislavy aj. Besedu fidil
ptedseda UV MO akademik fosef Novdk. K Zikam
promluvili vedouci odboru pro Skolstvi a kulturu SNR
J- Bugala, dile krajsky Skolni inspektor v Bratislavé
M. Zildy, tustfedni 3kolni inspektor MSK Ladislav
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Krkavec, akademik Stefan Schwarz, profesor ¥. Kotzig,
&lenové UV MO aj. Na zivér besedy se rozvinula d1skuse,
pii niZ olympionikim odpovidali pr1tomn1 zastupci vé-
deckych instituci, kol a Skolskych orgdnti a také pra-
covnici UV MO.

Vecer navstivili ucastnici olympiady predstaveni ve
Hviezdoslavové divadle v Bratislavé. Druhého dne, v ne-
déli 17. kvétna 1964 dopoledne, byl pro ucastniky olym-
piady uspofadin autokarovy zdjezd na pamitny Dévin.
Zevrubny historicky vyklad o tomto vyznamném misté
pfitomnym ucastnikiim podal védecky pracovnik Histo-
rického ustavu SAV dr. Radkos. TéhoZ dne odpoledune
se rozjeli ucastnici III. kola do svych domovu.

Pracovni schiize UV MO se konaly 28. listopadu 1963
v Praze a 16. kvétna 1964 u prilezitosti III. kola v Bra-
tislavé. Na této druhé schizi se vedle zhodnoceni prubéhu
a vysledkt XIII. ro¢niku jednalo o zdvaZnych opatfenich
k zabezpeceni XIV. ro¢niku, dile se tu jednalo o edici
Skola mladych matematiki, a zvla3té pak o chystanych
soustfedénich z4dkd kategorie B (Ucastnikli olympiddy
matematické nebo fyzikalni).

Celostatni soustiedéni 92 z&kh se uskuteCnilo ve dnech
21. Cervna az 11. Cervence 1964 ve Zdiru nad Sazavou.
Dopoledni program byl vénovan polovinou Casu mate-
matice a polovinou fyzice; odpoledne se Zici rekreovali
v ramci sportovniho a turistického programu, veler se
konaly besedy s vyznamnymi védeckymi a vysokoskol-
skymi pracovniky. Pro ucely instruktdZi byli Zaci roz-
déleni do 4 tfid, zhruba po 25 uclastnicich. SoubéZzné
s touto- instruktdZi se ve dmech 21. 6. az 27. 6. 1964
konalo soustfedéni 8 Zdkd vybranych pro tcast na VI.
mezindrodni olympiadé, kterd se pocatkem Cervence
1964 konala v Moskvé. Odbornou Cést instruktdzi konali
pracovnici vysokych §kol a Matematického ustavu CSAV.
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Podobné instruktdZe uspofadaly i nékteré krajské vy-
bory MO ve spolupraci s odbory pro $kolstvi a kulturu
KNV a s pobockami Jednoty ¢s. matematikl a fyziku.
Stalo se-tak v krajich StfedoCeském, Zapadoceském,
SeveroCeském, Vychodoceském, Severomoravském a
Stredoslovenském.



Il. K vysledkiim jednotlivych kol soutéze

1. Pocet ucastnika I. kola v kategoriich A az C vzrostl
proti minulému ro¢niku né¢kde aZ dvakrat; v nékterych
krajich se provddé¢la intenzivni propagace (viz tabulku
¢. 1). Procento uspéSnych feSitelt se blizi Cislu 50 (je
tedy zhruba stejné jako v minulém roce, tj. relativné
piiznivé, nebot toto procento v dlouhodobém pozorovéani
kolisa mezi 25—35 9).

Zatim nemiZeme pozorovat zvlastni pfiznivy vliv sou-
stfedéni vybranych Zakd kategorie B XII. rolniku,
které se konalo v 1été¢ 1963. Je vSak tfeba konstatovat,
Ze soustfedéno bylo asi jen 10 9, ucCastnikti I. kola
kategorie A XIII. ro¢niku; to je tedy dosti malo (Cast
soustfedénych zdka tvofili totiz dlastnici jen fyzikdlni
olympiddy, a nikoli matematické).

RovnéZ pocet ucastniki I. kola kategorie D je o vic
nez 20 9, vyssi nez v minulém ro¢niku. Procento Gspés-
nych fesitelu je zhruba stejné; pfitom je jako vidy vyssi
nez ve vysSich kategoriich. Viz tabulku &. 2.

2. Statistické udaje I. kola jsou tedy uspokojivéjsi nez
v predchozim roce. AvSak kvalita feSeni se zifejmé pod-
statné nezménila, jak o tom svéd¢i vysledky II. kola
(viz tabulky ¢&. 3 a 4). Zde je procento uspé$nych FeSiteld
v kategoriich A az C blizké ¢islu 30, tedy celkem tradicni.
V kategorii D je uspé$nych fesiteltt na 50 9, ; to je dosti
vysoké Cislo a neni v souladu s hlasy fady okresu, Ze
ulohy II. kola byly pro Ziky znacné ndro¢né.
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Tabulka & 2
Prehled poctu castnikii I. kola podle krajii v kategorii D*)

N Kategorie D
Kraj
r z toho divek U
Praha-mésto i 1501 639 1016
Stredocesky 1214 605 731
Jihocesky 1096 628 . 759
Zapadocesky 757 396 398
Severocesky 612 304 365
Vychododesky 1005 506 649
Jihomoravsky 1454 624 838
Severomoravsky 1424 668 781 -
Zapadoslovensky 671 374 504
Stiedoslovensky 847 409 554
Vychodoslovensky 471 262 293
Celkem 11 052 5415 6 888

*) P = celkovy pocet ucastniki, U = poclet uspéSnych fesitell.
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Tabulka ¢&. 4
Ptehled poltu ucastniki I11. kola podle krajii v kategorii D*)

’ Kategorie D
Kraj
P z toho divek U
Praha-mésto 851 347 505
Stredodesky 605 294 341
Jihocesky 617 336 345
Zépadoesky 348 176 64
Severocesky 300 129 159
Vychodocesky 583 288 333
Jihomoravsky 671 324 203
Severomoravsky 636 281 267
Zapadoslovensky 457 253 245
Stiedoslovensky 475 232 256
Vychodoslovensky 268 152 183
Celkem 5811 2812 2899

*) P = pocet viech udastniki, U = pocet uspésnych fesiteld.
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Poclet slovenskych ucCastnikti soutéZe ve vSech ka-
tegoriich je dosud stdle neuspokojivy. Zici tii specidlnich
tiéid SVVS, v nichZ jsou zarazeni Zici, ktefi si oblibili
matematiku a fyziku (po jedné tfidé v Praze, Brné
a Bratislavé), se ve II. kole, pokud jde o Prahu a Brno,
dobfe uplatnili; neuplatnili se vSak ve III. kole (malou
vyjimkou jsou néktefi Zaci z Brna); zminéné tfidy tedy
neusnadnily napf. vybér Zékt pro VI. mezindrodni
olympiadu.

Uspé&sni fesitelé I1. kola obdrzeli za svijj vykon v sou-
téZi Cestnd uznani a byli odménéni hodnotnymi vécnymi
cenami, mimo jiné téZ studijni odbornou literaturou.

Déle uvadime pofadi deseti nejlepSich feSiteld
IL. kola v kazdém kraji z kategorii B, C, pro které dru-
hym kolem soutéZ konci.

Poradi dspésnych resitelii 11. kola v kategoriich B, C

(Neni-li uvedeno jinak, jedn se o 2ika SVVS.)

Praha-mésto

B. Milo§ Fink, Praha 6; J. Outrata, Praha 6; Jindfich
Becvat, Praha 4; Jan Vesely, Praha 6; Jaroslav Dolezal,
Praha 4; Jifi Rohn, Praha 6; Jifi Solar, Praha 3; Otakar
Vituj, Praha 3; Jifi Kubie, Praha 3; Jaroslav Dittrich,
Praha 5

C. Petr Némec, Praha 6 ; Bohumil Capek, ZDS Praha 4;
Petr Ludvik, Praha 1; Miroslav ProkeS, Praha 7; Jifi
Novak, Praha 5; Eduard Prandstetter, Praha 3; Ivan
Volny, Praha 10; Jan Faehnrich, Praha 7; Petr Brydl,
Praha 1; Jiri Hoppe, Praha 1
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Stiedocesky kraj

B. Jifi Rott, PS hut. Kladno; Vladimir Loula, Nové
Straseci; Jaroslav Pfihoda, Cakovice; Bohuslav Severin,
Rakovnik; Jifi Hochmann, Hofovice; Ivan Radl, Kolin;
Dusan Vopalka, Benatky n. Jiz.; Miroslav Zaloudek
PS Cislav; Pavel Bunc, Kolin; Pavel Svoboda, Mlada
Boleslav

C. Jaroslav Chudacek, Mnichovo Hradi$té; Jifi Svo-
boda, Benelov; Jifi Sochor, Mnichovo Hradisté; Radko
Nejdl, Mnichovo Hradist¢; Karel Dédek, ZTS Podé-
brady; Pavel Vavruska, Kolin; Eva Demskd, Stodulky;
Eva Zapotilovd, PS Celdkovice; Jitka Vétiovd, Beroun;
Bfetislav Fujan, Kladno

Jiholesky kraj

B. Pavel Vejvoda, OV JCE (udili§tg), Hlubokad n.
VIt.; Pavel Ptak, Pisek; Kvétuse Zbozinkova, Ceské Bu-
déjovice; Dav1d Preis, Jindfichiiv Hradec; Josef Prokes,
Ceské Budéjovice; Frant. Chvala, Pisek; Jifi Voboril,
Ceské Budégjovice; Ladislav Tomasek, Pelhfimov

C. Vladimir Kurka, Pisek; Vaclav Holik, Prachatice;
Petr Kiiha, Ceské Budéjovice; Jan Mach, Ceské Budé-
jovice; Pavel Podlesak, Pisek; Pavel Vitek, Tabor; Mi-
roslav Cerveny, SZTS mech. Ceské Budé&jovice; Petr
Sedlacek, SPS Pisek; Lubor Hron, Pelhfimov; Jan
Plansky, Cesky Krumlov

Zdpadolesky kraj

B. Petr Barli, Ostrov; Vaclav Steiner, Stfibro; Eva
Kotinova, Plzen; Josef Bartos, AS; Jifi Novotny, Plzen;
Bohumil Sykora, Plzefi; Premysl Brenik, Plzeti; Jaroslava
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Plonerovd, Karlovy Vary; Jifi LaZansky, DomaZlice;
Jaromir Kaspar, Ostrov

C. Oldfich Vlasek, Marianské Lazné; Jan Stépénik,
Horazdovice; Premysl Holub, Plzefi; Marie Samkovi,
Blovice; Jaroslav Spalek, Plzeni; Karel Stehlik, Prestice;
Josef Sluka, Horazdovice; Jifi Sykora, Karlovy Vary;
Jifina Capkové, Ostrov

Severolesky kraj

B. Jifi Snétivy, SPS Liberec; Milos Sidlichovsky,
Liberec; Zdenék Suchomel, Teplice; Zbynék Fudik,
SPS Liberec; Jifi Janeba, SPS Liberec; Karel Cermak,
Teplice; Bohumir Hofeni, Tanvald; Rostislav Zibrod-
sky, Teplice; FrantiSek Zalda, Frydlant; Milo§ Janda,
Rumburk

C. Slavka Sulcovd, Dé&Cin; Radomir Smetana, Li-
berec; Vladislav-HySman, Roudnice n. Lab.; Ivan Ci-
bulka, Ceskd Kamenice; Petr Volf, Liberec; Ladislav
Dvoiédk, Tanvald; Antonin Heinzel, Liberec; Eva Ne-
radova, Litvinov; Jitka Stenclovd, Usti n. Labem; Milan
Velisek, Tanvald

Vychodoclesky kraj

B. Miroslav Rezniek, Hradec Kralové; Milan Stédry,
Leded n. Sidzavou; Marcela Bilkovd, Hradec Krilové;
Pavel Holan, Hradec Krélové; Vladimir Klos, Ji¢in;
Bohuslav David, Vysoké Myto; Jan Stépanek, Pardubice;
Jan Amos Visek, Spofilov-Pardubice; Jaroslav Machéané,
Hradec Krilové; Jaroslav Sterba, Hlinsko v Cechich

C. Lubo$ Pénit¢ka, Turnov; Miroslav Kolaf, SPSE
Pardubice; Pavel K#ivka, Ceskd Tiebovd; Jan Rauch,
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Dvir Kralové n. Labem; Petr Moravec, Hradec Kri-
lové; Radko Skaloud, Hradec Kréalové; Karel Hejna,
SPSE Pardubice; Vladimir Svédiroh, Pardubice-Spo-
filov; Jaroslav Pokorny, Jilemnice; Jaroslav ViZda,
Hradec Krilové

Severomoravsky kraj

B. Pavel Novotny, Olomouc; Emil Bétdk, Ostrava;
Raimund Koplik, Pferov; Jaroslav Dvordcek, Prerov;
Jura Charvat, Pribor; Vladislav Kalets, Cesky Té&Sin;
Lud€k ZajiCek, Ostrava; Miroslav Zika, Opava; Jaroslav
Pardziora, Karvind; K. Kovatik, SPSS Lipnik n. Be¢vou

C. Helena Veleminskd, Vitkovice; Vladimir Kardsek,
Ostrava; Wladyslaw Martynek, PSVVS Cesky Tesm,
Oldfich Novék, SPSE Frenitit p. Radh.; Stanislav
"Olsa, SPS Prerov, Jaroslav S}glndler, SPSE Frenstat
p. Radh.; Jiti Razi¢ka, SPSZ Sumperk; Pavel Slouka,
Sumperk Petr Heraft, Novy Ji¢in; Vojtéch Smolik,
Olomouc-Hej¢in

Jihomoravsky kraj

B. Jitka Kesslerovd, Brno; Eduard Cerny, SPSE
Brno; Karel Henc, Brno; Pavel Kaldb, Brno; Josef
Humliek, Velké Mezifi¢i; Zdenék Mikuldsek, Brno;
Ctibor Pelikdn, Moravsky Krumlov; Miroslav Sedlacek,
SPSE Brno; Jaromir Volny, Znojmo; Milada Brabencova,
Trebic

C. Jitka KifiZovd, Brno; Marie Lencovd, Brno;
Zdenék Michalec, Brno; Jiti Musil, SPSCH Brno;
Martin Brunecky, Brno; Zdenék Dedourek Brno; Vla-
dimir Handli#, SPSCH Brno; Jiti Matl, Telc, Hana
Kundeliusova, Trebi
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Zdpadoslovensky kraj

B. Jana Buntovi, Bratislava, Novohradsk4 ul.; Tat-
jana BusSinsk4, Bratislava, Novohradska ul.; Martin Klein,
Bratislava, Novohradska ul.; Jozef Vanclik, Bratislava,
Novohradska ul.; Olga Slabihoudova, Bratislava, Novo-
hradska ul.; Madria Kosibova, Bratislava, Novohradska
ul.; Viera Krfianov4, Bratislava, Novohradska ul; Maridn
Hucko, Bratislava, Vazovova 4; Branislav Zagorsek,
Bratislava, Metodova ul. = |,

C. Tom4s Duby, SPSE Bratislava; Frantisek Alexan-
der, Bratislava, Novohradska ul.; A1012 Némethy, Bra-
tislava, Novohradska ul. ; Tomas Hecht, SPSE Bratislava;
Brigita Petrasova, Brat1slava, Novohradska ul.; Ludovit
Zeman, SPSE Bratislava; Marko Fiillsp, SPSE Bratlslava,
Miroslav Fencl, Bratlslava, Novohradsk4 ul.; Ivan Geor-
giev, Bratislava, Novohradska ul.

Stiedoslovensky kraj

B. Gabriel Kralik, Prievidza; Stefan Porubsky, SPS
Zvolen; Bohuslav Sivdk, ZDS Zvolen

C. Peter Mederly, Prievidza; Michal Pokorny, Zilina;
DuSan Hurinek, Pachov; Eva Kostrova, Zilina; Anna
Vojtaskova, Liptovsky Mikuld$; DuSan Cupka, Liptovsky
Mikulas$; Ivan Dus$a, Prievidza; Miroslav Kulera, Zvo-
len; Tatjana Lehotska, Liptovsky Hradok; Vladimir
Blaha, Varin

Vychodoslovensky kraj

B. Alexander Doktor, Kosice; Jan CiZmarik, PreSov-
Svojdomov; Jozef Dravecky, Spisskd Nova Ves; Antonia
Mimrénkovd, Poprad; Jan Novotny, Poprad
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C. Myron Majdék, PreSov-Svojdomov; Martin Fronc,
Kosice

3. K soutézi III. kola bylo pozvano 75 zakd, avSak
uspéSnych feSiteld bylo jen 15. Na zakladé toho bylo
za vitéze XIII. ro¢niku soutéZe prohlaSeno pouze téchto
15 Zakt. Dva z vitézt jsou z 2. rocniku stfedni vSeobecné
vzdélavaci Skoly. Mezi tcastniky III. kola byl tentokrat
znacny pocet Zaki stfednich pramyslovych $kol, totiZ 11;
mezi vitézi jsou dva. Do III. kola se probojovalo 10
zakyn. Mezi vitézi jsou dvé Zakyné, pfiCemZ jedna je
z 2. roniku stfedni vSeobecné vzdélavaci Skoly; poté-
Sitelné je, Ze tato mladsi Zakyné se uplatnila i na VI.
mezindrodni matematické olympiadé v Moskvé. Dale
uvddime jmenny seznam vitéza XIII. ro¢niku MO.

Poradi vitézu XIII. rocniku matematické olympiddy
(Sk. r. 1963 —64)

1. Yaroslav Zemdnek, 3.d roé. SVVS, Praha 4 - Nusle,
Kftesomyslova 2

2. Tamara Marcisovd, 2.d roé. SVS, Bratislava, Novo-
hradska .

3. Rudolf fisl, 3.a ro¢. SPSE silnoproudd, Praha 1, Na
prikopé 16

4. Miloslav Znojil, 3.b roc. SVVS, Prostéjov, Kolla-
rova 3 .

5. Pavel Bures, 3.f ro¢. SVVS, Brno, Konévova ul.

6. Jan Hanslian, 4. roC. stfed. pram. Skola stavebni,
Lipnik n. B.

7. Lubomir Klapka, 3.a roé. SVVS, Brno 14, Elgar-
tova 3

8.

Ludék Kucera, 4.a roé. SPS jaderne techniky, Praha 2,
JeCna 30

24



9. Richard Spiek, 2.b ro¢. SVVS, Brno, Kon&vova 47
10. Yan Svejda, 3.d ro&. SVVS, Praha 4, Kiesomyslova 2

11.—14.

Marta Dolesalovd, 3.f ro¢. SVVS, Brno, Koné-
vova 47 .
Jan Karnolt, 3.d ro¢. SVVS J. Fucdika, Plzeii, nam.
Odboraru
Karel Svdk, 3.f roé. SVVS, Brno, Konévova 47
Bohdan szlauer, 3.d roc. SVVS Praha 4, Kfeso-
myslova 2

15. §dn Luptdk, 3.a ro&. SVVS, Bratislava, Vazovova 6

Pozndmka: Spoletnd mista uvddime v abecednim
poradku.

Ministerstvo $kolstvi a kultury odménilo vitéze hod-
notnymi vécnymi cenami podle jejich vlastniho vybéru
a déle jim poskytlo poukazky na nakup odborné studijni
literatury. Kazdy z vitézii obdrZzel Cestny diplom po-
depsany prvnim nidméstkem ministra Skolstvi a kultury
a predsedou ustfedniho vyboru Matematické olympiddy.

4. Vseobecné lze fici, Ze nemuZeme byt s vykony
zakt ve XIII. ro¢niku spokojeni. Nejlépe se to jevi na
vykonu Zdku ve III. kole, o némZ se strucné zminime.
Jiz zbézny pohled na texty dloh III. kola a na jejich
feSeni presvédcli, Ze tilohy byly zvoleny zdmérné lehké,
aby se mohli uplatnit i slabsi FeSitelé. Nejleh¢i byla
uloha ¢&. 1; fesilo ji 57 iékﬁ, ale jen 20 uspésné. ]e zaji-
mave, Ze o feSeni tlohy €. 3 se pokusili vSichni zac1, ale
jen 22 feSeni bylo uspé$nych (]SOH to z valné Casti slaba
feSeni). Uloha ¢&. 4 byla pomérné velmi snadni, ustou
opatrnost si vyZadovala diskuse, na kterou se samoziejmé
pri hodnoceni kladl zvlastni duraz; bylo podano 40
feSeni, z toho 2 vybornd a 34 vyhovujicich. Zvlastni
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kapitolou jsou feSeni ulohy &. 2, tedy ulohy ze $kolské
stereometrie; 4 feSeni jsou vybornd, 8 vyhovujicich
a 39 nevyhovujicich, takze 24 zaka ulohu vibec nefesilo.
Je zajimavé, Ze jediny Zak tlohu feSil obvyklym Skol-
skym syntetickym postupem; ostatni se pokouseli o fe-
Seni pomoci analytické geometrie, z valné vétSiny rovinné.
Mnozi uzivali riznych projekci, mnohdy neopravnéné
nebo nespravné; pritom feSeni uZitim stejnolehlosti se
celkem vnucovalo. Nejhorsi vsak je, Ze tvahy provadéné
pfi feSeni byly znacné povrchni a Casto nekritické; to
plati o feSeni vSech Ctyf tloh. Napriklad jen malo feSitelt
pfi dloze ¢. 1 jasné vyslovilo jako poZadavek, %e dané
Cislo musi byt délitelné obéma ¢isly 3 a 2 000; diskuse
pfi uloze ¢. 4 vyzadovala v podstaté rozhodovéani o vza-
jemné poloze jistych dvou kruznic, tedy véc celkem za-
kladni, kterou musi znat i slabsi Zak.

Z kvétnového jednani UV MO, pokud jde o vysledky
XIII. roéniku MO, zcela jednoznacné vyplyvalo, Ze nej-
lepsi zarukou uspéchu zZaka v soutéZi je, aby mél zkuse-
ného a obétavého ucitele; o tom skuteéné svéd&i i vy-
sledky naSich nejlepsich ucastnikd na VI. mezindrodni
matematické olympiddé. Rozhodné ani ucitelé ani orga-
nizatofi soutéZe nesméji spoléhat na to, Ze nadany zak
si dovede sam se svou pfipravou na soutéz dobfe po-
radit. Ukazu1e se, Ze ne;leps1 prlpravou je kontrolované
soustavné studium spojené s feSenim tloh. Edice Skola
mladych matematikii by tu byla dobrym vychodiskem
pro tento druh pfipravy naSich olympioniki. Podari-li
se nam to zajistit ve spolupraci s nasimi uciteli mate-
matiky, budeme mit alesponl zCasti o nadané Zaky po-
starano.
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Ill. P¥ipravné dlohy (texty)

1. KATEGORIE 4

1. Najdéte nutné a postaCujici podminky mezi real-
nymi koeficienty p, ¢ rovnice x* + px + ¢ = 0 k tomu,
aby méla kladné koreny x;, x,, 0 nichz plati x; = 2x,.

2. Vypoctéte délku stfedné dvou kruzmic o danych
polomérech R, r, které maji tu vlastnost, Ze usek spolené
vnitfni teCny téchto kruZznic, obsaZeny mezi jejich spo-
le¢nymi teCnami vnéj§imi, ma délku p, kde p je dané
kladné cislo.

Provedte konstrukci stfedné a diskusi feSitelnosti
ulohy.

3. Je din kvadr ABCDA'B'C'D’ (kde ABCD je ob-
délnik a plati AA’//BB’//CC'//DD) o rozmérech a = 4B,
b=AD, c = AA

Na pfimce BB’ na)dete bod X a na pfimce CA’ bod Y
tak, aby platilo XY | BB’, XY | CA’. Vypoctéte ve-
likosti useek XY, BX, CY.

4. Urclete vSechny dvojice realnych cisel x, y, které
spliiyji nerovnosti

1
2”2“’

sin(x—{—y—l—%ﬁ) 0=x=2n 0=y =2

V roviné pravouhlych soufadnic x, y pak zobrazte
vSechna tato feSeni.
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5. Jsou-li b, n > 2 pfirozena Cisla, potom Cislo b7 +4 — b
je délitelné Cislem 120. DokaZte.

6. Je dan lichobéZznik MNQP, kde MN > PQ. Uvnitf
usecky PQ zvolme body 4, B tak, aby platilo. P4 = OB,
a sestrojme po fadé pruseCiky X, Y dvojic pfimek MP,
NB a NQ, MA.

Vysetite geometrické misto stfedd useCek XY.

2. KATEGORIE B

1. V roviné pravouhlych soutfadnic x, y zobrazte
funkci:

a)y=x+3 b) y = |x + 3

2 3

) y=|x +3 d)y="—~,*;[—x
_x2—9 (x4 3)?
Dy=3—3 Dy=T3

x4 x—6 e
By=——5— Dy=5(x=3+|x+3)+3

2. Jsou dény rovnobé&Zzky m, n a uvnitf pasu jimi urce-
ného je dan bod C, ktery mé od nich po radé vzdile-
nosti p, q.

Sestrojte trojuhelnik ABC, v némZ je CA = CB,
<XBCA = 90° a body A, B lezi po fadé da primkach
m, n. Vypoltéte obvod a obsah tohoto trojuhelniku.

Pokyn. Lze uZit otoCeni.

3. Je dan ¢tverec ABCD o strané délky 1.
Sestrojte v ném tfi shodné kruZnice, z nichZ kazdé dvé
se navzdjem dotykaji vné, pfiCemZ prvni se dotykd
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pfimek AB, AD, druhd piimek BC, AC a tfeti pfimek
CA, CD. Vypoctéte velikost polomérti téchto kruZnic.

4. Je dan trojahelnik ABC o stranich délek a, b, c.

Vypoltéte vzdélenosti sttedu C’ strany AB od Ctyf
bodu, ve kterych se pfimky 4B dotykaji kruznice vepsané
a kruZnice vné vepsané danému trojuhelniku.

5. Odvodte vzorce pro vSechna pfirozena Cisla, jejichz
druhd mocnina délena patnicti méd za zbytek (v oboru
celych nezépornych disel) Cislo: a) 95 b) 7.

6. Udejte, pro které trojice redlnych cisel x, y, 2
nemi vyraz
GO -0
(x—3F + (O —2°+ (2 — )

smysl, a rozhodnéte o hodnoté vyrazu pro ostatni trojice
realnych cisel x, y, z.

3. KATEGORIE C

1. Uvnitf stran BC, CA, AB daného rovnostranného
trojuhelniku ABC sestrojte po fadé body X, Y, Z tak,
aby platilo XY | BC, YZ | CA,ZX | AB, a vypoltéte
délky stran trojuhelniku XYZ pomoci délky d = AB.

2. Vypoltéte nejmensi prirozena Cisla p, x, pro kterd
je vyraz

V_x2+2px+p2——16
T PPt px —4x — 16

roven Cislu 1,05.
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3. Je déan trojuhelnik ABC s vnitfnimi thly o, B, 7.
AniZ narysujete stfed kruZnice 2 tomuto trojihelniku
opsané, sestrojte k ni v bodech 4, B, C tecny.

Pozndmka. Lze uZit tisekového uhlu.

4. V roviné je dan duty thel <<MON a vné tohoto
thlu je dan bod P. Na polopfimkich OM, ON sestrojte
po fadé body X, Y tak, aby bod Y byl stfedem tsecky PX.

Rozhodnéte o fesitelnosti ulohy.

5. Rozhodnéte, které z celych &isel od 0 do 11 ne-
dostaneme jako zbytek pfi déleni (v oboru celych neza-
pornych cisel) druhé mocniny pfirozeného cisla dvanacti.

6. Reste rovnici:

2) ¥ —-5x4+6| x—3
x*— 4 x4+ 4°
b) ¥+ 2px+p?| x4 p
x2 — p? x4+ 4°

kde p je dané dislo.

4. KATEGORIE D

1. Napiste vSechny dvojice nesoudélnych pfirozenych
Cisel x, v (bez ohledu na poradek Cisel dvojice), jejichZ
soulin je roven cislu 415 800.

2. Narysujte ¢tverec MNPQ o stranach délky d a déle
trojuhelnik ABC o stranich délek a, b, c.

Sestrojte trojuhelnik XYZ téchto vlastnosti:
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(1) Plati AXYZ ~ AABC.
(2) Body X, Y, Z padnou po fadé na pfimky MQ,
MN, NP.

Rozhodnéte o fesitelnosti ulohy.

3. Tovérna splnila plin vyroby na 108 %,. PovaZuje-
me-li toto skute¢né plnéni vyroby za zaklad, vypoctéte.
kolik procent pfedstavovala puvodné pldnovand vyroba,

4. Narysujte trojuhelnik ABC, jestlize je BC = 5 cm,
CA =12cm, AB = 13 cm. Oznatme X bod tohoto
trojuhelniku, ktery splnu]e tyto pozadavky: Vzdalenost
bodu X

(1) od bodu 4 je vétsi nez od bodu B;
(2) od pfimky CA je vétsi nez od pfimky BC;
(3) od primky BC je vétsi neZz od pfimky AB.

Vysetite, jaky ttvar vyplni vSechny body X uvede-
nych vlastnosti. Tvrzeni oduvodnéte.

5. Je dana kruZnice k£ = (S, r) a dvé jeji rizné seCny
?llg

Narysujte kruznici m, ktera se dotykd obou piimek
P, q a kruZnice k.

Rozhodnéte o fesitelnosti ulohy.

6. Vyraz
X —xt—x+1

Vﬂx3——x2—{—x—1

je roven nule pro jediné Cislo x; dokaZte. Zaroven udejte
vSechna cisla x, pro kterd tento vyraz: a) je kladny;
b) je zdporny; c) nema smysl.
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IV. RieSenia uloh zo stGtaze

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE A

1. Udajte vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré Cislo
n® — n?® nie je delitelné Cislom 504.

RieSenie. Cislo N = #® — n? je delitelné &islom
504 = 7.8.9 prave vtedy, ked je delitelné kazdym
z Cinitelov 7, 8, 9, pretoze kazdé dve z tychto Cisel su

nesudeliteIné. Pri vySetrovani delitelnosti Cisla N Cislami
7, 8, 9 vyjadrime » postupne takto:

n="Tk + 2y, n = 8ky + 25, n = 9% + 25, (1)
kde ki, 2; (i = 1, 2, 3) s nezdporné celé Cisla a plati:
2, =6, 2, =7 =2z;=8.

Ak do N dosadime z (1) za n, zistime, Ze Cislo N je de-
litelné siedmimi (6smimi, deviatimi) prave vtedy, ak
je tymto Cislom delitelné Cislo 2§ — 2% (2§ — 23, 2§ — 23).
Prevedme rozklad
B —22=22(—1).(*+ 1)

a zostavme pomocou neho tabulku (vid str. 33).

Z tejto tabulky je vidiet, Ze kazdé z Cisel 2% — 2* pre
0 < 2z = 8 je delitelné siedmimi a deviatimi; dsmimi st
sla 28 — 2 delitelné len prez=0,1,3,4,5,7,8. To
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z 28 — 22 2 28 — 22

0 0 5 25.124.126

1 0 6 36 .215. 217

2 4. 7. 9 7 49 . 342 . 344

3 9.26.28 8 64 .511.513
| 4 | 16.63.65

znamend, Ze Cislo N nie je delite[né cislom 504 prave
vtedy, ked ma cislo n tvar

n=28k 42
alebo
n =8k + 6,

kde % je IubovoIné celé nezdporné Cislo.

2. Je dan rovnoramenny lichobé&Znik ABCD, o jehoZ
zdkladné AB plati AB = 2BC = 2CD. Uvnitf lichobéz-
niku nad tseckou CD jako pfeponou sestrojime pravo-
uhly trojuhelnik CDE, pro jehoz uhel w pii vrcholu C
plati 30° < w < 60°. Oznatme F, G paty kolmic ve-
denych po rfadé body 4, B k pfimkam DE, CE.

Vypoctéte pomér obsahit obrazce ABGEF a licho-
bézniku ABCD uzitim thlu o a vySetite, kdy je tento
pomér minimalni.

Reseni (obr. 1). Je-li S stfed tisecky 4B a ¢ velikosti
shodnych whld <xA4SD, < BSC, je ASCD rovnobé&Znik
(je AS = CD, AS/|CD); v ném plati xSAD = 180° —
— 2 ¢ (thel proti zdkladné SD rovnoramenného troj-
thelniku ASD, v némZ podle textu tlohy je AS = AD),
a tedy £ASC = 2¢ (jde o uhly pfilehlé ke strané AS

3 ’ 33



rovnobézniku ASCD). Je proto nutné¢ <XCSD = ¢. Ze
soumeérnosti rovnoramenného lichobéZniku ABCD vzhle-
dem k jeho ose plyne, Ze i <XBCS = ¢; proto je ¢ =
= 5 - 180° = 60°. Trojihelniky ASD, BSC, SCD jsou
proto vesmés rovnostranné a shodné. Bod E tedy vidy
lezi uvnitf trojuhelniku SCD a body F, G vidy po fadé
padnou dovnitf GseCek ED, EC.

Obr. 1.

Ozna¢me P obsah lichobéZniku ABCD, P,, P,, P, po
fadé obsahy trojuhelniki CDE, ADF, BCG a P, obsah
obrazce ABGEF z textu ulohy. Je-li <tECD = w, potom
snadno vypolteme, Zze < CBG = w — 30°, <CADF =
= w -+ 30°. Polozme CD =1, takie AD = BC =1,
AB = 2. Pak je .

1y 3 yx |
P=3.ZV3:ZV3, Plzfsmwcosw,

P, = :,12— sin (w — 30°) cos (w — 30°) =

— % (sin 2w — |/3. cos 2w),
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j % sin (o -+ 30°) cos ( + 30°) =

= % (sin2w + V:)T. cos 2m).
Vypoclteme pomér
:—IIS(P—P —p, —Pa)::l——lls(P 4P, 4Py —
] l/_ (2sin20 + sin 20 — |/3 cos 20 +sin20 - |/3 cos 20) =
=1— —V: 4 sin 2.
Hledany pomér tedy je

x:l—zz3 sin 2w. (1)

Minimum nastane, je-li druhy ¢len na pravé strané v (1)

maximadlni, tj. je-li sin 2w = 1 neboli je-li (jde o ostry
thel ) o — 45°
- b

pak je x =1 — ﬂéﬁ = 0,6. Tim je feSeni provedeno.

Podle feseni Jifiho Kabele, 3. roc.
SVVS, Kiesomyslova ul., Praha 4

3. V roviné je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC,
)ehoz zakladna AB je mens$i neZ jeho rameno. Sestrojte
uvnitf useCek CA, CB po fad€ body X, Y a v poloroviné
XYC bod Z tak, aby platilo

AXYZ ~ NABC.

Vysetite geometrické misto bodia Z.

35



Reseni (obr. 2). V trojahelniku ABC oznaéme AC =
=BC=a,AB =c¢, <A = <B = o, <C = v; je tedy

a>c, o>y, o<<90° vy <90°
a + y = 180° — a > 90°.

Je-li XYZ trojuhelnik spliiujici pozadavky textu ulohy,
plati

ZX=72Y=a, XY =¢, <X = 9Y =0a, <Z = .

Body X, Y, Z, C jsou vesmés navzdjem ruzné a plati
JXXCY = <<ACB = y. Podle textu ulohy lezi body C,
Z v téze poloroviné vytaté pfimkou XY a plati S XCY =
= X XZY; proto body C, Z lezi na vét§im oblouku jisté
kruZnice k, kterd prochizi body X, Y. Jsou tedy X, Y,
Z, C vrcholy jistého tétivového Ctyfthelniku a jsou dvé
moznosti:

a) Body X, Z jsou oddéleny pfimkou BC (obr. 2).

b) Body X, Z padnou do téZe poloroviny vytaté
pfimkou BC, a protoze v tétivovém Ctyithelniku kazda
z thlopficek oddéluje jeden par jeho protéjsich vrchold,
jsou nutné body Y, Z oddéleny piimkou AC = XC.
Je-li p osa useCky AB (obr. 3), ozname Y'X'CZ’ obraz
uvaZovaného tétivového Ctyrthelniku XYCZ v soumér-
nosti o ose p, takze X, Y’ a Y, X’ jsou dvojice soumérné
sdruZenych boda a CA, CB soumérné sdruZené primky.
Tu body X', Y’ po fadé padnou dovniti tseéek CA, CB,
trojahelnik X' Y’Z’ patfi k pfipadu a) a body X', Z’ (coz
jsou obrazy bodi Y, Z) jsou oddéleny pifimkou BC. Tim
je pfipad b) pfeveden na pfipad a). Postaci tedy omezit
se v dal$im na pfipad a) a na vysledky uzit soumérnosti
vzhledem k piimce p.
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Obr. 2.

Obr. 3.
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Bod Z (tyithelniku XYZC lezi v poloroviné opacné
k poloroviné¢ BCA. Uhly obvodové < YXZ = o, < YCZ
v kruZnici % lezi v téZe poloroviné vytaté primkou YZ,
takZe jsou shodné, a proto jsou shodné i stfidavé 1'1hly
XABC, <YCZ = <BCZ; odtud plyne, Zze je CZ//AB
a Ze bod Z leZi na jisté polopiimce g s pocatkem C. Oznac-
me M ten bod polopfimky ¢, pro néjz plati

CM =c.

To znamen4, Ze Ctyfahelnik ABMC je rovnobéZnik. Dile
sestrojme na polopiimce CM bod N tak, aby platilo

CN = a;

lezi tedy bod M uvnitf GseCky CN.

DokazZeme, 7e¢ kazdy bod Z hledaného geometrického
mista padne dovnitf useCky MN (obr. 2). Dukaz _pro-
vedeme sporem.

Predpokladejme nejprve, Ze bod Z ndleZi usecce cM
(obr. 4). Je-li Z = C nebo Z = M, pak kruZnice k' =
= (Z; a) prochizi bodem B, tj. Y = B proti pfedpokladu.
Lezi-li bod Z mezi body C, M, je podle znimé véty
ZB < CB = MB = a;bod B — a ovSem i body C, M —
leZi uvnitf kruZnice &’ a vrchol ¥ nemuZe naleZet strané
BC.

Predpokladejme za druhé, Ze bod Z nalezi prodlouZeni
useCky CN za bod N. Je-li Z = N, prochazi kruZnice &’
vrcholem C a je tedy X = C proti predpokladu. Je-li
Z = N, pak pro vsecky body X strany AC plati ZX >
>ZC > a (thel <<ZCA je totiz tupy) a kruznice £’ nema
s useCkou AC vibec Zadny spolecny bod.

DokéZeme nyni, Ze kazdy bod Z leZici mezi body MN
je vrcholem jednoho z vySetfovanych trojuhelniki XYZ
(obr. 2). Sestrojime opét kruZnici 2’ = (Z; a); pro ni je
vrchol C bodem vnitfnim, nebot je ZC < NC = a.
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Vrchol 4 je pro kruZnici 2’ bodem vnéj$im; trojihelnik
ACZ je totiz tupouhly (<xACZ > 90°), proto je Z4 >
> AC = a. KruZnice %' protne tedy tseCku AC v jejim
vnitfnim bodé X. Trojuhelniku XCZ opiSme kruZnici k;
polopfimka CB prochézi vnittkem thlu <XCZ, protind
useCku XZ v jejim vnitfnim bodé, a tudiz i kruZnici %

v jistém bodé Y == C. Body X, Y, Z, C kruznice & jsou
vesmés navzajem ruzné a jsou vrcholy tétivového Ctyi-
thelniku; pfitom X, Z jsou pfimkou BC oddéleny;
vznikne tedy Ctyfthelnik XYZC, takZe C, Z jsou sou-
sednimi vrcholy tohoto ¢tyftahelniku. Proto je I XZY =
= JXCY = y (obvodové thly v kruZnici k2 nad tétivou
XY); stejné plati < YXZ = <YCZ = «. Je tedy XZ =
= AC, ¥YXZ = < BAC, <XZY = < ACB, a proto je
NXYZ ~ NABC. Odtud plyne ZY = CB = a. Protoze
je ZY = a, lezi bod Y na kruZnici &’. Bod B je vSak
vnéj$im bodem kruZnice &’; protoze <{BZN > <cBMN >
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> 90°% je ZB > BM = a. Trojuhelnik XYZ je tedy sku-
teCné jednim z vySetfovanych trojihelniku.

Zavér. Geometrickym mistem bodd Z jsou dvé usecky
MN, M'N’ soumérné sdruzené podle osy p usecky 4B,
priCemZ konstrukce useCky MN je v tomto feSeni po-
pséna.

Podle feseni Jaroslava Zemanka, 3.d ro€.
SVVS, Kiesomyslova, Praha 4

4. V roviné je dano n bodl, z nichZ zadné tfi nelezi
v téze primce.

Dokazte, Ze lze najit kruznici, kterd obsahuje alespon
tf1 z danych bodu a Ze pfitom Ziddny z danych bodi ne-
lezi uvnitf této kruZnice.

ResSeni. Podle textu tlohy ?4dné tfi z danych bodu
nelezi v téze pfimce; proto zadné dva z danych n boda
nesplyvaji. Oznac¢me A4, B (4 == B) takové dva z danych
bodu, pro které vzda-
lenost AB neni vé&tsi
nez vzdalenost které-
koli dvojice z danych
n bodu (jsou-li M, N
dva libovolné rizné bo-
dy dané n-tice, plati te-
dy MN = AB); oznacl-
me U mnozinu n — 2
bodu, ktera se sklada
z téch danych 7z bodu,
od nichz jsme odnali
body 4, B. Je-li X bod
mnoziny U, potom vzni-
ki trojahelnik ABX
Obr. 5. s ostrym uhlem ¢ =
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= X AXB, nebot 74ad-
na ze stran AX, BX
neni mensi nez strana
AB;vznika tak mnoZina
n — 2 takovych ostrych
zornych dhla &, pod
nimiz je vidét tsecku
AB z bodi X. Oznac-
me y ten z (n — 2)
ahla &, ktery neni vétsi
nez kterykoli zbyvajici;
piislu$ny bod X oznac-
me C. Bud %k kruZni-
ce opsana trojuhelniku
ABC. Uvnitf této kruz-
nice jiz nelezi 74dny z bodd mnoziny U. To doka-
Zeme sporem: Jestlize je D bod mnoziny U, ktery padne
dovnitf kruZnice k, potom je <<ADB > y. Toto tvrzeni
je patrné z obr. 5, pokud bod D lezi v poloroviné¢ ABC
(o vnéj$im whlu 0 = <ADB trojuhelniku ABE plati
0 > ¢ = 7). Jestlize bod D lezi v poloroviné¢ opacné
k poloroviné ABC (obr. 6), plati 6 > ¢ = 180° — » > 90°
(prot&jsi uhly v tétivovém Ctyfahelniku), tj. 6 > 90°,
coz vSak vzhledem k tomu, Ze zorné uhly & jsou ostré,
nemtiize vibec nastat. Tim je dikaz proveden a Zadny
z danych # bodt tedy nepadne dovnitf kruZnice k.

Podle feSeni Jaroslava Zemdnka, 3.d roc.
SVVS, Kiesomyslova, Praha 4

5. Su dané dve kvadratické nerovnosti

x2 +P1x + q < 0’ (1)
%% + pax + g2 >0,
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kde p;, pss 415 ¢ sU dané reédlne Cisla a plati ¢, < 0,
¢, < 0. Dokazte tato vetu:

Ak dané nerovnosti nemaji spoloCné rieSenie, potom

lati:
v (P2 — 1) - (2192 — P2q1) = (g1 — @)% 2)

Udajte priklad Styroch Cisel py, ps, ¢15 ¢» tak, aby platila
nerovnost (2) a aby nerovnosti (1) mali spolo¢né riesenie.

RieSenie. (V dalSom hovorime len o redlnych {is-
lach.) Funkcia y = x* + p,x + ¢, nadobuda hodnotu
nula pre dve rdzne Cisla x; < x,, pretoZe diskriminant
D = p? — 44q, rovnice x® -+ p;x + ¢, = 0 je kladny,
pretoze ¢, << 0. Z podobnych dévodov nadobuda funkcia
y = x2 + pox -+ ¢, hodnotu nula pre dve rozne Cisla
X3 < Xg4.

Sﬁst:wa (1) je nerieSitelnd prave vtedy, ked cely in-
terval { x;, x, > je obsiahnuty v intervale < x5, x,> *); po-
tom je

Xg = X1 Xy = Xy
Cize
32— VD) = 2 (—p — VD),

- = 3
5 21+ VDY = 5 (—pu + VD),

kde D’ = p% — 44, je diskriminant rovnice x? 4 p,x +
+ ¢, = 0. Z nerovnosti (3) vyplyva:

VF_VE = p1 — Pe> VIT—VE =Zp,—pi. (4

Spojenim vztahov (4) dostavame

VD' — VD = 1p, — p2l. (5)

*) Ako sa lahko presved¢ime napr. z grafov kvadratickych funkcii.
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Teda, ak je sustava (1) nerieSitelnd, plati vztah (5)
a tym aj

D+ D —2)DD’ = p? — 2p,p, + p}
Cl1Z¢€
P2 —4q, + Py — 4y = p2 — 2p,ps + p3 + 2 |DDY,
skadial -
VDDI Spipe—2(q1 + ¢9)s (6)

kde je na oboch stranich kladné dislo.
Umocnenim vztahu (6) dostaneme

DD’ < [p1ps — 2(q:1 + ¢)1%

skadial po dosadeni za D = p} — 4q,, D' = p} — 4q,
a po jednoduchej tprave vyplyva nerovnost (2).
Tym je veta dokdzana.

Priklad, kedy tuto vetu nemoZno obritit, je tento:
Pre

1 1
pr=0 q1=—1,D=4;p2=—§, 92:_53
» 19
D~36

nie je splnenie nerovnosti (2) postaujicou podmienkou
pre nerieSitelnost sustavy (1). V tomto pripade totiZ
p Lo 8 . A v s
sastava (1) mda rieSenie — 7 Y napriek tomu, Ze je
vztah (2) splneny.

6. Je dan rotacni kuZel, jehoZ podstava ma polomér 1
a jehoZ strana md od roviny podstavy odchylku 2w, kde
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w < %n. KuzZeli je vepsdna koule K, kterd se dotyka

plasté kuZele i podstavy.
Dile je sestrojeno # shodnych kouli, o nichZ plati:
(1) Kazda z nich se dotyka plasté a podstavy kuZele
i koule K (vnéjsi dotyk).
(2) Kazda z nich se dotykd dvou z téchto 7 kouli.
Najdéte vztah mezi Cisly # a o a zjistéte, pro kterd »
a o muze tato situace nastat.

Reseni. Ozna¢me S stfed a R polomér koule K, dile
C stied podstavya I vrchol daného kuZele. Je-li 4 bod hra-
ny kuZele, je osovym fezem kuZele vedenym timto bodem
rovnoramenny trojuhelnik VAA' (viz obr. 7), ve kterém

4
8\ |
y !
1S
~ H
~
0, 7
/’_,?g o N ¢ e s Z K
W : K, i 2w,
A [Z] c A
$
1 N
>
Obr. 7.

je C stfed jeho zakladny AA’. Oznacme y délku piepony
AS pravouhlého trojuhelniku ASC a w velikost ostrého
uhlu SAC.
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Plati

CS=R=tgw, y=AS = (1)
Koule K, jedna z n uvaZovanych shodnych kouli, ma
polomér r a stied O, uvnitf usecky SA. Z vnéjsiho dotyku
kouli K, K, plyne

O,S=R+r. (1)

Z vnéjsiho dotyku dvou sousednich shodnych kouli
K, K, o stiedech O,, O, plyne vztah

Ol 02 - 27,

cosw

takze stfedy uvaZovanych z shodnych kouli jsou vrcholy
pravidelného z-uhelniku O, 0, ... O, o stfedu Z, délce

o

strany 2r a o stiedovém uhlu velikosti 2¢ = Eal

(viz

obr. 8). Je-li U dotykovy bod kouli K;, K,, je ZU osa
rovnoramenného trojihelniku ZO,0,, pfiCemZz plati

. r
sin e = —, 2
i )

kde o = ZO;.

Z trojahelniku ABO,,
kde B je dotykovy bod
koule K, s rovinou pod-
stavy daného kuzele (viz
obr. 7), dostavame tg o =

s 2t neboli
l—p
_tgw —r
£= tgw
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o3t BO,
Dile je smw—A—O1 neboli

x r
Sinw = m .
Dosadime-li sem z (1) a (1), pak po upravé obdrZzime

_tgo(l —sinw)
"~ 1+sinw

Ze vztahu (2) postupné dostdvime

rtigo 1 —sinw
tgow —r 2 cosw

. r
Sine = — =
e

PoloZme pro strucnost sin ¢ = x, pfiCemZ je nutné x > 0;
z predchoziho vztahu vypocteme, Ze

2 _ (1 — sin w)? 1 —sinw
X ;
~a(1 — s1n2co) 4 (1 + sinw)
a odtud
. 1 — 4x2
SiInw = m—&'z‘ & (3)

Vzhledem ke geometrickému vyznamu uwhlu <VAC
ziejmé plati vztah
) 0 < w < 45°

a proto o Cisle sin w ze (3) nutné plati vztahy

1 — 4x? 1 V§

0<1_|__42<§
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Odtud pro ¢islo x >0 dostdvime snadnym vypocltem
omezeni

1 17/2— Vz
5 > X >
2 Dt ]/2
neboli
5 > 1 ]/3 —712, @
Odtud ze vztahu 1 >sin¢ plyne &= i < 30°

2
neboli
n>6;
80° 1

5 Z druhé nerovnosti

— o1
skutené pron > 6 je sin

(4) dostaneme postupné
x>lV;—2V§>lV3—2.1AT=
]/017> . 0,4 = 0,2 (5)

a pomoci tabulek hodnot funkce sinus dostaneme

180 > 11,5°
neboli
180
n < 11,5 16,
a tedy n < 16.

.Pron=15je ¢ = 18 = 12° a z tabulek dostaneme

sin 12° > 0,207.
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ProtoZe (viz tabulky druhych mocnin)

%V3_~2V§<%V3—2.1,414=
= % 0,172 < % Jo,172225 — % . 0,415 = 0,207,

je vztah (5) jiz pro n = 15 skutecné splnén.

Pripustné hodnoty pro cislo 7 jsou tedy pfirozena Cisla
7 az 15. Pfislusny kuzel je pak dan polomérem r a hod-
notou w, uréenou vztahem (3) a poZzadavkem 0 << w << 45°.

Podle feseni Bretislava Vernera, 3.d rocC.
SVVS, Kfesomyslova, Praha 4

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A
1. Je déna funkce
_x (1 — 2x)
=23z )

Nacrtnéte jeji graf a vypoltem zjistéte, kterych
redlnych hodnot y tato funkce nenabyva.

Reseni. I. Z dané rovnice (1) plyne, %e pro2 — 3x = 0
neboli pro
r= &

neni y definovano. V dal$im proto je x + § :

Abychom mohli nacrtnout graf, vySetfime predevsim,
kdy je y = 0; z (1) plyne, Ze y = 0 pro x (1 — 2x) = 0,
a tedy

x = 0 anebo xzi.

48



Mime tedy dva body grafu

[0, 0], [% o].

Téchto hodnot uzijeme nyni ke zkoumdani znaménka
Cisla y, a to tak, Ze urCime znaménka Cisel

x; 1 —2x; 2 —3x . 3)

a budeme na zéklad€ toho zkoumat znaménko zlomku na
pravé strané v (1):

[1] Nechtje x < 0,atedy 1 —2x >0,2 — 3x > 0:
pak je y << 0.

[2] Necht je 0<x<%;pakjel—2x>0;
2—3x >0, atedy y >0.

[3] Necht’je%<x<%;pakiex>0;1—2x<0;
2—3x>0,atedy y<O.

[4] Necht je g<x; pak je x >0; 1 —2x<0;

3
2 —3x<0,atedy y >0.

Téchto vysledkil uzijeme k nacrtnuti grafu (obr. 9); dri-
ve vSak jesté sestavme tuto tabulku hodnot dané funkce:

1 1 1 2 3
G I I < A 1 I I A
—5 —3 11 e 3
lef —1,25| % = —06/0| 151 > 0,1 [0 |06/ neni |2 =12]15 =15
| véno
[1] zéporné y [2] kladné y [3] zdporné y [4] kladné y
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————————
o1
ST i
Jeo

Obr. 9.

II. Pro x + —g— dostaneme znédsobenim obou stran

rovnice (1) ¢islem 2 — 3x po tpravé kvadratickou rovnici
2x2 — 3y 4+ 1)x+2y=0.

Hleddame takova y, pro kterd neexistuje pfislu$né x; to

nastane pravé tehdy, kdyZ diskriminant D této rovnice je

zaporny. Tu plati

D=0Cy+12—16y=92— 10y + 1=
=(y— D% — 1.
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Tento rozklad jsme ziskali feSenim kvadratické rovnice
9y2 — 10y + 1 = 0. Diskriminant D je ziporny pro y
z intervalu

%<y<l. @)

Zdvér. Dané funkce nenabyva hodnot y z intervalu (4).

2. Niéjdite vietky x z intervalu 0° = x < 360°, ktoré
vyhovuji nerovnosti

2 (cos? x — J/3 sin? x) = (J/3 — 1) sin 2x.
RieSenie. Danu nerovnost postupne upravme takto:
2 cos? x — 2 /3 sin? x — 2 |/3 sin x cos x +

+ 2sin xcos x = 0,
cos x (sin x + cos x) — J/3 sin x (sin x + cos x) = 0,
(sin x + cos x) . (cos x — |/3 sin x) = 0. (1)
St dve mozZnosti[1], [2].
Pripad [1]. Z (1) vyplyva, Ze suCasne plati
sinx + cosx =0, cosx — [/3sinx=0. (2

a) Nech je sin x > 0. Tym sa obmedzujeme na in-
terval (0°, 180°). Vyndsobenim nerovnosti (2) Cislom

o dostaneme, Ze o Cisle x plati sicasne

cotg x = —1, cotg x = |/3. 3)

Prvej z tychto nerovnosti vyhovuju {isla z intervalu
(0°, 135°), druhej ¢isla z intervalu (0°, 30°); spolo¢nou
Castou oboch uvedenych intervalov je interval (0°, 30°).
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Vzhladom na to, Ze nerovnostiam (3) vyhovuje i x = 0°,
je rieSenie danej nerovnosti v tomto pripade urcené
intervalom

<0° 30°. (4)

b) Nech je sin x << 0, liZe nech x leZi v intervale
(180°, 360°). Rovnako ako v predchddzajucom pripade
dostaneme nerovnosti

cotgx = —1, cotg x = I/3—

~ ktoré maju rieSenia v intervaloch (315°, 360°), resp.
{210°, 360°), a rieSenie danej nerovnosti je urcené in-
tervalom

{315°, 360°). (5)
Pripad [2].: Z (1) vyplyva, Ze sucasne plati
sinx +cosx =0, cosx— |[3sinx <0. (6

-a) Pre sinx >0, tj. pre x z intervalu (0°, 180°),
dostaneme z nerovnosti (6) nerovnosti

cotgx = —1, cotg x = |/3

a hladané rieSenie je spolocna Cast intervalov (135°, 180°),
{30°, 180°), k Comu moZno pripojit i x = 180°. Mame
teda interval

(135°, 180°. (7

b) Pre sin x < 0, t.j. pre x z intervalu (180°, 360°),
sa od nerovnosti (6) dostaneme k nerovnostiam
cotg x = —1, cotg x = V§

a hladané rieSenie je spolo¢na Cast intervalov (180°, 315°),
(180°, 210°), ku ktorej pripojime aj x = 180° a dosta-
neme interval

{180°, 210°. (8)
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Zdver. Danej nerovnosti vyhovuja vSetky Cisla z in-
tervalov [vid (4), (7), (8), (5)] :

€0°, 30%, <(135°, 210°), (315°, 360°).

Podla rieSenia Pavla Hella, 4. tr.
SPS hutnicka, KoSice

3. V soustavé pravouhlych soufadnic x, y zndzornéte
mnozinu vSech bodid [x, y], jejichZz soufadnice spliuji
rovnici |x| + |y — 1] = 1, a déle mnoZinu vSech bodu
[x, ¥], jejichZ souradnice spliiuji rovnici |x — 1| + [y| =
= p, kde p je redlny parametr. UZitim vysledku grafic-
kého zndzornéni pak vypoltem feSte soustavu rovnic

x| +ly—1l=1L |x—1+1y=p. D)

Reseni. 1. MnoZina bodt ptislusnd k prvni rovnici je
obvod Ctverce, jehoz thlopficky lezi v primkich x = 0,
y = 1 a maji délku 2. MnoZina bodu pfislusnd k druhé
rovnici pro p > 0 je obvod Ctverce, jehoz uhlopficky lezi
v pfimkach x = 1, y = 0 a maji délku 2p. ReSenim sou-
stavy (1) jsou soufadnice bodu spole¢nych ob&ma ob-
vodum. Pro kladné hodnoty p lze z grafu vycist tento
vysledek (obr. 10):

a) p < 1: uloha nema reSeni;

b) p = 1: tloha ma nekonecné mnoho feSeni;
c¢) 1< p < 3: tloha ma dvé feSeni;

d) p = 3: tloha m4 nekonefné mnoho feSeni;
e) p >3: uloha nema feSeni.

II. Pocetni feSeni soustavy. Pro p <0 je tloha ne-
feSitelnd: pro p << 0 nemd druhd rovnice (1) feSeni;
pro p = 0 ma druha rovnice (1) jediné feSeni x = 1,
y = 0, to vSak nevyhovuje prvni rovnici (1). V dal$im
budeme pfedpokladat, Ze je p > 0.
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Z prvni rovnice (1) vyplyva, Ze pro kazdé feSeni sou-
stavy plati x < 1, y > 0. (Kdyby bylo x > 1, bylo by
|x| > 1; kdyby bylo y < 0, bylo by |y — 1] >1.) Je
tedy x — 1 <0, y = 0 a druhou rovnici (1) lze psat ve
tvaru

l—x+y=p
=%+ p K 1)

neboli
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Odtud vyjadfime y — 1 a dosadime do prvni rovnice (1);
vyjde
x| +[x+p—2[ =1L )
Nyni rozli§ime ¢tyfi pfipady:
[ x+p—2=20,x=0
2] x+p—2=20,

Blx+p—2=0,
[4] x+?—2§03

V pfipadé [1] rovnice (2) zni 2x4+p—2=1
a odtud plyne

s=2@—phy= (p+D )

® 88
IAIV AL

0
0
0

[vzorec pro y jsme dostali z (17)].
V pfipadé [2] rovnice (2) zni p — 2 = 1; je tedy

p=3y=x+2. 4)
V pfipadé [3] rovnmice (2) zni 2 — p = 1; je tedy
p=1y=nx ©)

V pripadé [4] rovmice (2) zni —2x —p+ 2 =1,
odtud

1= (- y=7@—D. (©)

Nyni probereme pfipady a) aZ e) pro parametr p a pro-
vedeme zkousku.

V pfipadé a) nevyhovuje Zadné z feSeni (3) aZ (6).
V pfipadé b) vyhovuji feSeni (5) a feSeni (3), (6) — oviem
jen pro p = 1. V piipadé c) vyhovuje i feSeni (3) i fe-
Seni (6) a jsou navzdjem rtzna. V pripadé d) vyhovuji
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feSeni (4) a feSeni (2), (6) —- oviem jen pro p = 3.
V pripadé p > 3 pevyhovuje Zadné z feSeni (3), (6).

4. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané
délky 1 a bod P, ktery leZi mezi pruseCikem vysel troj-
thelniku ABC a bodem C.

Sestrojte rovnostranny trojthelnik XYZ vepsany troj-
thelniku ABC tak, Ze vrcholy X, Y, Z leZi po fadé na
useCkiach BC, CA, AB a Ze strana XY prochazi bodem P.
Stanovte podminku fesitelnosti.

ReSeni (obr. 11). Oznaéme < CYP = XCYX = g;
pak je < CXY = 120° — ¢, <AYZ = 180° — 60° —
— ¢ = 120° — ¢, tj. XCXY = < AYZ. Protose je XY —
=YZ, JYCX = 3ZAY = 60°, je podle véty usu
AXYC =~ AYZA, 1.

CY = AZ. (1)
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Diéle je <<CYP = < AZP' = ¢; pritom P’ je prusecik
strany YZ s pfimkou A4S, kde S je prisecik vysek troj-
uhelniku ABC. ProtoZe je <cYCP = <<ZAP' = 30°, je
vzhledem k (1) podle véty usu AYCP ~ ANZAP', tj.
CP = AP', a tedy i

SP = SC — CP = SA — AP’ = SP'. )

Z toho vyplyva, Ze bod P’ vznikne z bodu P otocenim
kolem bodu S o thel velikosti 120°. Bod Y nalezi geo-
metrickému mistu bodd, z nichZ je vidét useCku PP’
pod thlem velikosti 60°, a to tomu oblouku, ktery lezi
v poloroviné opacné k PP'S. ProtoZe je < PSP’ = 120°,
nalezi bod Y kruZnici & opsané trojuhelniku PP’S.

V diskusi je tfeba vySetfit, za jakych podminek ma4
kruZnice & s pfimkou AC aspoil jeden spolecny bod.
Stfed O kruZnice % je vrcholem kosoltverce PSP'O,
slozeného ze dvou rovnostrannych trojihelnik. Proto
je OS = SP = x. Vzdélenost bodu O od pfimky AC je
dana vyrazem

[}

nebot vzdalenost bodu S od primky AC je % . V; . Pod-

minka feSitelnosti tlohy je

/3
_ <
| 6 x| = x,
tj.

1 3 ;

I < 2

| L *
neboli

/3
>
x TR
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Stfedni pficka trojuhelniku ABC, spojujici stiedy stran
AC, BC, protina vysku CM pravé v bodé, jehoZz vzda-
lenost od bodu S je

L (- - 1)

3. ULOHY III. KOLA KATEGORIE A
1. Dokazte, Zze &islo 119 — 1 mé dekadicky zapis
ukonceny S$tvorcislom 6000 a je delitelné Cislom 6000.

Riesenie. KedZe je 6 000 = 3. 2 000, musime o Cisle
N = 11190 — 1 dokéazat, Ze je delitelné oboma nesudeli-
telnymi Cislami 2000 a 3.

Podla binomickej vety plati
N=(10+ 1w —1=M+z, (1)
kde M, z st prirodzené Cisla a plati (musime si uve-
domit, Ze kombina¢né Cisla su celé Cisla)

M = 1000 (1(1)0) B (100) 104 +

+ (19070) 108 — 10100 1 (1(1’0) 109 4 ...+
(100) o (_130) s

=10*.a+4 100.33.49.10® = 10*.5 , (2)

(pritom a, b su celé Cisla),

o (19080) il (100) i (100) s (100) 10

=50.99.100 + 1000 = 496 000. 3)
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Dekadicky zdpis Cisla M kon¢i podla (2) Styrmi nulami
a podla (3) je teda poslednym Stvorcislim Cisla N Cislo
6000, takZe je N delitelné Cislom 2000.

Dalej plati

N = (12 — 1)100 — ] = ]2100 — (100) 12994,
— (1(1)0) 1241 —1=12P =3 .4P,

kde &islo P je celé (kombina¢né &isla su celé ¢isla). Cislo

N je teda deliteIné tieZ tromi.

Tym je dokaz prevedeny.

Podla rieSenia Petra Neuwirtha, 3.d tr.
SVS, Srobirova 46, Kogice

2. Jsou diny dvé¢ mimobézky p = PP’, ¢ = QQ'
Bod X s pocatecni polohou P se pohybuje po polopiimce
PP’ konstantni rychlosti ¢; a bod Y s pocate¢ni polohou Q
se pohybuje po polopfimce QQ’ konstantni rychlosti c,.
Oba body se daji do pohybu soucasné.

Dokazte, Ze stfed Z useCky XY vzdy leZi na jisté polo-
pfimce RR’, kde R je stfed tseCky PQ.

ReSeni. V dal§im uZijeme znimé véty V: ,,Jsou-li
o, f dvé rizné rovnobézné roviny a X, Y libovolné body
po fadé v téchto rovindch leZici, potom mnoZinou vSech
stfedlt Z use¢ek XY, kdyZ body X, Y po fad€ probihaji
roviny o, f3, je rovina g//a«, kterd mé od kazde Z rovin o,
f stejnou vzdalenost.”

Je-li R stfed useCky PQ, vedme jim rovinu p, kde
o/|PP’, o/|QQ’ (obr.12). Oznatme X, Y polohu uvaZo-
vanych bodu v case ¢ >0 a X,, Y, polohu téchto bodi
v ase ¢ = 1; potom snadno sestrojime rovnobéZnostén
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T o hranich PQ, PX,, QY;; jeho dvé stény jsou rovno-
béZzné s rovinou o (viz obr. 12). Stfedy uselek XY,
X,Y, po fad€ oznatme Z, Z,, kde Z, je stiedem rovno-
bé&Znosténu T, protoZe X, Y; je jeho télesova thlopficka;

Obr. 12.

bod Z, zfejm& leZi v roviné p. Sestrojme rovnobé&zniky
PXX'R, PX,X;R, QYY'R, QY Y[R, pfiCemz prvni
dva lezi v roviné «//p, druhé dva v roviné f//e; plati
tedy
PR=QR=XX' =YY =X X{ =Y,Y].

Pfitom trojuhelniky RX;Y;, RX'Y’ leZi v roviné o
a plati XX'//PR, PR//YY’, takZe je XX'//YY’ a vedle toho
XX’ = YY’; v konvexnim étyfuhelniku XX'YY’ s pri-
selikem Z uhlopiicek jsou dvé prot&jsi strany XX', YY’
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shodné a rovnobéZné; pak se snadno dokaZe (mapt.
uZitim soumérnosti o stiedu Z), ze XX'YY’ je rovno-
béznik a Ze tedy plati X'Z = Y'Z, takze Z je stfedem
useCky X'Y’. RovnéZ bod Z je stifedem useCky X;Y7.
Snadno usoudime, Ze plati

RX' = ¢;t, RY' = ¢yt, RX| = ¢;, RY| = ¢,,

takZe trojuhelniky RX;Y], RX'Y’, a tim i stfedy Z;, Z
jejich stran X Yj, X'Y’ jsou stejnolehlé vzhledem
k bodu R pfi konstanté stejnolehlosti z > 0. Odtud
plyne, Ze je RZ = RZ, .t a Ze bod Z lezi na polopfimce
* RZ, pro kazdé t >0, coz jsme méli dokazat.

3. Urlete vSechny hodnoty parametru o z intervalu
{0,27), pro které ma rovnice

(2cosa — 1) x2+4x +4cosa+ 2=0 (1)
kladny kofen x;, kdezto druhy kofen x,, pokud existuje
a pokud je rtzny od x;, neni kladny. \

Refeni. 1. Je-li v (1)

2cosa —1 =0,
tj.

o = 60°, o = 300°, (1
pak, jak se snadno presvédc¢ime, ma rovnice jediny kofen
x = —1. Hodnoty (1) nejsou tedy feSenim ulohy.

II. Dale necht je « % 60°, « & 300°, a tedy 2 cos o« —
— 1 #+ 0. Kvadraticka rovnice (1) pak ma diskriminant
D = 8 (3 — 4 cos? «). Redlné kofeny mé pravé tehdy,
je-li D =0, tj. 3 — 4 cos?a =0, tj.

| cos | g%—l/?;
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to nastane pravé tehdy, naleZi-li « jednomu z intervald
€30°, 150°5, <210°, 330°5. )

Rovnice (1) ma jeden kofen kladny a druhy kofen zé-
porny pravé tehdy, kdyZz je x,x, < 0. Plati
_4dcosa—+2
" 2cosa—1°

X1 %X 3)
Jsou moZnosti [1], [2].

Ptipad [1]. Necht 2 cos « — 1 > 0 neboli necht je |
o v jednom z intervalt <0°, 60°), (300°, 360°); pak podle

(3)je 2cos o 4+ 1 < 0, tj. cos r< —5aa je z inter-

valu (120°, 240°). Uvedené intervaly nemaji spolené
Cislo. Pfipad [1] nedava tedy Zidné reSeni.

Pfipad [2]. Necht 2cos « — 1< 0, tj. « je z in-
tervalu (60°, 300°) a vzhledem ke (2) z intervali

(60°, 150, <210°, 300°). 4)

ProtoZe x,x, je Cislo zdporné, je podle (3) 2cos « -+

+1>0, tj. cos « > — —, tak’e « je v jednom z inter-

2
vali

<0°, 120°), (240°, 360°). (5)
Pranik intervald (4), (5) jsou intervaly

(60°, 120°), (240°, 300°), (6)

které davaji feSeni tulohy.
Zbyva vyfidit pfipad, kdy je jeden kofen kladny a druhy
roven nule. To nastane pravé tehdy, kdyZz je x;x, =0
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a zarovet x, + x, > 0. Z (3) pak plyne 2 cos « + 1 = 0,
tj.

« = 120° nebo a = 240°; O
pfitom vskutku je 2cos « — 1 = —2 % 0. Dile je
x, + x, = 2, coZ je kladné ¢islo. Spojenim (1°), (6), (7)
dostdvime, Ze feSenim ulohy jsou vSecka o z intervald

(60°, 120°), (240°, 300°).
4. V roviné jsou diny body 4, S o dané vzdalenosti

a > 0. Déle jsou ddna kladna disla b, ¢, pro kterd plati
b<a<ec.

Obr. 13.

Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby jeho
vrcholy B, C mély od bodu S po fadé vzdilenosti b, c.
Udejte podminky feSitelnosti pomoci Cisel a, b, c.

ReSeni. I. Rozbor (obr. 13). Vrcholy B, C kazdého
z hledanych trojuhelniki ABC leZi po fadé na kruZnicich
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ky = (S5 b), k, = (S, ¢). Otoceni O kolem stfedu A
o uhel velikosti 60° ve vhodném smyslu (kladném
nebo zdporném) prevede vrchol B ve vrchol C; toto
otoCeni O prevede kruZznici k; v jistou kruZnici k; =
= (8, b). Bod C pak nalezi dvéma geometrickym mistim
bodl: kruznici k, a kruZnici k; (resp. kruznici &; ;
kruznice ki, k' vzniknou z k; otoCenim kolem bodu 4
o thel velikosti 60° v kladném a zdporném smyslu).
Tim je rozbor ulohy proveden.

Z rozboru vyplyva konstrukce; je-li C libovolny spo-
le¢ny bod kruznic %,, ki, je C == A (nebot ¢ > a). Bod B
dostaneme otocenim bodu C kolem A4 o thel velikosti
60° ve vhodném smyslu. Trojihelnik ABC je rovno-
ramenny se zakladnou BCj; uhel proti zakladné ma ve-
likost <tBAC = 60°. Je tedy AABC rovnostranny
a spliiyje zfejmé podminky ulohy.

Diskuse. Uloha ma tolik riiznych feSeni, kolik riiznych
spoleCnych bodu maji kruznice k,, k; a &y, k;" (u obou
téchto dvojic jsou polty spole¢nych bodi stejné, nebot
obé dvojice jsou soumérné sdruzeny podle pfimky AS).
ProtoZze trojihelnik 4SS’ je rovnostranny, je SS§' =
= AS = a. Podminka pro existenci spolecnych bodua
obou kruznic tedy zni

bt+cz=z=az=c—b (1)
(nebot ¢ > a > b). Plati-li v (1) rovnost, ma tloha dvé&

feSeni, neplati-li v (1) Zddnd rovnost, ma tloha Ctyfi
fesSeni.
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4, ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. Sesticiferné pfirozené Cislo, které je v dekadické
soustavé zapsano ve tvaru (xyxyxy), kde x, ¥ jsou né-
které z cifer 0, 1, 2, . . . , 9, nema vétsiho prvocinitele nez
97; dokazte.

Reseni. Hledané &islo N zapsané znakem (xyxyxy) je

N = 10°x + 10%y + 10%x + 10%y + 10x 4 y =
= (10x +y) (10* + 10* + 1) =
= 10101 (10x + y) =
=3.7.13.37(10x + y).

Cislo 10x + y je dvojciferné (je x + 0) a nejvétsi prvo-
Ciselny délitel cisla N bude 10x 4 y, je-li 10x + y
prvocislo alespoil rovné 37; nejvétsi dvojciferné prvo-
Cislo je 97. To vede k feSeni pro x = 9, y = 7. Takové
islo je jediné, a to

979797,

o némz plati 979797 = 97.10101 = 97.3.7.13.37;
kazdé jiné Cislo uvaZovaného typu mad nejvétsiho prvo-
Ciselného délitele mensiho nez 97.

2. V rovine je dany lichobeznik ABCD s vécsou za-
kladniou AB.

Zostrojte priamku p//AB taku, ze usecky AD, AC, BD,
BC ju pretinaju postupne v navzdjom rdznych bodoch
M, N, P, Q tak, Ze plati MN = NP = PQ.

RieSenie. Ozna¢me u vzdialenost priamok AB, p a v

vzdialenost priamok CD, p. Dalej postupne oznaéme a, ¢

di*ky zakladni AB, CD. Z podobnosti trojuholnikov
(obr. 14)

NAMN ~ NADC



dostaneme rovnost
u

u+t+o’ @

MN = ¢

Z podobnosti trojuholnikov
ABPQ ~ ABDC

D o Cc
N
SO //
4 /7
v \>,%/
_\n N NP a
/
V% O\
u 7 ~
v \\
|~ .
A a B8
Obr. 14

dostaneme rovnost
PO =c—. (2)

Z podobnosti trojuholnikov
ADMP ~ ANDAB

dostaneme rovnost

v

MP =4y 3)

Podla (1), (2) plati teda pre kaZdu priamku p rovnost

MN = PQ. Ak plati eSte MN = NP, je MP = 2MN,
t. j. podla (1), (3)

av = 2cu. 4
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Obrétene, ak plati vztah (4), potom je podla (1) a (3)
MP = 2MN, t. j. MN = NP, MN = PQ a st splnené
poziadavky ulohy.

K rozrieSeniu tlohy stali teda zostrojit medzi bodmi
A, D bod M tak, aby platilo [podla (4)]

A -
_ DM v 2
Konstrukcia hfadaného bodu M je naznalena na obr. 15.

Bod M je stred rovnolahlosti, v ktorej body D, C’ st
obrazmi bodov A4, B.

~..C e . ) D c c

Obr. 15.

3. Utzitim vypoctu sestrojte trojuhelnik ABC o obvodu
130 mm, ktery mé tu vlastnost, Ze dotykové body kruz-
nice jemu vepsané déli strany AB, AC v obou piipadech
v poméru 1 : 3.

Vypocltéte pomér stran trojihelniku 4ABC.

ReZeni (obr. 16—18). Pro stru¢nost poloZme
AB =¢, AC=b, BC=a,2s=a+ b+ c;
tu je z planimetrie znimo, Ze
AC'=5s—a, BC'=5s—b,CB =s—c... (1)
(viz oznaleni v obr. 17).
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Vzhledem k textu dlohy jsou tfi moZnosti: Bud je
(obr. 16)

AC'" AB’ 1

BC T CB 3 (22)
anebo je (obr. 17)

AC’ CB’ 1 &

BC AR 3’ - (2b)
anebo je (obr. 18)

AC" AB’

BC ~cB > (2¢)
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Zdanlivéa ¢tvrtda moznost se da vyloucit zdménou oznaceni
bodd B, C.

Piipad [1]. Vzhledem ke vztahim (1), (2a) plati

s—a 1 s—a 1 . _ A

s—=6 3 s—c 37
3
a = 5 b, b = C.
Je tedy
a:b:c=3:2:2. (3)
ProtoZe pro tento pomér délek a,
b, ¢ plati
a-t+b>c¢c b+ c>a,
c+a>b, (4)
proto trojuhelniky se stranami
spliiyjicimi (3) skutecné existuji
(viz obr, 16).
Pripad [2]. Vzhledem ke vzta-
htm (1), (2b) plati (obr. 17)

s—a 1 s—c_\l

oo, =6 3’ s—a 3
neboli : :
3l b= 3 (5 a) s—c':%(s*a). 5)

Protoze je , .
a = (s — b) + (s — ¢), dostaneme po dosazeni z pied-

chozich vztaht a =3 (s — a) + %— (s — a) neboli a =
10
= —]33.
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Odtud a z (5) dostaneme
b=3a——25—-143s,c—— 2s + a) = 1
Je tedy

2

aib:ic=5:2:6, (6)
pficemz plati vztahy (4) a trojihelniky s pomérem téchto
stran existuji.

Pripad [3]. Vzhledem k vztahtim (1), (2c) plaﬁ
(obr. 18)

s—a s—a .
s—b:3’ s—c:3 neboli b = ¢, b = 2a.
Je tedy
a:b:c=1:2:2 @)

a protoZe pro tato Cisla plati vztahy (4), pfisluSné troj-
thelniky existuji.

Konstrukei v jednotlivych pfipadech provedeme tak,
Ze dany obvod 2s = 130 mm rozdélime v piedepsaném
poméru [viz (3), (6), (7)] a sestrojime z takto vznik-
Iych usecek trojuhelnik, ktery — jak jsme dfive dokdzali
— existuje.

Pomoci vzorct (1) snadno provedeme zkou$ku, ktera
nds pfesvédc':i o tom, Ze pf'isluéné dotykové body kruz-
nice vepsané takto sestrojenému trojuhelniku déli strany
AB, AC v poméru 1 :3 (bez ohledu na pofadi usekd).

Uloha m4 tedy pravé 3 feSeni (pokud pfipustime vy-
ménu bodu B, C).

4. V rovine je danych 6 réznych bodov tejto vlastnosti:
kazda Stvorica vybrand spomedzi nich obsahuje aspoil
tri body, ktoré leZia na priamke.
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DokéZte, Ze aspoi 5 z danych Siestich bodov leZi na
priamke.

RieSenie. Kvdli jednoduchosti oznatime dané body
Cislami 1, 2, 3, 4, 5, 6. Vo Stvorici 1 2 3 4 existuju
podla predpokladu tri body, ktoré leZia na priamke.
Oznacime ich 1, 2, 3 a priamku, na ktorej leZia, oznacime p.
Ak mimo priamky p leZi najviac jeden z bodov 4 aZ 6,
je veta dokazand. Pripustme teda, Ze aspoil dva body
(oznadime ich 5, 6) leZia mimo priamky p. Vo Stvorici
1 2 5 6 existuje trojica bodov leZiacich na priamke.
NembdZe to byt trojica 1 2 5 ani trojica 1 2 6, pretoZe
body 5, 6 _neleZia na priamke p =1 2. Trojicou bodov
leZiacich na priamke je teda bud 1 5 6, alebo 2 5 6.
Oznalenie bodov 1, 2 upravime tak*), aby to bola
trojica 1 5 6. Vo Stvorici 2 3 5 6 existuje aspoil jedna
trojica bodov leZiacich na priamke. Nie je fiou trojica
2 35 ani 2 3 6, pretoze 5, 6 nelezia na priamke p =
=23,noani 2 5 6, ani 3 5 6, pretoZe priamka 56 %= p
pretina priamku p v bode 1, ktory je rbzny od 2, 3.
Tym je dokazané, Ze mimo prlamky ? nemdZu lezaf
dva z danych Siestich bodov, t. j. asponi pat z danych
bodov lezi na p.

5. Najdéte vSechna celd Cisla x, pro né% vyraz
—6x% 4 167x + 4 823 (1)
je roven:

a) prvocislu;
b) co nejvétSimu pfirozenému Cislu;
c) co nejmenSimu pfirozenému Cislu.

ReSeni. Dany trojélen (1) oznalme y a jeho diskri-
minant D.

*) T.j. vymenime pripadne ich oznadenie.
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Je
D =167>44.6.4823 =27 889 + 115 752 =
= 143 641 = 3792 > (.
Proto rovnice — 6x2 + 167x + 4 823 = 0 m4 dva rtzné

redlné kofeny

53 91

X=Xy = (2)

a trojClen (1) Ize rozloZit:

y=—6(x+§3§) (xv&l)

2
neboli
¥y = (B3x + 53) (—2x + 91). 3)
Je patrno, Ze pro x z intervalu
53 91
x1:—~3—<x<72~:x2 4)

je y > 0. Pro hranice x;, x, tohoto intervalu je y = 0;
pro ostatni x je y < 0.

Obratme se nyni k jednotlivym tloham.

a) Ma-li pro celé Cislo x byt y prvocislo, musi jeden
z Ciniteld na pravé strané (3) byt -+ 1. RozliSme moz-
nosti:

[1]. Pro ¢islo 1 je jedind moZnost: —2x + 91 =1
neboli x = 45; tu je 3x + 53 = 188, coZ vSak neni
prvocislo. ‘

[2]. Pro &islo —1 jsou dvé mozZnosti:

(1) Je 3x+53=—1, tj. x= —18 a y = —127,
coz neni prvocislo.
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(2)/Je —2x +91 = —1,tj. x =46 ay = —191, coZ
také neni prvocislo.

Odpovéd na otazku a): Pozadované Cislo x ne-
existuje.

Pro dalsi vySetfovani si uvédomime, Ze grafem funkce
(3) v pravouhlych souradnicich je parabola, ktera protne
osu x soufadnic v bodech

© 53 91
xn=[-%i0] x=l30  ©

jeji vrchol V' je nad osou x; abychom stanovili souradnice
vrcholu, upravime dany kvadraticky trojclen na tvar:

167 1672 1672
e £F 2
y = 6(x 2. SV3 x -+ 122)+4823+6 o7
neboli
2
y=—06 (x — 11%7) + i . 143 641. (6)

Pro vrchol V paraboly ]e soufadnice y maximalni;
ze vztahu (6) je patrno, Ze maximum y nastane pro

x—167—0 tj. pro x~£§Z
“l—z—ws]-P =~ 12

167 143641
]e tedy V = [TZ—, —24—J

Vime, Ze funkce (6) je v intervalu [— 5—33—, 1—16;] rostouci,
v intervalu 1627 H 921 klesajici; na zdkladé toho zodpo-

vime otdzky b), c).
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b) Hledané celé Cislo x, pro které je y v (6) co nejvétsi
pfirozené Cislo, musi vzhledem k pfedchozimu byt bud

i teuys b § % v .y 16 .
nejbliz§i pfirozené cislo men$i neZ T3 anebo nej-

bliz§i véts§i pfirozené Ccislo k Cislu %; tj. bud je
x = 13, anebo x = 14, nebot je

167
B< <l

Pro x = 13 je podle (3) y = 92. 65 = 5980; pro x = 14
je ¥y =95.63 =5985. Je tedy hledanym Cdcislem Cdislo
x = 14.

c) Hledané celé x, pro které je y co moznd nejmensi
pfirozené &islo, musi byt jedno z téchto Cisel: bud nej-

blizsi veétsi celé C&islo neZz x;, = — 3> . x3 = —17,
anebo nejbliz§i mensi celé Cislo, nez je x, = 7 tj.
x, = 45.
Pro x = x; ze (3) dostaneme
y = (—51 4+ 53)(34 4+ 91) = 2. 125 = 250.
Pro x = x, ze (3) dostaneme
vy = (135 + 53) (—90 + 91) = 188.
Hledané ¢islo je tedy x = 45.
Tim je uloha Uplné roziesena.
6. Jsou diny rovnice
x%—x—1=0, ‘ (1)
® 4 px—1=0, @
kde p je dané reédlné Cislo.
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DokaZte, Ze obé rovnice maji redlné kofeny, a vysetite,
jak jsou tyto kofeny usporadany podle velikosti, jestliZe
parametr p probihd vSechna redlnd Cisla.

ReSeni. Rovnice (2) mé diskriminant p* - 4 >0,
takZe mé dva redlné rizné kofeny; rovnici (1) dostaneme
ze (2) pro p = — 1. KaZdé z rovnic (1), (2) md tedy dva
ruzné realné kofeny. Pro p = —1 jsou kofeny rovnice
(2) rovny po fadé kofentim rovnice (1); necht v dalSim
je p = —1 a oznaCme x;, x, kofeny rovnice (1), x3, x,
kofeny rovnice (2). Podle zndmé véty o kvadratické
rovnici plati:

X+ x,=1 3)
XXy = —1 (3"
X3+ X4 = —p )
x3%, = —1 4)

O kofenech lze pfi vhodné volbé indext pfedpokladat,
Ze je
Xy > Xgy Xy > X3 5)

_protoZe vSak plati vztah (3'), jsou x;, x, rliznych zna-
mének a tedy vzhledem k (5) je x; > 0, x, < 0; podobné
x3 >0, x, < 0. Plati tedy
x1>0; x3>0; xzz——]:—'<05 x4=—“1—<0. (6)
Xy X3
Resenim (1) dostaneme

=g A+ =15 @

feSenim rovnice (2) dostaneme

—(—p +V1>2 +4), x, = —( —p— PP +4. (8)

75



Zkoumejme, pro které hodnoty p plati x; > x,. Podle
(7), (8) dostaneme podminku

—p+P+ta>1+15
a odtud po umocnéni a upravé ’
p<—L ©)
Obracenim postupu zjistime, Ze pro kazdé p << —1 je
X3 > X;.

Zkoumejme obdobné, pro které hodnoty p plati
x, > x,. Podle (7), (8) dostaneme podminku

- VFTa=1-5
a odtud po umocnéni a upravé opét
p< —l. 9"

Také zde dostaneme obricenim postupu, Ze pro kazdé
p < —1je x; > x,.

. %
A A
“ Obr. 19.
X4 X
- © ; & <
X5 0 X,
Obr. 20. '

Odtud vyplyva, Ze pro p << —1 nastane situace za-
kf)eslené na obr. 19, pro p > —1 situace zakreslend na
obr. 20.
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Zdvér. Znazornime-li kofeny prvni rovnice body x;,
%y a (pro p = —1) kofeny druhé rovnice body xs, x,,
potom je x; # X,, X3 & x, a plati: a) Obraz O nuly lezi
uvnitt asecek x,x,, x3%,; b) kazda dvojice x5, x,, kterou
dostaneme pro p + —1, oddéluje dvojici x;, x,.

5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. Najdéte vSechna nezaporna Cisla a, b, ¢, pro ktera
plati rovnost

Ja—86Fc=)a—)b+]ec. (1)

Reseni. Ukolem je najit vSecka feseni rovnice (1).
Umocnéni da

a——b+c:a—l—b+c~21/&5—2]/bc+2l/d5,
po upravé o - -
b+ Jac =1b (JJa + Je).
Dal$i umocnéni da

b2 + 2b Jac + ac = b (a + 2)ac + o),
po upravé
b* —(a+¢)b+ ac=0. 2)

Rovnice (2) je kvadratickd pro nezndmou b a podle zndmé
véty méa za kofeny jediné Cisla b, = a, b, = ¢; plati
tedy nutné a = b anebo b = c.

Zkouska. Napft. pro libovolné nezaporné a = b a libo-
volné nezaporné ¢ je levd strana (1) rovna l/c_ a prava
rovnéz 1/2 .
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2. V lichobeZniku ABCD st dané dfiky x, y zikladni
AB, CD. Rovnobezka so zékladiiami vedena priese¢nikom
uhlopriecok tohto lichobeZnika pretne ramend AD, BC
postupne v bodoch U, V.

N4jdite pomer obsahov lichobeznikov ABVU, UVCD.

RieSenie. PouZijeme oznacCenie z obr. 21. Pre obsahy
P,, P, lichobeznikov ABV U, UVCD plati

Obr. 21.

1 1
szj(x‘*‘t)zn P2=~2—(y+t)z2,
takZe

P, (x+10z
A O P )

Z rovnolahlosti useCiek AB, UO podla stredu D vyplyva

UO = B2 |
xz1 + 2
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Z rovnolahlosti useciek AB, VO podla stredu C vyplyva
opait

b4
VO = x —2—
* 2+ 2
Stadial
2x2,
- —_— 2
el i 2)

Z rovnolahlosti useCiek AB, CD podla stredu O vyplyva

Xz

— =" 3

i @)

Ak zo vztahu (3) vyjadrime 2; a dosadime do (2), do-
staneme

2xy

x+y°
Dalej vyjadrime pomocou vztahu (4) dvojéleny x + ¢,
vy + t a dosadime do (1); dostaneme
P, (x4 3y) x®

P,  (3x+y)y’

3. Vné dané kruznice & = (S, r) je dan bod 4. Uvnitf
useCky AS sestrojte bod X tak, aby délka teCny vedené
z bodu X ke kruZnici 2 byla rovna délce tseCky AX.

Poznédmka. U této ulohy uvadime nékolik feSeni,
z nichZ Ctenaf vidi, Ze nékterou ulohu lze feSit velmi
odlisnymi zpusoby.

ReSeni & 1 (obr.22). Oznatme A’ dotykovy bod
hledané teCny A'X, kde X je bodem useCky AS a lezi
vné kruZnice k, pfiCemZ plati X4’ = XA. Osa p useCky
AA’ prochézi bodem X (bod X je hlavnim vrcholem

(4)
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rovnoramenného trojihelniku XA4A4"). Osova soumérnost
o ose p prevadi tsecku AX v tuseCku A'X, trojuhelnik
SXA' (kde <A" = 90°) v trojuhelnik S’XA a kruZnici k
v jistou kruZnici 2 = (8, r), ktera se dotykad primky 4S
v bodé 4. Odtud tato konstrukce:

Na kolmici vedené bodem 4 k pfimce AS sestrojme S’
tak, aby AS’ = r (z obou moZnosti volme jednu), a se-
strojme kruznici & = (§’, r). Osa p usecky SS’' mid
s useCkou AS spolecny bod X, ktery je hledanym bodem.

Diikaz a diskuse. Kruznice &, k' jsou podle konstrukce
soumérné sdruZzené vzhledem k pfimce p. Je r < AS
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(bod A lezi vné kruZnice k) a tedy A4S’ < AS; podle
znamych vlastnosti osy p tseCky SS’ lezi bod 4 v polo-
roviné pS’ a body S, 4 jsou tedy pfimkou p oddéleny.
Proto bod X padne dovniti usecky AS; déle lezi na
teCné AS kruzZnice £’ a vné této kruZnice; ze soumérnosti
a z toho, Ze X leZi na ose p, plyne, Ze X leZi vné kruznice k.
Existuje tedy pravé jeden bod X.

Podle feSeni Josefa Prokese, 2.b ro¢.
SVVS, Ceské Budéjovice

Reseni ¢&. 2 (obr. 23). UZijme oznaleni z predchoziho
feSeni a sestrojme prisecik O osy thlu xAXA’ a pfimky
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SA'. Plai A OXA' =~ A OXA (usu), a tedy O4 = OA4'.
Bod O je stfedem kruZnice m, ktera se dotyka pfimky
SA v bodé A a s kruZnici £ mad vnéjsi dotyk.

Konstrukci (obr. 23) provedeme prevedenim ulohy na
sestrojeni kruZnice m’, ktera je s m soustfednd, prochazi
bodem S a dotyka se pfimky 7//SA, kterda ma od pfimky
SA vzdalenost r: Jestlize bod A, leZi na kolmici vedené
bodem A4 k pfimce SA4 tak, Ze A4, = r, sestrojime osu ¢
tseCky SA, a oznatime O pruseCik pfimek ¢, A4,.
Hledana kruznice m = (O, OA) se zfejmé dotykd kruz-
nice £ vné v hledaném bodé 4’; bod X je spolecny bod
piimek g, S4, 4,4".

Podle feSeni Viclava Pistéka, 2.b roc.
SVVS, Pelhiimov

Obr. 24.

ReSeni & 3 (obr.24). Uhel <SA'A, kde A’ je hle-
dany dotykovy bod, je tupy, nebot bod X lezi uvnitf
useCky SA a je <SA’X = 90°. Proto polopfimka A4’
ma s kruZnici % spolecny bod P = A’. Oznaéme «, f
thly pfi zdkladnich AA’, PA’ rovnoramennych troj-
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ahelnikit XAA', SPA’. Protoze je <SA'X = 90° je
JPA'S + <AA'X = 90° neboli « + f = 90° a v troj-
thelniku APS je nutné < S = 90°. Odtud konstrukce:

Sestrojme kolmici k pfimce S4 bodem S a oznaéme P
jeden z jejich pruseikd s kruZnici k. Dal§i prisecik
ptimky PA s kruZnici £ oznatme 4’ (snadno se dokaZe,
Ze skuteCné padne dovnitf tsecky PA); tecna v bodé A’
ke kruZnici £ ma s useCkou spole¢ny hledany bod X.
Dtkaz a diskusi provede Ctenar.

Podle feSeni Viliama Kozencuka, 2.tr.
SVS, Trencianske Teplice

Obr. 25.

Reseni ¢&. 4 (obr.25). Oznalme vzhledem k pted-
chozim feSenim B prusecik pfimky XA’ a kolmice vedené
bodem A k pfimce AS. Potom je AXBA ~ NXSA'
(XA = XA’ a shodnost ve vSech thlech) a tedy BA =
= SA’ =r. Bod A’ tedy lezi na Thaletové kruZnici ¢
opsané nad BS jako primérem.
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Odtud plyne snadno konstrukce: Na kolmici vedené
bodem A k pfimce AS oznatme B jeden z obou bodi,
které maji od pfimky A4S vzdalenost ». Nad useCkou BS
jako primérem sestrojme kruZmici ¢ se stfedem M.
KruZnice k, ¢ maji zfejm¢é dva rtzné pruaseciky; ten,
ktery leZi v poloroviné SBA, oznaCme A’ a prisecik
useCek BA’, AS je hledany bod X. Diskusi si provede
ctenar.

Podle feSeni Karola Trnovského, 2. tr.
SVS, Ruzomberok

4. V roviné pravouhlych souradnic x, y sestrojte graf
funkce

y— ; (a2 — 32| — |2 — 18]). 1)

ReSeni. Je-li [x, y] bodem grafu funkce, je i bod
[ y] bodem grafu; proto se omezime na x =0,
pfiCemZ je stile y = 0 Graf funkce je tedy soumérny
podle osy y.

Rozli$me vzhledem k x = 0 moZnosti:

[1] Necht je x> — 18 = 0, tj.
0<x=3)2=42.
Tuje [® — 18] = — (x2 — 18), |x2 — 32| = — (x? — 32),
takze (1) zni
y:]/%[—x2+32+x2—18]:\/%.14:]/7,

1. y = 1/7.

V intervalu <0, 3 V§> je grafem tUseka YX s krajnimi
body Y =[0, |71, X =[3)2, |7].
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[2] Necht je x> — 18 =0, x2 — 32 <0, tj.

32 <x<4}2, )
pak

y= I/% [ +32— (2 —18)]=]—2+235, (3

takZe musi platit —x® +25 =0, tj. x =5 a spolu se
(2) tedy nutn& plati (je totiz 5 < 4 |/2)

32 <x<5. (4)

Ze vztahu (3) dostavaime y? = —x% 4 25 neboli x® +
+ y* = 25 a pfislusné body [x, y] leZzi na kruZnici
o stfedu O (pocatek soufadnic) a poloméru 5; z této
kruZnice vzhledem ke (4) pfichdzi v vahu jen mensf
oblouk XZ, kde Z =[5, 0].

[3] Necht je x* — 32 =0 a tim i x* — 18 = 0, takZe
|x2 —32) = 22 —32, [x2 — 18] =x* — 18 a x =4]2.
Pak pod odmocninou v (1) je —7; takZe odmocnina
ani graf neexistuje.

255,
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Graf dané funkce (obr. 26) je tedy soumérny podle
osy y a sklddd se ze dvou mensich kruhovych oblouki
X7, X'Z" a z GiseCky XX', kde

x=pBJ2,11n, x =1-3V2,V71, z=05, 0],
Z' =[-5, 0].

6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C
1. V roviné¢ pravouhlych soufadnic x, y zobrazte

mnoZzinu viech bodt Z =[x, y], o jejichZ soufadnicich
plati zarovenl vSechny tfi nerovnosti:

lx —yl =1 : (1)
lx+y =1 (2)
x4yl =1 3)

ReSeni. a) Zjistime nejprve, jaky ttvar je mnoZinou
bodu, jejichZ soufadnice spliiuji nerovnost (1). Tato ne-
rovnost plati zarovefl s nerovnosti, kterou dostaneme
jejim umocnénim dvéma, tj. s nerovnosti

(x =y =1L (1)
+ Nerovnost (1") upravime

(x—yP—1=0,
(x—y—DE—-y+1) =0 1)

. Nerovnost (1") je splnéna pravé tehdy, plati-li bud za-
roveil

x—y—1==£0, 4
x—y+1=20, ()



nebo ziroven
x—y—1=0,

x—y+1=0. ®)

Nerovnosti (4) vyjadfuji spoleCnou Cast polorovin s vy-
jaddfenim x —y = — 1 a x — y = 1, tj. pas P; roviny,
omezeny pfimkami o rovnicich y = x 4+ 1, y = x — 1;
ob& poloroviny obsahuji totiz pocatek soufadnic (viz
obr. 27).

N,

N

\»
\.
N S ,
//{ '\ i
c// \/ / N
\,\ /
\\/'
VZERN /
/ A
\<,
A
e

/

Obr. 27.

Nerovnosti (5) si odporuji, proto jim nevyhovuji sou-
fadnice Zadného bodu.

Zavér. Mnozina vSech bodi, jejichZ soufadnice vy-
hovuji nerovnosti (1), je pas P;.
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Pro snazs$i vyjadieni oznalime A4, B, C, D pruseliky
hrani¢nich pfimek pasu P, s osami soufadnic, a to tak,
aby platilo

A=[1,0], B=[0,1], C=[-1, 0], D=[0, —1].

b) Obdobné vysetfime mnoZinu bodi, jejichZz sou-

fadnice vyhovuji nerovnosti (2). Dostaneme postupné
(x+y?—1=0,
(x+y—Dx+y+1)=0.

Odtud plyne bud zaroven

x+y—1=0,

x+y+1=0,
nebo zaroven

x+y—1=0,

x+y+1=0.
Tyto posledni dvé nerovnosti si odporuji. Prvni dvé ne-
rovnosti vyjadiuji opét pas P, roviny, omezeny pfimkami

o rovnicich y = —x 4+ 1, y = —x — 1, tj. pfimkami
AB, CD.

Zavér. MnoZina vSech bodd, jejichZ souradnice vy-
hovuji nerovnosti (2), je pas P, (viz obr. 27).

c) Pfi vySetfovani mnoZiny bodu, jejiz vyjadfeni je
nerovnost (3), dostaneme postupné

|yl é 1 — X
y2 §(1 _—x)23
QA—x—»A—x+y) =0 (6)
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Nerovnost (6) je splnéna pravé tehdy, plati-li bud za-
roven

l—x—y=0,

nebo zaroven
l—x—9y =0
Y=o ®
l—x+4+y =0 .

Nerovnosti (7) vyjadfuji poloroviny s hrani¢nimi pfim-
kami o rovnicich y =1 — x, y = x — 1, jeZ obé ob-
sahuji pocdtek soufadnic. Spolecna cast téchto polo-
rovin je pravy tuhel <tBAD. Nerovnosti (8) vyjadiuji
spoleCnou Cést polorovin opacnych k obéma predcha-
zejicim, tj. pravy uhel U vrcholovy k thlu <tBAD.

Zavér. Nerovnost (3) vyjadiuje dvojici vrcholovych
uhlt; thel <tBAD a thel U k nému vrcholovy (viz
obr. 27). ‘

Prunik pasa P, P, je Ctverec ABCD, ktery leZi v pra-
vém uhlu <sBAD. Tento Ctverec ma s uhlem U jediny
spole¢ny bod, tj. bod A.

Vysledek. Mnozina vSech bodul, jejichZz soufadnice

vyhovuji zdrovenn nerovnostem (1), (2), (3), je Ctverec
ABCD.

2. Su dané dve kruZnice k;, k, so spoloCnou tetivou
PQ, ktord oddeluje ich stredy.

Ni4jdite na kruZznici k; bod A a na kruZnici k, bod B
tak, aby bod Q lezal vo vnutri useCky AB a aby platilo
S APQ = < BPQ.

RieSenie (obr. 28). Rozbor. Oznalime

o= XPAQ, f = < PBQ, ¢ = ¥APQ = < BPQ.
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Obr. 28.

Z trojuholnikov APQ, BPQ vyplyva podla vety o von-
kajSom uhle trojuholnika

(e + &) + (B + &) = 180°,
skadial

6 d
¢ = 90" — 5 («+ B). (D
Podla vety o stredovom a obvodovom uhle je
IPS,0 = 20, <PS,Q == 28.

PretoZe priamka S,;S, rozpoluje oba uhly <PS,Q,
XPS,0, je

{PSIS2 = Oy %:PSle = ﬁ
a dalej

XS, PS, = 180° — (« + ). )
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Porovnanim vztahov (1), (2) dostaneme
1
& = '2— @:SIPS2- (3)

Zo vztahu (3) vyplyva tito konstrukcia: Zostrojime
polpriamky PX, PY leziace postupne v polrovinich
PQS,, PQS, tak, aby platilo

JOPX = SQPY = e.

AKk pretna polpriamky PX, PY postupne kruZnice &, &,
v bodoch A =P, B = P, je <PAQ = o, <<PBQ = f.
Preto plati

XAQP = 180° — (« + ¢),

S BOP = 180° — (f + ¢),
t.j. podla (1)

SAQP + <BQP = 360° — (« + f + 2¢) = 180°.

Body A4, B, Q leZia teda na priamke.

Diskusia. Zostidva rozhodnuat, za akych podmienok
ma uloha rieSenie; rieSenie je potom jediné. PretoZze
priamka PQ oddeluje stredy S;, S,, prislichaji obvo-
dové uhly «, # k mens$im oblukom PQ a st obidva ostré.

Oznacime PT, PU polpriamky, ktoré leZia postupne
v doty¢niciach kruZnic %,, 2, v bode P a postupne v pol-
rovinach PQOS,;, PQS,. Uhly <QPT, <QPU su obidva
tupé. Ak su PX, PY polpriamky, o ktorych bola rec¢
v skaske konstrukcie, je xQPX = < QPY = ¢ a podla
(3) je €< 90° pretoze uhol <SPS, je duty. Preto
pretnd polpriamky PX, PY postupne kruZnice k;, &,
v bodoch 4 = P, B == P.

Vysledok diskusie: Uloha ma vdy jediné rieSenie.
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3. V rovine je dany trojuholnik ABC. Pouzitim vy-
poctu urcite medzi bodmi 4, B taky bod D, aby sa kruz-
nice vpisané trouholnikom ACD a BCD dotykali priamky
CD v tom istom bode.

RieSenie. Rozbor. Ozna¢me strany trojuholnika ABC
obvyklym spdsobom: a = BC, b = CA, ¢ = AB; dalej
oznatme d = CD, x = BD, y = AD (obr. 29), T spo-

A
pd
d
L
d,/ A\
/ /
IN 9\/ k,
bl \ e K )
o ,/"\/\sf'\_ 7')‘;\,(//
/,/" \\ N, f ’/2/.’&
— . N " .
A v b 5
VA 4 ]
Obr. 29.

lo¢ny dotykovy bod oboch vpisanych kruZnic, leZiaci na
strane CD. Potom plati podla znimeho vzorca

DT — % (x + d — a) (z trojuholnika BCD),
DT — %(y + d — b) (z trojuholnika ACD).

Porovnanim dostdvame x +~d —a =1y + d — b lize
x—y=a—b. (1)
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Okrem toho je
x+y=c 2)

Z (1) a (2) vyplyva s¢itanim
x:—%(a—}—c—b):s-—b, 3)

kde s = %(a b + ¢). Podla znimej vety je teda bod D
bodom dotyku kruZnice vpisanej trojuholniku ABC.

Skiuska. Zostrojime bod D ako bod dotyku kruZnice
vpisanej trojuholniku ABC leZiaci na strane AB. Troj-
uholnikom ACD, BCD vpiSeme postupne kruZznice &,
ks, ktoré sa dotyka]u strany CD postupnevbodoch T,,T,.
Vypocitame podla znameho vzorca

DT1:‘2‘(d+y“b)a DT2:2—(d—|—x-a). 4)

PretoZe je podla (3) x = s — b,je y = s — a. Dosadenim
do (4) dostaneme

DT1=%(d+s—a—b)=DT2. (5)

PretoZe oba body T, T, leZia na polpriamke DC, je podla
(5) T, = T, a kruZnice k,, k, spliiujii poziadavky ulohy.
Uloha mé zrejme vidy jediné rieienie.

4. Najdéte vSechna cela Cisla x, pro ktera je vyraz

6 (x? — 3px — x + 3p)

= x3 — 3px2 — x 4 3p

roven celému dCislu.



Provedte diskusi reSitelnosti vzhledem k danému
celému Cislu p.

Reseni. RozloZme jmenovatele a Citatele v daném
zlomku:
6(x2—3px —x+3p)=6[(2*—x)—3p(x—1]=
=6(x—1)(x — 3p);
x3 —3px? — x4+ 3p = x2(x — 3p) — (x — 3p) =
= (x — 1 (x + 1) (x — 3p).
Plati tedy

6(x —1)(x — 3p)
V= . 1
G—DGE+ DE—3) &
Vyraz V ma tedy vyznam pro vSechna redlnd Cisla x
s vyjimkou cisel
—~1; 13 3p. @)

Necht je tedy dale x rtizné od &isel (2). Zkratime zlomek
na pravé strané¢ (1) a dostaneme

6
V: SC“_**_—I—.

Tento zlomek ma byt roven celému Cislu, tj. Cislo
x + 1 musi byt délitelem cisla 6 neboli Cislo x + 1 musi
byt rovno nékterému z Cisel

—6; —3; —235 —1; 1; 2; 35 6.
Odtud pro x dostivame po fadé tyto hodnoty:
—7; —4; —3; —2; 0; 1; 2; 5.

Podle (2) je vylouena moZnost x = 1 a moZnosti x =
= —3, x =0, které dostaneme ve (2) pro p = —1

3
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a p = 0. Zbyva téchto 5 pfipadl, k nimZ pomoci (3)
ur¢ime hned pfisluSnou hodnotu V':

5. Z&k mél najit objem kvadru z jeho danych rozméri,
coz byla pfirozend C¢isla. Kdyz Zdk objem vypocetl,
zjistil, Ze dojde k témuZ vysledku, kdyZ seCte vSechny tfi
rozméry.

Ukazte, e pomoci téchto udaju lze s jedinym vy-
sledkem vypocitat rozméry daného kvadru.

ReSeni. Oznalme x, y, z rozméry kvidru tak, aby -
platilo
xX=y =2 (1)

Objem je V = xyz; podle textu ulohy plati
xyz=x+y + =2. @)

Avsak vzhledem k (1) je x +y + 2 = 3x a ze (2) vy-
plyva, Ze nutné plati

xyz = 3x
a po déleni obou stran Cislem x
yz = 3.

Pro pfirozend (isla y, 2 mame vzhledem k (1) tyto tfi
pfipady:
[My=3,2=1,[2y=2,2=1,3ly=1,2=1.
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Dosadme za y, 2z do (2) a hledejme pfislusné x, pfiCemZ
ma platit (1):

Pripad [1].Proy = 3, 2 = 1 ze (2) dostaneme 3x =
= x + 4, tj. x = 2, coZ je spor se vztahy (1); nedosta-
vame Zadné feSeni.

Pfipad [2].Proy = 2, 2 = 1 ze (2) dostaneme 2x =
x + 3, tj. x =3, coz vyhovuje (1). Skutecné V ==
3.2.1=6ax+y+z==6.

Pripad [3]. Pro y = 2z = 1 dostaneme x = x + 2,
takZe neni zadné reSeni.
Odpovéd. Rozméry kvadru jsou 3, 2, 1.

I

6. Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC
s preponou AB délky 1 a kladné Cislo d. Svételny paprsek
vyslany z bodu X, ktery lezi mezi body 4, B, se odrazi
na odvésné BC v bodé¢ Y a dopadne pravé do stiedu M
odvésny AC.

Sestrojte bod X tak, aby draha XY + YM paprsku
méla danou délku d. Provedte diskusi vzhiedem k Cislu d.

Reseni. PouZijeme zikona o odrazu svételného pa-
prsku: musi byt <CYM = <tBYX. Proto pfi preklopeni
trojihelniku ABC kolem odvésny BC prejde tusecka
YM v useku YM' tak, e body X, Y, M’ lezi v piimce.
Pritom M’ je stfed preklopené odvésny A'C. Ma-li byt
XY 4+ YM = d, musi byt XY + YM = XM’ = 4, tj.
bod X musi leZzet na kruZnici £ = (M’; d) a uvnitf
useCky AB. Tato podminka je nejen nutnd, ale i po-
stacujici.

Vzdalenost bodu M’ od pfimky AB je dana délkou
kolmice M'QJ/A'B (viz obr. 30); M'Q = 3 Uloha m4

Z .
tedy tyto moZnosti feSeni:
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Z4dné feseni prod < 4
1 feSeni pro d = 4
2 fesSeni pro 231 < d< M'B,
1 feSeni pro M'B =d < M'A4,
zadné feSeni pro d = M'A.

Vzdélenosti M'B, M'A se vypotou snadno: M'A =
= Z— ]/f = 1,06 a podle Pythagorovy véty je

M,B:]/(_l_mé—)z; V10 o7,

4 4 16 4



7. ULOHY I1. KOLA KATEGORIE C

1. Rieste rovnicu

1 1 1 3

kde x je nezndma a p dané redlne Cislo.

RieSenie. Vyndsobme obidve strany danej rovnice (1)
Cislom x (x — p)(x — 2p) (x + 3p) a postupne upra-
vujme:

x(x—2p)(x +3p) + x(x—p)(x+ 3p) +
+ x(x —p)(x —2p) =3 (x — p) (x — 2p) (x + 3p),

3+ 3p—2p+3p—p—2p—p)x*+
+ (—6p* — 3p*+ 2p*) x = 3x°+ (3p — 2p — p)x* +
+ 3 (2p* — 6p* — 3p?) x + 18p3,
14p%x = 18p3,
Tp%x = 9p3. 2
Rozozndvajme dve moZnosti:

[1] Nech je p = 0. Potom rovnica (1) je splnend pre
kazdé x + 0. Vtedy totiZ skutoCne plati rovnost

1 1 1 3
PRI

[2] Nech je p # 0. Potom z rovnice (2) dostaneme

X = 27‘2 3)
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Prevedme skisku dosadenim. Pre Iav(l stranu rovnice
(1) dostaneme postupne:

1 1 1
L= + + =
%, % _, "%
a ? 7 2p 7—[—3?
7 7 7
+

TO-Tp T O—wp  OT2Dp
7(1 1 1
—56—§+%%‘
715641 T
o p° 30 3p°
Predchddzajuci vypocet plati pre kazdé p + 0. Pre prava
stranu rovnice (1) dostaneme
3.7 T
% 3
Je teda skuto¢ne L = P a Cislo (3) je pre p + 0 jedinym
korefiom danej rovnice.

2. Odvesna pravouhlého trojuholnika ma velkost 1.
TaZnica prislichajica k druhej odvesne je kolmé k taz-
nici prisluchajucej k prepone.

Vypocitajte diku ostatnych dvoch stran.

RieSenie (obr.31). V danom trojuholniku ABC
oznatme <C=90°, a=BC, b=CA =1, ¢ =AB,
takZe podla Pythagorovej vety plati:

a® + 12 = 2 (D
Nech st dalej 4’, C" postupne stredy stran BC, AB.
TaZnice 44’, CC’ majt spoloény bod T, taZisko troj-
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uholnika. Preto plati 2.TA" = TA, 2. TC' = TC. Po-

lozme
TA" = x, TC' = y. )
Je teda

TC — 2y, TA = 2x, C'A = CC’ = 3y. 3)

Z pravouhlych troj-
uholnikov ACT, AC'T
dostaneme  pomocou
Pythagorovej vety

@xP + )2 =1,
2x)* + y* = ()
Cize
4x% + 4y =1,
x% = 2y

8 A c
Z oboch poslednych
rovnic dostaneme 6x? = 1, 12y = 1,t.j.
AR I
V6> iz

6 _
Pretoze ¢ = 6y, je ¢ = ﬁi = V 3 . Pomocou tohto vy-
sledku a vztahu (1) dostaneme

@R=c—b=3—-1=2,

a=J2.
Trojuholnik mé teda tieto dizky strén:

a=V§,b::1,c:V§. (4)

t.j.
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DokaZeme naviac: Ak st diZky stran (pravouhlého)
trojuholnika dané rovnostami (4), ma trojuholnik vlast-
nost vyslovenu v texte tulohy.

Skiska. O tychto Cislach plati vztah (1), takZe troj-
uholnik so stranami uvedenych diZok (podla obratene;j
Pythagorovej vety) je pravouhly. Jeho taznice A4’, CC’

maji  dizky (pouiijeme pravouhly trojuholnik AA4'C

) 7 B 1 \ -
a vztah CC’ — 5AB).

(A7) = (3x)* =

Po dosadeni

2 —
a) + b2, 3y:CC’:%l/3.

——
| —

2 . i =
9x% = 5 5 6"
Tym

14— 1
X = 7= — Sy
/6> Y76 £ J12

Dokazeme, ze je CC" | AA', t. j. ze pre trojuholnik

ACT plati Pythagorova veta, t. j. ze TA? + TC? = 1:

1 1 4 2
2 8 = - i
(2x)—{—(2y)f4.6+4.36.3 6+6

= 1.
Tym je dbkaz prevedeny.

Pekne tato ulohu vyriesil Michal Maru$cak,
1.b tr. SVS Stropkov

3. V soustavé pravouhlych soufadnic x, y zndzornéte
mnozinu vSech bodua [x, y], jejichZ soufadnice spliuji
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rovnici y = |x — 3| a dile mnoZinu vSech bodu [x, y],
jejichZ souradnice spliiuji rovnici |x| + |y| = 6. UZitim
grafického zndzornéni a pak vypoltem feSte soustavu

rovnic
y = |x - 3]3 (1)

|x| 4+ |yl = 6. 2)

ReSeni. 1. Nejprve vysettime graf funkce (1), o ni%
ziejmé plati y = 0.
[1]. Jeli x — 3 =0, je |x — 3| = x — 3; rovnice (1)
pak zni
y=x—3(prox = 3).

y

Obr. 32.
Grafem (obr. 32) je polopfimka AM opalnd k polo-
pfimce AB, urlené pocatkem A =[3, 0] a bodem
B =[0, —3].
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[2]. Je-li x —3 <0, je |x — 3| = —x + 3, rovnice
(1) pak zni
y=—x-+3 (pro x < 3).

Grafem ]e polopfimka AC urend pocatkem 4 a bodem

¢ =0,

Graf funkce (1) se sklada z poloptimek AM, AC.

II. ProtoZe plati |x| = |—x|, |y[ = |—y|, pak je-li
bod [x, y] bodem grafu rovnice (2), jsouibody [x, —y],
[— %y y], [—x, —y] body grafu této rovnice, tj. graf je
soumerny podle obou os soufadnic. Stadi se tedy omezit
na vySetieni grafu v L. kvadrantu. Pro x =0, y = 0
rovnice (2) zni x + y = 6 neboli

y=—x+6 (pro x =0, y =0). )

Grafem je useCka DE s krajnimi body D = [0, 6], E =
= [6, 0]. Grafem rovnice (2) je pak ¢tverec DEFG se
sttedem O.

III. Z obou grafti je patrno, Zze hleddme soufadnice
té€chto dvou prusecikii:

a) polopfimky AM a tsetky DE (oznalime jej Y);
b) polopfimky AC a useCky DG (oznacime jej X).
Vypocet provedeme z danych dvou rovnic (1), (2).
Z rovnice (1) pak plyne

|yl = |x — 3]; 3)
dosadime-li z (3) do (2), dostaneme
|| + |x — 3] =6. (4)
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Pfi feSeni rovnice (4) rozliSime tfi pfipady:

1. x =0; pak je |x|] = —x, |x — 3| =3 — x. Rov-
nice (4) pak zni
3 —2x=06,
odtud plyne x = — _2
py - 2,y'——2*'

2. 0 = x = 3;pakje |x| = x, [x — 3| =3 — x. Rov-
nice (4) pak zni
x+3—x=6
a je nefesitelna.
3. x = 35 pak je |x| = x, |x — 3| = x — 3. Rovnice
(4) pak zni

2x — 3 = 6;
9 3
odtud plynex:fz—,y—_—j.
Y o A 3 9 9 3
Souradnice obou bodli X = — 5550 YZIQ,Q,J

vyhovuji rovnicim (1), (2); tim jsou body X, Y uréeny
vypoctem.
4. Kvadr ABCDA'B'C’D’ o rozmérech AB = a, BC =

= b, AA" = c je zkosen dvéma rovinnymi fezy. Na hrané¢
BB’ jsou sestrojeny body M, N tak, ze BM = MN =

1 . . .
= NB' = 3 ¢ Zkoseni je provedeno rovinami C'D'M
a A'D'N.
Nacrtnéte ve volném rovnobézném promitidni obraz

vysledného télesa a vypocltéte, jakou Casti objemu daného
kvadru je objem tohoto télesa.

Reseni. Z obrazu 33 ve volném rovnobéiném pro-
mitani, kde QMST je obdélnik shodny s obdélnikem
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ABCD a lezi v roviné rovnobézné s rovinou ABC, je vidét,
7e kvadr QMSTA'B'C'D’ (o rozmérech a, b, >

rovinou QMC'D’ rozpilen; objem této poloviny je

c| je

V,= %ab . % c= ; abc. Objem kvadru ABCDQMST
(0 rozmérech a, b, ; c) je Vo = ;— abc. Objem vétsi

Casti télesa zkoseného rovinou C'D'M je tedy roven
V3:V1+ V2: %abc.

Objem télesa po dal- 2 II ________ ¢
$im zkoseni rovinou i e / :
A'D'N dostaneme tak, A= o AN |
Ze od cisla V, odec- IRV A 4 S
teme objem V, trojbo- | \\L I /
kého jehlanu s podsta- I~ | R
vou RC'P (kde <r P= I Ny
= 90°) a s télesovou ol /TJ—————{-———W;’S
vyskou C'D’ = a. Pii- Yy W/
tom je PS = PC’ = a/ i iy~

M
- ; ¢, takze tiselka RP P ety
je stiedni pficka troj- 7 g b
thelniku M?‘C' a tedy A = B
plati RP = P b; obsah Obr. 33,

x trojuhelniku RC'P tedy je

- —lb. }—c:ibc.

1 ;o
x—fRP.PC——z.2 3 i

Objem V, = % x.C'D’ neboli
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1 1 1
V4—§‘ .Ebc.a—%abc.
Objem V vysledného télesa pak je
2 1 1
V=V,— V4—§abc—3—6abc=%(24 — 1) abc =
= abc
36
23 23 . .
Je tedy V' = -~ abc; protoze - = 0,64, je to asi 649,

36
objemu pivodniho kvadru.

36

8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D

1. Najdéte vSechna pfirozend Cisla n, pro kterd je
¢islo 10" + 8 délitelné cCislem 72.

Res3eni. ProtoZe je &islo 72 = 8.9, kde 8, 9 jsou ne-
soudélnd {isla, musime najit viechna pfirozend Cisla #,
pro néz je 10" 4 8 délitelné deviti a osmi. Cislo 10" + 8
ma ciferny soucet 1 + 8 = 9, takze je délitelné deviti.

Dile je 10" = (2.5)" = 2".5". Je tedy 10" délitelné
osmi tehdy, je-li 2" délitelné osmi neboli Cislem 23; to
nastane pravé pro n = 3. Pak je 10" 4+ 8 souctem dvou
¢isel délitelnych osmi a je tudiz délitelné osmi.

Zdvér. Dané islo je délitelné osmi pro vSechna pfi-
rozend Cisla » = 3 a pro zadna jina.

2. Je dan ctverec ABCD o strané délky 1. Uvazujme
dva kruhy o polomérech délky 1 a o stfedech A4, C.
Nazveme M obrazec, ktery se sklddd z bodt spoleCnych
obéma kruhiim, a V obrazec, sloZzeny z téch bodi,
které naleZeji alespoil jednomu z obou kruhd.
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Vypoctéte v procentech, jakou Césti obsahu obrazce V

je obsah obrazce M.

ReSeni (viz obr.34). Oznaéme P obsah shodnych
kruhti K, K, o stfedech 4, C a polomérech 1; je

Dale ozna¢me X obsah
useCe kruhu K, ktera
ma stfedovy uhel 90°;
ptisluSny Ctvrtkruh lezi
v pravém uhlu tBAD.
Tu X je rozdilem
obsahu -}4— 7 zminéného
Ctvrtkruhu a  obsahu
pravouhlého trojuhel-
niku BDA, ktery se rov-

na % (je to polovina ob-

sahu C(tverce ABCD,
ktery md obsah 1);
proto je

le

Avsak M = 2X, tj.

M_—_

P =,

1
Zﬁ—‘fzz(ﬂ'—Z).

1
5 (@ —2). (1)

Daile obrazec V je pfimkou BD rozdélen ve dvé shodné
usece, z nichZ kazdd m4 obsah Y roven obsahu P kruhu
K, zmen$enému o obsah X dfive uvaZované usece; je
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tede:P—X:n——}l—(n—Z):%(37:—}—2).Pro—

toze je V = 2Y, dostavame

V=Gt @)
Hledany pocet procent x je
x =100, AT;{ :
Po dosazeni z (1), (2) mame
T —2
x = 100. 3}1—“ . (3)

Vypocteme piibliznou hodnotu ¢isla x, a to tak, Ze po-

loZzime = == 2,72; po dosazeni do vztahu (3) dostaneme

22 5
7 922 - 14
x =100, — —100.22 " = _
3-gg+2 66 + 14
7
8
_100.@:10

Obsah obrazce M je asi 10 9, obsahu obrazce V.

3. Je dany trojuholnik ABC.

Zostrojte body X, Y tak, aby bod X lezal na strane
CA a bod Y na strane CB a aby platilo: XY//4B, AX +
+ BY = XY.
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Riesenie (obr. 35). Rozbor. Predpokladajme, Ze sme
nasli priamku XY. Nanesme na polpriamku XY tsecku
XA. Dostaneme useCku XZ a plati XZ = XA. L’ahko
zistime, e vzhladom na vztah AX 4+ BY = XY je
YZ = YB. St teda XAZ, YBZ rovnoramenné trojuhol-
niky a v kaZdom z nich st oba uhly pri zdkladni zhodné,

t. j.
IXAZ = $XZA, <YBZ = < YZB. (1)

PretoZe je XY//AB, st ¢

striedavé uhly pri tych-

to rovnobezkach zhod-
né. Plati teda:

sXZA = 5 ZAB,
SYZB = <ZBA. (2)

Porovnanim vztahov
(1), (2) dostaneme

SXAZ = X ZAB,
SYBZ = <ZBA. (3)

Polpriamky AZ, BZ su
teda postupne osami
uhlov <CAB, <cCBA
trojuholnika ABC.

Stadial konstrukcia (obr. 35): Zostrojme postupne osi
AA'y BB’ uhlov <A, < B trojuholnika ABC a ich spo-
lo¢ny bod oznaéme Z (pozniamka: jednd sa zrejme
o stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC). Dalej vedme
bodom Z priamku p//AB a oznaCme X, Y postupne jej
priese¢niky s priamkami CA, CB. Potom je XY hladand
priamka.

Skiska. Platia vztahy (3) a podla konstrukcie je bod
Z stredom kruZnice vpisanej trojuholniku ABC, takze
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leZi vo vnutri tohto trojuholnika. Preto body X, Y padna
postupne do vnutra useCieck CA, CB, pricom podla
konstrukcie je XY//AB, a preto platia vztahy (2). Ale zo
vztahov (2), (3) vyplyvaja vztahy (1), t. j. trojuholniky
XAZ, YBZ st rovnoramenné a preto je XA = XZ,YB =
= YZ a tym AX + BY = XY, ¢im je dokaz prevedeny.

Z prevedenej konStrukcie vyplyva, Ze tloha méd prave
jedno riesenie.

4. Rozhodnite, ktory zo zlomkov

5555555553 6666 666 664
5555555557 6 666 666 669

je Vacsi.
RieSenie. Ozna¢me X, Y dané zlomky a kvoli struc-
nosti poloZme
5555 555 557 = x, 6 666 666 669 = y.

Potom plati

X:";‘_‘I, y=2 "2
X y
Utvorme rozdiel X — Y. Plati
Xx_y_*—4_»—-5
Y

Po upravach pravej strany postupne dostaneme
X__Y:y(x—4)_x(y_5):5x—4y. (1)
xy xy
Vypocitajme Cisla 5x, 4y; plati
5x = 27777777 785,
4y = 26 666 666 676.
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Zrejme je 5x — 4y kladné Cislo. PretoZe aj Cisla x, y
st kladné, je zlomok (1) kladny a preto je rozdiel X — Y
tiez kladny. Teda je X > Y.

Odpoved. Prvy z danych zlomkov je vacsi nez druhy.

5. Klempifska pédjka je slitina cinu a olova. Jeden
druh pijky obsahuje 25 9, cinu a druhy druh 60 %.
SmiSenim obou druhi pédjek a pfidanim 2 kg Ccistého
olova mame vyrobit 10 kg pajky obsahujici 30 9, cinu.

Kolik kilogramt kazdého druhu pajky musime pfitom
uzit?

Reseni. Oznaéme x polet kg pijky prvniho druhu,
takZze pajky druhého druhu bylo vzato (10 — 2 — x) kg
neboli (8 — x) kg. Porovnejme nyni vahy cinu.v obou
pouzitych péjkéch a ve vysledné slitiné;

%) . 60  10.30
100 100 100

Upravme ob¢ strany této rovnice; dostaneme

25x 4+ 60 (8 — x)
100

+ @8 —

—3

neboli
480 — 35_x

0o >

Po zndsobeni obou stran ¢islem 100 a po dal$ich apravach
postupné dostaneme

480 — 35x = 300,
180 = 35x,
36
7
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Pajky prvmho druhu bylo vzato 5 - - kg, pajky druhého
druhu 2 o kg

Zkouska. Obé uzité pajky se 2 kg Cisté¢ho olova skutecné
vazily 10 kg. Vaha cinu v uzitych pajkach v kg byla:

36 25 20 60 6.25

7100 "7 100~ 700 0T 42=
6.25 6.25 300
=700 =00 2100
e vSak — o0 takZe vysledna slitina obsahoval
j 10 ~ 100° VY S

skutecné¢ 30 9, cinu.

6. Rovnobéznik ABCD s ostrym thlem pfi vrcholu 4
ma strany AB = 2l cm, 4AD = 13cm a jeho vyska
DE | AB ma délku 12 cm. Oznatme F patu vysky
DF | BC.

Vypoctem dokazte, e body E, F padnou po radé
dovnitf stran AB, BC, a dile vypoltéte délky obou
usecek BD a EF.

ResSeni (viz obr. 36). Délky tuseCek uvedeme v cm.
Oznacme DE vysku v trojuhelniku ABD a DF vysku
v trojuhelniku BCD. Nejprve dokaZeme, Ze body E, F
padnou po fadé dovnitt useCek AB, BC, pfitemz téz
ur¢ime délku BD; potom vypocteme délky BF, DF.

a) Uhel <rDAB je podle textu ulohy ostry; proto bod
E padne dovnitf polopfimky AB. Vypolteme pomoci
Pythagorovy véty délku AE z pravouhlého trojuhelniku
ADE (kde < E = 90°): Je

AE? = AD* — DE? = 132 — 122 =
= (13 — 12) (13 + 12) = 25,
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a tedy . o
B AE =5, BE=AB —~AE=16. (1)
Je tedy AE < AB a bod F padne dovnitf tsecky AB.
Nyni z pravouhlého trojthelniku BDE (kde < E = 90°)
vypoCteme pieponu BD; podle Pythagorovy véty plati:

BD? — DE? + BE? = 122 + 162 = 42 (3% + 42) =

= 42,52 = 202,
a tedy
BD = 20. 2
D [
S~ P
AN -
] ~<
| ~
: -
DA S~ O~
! \\ v - % \\\
13 E \\</\ a
:12 e = M i
- ~
P A SNA D
A 5 £ 16 5 6
Obr. 36.

b) Vyska DF trojuhelniku BCD je rovna vySce v
trojuhelniku DAB, vedené bodem B (oba trojihelniky
jsou soumérné sdruzené podle stfedu S rovnobéZniku
ABCD, a tedy shodné). Obsah rovnobézniku ABCD vy-
jadfime dvojim zplisobem:

AB .DE = AD . v, tj. 21.12 = 139,

a tedy
L 21,12, 252

DF =v TN—F. (3)
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Je jesté tieba dokdzat, Ze bod F padne mezi body B,
C. Z trojuhelniki ADE, BDE vypocteme pro thly « =

12 12 3
tgoz—«?=2,5, tgﬁ:EZZZOJS.

V tabulkdch najdeme
o >66° p >36°.
Je tedy « + p > 102° a dile
XADB = 180° — (« + f) < 180° — 102° = 78°.

To znamena, Ze trojuhelnik A ABD i ACDB s nim shodny
je ostrouhly. Proto pata kazdé vysSky trojuhelniku CDB
(tj. 1 bod F) lezi uvnitf protéjsi strany.

c) Zbyva vypocitat délku EF. Oznatme G patu kol-
mice spusténé z bodu F na pfimku AB. Vznikne pravo-
ahly trojahelnik BFG, v némz je <<FBG = «. Ozname
BF = x; pak je

FG = xsin ay, EG = EB + x cos oo = 16 4+ x cos «.
Podle Pythagorovy véty plati

EF? = FG? + EG? = x?sin? « + 162 + 32x cos «
-+ x2% cos? a,

EF? = x* (sin® o 4 cos? o) + 32x cos a + 162 4)
Z trojuhelniku ADE dostaneme

. 12 5 e e
smoc-—E,COSoc—B, sin? & + cos?a = 1.
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Z (4) plyne po dosazeni
EF* — x* + -1—69 % + 162 )
Zbyva jesté vypoclitat x z trojﬁhelniku BDF; podle (3) je
2528 °

x? = BD? — DF? = 20% — T3 132 (52 132 — 63?%) =
. 162
32 (65 + 63) (65 — 63) = ——3—2—- .
a dale 64
137
Dosadime-li za x do (5), vyjde
EF? = 132 + 116302 64 + 162 =
— — 162 2
W(16+40+ 169) = 6-2-.15,
a dale
16 .15 240

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Jsou dany dvé rizné rovnobéZky p, ¢ o vzdalenosti
d a pfimka m k nim kolmd. Ddle jsou dany dvé usecky
délek a, b.

Na pfimkach p, ¢, m sestrojte po fadé body X, Y, Z
takové, aby vSechny tfi leZely na téZe pfimce a aby platilo:

XY =a, YZ=00.
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Udejte podminku feSitelnosti tlohy jako vztah mezi
Cisly a, b, d.

Reseni (obr. 37). Rozbor. Oznatme P, Q prusetiky
pfimky m po fad¢ s pfimkami p, ¢. Je-li XY pfimka,
ktera spliiuje pozadavky tlohy, vedme bodem P pfimku
r//XY a oznalme M jeji prusecik s pfimkou ¢. Rovno-
bézka s p bodem Z protne r v bodé N. Plati

XY =PM = a, YZ = MN =b.

Obr. 37.

Bod M tedy lezi na kruZnici 2 = (P, a); bod Z lezi na
rovnobéZce vedené bodem N k pifimce p.

Konstrukce. OpiSme kruZnici 2 = (P, a) a ozname M
jeden spole¢ny bod kruZnice & a primky ¢. Na polo-
pfimku opacnou k polopfimce MP naneseme usecku
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délky b, ¢imZ dostaneme bod N; plati MN = b. Bodem
N vedme rovnobézku s pfimkou p a oznaCme Z jeji
pruseik s prfimkou m. Bodem Z vedme rovnobézku
k pfimce PM a oznalme X, Y jeji pruseiky po radé
s pfimkami p, ¢. Pfimka XY vyhovuje pozadavkim
ulohy, jak snadno dokaZeme. V obrazku 37 jsme bod N
sestrojili na prodlouZeni usecky PM za bod M; potom
bod Z leZi na prodlouZeni tsecky XY za bod Y. Naproti
tomu bod N’ lezi na polopfimce MP a vede k druhému
feSeni X'Y".

Diskuse. Aby existoval bod M, musi byt a = d (pro
a < d neni feSeni). Pro a = d zfeimé je X =P, Y = Q
a bod Z leZi na prodlouZeni tsecky PQ za bod Q, kdezZto
bod Z’ lezi na polopfimce QP; v tomto pfipadé ma tloha
dvé feSeni. Pro a > d protne kruZnice & pfimku ¢ v raz-
nych bodech M, M, a kazdy z nich poskytne dvé feseni,
takZe jsou 4 feSeni; dvé a dvé jsou navzdjem soumérné
sdruzend podle pfimky m, stejné jako oba body M, M,.

2. V rovnoramenném lichobéZniku ABCD ma véts
zdkladna AB délku 4 cm; uhlopficky lichobézniku jsou
navzdjem kolmé a déli se v poméru 2 : 1.

Vypoctéte polomér kruznice lichobéZniku opsané.

Reseni. Oznadme P prasedik ahlopficek a M, N po
radé stfedy usecek AB, CD (viz obr. 38). Jsou-li 4’, B’
stfedy usecek PA, PB, potom podle textu tlohy je PA" =
= PC, PB’ = PD; ve stiedové soumérnosti o stiedu P
si prisluSeji useCky A'B’ a CD a je tedy 4 = AB = 2.
.A'B’ (A'B'||AB stfedni prficka trojuhelniku PAB), 2 =
= A'B’ = CD (stfedova soumérnost). Je tedy CD = 2.
Trojuhelniky APM, DPN jsou rovnoramenné a pravo-
uhlé;jetedy PM = AM = 2,PN = DN = la MN = 3.

Oznalme ¢ osu ramena AD lichobé&Zniku. Prusecik O
pfimek MN, g je stfed hledané kruznice k& = (O, r)
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lichobéZniku opsané, tj. plati O4 = OD. Sestrojime-li
v obrazku bod O, shledime, Ze padne dovnitf useCky
MN. Spravnost tohoto zdvéru ovéfime vypocltem takto:
Ozna¢me E patu kolmice DE k pfimce AB; tu je AE =
=AM — ME = 2 — 1 = 1; v pravouhlém trojahelniku
ADE o pteponé AD podle Pythagorovy véty plati

AD*= AE® + DE? = 12 4 32 = 10, AD = |/10.

Obr. 38.

Proto je AQ = -;—Vﬁ, kde Q je stied tsetky AD. Piimky

AB, AD, q omezuji pravouhly trojuhelnik AFQ, ktery
ma4 s trojuhelnikem ADE spole¢ny uhel « = <XDAE. Pro
cos « tohoto tithlu z obou trojuhelnikti dostaneme

— AE _ ‘4Q R
COS & = ———= = —55 3
odtud dostaneme

" AE.AF = AD . AQ
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neboli

—ap 42 _vis Lvio —
AF =AD . 7% = J10. -2—]/10 =5.
Protoze AB = 4, padne bod F do poloroviny MNB,
kdeZto bod Q do poloroviny MNA. LeZi proto bod O
useCky QF spolu s bodem Q uvnitf poloroviny ABD,
a tedy uvnitf useCky MN.

Oznaéme MO = x, takze ON = MN — MO =3 — x.
Z obou pravouhlych trojuhelniki OAM, ODN (<M =
= <IN = 90°) o pfeponich OA4, OD délky r pomoci
Pythagorovy véty dostaneme:

AM? + OM? = OA%, OD? = ON? 4+ DN? (1)
neboli
44+ x2=1% r*=03—xP+ 1. (2)

Porovnejme oba tyto vysledky; dostaneme rovnici

44+ x*=03—x2+1

neboli
x=1
(bod O je tedy stied tsecky A’ B’). Podle (2) je r* = 5, tj.
r=15 =2,4.

Zdvér. Vzhledem k (1) je r = OA = OD = |/5.
Z Gspésnych resitelt dlohy uvadime:

Erich Wint, 9. tr. ZD S, Banska Bystrica
Milan Saling, 9. tr. ZDS, Podbrezova

3. Mdme dva kusy klempiiské pajky (slitina olova
a cinu) o vahich 5 kg, 7 %kg. Obsah cinu v prvnim
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kusu je % jeho vahy, ve druhém kusu %jeho vahy. Od
kazdého z obou kust oddélime Cast stejné vahy a pfi-
pojime ji ke zbytku druhého kusu; po sliti zbytku a nové
pfipojené Casti dostaneme opét dva kusy o vaze 5 kg

a o vaze 7% kg.

Vypoctéte, jak tézké musi byt oddélené Casti, aby nové
slité kusy pajky obsahovaly stejné procento cinu. Pro-
vedte zkousku.

ReSeni. V prvnim kusu je 5kg. 211 = —Z kg cinu; ve
: 1 1
druhém pak 7 5 kg . 5
5 5 15, . ;
vy kg + 3 kg = T kg cinu. Bude-li nakonec procento cinu

% kg cinu. V obou kusech je

v obou kusech stejné, bude pomér vah cinu v prvnim
a druhém kusu tyz jako pomér celkovych vah téchto

kust, tj. 5 : 155— e g Celkové mnozstvi 14—5 kg cinu
rozdélime v poméru 3 tedy v prvnim kusu bude

15 1 3 . (15 1 :
(—4— kg . —5——) 2 = > kg cinu, ve druhém (Zkg. -5) 3=
= kg cinu.

V prvnim kusu pfibylo o 3 kg — % kg = éll kg, ve dru-

i 5 9. i
hém kusu ubylo o 5 kg — 4 kg = 4

né stejnd vahova mnozstvi). Jestlize jsme od kazdého kusu
oddélili x kg pajky, pak v prvnim kusu bylo v tomto

kg cinu (tedy skutec-
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mnoistvi% kg cinu, ve druhém kusu pak% kg cinu.

. L X x . 1 =
Plati, Ze rozdil 3 — 4 Jeroven neboli o= 13 tj.
x = 3.

Z kazdého kusu jsme tedy oddélili 3 kg pajky a pfi-
pojili vzdy ke druhému kusu.

Zkouska. Z prvého kusu jsme odebrali 3kg. % = % kg

cinu, ze druhého 3 kg . % = 1 kg cinu. \17 prvlnim kusu
zbylo 5kg — 3 kg = 2kg pajky a v ni 2kg. y i 5kgcinu;
po pfidani 3 kg pajky 2. druhu k prvnimu kusu bylo v ném
tedy —%— kg + 1kg =1 % kg cinu. Ve druhém kusu zbylo

3
5 kg

cinu; po pfidani 3 kg pajky prvniho druhu ke druhému

1 1 . . 9 1
7 fkg —3kg = 4§kgpa]kyavmbylo 5 kg. 3=

kusu v ném tedy bylo % kg + ?31 kg = % kg cinu. Procenta
cinu v jednotlivych kusech nakonec jsou

3 100 .3
100 . (é . 5) — *ZA.S'" == 30,

9 1 100.9.2

tedy stejnd. Tim je zkouSka provedena.

Resil Jan Kastl, 9.b ro&., 1. ZDS, Piestice

4. Jsou diany kruznice %k, = (S, r; = 12cm), k, =
= (S,, 7, = 5 cm), které se protinaji v bodech 4, B tak,
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7e trojuhelnik S;S,4 méa pii vrcholu A pravy thel.
KruZnice k3 = (83, x) leZi uvnitf kazdé z kruZnic &, &,
a méa s kazdou z nich vnitfni dotyk; pfitom stfed S,
lezi na pfimce S;S,.

Narysujte obrazek a vypoctéte polomér x a vzddlenost

.

ReSeni. Délky jsou v cm. Konstrukce je patrna
z obrazku 39; v ném jsou M, N body kruZnic %,, %,

~

>~

~
\\\
N
>~
07‘\

N S,

Obr. 39.

leZici uvnitf useCky S§;S,, déile P, Q paty kolmic vedenych
bodem S; po fadé k pfimkim AS;, AS, a konetné o
velikost uhld <S,8,4, <S,S;Q. Trojahelniky

§18:4;5 §;83P; §38,0 1

jsou pravouhlé a podobné. Délku tusecky S,S, najdeme
pomoci Pythagorovy véty; plati

8.8, = |t + rj =122 + 52 = |/169 = 13.
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Pro body M, N, S;, Sy, S5 a délku x plati vztahy:
S;M=58S8,—rn=13—12=1,
SN =8S8,—r,=13—-5=28,
MN =2x= 8,8, — S M — S N=13 -8 — 1 = 4;
tedy x = 2.
Proto je
S;8;, = SN+ x =10, S§;S,=8M+ x=3. (2)

Usecka AS; je pfepona v pravothlém trojuhelniku A4S, P
a plati
AS3 = PS% + PA*.

Musime tedy vypocitat PS,;, PA. Vypolteme je z troj-
uhelnika S; S3P, 858, 0 [viz (1)], kde zname piepony (2).
Plati:

PS, = §,S8;sin a, QS; = 8,38, cos «; 3)
pro sin «, cos « plyne z trojihelniku S,S,4:
AS, 5 o
= S—lSz = E, COS o = B. (4)
Po dosazeni ze (2), (4) do (3) dostaneme

50 36
PSa;Bs QS _13’

takZe

362 + 50 | S
AS, = l/ e /1296 + 2500 =
1

= B /3796 = 13 - 61,61 = 4,74.

Odpovéd. Polomér x = 2 cm avzdalenost4AS; =4,74cm.
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V. Zprava o Sesté mezinirodni matematické
olympiadé

1. Sestd mezindrodni matematickd olympidda (VI.
MMO) se konala v Sovétském svazu ve dnech 30. Cervna
az 10. Cervence 1964. Usporadalo ji ministerstvo osvéty
RSFSR; pfipravou, fizenim a celou organizaci byl po-
véfen zvlastni organizacni komitét (OK), jehoz pred-
sedou byl prof. A. I. Markusevic, vicepresident Pedago-
gické akademie véd RSFSR, sekretafem komitétu byl
Ivan Semjonovic Petrjakov, pracovnik v oboru metodi-
ky matematiky v ministerstvu osvéty RSFSR. Vlastni
soutéz ridila mezinarodni komise (MK), jejimiz cleny
byli vedouci jednotlivych zucastnénych delegaci. Pred-
sedou MK byl rovnéZ profesor A. I. Markusevic; v této
funkeci jej poptipadé zastupoval DrSc. Alexandr A. Kiri-
lov, profesor Lomonosovovy statni university v Moskvé.
Delegace byly ubytovany v budové Lomonosovovy
statni university na Leninskych horach, v niZ se konaly
i vSechny porady MK, vlastni soutéZ, rozdéleni cen,
slavnostni obéd apod.

SoutéZe se zucastnilo po osmi Zacich z deviti zemi,
tedy celkem 72 Zaki; kazda z delegaci méla svého ve-
douciho a pedagogického privodce. Byli to:

Bulharsko (B): Alippi Mateev, profesor university
v Sofii, a Stoian Budurov, inspektor ministerstva osvéty
B. L. R., Sofia.

Ceskoslovensko (C): Rudolf Zelinka a Frantisek
Zitek CSc., oba védeCti pracovnici Matematického
ustavu CSAV, Praha.
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NDR (D): W. Engel, profesor university, Rostock,
a doc. Herbert Titze, védecky pracovnik Pedagogického
ustavu v Berliné.

Madarsko (H): prof. Héodi Endre, védecky pracovnik
Ustavu optiky, Budapest, a Reiman Istvdn.

Mongolsko (M): B. Altangerel, pracovnik minister-
stva osvéty, Ulan Bétor, a D. Gurisav, pracovnik peda-
gogického institutu, Uldn Bator.

Polsko (P): Mieczystav Czyzykowski, profesor poly-
techniky, VarSava, a Andrzej Mgkowski, odborny asistent
university, VarSava.

Rumunsko (R): Tieriu Roman, docent polytechniky
a generdlni sekretaf Rumunské matematické spolecnosti,
Bukurest, a Paul Alger, uCitel matematiky, BukuresSt.

SSSR(S): Jelena Alexandrovna Morozovova, docentka
Lomonosovovy statni university v Moskvé, a L. B. Fuks,
asistent Lomonosovovy stitni university v Moskvé.

Jugoslavie (Y): profesorka Milica C. Dajevidovd
z Bélehradu a profesorka M. Srojanoviéovd.

2. OrganizaCni komitét sestavil navrh dvou Sestic
soutéznich uloh z textu, které zaslaly zahraniCni instituce;
ndvrhy obsahovaly strund feSeni. Po zevrubnych po-
radach, hodnocenich a po urcitych upravach byla prijata
prvni Sestice. Zaroveii MK rozhodla, kolik boda bude
maximalné pridéleno za feSeni jednotlivych tloh; rovnéz
byly stanoveny nékteré zasady pro klasifikaci (maximal-
niho poctu 42 bodu dosédhl jeden sovétsky zak). Dale bylo
rozhodnuto, Ze o nejasnostech a prlpadnych spornych
otazkach rozhodne MK. Texty uloh s reSenimi jsou
uvedeny v pfiloze C. 2; zaroven je tam uddn maximadlni
pocet bodu, které mohl 7k za feSeni ulohy ziskat, jakoZ
1 zemé, kterd ulohu navrhla.

125



Zici se k soutéZi sjeli do 2. ervence 1964. Vlastni
soutéZ se konala v sobotu 4. 7. a v nedéli 5. 7. 1964
v posluchdrné ¢. 02 Lomonosovovy statni university,
vzdy v dobé od 9.30 hod. do 14 hod. Ve dvou nésleduji-
cich dnech pak provadéli vedouci delegaci spolu s peda-
gogickym pravodcem opravy uloh vlastnich zaka; alohy
soucasné korigovali Clenové koordinaéni komise z fad
sovétskych vysokoSkolskych pracovnikt. Koordinaci fe-
Seni sovétskych Zzdkt provadéli Clenové zahraniCnich
delegaci.

Na zavére¢ném zaseddni MK za predsednictvi pro-
fesora A. A. Kirilova bylo rozhodovdno hlasovanim
o nejasnych pripadech Kklasifikace. Celé jednini mélo
celkem velmi hladky prabéh. Na ziakladé schvalené
klasifikace byly pfidéleny ceny jednotlivym feSitelim
(viz tab. &. 1 ,,Prehled o celkovém poctu bodu, které ziskali
jednotlivi Zdci”, tab. C. 2 ,,Prehled o poctu udélenych cen
jednotlivym delegacim™ a prilohu 1 ,, fmenny seznam vitézi
V1. MMO”); bylo udéleno 7 prvnich, 9 druhych a 19
tietich cen (celkem 35). Bodové rozpéti pro I. cenu bylo
42—37 bodu, pro II. cenu 36—31 bodu a pro III. cenu
30—27 bodu. Z tabulky je patrno, Ze nejlepsi bylo druz-
stvo sovétské a tésné za nim druzstvo madarské. Cs.
druzstvo bylo na konci jakéhosi stfedu, ktery tvofila
muZstva t&chto zemi: R, P, B, D, C. Pfitom Jugoslavie
postavila nové druZstvo, ackoli mohla uZzit lomnského.

V madarském druZstvu bylo 5 lofiskych ucastnika V.
MMO, kdezto v sovétském Zadny; v naSem a polském
druZstvu bylo po jednom z lofiskych ucastnikii. Abso-
lutnim vitézem se stal David Bernstejn, Zak moskevské
stfedni Skoly, ktery jediny ziskal maximalni pocet 42
bodd. Dva nasi Zaci, Tamara Marcisovd, 2. tr. SVS,
Bratislava, a Pavel Bures, 3. ro. SVVS, Brno. ziskali
druhé ceny. Dalsi dva &s. Zaci, Jaroslav Zemdnek, 3. rocC.
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SVVS, Praha 4, a Miloslav Znojil, 3. ro&. SVVS, Prosté&jov,
ziskali tfeti ceny; Cs. Zici tedy ziskali 4 ceny z celkového
poctu 35 cen.

Ve stfedu 8. 7. 1964 se pro ucastniky VI. MMO konala
slavnostni vecere, které za pfitomnosti A. Cerniseva, prvni-
ho ndméstka ministra osvéty RSFSR, piedsedal profesor
A. 1. Markusevic. Vecete probéhla v radostném a veselém
ovzdusi, o néz se postarali predevSim sovétsti hostitel€.

Ceny a upominkové dary byly vitézim odevzdiny na
slavnosti, ktera se konala ve ¢tvrtek 9. 7. 1964 o 13. hod.
v promoc¢nim sale Lomonosovovy university; Zaci, ktefi
nedostali cenu, obdrZeli diplom o ucasti na mezinarodni
soutéZzi. Schuzi zahdjil a fidil profesor 4. I. Markusevic.
Po ném pronesl slavnostni projev ministr osvéty RSFSR
J. 1. Afanasjenko, ktery jako matematik zhodnotil vyznam
této védy pro lidskou spolecnost a jeji perspektivy; kon-
statoval vyslovné, Ze sovétSti iCastnici vSesvazové mate-
matické olympiddy nekonaji pfijimaci zkousky na vysoké
Skoly, protoZe svym vykonem v soutézi prokédzali svou
kvalifikaci. Blahopfdl vSem tucastnikim, Ze se svym
pracovnim uGsilim probojovali do této mezinirodni sou-
téZe a zdiraznil velky mezinidrodné politicky vyznam
tohoto mirového setkdni mlideZe. Zvlasté pritom ocenil
vychovna hlediska, spolivajici v tom, Ze se tu schazi
a sva pratelstvi uzavira pravé dorustajici mlada generace
budoucich védeckych pracovniki. Za mezindrodni ko-
misi podékoval sovétskym hostitelum profesor W. Engel
z NDR. Nejlepsi madarsky 74k Laszlé Gerencsér, ktery
v soutéZi ziskal 41 bodu, pod€koval jménem Zzidkd za
udélené ceny a uzndni.

V pétek 10. 7. 1964 o 9. hod. moskevského Casu od- .
letéla nase delegace zpét do vlasti.

3. Za svého pobytu v Moskvé zhlédli Zici fadu paméti-
hodnosti tohoto mésta a jeho bezprostfedniho okoli.
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Jmenujme Kreml, Leninské Gorki, Paldc pionyri,
Tretjakovskou galerii, fadu muzei a vystav, poklady ve
Zbrojnim paldci v Kremlu, LuZniky; mimo jiné se
ulastnili baletu Labuti jezero v Kremelském divadle.
Vedouci delegaci s pedagogickymi pruvodci navstivili
Velké akademické divadlo.

Sovétsti hostitelé svou peclivosti pfipravili dospélym
1 zaktim vskutku pifijemné prostfedi. Jesté posledni vecer
pobytu v Moskvé zhlédli ¢lenové MK bibliofilské sbirky
ruéné psanych knih a prvotiski v byté piedsedy MK
profesora A. I. Markusevice, kde byli mile pohoS$téni.

Zvlastni udélosti je pfijeti clent MK ministrem
osvéty RSFSR Jevgenijem Ivanovicem Afanasjenkem, a to
ve stfedu 8. 7. 1964 dopoledne. Ministr pfednesl delsi
referat, ve kterém informoval hosty o soucasné situaci,
pokud jde o vyuCovani matematice, déle o experimentech,
které se budou konat ve specidlnich tfidach. Ministr se
pak v diskusi zvlasté rozhovoril o nejbliZSich wkolech
vychovy a vyuky sovétsk}'fch Skol. Na zavér pral §koldm
socialistickych zemi hodné uspéchti. Ministr sledoval
prubeh olympiddy a ¢innost MK. Rada novinafa a re-
portérit z rozhlasu a televize nav$tévovala nejduleZitéjsi
akce, které se konaly v ramci soutéZe.

4. Posuzujeme-li ulohy, pak celkem zapadaly do nor-
malu soutéZe. Jistou zdvadu méla uloha C. 2, nebot ne-
rovnost plati pro vSechna kladna ¢isla (tedy i pro jiné
trojice Cisel, nez jsou jen velikosti stran trojuhelniku).
Rozhodné obtizny byl dodatek k tloze ¢. 6; GspéSné jej
fesili 4 Zaci a jeden z nich jen CasteCné. Jeden nds Zak
se pokousel o feSeni, ale bezvysledné.

Nase druzstvo jen asi z poloviny bylo na vysi, coz
vzhledem k slabym vysledkm na$i celostitni soutéZe
nepiekvapuje; vysledek MMO to celkem potvrdil.
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Ulohy ¢. 1 a% 3 vétdiné naSich %akd dopadly celkem
dobre, 1 kdyZ se 1 néktefi lepsi Zzaci dopustili trividlnich
chyb, hlavné numerického razu. Je vidét, Ze naSim
zakam chybi jistota, které Ize nabyt jen soustavnou praci.
Velmi $patné vSak dopadla tloha . 4, jejiz tematika méla
spiSe povahu Casopiseckych zdbavnych koutki a byla
zaddna jako tloha pro utéchu, kterd si nevyzaduje zad-
nych predb&znych znalosti. Ulohu roziefili jen 3 nasi
zaci. Jesté horsi vysledky mame pii uloze ¢. 5, kde fe-
sitelé neuvazovali o ortocentrech trojuhelnikii a vibec
zapasili s pojmem kombinace. Lze fici, Ze prvni Cast
ulohy ¢. 6, kde se dalo ziskat 6 boda, dopadla dobfe;
o druhé casti, kde se daly ziskat maximalné 3 body, jsme
se jiz zminili; dopadla vesmés Spatné. Aby Ctenaf ziskal
predstavu o tom, jak na$i Zdci fesili jednotlivé tulohy,
pfipojujeme tabulku ¢. 3 ,,Klasifikace feSeni jednotlivych
uloh &s. zaka”.

Zaci se pred odjezdem na soutdZ ulastnili tydenni
instruktd¥e ve Zdiru nad Sazavou. I kdyZ to bylo
nouzové opatfeni, pfece jen tu asi Z4aci ziskali jakysi
prehled o tom, jakym zpusobem tu ¢i onu ulohu feSit.
NaSe dosavadni péce o nejlepsi zéky je vSak zatim ne-
postacujici; potfebujeme pomoc stilou a trvalé vedeni
a povzbuzovani. Bude tfeba najit cestu, jakou formou
se to md provadét. 70 bodd, o néZ jsme zustali pozadu
za sovétskym druZstvem, je pfili§ veliky rozdil, ktery
nelze omluvit nahodou, cizim prostfedim apod.
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Tabulka ¢. 1
Piehled o celkovém poltu bodui, které ziskali jednotlivi Zdci na VI. MMO

. Zemé

Cis. [ |
!

B C| D |  H| M| P R S Y

[\
NS

30 28 29 35 26| 39 16| 36| 16
271 36 31 | 22 1) 33| 39| 29
24 13 25| 21 26 26| 30 42| 24
23 30 24 41 26 30| 21 30| 7
23 36 27| 26 27| 31| 24| 30| 18
18 14 20 39 14| 30| 27| 38| 17
30 19 15 28| 15| 28| 30| 25 13

32 181 25 | 39 13| 24 32 29 31

© g o U s W N =

|

|

|

| Soucet

| Za.zemi 198 | 194 | 196 | 253 | 169 | 209 | 213 | 269 | 155

Tabulka ¢. 2
Prehled o poctu udélenych cen jednotlivym delegacim

Cena Zem¢é
Cislo (¢islice udava pocet ziskanych cen)
I S3; H3; P1
II. C2; D1; H1; P1;
R2;S1; Y1
II1. B3; C2; D2; H1;
M1;P3; R3; S3; Y1
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Tabulka ¢. 3

Klasifikace tesent jednotlivych uloh &. $dki
(v zavorkach je uygden maximélni pocet bodii za dokonalé feseni lohy)

" Ulohy Ziskal
ak celkem bodu
Cis. 1 2 3 4 5 6 (celkem max.
) @) (6) (6) ) ) 42 bodt)

1 7 5 6 0 4 6 28

2 7 7 6 6 4 6 36

3 5 1 5 0 2 0 13

4 6 0 5 6 7 6 30

5 7 7 6 6 4 6 36

6 0 0 6 0 2 6 14

7 7 0 5 0 1 6 19

8 4 0 6 0 2 6 18
Soucet | 43 20 45 18 26 42 194
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PRILOHA 1

Jmenny seznam vitéza VI. MMO
I. cena:

Genadij Archipov S; David Bernstejn S; Jury Matija-
sevi¢ Sy Ldszlo Gerensér H; Ldszlo Lovdsz H; Fozsef
Pelikin H; Tadeusz Figiel P.

II. cena:

Pavel Burei C; Tamara Marcisova C; Wolfgang
Klamt D; Marian Orlowski P; Istvdn Berkes H ; Alexandru
Vinea R; Octavian Bisca R; Viktor Urumov Y; Valery
Aleksejev S.

III1. cena:

Mi#iddors Cevegmidyn M; Miloslav Znojil C; Jaroslav
Zemdnek C; Monika Titzovd D; Manfred Brandt D
Zbigniew Stodkowski Py Wojciech Patkaniowski Py Krzysz-
tof Nowirski Py Avram Eskenazi B Svjetoslav Biléev B;
Viadimir Zagjmov B; Endré Makai H; Tiberiu Spircu R;
Eleodor Popescu R; Mihai Chercin R; Stanko Verséaj Y
Alexandr Florensov S Boris Ivlev S Alexandr Vilenkin S.

PRILOHA 2

Sitazné lohy zo VI. Medzinarodnej matematickej
olympiady

1. a) Urdite vSetky celé kladné Cisla #, pre ktoré je
Cislo 2» — 1 delitelné siedmimi. '
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b) DokéZte, Ze neexistuje Ziadne celé kladne Cislo n,
pre ktoré je &islo 27 + 1 delitené siedmimi. (CSSR —
7 bodov.)

RieSenie. KaZdé prirodzené Cislo #» > 2 moZno na-
pisat v prave jednom z tvarov:

o) n = 3k,
B) n=73k+1,
y) n =23k + 2,

kde % je vhodné prirodzené dislo.

a) Do daného vyrazu dosadime postupne kazda
z tychto troch moZnosti:

o) 27 — 1= 2% — ] = 8% — 1; podla zndmeho
vzorca
8t — 1 =7@ 14824 . ..4+1), t. j. dané
Cislo je deliteIné siedmimi;
By 2n — 1 —=2%+ 1 =2 8 —1— 8k} 8 —
—1=8+4 17K,

kde K je vhodné prirodzené Cislo. Aby platilo, Ze 7 je
delitefom ¢isla 2* — 1, muselo by platit i to, Zze 7 je
delitelom cisla 8%, Co zrejme nie je moZné pre Ziadne
prirodzené dislo k.
Y2n— 1 =2%+2 _1=4.8—1=8—1+4

+ 3.8k Aby 7 bolo delitefom 27 — 1, muselo by byt
tieZ delitefom cisla 3 . 8%, o zrejme neplati pre Ziadne pri-
rodzené k.

Dosadime do daného vyrazu eSte n = 1, n = 2; je
21—-1=1,22—1=3.

Cislo 2 — 1 je deliteIne Cislom 7 prive pre tie pri-
rodzené Cisla n, ktoré si ndsobkami Cisla 3.
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b) Za n do vyrazu 2" 4 1 dosadime z moZnosti o),
£), 7). Pritom mame dokazané, Ze Cislo 8 — 1, kde %
je prirodzené Cislo, je delitelné siedmimi.

) 274+ 1=2% 4 1 =8—1+42=TK+ 2, kde
K je vhodné prirodzené cislo. Aby cislo 7 delilo cislo
2 4 1, muselo by delit i ¢islo 2, ¢o nie je moZné;

p) 2%+l 41 =2.8—2+4+3=2(8—1)+ 3.
KedZe cislo 7 nie je delitelom cisla 3, nemdZe delit
ani 2”7 + 1;

y) 2%k+2 4+ 1 =4 .8 — 44+ 5=4(8 — 1)+ 5.

Z toho, Ze Cislo 7 nedeli 5, vyplyva, Ze nemoze delit ani
27+ 1.

Dosadime eSten = 1,n = 2;je2 4+ 1 = 3,22+ 1 =5.

KedZe ind moZnost neexistuje, dokazali §me, Ze Cislo
27 + 1 pre ziadne prirodzené Cislo 7 nie je delitelné
¢islom 7.

Riesila Tamara Marcisovd,
2. tr. SVS, Bratislava

2. Ak st a, b, ¢ dizky stran TubovoIného trojuholnika,
potom plati

@b +c—a)+bcta—b+catb—c) =

= 3abc;
dokazte. (Madarsko — 6 bodov.)

RieSenie. Ak su a, b, ¢ di7ky stran TubovoIného troj-
uholnika, je vzdy splnend nerovnost

0==(@a—"bPa+b—c)+®—cPb+c—a)+
+ (¢ — a)*(a + ¢ — b), (D

pretoZe v trojuholniku musi byt sucet lubovolnych dvoch
strdn vacsi ako tretia strana (jea + b — ¢ >0, atd.) a na
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pravej strane nerovnosti (1) je teda sucet 3 nezdpornych
Cisel, z ktorych kazdé je sucinom kladného a nezdporného
Cisla. Rovnost nastane zrejme iba v pripade a = b = c.
Prevedenim naznalenych tkonov dostavame na pravej
strane (oznaCme ju P):

P = (a®> — 2ab + b?) (a + b — ¢) + (b*> — 2bc + ¢?)
b+ c—a)+ (> —2ac+a®)(a+c—b) =

= a® — 2a%b + ab® + a’b — 2ab?® + b3 — a®c +
-+ 2abc — b*c + b3 — 2b2%c -+ bc? 4 b%c — 2bc? +
+ 3 — ab® + 2abc — ac® + ac® — 2a% + a® +
-+ 3 — 2ac® + a’c — bc?® + 2abc — a?b =
= 2 (a® + b® + ¢®) + 6abc — 2 (a%* + ab® + a’c +
+ ac?® + b2 + bc?).

Pre &isla a, b, c, ktoré st dizkami stran trojuholnika, plati
teda vZdy nerovnost

0 <a®+ b+ ¢+ 3abc — a%b — ab® — a%c — .
— ac* — b%c — bc?, 2

pretoZe je ekvivalentna s (1). Po tprave dostaneme

—a® + a?b + a*c — b® + ab® + b%c — ¢ + ac® +
+ bc® = 3abc

a teda
a?b+c—a)+ba+c—b+cta+b—c)=
= 3abc. 3

Nerovnost (3) je zhodna s danou nerovnostou. Plati pre
vsetky a, b, ¢, ktoré sa di¥kami stran TubovoIného troj-
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uholnika, pretoZe je ekvivalentnd s nerovnostou (1),
ktora je pre vSetky takéto a, b, ¢ zrejme splnena.

RieSenie Tamary Marcisovej,
2. tr. SVS, Bratislava

Jiné feSeni. Danou nerovnost upravime postupné
takto: .

a*(b + ¢ — a) — abc + b*(c + a — b) —

—abc+ c*(a—b—c)—abc =0

a(ab + ac — a® — bc) + b (bc + ba — b* — ac) +

+c(ac+bc—c2—ab) =0

a(@a—ba—c)+bb—a)b—c)+

+clc—a)(c—b =0 (1)

Rozezndvame tfi moZnosti:

Ptipad [1]. Necht je a=0b =c. Pak z (1) plyne
0.= 0, coZ je spravna nerovnost.

Piipad [2]. Necht je napf. a = b, ¢ + a. Pak (1)
Ize psat

c(c—a)2 =0,

coZ je spravnd nerovnost, nebot na pravé strané je soucin
dvou nezéporn;’rch Cisel. Zménou oznaleni dospéjeme

k podobnym zévértim v pfipadé, kdy dvé z danych dcisel
jsou si rovna, tfeti je od nich rtzné.

Piipad [3]. Vhodnym oznalenim pfi vesmés ruznych
Cislech lze dosdhnout, Ze plati

a>b>c. 2

Pak je na levé strané (1) ¢islo ¢ (¢ — a) (¢ — b) > 0, nebot
je soucinem cisla kladného a dvou ¢&isel zapornych. Jest-
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lize dokazeme, Ze je x =a(a—b)(a—¢)+ b(b— a)
(b —¢) =0, bude platit i vztah (1). AvSak snadno se
usoudi, Ze vzhledem ke (2) plati

x=(@—bla(@a—c)—b0b—c)] >
>(a—b)bla—c— (b—c)]=0b(a—b)? >0,

nebot v poslednim soucinu jsou oba Cinitelé kladnd Cisla.
Ve vsSech tfech pripadech lze postup obratit a dospét
od vysledné nerovnosti k puvodni. Tim je feSeni pro-
vedeno.
Poznamka. Predlozeny dikaz dokonce plati pro
vSechny trojice kladnych cisel a, b, c.

Podle feseni Pavla Burese, 3. ro¢. SVVS, Brno

3. Do trojihelniku ABC se stranami o délkich a, b, ¢
vepiSeme kruZnici a sestrojime k ni tfi nové tecny rovno-
béZné se stranami daného trojuhelniku. Kazda z téchto
teCen utind od trojuhelniku ABC po jednom trojihelniku.

Do kazdého z téchto tfi novych trojuhelnika vepiSeme
kruZnici.

Vypoctéte soucet obsahti vSech Ctyf vepsanych kruhu.
(Jugoslavie — 6 bodu.)

Reseni. Oznalme po fadé o, 0,, 05, 05 poloméry kruZnic
ky kyy ke kg (viz obr. 40). Mame vypoditat Cislo

V=mr(e®+ of + o + o). (D
Pro vypocet polomért pouZijeme vzorct
P _ P, _ P, Py
Q—ss 91—s1> Qz—g’ 93_53' 2

Piitom P, P,, P,, P, jsou po fadé obsahy trojihelniku
ABC a tii trojuhelniki oddélenych pfi vrcholech A4, B,
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C; sy 515 S5, 53 jsou jejich polovicni obvody. Vzorce (2)

upravime takto: -
925359 01 = 5 - 51>
51
®3)
P, Py
Q2 S_% - 525 03 S_g S3

Z podobnosti trojuhelniku ABC a kazdého z tfi oddéle-
nych trojuhelnikt vyplyva

P, Py P, P

s%:szzs§:s_2' )
Dosadime-li z (4) do (3), vyjde
P P P
0=a S15 92:;2’-52: 0 =3 3. 5)
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Z vlastnosti teCen snadno zjistime, Ze obvod trojuhelniku
AB,C, je AB, + AC, + B,C, = AB, + AC, + B, T +
+ C,U = AT + AU = s — b + s — ¢ pfi obvyklém
oznaceni stran trojuhelniku ABC. Je tedy 2s, = s — b +
+s5s—c=a t.

a b ¢

2 2> BT g ©)

Dosadime-li z (6) do (5) a odtud do (1), vyjde:
b2
e =

:W(452+a2+b2+62)=

§1 = So =

2

V—Trli(z—l— .

2
= % (2a% 4 2b%* + 2¢® + 2ab + 2ac + 2bc) =

=P, 2 2
:—2—F(a + 6% 4 ¢ + ab + bc + ca).

Za P? lze do tohoto vzorce dosadit ze vzorce Heronova.
Pozndmky. a) Ze vzorca (5), (6) vyplyva vztah

P P
01+ 0+ 93:'?2(51‘1‘52"}‘53):@(“‘*‘17 +¢) =
P P
= '2—;5 .25 = —S_ = Q0.
b) Pomér soultu obsahd kruht k,, k,, k; k obsahu
kruhu % je podle predchazejiciho

2 2
73(91‘;52%+93) %._(a2+b2+cz)_

a4 a4 b2
o 452 (@ + b+ o)
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4. Sedemnast osOb si navzdjom piSe, kazdd z nich so
vSetkymi ostatnymi. V celej koreSpondencii sa objavuju
celkom len tri rozne témy. Kazda dvojica osob si spolu
piSe iba o jednej z tychto tém.

Dokazte, Ze existuja aspoii tri osoby, ktoré si navzajom
pisu na ta istd tému. (Polsko — 6 bodov.)

RieSenie. Oznalme jednu zo 17 osdb 4. Osoba A4
si podla podmienky ulohy piSe so 16 inymi osobami
o maximalne 3 témach. Podla Dirichletovho principu si
musi teda na jednu z tychto tém, ozname ju I, pisat
aspofl so 6 osobami. Rozozndvajme tu prave 2 moZnosti:

[1]. Aspoii 2 z tychto 6 osdb si piSu na tému I. Tym
je splnené, Ze existuju aspoinl tri osoby, ktoré si na-
vzédjom piSu na ta istd tému (I).

[2]. Ziadne 2 z tychto 6 osdb si nepi$u na tému I.
Potom jedna z nich, nech je to B, si piSe s ostatnymi 5
z tejto skupiny na zostavajice dve témy. Podla Dirichle-
tovho principu si musi pisat na jednu z tychto tém —
ozna¢me ju IT — aspoii s 3 z tychto 5 0s6b. Opét musime
rozoznavat prave 2 moZnosti:

a) Z tychto 3 o0sdb si asponn dve piSu na tému II,
¢im je splnené, Ze existuju aspon 3 osoby, ktoré si na-
vzajom piSu na ta ista tému (II).

b) Ziadne 2 z tychto 3 osdb si nepi$u na tému II,
teda vSetky 3 si piSu na zostavajacu tému III.

V kazdom pripade si teda aspoil tri osoby navzijom
piSu na tu istd tému. Tym je dokaz prevedeny.

Riesila Tamara Marcisovd,
2. tr. SVS, Bratislava

5. V roviné je dino 5 bodi. Mezi pfimkami, které

spojuji vidy dva z téchto bodi, neexistuji Zzadné dvé, které
jsou navzdjem rovnobézné nebo kolmé nebo splyvajici.
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Kazdym z danych bodi vedeme kolmice ke vSem
spojnicim zbyvajicich ¢ty bodu.

Urcete maximalni polet priseciki, které mohou mit
navzdjem tyto kolmice. (Rumunsko — 7 bodd.)

Reseni. Dané body lze spojit (120) pfimkami, z nich

Zadné dvé podle textu ulohy nejsou ani splyvajici, ani
rovnobézné, ani kolmé (jsou tedy kosé).

Zvolme jeden z péti danych bodi; pak 4 zbyvajici
body maji 6 spojnic a zvolenym bodem k nim prochazi
6 kolmic. Zadné dvé z nich nesplynou (jinak by dvé ze
Sesti spojnic splyvaly nebo byly rovnobézné) a Zzadna
z téchto kolmic neprochazi Zadnym ze Ctyf zbyvajicich
bodu (jinak by byly dvé spojnice danych boda navzijem
kolmé). Nesplynou vSak ani dvé kolmice prislusné ke
dvéma riznym z danych bodd; pak by totiz byly dvé
spojnice danych bodli navzijem kolmé.

Kazdym z péti danych bodd prochazi proto 5 kolmic,
coz je celkem 6.5 = 30 kolmic. Jestlize Zz4dné dva
z jejich prusecikii nesplynou, méme (320) = 435 pra-
secikl. Ale kazdym z péti danych bodt prochazi 6 kolmic;
tim vzdy (g) — 15 priseliki splyva v jeden a odpadne

tak 14 .5 = 70 prasecikd, takZe jich zbyva 435 — 70 =
= 365.

Vedeme-li dvéma z danych bodi kolmice k téZe spoj-
nici zbyvajicich tfi z danych bodl, nemaji tyto pfimky
prusecik, nebot jsou rovnob&zné a ruzné. Ke kazdé
spojnici dvou danych bodu lze ze tfi zbyvajicich vést

3 ruzné kolmice a z nich lze sestavit (;) = 3 dvojice;
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Zadna z nich nedavad priseCik. Spojnic je (g) = 10,
takZe odpadne 3.10 = 30 prusecika. Zbyva tedy
365 — 20 = 335 prasecikd.

Kazdé tfi z danych bodd urcuji trojuhelnik a tvori
jeho vrcholy. Tt vysky tohoto trojuhelniku nemaji
celkem 3 priaseciky, nybrz jen jeden (ortocentrum).
Z péti danych bodd jako vrchold Ilze zkombinovat

(g) = 10 trojuhelnikd ; kazdy z nich sniZi pocet hledanych
pruseciki o dva, celkem tedy odpadne 2. 10 = 20 pru-
seCiki a zbyva 335 — 20 = 315 prusecika.
Maximalni pocet pruseciki je 315 (vCetné péti danych
bodu). B
Resil Miloslav Znojil, 3. ro&. SVVS, Prost&jov

6. V daném Ctyfsténu ABCD spojime vrchol D
DD,, vedené body A4, B, C, protinaji po radé roviny
BCD, CAD, ABD v bodech A4,, By, C;.

a) DokaZte, Ze objem Ctyfsténu ABCD je roven jedné
tfetiné objemu Ctyfsténu 4, B;C,D,.

b) Plati tento vysledek i v pfipadé, kdy D, je libo-
volny bod uvnitf trojuhelniku 4ABC? (Polsko — 6 + 3
body.)

ResSeni (obr. 41). a) Bod 4, je uren jako priisecik
pfimky a//DD, vedené bodem A s rovinou g, = BCD.
Rovina ADD, obsahuje pfimku a a pfimku 4'D, kde 4’
je stfed hrany BC. Z trojahelniku A’4A; odvodime

AA, — 3DD,; (1)
je totit A'D, — %—AA’, AA'AA, ~ AA'D,D.
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Protoze je AA, = BB, = CC, = 3DD,,
AA,[/BB,[[CC,/|DD,, je

ANAB,C, >~ ANABC (sss); (2)

Ctyfuhelniky ABB,A,,
BCC,B,, CAA,C; jsou
totiZ rovnobézniky. Vysky
v, v, Ctyfsténa ABCD,
A,B,C, D, vedené po fadé
z vrcholu D, D, jsou v po-
méru 1 : 3, tj. plati

v:ioy=1:3. (3)
Vztah (3) dokaZeme takto:
Ze stejnolehlosti trojuhel-
nika ANA'AA,, NA'D,D
a ze vztahu (1) vyplyva

A4, =3A4'D. (4)
Je-li w odchylka pfimky
A'D od roviny ABC, plati
pro vySku o Ctyfsténu
ABCD a pro vzdalenost u
bodu A4, od roviny ABC
vztahy

v = A’'D sin w,

u = A'A, sin w,
tj. podle (4)

v:u=1:3. (5

Roviny ABC, A,B,C; jsou rovnob&zné; proto vzdale-
nost # bodu A, od roviny ABC je rovna vzdilenosti
bodu D, od roviny A;B,C;, tj. vySce v, Ctyisténu
A,B,C,D,.
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Je tedy
U=, : (6)

Spojenim vztaht (5), (6) dostaneme (3). Pro objemy
V, V, Ctyfstént ABCD, A, B, C; D, vyjde vzhledem k (2),
3)

1 1
V:—g—p.'v, Vlzgp.37)23V,

piitom p znali spoleny obsah trojuhelnikd ABC,
A4,B,C,.

Tim je tvrzeni véty dokdzano.

b) OznaCme A’, B, C’ priseCiky pfimek AD,, BD,,
CD, po tfad¢é s primkami BC, CA, AB; dile oznalme o,
p, v roviny stén DBC, DCA, DAB a a, b, ¢ rovnobézky
s pfimkou DD,, vedené po fadé body 4, B, C. Prusecik
A, pfimky a s rovinou o« lezi na pfimce DA’ a existuje,
nebot pfimky DD,, DA’ jsou ruznobézné a plati a//DA’;
stejné vidy existuji body B;, C; po fadé na pfimkich
DB’, DC'. Roviny «, # = ABB;A; maji spolené body
B, A,, takze BA, je jejich pruse¢nice. Ozna¢me P pri-
seCik rovin «, w, CDC’; bod P je tedy prisecikem pfi-
mek BA,, p leZicich v =, kde p//DD, prochédzi bodem C".

Pfimka AP leZi v roviné f, nebot bod A a pfimka
CP = CD lezi v f. Proto je pfimka AP prusecnici rovin
p, m, a protoZze bod B lezi v m, prochazi primka AP
bodem B,. Pfimka p = PC’ ma s useckou 4,B, spolecny
bod M, a pfimka DD,, lezici v roviné CC,M,C’, ma
s useCkou C; M, spolecny bod D,. Oznaéme D, spolecny
bod pfimky D;D, s tuseCkou C,P. Ve C(tyfthelniku
ABB, A, plati AA,//BB, a P je prusecik jeho uhlopricek;
proto je PC’ = PM,, jak snadno odvodime uZitim
stejnolehlosti o stfedech B, B; a s konstantami rovnymi
poméru vzdalenosti pfimek a, b a pfimek p, b (Vlastnost
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lichobéZniku nebo rovnobéZniku, Ze prusecik P jeho
uhlopficek je stfedem jeho pficky M,;C’ — viz obr. 41 —
pro dalsf uvahu oznacme véta 1.)

Use¢ky PC’, CC, jsou stejnolehlé podle bodu D
a useCky PM,;, C,C s nimi shodné jsou stejnolehlé podle
bodu D, (konstanta obou stejnolehlosti je g% = DE:C'P: H
proto je D, pruseCikem uhlopfi¢ek PC,, CM, C(tyt-
uhelniku CC; M, P. Proto podle véty 1 plati DD, =
= DD, (viz lichobéZnik nebo rovnobéznik CC,PC")
a podle téze véty DD; = D, D, (lichobéZnik nebo rovno-
béznik CC, M, P); je tedy DD, = DD; = D, D,. Proto je

D1D2 = 3DD1.

Ctyistén A,B,C,D, lze rozlozit ve tii Ctyfstény
A,B,D,D,, B,C,D,D,, C,A,D,D,, které maji po radé
objemy rovné objemum Ctyfstént ABD;D,, BCD,D,,
CAD,D, (napf. C(tytstény A,B,D,D,, ABD,D, maji
zfejmé stejné obsahy podstav 4,D,D,, AD,D, a k nim
pfislusné délky vySek vedenych po fadé vrcholy B,, B
jsou rovnéZ stejné).

Proto maji Ctyfstény 4,B,C,D, a ABCD, sobé rovné
objemy. Avsak druhy z téchto Ctyfstént ma objem tfikrat
vétsi nez Ctyfstén ABCD, s nimZ ma spoleCnou pod-
stavu ABC, pfiemZ vysky téchto Ctyfstént jsou v témZ
poméru jako usecky D,D,, D,D, o nichZ plati D,D, =
= 3D,D. Tim je platnost tvrzeni ulohy rozsifena i na
pripad, Ze D, je libovolny bod uvnitf trojuhelniku ABC.

Pfipominka. Ulohu b) v podstaté rozfeili jen asi
3 Z4ci; jinak byla poddna fada feSeni ulohy a) asi tak,
jak je uvedeno v odst. a).
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