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I. O pribéhu XIV. ro¢niku matematické
olympiady

1. Organizace soutéze. Poradatelem soutéZe je minis-
terstvo Skolstvi a kultury (MSK) s Matematzckym stavem
CSAV (MU CSAV), Jednotou is. matematikii a fyzikil
(JCMF) a tstfednim vyborem Ceskoslovenského svazu
mladeze (UV CSM). Také XIV. ro¢nik se fidil statutem,
uvere]nenym ve Véstniku MSK, ro¢. XIX, str. 126, 127,
smérnice 37 ze dne 30. 4. 1963

Soutéz ridil celostatné ustedni wvybor matematické
olympiddy (UVMO), v krajich krajské vybory matema-
tické olympiady (KVMO) a v okresech okresni vybory
matematické olympidady (OVMO); v téchto vyborech
jsou také zastoupeny poradatelské slozky.

Zaci soutézili ve ¢tyfech kategoriich podle svého studij-
niho véku, a to v kategoriich A, B, C (stfedni Skoly)
a v kategorii D (zakladni $koly).

2. Slozeni ustiedniho vyboru matematické olympiddy:

Piedseda: akademik Josef Novdk, vedouci védecky pra-
covnik Matematického ustavu CSAV v Praze.

Mistopredseda: Jan Vysin, docent matematicko-fyzi-
kalni fakulty Karlovy university v Praze.

Jednatel: Rudolf Zelinka, védecky pracovnik Matematic-
kého ustavu CSAV v Praze. Po jeho smrti pfevzal tuto
funkci Vlastimil Machacek, odb. asistent pedagogické
fakulty Karlovy university v Praze.



Clenové: dr. Frantisek B&loun, vedouci matematického
kabinetu Krajského pedagogického tstavu v Praze,

Milos Felinek, védecky pracovnik Pedagoglckeho ustavu
J. A. Komenského CSAV, Praha (t. ¢ v zahranidf),

doc. josef Holubdf, em. védecky pracovnik Matematic-
kého ustavu CSAV v Praze,

Frantisek Hradecky, odborny asistent matematicko-fyzi-
kalni fakulty Karlovy university v Praze,

dr. Karel HruSa, profesor pedagogické fakulty Karlovy
university v Praze,

Ladislav Krkavec, Gstfedni inspektor ministerstva $kolstvi
a kultury v Praze,

Josef Porcal, Ustfedni inspektor ministerstva $kolstvi a
kultury v Praze,

FrantiSek Vesely, em. odborny asistent Vysoké Skoly
strojni a elektrotechnické, Plzen,

dr. Miloslav Zedek, docent Palackého university v Olo-
mouci,

dr. Miroslav Fiedler, DrSc., vedouci védecky pracovnik
Matematického tstavu CSAV v Praze,

Néhradnik: Miroslav Sisler, CSc., védecky pracovnik
Matematického astavu CSAV v Praze

Dal$imi Cleny ustfedniho vyboru Matematické olympid-

dy jsou vSichni pfedsedové KV MO:

dr. Vdclav Pleskot, profesor CVUT v Praze,

dr. Vdclav Vilimek, docent katedry matematiky a des-
kriptivni geometrie strojni fakulty CVUT v Praze,

FrantiSek Vejsada, odborny asistent Vysoké Skoly zemé-
délské, Ceské Budéjovice,

Karel Hnyk, odborny asistent pedagogické fakulty v Li-
berci,

Véra Rddlovd, utitelka SVVS J. Fudika, Plzei,
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Jan LasStovka, vedouci kabinetu matematiky Krajského
pedagogického tustavu, Pardubice,

Petr Benda, odborny asistent VUT, Brno,

Josef Andrys, odborny asistent pedagogické fakulty
v Ostravé,

dr. Milan Kolibiar, profesor prirodovédecké fakulty Ko-
menského university v Bratislavé,

Ladislav Berger, odborny asistent katedry matematiky
Vysoké skoly dopravni v Ziling,

Gejza Grega, odborny asistent pedagogické fakulty v Ko-
Sicich.
Funk¢ni obdobi tstiedniho vyboru matematické olym-

piady kondi podle organizac¢niho fddu na jatfe 1966.

3. Schiize UV MO. V obdobi XIV. rolniku zasedal
ustfedni vybor matematické olympiddy dvakrat; dne
19. fijna 1964 byla jednodenni schize v Praze, dne
15. kvétna 1965 se konala pfi prileZitosti III. kola schiize
ustfedniho vyboru MO v Olomouci. Obé schtze se za-
byvaly béZnymi otizkami soutéZe a pomocnych akci.
ProtoZe se na olomoucké schuzi ukazalo, Ze je tfeba né-
které otazky dukladnéji prodiskutovat, zejména zrevidovat
koncepci soutéZe a jeji organizaci, bylo usneseno, svolat
pfi$ti schizi ustfedniho vyboru MO na podzim 1965
jako dvoudenni.

4. Prubéh kol. Jednotliva kola probihala Casové podle
Statutu takto:

I. kolo (studijni) od fijna 1964 do konce unora 1965;
Zaci v ném fesili 6 uloh pfipravnych a 6 uloh soutéZnich.

II. kolo dne 4. dubna 1965 v krajskych méstech pro
kategorie A az C, dne 11. dubna 1965 v okresnich méstech
a nékterych dalSich stfediscich pro kategorii D; Zaci
fesili 4 soutézni ulohy.



III. kolo dne 15. kvétna 1965 v Olomouci jako celo-
statni soutéz. Ucastnici dostali 4 soutéZni ulohy.

V ramci II. kola se konaly pro castniky vyssich kate-
gorii besedy a konzultace. Na nich se mimo jiné pro-
vadéla analyza chyb, kterych se Zici dopustili pfi feSeni
aloh I. kola. Pii prileZitosti II. kola vétSinou byly pro
zaky usporadany i exkurze do prumyslovych podnikd,
vylety, navstévy divadel, vystav apod.

Pri prilezitosti I1I. kola v Olomouci byla pro ucastniky
usporadana beseda, které se zualastnili mimo Cleny
ustfedniho vyboru MO i néktefi uclitelé olomoucké uni-
versity; prof. dr. Metelka promluvil o vyvoji matematiky
a o jejim vyznamu pro soucasnou spolecnost. Program
pro ucastniky III. kola byl doplnén vyletem. Celé akce
se jesté obétavé zhcastnil jednatel UV MO Rudolf Ze-
linka, ktery nékolik dni potom zemfel.

5. Pomocné akce. Krajské vybory MO organizovaly
s pobockami Jednoty ¢s. matematikd a fyzikd radu akci.
V prvni fadé to byly pfipravné prednasky (seminafe)
pro ucastniky Matematické olympiddy, které mély akti-
vizovat zaky v obdobi studijniho kola a prohloubit jejich
znalosti $kolské matematiky a ucit je studovat odbornou
literaturu. Podle cile téchto seminaii a podle mistnich
podminek byla vybrana jejich tematika ; nékteré se opiraly
o svazeCky kniznice Skola mladych matematiki. Mimo
tyto seminafe poradaly krajské vybory MO i instruktdze,
konzultace apod.

Celostatni soustfedéni 92 uspésnych resitelti kategorie
B matematické olympidady i fyzikalni olympiady se konalo
ve Vojtéchové od 7. Cervna do 26. Cervna 1965. Dopoledni
program byl vénovan polovinou ¢asu matematice a polo-
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vinou fyzice; odpoledne se Zaci rekreovali v ramci spor-
tovniho a turistického programu, vecer se konaly besedy
s vyznamnymi védeckymi a vysoko$kolskymi pracovniky.
Pro ucely instruktdZi byli Zici rozdéleni do 4 tfid, zhruba
po 25 ucastnicich. SoubéZné s touto instruktazi se konalo
soustfedéni 8 Zaka vybranych pro ucast na VII. mezi-
narodni olympiddé, kterd se pocatkem Cervence 1965
konala v Berliné. Odbornou ¢4st instruktdzi konali pracov-
nici vysokych $kol a Matematického tistavu CSAV. Po-
dobné instruktdZe uspotfadaly i nékteré krajské vybory
MO ve spolupréci s odbory pro $kolstvi a kulturu KNV
a s pobockami Jednoty ¢s. matematika a fyzikd.

6. Studijni literatura. Statni pedagogické nakladatel-
stvi vydalo jako kaZdorocné pro tncastniky matematické
olympiddy (I. kola) letdk s texty uloh a s pokyny v ni-
kladu 15000 exemplaft. BohuZel tento letak dosel na
krajské vybory MO z technickych dtvodt opozdéné.
Texty tloh I. kola byly otiStény v Casopisech Matematika
ve Skole a Rozhledy matematicko-fyzikdlni. Jako pomoc
pro opravovani dostali zucastnéni ucitelé kopie autor-
skych feSeni vSech soutéznich tloh I. a II. kola.

Na podatku roku 1965 vySel Cesky pieklad sovétské
sbirky feSenych tuloh, jejimZ hlavnim autorem je V. B.
Lidskij. Pieklad poridil kolektiv pod vedenim R. Zelinky.

Platné sluzby kona kniZnice Skola mladych matematikii,
vyddvana nakladatelstvim Mlada fronta. Uvadime pie-
hled vSech svazeckidt vydanych aZ do kvétna 1966:

1. Hradecky, Koman, Vysin, Nékolik tloh z geometrie
jednoduchych téles.

2. Jiri Sedldcek, Co vime o pfirozenych Cislech.

3. ¥. Sedivy, Shodnéa zobrazeni v konstruktivnich tlo-
hach.



. M. Sisler, ¥. Jarnik, O funkcich.

. Fr. Vesely, O nerovnostech.

. R. Vyborny, Matematicka indukce.

. J. Sedivy, O podobnosti v geometrii.

. J. Vdiia, O rovnicich s parametry.

. J. Vy§in, Konvexni tutvary.

10. J. Sedldcek, Faktoridly a kombinacni Cisla.

11. J. Holubd#, Geometrickd mista bodu v prostoru.
12. K. Havlicek, Prostory o Ctyfech a vice rozmérech.
13. M. Sisler, J. Andrys, O feleni algebraickych rovnic.
14. Fr. Vesely, O délitelnosti Cisel celych.

O 03O\ Ut

Svazky 1, 2, 3, 4 a 7 vysly v reedici. KniZnice je cenové
dostupna vSem Zikam (svazeCek stoji primérné 3 Kcs),
bohuZel vSak s jeji distribuci nemiizeme byt spokojeni.
Cast ndkladu vykupuje ministerstvo Skolstvi a kultury pro
zakovské knihovny; kniZnice vSak neni ve volném prodeji
a nelze plné uspokojit zdjem ucitelds a Zakt o tuto kniZnici.

BroZury starS$ich ro¢niki MO jsou rozebrany; proto
planuje tstfedni vybor MO spolu se Statnim pedagogic-
kym nakladatelstvim vydani vybort tloh z téchto brozur
uspotrddanych podle jednotlivych kategorii.



II. Vysledky jednotlivych kol soutéZe

1. . kolo. Porovnejme tabulky ¢. 1 a ¢. 2 s obdobnymi
tabulkami ze XIII. a XII. ro¢niku, z nichZ je patrno,
Ze pocty ucastnikt v kategoriich A i B byly velmi nizké.
Lze fici, ze kvantitativni zlepSeni,*) které nastalo v kate-
gorii C ve XII. ro¢niku, se postupné pieneslo az do
kategorie A ve XIV. ro¢niku MO. Ke kladnym jevim
prvniho kola XIV. rocniku lze rovnéz pocitat vzrust
poctu uspésnych fesitelt na 509, wcastnikd.

V kategorii D sice nepatrné poklesl pocet ucastniktl
I. kola, avSak pocet Uspésnych refitelt se prakticky ne-
zmeénil a Cini vice neZ 659, GcCastnikd.

Zajimavé je sledovani tcasti divek. V kategoriich A
a B tvori pfiblizné jednu tfetinu, v kategoriich C a D
téméf polovinu ucastnikl. Vysoka ucast divek v kategorii
C odpovida vzrustajicimu poctu divek na SVVS.

2. II. kolo (tabulky ¢&. 3 a & 4). Celostatné se opét
projevuji znacné rozdily mezi pocty uspé$nych fesitell
I. kola a ucastnika II. kola, zvlasté v kategorii C a D;
rozboru pri¢in by se krajské a okresni vybory MO mély
vénovat.

Pocet ucastnikt II. kola kategorie A proti predchaze-
jicim letim sice podstatné vzrostl, avSak procento Uspés-

*) Uvadény rozbor tabulek vychdazi pfedev$im z kvantitativniho
hlediska; vysledky soutéZe by bylo zdhodno ohodnotit i z hlediska
kvalitativniho. O to se pokusime pfi rozboru vysledkua III. kola celo-
statni soutéZe kategorie A a pfi hodnoceni naseho umisténi na VII.
Mezinarodni matematické olympiadé v Berliné.
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Tabulka 2

Prehled poctu ucastnikii I. kola podle krajii v kategorii D*)

. Kategorie D
o P v
Praha-mésto 1057 466 749
Stfedo(:eslg’r 1076 506 794
Jihocesky 878 477 616
Zapadocesky 468 244 295
Severocesky 803 378 475
Vychododesky 853 397 603
Jihomoravsky 1434 547 713
Severomoravsky 1117 531 737
Zapadoslovensky 1129 566 751
Stredoslovensky 981 711 636
Vychodoslovensky 714 390 482
Celkem 10510 5213 6 851

*) P = celkovy pocet udastnikii, U = pocet Gsp&$nych fe§iteli.
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Tabulka 4

Prehled poltu ucastnikii I1. kola podle krajii v kategorii D*)

: Kategorie D
S -
Praha-mésto 627 232 480
Stiedodesky 620 313 424
Jihodesky 522 269 289
Zapadocesky 246 121 135
Severocesky 393 175 229
Vychodoc&esky } 533 242 422
Jihomoravsky 636 307 317
Severomoravsky 641 277 371
Zapadoslovensky 678 314 349
Stfedoslovensky 512 268 285
Vychodoslovensky 396 213 250
Celkem 5 804 2731 3551

*) P = pocet vSech ucastnikli, U = pocet uUspé$nych fesiteld.
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nych feSitelt je ponékud niZsi, jen asi 259%,. Podobné je
tomu 1 v kategorii B. Potésitelné je, Ze pfi celkem stejném
poctu ucastnikta II. kola v kategorii C stouplo procento
uspésnych fesiteld nad 509,.

Rovnéz v kategorii D se situace zlepSila, protoZe pii
téméf konstantnim poctu ucastnika II. kola vzrostl pocet
uspésnych fesiteld na 609,.

Pokud jde o slovenské kraje, 1ze konstatovat jisté malé
zlepSeni v kategoriich A, B a C. V kategorii D vSak na
Slovensku vzrostl pocet UCastniki i GspéSnych feSitelt
0 50%,.

Ve vsech kategoriich zaslouZi ocenéni price organizi-
torti soutéZe z Jihomoravského kraje, kde pocty tcastniki
i Gspé$nych fesiteld prevySuji absolutné i relativné vy-
sledky vétSiny ostatnich kraju.

Uspésni resitelé I1. kola obdrZeli Cestnd uznani, byli
odménéni podle pofadi riiznymi vécnymi cenami, zvlasté
studijni literaturou.

Soutézi II. kola v kategoriich B, C a D soutéZ konci;
proto uvedeme poradi deseti nejlepSich uspésSnych
reSitelt II. kola v kategoriich B a C podle jednotlivych
krajt.
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Potadi uspé&snych vesitelit 11. kola
v kategoriich B a C
(Neni-li uvedeno jinak, jde o SVVS a o t¥idu odpovidajici
pfislusné kategorii)

Praha — mésto

B. Pavel Novak, I. ro¢., Stépanska ul.; Jan Fihnrich,
Nad Stolou; Eduard Prandstetter, W. Plecka Petr Kurka,
I. ro&. SPS el., Ptikopy; Milana thova, W. Piecka;
Pavel Kovarik, SPS Zborovska ul.; Ludmila Kohoutova,
Na dlouhém lanu, Ales Prochazka, Velvarskd; Tomas
Wichs a Jifi Zdobnicky, W. Piecka.

C. Petr Dobersky, Milan Chytil, Radovan Gregor a
Jaromir Durdik, vSichni W. Piecka; Ivan Hofejsi a Petr
Krocek, Pripotocni ul.; Jifi Némec, Na dlouhém lanu;
Daniel Brandl U hbenskeho zamku; Jifi Henzler, Na -
dlouhém lanu; Jaroslav Kalous, Stépanska ul.

Stiedocesky kraj

B. Stépin Stary, BeneSov; Jifi Svoboda, Benefov;
Petr Bares, Pfibram; Jaroslav Leder, Votice; Jifina Char-
vatova, BeneSov; ]aroslav Chudécek, Mmchovo Hra-
dist¢; Jan Jagr, Hofovice; Ladlslav Sahét, Ptibram;
FrantiSek Deyl, Cakovice; Ludmila Dvorakovd, Mlada
Boleslav.

C. Jaroslav Bartak, Kladno; Viclav K{iZ a Jarmila Lis4,
Beroun; Jaroslav Podhpsky, Brandys n. L.; Jaroslav Po-
spisil, Mmchovo Hradist¢; Milan Ciha, Rakovmk Véra
Dvoréakova, Pribram; Michael Holan, Kolin; Eva Roz-
toCilova, Beroun; Miloslava ValeSova, BeneSov.
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Jiholesky kraj

B. Vladimir Kurka, Pisek; Jan Mach, Petr Kiiha,
Marie Matouskovd a Josef Vlasak Ceske Budéjovice;
Jan Vandrovec, SPS, Ceské Budé&jovice; Pavel Dvordk,
Pelhfimov; Pavel Petr, Strakonice; Rudolf Losenicky,
Sobéslav. . B

C. Jaromir Jelinek, SPS Tébor; Vaclav Smajel a
Vlasta Vanatova, Ceské Budéjovice ; Pavla Brichova, Sobé-
slav; Jifi Krtek, Ivana Novotni a FrantiSek Mraz, Ceské
Budéjovice; Vit Rybak a Bohumil Janecek, Jindfichav
Hradec; Vaclav Kopacka, Dacice.

Zdpadolesky kraj

B. Jan Nau$, Klatovy; Jan Stépanek, Horazdovice;
Marie Samkova, Blovice.

C. Jifi Vilimovsky a Jan Slavik, Plzeii, ul. Pionyri;
Jan Kastl, Prestice; Jifi Bouzek, Plzen, ul. Pionyru; Pavel
Levy, Ostrov n. Ohfi; Miloslav Zajic, Cheb; Jindfich
Klafa, Ostrov n. Ohti; BoZena Kucerovd, Cheb; Pavel
Wohlmut, Domazlice; FrantiSek Pazdera, Plzen, nam.
Odborar.

Severolesky kraj

B. Ladislav Dvofdk, Tanvald; Karel Hnyk, Liberec;
Josef Fulier, Chomutov; Zdenek Waldhauzer, SPS text.,
Liberec; Petr Volf, Liberec; Stanislava Sulcovs, SPS,
D&in; Viclav Pernikéf, Usti n. Lab. - Skiivany; ]an
Fibir, Teplice; Vaclav HySman, Roudnice n. Lab. ; Miro-
slav Kosina, Jablonec n. N.

C. Jan Miihlstein, Teplice; Stanislav Cais, Litoméfice;
Jaroslav Jindfich, Usti nad Labem, Jateéni; Zden&k Svo-
boda, Déc¢in; Kvéta Munzarova, Duchcov; Jaroslav Jana-
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¢ek a Jana VotiSkova, Usti n. Labem - Skfivany; Jitka
Hejtmankova, Litomeérice; Pavel Vagner a Véra Polakova,
Louny.

Vychodolesky kraj

B. Jindfich Cupal, Ceskd Tiebovd; Jan Rauch, Dvir
Kralové; Jifi Holoubek, HavliCkiiv Brod; Petr Moravec,
J. K. Tyla, Hradec Krélové; Vladimir Svédiroh, Pardu-
bice; Radko Skaloud a Ivo Cap, J. K. Tyla, Hradec
Kralové; Lubo$ Pénicka, Turnov; Jan Klas, Ceska Tte-
bova; Vera Pilcova, Trutnov.

C. Zdena Maskovi, Kostelec n. Orlici; Vladimir Holec,
Rychnov n. Knéznou; Véra Dolenska, SPS text., Jilem-
nice; Jitka Duchackova, Semily; Ivo Kozak, Uplce Te-
rezie Schlikovd, Ji¢in; Viclav Hnik, Turnov, Zdenka
Svobodova, 1. SPS el., Pardubice; Miloslav Hrubes,
Kostelec n. Orlici; Jan Chlebny, Pardubice.

Severomoravsky kraj

B. Roman Kotecky, 1. ro€. Ostrava, Smeralova ul.; Jif
Nejedly, Hranice; Wladyslaw Martynek, Cesky Té&Sin -
pol.; Oldfich Syrovatko, Bruntdl; Vladimir Karések,
Ostrava, Smeralova ul.; Josef Machacek Roznov p. R.;
Jan Pavla, Olomouc—He] ¢in; Roman Némec, Novy ]1c1n,
Jifi Pesl, Valasské Mezifici, Karel Bednatik, Mistek.

C. Zdené¢k Kaslik, Jesenik; Rudolf Lachman, SPSCh
Pierov; Mojmir Simersky, SPS el., Roznov p. R.; Jifi
Svoboda a Helena Kastovskd, Ostrava 1; Milan Stoklasa
a Pavel Tomas, Ostrava-Hladnov; Josef Hlanica, Jesenik;
Tomas Tichy, Ostrava 1; Arno$t Rudek, Poruba.
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Jihomoravsky kraj

B. Pavel Polcar, 9. ro¢. ZDS Velké Mezifi¢i; Bohumir
Stedron, III. roC. Brno, Konévova ul.; Vladlmlr Handlir,
SPS chem., Brno, Vranovska ul.; ]osef Provaznicek,
Vyskov; Stamslav Slouka, SPS el Brno, Leninova;
Zdenék Michalec, Brno, Konévova; Zdenek Slanina, SPS
chem., Brno, Vranovska ul.; Jifi Smerk Kyjov; Zdenék
Dedourek Brno, Konévova; ]1r1 Stejnek, Velké Mezifici.

C. Jan Fiala a Ladislav Chvatal Ttebi¢; Libuse Nova-
kova, Tel¢; Helena Sanova, ]1h1ava Karel Engelsmann,
Brno, Konevova, Ladislav JeZek, SPS el., Brno, Leni-
nova; Zdenék Lenhart, Brno, Lerchova; ]m Loula_Brno,
Konévova 5 Jifi Najbrt, Brno, Lerchova; Karel Svehla,
Brno, Konévova.

Zdpadoslovensky kraj

B. Pavol Holi¢ a FrantiSek Hajnovi¢, Bratislava, Novo-
hradské; T. Hecht, SPS el., Bratislava, Zochova; J. Stei-
ner, Lev1ce, L. Gyorffy a P Sermer, Bratlslava, Novo-
hradskd; M. Durikovi¢ové, Trencin; J. Zakovi¢, SPS el.
Bratlslava, Zochova; R. V1r51k0va, Bratislava, Novo-
hradska.

C. Ivan Mikulecky, Bratislava, Novohradskad; Emilia
Pridalova, Bratislava, Vazovova; Michal Tvrdon, Martin
Machacek, Gejza Wimmer a Milan Zirko, Bratislava,
Novohradska; Viktor Suster, Vojenskd Skola J. Zizky,
Bratislava; Jozef Kolesar a Branislav VaSicka, Bratislava,
Vazovova; Jan Rucka, SPS el., Bratislava, Zochova.

Stitedoslovensky kraj

B. Anna Vojta"skové; Liptovsky Mikulas; Lubomir
Vliéek, Brezno; Ivan Dusa, Prievidza; Emilia Mikulaso-
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vd, Prievidza; Kristidn Chovanec, Turcianske Teplice:
Eva Bombov4, Ruzomberok; Dusan Cupka, Liptovsky
Mkulas$; Anna Kavacka, Kysucke Nové Mesto; Ludovit
Sipos, Zvolen

C. Marian Furik, Zvolen; Stefan Kroslak, Ziar nad
Hronom; Jan Svoren a Erik Wiszt, Banska Bystrica;
Lubor Adamec, Zvolen; Zuzana Farbakyova, Martin;
Rudolf Lukac¢ka, SPS, Banské Bystrica; Sabina Sitdrova,
Turcianske Teplice; Vladlmlr Stépanek, Liptovsky Hra-
dok; Danica Durcové, Prievidza.

Vychodoslovensky kraj

B. FrantiSek Cizmarik, Pre$ov; Miroslav Germuska,
Bardejov; Stefan Gaspar, Bardejov; Robert Vittek, Bar-
dejov; Stanislav Jendrol a Ludovit Parilak, Stropkov;
Anton Tomko, SPS stroj. a elektr., KoSice; Martin
Fronc, Kosice, Srobarova.

C. Blanka Rossenauerovd, Kogice, Srobirova; Sta-
nislav Paluch, PreSov; Jozef Studenovsky, Kosice, Ko-
vacska; Ladlslav Madarasz, SPS stroj. a elektr. Kosice;
Alice P1r1cka, Kosice, Kovadska; Vincent Soltés, Barde-
jov; Alojz Komjaty, Stropkov; Martm Lucky, SPS geol.
a hut., Sp. Nova Ves; Juraj Taka¢, Kosice, Srobarova ul.;
Ladislav Podoldk, SPS stroj. a elektr., Kosice.

3. kolo. Situace v III. kole se jevi v XIV. ro¢niku MO
priznivéjsi nez v ro¢niku XII. a XIIIL.; ze 152 uspesnych
reditela II. kola bylo totiZz moZné vybrat nejvyssi pfi-
pustny pocet ucastnika III. kola — tj. 80 Zdka. Z téchto
acastnikd vyslo 39 uspé$nych fesitelti; z nich prvnich 20
jsou tzv. vitézové III. kola. Je to vysledek na prvni pohled
sluSny. Ale pokud jde o kvalitu Gsp&nych fesitela III.
kola kategorie A, mdme dosti objektivni kritérium, které
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niam chybi u ostatnich kategorii je to provérka zpra-

vidla prvnich osmi vitézt IIl.:kola v mezinarodni mate-
matické olymplade A tu se opét letos ukézalo, e n&ktefi
predni vitézové naseho III. kola se dobfe neumistili. To
jednak muZze znamenat, Ze vybér reprezentanti pro mezi-
narodni matematickou olympiddu pomoci III. kola do-
maci olympiddy neni nejvhodnéjsi, jednak ovSem to na-
znacuje, Ze nase naroky na vitéze celostdtniho kola nejsou
v mezindrodnim méfitku dosti vysoké. Pozoruhodné je, -
jak nevalné se umistili v III. kole Zaci specialnich tfid,
zejména specidlni tfidy prazské. Musime znovu opakovat
tvrzeni z brozury o XIII. ro¢niku MO, totiZ Ze prozatim
specialni tfidy nesplnily nadéje v né kladené; vina bude
asi CasteCné ve vybéru zakd, v jejich Casovém pretiZeni,
ale Castené i v praci ucitelu.

Otdzky naplné III. kola, jakoz i Casového rozvrZzeni a
naplné ostatnich kol projednalo dvoudenni zasedani
ustfedniho vyboru MO v Brné dne 9. a 10. listopadu
1965. Je tfeba vyckat, zda se pfislu$nad usneseni ustred-
niho vyboru MO projevi priznivé v XVI. rocniku
soutéze.

SEZNAM VITEZU III. KOLA XIV. ROCNIKU
MATEMATICKE OLYMPIADY

1. a 2.
Jura Charvdt, 3. roC. SVVS Pribor
Milan Stédry, 3. ro¢. SVVS, Chotébot

3. az 7.
Fan Brodsky, 3. ro¢. SVVS, Brno_Konévova ul.
Tamara Marcisovd, 3. ro¢. SVS, Bratislava, Novo-
hradska
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Pavel Novotny, 2. roc. SVVS, Olomouc-Hej¢in, Tom-
kova 45
Dawid Preiss, 3. roc. SVVSV Novika, Jindfichtiv Hradec
Bohus§ Sivdk, 8. roé. 1. ZDS Zvolen, Jilemnického 1813
8. a 9.
Miroslav Reznilek, 3. ro¢. SVVS J. K. Tyla, Hradec
Kralové B
Ludék Zajicek, 3. ro¢. SVVS Ostrava 4, Chrjukinova ul.
10. az 12.
Jan Hrnicko, 3. rocC. SVVS Skute¢, Komenského ndm.
Viadimir Loula, 3. ro¢. SVVS Nové StraSeci, okr.
Rakovnik _
Viadimir Sigmund, 4. ro¢. SPSS, Praha 1, Masna
13. az 16.
Jii HandliF, 3. ro&. SPSE Brno, Leninova
Karel Henc, 3. ro¢. SVVS Brno, Konévova
Peter Mederly, 2. ro¢. SVS, Prievidza-sidlisko
]m Rort, SPSH, Kladno
17. az 20.
Pavel Holan, 3. rocC. SVVS] K. Tyla, Hradec Kralové
Josef Mlcek, 3. ro¢. SVVS Piibor, okr. Novy Ji¢in
Fan Pallag, 3. ro¢. SVS, mad., Komarno
Firt Snétivy, SPSS leerec I, Lemnova
(Spole¢nd mista uvadime v abecednlm poradku.)
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III. Piipravné ulohy (texty)

1. Kategorie A

1. Dekadicky zapis prirozeného Cisla a dekadicky zapis
jeho paté mocniny kondi touZz cifrou. Dokazte.

2. Soucet Ctverct nad stranami rovnobéZniku je roven
soutu Ctverctt nad jeho thlopfickami. DokaZte.

3. V oboru realnych cisel feste rovnici

(@b x* — 2@ +b)x*+a>*—b>2=0
o neznamé x, kde a, b jsou dand redlnd Cisla. Stanovte

podminku fesitelnosti vzhledem k Cislim a, b.
4. Reste rovnici

cos 2x -+ sin 2x = VZ CoS X .

5. V roviné jsou dany vedlejsi thly <t MON, <t NOP
a uvnitf thlu <¢ NOP je dan bod Q.

Bodem Q vedte pfimku, ktera s polopfimkami OM,
ON omezuje trojuhelnik, jehoZz obvod je roven danému
kladnému dcislu 2s.

6. Jsou-li a, b takovd dvé komplexni &isla, Ze soucet

a + b je redlné kladné Cislo a Ze plati @ +a > b + b
potom plati |a|? > |b%2. Dokazte. (Poznimka: a znad
Cislo komplexné sdruZené k Cislu a.)

2. Kategorie B

1. Reste soustavu rovnic
x=a+ky, y=0+kz, z=c+ kx
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o neznamych x, y, 2. Provedte diskusi feSitelnosti vzhle-
dem k danym realnym cislam a, b, ¢, k.

2. Udejte velikosti vnitfnich thld trojahelniku, ktery
ma tyto vlastnosti: vy$ka a téZnice pfi jednom vrcholu
trojuhelniku déli thel trojahelniku na tfi shodné thly.

3. V roviné pravouhlych soufadnic x, y zndzornéte
mnozinu vSech bodu [x,y], jejichz soutadnice spliuji
rovnici y = |/(I + x)[1 — x|, a déle mnoZinu viech bodt
[x, ¥], jejichZ soutadnice spliiuji rovniciy + x = [y — x|.
Vypoctem pak feSte soustavu rovnic

y=JT+nT ==+, y+x=Iy—4.

4. Kazdé dvé z hran OA4, OB, OC (tyisténu OABC
stoji navzajem kolmo. DokaZte, Ze potom druhd mocnina
obsahu stény ABC je rovna souctu druhych mocnin
obsaht zbyvajicich tfi stén.

5. V roviné je ddna kruZnice % a na ni bod A.

Dvéma odliSnymi metodami feSte tulohu: Sestrojte
trojuhelnik ABC vepsany kruZnici % tak, aby thly <t CAB,
X ABC mély dané velikosti. Udejte podminky feSitel-
nosti. _

6. ReSte nerovnost

1 1
= — = 1.
x—|—]/x+x—]/x—

3. Kategorie C

1. Dokazte, Ze vyraz
a? . x2 i b2 ’
(@—ba—x) @—a@x—>b @G—a@—7x
pokud ma smysl, nezavisi na Cisle x.
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2. Je déna polorovina ABP a uvnitf tseCky 4B je
dan bod M. Dale je dan uhel velikosti y.

V poloroviné ABP sestrojte trojuhelnik ABC takovy,
aby thel <tBCA = y a aby osa tohoto thlu prochizela
bodem M.

3. V roviné pravouhlych soufadnic [x, y] sestrojte graf
funkce
y=Ix+2 —|x—2|.
4. Zlomek
7" + 1
3n 41’
kde # je liché pfirozené Cislo, lze vidy kratit Cislem 4.
Dokazte.

5. ZmenSime-li polomér i vySku rotacniho kuZele
0 P %, o kolik procent se zméni jeho objem?

6. V roviné¢ je ddna kruZnice k= (S;r) a bod 4,
jehoZ vzdalenost od stfedu S je v < r.

Bodem A vedte pfimku, ktera od kruZnice 2 oddéli
Ctvrtkruznici. Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem
k Cislum r, o.

4. Kategorie D

1. Tahem krale na $achovnici rozuméjme tah ze zvole-
ného pole na nékteré pole k nému sousedni (az 8 moz-
nosti); pfitom tah z pole 4 na pole B je jiny neZ tah
z pole B na pole 4.

Kolik takovych tahii lze na prazdné Sachovnici udélat?

2. Je déna pfimka AP a mimo ni bod B; dale je ddna
usecka délky d. Na polopfimce AP sestrojte bod X takovy,
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Ze plati vztah
AX +BX =d.

Rozhodnéte o fesitelnosti tlohy.

3. V roviné jsou dany dvé kruZnice 2, = (S;; 10 cm),
ky = (8,3 10 cm), kde §,;S, = 10 cm.

Vypoctéte délku x poloméru kruZznice, kterd ma s kaz-
dou z danych kruZnic vnitfni dotyk a vedle toho se dotyka
pfimky S,S,; na zakladé vypoctu provedte konstrukci.

4. Dokazte, Ze:

a) 37 4 77 je délitelné deseti, aniZ mocniny pocitate.*)

b) 20 1937 + 3 0277 je délitelné Cislem 270.

5. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC se za-
kladnou AB, jestlize je déno:

- a) Soulet zdkladny a jednoho ramena a dale thel
pfi zakladné. (Pokyn. UvaZujte trojuhelnik BCD, kde
D je bod poloptimky CA a plati CD = AB + AC).

b) Rozdil ramena a zdkladny (v tomto poradi) a déle
je dan uhel proti zdkladné. (Pokyn. Vyhledejte vhodny
pomocny trojuhelnik.)

6. Najdéte vSechna Cisla p, pro ktera zlomek
Gp—27—(2p— 3
(2p — 17— (3p — 47

nema smysl. Pak vypoctéte vSechna Cisla p, pro ktera je
zlomek roven nule.

*) Sledujte jen jednotky mocnin 32%, 33, ..., 7%, 7%, ... v jejich
dekadickych zipisech.

>
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IV. ReSeni uloh ze soutéze

1. Ulohy I. kola kategorie A

1. Vypoctéte soucet vSech moznych soucint xy, jejichz
Cinitelé x, y jsou navzdjem raznd Cisla vybrand z pfi-
rozenych cisel 1, 2, ..., n, kde 7 je dané prirozené Cislo.
[Lze uzit vzorce: 12 4 22 4 ... + n* =

— a1

ResSeni. Oznacme S hledany soucet a dale
s5=14+2+ ... 4+n, s5=124+22+4 ... + n?.
Vime, Ze je

-slzén(n—l— D, s :%n(n+ D@2n-+1), (1)

coz lze ovéfit matematickou indukci. Zfejmé plati vztah

si=s, + 28,
z Cehoz

1
S=—(s2 — .
2(5 S3)

Dosadme sem z (1); dostdvame postupné

171 , 1 B
SZE[Zn(n+1) 6n(n+1)(2n+;)]

- Elin(n + )G —n—2)= 21—4n(n+1) (n —1) 3n+2).

Tim je Cislo S nalezeno.
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2. Je dany rovnostranny trojuholnik ABC so stranou
dlzky 1; M je stred strany AB. Do tromholmka ABC
je vpisany rovnostranny trojuholnik XYZ tak, Ze body
X, Y, Z lezia po rade vo vnutri stran BC, CA, AB a tak,
Ze tseCky XZ, CM maju spolo¢ny bod U.

a) Vyjadrite vzdialenost MU pomocou vzdialenosti

Z

b) Dokazte, Ze bod U kazdého z trojuholnikov XYZ
leZi na uréitej asetke MN, ktord méa dizku é CM.

c
|
Y H
|
i
| X
N 1
Yy vf”ﬁi
A,z ™ X, 8
2k N
Obr. 1

RieSenie (obr. 1). a) Vzdialenost bodov M, Z oznac-
me x, vzdialenost bodov M, U oznalme v a < XZB
ozna¢me ¢. Potom pre trojuholniky ZXB, XYZ plati, Ze

XZXB =120°— ¢, XYXC = 180° — 60° —
—(120° —¢) = ¢.

AZXB ~ NXYC (usu),

Je teda
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takze
ZB = XC, AZ = AB — ZB = BC — XC = BX =

=5 =%
Cyklickou zdmenou dostaneme BX = CY, t.j.

AZ=BX:CY:%—x.

Oznatme X, pitu kolmice vedenej bodom X k strane
AB. Bod X, nalezi tiseCke MB. Plati

XX, = BX sin 60° = (% - x)]/; , 2)
MX, = MB — BX, = MB — BXcos 60° = % + —;—x. 3)
Pomocou vztahu (3) dostivame
1 1 3 1
ZX, = x ——]~hx)=-x —. 4
1= e (4 2¥) 72", @)

Z rovnolahlosti trojuholnikov ZUM, ZXX, dostaneme
‘U:x: XXl:le.
Stadial pomocou vztahov (2) a (4) po Gprave dostavame

V36(1 — 2x) , (5)
x + 1

pricom x prebieha interval 0 = x < %

b) Mame urlit maximum funkcie (5). DokdZeme, Ze
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9 9 2,
v = V—§ Cize
1
x(1—22) 5 _ )3 1
— 2 > 1= < e
6x+1V3:18, kde 0=x < (6)
Vynasobenim prvej nerovnosti kladnym cislom Mjl)
dostdvame po kratkej uprave, Ze nutne plati
36x2 — 12x +1 =0
Cize
(6x —12=0. )
Nerovnost (7) plati jedine pre x = % Cislo x = 3
spltiuje pritom nerovnost (6) a z rovnosti (5) pre x = %
dostaneme prave v = 12 . Bod Z pre x = _lezi v tretine

18 6 5
useCky AB a prislu$ny bod U ma od M vzdialenost V

Tym je rieSenie tlohy prevedené.
3. Je dana funkce proménné x
y=x*—4|x—1] —p,
kde p je parametr.

Urcete p tak, aby pfisluSnd funkce nabyla hodnoty 1
pravé pro tfi rizné hodnoty x.

ReSeni. Oznaéme x, < x, < x, hledané t¥i hodnoty
nezavisle proménné x, pro které ma dana funkce hodnotu
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y = 1. Vzhledem k dané funkci (1) rozeznivejme dvé
moznosti, podle toho, je-lii x =< 1 nebo je-li x = 1.
Pro x = 1 funkce (1) zni

y=2 4 dx—4—p; @)
pro x = 1 funkce (1) zni
y=x>—4x+4—p. (3)

Jsou zfejmé jen tfi moznosti [1], [2] a [3]:

Pripad [1]. Funkce (2) nabyva pro x = x;, x = X,
hodnoty y = 1, kde x; = 1, x, < 1. Pak ovSem funkce
(3) nabyva hodnoty y = 1 pro jediné x = x5 = 1, tj.
plati [viz (3)] 1 = x* — 4x 4+ 4 — p neboli x* — 4x +
+ 3 — p = 0; tato kvadratickd rovnice musi mit jediny
kofen, tj. jeji diskriminant 4[4 — (3 — p)] musi byt roven
nule. Odtud plyne, Ze je nutné

p=—1.
Funkce (3) pak zni
y=x2—4x+5
a pro y=1 dostaneme x®* — 4x +4 =0 neboli
(x — 2)2 = 0; odtud plyne
x5 = 2; 4)

to je Cislo z intervalu x = 1. Pro x = x; je skuteCné
y=1

Nyni zjistime, zda existuji Cisla x;, x,, pro funkci (2)

a pro parametr p = —1 takovd, Ze pro n¢ je hodnota
funkce y = 1. Funkce (2) zni
y=x*+4x — 3 5)

a pro y = 1 dostdvdme rovnici x> 4 4x — 4 = 0, jejiZ
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kofeny jsou - B
x=—2—=2)2=—=2(2+1),
x,=—24+2)2=2(2—-1)<2.05=1;
ob¢ navzijem ruzna Cisla x;, x, jsou skuteCné mensi
nez 1. Po dosazeni x = x;, x = x, do pravé strany (5)
dostaneme (Cti zaroveni horni anebo dolni znaménka)
(—2 222 +4(—24+2)2)—3=12F8|2—8 +
+8)2—-3=1,
tj. y = 1. Tim je pfipad [1] vySetfen; hledand Cisla jsou
dana vztahy (6), (4).
Pripad [2]. Funkce (2) nabyva hodnoty y =1 pro
jediné x = x;, = 1 a funkce (3) pro dvé Cisla x = x,,
X =13 % =1, x3=1. Pro y=1 ze (2) dostaneme

rovnici

2 +4—GB5+p) =0
o0 neznamé x, kterd musi mit jediny (redlny) kofen; jeji
diskriminant 4[4 + (5 + p)] musi byt roven nule, tedy

(6)

p=-—9.
Funkce (2) tedy zni
y=x*4+4x+5 (7
a pro y = 1 odtud plyne (x + 2)? = 0, neboli
xl . _2;

pro x = x, je hodnota funkce (7) skute¢né y = 1.
Pro p = —9 funkce (3) zni

y=x*—4x + 13. (8)
Tu pro y =1 dostavdme rovnici x* — 4x + 12 = 0,
jejiz diskriminant je zfejmé zdporny a pfipad [2] nevede
k reSeni.
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Ptipad [3]. Zjistime je$té, zda funkce (2) a (3) mohou
nabyt soucasné pro x = x; = 1 hodnoty y = 1. V tomto
pfipadé pak funkce (2) nabude hodnoty y = 1 pro jisté
X = x, = 1 a rovnéZ funkce (3) nabude hodnoty y =1
pro jisté x = x3 = 1.

Dosadme tedy y = 1 a x = 1 napf. do vztahu (2);
dostaneme rovnici pro p:

l1=1+4.1—4—p,
tj.
p=20.
Pro p = 0 a y = 1 dostaneme ze vztahu (2) rovnici
l=x*+4x— 4.
- Kofeny této rovnice jsou olekdvané x;, = 1 a dale
X, = —5, tj. Cislo mensi nez 1.

Dosazenim p = 0 a y = 1 do vztahu (3) dostaneme

rovnici

1l=x%2—4x + 4.

Obr. 2
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RovnéZ tato rovnice ma kofen x;, = 1 a dal$i kofen
%Xy = 3, tj. Cislo vét$i nez 1. Tedy i pfipad [3] pro
p = 0 vede k feSeni ulohy (obr. 2).

Zavér. Hledané hodnoty parametru jsou p =0 a
p=—L ~

4. Mistnost méa tvar krychle ABCDA'B'C’D’ o hrané
délky 1. Oznatme M stied stény BCC'B’. Svitici bod
probihd télesovou uhlopficku DB’. Pritom se vrZeny
stin usecky AM pohybuje a probihd postupné jistou Cast
stén a podlahy mistnosti.

Vysetite, z kterych obrazct se tato cast skladd, a roz-
hodnéte, zda jeji obsah je vétSi nez obsah podlahy
mistnosti.

ReSeni. Situace je patrna z obr. 3. Nejprve dokiZeme,
Ze se useCky BD', AM protinaji v bodé, ktery oznacime P.

) (0
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/
/
!
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/
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-
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Skute¢né tseCky AM, BD' jsou uhlopfickami lichobéz-
niku AD'MB a protinaji se v bodé P, ktery naleZi vnitiku
kaZ?dé z nich. VrZeny stin usecky AM padne bud na pfedni
a pravou sténu krychle (tj. ABB’A’ a BCC'B’), nebo
na dolni a pravoy sténu (tj. ABCD a BCC'B’); v prvnim
pripad¢ se stin ldme na hrané BB’, ve druhém na hrané
BC. Pfechodnym pfipadem je situace, kdy svitici bod X
splyva se stfedem X, seCky DB’ a kdy stinem jsou usecky
AB, BM; tu je bod B vrZenym stinem pruseCiku P
usetek AM, BD’. Bod P hraje v uloze duleZitou roli
pro kteroukoli polohu bodu X na tiseCce DB’; oznacime Y
bod, ktery je vrzenym stinem bodu P z bodu X na povrch
krychle.

a) Bod Y padne na usecku BB’ v ptipadé, Ze X je bodem
usecky X,D; b) bod Y padne na useCku BD v piipadé,
7e X' je bodem tseCky X,B’

Ptipad a). Vrieny stin bodu P pro pfipad, Ze je svitici
bod X = D, oznaCme Q; leZi v roviné PADM, a protoZe
jsou stény ADD A', BCC'B’ rovnobéZné, jsou rovno-
bézné i prusecmce AD MO rovmy PADM s obéma
témito sténami. ProtoZe M je stfed stény BCC’'B’, plyne
odtud, %e Q je stfedem tse¢ky BB'.

Pohybuje-li se bod X z bodu D do X, pohybuje se
bod Y z bodu Q do B; pro X = X, je Y = B. Lomené
cary AYM pokryji tedy v rovinach ABB’, BCC’ troj-
thelniky ABQ a BMQ.

Pfipad b). VrZeny stin Y’ bodu P pro pfipad, Ze
svitici bod X’ nileZi tiseCce X,B’, padne do usecky BR,
kde R je vrzeny stin bodu P pro pfipad, Ze je X' = B/,
tj. R je prusecik uhlopficek AC, BD stény ABCD.
V tomto pfipadé je stinem lomend ¢dra AM'M, kde M’
je prusecik pfimek AY’, BC. Tyto lomené Ciry v rovi-
nich ABC, BCC’ pokryji trojuhelniky ABC a BCM;
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v roviné¢ BCC’ dostaneme celkem lichobéZnik BCMQ
(viz pfipad a).

Obsah ctverce ABCD je 1 (plosnych jednotek); troj-
uhelniky ABQ, BMQ, BCM, ABC maji po fadé¢ obsahy
1 1 11 .9 R N
4° g 4> 5> dsoutet o téchto obsahu je vétsi nez 1.

5. Je dan rovnostranny trojahelnik ABC o strané délky
a. Déle jsou diny dva kruhy K;, K, se stfedy A, B a
o polomérech 1 a kruh K; se sttedem C a o poloméru
r= —% Bod M je takovy bod trojihelniku ABC, ze kterého
je vidét kruhy K, K,, K; pod zornymi uhly téZe veli-
kosti.

Vypoctéte vzdalenosti MA, MB, MC a provedte
diskusi vzhledem k cislu a.

ReSeni. a) Oznaleni je patrné z obr. 4a. Je-li bod M
feSenim dulohy, je
ANAME ~ ANCMG ,
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nebot
X MEA = << MGC = 90°, <XAME =

=§:CMG=%w.

Odtud plyne
AM  AE
CM  CG
Dile je podle véty suu
NAME ~ NBMF ,

(1

v AM = BM . @)
Oznalime-li AM = x, je podle (1), (2)
AM — BM — x, CM:%x. @)
UZijeme kosinové véty na trojihelnik ACM; vyjde
x2=i~x2+a2-—2.%x.a.cos30°; 3)

je totiz LACM = 30°, nebot bod M lezi podle (2) na
ose usecky AB. Upravou vztahu (3) dostaneme pro ne-
znamou x kvadratickou rovnici
3x2 4 2ax]/3 — 4a2 = 0. (4)
Jeji diskriminant D = 60a? je kladné Cislo. Kofeny rov-
nice (4) jsou
N —2a.)3 +2.)/15a i]/s—l 5
6 I3
Zaporny koren (5) nemuZe byt feSenim ulohy, zbyva
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tedy jediné moZné feSeni

]/5;1 a. (6)

Tim je ukoncen rozbor ulohy.

b) Sestrojime rovnoramenny trojuhelnik ABM tak, aby
platilo (2'), kde x je dano vzorcem (6), a aby bod M
leZel v poloroviné ABC. Je to moZné, nebot plati 2x > a,
jak se snadno pfesvédéime timto vypoctem: z nerovnosti

/5 —1
2. ——a >a 7
E ™)
vyplyva postupné

2(J5-1) >3,
J20 >2 +J3.
Posledni nerovnost je pravdivé, nebot je |/20 > 4 > 2 4

+ V3_ ;5 obrdacenim postupu pak dostaneme nerovnost (7).
Bod M takto sestrojeny padne dovnitf trojuhelniku
ABC, nebot je

1/5]/—5 l.a:VL;_l.aygzlE;_V?a<
416
<“

3

Bod M padne vné kruZnic &, k, (a tudiz i vné k3),
pravé tehdy, plati-li x > 1, neboli podle (6)

)5 -1
I3

x —

ca=0,8qa <a.

a>1,
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tj. plati-li

Obr. 4b

Plati-li nerovnost (8), je bod M feSenim ulohy, a to
jedinym, jak vyplyva z obraceni postupu.

Nerovnost (8) je tedy podminkou feSitelnosti ulohy.
Konstrukci ukazuje obr. 4b.

6. Najdéte vSechna Cisla x, pro néZ plati nerovnosti
0<x<2m, (1)
cos 2x = tg (in — x) : 2)
4
Reseni. a) Pfedpokladejme nejprve, %e x # %n, %n,
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%n a %n. Je-li x feSenim, pak z nerovnosti (2) postupné

plyne
2cos?x — 1 = I1—tgx 5 )
1 +tgx
2 1> l__tg_’f
1 4 tg2x T 1l4tgx

l—tgzx l—tgx
1+ tg2x l—|—tgx
(1 — g1 +gx?—A+1g2)] -,
(1 + tg*x) (1 + tg x) o
tg x -l_tngO,
1 +tg>x 14+tgx

tgxtg(—i—n—x)go, 2"

nebot pro x razné od - wjel +tg’x >0.

TC, 2
Jsou dvé moZnosti, ]ak splnit (2'), a tim i (2'):
Pripad [1]. Necht zaroven plati

g(4n—x)>o, 3)
tgx=0. )
Ze (4) pro x vzhledem k (1) dostdvame intervaly
/0_1) ’ 3). 4
%5 ), \TC, > T 4"
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Misto (3) piSme tg (x — %n) = 0; tento vztah bez

ohledu na (1) plati pravé tehdy, je-li

1 1
—nmtnmm<x——7n <1+ nrx
2 4 + P

kde #z je libovolné celé Cislo [které dodate¢né omezime

pozadavkem (1)]. Odtud
%ﬂ:—l—n‘rt <x g%n—[—nn.

Omezme 7 vzhledem k pozadavku (1):
Pro n = —1 jiz se zfetelem k (1) dostdvame

0§x§ln.
4

Pro n = 0 mame

2n<x§£n.
4 4

Pro n = 1 vzhledem k (1) je
l'rc <x =2m.
4
Spole&né &asti intervalti (4') a (6) a% (6”") jsou

(o4 (o3

Pripad [2]. Neclt plati zaroven

1
tg(zﬂ:'—‘x)go,

tgx =0.
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Z (8) plynou intervaly
1 3 ,
(En, TC> 5 (51‘:, 27t> . 8"

Misto (7) piSme tg (x - %TC) =0, a tedy bez zfetele
k (1) je

n'n:éx—ln <%7t—]—mr,

kde n je libovolné celé Cislo; odtud dostdvame
l7':—1—1171:<x<27c—i—n7t
4 - 4 ’

Volba cisla 7 je omezena poZadavkem (1); jsou tyto dvé
moZnosti:
Pro n = 0 dostdvame

1 3

—n = x <73 9

47'5 4 5 ()
pron =1

ot ©)

4 4

Spole¢né ¢asti intervala (8') a (9), (9) jsou:

1 3 3 7
A tvy T 5 D '- . 9”
(2'rt 4Tt) (2717, 471) 9
3

b) Pfedem jsme vyloucili pfipady x = %n,%n,zm

%n; prvni dvé hodnoty vSak vyhovuji (1) a (2), dalsi
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dvé nikoli. Dostavame tedy intervaly

Goi) el o
Pro Cisla x z intervala (6"), (9”) 1ze postup obratit, takze
(6""), (9”) jsou vSechna poZadovani feSeni ulohy.
Jiné feSeni. Dany vztah (2) upravujme takto:
1 —tgx
1+ tgx ’

Cos X — sin x

cos 2x = (10)

cos 2x = - s
cos x + sin x

cos 2x = (cos x — sin x)? (11)
~ cos?x — sin%x

1 — sin%x

Ccos 2x = 12
(12)

cos?x
Upravy byly provedeny za ptedpokladu, Ze je x rzné
od cisel
1 3 g 1 3 5 17
—ETCJ ETC [VIZ (10)], ZTC, ZTE, ZTC, ZTC 5 (13)

kterd az na %n, %n vyhovuji (2).
Nerovnost (12) 1ze splnit dvéma zpusoby:
Pripad [1]. Necht je cos 2x > 0; pak ze (12) plyne
postupné
cos*2x = 1 — sin 2x ,

sin 2x (1 — sin2x) = 0.
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Druhy (¢initel vlevo je vidy nezdporny a mime tedy
celkem pozadavky

sin2x =0, cos2x >0.
Ty plati pii libovolném celém z pro x z intervala

n.2n§2x<%7c—|—n.2n
neboli

nmw=x < :11~71: + nrw.
Vzhledem k (1) jsou moZné tyto dvé volby Cisla n:
pro n = 0 mame
0

IA

X << —m;

NG

pron =1

n§x<£n.
4

Piipojime-li pfipustné hodnoty z (13), obdrzime intervaly

Gioei> o

Pripad [2]. Necht je cos 2x < 0; pak ze (12) postupné
plyne .
cos?2x = 1 — sin 2x,

sin 2x (1 — sin2x) <0,

kde druhy Cdinitel vlevo je nezdporny, a tudiz celkem
sin2x =0, cos2x < 0.

Ty plati pfi libovolném celém » pro x z intervalt

ﬁ+n.2n§2x<%n+n.2n :
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neboli

1 3
-+ = x <—n+ nxw.
2 4

Vzhledem k poZadavku (1) jsou moZné tyto volby Cisla #:

pro » = 0 mame
l7t§x<—7'r;
4
pro n =1

37t§x<l7t.
2 4

Podle poznamky k (13) ¢isla i}n, %TC vskutku nevyhovuji

~ (1) a tak dostdvame intervaly

1 3 3 7
<-2—Tc, ZTC) s <57c, Zﬂ:) . (15)
Postup lze pro Cisla x z intervali (14), (15), pokud jsou
riznd od Cisel (13), obratit. Tim jsou tedy nalezena vSechna
feSeni.
2. Ulohy II kola kategorie A

1. RieSte nerovnost

3cotgx—]/§tgxg3—]/§. (1)
RieSenie. AKk x je rieSenim nerovnosti (1), je nutne
xEk.90°, (2)

kde % je ITubovolné celé Cislo. Upravujme postupne ne-
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rovnost (1) pre x, ktoré je jej rieSenim:
2 (1—g+30-gn =0,
tg x v

(1—1tgx)- (g +13) 2o,
3(1 — tgx).(cotngr%]/E)go,

(1 —tgx).(cotgx—}—%]/g) =0. (3)
RozliSujme teraz dve moZnosti (v dalSom je z Tubovolné
celé cislo):

Pripad [1] Nech obidva Cinitele nalavej strane vztahu
(3) st nezaporné, t. j.

tgx =1, cotgx = —%V?.

Musi teda sucasne platit jednak [vzhladom na (2)]
jedna z nerovnosti

n.180° < x < 45° 4+ n . 180°,
90° 4 n . 180° < x < 180° + n . 180°

a jednak jedna z nerovnosti

n.180° <x < 90° 4 n. 180°,
90° + n . 180° <x =< 120° + n. 180°.
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Spolo¢né cCasti tychto intervalov su (pozri obr. 5 pre
n=0):

n.180° < x < 45° + n.180°,

90° +n.180° < x < 120° + n . 180°. (4)
o0 e 90° 120° 13003
Obr. 5

Pripad [2]. Nech oba cinitele na lavej strane vztahu
(3) st nekladné, t. j. tgx = 1, cotg x = — %V? Musi
teda platit jednak [vzhladom na (2)] nerovnost

45° + n . 180° < x << 90° 4 n . 180°
a sucasne nerovnost
120° 4+ 7. 180° < x << 180° + n . 180°.

Tieto dva intervaly vSak nemaji spolocnu Cast.

Od disla x daného niektorou z nerovnosti (4) moZno
prejst obritenim postupu k (1). Vztahom (4) su teda
dané vSetky rieSenia danej nerovnosti.

2. V roviné je din rovnoramenny pravouhly trojahelnik
ABC s pteponou AB. Vysetite mnozinu vSech vrchola Z
rovnostrannych trojuhelniktt XYZ, které vzniknou, kdyz
bod X probihd vnitfek tsecky CA, bod Y probihd vnitrek
useCky CB a polorovina X YZ obsahuje bod C.

Reseni (obr. 6). Zvolme pevny bod X mezi body A,
C a necht je XYZ jeden z trojahelnikti, ktery spliuje
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podminky ulohy. Pak bod Z vznikne otoCenim bodu Y
kolem X o thel velikosti 60°v ziporném smyslu (viz

B

obr. 6). Probiha-li bod Y vnitfek tsecky BC, probihd
bod Z vnitfek usecky T U, kterd vznikne otoCenim tiseCky
CB kolem X o uhel velikosti 60° v zdporném smyslu.
Bod T vznikne tedy otocenim bodu C kolem X o uhel
velikosti 60° v zaporném smyslu, tj. bod T je vrcholem
rovnostranného trojuhelniku XCT, leziciho vné troj-
thelniku ABC.

Probihd-li nyni bod X vnitfek useCky AC, probihd
bod T vnitiek tsecky CD; pfitom D je vrchol rovno-
stranného trojahelniku ACD sestrojené¢ho v poloroviné
opacne K poloroving€ ACB (obr. 7). UseCky TU jsou
navzijem rovnobé&Zné (je TU 1 XT/|AD) a lezi viechny
v poloroviné opacné k CDA. Vsechny usecky TU vyplni
kosoCtverec CDEF; jeho strany DE a CF vznikly po
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fadé otoCenim usecky CB kolem stfedd A, C o uhel
velikosti 60° v zdporném smyslu. Hledany utvar, vy-
plnény vrcholy Z, je tedy vnitfek kosoctverce CDEF.

B

“““

Obr. 7

3. Uvnitf kvadru o danych rozmérech a, b, ¢ zvolme
bod M a sestrojme jeho obrazy v soumérnostech vzhledem
k rovinam, ve kterych leZi stény daného kvadru. ObdrZime
tak 6 vrchold osmisténu, ktery ma pravé tfi navzajem
kolmé télesové uhlopricky.

Vypoctéte objem tohoto osmisténu i objem télesa, které
je spoleCnou Casti osmisténu a daného kvadru. Dokazte,
Ze oba tyto objemy nezavisi na volbé bodu M.

ReSeni. I. UvaZujme tfi navzidjem kolmé roviny stén
kvadru (obr. 8), které jdou bodem A’, a oznalme vzda-
lenosti bodu M od téchto stén x, y, = (leva, pfedni, horni
sténa), coZ jsou kladna ¢isla. Jsou-li @ = AB, b = AD,
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¢ = AA’ rozméry kvadru, pak a — x, b — y, ¢ — 2 jsou
vzdalenosti bodu M od rovin stén kvadru (pravé, zadni,
dolni) jdoucich bodem C. Ozname M, ..., M, obrazy
bodu M v uvaZovanych rovinovych soumérnostech, a to

) c
]
A
1
[
A 3 /! 2 f
P
,L,' L M
A
4 P I
I
/
/
/
/
A 8

Obr. 8

M,, M,, M, podle stén levé, pfedni a horni, jdoucich
bodem A’, a M,, M, M podle stén pravé, zadni a dolni,
jdoucich bodem Cj; jsou tedy M, M,, M,M;, MM, téle-
sové Uhlopricky vzniklého osmisténu. Plati
MM, = 2x, MM, = 2y, MM, = 2z,

MM, = 2(a — x), MM; = 2(b — y), MMy = 2(c — 2);
tedy
M1M4 . 2x + 2(a — x) S 2a, M2M5 — 26, M3M6 — 26.

Objem kviddru je K = abc. Objem V osmisténu vy-
pocitime jako objem dvojjehlanu, napf. s podstavou
MMM, M; (coZ je Ctyfthelnik s kolmymi tihlopfi¢kami
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MM, M;M; — viz obr. 9) a s hlavnimi vrcholy M,,
Mg jehland, jejichz vySky jsou 2z, 2(c — 2). Oznaéme P
obsah zminéného Ctyfuhelnika; plati

P=%M1M4.M2M5:%.2a.2b:2ab

(Ctyiahelnik snadno doplnime na obdélnik s rozméry
MM,;, M;My a s dvojndsobnym obsahem 4ab — viz
obr. 9). Soucet objemu jehlanu je

14 z—;-P. MM,+ %P. MM, = %P. (MM, + MM,) =

B MO B D0 e
3 3 3

Objem osmisténu je nezavisly na
poloze bodu M uvnitf kvddru a plati

Obr. 10




II. Ozna¢me L, P, H paty kolmic z bodu M na stény
levou, pfedni a horni, jdouci bodem A’ (obr. 10). Troj-
thelnik LMP, kde < M = 90°, doplnime na obdélnik
LMPZ se sttedem S; pfitom bod Z lezi na hrané¢ AA" .
kvadru. Stejnolehlost o stiedu M a poméru 2 pievadi
trojuhelnik LMP v trojahelnik M; MM, a stfed S strany
LP (a strany MZ) prevede ve stfed strany M;M,, coZ
je bod Z. Protne tedy hrana M; M, osmisténu hranu 4’4
kvadru. To se pfi vrcholu A kvadru opakuje i pro hrany
M,M,, A'B"; M;M,, A'D’. Ozna¢me M,M,. A'B’ =
= X; M;M,. A’'D’" = Y; pak plati

AX=n, AV =9, AZ=3.
Ctyfstén A'XYZ odfiznuty od kvadru sténou M,M,M,

osmisténu mé objem % %xy)z = %xyz. Obdobnych

Ctyfsténtt je celkem osm (pfi kazdém vrcholu kvadru
" pravé jeden); ozna¢me T soucet jejich objemi; vzhledem
k pravé provedenému vypocltu plati, Ze

6T = xyz + xy(c — 2) + x(b — y)z + (a — x)yz +
+x2(b —y)(c — 2) + (@ — x)y(c — 2) + (a—x) (b —y)z+
+ (@ — x)(b — y)(c — 2) = abc.
Je tedy T = % K a objem télesa spole¢ného kvadru
a osmisténu je K — %K . %K.

Zavér. Objem osmisténu je % objemu kvadru a objem

spolecného télesa je roven % objemu kvadru.
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4. Ak su a, b, ¢, d prirodzené Cisla, potom sucin

(1 _ g) : (i . b)
b d c a
nie je prirodzené ¢islo. Dokazte.
RieSenie. Dokaz tvrdenia prevedieme sporom. Nech

plati
a ¢ d b
E9E Y o
kde % je prirodzené Cislo. Po uprave dostaneme
(ad — bc)* = kabed . (2)
Ak polozime ad = x, bc =y, potom (2) moZno pisat
vo tvare
(x — y)F = Ry .
Pretoze je x > 0, y > 0, vyplyva z toho
x\? x
=) —-QC+kA=+1=0. 3
(G)—crnl+ 3)

Cislo xy je nutne raciondlne a preto vo vzorci

%(2 + k4 ]/'5)
pre korene rovnice (3) je diskriminant D = (2 4 k)* — 4
(ktory musi byt celym CdCislom) nutne rovny druhej
mocnine nezdporného celého Cisla m, t.j. (2 + k)* — 4 =
=m? CiZze (2 + k> — m? = 4 a teda

C+rk+m.CQ+k—m=4.

Prvy Cinitel na lavej strane je kladné dCislo, preto je
nutne kladny aj druhy Cinitel. S to okrem toho cisla
pirne, pretoZe ich sucin je 4 a rozdiel je 2m. Jedina
moznostje2 + kR +m=2, 24+ k—m=2,t.5. k=0,
¢o je v8ak spor s predpokladom, Ze Cislo % je prirodzené.
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Iné rieSenie. DokaZme, Ze predpoklad (1), kde % je
prirodzené Cislo, vedie k sporu.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozno predpokladat, Ze
dvojica prirodzenych cisel a, b i dvojica ¢, d st nesudeli-
telné Cisla. Nech P je najvicsi spoloCny delitel Cisel
a, ¢ a Q najvacsi spolocny delitel Cisel b, d. MoZno teda
polozit

&= PA; 6= PC; b= @B, d 0D, 4)

kde A4, B, C, D su nejaké prirodzené Cisla, priCom Cisla
A, C i disla B, D st nesudelitelné. Po dosadeni zo (4)
do (1) postupne dostaneme

(Q_Q).(Qﬂ_@)

OB 0oD) \PC P4
Cize
(14__2).(2“5) —
B D) \c 4 ’
(AD — BG) = k ABCD.. (5)

Nech niektoré z cisel 4, B, C, D je rbozne od Ccisla 1,
napr. Cislo 4. Ozname p jeho prvociselného delitela.
Potom je pravad strana rovnosti (5) delitelnd Cislom p
a teda aj strand lavd. Tam je vSak Cislom p délitelné AD,
preto aj BC je nutne delitelné Cislom p. Je tedy nutne
bud dvojica 4, B alebo dvojica A, C delitelna cislom p,
Co je spor.

Preto nutne plati A =B=C=D=1. Je teda
a=P=c¢ b= Q =d, ¢o je spor s tym, Ze Cisla a, c
i cisla b, d s nesudelitelné s vynimkou pripadu: a =
=c¢=1,b=d= 1.V tom pripade vsak z (1) vyplyva
k =0, Co je spor s tym, Ze k je prirodzené cislo. Tym
je dokaz tvrdenia prevedeny.
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3. Ulohy IIL kola kategorie A

1. Je-li n celé nezaporné cislo, potom Ccislo
52n+1 . 2n+2 + 3n+2 i 22n+1

je délitelné devatenicti. DokaZte.

Prvni feSeni. Dané Cislo lze psat ve tvaru
5.2% 5% 2n | 32 2.,3%, 220 =20,50" + 18. 12"=
=19.50" + 19. 12* 4 50" — 127,

ProtoZze dCislo 50"— 12" je pro kazdé celé n =0
délitelné cislem 50 — 12 = 38 = 2. 19, je dané Cdislo
délitelné devatendcti pro kazdé celé n = 0.

Druhé FeSeni matematickou indukci. Pro » = 0 plati
51,22 432,21 =20+ 18 =38 =2.19, coZz je dislo
délitelné devatenicti.

Predpokladejme nyni, Ze pro nékteré celé nezaporné
Cislo n je Cislo 52711 2742 4 3ni2  22ntl dglitelné deva-
tendcti a uvazujme Cislo 52713 2743 | 3043 D2n+s)
jez stru¢né oznacime A. Plati

A:52n+1.52_2n+2_2+3n+2.3.22n+1.22:
= 50 .52n+1 Qnt2 | ]2 3n+2 2l
— 38 52n+1 2n+2 _|_ 12(52n+1 2n+2 _|_ 3n+2 22n+1)
Cislo 38 je delitelné devatendcti a také posledni Cislo
v zivorce je podle indukéniho piedpokladu délitelné

devatenacti. Z toho plyne, Ze téz Cislo A je délitelné
devatendcti. Tim je dikaz podan.

2. V rovine je dana usecka AM dl#ky d. ﬁalej je dané
kladné ¢islo v.

Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB,
- ktorého vySka kolma k prepone mé dlzku v a ktoreho
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. , MB 2
odvesna BC je bodom M rozdelena v pomere MC=3"

Prevedte diskusiu rieSitelnosti vzhladom na dCisla d, v.

RieSenie. Podla obritenej Thaletovej vety leZi vrchol
C kazdého z hladanych trojuholnikov na kruZnici &, =

=|S;; %) zostrojenej nad priemerom AAM. Rovno-
lahlost so stredom M a koeficientom — %—prevedie bod C
do bodu B a sucasne kruZnicu %, do kruZnice k, =
= (Sz; %) . Bod B lezi teda na kruZnici k,.

Oznacme po rade P, Q pi-
ty kolmic spustenych z bo-
dov C, M na priamku AB.
Potom je CP = v a rovno-
lahlost so stredom B a koe-
2
5
P po rade do bodov M, Q.

Je teda MQ—-%@. Z toho

vyplyva: Priamka AQ, na
ktorej leZi vrchol B, je dotyc-

ficientom — prevedie body C,

nicou kruZnice » = (M 3 %’0)’
vedenej bodom A (obr. 11).

Tym je prevedeny rozbor ulohy. Predpis konsStruk-
cie je takyto: Zostrojime kruznicu k;, na polpriamke AM

zostrojime bod S, tak, aby bolo A4S, = ?d a opiSeme

kruZnicu k,. Potom zostrojime kruZnicu x, vedieme k nej
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doty¢nice z bodu A a urcime spolocné body tychto
doty¢nic a kruZnice k,. Tym st ndjdené vietky body B.
Vrcholy C hladaného trojuholnika Iahko doplnime.

Skuska. Z predchadzajicej konstrukcie je vidiet, Ze
body A, B, C, pokud existuju, su nekolinearne, zZe troj-
uholnik ABC je. pravouhly (C lezi na k), Ze plati
a2 (C lezi na k;, B na k,) a Ze vzdialenost
MC 3 2
vrcholu C od priamky AB je v (je totiz MQ = §7)) .
Trojuholnik spliiuje teda podmienky ulohy.

Diskusia. KruZnice %;, k,, » moZno narysovat vzdy.
Dotyc¢nica kruznice » prechadzajica bodom 4 ma s kruz-
nicou k, spolo¢ny aspon jeden bod len vtedy, ak bod 4
lezi zvonku kruZznice x, t. j. ak plati:

2
d>—v. 1
: (1)

Dotyc¢nica vedena ku kruZnici » z vonkajSieho bodu 4
s kruZnicou k&, spolo¢ny aspoil jeden bod prave vtedy,
ak je
il
5°
d

IA

2

Nerovnosti (1), (2) upravime na tvar
5d >2v, 8v =5d. 3)
AKk je splnend druha z nerovnosti (3), je splnena aj prva
a uloha je rieSitelnd. Podmienka riesitelnosti tlohy je teda
v_5
d 8
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Ak nastane nerovnost, ma tloha $tyri rieSenia (dve dvojice
trojuholnikov simerne zdruZenych podla priamky 4AM).
AKk nastane rovnost, mé tloha dve rieSenia (jednu dvojicu
trojuholnikov stimerne zdruZenych podla priamky AM).

3. V oboru redlnych &isel feSte rovnici

Vx2-2x—1—!—]/x2—|—2x—1:p, (1)‘
kde p je dané realné Cislo.
Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k Cislu p.

Reseni. Predpokliadejme, Ze x je feSenim dané rovnice
(1). Je pak tedy jednak

p=0, 2
jednak x? — 2|x| — 1 = 0, neboli :
(x® — 1) = 4«2 3)

Umocnénim obou stran v (1) dostaneme
x2—2;vc—1—}—x2+2x—1—%2]/(9c2—1)2—4x2=p2
neboli

2/(x* — 1P — 4x® = p2 — 2(x — 1). (4)
Odtud vyplyva, Ze '
P =2(x*—1). 5)
Umocnénim (4) dostaneme

A[(x2 — 1) — 4x?] = pt — dpP(x® — 1) + 4(x* — 1%,

¢ili
(PP —4) =p(pP* + 4. (6)
P—4>0 @)

Je proto
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a nase reSeni x je jedno z Cisel
p|/p*+ 4
x1’2 == i —5 P—2:—4. (8)
Z (5) a (8) plyne
2( 52
p2 =2 M _ 1)

4p* —4)
neboli vzhledem k (7)

20— =" + 4 — 4" — 9.
Odtud vyplyva
pr—8p2—16=0,

[ — 41 + 2)1[p* + 4(J2 - D] = 0.
Je proto

1.

=4+ )2)
neboli vzhledem k (2)

p=2l1+72. ©
Tim jsme dokdzali: Ma-li rovnice (1) feSeni, je feSenim
jedno z Cisel (8) a pro Cislo p plati nerovnost (9). Ukazme
nyni, Ze je-li pro Cislo p splnéna nerovnost (9), pak kazdé
z obou cisel (8) je feSenim.

Je-1i totiZ splnéna podminka (9), pak cisla x,, x, dana
vztahem (8) existuji a vyhovuji vztahim (6), (5), tedy
i (4). ProtoZe je splnéna rovnost (4), plati i (3), obé
odmocniny v (1) maji smysl a plati i (1).

Celkem tedy dostavame zavér:

Dana rovnice ma feSeni pravé tehdy, je-li

P = 2l/i + ]/5 Reseni jsou dvé& a jsou ddna vzorcem

pl/p?+ 4
xlyg = :t 5V§2 t 4 .
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4. Nadoba ma tvar duté krychle umisténé tak, Ze jeji
télesova thlopricka AP je ve svislé poloze, a plati AP = 1.
V nadobé je voda; Cast télesové uhlopficky AP, ktera je
ponofena ve vodé, ma délku x.

Vyjadfete objem y vody v nddobé pomoci cisla x
pro tyto dva pfipady:

IA

a)0<x§l; b)l<x l
3 3 2
Reseni (obr. 12). 1. Oznaéme B, C, D vrcholy krychle,
které leZi na hranidch vychazejicich z vrcholu A4, dale

DZA%
1o, ],
£ P
0, ‘/,/ )
7/ . 7
A // ) g?L
C B /)
B4 ot
A B,
z { 77 -
-z BJ G
B,
Obr. 12

E, F, G vrcholy krychle, které lezi na hranach vychazeji-
cich z vrcholu P. Roviny BCD, EFG déli télesovou

59



thlopficku na tfi tsecky délky % To snadno dokiZeme.
ABCD je pravidelny jehlan trojboky, jehoZ podstava

2
|
3
jeho pobocné stény jsou pravouhlé rovnoramenné troj-

BCD je rovnostranny trojuhelnik o strané délky

thelniky, jejichZz odvésny maji délku —1:

Pfimka AP je kolma ke kazdé z pfimek BC, CD, DB,
proto je kolmd k roviné BCD a obsahuje pfisluSnou
vy$ku v jehlanu ABCD. Vypolteme dvojim zplisobem
objem tohoto jehlanu; dostaneme

6]
1/1\8 ( §) — o
6(]/3) ==y 33

Odtud vyjde po upravé v = %, coz jsme chtéli dokazat.
Ze soumérnosti krychle podle pruseciku jejich télesovych

uhlopficek vyplyva, Ze také rovina EFG déli télesovou
uhlopficku AP v poméru 1:2.

o o : 1 "
2. Pokud je Cislo x v intervalu 0 < x =< —-, tvofi voda

v nddobé pravidelny trojboky jehlan AB,;C,D;; jeho pod-
stavou je rovnostranny trojuhelnik B;C,D;, pfislu$na
vyska jehlanu ma délku x a pobolné stény jsou pravouhlé
rovnoramenné trojihelniky s odvésnou délky s. Jako
v odst. 1 vypolteme dvojim zplisobem objem tohoto

jehlanu; dostaneme
§3 :(5V2)2 .V§ . %

y—_}_
6 4
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Z rovnosti objem@ vyjde po tpravé s = x|/3 a déle
1 _
y= 5x3]/3 . (1

e . 1 -
3. Je-li &islo x v 1nterva1u§ <x= %, vytvoii voda

v nadobé téleso, jeZ dostaneme, oddélime-li od pravidel-
ného trojbokého jehlanu AB,C,D, tfi navzdjem shodné
jehlany (vySrafované na obrazku 12). -

Jako v odst. 2 oznatme AB, = AC, = AD, = s;
stejné jako dfive dostaneme

s = x]/g. 2
Objem jehlanu AB,C,D, je tedy opét %x3 Vg. Kazdy
z vysrafovanych jehlant je pravidelny jehlan trojboky;
délku jeho pobo¢né hrany ozna¢me z. Situaci v roviné

ABD znazortiuje obr. 13. Protoze je AB = AD = %,

jepodle (2) 2 = BB, = s — 1 - (3x — 1). Objemkaz-

313

b,
z
E D
By
/
6, 7 B A Obr. 13

s
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dého z vySrafovanych jehlani jel 23 = % 573— (Bx—1)3=
V3 (3x — 1)3. Objem vody v pfipadé 3 je tedy

1 1 _ V3
—— 3 _ —3:—3 V2 1)
y="° 3. 6% 2% ]/3 (3x 1)%.

Po upravé dostaneme
P21 — 9+ 270 — 1849, (3)
Funkce (1), (3) jsou feSenim ulohy. Rovnice (3) plati

ipro x = 3 jak se presvédCime dosazenim: z (1) i (3)

1., /3
dostaneme pro x = 3 vysledek y = 54

4. Ulohy I. kola kategorie B

1. Reste nerovnost

1-JT—-2¢ _ 1)
. :

ReSeni. Nutn& je x #~ 0. Vztah (1) lze psét

IA

— — . 2
1—x— |1 —2x <0. @)
. X
Necht je 1 — 2x? = 0, tedy
1.
0 <l = ]2. )

Rozlisme pfipady x>0ax <O
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Ptfipad [1]. Pro x > 0 musi ve (2) byt

1—x—J1—2x2<0 2"
neboli
1—x<|1T—2.
Vlevo [viz (2')] je nezdporné &islo, tj. 0 < x = %VE;

umocnénim obou stran nerovnosti na druhou dostaneme
postupné

1—2x - x*=1—2»%, 2"
x(3x —2)=0.
ProtoZe je x > 0, je nutné 3x — 2 = 0 neboli
0<x= % . 3)

Obracenim postupu pro takto stanovené x dospéjeme ke

(2"”"). Tu musi byt 1 — 2x*> = 0 neboli ~22 = x. Prfi-

pustme, Ze plati 72 g%; umocnénim na druhou do-
jdeme ke vztahu L] = kd nebolig— <i CcoZ je spor
’ 259 I8 =T1g°> ©0% 1€ spot.

Lze tedy od (2'"") dale dospét az ke (2'), (2) a (1).
Pfipad [2]. Pro x < 0 musi ve (2) platit

l—x—|I—2x2=0
neboli
1 —x=|1—2x2. (4)

Vlevo je nutné neziporné Cislo, tj. 1 — x = 0 a tedy
1 =x, coz je pro x <0 splnéno. Umocnéme (4) na
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druhou; postupné dostdvame

1—2x+x*=1—2x2, (4)
x(3x —2)=0 4"
a protoZe je x < 0, je nutné 3x — 2 = 0 neboli
x = ‘2_)
3

coz podle predpokladu plati.

Obricenim postupu pro x << 0 od (4"") dospéjeme ke
(4'); chceme-li pfejit ke (4), musime pozadovat, aby bylo

1 — 2x% = 0 neboli |x| g%VE, coz vzhledem k x < 0
dava

—SVZ=zx<o0. (5)
Pak lze jiz prejit ke (2) a (1).

Z4avér. Reseni nerovnosti (1) jsou déna intervaly (3)
a (5) (viz obr. 14).

2 2
7 0 T 1 2
JY.: % A N X
Kz N B

| :

] hd |

7N

[

Obr. 14

2. Dokézte, Ze Cislo 48 je delitefom cisla
N=n*n+ 12n—1)(n—2)
pre kazdé prirodzené Cislo n > 2.
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RieSenie. Plati: 48 — 2¢. 3. Cislo N bude delitelné
Cislom 48, ak je stCasne delitelné Cislami 3 a 16. No,

N=m—2)(n— Dnn+ Dn(r + 1),

kde napr. Cisla (n — 1), n, (n 4 1) st tri bezprostredne
za sebou nasledujuce prirodzené Cisla, o ktorych je zname,
Ze prave jedno z nich je delitelné cCislom 3.

Teraz rozliSujme dve moZnosti:

Pripad [1]. Nech # je parne &islo. Dalej rozliSujme:

a) Nech n = 2(2k + 1), kde prirodzené Cislo £ =1
(vzhladom na predpoklad # > 2). Potom je n — 2 =
=22k + 1) — 2 = 4k, t. j. je delitelné Styrmi. Kazdy
z Cinitelov n%, n — 2 Cisla

N=m—2)(n— Dn*tn+ 1)* (1)

je delitelny Styrmi a teda cislo N je delite[né cislom
4.4 =16.

b) Nech je n = 2.2k = 4k, kde prirodzené Ccislo
k =1 (opét vzhladom na predpoklad » > 2). Potom je
n? v (1) delitelné ¢islom 42 = 16.

Tym sme pripad [1] vybavili.

Pripad [2]. Nech je # neparne Cislo. Polozmen + 1 =
= m, kde m > 3. Potom je

N=m—3)(m— 2)(m — 1)*m?
a opakujme usudky z pripadu [1] pre parne Cislo m
(namiesto predchadzajuceho #). Platia rovnaké zavery
ako v odstavcoch [la], [1b].

Tym sme vybavili pripad [2] a zdroven dokézali
tvrdenie pre prirodzené Cisla n > 2.

3. Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané dizky stran
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AB, AC a ak plati <tBCA = 3.<LABC. Urlite pod-
mienku rieSitelnosti.

Riesenie (obr. 15). Rozbor: O uhloch f, y tro1—
uholnika ABC podla textu ulohy plati y = 36,

C

Obr. 15

y > [ a tedy nutne plati ¢ > b. Vo vnutri tsecky AB
zostrojme bod D tak, aby platilo DB = DC, takZe je
<XBCD = f. Potom v trojuholniku ADC je xACD =
= 2f auhol <L ADC je vonkaj$im uhlom rovnoramenného
trojuholnika DBC, ktory ma pri zdkladni BC zhodné
uhly velkosti f3, takZze <CADC = 2. Trojuholnik ADC
je teda taktiez rovnoramenny trojuholnik so zakladriou
DC, pri ktorej ma uhly s velkostou 2. Preto plati
AD = AC =batedaDC = DB = AB — AD = ¢ — b.
Trojuholnik ADC ma tedy ramenda AD = AC =15 a
zakladtia DC = ¢ — b. Z toho vyplyva konStrukcia:

Z danych dizok b = CA, ¢ = AB zostrojime troj-
uholnik ADC tak, aby platilo:

DC=c—b, AC=AD =b.

Na predlZeni usecky 4D za bod D urcime bod B tak,
aby platilo DB = ¢ — b a teda AB = c. Potom ABC
je hladany trojuholnik, pretoZe strany CA4, 4B maja dané
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velkosti a plati CACD = 2. <L ABC, ¢o hned dokazeme:
V trojuholniku DBC je podla konstrukcie DB = DC
a preto uhly pri zdkladni BC maja rovnaku velkost /.
Uhol <¢ADC pri zékladni DC rovnoramenného troj-
uholnika (o vyplyva z jeho konStrukcie) je vonkaj$im
uhlom trojuholnika DBC a jeho velkost je teda 2. Je
teda X ACD = 2 a preto <x ACB = ¢ ACD +
+ <X DCB = 26 + p = 3p, Co sme mali dokazat.
Diskusia. K tomu, aby sme mohli zostrojit trojuhol-
nik ADC, musi pre dlzky jeho stran platit: AC < AD +
+ DC, AD < DC + AC, DC < AD + AC, t. j. b <
b+c—b,c—b<b+ b. Z toho vyplyva, Ze tloha md
jediné rieSenie prave vtedy, ked o danych velkostiach c, b
useliek AB, AC plati: b << ¢ < 3b.

4. Deltoid ABCD ma os sumernosti AC a jeho uhly
pri vrcholoch B, D st pravé.

Vyjadrite polomer kruZznice vpisanej deltoidu pomocou
di¥ok jeho stran.

Riesenie. Ozna¢me AB = a,
BC = ¢, x dizku polomeru vpi-
sanej kruznice. Nech § je stred
hladanej kruznice a M, N jej
dotykové body po rade so stra-
nami 4B, BC. Potom plati:
x=8M = SN = BM = BN
a CN = ¢ — x (pozri obr. 16).
Z podobnosti pravouhlych troj-
uholnikov CSN, CAB (maja
zhodné pravé thly a uhol o pri
vrchole C) vyplyva

X _¢c—x

— iy

a 4
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z Coho dostaneme
ac

X = .
a-+c¢

5. Do dutého rotaniho vilce s podstavou na vodo-
rovné roviné je vepsana koule K o poloméru 1. Tato
koule se dotyka jednak dolni podstavy, jednak plasté
podél kruznice. Ve zbyvajicim prostoru mezi dolni pod-
stavou a kouli K spocivaji na dolni podstavé shodné ku-
licky, které se dotykaji jak plasté valce, tak koule K.

Kolik 1ze nejvyse takovych kulicek do zminéného pro-
storu umistit ?

Obr. 17 Obr. 18

ResSeni. Viz oznaleni v obr. 17 a 18, kde S'M =
=8T=MA=MA"=1, ST=SF=1x, SO | o,
OS =r, sCSFO = 90°. KruZnice %', k jsou stejnolehlé
podle stfedtl stejnolehlosti 7" a A4, konstanty stejnolehlosti
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maji absolutni hodnotu

=Xl :x:£=V§“1:3—2V§.
S'T AB J2+1
Dile je
SO _ 88 _x+t1 =4“2—l/2=21/5—2=
AM AS’ |2 12
=2@(2-1).
Je tedy

x=3-2|2, r=2(2-1).
Z pravouhlého trojuhelniku OSF (obr. 18), kde ostry
thel <tSOF = ¢, dostavame
sing—*_ 3 —2J2 _ (=22 (2+1) _
r 2(J2—-1) 2
J2—1 _ 0,414
2 2

= 0,207,
takze je jisté
0,207 < sin ¢ < 0,208
a podle tabulek
11% <@ <12°,

23—;— < 2¢ < 24°.
Zorny uhel jedné kulicky z bodu O ma tedy velikost 2¢.
Pro hledany pocet p kulicek dostavime meze
360 360
“ 23g
3
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neboli

15 <p <17,
a tedy p = 16. Je totiZ
36—2216,9... < 17.
235

Kulicek se vejde 16 a to volné (bez vzdjemného dotyku).

6. V roviné je ddna kruZnice 2 a na ni bod A4; vné
kruZnice £ je dan bod B. Oznatme A’ bod leZici vné
kruznice &k, B’ bod soumérné sdruzeny s bodem B podle
osy usecky AA’. Jaky utvar vyplni vSechny takto vzniklé
body B’, probéhne-li bod A" vnéjsek kruZnice k?

Reseni (obr. 19). Vedme libovolnou ptimku , stie-
dem § kruZnice % a ozna¢me A4; bod soumérné sdruzeny
s bodem A podle pfimky m, (A, zfejmé lezi na k).
Zkoumejme, které primky sméru (m,) mohou byt osami
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useCek AA’, ma-li bod A’ lezet vné kruZnice k. Ziejmé
jsou vylouceny vSechny pfimky vysSrafovaného pasu ro-
viny (obr. 19), ktery je ohranien pfimkou m, a pfimkou
n, sméru (m;) vedenou bodem A. Soumérnost podle
osy n, ptevede bod B v jisty bod Bj, ktery nalezi kruZznici
h = (A; AB), nebot je AB = AB,. Soumérnost podle
osy m, prevede bod B v jisty bod B¥, ktery nalezi
kruZznici 2* = (§; SB), nebot je SB = SB¥; primka m,
totiZz prochazi bodem S. Probiha-li osa pas roviny (m,, n,),
probihd obraz bodu B usecku B;B¥ (i s jejimi krajnimi
body). Nalezi-li tedy osa useCky 4A’ sméru (m,), pro-
biha bod B’ pfimku BB, s vylouCenim usecky B;B¥*.

Na obr. 19 je nakreslena situace pro dal$i smér (m,);
zde je z pfimky BB, vyloulena usecka B,B¥.

Jestlize smér (m,) splyne se smérem AS, pak se pas
(my, n,) redukuje na jedinou pfimku m, a useCka B;B¥
na jediny bod B*, soumérné sdruZeny s bodem B podle
pfimky AS; tento bod B* nendleZi mezi body B’. Usecky
B,B% vyplni mnoZinu bodi, z nichZ kazdy lezi bud na
jedné z obou kruZnic %, A*, nebo ndleZi vnitfku jedné
a vnéj$ku druhé.

Zavér. Hledany utvar U se sklada ze vSech takovych
bodi B’, které nileZi soucasné vnéjSku obou kruZnic
h, h* nebo soucasné jejich
vnittkim. Utvar U obsahuje
mimoto jes$té¢ bod B, pokud
je B == B*; tato posledni
podminka je splnéna pravé
tehdy, nelezi-li body 4, B, S
v pfimce. Utvar U je zna-
zornén na obr. 20, je to ne-
vysSrafovana Cést roviny.

Obr. 20




5. Ulohy II kola kategorie B

1. Soucet druhych mocnin dvou pfirozenych Cisel je
délitelny sedmi prave tehdy, jsou-li obé uvazovand Cisla
délitelnd sedmi. Dokazte.

Reseni. Oznalme A, B uvaZovani pfirozena ¢isla;
pak lze urcit s jedinym vysledkem celd Cisla a, 2; a b, 2,
takova, Ze plati

A=Ta+2,, B=Tb-+ 2,,

kde cisla 2, 2, jsou rovna nékterému z Cisel 0, +1, +2,

+3.
Potom soulet N = A2 4 B2 lze psit

N = (49a2 + 14az, + 23) + (490> + 14bz, + 2%) =
=Tx + 2} + 23, (1)

kde x je jisté celé Cislo. Jsou-li Cisla A, B délitelnd sedmi,
je 2 = 2, = 0, takZe v (1) je N = T7x, tj. délitelné sedmi.

Predpokladejme nyni, Ze Cislo N je délitelné sedmi,
potom, protoZze 7x je nasobek sedmi, plyne z (1), Ze
nutné 1 soucet s = gi -+ 2; je délitelny sedmi. Pro
tento soucet s sestavme tabulku:

0 0 1 4 9
+1 1 2 10
+2 4 5 8 13
+3 9 10 13 18
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Avsak jediné Cislo 0 z tabulky je délitelné sedmij; toto
¢islo odpovidd pfipadu 2z, = 2, = 0, tedy pfipadu, kdy
ob¢ uvazovana Cisla A, B jsou délitelna sedmi. Tim je
dikaz proveden.

2. Trojuholnik ABC ma4 tieto dve vlastnosti:

(1) plati, 2e <tABC = 2. <XBCA,
(2) uhol <xABC je ostry.

Dokazte, e potom moZno trojuholnik ABC rozdelit
priamkou, vedenou vrcholom A, na dva rovnoramenné
trojuholniky, z ktorych aspoil jeden je tupouhly.

Zostrojte trojuholnik A4BC, ktory mé obidve pred—
chadzajtce vlastnosti (1), (2), ak su dané dlzky stran
AC = b, AB = ¢ a doka’te, ze tiloha ma rieSenie prave

vtedy, ked plati: ¢|/2 <b < 2c.

RieSenie (obr. 21). Strany a uhly oznacime obvyklym
sposobom. Nech hladand priamka (vedend vrcholom A)
pretina stranu BC v bodé D. PretoZe st oba uhly
XABC = f, <CACB = » ostré, lezi piata P kolmice
spustenej z bodu 4 na priamku BC medzi bodmi B,C

Obr. 21 i
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a je AP < c. Pre kruZnicu k2 = (4; ¢) je teda bod P
vnutorny a bod C vonkaj$i (je totiz b > ¢, pretoze je
f > ). Preto medzi bodmi C, P lezi bod D kruZnice k.

Trojuholnik BDA je rovnoramenny so zakladfiou BD
a je XADB = p. Tento uhol je vonkaj$im uhlom troj-
uholnika ACD, preto

YCAD = —y=17. 1

Trojuholnik ACD je teda tiez rovnoramenny so za-
kladiiou AC a je AD = CD = .

Kons$trukcia. Zostrojime pomocny trojuholnik ACD
z danych useciek b, ¢ a pomocou kruZznice 2 ho doplnime
na trojuholnik ABC.

Diskusia. Vztah 2¢ > b zaistuje existenciu pomoc-
ného rovnoramenného trojuholnika DAC, ktorého os
samernosti o rozpoluje v bode O jeho zdkladiu AC.
Pretoze je p’ = f << 90°, je uhol <¢ ADC tupy. Obritene,
ak j je v pomocnom trojuholniku DAC uhol <t ADC tupy,
mé uloha rieSenie. Vyjadrime tdto skutoCnost pomocou
di¥ok b, c. Zostrojme pravouhly rovnoramenny troj-
uholnik ACE s preponou AC, kde E lezi na polpriamke
OD. PretoZe je y < 45° lezi D nutne vo vnutri useCky

OE dizky %b. Obritene, kazdy bod D, ktory leZi vo

vnutri tseCky OE, vedie k tupouhlému trojuholniku DAC.
Z Pythagorovej vety pouZitej na trojuholnik CEO, kde

2
X COE = 90°, dostaneme CE? = 2. (%b) = %bz, t. j.
CE = 17% Zrejme je CD < CE ¢ize ¢ < % a teda
b > c]/f. Obratene, ak plati tento vztah, padne bod D
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do vnutra uUsecky OE a trojuholnik DAC mi <D
tupy. Tym je tvrdenie o rieSitelnosti ilohy dokézané.

3. Sestrojte graf funkce

ptx 1/p—=

y = P& P_—t_f, (1)
l/wrx+ p —x
p—x Vp+x

kde p je dané kladné cislo.

ReSeni. Vysetfime nejprve defini¢ni obor funkce (1).
Aby zlomky pod odmocninami v (1) mély smysl, musi
platit p — x # 0, p + x # 0 neboli

xF#p, XF —p. (2)
Dile musi byt zlomky (1) nezidporné; to nastane pravé
tehdy, kdyZ plati (p — x) (p + x) > 0 neboli

—p<x<p. (2)
Polozme pro stru¢nost
bt l=a, 3)

takZe (1) zni

y—‘ _ ‘l/i‘
a—+ p
1

Z pozadavku (2) plyne @ >0 a i 0; proto ma vzdy

smysl i zlomek na pravé strané (4); nebot je vidy
Va +]/l >0.
a
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Rozdifme zlomek ve (4) vyrazem

Ja —]/‘— £ 0; G
: a
dostaneme
2

- (V“__V%) _@-—2+1_  (@a—1¢
(Vz)t(]/;)z @1 “(@—D@+1)

tento vztah oznacime (6'). Dalsi pravou dostaneme

_a—1
a+1.
Po dosazeni ze (3) dostaneme
ptx_
y:P—x :P‘Fx“(P—“x):ﬁ
P+ x 1 ptx+p—x p
P*x+
neboli
x
y=- (6)

Provedené zjednoduSeni plati za jistych ptedpokladd.

Predeviim, Ze plati-(S);-tj. Ze VE—— ]//‘1; # 0. Ze vztahu

Ja — l/ clz— = 0 plyne VE = 517 (na obou strandch jsou
kladnd (cisla), tj. a = 22 @ =1, a=1 (nebot je
a > 0). Ze (3) a z rovnosti a = 1 dostaneme
pt+x_
p— x

b
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tj. x=0. Tedy a=1 pro x=0; pro x#0 je
’ — 1 1
0 <a+#1 a vyrazy ]/a — Ve —3 a*> — 1, které
se vyskytuji v (6), jsou rizné od nuly, takZe plati i (6).
Avsak pro x = 0 dostaneme z (1), Ze y = 0; k tomuto
vysledku vsak dospéjeme i z (6)
pro x = 0. Vztah (6) poskytuje
pro x z intervalu (2) tytéz
hodnoty jako (1). Grafem funk- T

ce (6) je pfimka o smérnici —

LB
(=]
>

[

jdouci pocitkem O soufadnic;
s omezenim (2) pak jako graf .
funkce dostaneme vnitiek tisec- ;

ky P= [p;1],Q = [—lp; —1] a1
(viz obr. 22 pro p = %) Tim Obr. 22

je feSeni provedeno.

4. Nad danou tseCkou AB, ktera ma délku ¢, jsou
v jedné z polorovin vytatych pfimkou AB sestrojeny
vSechny ostrouhlé trojihelniky ABC takové, Ze vzdalenost
pat vySek vedenych vrcholy A4, B je rovna danému
Cislu d.

Vysetite mnozinu vSech vrcholt C uvaZovanych troj-
thelnikt. Provedte diskusi vzhledem ke kladnym Cis-
lim ¢, d.

Reseni (obr. 23). Trojihelnik ABC poZadovanych
vlastnosti, ktery lezi v poloroviné ¢, lezi nutné (aZ na
stranu AB) uvnitf pasu p rovnobéZek AA4’, BB’, kolmych
k pfimce AB. Je znamo, Ze v ostrothlém trojihelniku
padnou paty vysek dovnitf jeho stran. Proto paty M, N
vySek jdoucich vrcholy A, B trojuhelniku ABC leZi uvnitt
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pasu p i uvnitf poloroviny g; tam lezi tedy i celd tseCka
MN i bod C. Trojuhelniky ABM, ABN jsou pravouhlé

a body M, N tedy lezi na Thaletové kruZnici k=S ;%c).
Uhly XMAN, <t MBN jsou po fadé ¢astmi ostrych hla

Ubr., 23

X CAB, <<CBA a tudiz ostré; jsou to obvodové tuhly
v kruZnici k£ nad tétivou MN a oba tedy lezi na vét$im

oblouku MN kruZnice k. Jsou proto shodné a o jejich
velikosti o plati @ < 90°. Z trojuhelniki ACM, BCN,
kde XM = N = 90°, plyne, Ze y = XBCA = 90° —
— w < 90°. Bod C tedy lezi uvnitf p a uvnitf g na jistém
oblouku m, z jehoz bodu je tseCku 4B vidét pod ostrym
thlem 90° — w. Zvolme body A’, B’ pfimek AA’, BB’

pravé na oblouku #; bod C tedy leZi uvnitf oblouku AB.
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Je-li obracené C zvoleny bod uvniti oblouku A'B’, je
<XBCA = 90° — w a poloptimky AC, BC lezi uvnitf
pravych uhla <xBAA’, <CABB’; proto obé tyto polo-
pfimky protnou £ uvniti ¢ v bodech M, Naje AM | BC,
BN | AC. Proto i trojuhelniky ACM, BCN maji pfi
M, N pravé thly a plati CCAM = <CCBN = w. Je
tedy tétivu MN kruZnice k£ z bodd A, B vidét pod kon-
stantnim ostrym uhlem w, tj. vSechny usecky MN maji
konstantni délku d. Takto sestrojeny trojuhelnik 4BC
spliiuje proto pozadavky textu ulohy. Tim je obraceni
provedeno.

Hledanou mnoZinou vSech bodi C je tedy vnitfek

popsaného oblouku A4'B’.

Pokud jde o existenci trojuhelniki ABC, je zfejmé
nutné a stali, aby tétiva MN délky d padla celd dovnitf ¢}
pak jsou vsak thly <xtABM, <tBAN ostré, jejich soucet
mensi nez 180° a podle Eukleidova axidému maji polo-
pfimky AN, BM spoleny bod C uvnitf ¢ a uvnitf
pasu p. Tétiva MN kruznice & tedy neni priamérem,
tj. tloha ma feSeni, pravé kdyz je d < c.

6. Ulohy I. kola kategorie C

1. Je dédna rovnice s neznidmou x:

x+a x+b x-+c¢ 1
b—l—c+@+a+a+b_6’ M
pritom redlna Cisla a, b, ¢ (vesmés ruzna od nuly) spliiuji
podminku a + & 4 ¢ = 0.
a) Dokazte, Ze rovnice ma kofen a vyjadfete ho pomoci
Cisel a, b, c.
b) DokaZte, Zze kofen rovnice a Cislo abc jsou téhoZ
znameni.
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ReSeni. Protoze je a + b + ¢ = 0, lze rovnici (1)
psat ve tvaru
x+a+x+é+x+c+%zo;

a b c

po zndsobeni Cislem 6abc # 0 dostdvame postupné
6(bc + ca + ab)x + 3. 6abc + abc = 0,

3.2(bc + ca + ab)x = —19abc . 2)
Ze vztahu a + b 4+ ¢ = 0 umocnénim na druhou do-
stavame
2(bc + ca + ab) = —(a*® + b + ¢%) (3)
a po dosazeni do levé strany (2) mame
3(a® + b% + ¢*)x = 19abc , (4)

kde a* + &* + ¢ > 0, nebot Cisla a, b, ¢ jsou vesmés
rizna od nuly; rovnéz abc # 0.
Ze (4) dostaneme

. 19abc
3@+ 0+ )
ProtoZe ve jmenovateli posledniho zlomku je kladné &islo,
maji Cisla abe a x stejnd znaménka, pficemz je x # 0.
Provedme jesté zkousku dosazenim vysledku (5) do (1):
Vysledek (5) lze pomoci (3) psat ve tvaru

®)

v 19abc . (6)
—6(bc + ca + ab)
Protoze b + ¢ = —a, plati
x—|—a:x+a: —ﬁ—l;
b+ ¢ —a a
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po dosazeni za x ze vztahu (6) najdeme
x+a 19b¢
b+c 6(bc + cab + ab)

Podobné vyrazy dostaneme i po dosazeni za x do obou
zlomkd na levé strané rovnice (1); hodnota L levé strany
rovnice (1) tedy po dosazeni ze (6) je

196¢ + 19ca + 19ab

6(bc + ca + ab)
neboli je postupné
I — l9(bc+ca—|—ab)_3zg_3:l’
6(bc + ca + ab) 6 6
coz je pravd strana rovnice (1). Kriceni vyrazem bc +
+ ca + ab lze provést, nebot je rtzny od nuly [viz
vztah (3)]. Tim je zkousSka provedena.

2. Nad danou tseckou 4B jsou sestrojeny v téze polo-
rovin€ o vytaté piimkou AB kruhové oblouky o;, 0,,
ze kterych je useCku 4B vidét po fadé pod zornymi uhly
velikosti 120° a 60°. Bodem A je vedena takova pifimka,
kterd mé s oblouky o0,, 0, po fadé dalsi spole¢né body
X, X,.

VySetite  mnozinu
sttedd Y vSech tako- o
vych useCek X;X,.

ReSeni (obr. 24).
I. Uhel <xAX,B veli-
kosti 120° je vné&j$im
thlem v trojuhelniku
BX,X,,kde I X,=60°,
takZe <XB = 60°; je A




tedy trojihelnik BX,X, rovnostranny a jeho téZnice BY
je kolmd k pifimce AX;X, neboli <xAYB = 90°.
Bod Y tedy lezi na Thaletov€ kruZnici opsané nad
useCkou AB jako primérem, a to uvnitf poloroviny
w; vSechny body Y tedy lezi na polokruZnici AB uvnitf
poloroviny w.

Obr. 25

II. Je tfeba jesté zjistit, zda kazdy vnitfni bod Y’

uvazované polokruzmce AB je stfedem jisté usecky X; X,,
kde X,, X, lezi po fadé na obloucich o,, 0, a pfitom
pfimka AX,; prochdzi bodem X,. Sestrojme bodem A
teénu 7, (z,) k oblouku o, (0,) — viz obr. 25. Pfimka
prochézejici bodem A a leZici uvnitf poloroviny o a uvnitf
poloroviny #,B (¢,B) protne oblouk o, (0,) ve vnitfnim
bod¢ X, (X,). Uselky X1X2, vyhovujici tloze, mohou
leZet jen uvniti spole¢né Casti polorovin # B, t,B a w,
a to na pfimkich x prochdzejicich bodem A. VSechny

tyto pfimky x zfejmé protinaji i polokruznici AB; pisme-
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nem Y’ oznalme libovolny z téchto prasecika. Prasecik
teny #; s polokruZnici AB oznacime Z.

Protoze thel AY'B je pravy, je pfimka BY’ vySkou
trojuhelniku X;X,B. Tento trojuhelnik je (viz odst. I)
rovnostranny, takZe bod Y’ je stfedem useCky XX,
a patii hledané mnoZiné. Z provedené tvahy plyne, Ze
hledanou mnoZinou je pouze vnitfek oblouku ZB, ktery
je Casti polokruZnice AB (a nikoli tato polokruZnice celd).

3. Rieste ststavu rovnic
px + 2y = 3, (1)
) _ 2x+py=p—1 2
§ neznamymi x, y.
Prevedte skiasku dosadenim a prevedte diskusiu vzhla-
dom na parameter p.

RieSenie. Vyndsobme po rade &islami p, —2 rovnice
(1), (2) a s¢itajme. Dostaneme (p? — 4)x = 3p — 2p + 2

CIZC
@+2)(p—2Dx=p+2. (3)

Potom vyndsobme rovnice (1), (2) po rade islami —2, p
a sCitajme. Dostaneme (p? — 4)y = p®> — p — 6 CiZe

P+2(p—2y=0E+20@—3). 4)
Rozli§ujme teraz tieto moZnosti:

Pripad [1]. Nechje (p +2)(p —2) # 0, t. j. —2 7&
# p # 2. Potom z (3), (4) dostaneme
1 p—3
X=—y y="—". 5
b2 VT, ©)
SkuSka. Oznatme L;, L, Iavé strany rovnic (1), (2)

83



po dosadeni vysledku (5):
Lo ? L 2p—3)_3—6_30p—-2_,
p— 2 p—2 p—2 p—2

2 23 —2)(p—1
L, — L P23 _ (-1

b

p—2 p—2 p—2

Cisla L,, L, st teda po rade rovné pravym stranim rovnic
(1), (2).

l,’ripad [2]. Nech jep +2 =0, t. j. p = —2. Potom
nemozno pouzit vysledky (3), (4), pretoZe tieto vztahy
st splnené pre kazda dvojicu Cisel x, y. Sustava (1), (2)
ma tvar

p—1.

—2x +2y=3, 2x —2y= —3,
Ak vyndsobime prva rovnicu Cislom —1, dostaneme

druhu. MoZno teda napr. x volit lubovolne a y vypoclitame
z rovnice 2x — 2y = —3. RieSenie teda je:

x je lubovolné Cislo, y = x + % . (6)

Pripad [3]. Nechp — 2 = 0, t. j. p = 2. Potom vztah
(3) nie je splneny pre Ziadne Cislo, pretoZe na lavej
strane (3) je 0, na pravej Cislo 4. Dand ststava ma tvar

2x+2y=3, 2x+2y=1,
Co zrejme nemozno splnit sucasne Ziadnymi Cislami,
pretoze 3 =£ 1. Zaver je zrejmy z tabulky:

Parameter p rézny od —2, 2 —2 2
Pocet rieseni jediné rieSenie | sustave vyho- ststava nema
x, y danej dané vztahmi vuje kazdd dvo-| rieSenie
sustavy 5) jica Cisel (6)
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4. Je dany trojuholnik OO, 0,.

Zostrojte trojuholnik 4BC tak, aby bod O bol stredom
kruZznice trojuholniku ABC vpisanej a aby body O,, O,
boli po rade stredmi kruZnic vpisanych trojuholniku 4BC
zvonku ku strandm BC, CA. Prevedte diskusiu.

Riesenie. Na obr. 26 mame hladany trojuholnik ABC
a stred O kruZnice jemu vpisanej ako aj stredy Oy, O,, O;
kruznic zvonku vpisanych. PretoZe osi vedlajsich uhlov
si navzdjom kolmé, je vzidy os vnutorného uhla troj-
uholnika ABC kolma k osi vonkajsicho uhla pri tom istom
vrchole tohto trojuholnika. Ak ozna¢ime po rade «, 5, y
vnutorné uhly hladaného trojuholnika ABC, potom

85



o uhloch daného trojuholnika OO, 0, plati:

%0,00, = $AOB = 180° — % (x + B) = 90° +

4 5 [180° — (o + /)] = 90° + 2y > 907,

takZe uhly pri vrcholoch O; a O, st nutne ostré. Uloha
teda moZe mat rieSenie, ak je
0,00, > 90°.

Dalej je 00, | AO,, 00, | BO,, 0,0, | OC, t. j.
body A, B, C st pity vySok v trojuholniku OO,0,,
ktorého priese¢nikom vySok je bod O;. Podla toho pre-
vedieme kon$trukciu: Oznacme A4, B, C po rade pity
kolmic vedenych bodmi O,, O;, O k priamkam OO,
00,, 0,0, a oznatme Oj; priesecnik vysok trojuholnika
00,0,, v ktorom je uhol << 0,00, tupy a teda oba
ostatné uhly ostré. Tym je konstrukcia prevedena.

Dokézeme spravnost prevedenej konstrukcie: Pouzi-
jeme pri tom tuto znamu vetu: Ak vedieme vnutornym
bodom jedného ramena ostrého (tupého) uhla kolmicu
k jeho druhému ramenu, padne jej pidta do vnitra (na
opalnt polpriamku) tohto druhého ramena. Z toho vy-
plyva, ze bod C lezi vo vnutri tsecky O,0, (pretoze
uhly <O;, <O, trojuholnika OO,0, st ostré a tsecka
0,0, je spolo¢na cast polpriamok O,0,, O,0,); naproti
tomu body A, B padnt po rade na predlZenie useciek
0,0, 0,0 za bod O, t. j. na polpriamky opacné k pol-
priamkam OO, resp. OO, (pretoZe uhol <x0O,00, je
tupy). Pritom je napr. <t40,0, tiez ostry (druhy ostry
uhol v pravouhlom trojuholniku 0,0,4), prave tak aj
<XBO0,;0,, takZe ich sulet je mens$i nez 180° a podla
Euklidovej axiémy leZi bod O, v polrovine O,0,0 (v ktorej
lezia body A4, B). Este musime dokazat, Ze priamky
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00, 00,, 0,0, st osami uhlov po rade pri vrcholoch
A, B, C vysledného trojuholnika ABC. Stali zrejme
dokézat, ze bod O je priesecnikom osi uhlov <tBAC,
<X ABC. Dokézeme pre prvy z uhlov, Ze jeho osa pre-
chiddza bodom O; pre druhy z nich je dokaz obdobny:

OpiSme nad aseckami 0,0, 0;0;, 0,0, ako nad
priemermi po rade kruZnice k;, &y, k3. Podla Thaletovej
vety leZia na &, body B, C; atd. Pri oznaceni obvodovych
uhlov podla obrazka 26 plati: #, = 7 (lezia na k;), n =
= 1, (lezia na &,), 73 = 7, (leZia na k,). Je teda 7, = 7,
¢o sme mali dokézat.

Uloha ma za predpokladu, Ze uhol < 0,00, je tupy,
zrejme vzdy jediné rieSenie.

5. Ve vodorovné roviné je din rovnostranny trojuhel-
nik §;8,S; o strané délky 2. V kazdém z jeho vrcholi
spoliva na roviné S,S,S; jedna ze tfi shodnych kouli
o poloméru r = 1.

Vysetfete konstruktivné i vypoltem polomér koule,
ktera se vSech tfi danych kouli dotyka vné a mimoto se
dotyka roviny §;8,S;. Rozhodnéte o rfeSitelnosti tlohy
vzhledem k danému cislu 7.

ReSeni (viz oznace-
ni v obr. 27). Ozna¢me
O stfed a o rovinu da-
ného rovnostranného
trojahelniku = §,8,S;;
dale oznaCme Sj, Sj,
S} stfedy danych kouli
s polomérem r. Jsou-li
M;, My, M, dotykové
body hledané koule
%= (8; x) s danymi




koulemi, potom plati (za predpokladu, Ze je r = 1)
r+x=388=38S:=S8S;,

a proto roviny soumérnosti usecek SiS;, S38:, SiSy,
a tim 1 uselek 8,8, 8,83 S35, prochazeji bodem
S a zéarovenl bodem O dotyku plochy kulové » s rovi-
nou w; roviny soumérnosti tedy obsahuji pfimku p =
=80 | w. Rovina o’ = §{8:55// o protne pfimku p

v bodé O’a plat1 SlO’ §,0 = 2 V3 (Gsek téZnice rov-

A4

Vrcholu)

V trojahelniku SMO je SM = SO =x a v troj-
thelniku SS{P viz obr. 27, kde OP =r, =n /] w) je
§8] = SP =r + x, takZe osy zakladen téchto rovno-
ramennych trojuhelnikG splyvaji v jedinou pfimku o,
ktera prochazi bodem § lezicim na pfimce p. Konstrukci

tedy provedeme takto: Nad useckou OS; = %V?? sestro-

jime kruZnici &, = (8;, r), ktera se dotyka pfimky S;0
v bodé¢ S; a v bodé O sestrojime primku p | S;0
Od bodu O naneseme na pifimku p uGseCku délky r tak,
aby jeji druhy krajni bod P neleZel v poloroviné S,0S8;.
Potom osa o useCky PSj protne piimku p v hledaném
sttedu S koule ». ProtoZe thel XOPS] je ostry, jsou
piimky o, p vidy kosé a bod S ex1stu]e nezavisle na
velikosti 7. Uloha m4 zfejmé vzdycky feSeni (coz potvrdi
i nasledujici vypocet).

Jestlize pfimka o prochazi bodem O, je r = x, r =
N —%l/3 neboli

xzrzél/g. (D
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Jestlize pfimka o neprochazi bodem O’, vznikd pravo-
Ghly trojuhelnik SS§.0" (kde <xO" = 90°); o jeho stra-
nach plati

1 <8,0=08=2]3 8% =x+r,
SO = |x — 1|,

nebot musime rozezndvat obé moZnosti: zda bod S
padne dovnitf tsecky PO’ nebo na jeji prodlouZeni za
bod O’. Uzitim Pythagorovy véty na tento trojuhelnik
dostaneme

(x+7r2—(—r?=—
a odtud

X =—;
3r

tento vysledek plati i pro (1). Uvaha byla provedena za
pfedpokladu, Ze hledanad koule existuje. Obracenim po-
stupu zjistime, Ze bod S na polopfimce OO’ ve vzdile-

nosti x od bodu O jakoZto stied a Cislo x = 31; (pro

r = 1) jakoZto polomér koule vyhovuji nasi loze. ReSeni
je jediné.

6. V debne boli dopravované tri druhy plechoviek so
suciastkami. Plechovky mali vahy 0,8 kg, 1,5 kg, 2 kg
a po rade objemy 1,5 dm?, 4 dm?, 5 dm?. Celkova vaha
zasielky (bez vahy debny) bola 3,3 q. Celkovy objem
plechoviek bol 0,78 m?®. Plechoviek kazdého druhu bolo
asponn 55 kusov ,Z tychto udajov vypocitajte, kolko
plechoviek kazdého druhu bolo v zisielke.

Riesenie. Polet najmensich plechoviek oznatme x,
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pocet strednych plechoviek y, pocet najvicsich plechoviek
2. Z podmienok ulohy dostaneme tieto dve rovnice
0,8x + 1,5y + 2z = 330 (kg), (D
1,5x + 4y + 5z =780 (dm?).
Z oboch rovnic (1) vylac¢ime 2 (prvia rovnicu vyndsobime
Cislom 5, druhu Cislom —2 a s¢itame). Dostaneme rovnicu

x — 0,5y =90,
z ktorej
x =90 4 0,5y . (2)
Ak dosadime z (2) do prvej rovnice (1), vyjde po uprave
z =129 — 0,95y . (3)

Cisla x, ¥, z sa podla svojho vyznamu prirodzené.

Pretoze v (3) musi byt ¢islo 0,95y = ==y celé, musi byt

20
3y deliteIné dvadsiatimi.
Zostavime tabulku pre y = 60, 80, 100, 120, ... (hod-

noty y = 20, 40 s nepripustné, pretoze y = 55).

¥ 60 80

x 120 130
z 72 - 53

Udaje uvedené v druhom a trefom riadku boli vy-
pocitané z rovnic (2), (3). Z rovnice (3) je zrejmé, Ze z
s rasticim y klesd. PretoZze uZ pre y = 80 je 2 = 53 < 55,
je pre kazdé y > 80 tiez = < 55.

Uloha m4 teda jediné rieSenie:

xl — 120, yl . 60, 2’1 = 72.
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7. Ulohy II. kola kategorie C

1. V rovine pravouhlych stradnic x, y zndzornite
mnozinu v$etkych bodov [x, y], ktorych stradnice vy-
hovuju nerovnostiam

x+ =1, )
y+lxl=1. (1)

RieSenie. Ak je dvojica x, y rieSenim nerovnosti (1),

ako vyplyva z definicie absolutnej hodnoty, je bud

y=0, y=1—x (2a)
alebo

y=0, y=x—1. (2b)
Ak je dvouca x, y rieSenim nerovnosti (1'), je bud

x=0, y=1—x (3a)
alebo

*x=0, y=1+x. (3b)

Zostrojme v rovine pra-
vouhlych sdradnic x, y
body P=1[0, 0], 4=
= [—1, 0], B= [l, 0],

= [0, 1], D = [0, —1]
a priamky p, = BC, p, =
= BD, p, = AC, kde
P2/l Pss P1 L Poy 1 L Dy
(obr. 28). Priamka p; ma
rovnicu y = 1 — x, priam-
ky ps p; maju po rade
rovnice

y=x—1y=1+4+x
V rovine pravouhlych suradnic x, y urcuja

a) nerovnosti (2a) polroviny xC, p,P, ktorych spolo¢nou
Castou je uhol <cCBA;
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b) nerovnosti (2b) polroviny xD, p, P, ktorych spoloénou
Castou je uhol <xABD.

Obrazy [x, y] rieSeni x, y nerovnosti (1) leZia teda
v uhle <<CBD.

V rovine pravouhlych stradnic x, y urcuja

a) nerovnosti (3a) polroviny yB, p,P, ktorych spolo¢-
nou Castou je uhol <tBCD;

b) nerovnosti (3b) polroviny yA, psP, ktorych spo-
lo¢nou ¢astou je uhol CDCA.

Obrazy [x, y] rieSeni x, y nerovnosti (1') leZia teda
v uhle <tBCA. Obrazy spolo¢nych rieSeni danych ne-
rovnosti vyplnia teda spolocnu cCast pravych uhlov
<< CBD, <tBCA. Je to ta Cast pasu ohrani¢eného rovno-
beZkami p,, ps;, ktora padne. do polroviny p,P (pozri
vySrafovanu cast obr. 28 v¢itane polpriamok CA, BD
a useCky BC).

2. V roviné je dana tusecka AB. V jedné z polorovin
vytatych pfimkou AB uvazujme vSechny pravouhlé troj-
uhelniky ABC o preponé AB. Oznaéme X patu kolmice
vedené bodem B k ose uhlu <tBCA.

DokaZte, Ze vSechny takové osy tthld prochazeji pevnym
bodem a vySetfte mnoZinu vSech bodu X.

ReSeni. Zvolenou polorovinu s hranici AB oznaéme
03 bod Cle# uvnitf ¢ na Thaletové krunici £ = (S; %)
opsané nad useCkou 4B jako primérem (obr. 29).

Osa tsecky AB protne kruZnici £ v poloroviné opacné
k o v bodé P. Mensi oblouky AP, BP jsou ¢tvrtkruZnice;
proto plati pro pfislusné obvodové uhly

X ACP = <X BCP.
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Je tedy polopfimka CP osou thlu <t ACB. Pata X kolmice
spusténé z bodu B na polopfimku CP naleZi polokruZnici
m sestrojené nad primérem BP a obsahujici stied S
useCky AB (nebo kruznice k).

C
k !
X/
£ 7
A s 7 /1B
/ /
%
m / yd
/7
I/
4///
P
L ] /
Obr. 29

Ozna¢me m' kruZnici sestrojenou nad prumérem BP.
Je-1i Y libovolny bod vnitfku oblouku 7, ozna¢me dale C
prusecik kruZznice £ s pfimkou PY. Bod C naleZzi polo-
roviné p; protoZe teCna kruZznice m’ v bodé P prochazi
bodem A, pfimka PY, kterd je sefnou kruZnice m/,
protne useCku AB, a tudiz i kruZnici 2 v bodé C polo-
roviny p. Sestrojime-li k trojahelniku ABC patu X
kolmice spusténé z vrcholu B na osu thlu <t ACB,
zjistime, Ze je X = Y.

Zavér. Hledanou mnoZinou vSech pat X je vnitfek
oblouku .

93



3. Je dan vyraz
_ G@—ar  (x—bp
ab — bc +ca — a* bc — ca -+ ab — b?
(x — o)
ca—ab—]—bc—cz,
kde a, bs ¢ jsou dand realna Cisla.

Dokazte, Zze vyraz V, pokud mé smysl, nabyva pro
vSechna redlnd Cisla x konstantni hodnoty. Ziroveii
udejte podminky pro Cisla a, b, ¢, kdy vyraz V' nema
smysl.

+

Q)

Reseni. Je
ab — bc+ ca — a*=bla —c¢) —ala —¢) =
=0t —a) (@a—c)=(a—b)(c—a);
podobné
bc —ca+ab—b=(b—c)(a—0b);
ca—ab+bc—c2=(c—a)lb—c).
Vyraz V ztrici smysl, je-li néktery jmenovatel v (1)
roven nule, tj. plati-li nékterd z rovnosti:

a—b=0; b—c=0, c—a=0
neboli
a=b, b=c¢, c=a. )
Upravime vyraz V za predpokladu, Ze neplati Zadny
ze vztaht (2); spoleCny jmenovatel # zlomku v (1) vzhle-
dem k provedenym rozkladim je

n=(@—>b)(b—c)(c—a).
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Dostaneme
V= %[(xz—ZaoH—az) (b—c)+ (x*—2bx+ b*)(c—a) +
+(x? — 2cx + %) (a —b)] z%{x2 [b—c+c—a+ta—b]—

— 2x [a(b — ) + b(c — @) + c(a — )] +
+ @b — ¢) + b¥(c — a) + Xa — b)) =

- ;11—[a2(b — )£ b (c — a) + cXa — b)].

Ale
n= —a*b—c)+ ablb —c) — bc(b — ¢) + ca(b — ¢) =
= —a*(b —¢) — b*(c — a) — c*(a — b);

je tedy
V=—-nin=—1.

Zavér. Vyraz V ma smysl pravé tehdy, jestlize Zadna
dvé z cisel a, b, ¢ si nejsou rovna; v tom pripadé je
V= —1.

4. V roviné je dén Ctyithelnik AMBN.

Na polopfimkach AM, BN sestrojte po fadé body X, Y
tak, aby bylo XY//BM a aby pfimka AB pulila Gsecku
XY.

ReSeni. Jestlize v daném Ctyfahelniku AMBN je
AM||BN (rovnobéznik nebo lichobéZnik), potom podle
znamé véty stfedni pricka, kterd puli strany AN, MB,
vytind na useCce AB bod S; jim vedeme pfimku p//BM
a jeji spolecné body s polopfimkami AM, BN po radé
oznaCime X, Y. Dale necht pfimky AM, BN maji
spolecny bod P, ktery lezi bud na prodlouZeni usecky
AM za bod M (viz obr. 30), nebo na prodlouZeni usecky
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BN za bod N (Styfuhelnik lezi v uhlu <t MPB troj-
uhelniku PMB). Je-li XY hledana tsecka, jejiz stfed S
padne na piimku AB, pak XMBY je lichob&Znik se
zdkladnami BM, XY. Stejnolehlost o stfedu P, kterd
pievadi tGse¢ku XY v tseCku MB, pievadi stied S
usecky XY ve stfed T tseCky MB. Odtud konstrukce:

Sestrojime stied T tsecky MB. V uhlu CMPB se-
strojime polopfimku PT, kterd prochdzi vnitfnim bo-
dem S tsetky AB; bodem S vedeme piimku p//MB a
prusetiky piimky p s pfimkami AM, BN oznacime po
tadé¢ X, Y. Potom je XY hledana tusecka.

Dukaz, Ze Sje sttedem tse¢ky XY, vyplyvd ze stejno-
lehlosti, kterd prevadi tse¢ku MB v tisecku XY. Pfitom
bod S existuje, nebot polopfimka PT prochdzi vnitikem
thlu <rAPB, a protind tudiZz kaZdou jeho pficku, tedy
i useCku AB v jejim vnitinim bod¢ S.

Uloha m4 proto vZdy jediné feleni.

8. Ulohy I. kola kategorie D

1. Dopravni sit mésta se skldda ze tfi trolejbusovych
linek. Celkova délka trolejového vedeni je 13 km. Jed-
notlivé linky maji po fadé délky 5,7 km, 5,8 km a 6,9 km.
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Prvni a druhd linka maji spoleCny usek délky 1,8 km.
Druha a tfeti linka maji spoleCny usek délky 2,3 km.
Tteti a prvni linka maji spolecny usek délky 2,7 km.

Rozhodnéte, zda existuje usek spolecny vSem tfem
linkdm ; jestliZze ano, pak vypoctéte jeho délku. Nacrtnéte,
jak asi vypada planek tfi trati a vepiSte do n¢ho délky
jednotlivych tsekd.

Reseni. (Délky uddvame v kilometrech.) Linky
oznacme Cisly ‘1, 2, 3. Celkovou délku trolejového vedeni
rozdélime do tfi skupin a vyjadfeme ji jako soucet délek
vedeni kaZdé ze skupin. Oznalime:

a) dy, dy, d; délky téch Casti trati ¢. 1, 2, 3, v nichZ
probihaji jednoduse (s6love);

b) dyss dosy dyy délky téch Casti trati, u nichZ probihaji
5,dvojité* (nikoli vSak trojité); tak napf. d,, znaci délku
spoleCné Casti trati €. 1 a C. 2;

c¢) x délku casti spolecné vSem tfem linkdm.

Celkova délka vedeni 13 (km) je souctem pravé zave-
denych cisel, tj.

(dy +dy + ds) + (dys + dog +dsy) +x=13. (1)
Nyni se pokusime soulty d; + dy + ds, dis + dog + dsy
vyjadrit pomoci uddjt uvedenych v textu tlohy a pomoci
nezndamého Cisla x.

Plati napf. d;, + x = 1,8, takZe je d;, = 1,8 — x; do-
staneme tak celkem

dio =18 — x5 dpg = 2,3 — x5 dyy = 2,7 — x. (2)

Podle textu tulohy a podle vyznamu d&isla d; plati
d, = 5,7 — (dy, + d3; + x); podobné najdeme d,, d;.
Maime tak
dy = 5,7 — (dyp + d31 + x)5 dy = 5,8 — (dip + dyy + X);

dy = 6,9 — (dy; + dos + ) . 3

97



Pomoci (2) plati
d12+d23—|—d31—(18—{—23—}—27)—33{:—*
6,8 — 3x. 4)
Pomoci vztaht (3) a (4) najdeme
di+d, +ds=
= (5,7 4+ 5,8 + 6,9) — 2(d;p + dy3 + d5;) — 3x =
= 18,4 — 2(6,8 — 3x) — 3x = 3x + 4,8. 5)
Nyni vysledky (4), (5) dosadime do (1); postupné
dostaneme
(3% + 48) + (6,8 — 3x) + x = 13,
x+ 11,6 = 13,
x=14. (6)
Tim jsme nasli délku spole¢ného tseku vSem tfem tratim.
Provedeme zkou$ku : Pomoci (2) a (6) dostaneme

dip= 0,45 doyy=0,9; dy; =1,3. @)
Pomoci (7) a (3) najdeme
dl — 2,6; d2 == 3,1; d3 = 3,3 . (8)

Celkové délky trati ¢. 1, €. 2, ¢. 3 po fadé jsou:
d, + dys + dyy + x=2,6
dy + dys + dys + x = 3,1
ds + ds; + dos + x = 3,3

Spole¢né tiseky maji délky:
a) pro traté ¢. 1 a ¢. 2 je to

dyy + x =04 + 1,4 = 1,8;
b) pro traté¢ ¢. 2 a ¢. 3 je to

d23 +x=09 + 1,4 = 233:
c) pro traté¢ ¢. 3 a . 1 je to

dy +x=134+1,4=27.

=5
059+ 0,4 + 194:538;
1,3+09+1,4=6

_l_
-+
+ 1,3
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Pritom skute¢né plati

(dy + dy + ds) + (d1a + dys + dgy) + x =13,
jak se snadno pomoci vysledki (8), (7), (6) presvédcime.
Pfipojeny planek je jedna z mnoha moZnych situaci
(obr. 31

Obr. 31 Obr. 32

Poznamka. Zobrazime-li délky trati kruhy (obr. 32),
pak z obrazku snadno dospéjeme k rovnici (1), jakoZz
i ke vztaham (2), (3).

2. Je dana kruZnice &2 = (S;r) a vné této kruZnice je
dan bod A, z néhoZ je ke kruZnici & sestrojena te¢na AT
s dotykovym bodem 7.

Uvnitf GseCky AT sestrojte takovy bod X, aby platilo
AX = XY, pficemZ Y je pruselik useCky SX s kruz-
nici k.

ReSeni (obr. 33). Je-li Y bod, ktery je feSenim tlohy,
je trojuhelnik 4 YX rovnoramenny s rameny AX = XY.
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Obr. 33

Osa p jeho zikladny AY prevede stied S v jisty bod
B lezici na polopfimce XA ; pfitom plati

AB=BX —AX=8SX— XY =r.

Sestrojime tedy na polopfimce opacné k poloptimce
AT bod B tak, aby bylo AB = r. Bodem A vedeme piim-
ku ¢//BS; hledany bod Y néleZi jednak pfimce g, jednak
kruZnici 2. Tim je rozbor ulohy ukoncen.

Ptimka AB je teCnou kruZnice k, pfimka BS nikoli;
proto také ptimka ¢ // BS neni tenou kruZnice & a protne
ji ve dvou riiznych bodech Y, Y’. Zvolme oznaleni tak,
aby bylo AY < AY’. Oznatme U prisecik piimky ¢
s tseCkou ST. P¥imka SY protne stranu AU trojuhel-
niku ATU v jejim vnitinim bodé Y, prodlouZenou stranu
TU protne v bod¢ S; proto protne podle Paschovy véty
stranu AT v jejim vnitfnim bodé X. Obricenim pied-
choziho postupu zjistime, Ze bod X je fesénim ulohy.

Naproti tomu polopfimka SY’ je bud s pfimkou AT
rovnob&Zna, nebo ji protne vné usecky AT; proto bod Y’
nevede k Z4dnému feSeni tulohy.

Z4avér. Uloha mé vzdy jediné feSeni.
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3. Rozhodnite, ktoré z oboch cisel
a =639, b = 638° + 638°
je vacsie. Svoje rozhodnutie oddvodnite.
RieSenie. Mdme porovnat Cisla
a = 639° b = 638° + 6388 . (1)
Pokusime sa napisat ¢islo a v tvare suctu dvoch mocnin,
ktoré sa daju porovnat s oboma Cislami vyskytujucimi
sa vo vyjadreni Cisla b. Plati
a = 639.639% = (638 + 1).639% = 638 . 639% +
+ 6398 . 2)
Je zname, Ze mocnina s vac$im kladnym mocnencom
je vicsia; je preto 6398 > 638%. Ak teda v sulte na pravej

strane (2) nahradime obe mocniny 639% mocninami 6388,
dostaneme Cislo mensie neZ a. Tak postupne dostaneme

a > 638 .638% 1+ 6388 = 638 | 638% = 5.
Je teda a > b, ¢im je uloha vyrieSend.
- Poznamka. Platnost vztahu 6398 > 6388 medzi klad-

nymi ¢islami overime napr. tak, ked dokdZeme, Ze zlomok

6398
638° je vacsi neZ jedna.

Plati:

6398_(@) (638+1 ( N )8
638° 1638 638 ) 638

Cislo v zitvorke je vicsie ne jedna. No, suéin dvoch
¢isel (1 + m) (1 + n), kde m, n st kladné Cisla, sa rovna
Cislu (1 + m + n + mn), ktoré je vacsie neZ jedna. Preto
aj O0sma mocnina Cisla viacSieho neZ 1 je vacSia nez 1.
Tym je dokaz prevedeny.

K dokazu moZno vSak pouzit aj vzorec pre rozdiel
druhych mocnin: Polozme x = 639, y = 638. Mame
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dokazat, Ze je x® — y® > 0. Plati:

P — 5 = () — () = (o — 39) (2 + 5 =
= [ = 0P/ £ 99 = (@~ A (2 4 9.
() = (=) F 2 ) 4 ) (5.

Vsetky 4 Cinitele posledného stéinu st kladné Cisla,
preto je r > 0, Co sme mali dokdzat.

4. Druht mocninu prirodzeného Cisla N delime &is-
lom 12. Zistite, aky zvySok (t. j. niektoré z celych Ccisel
0, 1, 2, ..., 11) moZe pri tomto deleni vyjst. Su len
Styri moZnosti.

(Pokyn: Kazdé prirodzené ¢islo N mozno pisat v tvare
N = 12k + =z, kde k je celé nezaporné Cislo a o celom
Cisle 2 plati 0 < =z < 12.)

Rieenie. Ku kazdému prirodzenému &islu N moZno
najst jedint dvojicu nezdpornych celych cisel %, 2, kde
0=z<12,
takych, e plati N = 12k + z (ndjdu sa napr. delenim

Cisla N cislom 12). Je teda
N2 = (12k + 2)* = 144k> + 24kz + 2% = 12(12k% +
+ 2 kz) + 22, €))
Cislo 22 mo¥no taktie? jedinym spdsobom napisat v tvare
22 = 12m + 2, kde m, 2 st celé nezdporné (isla a
plati 0 =< 2’ << 12. Po dosadeni do (1) teda dostaneme

N2 = 12(12%2 + 2kz + m) + 2.

Tento vysledok hovori, Ze zvySok 2’ pri deleni Cisla N2
¢islom 12 je ten isty ako zvySok pri deleni Cisla 22 Cislom
12. Zvysky, ktoré dostaneme pri deleni Cisla 22 Cislom 12
zostavme do tabulky:
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Cislo 2z 0]1]2]|3 4‘567891011
¢islo 22 01|49 |16/25(36 49|64 81100121

zvySok pri deleni
Cisla 22 ¢islom 12 |0 |1 [4(9 | 4| 1 Oil 4, 9 4 1

Z tabulky je zrejmé, Ze zvySok pri deleni ¢isla N? Cislom
12 je prave jedno z Cisel 0, 1, 4, 9 a Ziadne iné. Su teda
. skutoCne len 4 moZnosti, ako sa tvrdi v texte tlohy.

5. Je dand polkruZnica % so stredom S a s priemerom
AB. Oznatme x vzdialenost Tubovolného bodu X pol-
kruZznice & od priamky AB. Na polpriamke SX zostrojme
bod Y tak, aby SY = x«.

Vysetrite geometrické miesto bodov Y.

Obr. 34

: I
A 7 irS B8

RieSenie (obr. 34). Oznalme k= (S;r = 1) danu
polkruZnicu s priemerom AB a dalej C bod tejto pol-
kruZnice, ktory ma rovnaké vzdialenosti od bodov A4, B,
takZze je SC | AB. Zvolme niekolko poléh bodu X a
zostrojme prislusné body Y. Pri tom zistime, Ze ak je
X=A4,je Y= Saakje X = G, je tiez Y = C. Lahko
dospejeme k domnienke, %e body Y padnt na kruZnicu m
zostrojeni nad useckou SC ako priemerom.

103



Najskor dokazme, Ze kazdy bod Y lezi na kruZnici m:

[1] O bodoch X =4, X=B a X = C to zrejme
plati.

[2] Nech je X bod polkruznice 2 rozny od bodov
A; B, C. Potom vznikne pravouhly trojuholnik SXZ,
kde Z je pita kolmice vedenej bodom X ku priamke AB,
takZze je XZ//SC. Trojuholniky SXZ, CSY su vsak
potom zhodné podla vety sus, pretoZe sa zhoduju v stra-
naich SX = CS =1, XZ=8SY =xavuhloch <SXZ—
= < CSY (uhly striedavé medzi rovnobeZkami XZ,
S§C). Je teda . SYC = < XZS = 90° a preto bod Y
lezi na Thaletovej kruZznici m opisanej nad useckou SC
ako priemerom.

Obratene, nech je Y bod kruZnice m (mdZeme zrejme
predpokladat, Ze Y je rdzny od bodov S, C, pre ktoré
je vec samozrejmd). Oznacme X prieseCnik polpriamky
SY s polkruznicou % a Z pitu kolmice vedenej bodom X
k priamke AB. Potom su trojuholniky SCY a XS§Z
zhodné podla vety wusu, pretoze je SC = XS =1,
XCSY = < SXZ (uhly striedavé medzi rovnobezkami
SC||XZ),90° = < CYS = < SZX atedaaj <SCY =
= < XS8Z. Je teda skutoCne YS = X7 = «x.

Ziver. Hladané geometrické miesto bodov Y je kruz-
nica m, zostrojena nad useckou SC ako priemerom, kde C
je spolo¢ny bod polkruznice &k a osi usecky AB.

6. Najdéte vSechna cela Cisla p, pro kterd je vyraz

V%I{ﬁ+p+l_pﬂ4

| —2ems

2P —2p+1 (p—1)p
p—3 pP—3p
+ - 1)
p+1 p—1 (

roven celému dCislu.
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Reseni. Protoze je p*> — 2p + 1 = (p — 1)?, dosta-
neme po dosazeni do lomené zivorky, Ze prvni Clen
vyrazu V je

3
zzl[P2+P+1_2L1]:
2 p—1
1L -D@+p+ D@+ _
2 p—1
=1 P-D—(@*+DH_1 —2_ —I
2 p—1 2 p—1 p—1

—1 ,p—3 pP—3p_
2—1 »+1 p2—1
_ =t D+ =3 -1 —3p) _

e—DE+1D
_.—p=14+P—4p+3—p"+3p _
p—D@+D
—24+2  —2p—-1) 2 2

T—Dp+) (p—-De+1) p+1°

Abychom tedy dostali celé &islo, musi o &slu p + 1
platit néktery ze vztahu:

ptl=—2p+1=—-1 p+1=1;p+1=2,

nebot Cislo —2 lze délit pravé Cisly: —2; —1; 13 2.
Odtud dostavame tyto moznosti:

p=-3; p=-2; p=0; p=1.
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Z téchto mozZnosti vylou¢ime p = 1, nebotjep — 1 =0
a pak nékteré zlomky ve vyrazu (1) maji jmenovatele
rovné nule. Hledana ¢isla p tedy jsou

—3; —2; 0. 3)

Provedeme jesté zkouSky dosazenim téchto hodnot do
(1) a (2), zda skutecné vyhovuji pozadavkiim tlohy:

[1] Pro p = —3 dostdvame
119—3+1 —27+1 —6 9+9
LPAEl Wty 6 940
21 (—4)72 (—4)3 —2 9—-1
zl[l_%] 16 4+ ___l[ ]
2116 64 2
L6 9 M-1BB412-9 4
2 4 4 4
[2] Pro p = —2 dostavime
:l[4—2+1_—8—|—1](_ 39 4 =5 446 _
21 (—3y (—3)3 1 4-1
:l[3_l]+5_1_‘l:9—7+30—2°:2,
2 3 3 6

[3] Pro p = 0 dostdvime

V:%[l__l_]+__3_i:l.2_3:w2'

Tato dosazeni souhlasi s dosazenimi do vyrazu (2). Cisla
(3) jsou tedy vSechna feSeni ulohy.
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9. Ulohy II kola kategorie D

1. Otec aj matka sa zucCastiiuji na zdvodnom sporeni.
Kazdy z nich ma svoju vkladna knizku. Pri vyhernom
zlosovani vytiahli obe knizky. Otec na svoju knizku vy-
hral 209, svojho vkladu a matka vyhrala 1009, svojho
vkladu. Obaja mali potom spolu aj s vkladmi 10 040
Kds. Ak by vSak bola vyhra na otcovu knizku 1009,
a na matkinu 20 %,, mali by po vyhre celkom 9 480 Kcs.

Vypocitajte pdvodny vklad aj vyhru kazdého z rodicov.

Riesenie. Ciastky uvddzame v korunich. Otec mal
po vyhre celkom x, matka 10 040 — x. Pdvodny otcov

100x 5 . 10040 — x .
vklad bol 10 =6 matkin - Ak by si-
tudcia, pokial sa jednd o percento vyhry, bola opacnd,
bol by otcov vklad po vyhre Fx 2= 3 xa matkin
10040 —x 120 10040 —x 6

3
= — 3= (10040 — ).

Sucet tychto Ciastok by bol
%x - %(10040 — x) = 9480.
Ak posledntt rovnicu vynasobime Cislom 15, postupne
dostaneme
25x + 9(10 040 — x) = 9480. 15,
x = 3240.

Dalej je 10040 — 3240 = 6 800. Po vyhre mé otec
celkom 3 240, matka 6 800. Povodne mal otec e 24;) S
=12700 a matka 6 800 % = 3400. Vyhry teda su

540 a 3 400.
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Odpoved. Povodny vklad otca bol 2700 Kds,
matky 3 400 K&s. Otec vyhral 540 K¢, matka 3 400 K¢s.

2. V rovine je dana priamka p a dva body A4, B ktoré
lezia vo vnutri opacnych polrovin vytatych priamkou p.

Na priamke p zostrojte body X, Y tak, aby AXY bol
rovnoramenny trojuholnik s ramenami X4, XY a aby
priamka BX rozpolovala uhol <= AXY.

Obr. 35

RieSenie (obr. 35). Zrejme je (podla podmienky tlohy)
priamka BX osou zakladne AY. Preto plati

BA = BY .,

Bod Y teda zostrojime ako spolo¢ny bod kruZnice & =
= (B; BA) a priamky p. KruZnica md s priamkou vzdy
spolocné dva rozne body Y, Y,, pretoZze priamka p
oddeluje body A4, B. Na obr. 35 je jeden z tychto spolo¢-
nych bodov oznadeny Y.

Bod X zostrojime ako priesenik osy ¢ tuseCky AY
s priamkou p. Pretoze X leZi na osi ¢, je AX = XY a
trojuholnik 4XY je teda skutolne rovnoramenny so
zédkladiiou AY. Uloha ma vidy dve rieSenia.
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Poznéamka. Na obr. 35 je naznacené len jedno z oboch
rieSeni.

3. Soucet 7 2515 + 6 1597 je délitelny cislem 90. Do-
kaZte.

ReSeni. 1. Nejprve dokd’eme pomocnou vétu V:
Jsou-li a, b dvé prirozena Cisla, jejichz dekadicky zapis
kon¢i ciframi m, n, potom dekadicky zapis soucinu ab
konci touz cifrou jako dekadicky zapis soucinu mn. Dikaz
provedeme takto:

Cisla a, b 1ze s jedinym vysledkem napsat ve tvaru

a=10A+m, b=10B + n,

kde A, B jsou celd nezaporna Cisla a m, n jsou néktera
z Cisel 0, 1,2, ...,9. Je tedy ab = (104 + m) (10B + n) =
= 10(104B + An + Bm) + mn. V tomto vysledku
je prvni clen d¢litelny deseti, a proto neovliviiuje
jednotky dekadického zapisu Cisla ab; Cisla ab, mn maji
tedy v dekadickych zdpisech na mistech jednotek tytéz
cifry. Tim je dikaz proveden.

II. Mdme dokazat, Ze Cislo
n="7251° + 6 1597 (D)

je délitelné cislem 90. Je 90 = 9. 10, kde 9, 10 jsou
nesoudélnd prirozend Cisla; Cislo » je délitelné devade-
sati, jestlize je délitelné Cisly 10 a 9.

Opakovanym uzitim véty V' dostavame, Ze dekadicky
zapis Cisla 7 251% kondi cifrou 1. Z téZe véty plyne, Ze
mocniny prvni, druhd, tfeti atd. aZz sedma cisla 6 159
kon¢i po radé ciframi 9, 1, 9, ..., 9; stali totiZ uvazovat
cfsla 92=09, 92 =81; 9¥=81.9,...;9" = (,.1).9=
= (....9) (sudé mocniny konci jednickou, liché devit-
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kou). Proto ¢islo » méd na misté jednotek cifru jako
soucet 1 + 9 = 10, tedy nulu; je proto n délitelné &s-
lem 10.

Kazdé z cisel 7251, 6 159 je délitelné tfemi; protc
mocniny téchto Cisel od druhé pocinajic jsou délitelné
deviti a tim i jejich soulet. Napf. plati 7 251° =

35,2417
= (3.2417)° = 35. 24175, 3—2=33. 2417,
Tim je diikaz proveden.

4. Je déna polokruZnice o priméru AB a stiedu S.
Na polokruznici zvolme bod C rizny od bodia 4, B
a sestrojme v ném k polokruZnici te¢nu ¢. Bodem B
vedme kolmici p k pfimce 7 a bodem S kolmici ¢ k pfimce
BC. Ozna¢me X prusecik primek p, g.

Vysetiete mnoZinu vSech bodu X, jestlize bod C pro-
bihd danou polokruZnici.

ReSeni (viz oznaCeni z obr. 36). Oznaéme ¢ polo-
rovinu (s hranici AB), ve které leZi dand polokruZnice k.
Podle textu ulohy je p | ¢, ¢ | BC; paty téchto kolmic
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ozna¢me po fadé P, O. O stfedu S polokruZnice £ plati

SA=8SB=8SC=r. " (1)
Oznalme «, [ uhly pfi vrcholech 4, B pravouhlého
trojihelnika ABC (bod C lezi totiz na Thaletové kruz-
nici opsané¢ nad tuseckou AB jako prumérem). Proto
o uhlech vyznacenych v obr. 36 plati

o+ f = 90°

(ostré thly v pravouhlém trojuhelniku ABC),

L=
(trojuhelnik SBC podle (1) je rovnoramenny se zaklad-
nou BC),
o+ fy=90°, . oy =a(jeSC L1),
o+ B2 =90, 1. Pa=4p

(soucet ostrych whli v trojahelniku BCP, kde <P =
= 90°). Pfimka BC tedy puli thel <tSBX, pfiemzZ je
BC | g; je tedy BSX rovnoramenny trojuhelnik s ra-
meny BS, BX a vzhledem k (1) plati » = BS = BX.
Je tedy <tSBX duty a bod X padne dovniti poloroviny g
na polokruZnici m, kterd ma stfed B a pramér SM.
Trojahelniky SBC, BSX maji kolmé zakladny BC, SX,
které se navzdjem puli; proto je SBXC rovnostranny
rovnobéznik (¢tverec nebo kosoltverec) a polokruznice
k, m vzniknou jedna z druhé posunutim o délku SB
ve sméru SB (nebo opacném).

Obracené, je-li X bod uvnitf oblouku SM (polokruz-
nice m), sestrojime rovnostranny rovnob&Znik SBXC; je
SC = 8B, tj. bod C padne dovnitf oblouku AB (polo-
kruZnice k) a najdeme-li k bodu C pfislusné primky
? ¢, je jejich prusetikem zvoleny bod X. Odtud zavér:

Mnozinou vSech bodi X jsou body polokruznice

m = (B; %AB) lezici v poloroviné g, a to bez obou
jejich krajnich bodu S, M.
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V. Sedm4 mezinarodni matematicka
olympiada v Berliné€ ve dnech 3.—12. ervence
1965

1. Prabéh olympiady

VII. MMO méla ze vSech dosavadnich mezinarodnich
olympidd nejvétsi pocet ucastnickych zemi. Zucastnilo se
ji deset statti: Bulharsko, Ceskoslovensko, Finsko, Jugo-
sldvie, Madarsko, Mongolsko, Némeckd demokratickd
republika, Polsko, Rumunsko a Sovétsky svaz. Pozoru-
hodné je, Ze se letos olympiédy ucastnilo Finsko jako
prvni stat, ktery nepatn k socialistickému taboru. Né-
které da151 pozvane staty (Cina, Kuba) se nedostavﬂy,
ale lze oCekavat, Ze v pristich letech bude pocet tiCastnic-
kych zemi vzrastat a Ze soutéZ nezlstane omezena jen
na socialistické staty; tim se ovSem bude zvySovat jeji
vyznam pro spoluprdci nidrodd na poli $kolské matema-
tiky 1 jeji politicka vaha. SoutéZ byla organizovana v pod-
staté podle statutu vypracovaného pro IV. MMO v roce
1962 v Ceskoslovensku. Kazdy ucastnicky stat vyslal
osmiClenné druzstvo pod vedenim delegita a jeho za-
stupce (pedagogického pruvodce).

Soutéz ridila mezindrodni komise (Jury); jejim pfed-
sedou byl prof. dr. Engel z university v Roztokach (Ro-
stock), Cleny s hlasovacim priavem vSichni vedouci
delegaci.

Program soutéZe byl velmi peclivé pfipraven do nej-
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mens$ich podrobnosti; byl skutecné bohaty a asové i pra-
covné velmi niroCny. VII. MMO se konala za velké
moralni i finan¢ni podpory strany a vlady NDR a téSila se
velké pozornosti, zejména tisku; deset Casopisit — mezi
nimi i Neues Deutschland — vénovalo na svych strankich
mnoho mista reportdZim a zpravam.

Vedouci delegaci se sjeli dne 1. ¢ervence t. r. v Berliné.
Vecer bylo kratké pfijeti vSech Clenti prof. Engelem
v hotelu Newa. Dne 2. Cervence zasedala Jury po cely
den v Domé odborti; pfi zahajeni uctila pamétku zesnu-
Iého &s. pracovnika R. Zelinky. Odpoledne se zabyvala
pifedbéZné hodnocenim navrzenych soutéZnich tloh.
Vecer byli delegati pfijati v hotelu Moskva stdtnim sekre-
tatem Wernerem Lorenzem za casti dalsich vladnich a
stranickych Ciniteld. Cely den 3. Cervence byl vénovan
vybéru tloh pro soutéz. Po dlouhé diskusi bylo vybrano
Sest uloh (tfi pro prvni soutéZni préci, tfi pro druhou).
Béhem 3. Cervence dorazila do Berlina vSechna druZstva
pod vedenim pedagogickych privodct a byla ubytovana
v interndtu Jugendhochschule W. Piecka v Bogensee,
v pékné lesnaté a jezernaté krajiné, vzdalené asi 30 km
od stfedu Berlina.

V nedéli 4. Cervence se dostavili na zaseddni Jury
i pedagogicti pruvodci; po kratké schiizi se ucastnici
rozesli, aby rozmnoZili texty soutéZnich tloh v ndrodnich
jazycich. Preklady text z n€meckého origindlu pfipravili
vedouci delegaci jiz predchozi vecer. Odpoledne odjeli
delegati se svymi zastupci do Postupimi. Prohlédli si
zamek Sanssouci, park i dal$i pamétihodnosti; vecer bylo
uspofddano v restauraci Zur Stadt Potsdam pratelské
setkdni s uciteli postupimské Vysoké Skoly pedagogické.
Zaci vénovali ned¢li rekreaci a vyjizdce na Weisse Flotte
po Sprévé.
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Réno 5. Cervence byla v Bogensee v sile Jugendhoch-
schule zahdjena prvni Céast soutéZe. Promluvil kratce prof.
Engel, potom zastupce strany precetl pozdravny dopis
s. Waltera Ulbrichta, adresovany ucastnikim VII. MMO,
a pak zaCali Zici pracovat na prvnich tfech twlohach
(viz cast II).

V utery 6. Cervence soutéZ pokracCovala feSenim druhé
trojice tloh; soucasné delegati a jejich zdstupci korigovali
prvni trojici soutéznich uloh.

Dne 7. Cervence se za spoluprace pedagogickych pru-
vodci dokoncovalo korigovani uloh a koordinace. Opra-
vovani uloh i prace Jury filmovala televize. Na zasedani
Jury byly stanoveny podle poctu bodi hranice pro udéleni
1., 2. a 3. ceny, pak bylo rozhodnuto jednomyslné o udé-
leni cen. Mimo to byla projedndna udéleni zvlastnich
pochval za mimoiddné obratna feSeni nebo za vice riz-
nych zpusobu feSeni a zobecnéni. Zaci vénovali celou
sttedu 7. Cervence navstévé Postupimi (Potsdamu).

Dny 8. az 11. Cervence byly vyplnény okruzni cestou
po NDR, kterou v autobusech absolvovaly vSechny dele-
gace se svymi vedoucimi i jejich zastupci. Po celou dobu
doprovazeli delegace prof. W. Ergel a netnavni organiza-
tofi: hlavni sekretdf Oberstudienrat H. Tirze a F. Weiss
z Technické stanice. VétSina cesty se projela po vybor-
nych némeckych délnicich. 8. Cervence byla poledni za-
stdvka v Naumburku (s prohlidkou dému), vecer dorazila
vyprava pres Jenu a Weimar (Vymar) do Ettersbergu
(Buchenwaldu), kde byla ubytovdna v tamé&jSim hotelu.
Dopoledne 9. Cervence byla prohlidka byvalého koncen-
tracniho tdbora a po ni nasledoval pietni akt; vedouci
delegaci v privodu vSech ucastniktit VII. MMO poloZili
kytice k pylonim narodd; za znéni buchenwaldského
zvonu byl poloZen vénec k pamétniku obéti nacismu a
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delegati podepsali spoleCny zdpis v pamétni knize. Od-
poledne nasledovala prohlidka Vymaru, zejména Schille-
rova a Goethova domu. Vecer se ucastnili delegati re-
cepce, kterou pro né usporadal rektor Vysoké skoly archi-
tektury a stavitelstvi ve Vymaru dr. Motzke.

Dne 10. Cervence odjeli Gcastnici VII. MMO pries
Karl-Marx-Stadt do DraZdan. Ihned po pfijezdu nasle-
dovala prohlidka galerie a vecefe v Italienisches Dorfchen.
Vecer byl volny s moznosti navstivit slavnost Dne tisku,
kterd se pravé v mésté konala. Rino 11. cervence byla
na programu prohlidka Zwingru, po ni volny cas k pro-
hlidce mé&sta. Snidané i obéd byly toho dne poddviny
v pfijemném prostfedi Luisenhofu s krasnou vyhlidkou
na mésto. Odpoledne asi v 16 hodin byla nastoupena
zpatecni cesta do Berlina.

V pond¢li dne 12. ¢ervence v 10 hodin byla ve Sjezdové
dvorané na Alexandrové namésti v Berliné uspofddana
zavére¢na slavnost s udélenim cen a pochval. Promluvili
profesor Engel, statni sekretdf Werner Lorenz a nakonec
prof. Mateev, ktery oficidlné pozval jménem bulharského
ministerstva $kolstvi vSechny ucastniky na VIII. MMO
do Sofie. Pak nasledovalo udéleni cen a pochval. Za
Zdky podékovala rumunskad ucastnice Liliana Bucurovd.
Vyznam slavnosti byl zvysen i GiCasti Cetnych vynikajicich
hosti, napf. rektora Humboldtovy university prof. Schriodra,
mongolského vyslance aj. Slavnost byla zahdjena i ukon-
¢ena komorni hudbou. Po ukonceni nisledovaly inter-
viewy rozhlasu a televize s nékterymi ucastniky. Veler
téhoZ dne usporadal Casopis Junge Welt pratelskou besedu
ve Sjezdové dvorané, kterd byla dovrSenim pozornosti,
kterou vénoval tisk VII. MMO. KaZd4d z delegaci méla
svého hosta z fad domdacich prominentd — hostem ds.
delegace byl rektor Humboldtovy university profesor
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Schroder. Vecer byl doplnén fadou programovych
Cisel (napf. zpévnim cCislem mongolské delegace, pred-
vedenim finského lidového tance 2j.) a vyznél v opravdové
pratelské sbliZzeni vSech tucastnikl soutéZe.

Béhem 13. Cervence se rozjizdély delegace do svych
domovii. »

Tento popis prubehu alespon naznacuje nesmirnou
praci, kterou némecti organizatoii vénovali VII. MMO.
Udastnici VII. MMO méli pfileZitost zhlédnout velko-
lepou vystavbu v Berliné, Drazdanech, Karl-Marx-
Stadtu a jinde, méli moZnost poznat jedineéné historické
pamitky; ve Weimaru a v Buchenwaldu méli pred
olima ohromujici kontrast mezi kolébkou némeckého
humanismu a nedalekym pamditnikem pfipominajicim
hriazy fasismu. Tyto zazitky zapusobily hluboce na
vSechny ucastniky a zanechaly jisté, zejména v myslich
zakl, nesmazatelné dojmy.

2. SoutéZni tlohy VII. MMO

Soutézni ulohy byly rozdéleny do dvou trojic: 5. Cer-
vence byly zaddny tulohy 1 az 3, 6. Cervence ulohy 4 aZ 6.
Na kazdou klauzurni prici byly stanoveny 4 hodiny
Cistého Casu. Niésleduji texty tiloh; v zdvorce je uveden
stat, ktery tlohu navrhl, a maximalni pocet bodu, které
mohl feSitel Glohy ziskat.

1. Urlete vSechna disla x z intervalu 0 < x < 2w,
ktera vyhovuji nerovnostem

2co8x = ‘ L/ﬁizi@ — ]/'17'; sinA2-3_c| = Vé.
(Jugosldvie, 4 body)
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2. Je dana soustava rovnic
ap Xy + appXy + agzxy =0,
Q91X + AgoXy + Ap3%3 = 0,
A31%1 + @30y + Aga%; = 0
s neznamymi x;, X,. X3. Jeji koeficienty spliiuji tyto
podminky:
a) @115 Ggp> g jsou kladnd Cisla; ) .
b) vSechny ostatni koeficienty jsou zaporna Cisla;

c) v kazdé z danych rovnic je soucet vSech tfi koeficientii
kladné cislo.

DokaZte, Ze dand soustava md jediné feSeni x; = x, =
= x5 = 0.
(Polsko, 6 bodh)
3. Je dan ctyfstén ABCD, jehoZ hrany AB, CD maji
po fadé délky a, b. Vzdilenost mimobézek AB, CD je d,
jejich odchylka je w. Ctyfstén ABCD je rozdélen ve
dvé télesa rovinou ¢ rovnobéZnou s pfimkou AB is pfim-
kou CD; pomér vzdélenosti roviny ¢ od pfimky AB
a od piimky CD je roven k. Vypoctéte pomér objemli
obou vzniklych téles.
(Ceskoslovensko, 8 bodh)
4. Vypoctéte vSechny Ctvefice redlnych Cisel x;, x,,
X35 X4, pro néz plati, ze soucet kazdého z téchto Cisel se
souinem tfi zbyvajicich je roven dvéma.
(SSSR, 6 bodt)

5. Je dan trojuhelnik OAB, jehoZ thel <cAOB je ostry.
Bodem M =£ O trojthelniku OAB jsou vedeny kolmice
k primkdm OA, OB a jejich paty jsou oznaleny po fadé
P, Q; prusecik vySek trojuhelniku OPQ je oznalen H.
Zjistéte, jaky utvar je geometrickym mistem bodu H,
probiha-li bod M
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a) stranu AB,
b) vnitfek trojuhelniku OA4B.
(Rumunsko, 8 bodi)
6. V roviné je ddna mnoZina n bodld (n = 3), kazdé
dva z nich jsou spojeny useckou. Oznacme d délku nej-
delsi z téchto useCek. Priimérem dané mnoZiny nazveme
kazdou z téchto tiselek, kterda méa délku d. Dokazte, Ze
pocet prumért dané mnoZiny je roven nejvyse 7.
(Polsko, 9 bodi)

3. Reseni soutéZnich vloh

Uloha 1. Re$me nejprve nerovnost

J1 4 sin2x — /T —sin2x| < J/2. (1)
Jejim umocnénim a dpravou dostaneme
1 — Jcos 2x| < 1. 2)

Nerovnost (2) je splnéna pro vSechna x z intervalu
{0, 2n). ProtoZe lze obrdcenim postupu piejit od ne-
rovnosti (2) k nerovnosti (1), jsou feSenim nerovnosti (1)
viechna disla x z intervalu <0, 27).

ReSme za druhé nerovnost

2cosx = H/l -+ sin 2x — ]/1 —sin 2x] . 3)
Je-li cos x = 0, 1j.

= %" @)

je nerovnost (3) splnéna. Je-li cos x = 0, umocnime ne-
rovnost (3) dvéma a upravime; vyjde

2 cos?x = 1 — |cos 2x]| ,

X

A
IA

neboli
|cos 2x| = 1 — 2 cos®?x = —cos 2x . (5)
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Nerovnost (5) je splnéna pro vSechna x z intervalu
{0, 2w), pro néZ plati ua =2x = 3—Tcnebo o% =2x =
P platl 3 2 2
=" , tj. pro vSechna x, pro néz plati
2 p p p

Poy=t, Ea,alt (6)
4 4° 4 4
ProtoZe lze postup obratit, jsou vSechna x vyhovujici
nerovnostem (6), feSenim nerovnosti (3).
Vsechna feSeni dané nerovnosti dostaneme spojenim
vztahu (4), (6); jsou to tedy vSechna x z intervalu

T Tn
4’4/
Uloha 2. Bud plati pro aspoii dvé nezndmé nerovnosti
=0, x=0, ©)

nebo zndsobime vSechny tfi dané rovnice Cislem —1 a
dosahneme toho, Ze pro nezndmé —x;, —xX,, —X5 plati
vztahy (7).
Vhodnou vyménou neznamych a soucasnou vyménou
rovnic dosahneme toho, Ze je
=0, % =0 ®)
a Ze koeficienty takto upravené soustavy splituji podminky
a) az b). Z posledni rovnice dané soustavy pak plyne
: Ag1% + A%, =0,
tj.
gs%3 =0, x3=0.
Je tedy x; =0, x, = 0, x3 = 0. Budiz napf. x; nejveétsi
z Cisel x;, X5 X3, tj.

X =% =0, x,=x,=0. ©)
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Znasobime nerovnosti (9) po fadé zdpornymi Cisly a;,,
ay3; vyjde

A19%1 = Q1pXp 5 Q3% = Qy3%3 . (10)
SecCteme nerovnosti (10) a pfiteme rovnost a;;x; =
= a;,%;; dostaneme

0 = (ay + @1s + a13)%; = ap¥y + ap¥y + @133 = 0.
Odtud plyne — protoZe a;; + a;5 + @33 > 0 — vysledek
x, = 0 a déle podle (9) x, = x3=0.

Uloha 3. Ctyfstén ABCD doplnime na rovnobéZno-
stén, jak ukazuje obrazek 37; vysledny rovnobéZnostén

D
b
’E lll:; T
L \
! \
\,
al| [ AN
1+k - A
Y /”! \ X
W/ \
Z 6% U\
\
| \
rd ==t =——=pb
1+k // NN
7/
g4 i
A F
Obr. 37

ovSem nemusi byt kolmy. Hrany 4B, CD ({tyfsténu jsou
uhlopfi¢kami jeho podstav, rovina ¢ déli rovnobéZnostén
ve dva rovnobéZnostény; objem dolniho (horniho) ozna-
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¢ime V,(V,). ProtoZe jejich vysky jsou po radé % 3
a protoZe oba rovnobéZnostény maji podstavu

1+ %
téhoZ obsahu — Eab sin w, plati
W S N . S (11)
2(1 + k&) 2(1 + k)

Rovina ¢ rozdéli ¢tyfstén ABCD na dvé Casti; dolni
dostaneme, kdyz od dolniho rovnobéZnosténu oddélime
dva jehlany a dva komolé jehlany. Vyska jehlant je I lf A
a jejich podstavy maji tyZ obsah P,; je to obsah trojuhel-
niku X YZ.Ponévadz trojuhelniky X YZ, CDE jsou stejno-

lehlé podle stiedu 4 (koeﬁc1ent stejnolehlosti je

k 2
P—(—"*_\.p,.
! (1+k) ’

Soucet objemi jehlanl je tedy

2
M (A2 () n a2
3 14+ R\l 4k 3 1+ &/

Oba komolé jehlany maji také vysku If %3 jejich pod-

stavy maji obsahy P, (AABF) a P, ( AXVU). Protoze
trojuhelniky XV U, ABF jsou stejnolehlé podle stfedu C

)
14 %
plati

(koeﬁcient stejnolehlosti je plati

1)
1+ %)
p,—(-LY.p
2_(1+k) o
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Souclet objemi obou komolych jehlani je tedy
2  kd 1 1 \2
=.—|P —|\P —— | P =
31+¢[1+&+k)1+&+k)4
_2d k(K + 3k +3)
3 (1+ k)

Objem V7 dolni ¢asti dostaneme, odelteme-li od disla
V, obé cisla (12), (13). Uvazime-li, Ze je

P, . (13)

P, = P, — *absin o,

4
dostaneme
" 2kd 2 k3
== . p —Z24. P, —
1+ & 3 (1 + k)®

2 2
_zd'k(k +3k+3)~P1:2k (k+3)-dP1. (14)
3 (1 + k). 3(1 + k)®
Objem V3 horni &4sti dostaneme zifejmé, nahradime-li

ve vysledku (14) cislo % Cislem % 5 po tpravé vyjde

v 2(1 + 3k)
Vy = —~ . dP, . 15
e R (15)
Z (14) a (15) plyne
Vi _FG13) (16)
Vs 1+ 3k

Jak je patrno, pomér nezavisi na udajich a, b, d, .
Uloha 4. Podle textu tulohy je
X+ XXgXy = 2,
Xo + XXXy = 2, (17
Xy + XgXeXy = 2,
Xy 4 XXX = 2.
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Oznalme ¢ = x,X,X5x, a znasobime i-tou rovnici (17)
Cislem x;; dostaneme pro 7 = 1, 2, 3, 4 po Gpravé
¥ — 2%, +¢g=0. (18)
Kvadratickd rovnice (18) m4 redlné feSeni pravé tehdy,
plati-li 1 — ¢'= 0 neboli
g=1. (19)
Kofeny rovnice (18) jsou pak

71—1+V1 q, 7"2—1_1/1_4 (20)
Pro ¢ = 1 dostaneme r, = r, = 1, a tedy
x1:x2:x3:x4:1, (21)
coZ je jedno fesSeni soustavy.

Je-li ¢ <1 [viz (19)], je r, > Ty = = 0. Z rovnic (17)
vyplyvé, Ze nemohou b}'ft aspoil tfi z Cisel x; rovna r,.
Kdyby totiz bylo napf. x; = x, = x3 =1y, bylo b
X%y%3 = r3 << 1. Z posledni rovnice (17) by pak plynulo
x, > 1, tj. x, =7r,. Z toho by pak plynulo (protoZe
rry=¢, 1 +q<2)

Xt xgxgxy =1+ rri=ry(l+q)<1.2=2,
coZ je spor s prvni rovnici (17). Nehledime-li k permuta-
cim indexu, jsou tedy tfi moZnosti:

I. x1=x2:x3:x4=7’1§

II x; = %y = X3 = 11, X4 = Ty

III. %, =%y =1y, X3 =X, =715

V ptipadé I plyne z kterékoli rovnice (17) rovnice

W4 x—2=0, (22)
kterd ma realny kofen x; = 1. RozloZime trojélen
(cf + 200 — 2) = (0 — 1) (5§ + % + 2);
protoZe kvadratickd rovnice x; + x; + 2 = 0 nem4 %ad-
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ny redlny kofen, md rovnice (22) jediny redlny kofen 1
a dostavame tedy opét feSeni (21).
V ptipadé II dostaneme jednak rir, = g, jednak podle
(20) 77, = ¢ a odtud
rre(ri —1)=0. . (23)
Z rovnice (23) vyjde bud = 0, to je vSak podle (20)
vylouceno, nebo r, = 0, coZ dava g=0,r =2. Toje
vSak ve sporu se Ctvrtou rovnici (17). Mu31 tedy byt
ri —1 =0, neboli r, = 4 1. Pro r, =1 dostaneme
z rovnice (18) r, = 2 — r; = 1, a tudiz opét feseni (21).

Pro r; = —1 dostaneme z rovnice (18) r, =2 — r; = 3,
a tudiz dal$i mozZné feSeni
X=Xy = X3 = —1, x5 =3, (24)

které skutené soustavé (17) vyhovuje.

Zbyva vysettit pripad III. Zde je r2r2 = g, rirs = ¢,
tj.

1y (rry — 1) = 0. (25)

Reseni "= 0 nebo r, = 0 se ukazala v pfedchozim jako
nemozna. Rovnost 7,7, — 1 = 0 nemuze platit, nebot je
1"11‘2 - q < 1

Uloha m4 tedy jen dvé feSeni v oboru realnych Cisel:
jsou to feSeni (21) a (24).

Uloha 5. Zvolme nejprve libovolny bod M leZici
uvnitf ahlu <<AOB, spustme z ného kolmice MP, MQ
na poloptfimky OA4, OB; dale sestrojme vysky QP’, PQ’
trojuhelniku OPQ a jejich prasecik H (obr. 38). Pfimka
OH je tfeti vySkou trojuhelnika OPQ, proto plati

OH | PQ.
Body P, Q lezi na kruZnici sestrojené nad prumérem
OM; podle véty o obvodovych thlech plati
< POM = < POM.
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Dale je
XHOQ = 90° — XOQP = < POM,
tedy .
SPOM = S HOQ = ¢. (26)

Oznacime-li *AOB = w, plati

OH—=00Q -~ — 0P %% _ OM .cos ¢ - S —
cos @ Cos @ Cos @
=O0OM.cosw. 27

Bod H lezi vzdy uvnitf thlu <t AOB, nebot trojihelnik
OPQ je ostrouhly (to plyne z véty o obvodovych uhlech).
Ze vztaht (26), (27) pak vyplyva, Ze bod H je obrazem
bodu M v zobrazeni sloZeném ze soumérnosti S podle
osy uthlu xAOB a z homotetie H, kterd ma stfed O
a koeficient cos w. Podobnost P, ktera vznikne sloZenim
obou téchto zobrazeni, pfevede useCku AB v tsefku,
jejiz krajni body jsou paty 4’, B’ vySek trojihelniku OAB
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M
!
|

N

B’ A
Obr. 39

spusténych z bodit 4, B (obr. 39). Lze totiZ snadno do-
kézat, 7e paty A’, B’ jsou obrazy bodd A, B v podob-

(o

%
Obr. 40
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nosti P. Z toho vyplyva, Ze obra-
zem vnitfku trojuhelniku OAB
je vnitfek trojahelniku OA'B’,
obrazem useCky AB je usecka
A'B'.

Uloha 6. Odvodime nejprve
tuto pomocnou vétu: Vycha-
zeji-li z nékterého bodu A4 dané
mnoziny It aspoil tfi priméry,
pak existuje takovy bod B mnozZiny
M, z néhoz vychazi jediny pru-
mér (obr. 40).

Necht z- bodu A4 mnoziny I
vychdzeji tfi praméry AB, AC,
ADj; pak vSechny tii body B, C,
D lezi na kruznici ky = (4; d).
Pfitom body B, C, D lezi v stfedo-



vém uhlu velikosti o = 60°, nebot vzdilenost kazdych
dvou z nich je mens$i nebo rovna d. Zvolme oznaceni
tak, aby polopfimka AB naleZela thlu <tCAD a hledejme
vSechny pruméry, které vychazeji z bodu B.

Je-li BX takovy prumér, pak bod X lezi na kruZnici
kp = (Bj; d); kruznice k4, kg se protnou ve dvou bodech,
které oznatime U, V tak, aby bod U(V) naleZel polo-
roviné ABC(ABD). Nalezi-li krajni bod X = A pru-
méru BX oblouku AU, pak kruZnice ky = (X;d) md
bod U za vnitini, V' za vnéj$i a prochazi bodem B.
Proto kazdy bod V =£ B oblouku BV, tedy i bod D,
leZi vné kruZznice ky, tj. plati DX > d, coZ je spor.
Dokazali jsme tedy, Ze z bodu B vychazi jen jediny
prumér, totiz BA.

Z pomocné véty vyplyva, Ze danda mnoZina muZe byt
jen dvojiho typu: bud I. z kazdého jejiho bodu vychdzeji
pravé dva praméry, nebo II. obsahuje bod, z néhoz
vychazi nejoyse jeden pramér. Vétu z tlohy 6 dokaZeme
nyni indukci. Pfedpokladejme, Ze plati pro kazdou mno-
zinu 9N, o n bodech (n = 3) a zvolme mnozinu i,
o n -+ 1 bodech. Je-li mnozina 9M,,; typu I, ma
2(71—;—-1-) =n -+ 1 praméra. Je-li mnozina i, typu
II, zvolime jeji bod A, z néhoZ vychazi nejvyse jeden
priumér. Vynechdme-li z mnoZiny 9t,,, bod A, dosta-
neme mnozinu I, ktera ma nejvyse » pramérd; mnozina
M., ma tedy nejvyse n -+ 1 pruméra.

Tim je dokdzan indukéni krok; protoZe véta z ulohy 6
plati zfejmé pro » = 3, plati pro kazdé pfirozené n.

Pozndmky k dlohdm a jejich tesenim

Kdyz Mezinirodni jury vybirala ulohy a rozhodovala
o pridéleni poctu bodu, byla v Casové tisni. Tak se stalo,
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Ze bylo sice velmi mnoho diskutovano o formulaci #loky 3,
ale vibec se neanalyzovala #loha 6, kterd byla velmi
obtizna a k jejimuZ feSeni bylo v podstaté vzdy tieba
umélého obratu. Tato tloha se stala skutecné zkuSebnim
kamenem matematického vzdéldni a naddni Gcastniki;
spravngé ji roztesilo jen nékolik zakt z SSSR a Madarska.
Pfi jednani Jury nebyl také Cas uvazit rizné zptisoby
feSeni uloh a chyby, které se mohou vyskytnout a stanovit
zasady, jak budou tyto chyby posuzovany. Tim byla
velmi stiZena cinnost opravujicich i koordindtort, ktefi
musili teprve béhem své prace stanovit zasady pro
hodnoceni, nékdy se vracet a ménit klasifikaci.

Proni dloha byla nejsnazsi; hlavni chyba, kterd se tu
vyskytovala, bylo vynechini obridceni postupu, pokud
ovSem nerovnosti byly feSeny umocnénim. Rada Zzakd
vsak fefila ulohu jinak, napf. pouZitim vzorce

Vl -+ sin 2x = |cos x - sin x|

a pak nebylo tfeba postup obracet.

Také #loha 4 nevyzadovala vtip. Zici asto nepouili
umélého obratu, ktery je v autorském feSeni, ale provadéli
eliminace neznamych obvyklym zptsobem. Obé feSeni
ulohy je mozno zjistit experimentalné; téZisté ulohy je
v zjiSténi, Ze soustava nemad jiné feSeni. V pluvodnim
navrhu tlohy se méla hledat vSechna feSeni soustavy (17)
v oboru komplexnich isel. Ponévadz ve vétSiné zGastné-
nych stath se komplexni Cisla na stfednich $kolach ne-
probiraji, byla dloha redukovina na zadany tvar.

Péknd a vhodna byla #loka 2. Néktefi Zaci ji resili
pomoci vlastnosti determinantti; dokdzali, Ze determinant
dané soustavy je Cislo kladné, coZ je velmi snadné.

OznaCme s; = ay; + a3, + a3, 1 =1, 2, 3; pak je
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podle predpokladu s; > 0. Upravime determinant sou-
stavy:

Ay Qe Qg3 S1 Qe A3

D = |ay gy Gy | = |S3 Ay Ay | = 51(Ap0033 — Ap3a30) +
Qs Qe Qgg S3 Qze Asg
+ $2813035 + 3819005 — S2y9033 — S3daedys - (28)

Druhy, tfeti, ¢tvrty a paty ¢len souctu (28) jsou kladnd
Cisla; dokdZeme-li, Ze je dgpas3 — @p3a5, > 0, bude do-
kazano, Ze je D > 0.

Protoze je ag, << 0, s3 > 0, je asp + as3 > 0; znasobi-
me-li tuto nerovnost kladnym d¢islem —a,g a pficteme-li
na obou stranich soulin a,,as5, dostaneme a,odg3 —
— Q93035 — Qo3d33 > Aoadsz, Neboli

Aap@33 — Qaglzy = Ag5(Aos + Gss) - (29)
ProtoZe je ay < 0, s, >0, je dy3 + @y >0 a z nerov-
nosti (29) pak plyne a,,a33 — asga3, > 0.

ReSeni bez pouZiti determinantd, které jsme uvedli
vyse, je v podstaté feSeni Cs. reprezentanta D. Preisse.

Jak jsme se jiz dfive zminili, bylo pfi zaseddni Jury
mnoho diskutovano kolem #loky 3, tj. kolem otazky,
ma-li se Zdktm ,,pomoci‘ tim, Ze se dd dil¢i uloha:
odvodit vzorec pro objem Ctyfsténu, ktery je dan délkami
protéj§ich hran, jejich vzdalenosti a odchylkou. Tato
formule byla totiZ vychodiskem v autorském feSeni. Na-
konec se vSak rozhodlo ,,nevnucovat* Zaktim tento zptisob
feSeni, nebot jsou mozné i zplsoby jiné. A skuteCnost
rozhodnuti Jury potvrdila: Zici fesili Glohu nejraznéjsimi
metodami — tfeba i integralem (vlastn& aplikaci Cavalie-
riova principu), jako napf. D. Preiss. Péknd a obratna
feSeni podali néktefi sovétsti Zaci.

Také #loha 5 nebyla niaro¢nd a poskytovala celou radu
moznosti ruznych feSeni: pomoci zobrazeni (viz feSeni
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vySe uvedené), metodou soufadnic aj. Origindlni feSeni
pomoci rovnobéZniku vepsaného do ¢tyfuhelniku podal
tfindctilety Ceskoslovensky ucastnik Bohus Stvdk:

Us

s oy
%
Vi
Obr. 41 \

U oy Uy

ReSeni. M&me body V,, V,, Vi Uy, U, U, U,
tak, ze body V;, V,, V5 leZi na useCkich U,U,, U,Us,,
UsU,avplati UV, : ViUy =m:n, UVy: VU = n:m,
UVy: VU, = m:n. Potom na tseCce U,U,; existuje
pravé jeden bod V,, pro ktery plati U,V,: V,U, =
=mn:ma V,V,V3V, je rovnobéznik (obr. 41).

Diikaz. 1. U U,U;U, je konvexni Ctyfuhelnik. Podle
volby bodua V, V,, V, plati, Ze

AU U U; ~ AV, UV, , AU UUy ~ AV,U3Vys

tedy je
U Us [| ViVes U Us|| VoVs.
Pro bod V; na tsecce U, U, plati
UV, m

Uy, n
Na tusecce U,U, existuje pravé jeden bod Vj, pro
ktery plati
Ul V; m ’
=—, UU, /[l V.V
U4V:1 n ) 2Y4 / / 174>
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a tedy také )
VoV [[ ViV :
. , LUV, m

Pro bod V; na tsecce U,U, plati obdobné =

UU, =n’
Na usedce U, U, existuje pravé jeden bod V', pro ktery
plati
U V” m "
UiVZ’ = ; > VU // V3V4,
a tedy také

ViV, || VsVy .

Protoze ex1stu1e jedmy bod, ktery déli tisecku v daném

poméru, je Va=Vi. Oznac1me li tento bod V,, pak
ViV,VsV, je rovnobéznik.

2. Use¢ky U,U,, U,U, se protinaji. Bod V, se sestroji
a duikaz, ze V,V,V,;V, je rovnobéZnik, se provede podeb-
n¢ jako v pripadé 1. Je-li U, U, [/ U,U,, ptejde V,V,V,V,
v useCku, protoze V,V, /| U,U, [/ U U, || V4V, (obr. 42).

3. Dva z bodu U,, U,, U,, U, jsou totozné; necht
napi. U, = U, (obr. 43). Pak bod V, dostaneme tak, Ze

YUyl
U 74 Us
3 \
\ \
j \ Z
\‘\\‘ % “l‘ V2
\ |
\\ ‘l
Y 7 '
G U Y Us
Obr. 42 Obr. 43



bodem V', vedeme rovnobé’iku s U,U; = U,U,. V tomto
pfipadé¢ musi byt U, = U, = V,.

Zvolime-li v nékterém z pfipada 1 aZ 3 jinou polohu
bodu V, uvnitt usecky U,U,, pak nebude V,V, [/ V,V,.

Obr. 44

a) Podle obr. 44 ozname C, D paty vySek trojihelniku

AOB, vedenych vrcholy A, B. Je-liDP:PA = m: n, je
AM : BM = n:m,
BQ :CO=BM:AM =m:n.

Podle dfive dokdzané véty existuje na usece CD
bod H, pro ktery plati QH || MP, PH || MQ, tj. QH | OP,
PH | OQ. Bod H je tedy pruseCikem vySek trojuhel-
niku OPQ a musi leZet na useCce CD. Probiha-li bod
M tseCku AB, probihd bod H usecku CD.

b) Zvolme na useéce CD bod H. Stejné jako dfive
dokdzeme, Ze je-li HPMQ rovnobé&inik, lezi bod M
na tsefce AB. Geometrickym mistem bodu H je tedy
useCka CD.
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c) Zvolme uvniti AAOB bod M; pak existuje pravé
jedna stejnolehlost se stfedem O a koeficientem & > 1,
ktera pfevadi bod M v bod M’ useCky AB. Jak jsme
zjistili v odstavcich a), b), lezi bod H’, sestrojeny podle
textu ulohy, na tseCce CD. Stejnolehlost s koeficientem
0 <k <1 a se sttedem O ptevede bod H' v bod H,
pfislusny k bodu M. ProtoZe se zménou polohy bodu
M se méni koeficient 715 od nuly do jedné, je geometric-
kym mistem boda H vnitfek trojuhelniku OCD (obr. 45).

Obr. 45

Mezi rumunskymi fesiteli se vyskytl pfipad zobecnéni
ulohy ve smyslu afinnim: misto vys$ek trojahelniku pouZil
zak ptimek daného sméru.

Afinni zobecnéni iilohy, které provedl Zik A. Badescu,
zni takto:

Budte OA4, OB dvé riznobéZky, p, ¢ dvé riznob&zky,
z nichz z4dnd neni rovnobéZnd ani s pfimkou OA, ani
s pfimkou OB. K libovolnému bodu M roviny OAB
sestrojime bod H takto: Bodem M vedeme rovnobézku
s pifimkou p(g), jeji prusecik s pfimkou OA(OB) oznalime
M,(M,). Trojahelnik M; MM, doplnime na rovnobé&znik

M,MM,H
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Probiha-li bod M tseiku (vnitfek trojuhelniku), pro-
bih4 bod H také tseCku (vnitfek trojuhelniku).

Reseni této zobecnéné ulohy, pii ném? se uZziva rovno-
bé&Zkovych soufadnic, lze formulovat takto: zvolime
ptimky OA, OB za osy x, y rovnobézkovych soufadnic
(obr. 46).

Obr. 46

Oznadime soutadnice bodt: M = [x,y], M; = [u, 0],
M,[0, v], H= [x',y']. Pak plati
= a(x — u), "—ov=a.x,
S P Sy (30)
y—ov=>b.x, ¥y =blx" —u).

Pfitom konstanty a, b, které charakterizuji sméry piimek
p> ¢> vyhovuji podminkidm

a#*0, b#£0, a#b.
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Z rovnic (30) eliminujeme nejprve u#, v; tim dostaneme
soustavu dvou linedrnich rovnic pro x’, y’

—-bx’—l—y/:b%—bx, (31)

ax' —y =bx —y.
Ze soustavy (31) vyjadiime x’, y" jako funkce x, y; vyjde

x'z—l, y = —bx. (32)

Rovnice (32) vyjadrujl zobrazeni (afinitu); pfifadéni bodu
M, H je ziejmé vza)emne jednoznatné. Z rovnic (32)
snadno dokéZeme, Ze probiha-li bod M usecku (vnitiek
trojuhelniku, pfimku, uhel apod.), probiha bod H utvar
téhoz druhu.

Reseni zobecnéné tilohy, které jsem uvedl, neni oviem
puvodni feSeni Zakovo. Pfi korigovani se ukazalo, Ze
pokud Zdci pouzili metody soufadnic, byla jejich feSeni
dosti neobratnd nebo neuplna. Je to dokladem, Ze prvkim
analytické geometrie se nevyucuje na stfednich Skolach
ucelné.

Vcelku lze fici, Ze soutéZni tlohy byly vybrany a zadany
(aZ snad na #lohu 6) vhodné, pfesto, Ze ¢lenové Jury méli
jen velmi malo Casu k jejich pfedbéZnému prostudovani.
Neéktera zakovska reseni ukazuji oproti olympiadam dri-
véj$im rostouci urovern.

4. Ceskoslovenské druistvo

Ceskoslovenské druZstvo tvofili tito Z4ci:

Jan Brodsky z Brna,
Jura Charvdr z Ptiboru,
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Tamara Marcisovd z Bratislavy,
Pavel Novotny z Olomouce,

David Preiss z Jindfichova Hradce,
Miroslav Reznicek z Hradce Kralové,
Bohu$ Sivdk ze Zvolena a

Milan Stédry z Chot&bofte.

Pavel Novotny byl absolventem 2. ti dy SVVS, Bohus
Sivéik 8. tiidy ZDS, vSichni ostatni 3. tfidy SVVS

Zaci byli vybram jako v dfivéjsich letech na zakladé
vysledkd v tietim kole domaci olympiddy. Tento zptsob
se vSak opét neosveédcil: ukazalo se, Ze nejlepsi z vitézu
tietiho kola méli v VII. MMO nejslabsi vysledky. Zda se,
Ze budeme musit prejit k jinému zptasobu vybirani a pfi-
pravy naSich reprezentanti nez dosud. Je totiZ skutec-
nosti, Ze Grovenl mezinirodnich matematickych olympidd
vzrista a Ze vysledky delegaci — i kdyz jde stale o soutéZ
jednotlivcd — jsou poklidddny za vizitku pfislusného
statu v oblasti $kolské matematiky. Neni proto vhodné
vysilat druzstvo, v némz je polovina i vice slabych Zaku.
Muze-li neveliké Madarsko vyslat druZstvo, které ziska
7 cen, z toho 3 prvni, mohli bychom to udélat i my, nebot
mame jist¢ dostateCny pocet nadanych Zaki; s jejich
nadanim vSak Spatné hospodarime. Tabulky v pfilohach
3 a 4 jsou pro nas skutecné zarmucujici a svédci o stalém
ustupu z diivéjsiho dobrého priméru. Nejvétsi moZny
dosazitelny pocet bodld pro druZstvo byl 320; sovétské
druzstvo dosahlo téméf 90%,, my ani ne 50%,. To vse
ukazuje, Ze naSe vyuCovani matematice a hlavné nase
péce o nadané Zaky nejsou na vysi. Mame sice ve tfech
méstech specidlni tfidy, ale vybér zaki do nich neni uspo-
kojivy a ucitelé neudi tak, jak to souCasna doba vyzaduje.
Poraddme sice prednasky a seminare pro olympioniky,
ale ty nemaji leckdy potfebnou turoveil a nadani Zaci
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nemaji dost Casu ani chuti ke studiu, protoZe jsou pfilis
rozptylovani $kolnimi i mimoskolnimi povinnostmi.

Projdéme rabulku 4; druhy sloupec ukazuje, Ze jen
tfi Zdci z osmi se dobfe vyrovnali s nepfili§ sloZitou ilohou
o soustavé tii linedrnich homogennich rovnic. Plnd polo-
vina zcela selhala v tuloze stereometrické, plnd polovina
m¢éla nevyhovujici vysledek v celkem béZné planimetrické
uloze na geometrické misto bodd. Naproti tomu ne-
uspéch v tloze 6 neni tfeba brat prili§ tragicky; svédci
jen o tom, Ze¢ nikdo z naSeho druZstva nemél trénink
»»VysSiho radu.

Co nasi zaci neuméji? Stdle vazne obraceni postupt,
projevuje se nedostatek predstavivosti, zvla§té prostorové,
mald zbéhlost v pouZivini geometrickych zobrazeni a
metody soufadnic, hlavné vSak je vidét Casto neobratny
piistup k feSeni problému a mald kombinacni schopnost.

Na nepfili§ pfiznivé umisténi nasich reprezentanti méla
vliv asi také jejich celkova dispozice. Snad pusobenim
vychovy a rezimu Zivota jsou nasi Zaci mdalo prubojni
a vytrvali, leckdy lhostejni nebo zase neklidni: zda se,
Ze 1 na tomto poli by mohla mit nase pedagogika dosti
préce.

Na zavér bychom chtéli vyslovit nadéji, Ze se poucime
z vysledkt naseho druZstva v letoSni MMO a Ze ucinime
vSe mozné, aby nase umisténi na VIII. MMO v Sofii
bylo pfiznivéjsi.
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Piiloha 1
Vedouci delegaci a jejich zastupci

Bulharsko: Prof. dr. Alippi Mateev, dékan mat. fakulty
university v Sofii.
Inspektor Stoian Budurov.

Ceskoslovensko: Docent Jan Vysin, mat.-fyz. fakulta
KU v Praze.
Frantifek Zitek, CSc., Matematicky ustav CSAV.

Finsko: Jarmo Nystrom, feditel stiedni Skoly v Tapiole.
Anja Hormio.

Jugoslavie: Prof. dr. Milica Ilitovd-Dajovicovd, Sta-
vebni fakulta university v Bélehradé.
Magistr Viadimir Micié.

Madarsko: Hiédi Endre, vedouci védecky pracovnik
Optickych zavoda v Budapestl
Reiman Istvdn.

Mongolsko: Prof. dr. Gensengin Ischzeren, universita
v Ulanbétoru.
Balsh Altangerel.

Némecka demokraticka republika: Prof. dr. Hans
FJoachim Weinert, Vysoka $kola pedagogicka, Potsdam.
FJohannes Gronitz.

Polsko: Prof. dr. Mieczyslaw Czygykowski, Polytechnika
ve Varfavé.
Magister Andrzej Makowski.

Rumunsko: Prof. Tiberiu Roman, Vysoka Skola tech-
nicka v Bukuresti.
Prof. Zlate Bogdanov.

138



Sovétsky svaz: Doc. E. Aleksandrovna Morozovova,
Mech.-matem. fakulta Lomonosovovy university
v Moskvé.

Tvan Semjonovié Petrakov.



P#iloha 2
Prehled udélenych cen a pochvalnych uznani

1. cena: Pavel Elecher SSSR 40 bodu
® Lovdsz Ldszl6 MLR 40 bodu
Andrej Subkov SSSR 39 bodu
Sergéj Valander SSSR 39 bodu
Anatolij Peresezkij SSSR 38 bodu
Nikolaj Sirokov SSSR 38 bodu
Makai Endre MLR 38 bodt
Pelikan Foszef MLR 38 bodu
2. cena: Alexander Karsanov SSSR 36 bodu
(12) Liliana Bucurovd RLR 34 body
. Pésa Ldjos MLR 34 body
| David Preiss CSSR 32 body
Krzysztof Nowirnski PLR 32 body
Alexandru Bddescu RLR 32 body
Dan Voiculescu RLR 32 body
Vasilij Stojanovskij SSSR 32 body
Facques Weinstein RLR 32 body
Berkes Istvdn MLR 31 bod
Manfred Brandt NDR 30 bodu
Wolfgang Klamt NDR 30 bodu
3. cena: Tamara Marcisovd CSSR 29 bodil
an Peter Enskonatus NDR 29 bodu
Zeno Fortuna PLR 29 bodu
Michal Misiurewicz PLR 29 bodu
Octavian Biscd RLR 29 bodu
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3. cena:
(pokrad.)

Walter Liepe
Laczkovich Miklds
Velimir Bole
Elekes Gyirgy
Tadeusz Figiel
Eugen Popa

Bohus Sivik
Wilhelm Otto
Miroslav Asic¢

Ton Stefdnescu-Sabba
FJordan Tabor
Miroslav Rezniéek

NDR
MLR
FSR]
MLR
PLR
RLR
CSSR
NDR
FSR]J
RLR
BLR
CSSR

28 bodu
28 bodu
27 bodu
27 bodu
26 bodu
24 body
22 body
22 body
22 body
21 bod

21 bed

20 bodu

Pochvalni uznani:

Timo Erkama, RF (Finsko)
Krzystof Nowinski, PLR

Avgaanzere Damdinsuren, Mong. LR

Alexandru Adescu, RLR
Lovdsz Ldszlé, MLR
Pelikan Fésef, MLR
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Piiloha 3

Piehled poétu bodd, jeZ ziskala druZstva v jednotlivych tlohach

1 2 3 4 5 6 o

1)

3

o

%)
Bulharsko 12 6|36 | 21|10 8 93
Ceskoslovensko 28 | 17 |29 |37 | 33| 15| 159
Finsko 12 6 0|24 | 17 3 62
Jugoslavie 26 | 20 | 15 | 33 | 18 | 25 | 137
Madarsko 20 | 36 | 50 | 38 | 45 | 46 | 244
Mongolsko 8 8 6 | 22 8| 11 63
Ném. dem. republika 23 | 17 | 42 | 34 | 37 | 22 | 175
Polsko " 28 | 25 | 33 | 44 | 40 8 | 178
Rumunsko 27 | 32 | 50 | 39 | 53 | 21 | 222
éovétsk}" Svaz 25 | 46 | 64 | 43 | 42 | 61 | 281
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Piiloha 4

Pichled poétu bodu, které ziskali &s. Zaci v jednotlivych tilohach

Uloha ¢&.

-

1 2 3 4 |5 6 9

3

5]

7}
Brodsky o 0| 4| 4| 2| 1| 11
Charvat 4 4 1 3 2 2 16
Marcisova 4 0 8 6 7 4 29
Novotny 4 1 0 6 3 3 17
Preiss 4 6 8 5 5 4 32
Reznitek 4 1 8 6 1 0| 20
Sivak 41 5 0 6 6 1 22
Stédry 40 0l 0| 1| 7| 0] 12
Soucet 28 | 17 | 29 | 37 | 33 | 15 | 159
Maximalné dosaZitelnypocet | 32 | 48 | 64 | 48 | 56 | 72 | 320
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