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I. O pribéhu XYV. rocniku
Matematické olympiady

1. Orgamizace soutéZe. Potadatelem soutéze je ministerstvo Skol-
stoi a kultury (MSK) s Matematickym istavem CSAV
(MUCSAV), Yednotou ¢s. matematikii a fyziki (JCMF)
a dstfednim vyborem Cs. svazu mlddese (UV CSM). Také
XV. ro¢nik se ¥idil statutem, uvefejnénym ve Véstniku MSK,
ro¢. XIX, str. 126, 127, smérnice 37 ze dne 30. 4. 1963.

vy v

Soutéz ridil celostatné ustiedni vybor matematické olympiddy
(UVMO), v krajich krajské vybory matematické olympiddy
(KVMO) a v okresech okresni vybory matematické olympiady
(OVMO); v téchto vyborech jsou také zastoupeny poradatelské
slozky.

ZAci sout&zili ve &tyfech kategoriich podle svého studijniho
véku, a to v kategoriich A, B, C (stfedni $koly) a v kategorii D
(zékladni $koly).

2. SloZeni ustiedniho vyboru matematické olympiddy:

Ptedseda: akademik Josef Novdk, vedouci védecky pracovnik
Matematického ustavu CSAV v Praze

Mistoptedseda: Jan Vysin, docent matematicko-fyzikalni
fakulty Karlovy university v Praze

I. jednatel: Viastimil Machdcek, odb. asistent PedF UK
v Praze

II1. jednatel: Ji# Mida, odb. asistent PedF UK v Praze



Clenové:

dr. Frantisek Béloun, vedouci matematického kabinetu Kraj-
ského pedagogického ustavu v Praze

Milos  Jelinek, védecky pracovnik Pedagogického ustavu
J. A. Komenského CSAV, Praha (t&. v zahranici)

doc. Josef Holubdf, Ji¢inska 3, Praha

Frantisek Hradecky, odborny asistent matematicko-fyzikalni
fakulty Karlovy university v Praze

dr. Karel Hrusa, profesor PedF UK v Praze

dr. Milan Kolibiar, profesor pfirodovédecké fakulty Komen-
ského university v Bratislavé

Ladislav Krkavec, Gstfedni inspektor ministerstva $kolstvi a
kultury v Praze

Josef Porcal, Gstfedni inspektor ministerstva Skolstvi a kultury
v Praze

Frantisek Vesely, em. odborny asistent Vysoké Skoly strojni
a elektrotechnické, Plzen

dr. Miloslav Zedek, docent Palackého university v Olomouci

prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc, vedouci védecky pracovnik
Matematického tstavu CSAV v Praze

Néihradnik:

dr. Miroslav Sisler, CSc, védecky pracovnik Matematického
tstavu CSAV v Praze

Dalsimi cleny ustfedniho vyboru matematické olympiady
jsou vsichni pfedsedové KVMO:

dr. Vdclav Pleskot, profesor CVUT v Praze

dr. Viclav Vilimek, docent katedry matematiky a deskriptivni
geometrie fakulty strojni CVUT v Praze

FrantiSek Vejsada, odborny asistent Vysoké Skoly zemédélské,
Ceské Budgjovice

Karel Hnyk, odborny asistent pedagogické fakulty v Usti nad
Labem



Véra Rddlovd, profesorka SVVS J. Futika, Plzen

Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky Krajského peda-
gogického tustavu, Pardubice

Petr Benda, odborny asistent VUT, Brno

Josef Andrys, docent pedagogické fakulty v Ostravé

Ladislav Berger, odborny asistent katedry matematiky Vysoké
$koly dopravni v Ziliné

Milan Hejny, odborny asistent katedry matematiky piirodo-
védecké fakulty Komenského university v Bratislavé

Dr. Igor Kluvdnek, docent ptrirodovédecké fakulty University
P. J. Safatika v Kosicich

Béhem XV. ro¢niku do$lo k mens$im zméndm ve sloZeni
UVMO. Na jafe 1966 skoncilo jeho tiileté funkéni obdobi;
na schiizi v Zilin¢ dne 14. kvétna 1966 byl schvélen névrh no-
vého sloZeni UVMO); tento névrh byl piedlozen MSK a byly
o ném informoviany MU CSAV a JCMF.

3. Schiize UVMO. Ustiedni vibor MO se seSel b&éhem XV.
ro¢niku dvakrat. Prvni schize byla dvoudenni a konala se ve
dnech 9. a 10. listopadu 1965 v Brné. Jednalo se tu o fadé za-
sadnich otazek, zejména o poméru MO a FO, o nékterych
zménach v organizaci MO, o honorovani origindlnich niméta
na soutéZni ulohy. Z usneseni této schuize uvidime nejdule-
Zit&jsi:

1. I. kolo XVI. ro¢niku bude usporadano takto:

Bude se skladat z feSeni 4 pfipravnych a 4 soutéznich dloh.
Ptipravné tlohy se sice opravuji, ale neklasifikuji. Uspéinym
fesitelem I. kola bude Zzék, ktery rozieSil spravné aspom tii
soutézni tlohy. Lhiita pro odevzdani pripravnych uloh bude
30. listopad, pro odevzdani soutéznich tloh 15. inor. Druhé
a tfeti kolo bude probihat ¢asové¢ tak jako dosud.



2. MO a FO budou organizovany oddé¢lené, tak jako dosud.
Doporucuje se, aby jen ve vyjimeci§ych ptipadech soutéZil zak
v MO i v FO. Do MO budou zafazovany i tlohy s fyzikalnimi
a jinymi aplikacemi. Letdky MO a FO budou vydavany spoleé-
né, jeden pro kategorii D, jeden pro kategorie A, B, C.

3. UVMO se pfipojuje k navrthu UVFO, aby niméty sou-
téZnich uloh zaslané autory ustfednimu vyboru byly po recen-
zovani a pfijeti honorovany castkou aspon 50 K¢s v kategoriich
A, B, C a castkou aspon 30 K¢s v kategorii D. Dispozicni pravo
s odménénymi navrhy budou mit pfislusné dstfedni vybory.

4. Z prikladového materialu vSech dosavadnich ro¢nikd MO
budou vydany tii sbirky tloh tématicky utfidénych a meto-
dicky zpracovanych: jedna pro kategorii D, jedna pro kategorie
B, C a jedna pro kategorii A; ta bude’doplnéna tlohami ze
zahrani¢nich i mezinarodnich olympiad.

Druhé schiize UV se konala pfi ptileZitosti III. kola dne
14. kvétna 1966 v Ziliné. Zde byla obsihla diskuse o pritb&éhu
XV. ro¢niku, dale se jednalo o dotaznikové akci v kategorii D,
o chystaném prazdninovém soustiedéni v Banské Bystrici
a o kniznici ,,Skola mladych matematikii**. Zpravy ze zasedni
UVMO budou zasiliny viem KVMO.

4. Pritbéh kol. Jednotliva kola probihala casové podle Sta-
tutu takto:

I. kolo (studijni) od fijna 1965 do konce tnora 1966; Zaci
v ném fesili 6 dloh pfipravnych a 6 tloh soutéZnich.

II. kolo dne 16. dubna 1966 v krajskych méstech pro kate-
gorii A, dne 17. dubna pro kategorie B a C a 12. dubna 1966
v okresnich méstech a nékterych dalsich stfediscich pro kate-
gorii D Zaci fesili 4 soutézni dlohy.

_III. kolo dne 14. kvétna 1966 v Ziliné jako celostatni soutéz.
Ucastnici feSili 4 soutézni ulohy.
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V ramci II. kola se konaly pro ucastniky vysSich kategorii
besedy a konzultace. Na nich se mimo jiné provadéla analyza
chyb, kterych se Zaci dopustili pii feSeni tloh I. kola.

Pii prilezitosti III. kola v Ziliné byla pro tcastniky uspota-
déna beseda, které se ztcastnili mimo cleny ustfedniho vyboru
MO i néktefi ucitelé Vysoké Skoly dopravni v Ziliné; k ticast-
nikim promluvil prof. dr. Harant. Program pro udastniky
III. kola byl doplnén vyletem na blizky Polom — déjisté velké
bitvy za druhé svétové valky.

5. Pomocné akce. Krajské vybory MO organizovaly s poboc-
kami Jednoty ¢s. matematika a fyzika fadu akei. Byly to jednak
piipravné prednasky (semindfe) pro ucastniky matematické
olympiddy, které mély aktivizovat Ziky v obdobi studijniho
kola, prohloubit jejich znalosti $kolské matematiky a udlit je
studovat odbornou literaturu. Podle cile téchto seminait a podle
mistnich podminek byla vybrana jejich tématika; nékteré se
opiraly o svazecky Skoly mladych matematikii. Mimo tyto semi-
nafe pofadalykrajské vybory MO i instruktdZe, konzultace
apod. V

Celoscatni soustfedéni 92 uspéSnych feSitela kategorie B
matematické i fyzikalni olympiddy se konalo v Banské Bystrici
od 20. Cervna do 9. Cervence 1966. Ucastnici byli tentokrat
rozdéleni do tfi oddéleni: dvé byla matematicko-fyzikalni; v nich
byl cas rovnomérné rozdélen mezi matematiku a fyziku. Tteti
oddéleni mélo program prevazné matematicky a byli do n¢ho
zatadéni zici s vyhranénym zdjmem a schopnostmi pro mate-
matiku. Dopoledne bylo vénovano vyuce; odpoledne se Zici
rekreovali v ramci sportovniho a turistického programu, vecer
se konaly besedy s vyznamnymi védeckymi a vysokoskolskymi
pracovniky. Podobné instruktiZe uspoifadaly i nékteré krajské
vybory MO ve splupraci s odbory pro $kolstvi a kulturu KNV
a s pobockami Jednoty ¢s. matematika a fyziku.



Druzstvo 8 zaka (s 2 ndhradniky) vybrané pro mezinarodni
matematickou olympiddu v Bulharsku proslo kratkou instruk-
tazi, kterd se konala ve dnech 28. Cervna az 2. Cervence 1966
ve Stifiné.

6. Studijni literatura. Statni pedagogické nakladatelstvi vy-
dalo jako kaZzdoro¢né pro tucastniky matematické olympiddy
(I. kola) leték s texty tloh a s pokyny v nakladu 15 000 exem-
plafa. BohuzZel, tento letdk dosel na krajské vybory MO uZ po
nékolikaté opozdéné. Texty uloh I. kola byly otiStény v Caso-
pisech Matematika ve $kole a Rozhledy matematicko-fyzikalni.
Jako pomoc pro opravovani dostali zdcastnéni ucitelé kopie
autorskych feSeni vSech’pfipravnych tloh i soutéZnich uloh
I. a II. kola.

Jako studijni literatura se osvéd&uje kniZnice Skola mladych
matematikii, vydavand nakladatelstvim Mlad4 fronta. Uvadime
prehled vSech svazeckd vydanych az do zafi 1967:

1. Hradecky— Koman—Vysin: Nékolik tloh z geometrie jed-
noduchych téles
2. Jiri Sedlicek: Co vime o ptirozenych dislech
3. Yaroslav Sedivy: Shodna zobrazeni v konstruktivnich tlo-
hach
4. Miroslav Sisler— it Jarnik: O funkcich
5. Frantisek Vesely: O nerovnostech
6. Rudolf Vyborny: Matematickd indukce
7. Yaroslav Sedivy: O podobnosti v geometrii
8. Jiri Vdsia: O rovnicich s parametrem
9. fan Vysin: Konvexni utvary
10. ¥irt Sedldcek: Faktoridly a kombinacni ¢isla
11. Josef Holubd¥: Geometrickd mista bodt v prostoru
12. Karel Havli¢ek: Prostory o ¢tyfech a vice rozmérech
13. Miroslav Sisler— Josef Andrys: O feleni algebraickych
rovnic



14. FrantiSek Vesely: O délitelnosti ¢isel celych

15. Milan Koman: Jak vySetfujeme geometricka mista metodou
soufadnic

16. Stanmislav Hordk: Kruznice

17. Yaromir Hronik: Ulohy o maximech a minimech funkci

Svazky 1, 2, 3,4, 6 a 7 vysly v reedici. KniZnice je cenové
dostupnd viem Z4kam (svazedek stoji pramérné 3 Kés). Cast
nakladu vykupuje ministerstvo $kolstvi a kultury pro Zékovské
knihovny; jen pomérné maly poclet exemplaid je ve volném
prodeji a nelze proto plné uspokojit zdjem ucitelt a zZakd o tuto
kniZnici.

BroZury star$ich ro¢niki MO jsou rozebrany; proto planuje
ustfedni vybor MO spolu se Statnim pedagogickym naklada-
telstvim vydani vyborG uloh z téchto brozur uspoiiddanych
podle jednotlivych kategorii (viz usneseni schize z 9. a 10.
XI. 1965).



Il. Vysledky jednotlivych kol soutéze

1. 1. kolo. Porovname-li tabulky ¢. 1 za posledni ¢tyfi roéni-
ky MO (tj. XII. az XV.), je tcast ve XIV. roc¢niku jakymsi
kulminaénim bodem tcasti v kategorii A; ucCast v patnictém
ro¢niku je opét na vysi XIII. rocniku a vy$si nez v ro¢niku
dvanictém. Absolutni pokles ticasti v XV. ro¢niku byl ovlivnén
jisté tim, Ze pfipravné ulohy I. kola mély obdobnou obtiZnost
jako tdlohy soutéZni. Za klad lze povazovat vysoky pocet uspés-
nych fesitelt I. kola kategorie A (454 z 525 ucastnikd); to je
snad nejvy$si percentudlni tdaj svédcCici o tom, Ze ti, ktefi
zalali soutéz, byli vaznymi zijemci o matematiku. Obdobna
situace se jevi v kategorii B. Procento tspés$nych v kategorii C
je ponékud niz§i nez v kategoriich A a B, avSak mnohem vys$§i
nez je pramér za pfedchozi ro¢niky.

V kategorii D (viz tab. ¢. 2) po lofiském pfechodném poklesu
stoupl opét pocet ucastnika i uspé$nych fesiteld, coZz odporuje
do zna¢né miry ndzorim vyslovenym v nékterych krajich, Ze
uloZené 1lohy byly obtizné.

Pokud se tyka ucasti divek, je opét v kategoriich D a C per-
centudlné nejvyssi; zajimavé je, ze vysoka ucast divek v kate-
gorii C ve XIV. ro¢niku se neprojevila vzristem poltu dévéat
v kategorii B v XV. ro¢niku.

2. II. kolo (tabulky ¢. 3 a 4). Rozdil mezi poctem uspéSnych
fesitela I. kola a poétem ucastniki II. kola neni v kategorii A,
B a C jiz nijak vysoky; i zde se jisté projevil vliv obtiZnéjsich
piipravnych tloh. Procento usp&nych®fesitelt je viak velmi
rozdilné, zvlasté v kategorii A a B je nizké.
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V kategorii D pocet ucastniki opét ponékud stoupl, avsak
pocet uspésnych fesiteld je jen nepatrné vyssi; to snad souvisi

Ve vsech kategoriich zaslouZi ocenéni opét prace soudruht
z Jihomoravského kraje, kde pocty ucastniki i GspéSnych fesi-
telt v kategoriich A, B, C prfevysuji vysledky vétSiny ostatnich
kraji; v kategorii D ma nejvyssi tcast Zapadoslovensky kraj.

Uspé&ni feSitelé II. kola obdrZeli ¢estna uznéni, byli odmé-
néni podle pofadi riznymi vécnymi cenami, zvlasté studijni
literaturou.

Soutézi II. kola v kategoriich B, C a D soutéz konci; proto
uvedeme poradi deseti nejlepSich dspéSnych fesitelt II. kola
v kategoriich B a C podle jednotlivych kraja.

Poradi uspésnych rvesitel 11. kola v kategoriich B a C
(Neni-li uvedeno jinak, jedna se o SVVS a o t¥idu odpovidajici
prislusné kategorii)

Praha-mésto

B. Radovan Gregor, Praha 2; Jan Cermak, Praha 2; Petr
Dobersky, Praha 2; Ale§ Filinger, Praha 7; Vladimir Haasz,
Praha 2; Marie Miinzova, Praha 7; Petr Novotny, Praha 7;
Stépén Kotva, Praha 8; Petr Miiller, Praha 4; Vit B&li¢, Praha 6.

C. Jan Pachl, Praha 6; Toma$S Markvart, Praha 6; Pavel
Balek, Praha 2; Vladimir Miiller, Praha 6; Jan Masek, Praha 2;
Jifi Mukafovsky, Praha; Alena My$kov4, Praha 2; Jan Sedlacek,
Praha 2; Véclav Sramek, Praha 2; Pavel Stépén, Praha 6.

Stiedolesky kraj

B. Jifi Neustupa, Nové Straseci; Michael Holan, Kolin;
Petr Dusek, Pfibram; Véra Dvotikova, Pfibram; Vaclav Kiiz,

11



Beroun; Jarmila Lisa, Beroun; Rudolf Sedlmaier, Brandys
n. Labem.

C. Eva Albertova, P¥ibram; Jifi Cizek, Beroun; Pavel CiZek,
Radotin; Milan Benedikt, Piibram; Pavel Sedlacek, Benesov;
Josef Zicha, Pfibram; Vladimir Simek, BeneSov; Jaroslav
Faltyn, BeneSov; Viclav Havlik, BeneSov; Petr Méchura, Be-
nesov.

Jihocesky kraj

B. Ivana Novotnd, Ceské Bud&jovice; Alena Krystafkova,
Pisek. ’

C. Jifi Lastovka, Ceské Bud&jovice; Karel Hajek, Tyn n.
Vltavou; Véclav Sanda, Tabor; Vaclav Brunnhofer, Ceské
Budéjovice; Karel Chaloupek, SPS Pisek; Vladimir Dvorak,
Cesky Krumlov; Jiti Novik, Vimperk; Jaroslav Dolejsi, SPS
Pisek; Zdena Liskovcova, Sobéslav; Jifi Janovec, Pelhfimov.

Zapadoclesky kraj

B. Jan Kastl, Plzeni; Jan Slavik, Plzen; FrantiSek Pazdera,
Plzeni; Jan Louda, Plzen; Pavel Levy, Plzen.

C. Jana Tauberovi, Domazlice; Karel Rusnik, Klatovy;
Marie LukeSova, Susice; Josef Zeman, Karlovy Vary; Milan
Giitter, Plzeni; FrantiSek Straka, Rokycany; Jar. Cerveni,
Susice; Pavel Danihelka, SuSice.

Severocesky kraj

B. Jan Miihlstein, Liberec; Stanislav Cais, Liberec; Josef
Fudik, Liberec; Zdenka Cmuntové, Liberec; Jana Vofiskova,
Usti nad Labem; Hana Rezlerova, Liberec; Stanislav Hotmar,
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Tanvald; Jaroslava Necasova, Liberec; Jaroslav Janadek, Libe-
rec; Pavel Vagner, Liberec.

C. Pavel Jurék, Liberec; Ludmila Boubelikov4, Usti n. L.;
Vladimir Kalina, Jablonec n. Nisou; Ladislav Kastl, Liberec;
Stanislav Hradsky, Teplice; Zdenck Rais, Liberec; Petr Jane-
ek, Liberec; Vladimir Vydra, Liberec; Marcel Stépanek,
SPSs Liberec; Karel Tyml, SPSs Liberec.

Vychodolesky kraj

B. Milan Rejchrt, Hradec Kralové; Zdenka Maskova, Koste-
lec nad Orlici; Milan Fire§, Hradec Kralové; Jan Sedlacek,
Hradec Kralové; Bohuslav Vacek, Ceskd Tiebova; Libor
Hadrava, SPS elektro., Pardubice; Marie Moudra, Hradec
Kralové; Miloslav Hrube$, Hradec Kralové; Vladislav Hybl,
Hradec Krélové; Jaroslav Simek, Ji¢in; Véclav Beran, Trutnov.

C. Miroslav Jezek, Chrudim; Petr Janda, Vrchlabi; Michal
Allan, Pardubice-Spofilov; FrantiSek Haas, Dvur Kralové;
Frantisek Mandys, Pardubice-Spofilov; Karel Plavec, Hefma-
niv Méstec; Milan Horacek, Lede¢ nad Séazavou; Jaroslav
Lesak, Zamberk; Vladimir Nevoral, SPS elektro., Pardubice;
Pavel Stajnrt, Nachod; Alena BroZova, Ji¢in; Jana Hajkova,
Jilemnice; Jan Matous, Pardubice-Spofilov; Jifi Pospisil,
Hradec Kralové; Miroslav Andrle, Vysoké Myto; Milan Volf,
Dvur Krilové.

Jihomoravsky kraj

B. Vlastimil Barto$, HoleSov; Jan Fiala, Tiebi¢; Josef Da-
lik, Brno; Jan Filipensky, SPS elektro., Brno; Ladislav Chvatal,
Ttebi¢; Ladislav JeZek, SPS elektro., Brno; FrantiSek Klein,
Brno; Siva Novidek, Tiebié; Petr Hons, SZTS Tiebit;
Ladislav Obdrzéalek, Brno, Konévova ul.
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C. Rostislav Sehyr, Brno; Jaromir Duda, Brno; Pavla Be-
zunkovd, Znojmo; Stanislav Caha, Ttebi¢; Eva Duchackova,
Brno, Lerchova ul.; Josef Gregor, Tiebi¢c; Milos Chlup,
Znojmo; Miloslav Karisek, Tiebi¢; Zdenék Konetny, Nové
Mésto na Mor. ; Karel Mikulasek, Brno.

Severomoravsky kraj

B. Dagmar Novackova, Bilovec; Roman Kotecky, Ostrava;
Stanislav Rduch, Karvind; Eva KubiStovd, Novy Bohumin;
Vladimir Vytfas, Bilovec; Zden&k Srajer, Opava; Roman Kot,
Novy Bohumin; Milan Stoklasa, Ostrava-Hladnov; Pavel To-
mas, Ostrava-Hladnov; Jaroslav Dvofacek, Ostrava-Hladnov.

vvvvv

vvvvv

Sigut, SPS stroj., Vsetin; Vladimir Sramek, SPS stroj., Vsetin;
Pavel Hadraba, Bruntil; Jaroslav Teda, Ostrava.

Zdpadoslovensky kraj

B. Martin Machacek, Bratislava; Marian' Bukovcan, Brati-
~ slava; FrantiSek Hajnovi¢, Bratislava; Gejza Wimmer, Brati-
slava; Otakar GroSek, Bratislava; FrantiSek Benkovi¢, Holi¢;
Vlasta Ktizova, Holi¢; Jaroslava Schoéfferova, Holi¢; Jan Zrubec,
Levice; Michal Tvrdon, Bratislava.

C. Marian Déne$, ZDS Kosice; Jozef Komornik, Holi¢;
Vladimir Cech, Bratislava; L'ubomir Sestrienka, Bratislava;
Karol Pastor, Bratislava; ubomir PieruZek, Bratislava; Michal
Grell, Bratislava; Jozef Gotz, Nitra; Peter Kurdel, Bratislava;
Jaroslav Kilidn, Bratislava.

Stredoslovensky kraj

B. M. Furik, Zvolen; I. Kantorova, Zilina; S. Sitarova,
Turc. Teplice; J. Slabeycius, B. Bystrica.
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C. Miria Ruttkayova, Prievidza; Peter Nagy, B. Bystrica;
Igor Tunyi, Hnusta; Klara Gubalova, Modry Kamen; Rudolf
Tholt, Lipt. Mikuld$; Vladimira Hanzlova, SPS Dubnica;
Vladimir Plintovi¢, B. Bystrica; Milan Cervefian, SPS Dubnica;
Dusan Hudec, Rim. Sobota; Olga Nagyova, Filakovo.

Vychodoslovensky kraj
B. Stanislav Paluch, PreSov; Alica Piricka, Kosice.

C. Eugen Ruzicky, PreSov-Svojdom; Vladimir Bulla, Ko-
Sice.

3. III. kolo. Ackoliv mezi 446 ucastniky II. kola kategorie A
bylo 132 dspésnych fesiteld, navrhly jich do III. kola KVMO jen
92. A z téchto 92 navrhi vybrala komise UVMO po koordinaci
klasifikace jen 57 ucastniki. Zastoupeni kraja bylo velmi ne-
rovnomérné — od 1 ucastnika (Zapadocesky kraj) az po 25
z Prahy. Ulohy III. kola nebyly ziejmé tak obtiZné a proto je
relativné velmi vysoky pocet vitézi a uspé$nych feSitela (cel-
kem 37 z 57 ucastnik). BohuZel ,,mezinarodni provérka kva-
lity nasich vitézG MO na MMO v Sofii uz tradi¢né nedopadla
dobfe. Opét se potvrdilo, Ze se néktefi pfedni vitézové naseho
III. kola neumistili. (O MMO v Sofii je v broZufe samostatna
zprava.)

Déle uvedeme jmenny seznam vitézi XV. rocniku MO.

Potadi vitéz XV. ro¢niku matematické olympiady
(Sk. r. 1965 —66)

Peter Mederly 3d, SVS Prievidza,

Jiri Smerk 3c, SVVS Kyjov,

Pavel Vejvoda 2g, SVVS W. Piecka, Praha 2,

Miroslav Kosina 3a, SVVS U balvanu, Jablonec n. N.,
$i# Rott Z 4b, SPS hutnické, Kladno,

ViR W
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Petr Kirka 2g, SVVS W. Piecka, Praha 2,
Petr Némec 3d, SVVS Dlouhy lén, Praha,
Pavel Novotny 3c, SVVS Olomouc-Helcm,

Fan Kastl 2f, SVVS ]J. _Fudika, Plzen,

Miroslav Koldr 3d, SPS elektro Pardubice, Smetanovo n.,
Viclav Koubek 2e, SVVS Sladkovského, Praha 3,

Pavel Novik 2c, SVVS Stepanska, Praha 2,

Zdenék Slanina 3a, SPS chem. Brno, Vranovska ul.,
Frantisek Hajnovi¢ 2a, SVS Novohradska, Bra’uslava,

Vladzslav Hy$man 3b, SVVS Havlitkova ul., Roudnice

Mzroslav Sedldéek M4a, SPS elektro Brno,
Fana Stépdnkovd 3d, SVVS Slovanské n., Brno,
¥ Svoboda 3a, SVVS Vodéradska ul., Praha-Strasmce

Poznamka. Spole¢nd mista uvadime v abecednim poiadku.

{ Bohumil Capek 2g, SVVS W. Piecka, Praha 2,

16



npeusas yokusadsn 190d = ) myruasen 1930d LAON[D = J (*

6L6T| SI8 | 026T| TLL | Sc€ | T1€T| ¥SL | #0¢ | ¥86 | ¥S¥ | 9ST | ST9 way[a)
2 |ce | w1 ] 6 | ST |29 |oc |61 |89 |€1 |1 ¥ AYSUDAOSOPOYILA
L1T | 61T | 88T | ¥6 | €5 | 9¢Tl | 8L | 0S |66 |S¥ |91 | €S AysusA0[sopanis
€T |26 | 9L | 99 | L | LTI | 8S |T¢ | €6 |6 |€T | 9¢ £ysuasofsopedez
V81 | ¥S | 9%C | 8L | SC |TIT |69 |61 |6L |LE |OL |SS £Y[SABIOWOIIADS
06€ | SST | 86S | S¥I | L9 | €0¢ | 9% | €5 | ¥LI | SOT | ¢ | 1eI Lyysaezowoyrf
66T | ¥8 | 89Z | €6 | 1¥ | HIT | C6 | I¢ | L6 |¥S |CI | LS £3$220pOYIAA
09T | 20T | 98¢ | €9 | <€ |or1 |99 |ov |L6 | 1€ | Lz |€L £3s22019498
66 |0y | 1€l | <S¢ |81 |<S |IF |€T |8 |61 |6 8¢ Aysaopedez
$OT | 1% | OLI | 69 | LI |69 |65 |8 |29 |9 |9 6¢ Ayysaoyr[
L8 | 8¢ |8SI |s¢ | LI |8L |TI¢ |¥®T | Ly |IC | L 133 £yso0pa1g
€T | S | sve | ¥8 | 0¢ | 6€1 | ¥8 | ST | ocr | #9 | OT | 98 03I - BRI
0 ooy 4| 0 ooz 4 | O fogery 4 | O loqorz 4 H
. Llexd
wa[3D) D du103918Y g s1r08aiey V 21103218y

(« D ‘g ‘V yomoSatey A nfery appod e[oy ‘T myruisen mod PIYRLJ

I 2 eyInqe]

o~

—{



Tabulka ¢&. 2
Prehled ucastniki I. kola podle kraji v kategorii D*)

] Kategorie D
Kraj P z toho U z toho
divek divek
Praha - mésto 883 381 | 603 241
Stredocesky i 912 520 617 325
| ~ =
Jihocesky | 679 354 521 227
Zapadocesky | 453 219 241 | 119
A | N [ -
Severocesky 565 294 | 343 183
- B S - N }

Vychodogesky 796 300 | 429 194
I i I R N . _
Jihomoravsky ‘ 1 009 447 628 299

IR N

Severomoravsky 759 330 483 192
Zapadoslovensky 1070 511 846 441
Stredoslovensky 621 318 378 190

_ I _ *|
Vychodoslovensky 698 355 352 | 180

|

I |
Celkem 8445 | 4119 5 441 ; 2591

KR

*) P = celkovy pocet udastnik; U = pocet usp&nych fesitelt -
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Tabulka ¢&. 4

Ptehled ucastnika II. kola podle kraja v kategorii D*)

Kraj

Kategorie D

BEAERES
Praha - mésto 542 218 335 131
Stredocesky 499 263 271 129
Jihogesky 477 245 251 123
Zapadocesky 222 111 56 31
Severocesky 303 155 IQI 40
Vychodocdesky 412 172 281 118
Jihomoravsky 548 257 132 56
Severomoravsky 463 178 155 53
Zapadoslovensky 812 430 258 135
Stredoslovensky 391 197 223 119
Vychodoslovensky 340 192 200 121
Celkem 5009 2418 | 1056

] 2263

*) P = celkovy pocet ticastnikti; U = pocet Gspésnych fesitelt
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I1l. PFipravné ulohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Z jistého mnozZstvi rozvaleného tésta se vykraji p kolaca,
po novém rozvaleni staci pramérné tésto z okrajku % kolact na
vykrojeni jednoho dal$iho kolace.

Odvodte vzorec pro celkovy pocet kolacu, které lze z tohoto
tésta vyrobit za predpokladu, Ze p < k.

(Poznamka. Vyuzijte rozkladu ¢isla p na mnohoclen v moc-
ninéch disla &:
P = ayk" + a, k" + Aok 4 4 ak + ay.)

Reseni. Cislo p rozlozime na mnohoélen v mocninéch &isla k.
Budiz

p=akt ta, RPN a, R aktay, (1)
kde ay, ay, . . ., a, jsou nezaporna cela Cisla mensi nez &, a,, # 0.

Z poctu k™ kolacu je tak velké mnozstvi okrajkd, Ze z nich
Ize po novém rozvaleni tésta pramérné vyrobit dalSich "'
kolacu. Z téchto kolacu je opét k"1 okrajkt, z nichz lze po dal-
$im rozvaleni tésta vyrobit k"2 kolacu, atd. Celkem lze z tésta
na a,k" kolaca vyrobit

k’n+1___ 1
ap(k" L BTN RE Rt D =a, s ()

kolact. Nakonec jesté zbude a, << & okrajki, z nichZ uZ nelze
vyrobit zadny cely kola¢. Obdobné z tésta na a, £" ! kolaca
1ze vyrobit
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k==

Ap—1 7 k 1 (3)

kola¢h a zbude a,,_; << k okrajkd, atd. Celkem se z daného tésta
vyrobi podle (2), (3) a dal$ich podobnych vyraza

Rl B — 1

lean k_lf—f-a",.lﬁ**#—...%‘
k2 — kR — 1
+ al k + a() k (4)
kolacu a zbude
ay +ayq + ..o+ a +ag (5)

okrajkt. Z okrajki (5) se vyrobi jesté N, kolaca, kde N, je nej-
veétsi celé cislo splnujici vztah

1
Nzgi(an+anﬂ+...+a1+a0). (6)
Pocet okrajkt z téchto N, kolact je mensi nebo roven Cislu
1
:—k~.(n+l).a, @)

kde (n 4 1) je pocet koeficient polynomu (1) a ¢islo a je ma-
ximum z téchto koeficientt a; (pro i = 0, 1, 2, . . ., n). ProtozZe
podle podminky ulohy je p << k¥, je n << k a dale

n+1=<k. (8)

Pro kazdy z koeficientt a; plati a; <~ k a tedy 1
a-<k. )
Dosadime-li z (8) a (9) do pravé strany vztahu (7), pak plati
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1
Z<T.k.k-k,

coz znaci, ze ze Z <_ k okrajk@l uz nelze vyrobit Zadny dalsi
kolac.
Upravime vzorec pro N; s pouzitim (1):

1

Ny = o1 (B + @B gkt ) — (ay
oy . atag)) =
k 1 :
:—];:———1-.P—T:T(an+an—1+...+a1+a0). (10)

Celkovy pocet N vyrobenych kolacua je tedy nejbliz$i nizsi
celé cislo k souctu pravych stran vztaht (6) a (10); oznacime je
hranatymi zévorkami [a]. Plati tedy po upravé

N=N, +N,=
k 1
:[k—l p— k(E — 1) (@ +apa+... +a +a0)]3
coz je hledany vzorec.

Napf. pro p = 1000, 2 = 7, kde 1000 << 77, dostaneme

7000 16
N[ ]

nebot 1000 =2.7% +6.72+2.7 + 6. Je tedy

2 8 2

Jiné FeSeni. V celém feSeni znadi latinskd pismena celd ne-
zéporna Cisla.

23



* Po vykrijeni p kol4lh zistane také p okrajkii. Necht je nyni
p=ck-+d, kde 0=d;, <k, ¢ #0, (1)

¢ +dy =k +dypy, kde 0= d, <k, ¢, #0, 2)

¢y +'dy = csk +dj, kde 0 =d; <k, ¢c3#0, (3)

Cpa Fdp1=ck+d,, kde 0=d, <k, ¢, #0, (n)
¢p +d, = dy+, kde 0 <d,; <k (n+1)

Z rovnosti (1) je vidét, Ze po prvnim rozvaleni tésta vyuZijeme
z pavodnich p okrajkd pouze ¢,k okrajki ke zhotoveni novych
¢; kolaca. Z nich zlstane opét ¢, novych okrajki. Zbytek, tj.
d, starych okrajki, nelze zatim vyuzit.

Z rovnosti (2) je vidét, Ze po druhém rozvileni tésta z ¢; + d,
okrajkti dostaneme novych ¢, kolac¢u a zdstane ¢, + d, okrajkd
atd. Tento postup skonci, jakmile zbude méné nez & okrajku.
Vsimnéme si jesté, Ze d,; 1+, 7 0. Jinak by totiZ z (n -+ 1) plynulo,
ze ¢, = d, = 0, coZ je spor.

Pocet vsech kolacu je dan souctem

s=p+=z,
kde
Z2=10¢ +C+ ...+ ¢y

Cislo z dostaneme se¢tenim levych a pravych stran rovnosti (1)
az (n + 1). Po snadné upravé dostaneme

) P:(01+C2+--'+cn)(k—1)+dn+13
1j.
p=2zk—1) +d,4.
Protoze
p—1=2k—1)+q¢,kdeproq =d,,; — lje
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0=¢g <k—1, je = Castelny podil a ¢ zbytek pfi déleni
Cisla p — 1 Cislem k& — 1. Oznacime-li jako C(x) nejvétsi celé
¢islo neprevysujici x, je celkovy pocet kolac roven

p—1
p+C (k — ) :
Tento vysledek je nezavisly na podmince p << k%,

2. Funkcia premennej x je pre x > 0 dana predpisom

M= ®

‘kde C(x) znamen4 najvicsie celé ¢islo neprevyS$ujice . Je teda
C(x) celé cislo, pre ktoré plati

Clx)=x<Cx)+ 1. (2)

Vysetrite obor definicie tejto funkcie a nadrtnite jej graf.

(Poznamka. VySetrujte dand funkciu postupne v intervaloch
0; 1), (15 2), atd.)

RieSenie. Vysetrujme najskdr obor definicie funkcie (1).
Odmocnina na pravej strane je definovana len pre tie x, pre
ktoré plati

3x —4 C(x)
O S @

.Pretoze z nerovnosti (2) vyplyva x — C(x) = 0, je pre x >0
menovatel zlomku 2x — C(x) vzdy kladny. Nerovnost (3) plati
preto len pre tie x, pre ktoré stcasne plati

3x —4 C(x) = 0. (4)
Pre Tubovolné prirodzené Cislo x plati

Clx)=x,
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takze po dosadeni do lavej strany nerovnosti (4) dostaneme
3x —4x < 0.
Funkcia (1) nie je preto definovana pre Ziadne prirodzené &islo x.

Z nerovnosti (4) vyplyva
3x =3 C(x) + C(x),

1
x = C(x) + 3 C(x) . (5)
Pre x >3 je § C(x) =% .3 = 1, takZe po dosadeni do (5)
dostaneme
x=Ckx) +1,

¢o je v spore s nerovnostou (2). Funkcia (1) nie je preto defino-
vana pre ziadne x > 3.

Zostava teda vySetrit funkciu (1) v otvorenych intervaloch
(0;1)(152)a(2;3).
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a) V intervale (0;1) je C(x) = 0, takZe predpis (1) ma tvar

3x7 ’
— —_ 1
y 5 1"

5
= |/ == 1,22.
k) V2 1

Graf funkcie je znazorneny na obr. 1.

t.j.

b) Vintervale (1;2)je C(x) = 1, takze predpis (1) bude mat

tvar
3x —4 "
_ . , 1
Y V2x—l

Pretoze pre (itatela zlomku na pravej strane vztahu (1'") musi
platit

3x —4=0,

je funkcia (1) definovana v intervale (1; 2) len pre x = §.

Graf funkcie na obrazku vznikol spojenim bodov, ktorych
suradnice st uvedené v tabulke

RN
3 | 2 4
;
v 0 Eo,s 0,71 | 0,78

¢) Vintervale (2; 3) je C(x) = 2, takze predpis (1) bude mat

tvar
3x — 8 i
_|/2*=8. 1
* sz—z S
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22

PretoZe pre Citatela zlomku na pravej strane vztahu (1
platit

) musi
3x —8=0,
je funkcia (1) definovana v intervale (2; 3) len pre x = —2— .

Graf funkcie na obrazku vznikol spojenim bodov, ktorych
suradnice st v tabulke:

L
3
0

y 0,43

;,812,9
k3
1

| 3

Zdver: Funkcia (1) je definovana v intervaloch 05 1), (~3— 5 2)

a ( % 53). V tychto intervaloch nadobuda predpis (1) v uve-
denom poradi tvar (1"), (1), resp. (1"’). Graf funkcie je
na obréazku 1.
3. Je dan4 kvadraticka rovnica
az2+(b—5)z——(;:0, ¢))

kde a, b st komplexné Cisla, a +# 0, as b &isla komplexne zdruZe-
né k ¢islam a, b. Korefimi tejto rovnice st dve komplexné jed-
notky prave vtedy, ked je

(b—b2+4aa=0. )
Dokazte!

(Poznamka. Pre rovnice typu (1) s komplexnymi koefi-
cientami platia tie isté vety o vlastnostiach korefiov ako pre
rovnicu s redlnymi koeficientami. Cislo z je komplexnou jed-
notkou prave vtedy, ak plati

22 =2.2=1.
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V dokaze pouzite nerovnost
|21 + 2ol = [24] + |29 -)

RieSenie. a) PredovSetkym je zrejmé, Ze ak jeden koren
rovnice (1) je komplexna jednotka, potom aj druhym koreniom
bude komplexné jednotka, pretoze sticin oboch koretiov je &islo

_ 2, ¢o je komplexna jednotka.
a

b) Nech korenmi rovnice (1) st komplexné jednotky 2, 2,.
Potom plati

21 + 2| = |z] + |2 = 2. 3)
Pre sucet korenov rovnice (1) plati

b—b

g+ &y = T > (4)
Ak dosadime zo vztahu (4) do (3), dostaneme
‘b‘bl§2_

a

Teda i
G-vG-b _,

a.a

Cize

-V—g:ifgz.
a.a

Po umocneni nezdpornych vyrazov na oboch stranach poslednej
nerovnosti a jednoduchej tiprave dostaneme nerovnost (2).
¢) Nech plati vztah (2). Oznaéme
d=|/(6 — b + 4aa.
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Podla vzorca pre rieSenie kvadratickej rovnice je potom jeden
z korenov rovnice (1) dany vztahom

b—b+td

zl - 2a (5)
Zo vztahu (5) dostaneme
. b—b+d
B = (6)
Zo vztahov (5), (6) ich vynasobenim dostaneme
2 (b — p)2 AT (b — P2
& oy = a2 —(® - b) _ (b —b)P+4aa—(b—0b) 1

4a . a da.a

To znamena, Ze 2, je komplexna jednotka a podla odstavca a) je
potom tieZ druhy koren z, rovnice (1) komplexni jednotka.

Tym je dokaz uplne prevedeny.

4. Je dan trojuhelnik ABC a zaporné Cislo . Vysetite mno-
zinu vSech bodi X v roviné ABC, které maji tyto vlastnosti:
a) kazdy z bodt X lezi uvnitt trojuhelnika ABC;
b) stejnolehlost se stiedem X a koeficientem x prevadi
vrcholy A, B v body lezici uvniti trojihelnika 4ABC
a vrchol C v bod lezici vné trojuhelnika ABC.

(Poznamka. Experimentujte pro rizna x, napf. pro x = — 5 .

Vysetfovani lze zjednodusit napt. tim, Ze stfed X stejnolehlosti
s koeficientem », ktera ptevadi vrchol A v bod A’ lze sestrojit

jako obraz bodu A’ v stejnolehlosti [A,

1 .

] ; dokaZte tuto
. — %
vétu.)

1
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Reseni. Ozna¢me A’ obraz vrcholu A v stejnolehlosti [ X, x].
Protoze X lezi mezi A, A’ (nebot je x << 0), plati

AX AX 1

A4 T AX+ XA L X4
AX
" %Y : 5 A
Aviak % = — X4} proto stejnolehlost se stiedem A, ktera
pfevadi A" v X ma koeficient
oo S I
AA" 1 —

- x] pievadi omitiek trojuhelnika ABC

ve vnitfek jistého trojuhelnika T, (obr. 2). Obdobné stejnolehlost
1 S i

[B, —~—] prevadi vnitiek trojuhelnika ABC ve vnitiek jistého

Stejnolehlost [A, T L

1 — 2

trojdhelnika T,. Obdobné stejnolehlost [C, = %] prevadi
vnéjSek trojuhelnika ABC ve vnéjSek jistého trojuhelnika Ti.
ReSeni tlohy dava spolecnd ¢ast (prunik) vnitfka trojuhelnika
T,, T, a vn&jsku trojtihelniku T,.

Obr. 2.
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Rozli§ime tfi pfipady:

1
a) %> ==
b) ——1<a¢<*—1-'
b— 2 b
) x=—1.
a) Na obr. 3 je zvoleno » = — % Body X Z4danych vlast-

nosti vyplni v tomto a v obdobnych pfipadech vnitiek vysra-
fovaného lichobéZnika L.

Obr. 3.
. . 1
b) Na obr. 4a je zakreslena situace pro » = — — ana obr. 4b
. 5 . "
situace pro x = — - Stiedy X tu vyplni vZdy vnitfek vysrafo-

vaného trojuhelnika.

Obr. 4a, b.



c) Na obr. 5a je zakreslena situace pro » = —1 a na obr. 5b
situace pro » = —2. Mnozina vSech bodi X je v obou pfipa-
dech prazdna.

Obr. 5a, b.

Vysledek je shrnut v tabulce:

X 0>x>—_1_ v—l-gn>-1 -1 =%
2 2
Mnozina Vnitfek Vnitfek Mnozina
vSech bodu X lichobéznika trojahelnika prazdna

5. Je dana krychle o hrané délky 1. Kazd4 jeji sténa je rozdé-
lena v (27 + 1) shodnych ¢tvercit podle obr. 6 (kde n = 2
an = 3). Vnitinimi »? ¢tverci kazdé stény (na obrazku Cernymi)
jsou vedeny celym télesem kolmo ke sténé ,,kanily* ve tvaru
pravidelnych ¢tyfbokych hranola.

a) Vypoctéte objem V', a povrch S, zbylého télesa.

b) Zjistéte zda lze zvolit n tak, aby bylo V, = —;—

c) Zjistéte zda lze zvolit » tak, aby bylo S,, > 100.

(Poznamka. V pfipadé b) vysetfujte vyraz 2. V,,.)
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Obr. 6.

ReSeni. a) Kazdy ,kandl“ obsahuje 27 -+ 1 krychlicek;
pocet ,,kanala je 3.n% Selteme-li nezavisle objemy vsSech
3n? ,kanalu“, pocitime objemy jejich prunikd tfikrat; pocet
téchto prunika je # . n? (kazdy ,kanal®“ obsahuje pravé » pru-
nika). Objem vSech ,,kanala‘“ je tedy

Vp= [3112 2n +1) —2n nz] 1 (1)
" ’ \ Tl en 4120

[ZEa je totiz objem jedné malé krychlicky z priniku

s»kanala“.

Z (1) dostaneme
' 4n3 + 3n?
e
a po upravé
4nd + 9n? + 6n + 1
8n3 + 12n% +6n + 1 °

Vn = (2)
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Povrch S, zbylého télesa se sklada z Sesti ,,déravych* stén a ze
stén ,,kanala“. Pocet Ctverecku déravych stén je

6[(2n + 1)* — n?] = 6(n + 1) Bn + 1). 3)

Pocet ctvereckl ve sténach ,kanalu® je 4(n + 1); pocet
Ctverecku skladajicich stény vSech kanald je tedy

12n* (n 4 1). 4)
Spojenim (3), (4) dostaneme

Sy = [602 +1)(3n + 1) + 1222 (n + 1)]. G !

_I—ljé 5 (5)

Ty je totiz obsah jednoho ¢tverecku. Vzorec (5) upra-

@n + 1)
vime:
6(n + 6(n + 1*2n +1)
» (2n+1>°[3 N | B
_ 6(n + 1)
St e (6)

b) Uvazujme dvojnasobek cisla I, ze vzorce (2):

Sy 818 12m 2
" 8412 6n+1
6m2 | 6n 4+ 1

8n® + 12n% - 6m + 1

>1

=1+
neboli pro vSechna # plati

1
V, > >
1 .
Z4dné n, pro které by platilo, ze V,, < > tedy neexistuje.
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¢) Méme fesit nerovnost (viz (6))

6 17 100
2n 41
neboli po tpravé
3n* — 94n — 47 > 0. (7

Rovnice 3n* — 94n — 47 = 0 ma dva redlné kofeny n;, n,,

pro néz plati
—1<n <0, 31 << my << 32.

Zvolime-li libovolné pfirozené n > ny, je S, > 100. Pro
n = 32 je polet ,kanalu“, ktery spliuje pozadavek ulohy c),
minimélni, tj. 3. 32% = 3072.

6. Uvniti trojuhelnika ABC je dan bod R té vlastnosti, Ze
<< RAB = <t RBC = <~ RC4 — ¢.

Jsou-li «, f3,  vnitini thly trojuhelnika ABC, plati

1 1 1 1

sin¢  sin?a  sin?f  sin?y ’

dokazte.

(Poznamka. Obsah trojihelnika ABC vyjadiete jako soucet
c obsahtt  trojdhelnikd  ABR,
. BCR, CAR)

ReSeni (obr. 7). Oznaime
AR = x, BR =y, CR =z,
déle oznalme strany trojuhel-
nika ABC obvyklym zpisobem
a pismenem P jeho obsah. Podle

- -\ sinové véty (pro trojihelniky
A ¢ 8 CAR, ABR a BCR) dostaneme




. ¢ . a .
X = .sin ¢, y:m.smqi, g = ———.sing; (1)

sin « sin y

je totiz < ARC = 180° — «, <= ARB = 180° — f3,
< BRC = 180° — .
Pro obsahy trojihelnika plati

A ABR + ABCR -+ NCAR = N\ ABC
neboli

1 1 )
%cx.sin(p #"—ay-Sin(P-f-gbz.sn_lqo:P,

2

Z (2) dostaneme upravou

2P
sing

x4 ay + bz =

Do (3) dosadime z (1) a délime Cislem sin ¢; vyjde
be ac  ab 2P
sin o sin f3 sin y sin? ¢ *
Pouzijeme-li vzorct pro obsah trojuhelniku
P*lbs' _ i —lbsinﬂ
=5 c1ncx—2acsm/3——2a Vs

vyjde dokazovana rovnost.

2. KATEGORIE B

1. Najdéte vSecka realna Cisla x, pro ktera plati
1 1

n—x Ji+«

=1

@

€)

4)

@
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ResSeni. a) Plati-li pro realné &islo x vztah (1), je

Vl+x—l/1~xg]/l~x2,

umocnénim dostaneme

2 2T=*=1—4,
tj. i
1+ 222 2)1 —x.
Provedeme dal$i umocnéni; vyjde
1 +2x2 4+ x> 4 — 452,
1.
x4+ 6x2—3=0.
Trojclen na levé strané (2) vyjadiime ve tvaru
x®+32—-12=0,
tj.
2 +3+ 122 +3-)12)=0.

(1a)

(1b)

(Ic)

(1d)

@)

®)

Prvni Cinitel na levé strané (3) je vzdy kladné Cislo; proto musi

byt
x4+ 3 —]/Ego,
1.
) = 12 —3 == /0,462 = 0,68 .

39

4)

b) Zkouska. Z (4) plyne (3"), odtud (3), (2), (1d). Z (1d) plyne

(Ic) pravé tehdy, kdyz plati
x| = 1.

Nerovnost (1c) upravime na tvar (1b) neboli

(V1+x~]/1~x)zg(l/l—x2)2-
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- Z této nerovnosti plyne nerovnost (la) pravé tehdy, kdyz
je
JTrx—Ji=x=z0,

neboli
irez)i=s,

neboli

l14+x=1—x. (6)
Nerovnost (6) plati pravé tehdy, kdyz je
x=0. (M
Z nerovnosti (1a) plyne (1) pravé tehdy, pokud je

x#+1. ®

Spojime-li (4), (5), (7) a (8), dostaneme fe$eni

1>x=)]12 —3.
Znézornéni na Ciselné ose je na obr. 8.

0 213-3 éIO,58 1
Obr. 8.

2. Dekadicky zapis prave jedného z Cisel
a, ="T"+2.7" + 2, by=T17"—-2.7"+2,

kde n je prirodzené ¢islo, md na mieste jednotiek Cislicu 5.
Dokazte.

RieSenie. LCahko sa presved¢ime, Ze mocniny 7% pre n =
=1,2,3,4,...koncia v uvedenom poradi &islicami 7, 9, 3, 1,
pricom sa tieto Cislice v postupnosti mocnin opakuju (podrobny

dokaz tohto pomocného tvrdenia mozno podat matematickou
indukciou).
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Cisla a,, b, mozno vyjadrit v tvare
Gy = (T + 1241, b= (" —17 4 1.

Cisla 7" + 1, resp. 7* — 1 kontia teda postupne &islicami
8, 0, 4, 2, resp. 6, 8, 2, 0. Potom cisla (7% + 1)% resp. (7% — 1)?
koncia Cislicami 4, 0, 6, 4, resp. 6, 4, 4, 0 a konelne Cisla
(7™ 4 1) 4 1, resp. (7% — 1)? + 1 kondia &islicami 5, 1, 7, 5,
resp. 7, 5,5, 1.

Je teda vidiet, Ze pre kazdé prirodzené »n kondi prave jedno
z Cisel a,, by, Cislicou 5. Tym je dokaz prevedeny.

3. Pravouhly trojuhelnik mé tuto vlastnost: Z jeho odvésen
a z vySky na pfeponu lze sestrojit opét pravouhly trojdhelnik.

a) Vypoctéte pomér odvésny a piepony.

b) Sestrojte aspoti jeden trojihelnik uvedené vlastnosti.

Obr. 9.

Reseni (obr. 9). a) Budiz b = a > v. Pak pro druhy pravo-
thly trojuhelnik plati
b? = a® + v, )
takZe zaroven je
AD = BC =a.
Podle Eukleidovy véty je
AC* =AD . AB,
tj.
b =ac. (2)
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Do (2) dosadime 6% = ¢ — a?, upravime a ziskame rovnici
a+ac—ct=0. (3)

y . - w 1
Protoze ¢ # 0, nasobime rovnici (3) Cislem = dostaneme

kvadratickou rovnici pro hledany pomér odvésny a a piepony c,
tj. rovnici

a\’ a ,
Rovnice (3) mé jediny kladny koten

a 1

7=3(V5—1). 4)

Rovnice (3) vyjadfuje nutnou a postacujici podminku pro to,
aby dany trojihelnik mél vyslovenou vlastnost, jak plyne
z obraceni postupu.

Poznamka. Pfi vypoctu poméru druhé odvésny & a piepo-
ny ¢ vyjdeme rovnéz ze vztahu (2); jednoduchou tpravou do-
staneme

b  a
c b
Dale plati
b e
- b
1.
b / c2
e|E
- e b
Umocnénim a substituci x = — dostaneme
C
1
x2 == ?2- —1
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gl ,
a2 —-1=0, (5)

coz je kvadraticka rovnice pro x% Jeji jediny kladny kofen je

x% = %(V?— 1),

b 1.,
w= “/‘2— (VS —1).
b) Pro zvolené ¢ = AB provedeme s pouzitim vysledku (4)
konstrukci trojuhelniku ABC takto:

Sestrojime pomocny pravouhly trojihelnik BAO s odvésnami

AO = ?c , AB = ¢. Kruznicel = (O;%) protne usecku BO

takZe plati

v bodé T. Vypoltem se presvédcime, Ze
c
BT = 2 (V5 —1),

co? je délka hledané odvésny a, kterou vypocitame ze (4). Dalsi
kroky konstrukce jsou zfejmé z obr. 10. Dtkaz vyplyva z obra-
ceni postupu a).

0
: M~

\ { s

-~
Ve
/
/
/
Njo
\
by
S\ /
\\\‘\
\)’ //
To //
s
/) G
)
g
o
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4. Je dan obdélnik o rozmérech a, b. Do ného je vepsano
pismeno ,,V* podle obrazku 11.
X X

—p a N————
——

Obr. 11.

a) Vyjadfete obsah plochy pismene ,,V* pomoci délky x a roz-
méra a, b.
b) Pro kterou délku x je obsah plochy ,,V* polovinou obsahu
obdélnika ?

Reseni. a) Z obrézku je patrno, Ze pismeno ,,V* vznikne jen

pro x < g— . Z podobnosti trojihelnika
N\ KLM ~ N\ NPM (uu)

vyplyva

y_ b=y

x a—2x’
odtud po upravé

bx
y=o— )
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Obsah plochy pismene ,,V* ozna¢me z; pak plati

z = 2bx ——é‘xy. (2)
Spojime-li vztahy (1), (2) vyloucenim y, dostaneme
4abx — 5bx*
R 2

coz je hledany vzorec pro z platny pro x << —;— .

1
b) Druhou otdzku zodpovime po rozieseni rovnice 2 = 5 ab
(viz (3)) neboli
4abx — 5bx* 1
20a —x) —2-ab ? S

kde neznidmou je délka x; a, b jsou dané rozméry obdélniku.
Odtud dostaneme po tpravé rovnici

5x% — 5ax + a® = 0. (5)
Rovnice (5) ma dva kladné kofeny
O E3 SN £
Kofen x; nevyhovuje, nebot je
N 7,236

X =

1
S —a;
o ¢ 0,7236a > 2

pro tuto délku x, nevznikne pismeno ,,V*“. Druhy kofen x, vy-
hovuje, nebot je

2,764 1
xai——’l—g——a=0,2764a<7a .

44



Je tieba si jesté uvédomit, Ze z rovnice (5) vyplyva (4) neboli

1 -
2= ab; tim je provedena zkouska pro druhy kofen. Z postu-

pu je patrné, Ze a je libovolné redlné kladné cislo; Cislo b je
rovnéz kladné redlné Cislo na Cislu a nezavislé (viz uprava (4)

na (5) a obricen¢). Omezeni x << % vyplyva z pozadavku

existence pismene tvaru ,,V/*.

5. Je dan kvadr o rozmérech a, b, ¢, ktery neni krychle.
Soucet objemu krychli o hranich a, b, ¢ je vétsi neZ trojnasobny
objem daného kvidru; dokazte.

(Poznamka. Pouzijte vyrazu (a + b + c)3.)

ReSeni. Mame vlastné dokézat toto tvrzeni: Jsou-li a, b, ¢
tfi kladné cisla, ne vesmés sobé rovna (nebot jde o rozméry
kvadru, ktery neni krychle), pak plati

a® + b + ¢ — 3abc > 0. (1)

Abychom tuto nerovnost dokazali, uzijme vzorce

(@ + b+ )P =a®+ b +. + 3(a% + ab® + a* + ac* +
+ b% + bc?) + 6abc .
Tedy
a® + b + & — 3abc = (a + b + ¢)® — 3(a% + ab* + a*c +
+ ac* + b%* -+ bc*) — 9abc =
= (a+b+cP—3[abla+b+c)+acla+b+c)+
+ bcla + b + 0)] =

=(a+b+c) [a®+ b*+ & —ab — ac — bc] =
1

=—2—(a+b+c)[(a—b)2+(a—c)2+(b—c)2].
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Posledni vyraz je vzdy kladny, nebot a, b, ¢ jsou kladna Cisla
ne vesmes sobé rovnd. Tim je nerovnost (1) dokdzéna.

6. V rovine lezi sedem roznych prlamok ktorych vzajomna
poloha je popisana takto:

a) z danych priamok mozno vybrat prave Styri dvojice
rovnobeziek;

b) v rovine je 11 réznych bodov, z ktorych kazdy je priesec-
nikom prave dvoch priamok.

Zistite, ¢i niektorym bodom roviny prechadza viac nez dve
z danych priamok.

Uloha m4 dva typy rieSeni; nalrtnite ich!

(Poznamka. Pocitame vSetky mozné zostaviteIné dvojice
rovnobeziek, napr. tri rézne rovnobezky predstavujd tri dvo-
jice rovnobeziek.)

RieSenie. Zo siedmich roznych priamok moZno utvorit
7.6 . . .
5 = 21 roznych dvojic. V sustave st Styri dvojice rovno-
beZiek, a teda 21 — 4 = 17 dvojic réznobeziek. Z nich je 17 —
— 11 = 6 takych, ktoré su tvorené priamkami, ktorych prie-
secnikom prechadza viac nez dve priamky. To je mozZné dvoma
spésobmi:

1. dva priese¢niky leZia na troch priamkach (obr. 12 a, b);

3 dvojice 3 dvojice
Celkem 6 dvoiic
Obr. 12a, b.
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2. jeden priesecnik lezi na Styroch priamkach (obr. 13).

Obr. 13.

Styri dvojice rovnobeZiek nemézu patrit $tyrom réznym
smerom, pretoZe potom by vSetkych priamok muselo byt aspon
osem. Patria tedy aspon tri priamky tomu istému smeru. Ne-
mozu vSak tomu istému smeru patrit $tyri priamky, pretoZe
potom by existovalo aspon 6 dvojic rovnobeziek. Situdcia s rov-
nobezkami je teda jedine takato (obr. 14):

/] /
/77
/)

Obr. 14.

a) Predchadzajuci obr. 14 doplnime najskor dvoma priam-
kami tak, aby vznikli dva priese¢niky troch priamok. St to napr.
takéto obrazky (obr. 15a, b, c):
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Obr. 15a, b.

b) Druhy sposob doplnenia je taky, Ze vznikne priese¢nik
Styroch priamok (obr. 16).

S

/

e e

TN
/

Obr. 15c. Obr. 16.
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3. KATEGORIE C

1. T#i navzijem ruznd piirozend Cisla a, b, ¢ maji tuto
vlastnost: soucet kazdych dvou z nich je délitelny tfetim
Cislem. Vyjadrete viecka Cisla takové trojice pomoci nejmensiho
znich.

Reseni. Zvolme oznateni &isel g, b, ¢ tak, aby bylo

a<<b<c. (1)
Podle (1) je a + b << 2¢. Necht a + b = k. ¢, kde % je pfi-
rozené Cislo. Je tedy k. ¢ << 2¢, tj. k = 1, takZe plati
c=a-+b. (2)
Podle (2) je
a+c=2a+b="Fk.b, 3)
kde %' je ptirozené Cislo.
Mimo to je podle (1) 2a << 2b a b << a + ¢. Je tedy podle

®)
b<<k .b<3b,

tj. &' = 2 a dale z (3) vyplyva

b=2a. 4)
Spojime-1i (2), (4), dostaneme
¢c=3a. (5)

Zvolime-li a, dostaneme trojici a, 2a, 3a. Nejmens$i takova
trojice je 1, 2, 3.

Zkouskou se presvéd¢ime, Ze trojice vyhovuje danym pod-
minkam.
2. O danych kladnych cislech a, b, ¢, d plati

a Cc
=<7 (1)
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Dokazte, ze pro kazdou dvojici kladnych cisel x, v plati nerov-
nosti
a ax + ¢y ¢

P b idy —d @

Reseni. Z (1) plyne

bc —ad > 0. (1"
Vypocteme rozdil
ax ¢y a 1 N B o
bx i dy b bw x + dy) (abx - bcy — abx — ady) =
y(bc — ad)
) b(bx +dy) © 3

Posledni vyraz v zapisu (3) je kladny, nebot b > 0, bx + dy >
>0, y >0, bc—ad >0 (podle (1").

Vypocteme rozdil

< ax+cy7 1 N B B N
d bxtdy  dbx + dy) (bex + cdy — adx — cdy) =
_ (be —adx

T d(bx +dy) ©)

Také ve vztahu (4) je z obdobnych davodu jako pfi vypoctu
prvniho rozdilu posledni vyraz kladny.
Vzhledem k vysledkim (3) a (4) jsou nerovnosti (2) spravné.

3. Skola s n Ziakmi mala pochodové cvicenie. Zraz bol na
konecCnej stanici elektrickej drahy. Elektrickou pricestovalo
?°/, zo vietkych Ziakov, p °/, z ostatnych pri§lo peso. Pri kon-
trole sa ukazalo, Ze chyba jediny ziak. Vyjadrite p pomocou 7
a vypocet prevedte pre n — 400.

(Poznéamka. Pri Gprave rovnice pre p vytknite 7.)
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Riesenie. Elektrickou pricestovalo 7. —1%)— Ziakov, zvy$ok bol

_ P 8o 2ot __PY P
n (1 100). Peso prislo teda n(l 100) 100 Ziakov.
Podla textu tlohy je

R (R I W S
"'100‘"(1 100)100“” .
z ¢oho po Uprave mame

o P (PN
2"“100 n.(loo)hn 1.

Vyrazy obsahujuce Cislo # prevedieme na lavu stranu a cislo
n vytkneme. Dostaneme

LI O W

a po vynasobeni ¢islom | — —

n
:

B o R

Vyraz na lavej strane je druhou mocninou dvoj¢lena

( — i&-) . Pretoze 'lf)% <1t} 1 — % > 0, vyplyvaz(1)
12— %

» = 100 (1—1/%). )
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Ak dosadime do (2) ¢islo » = 400, vyjde p = 95. Po dosadeni
do podmienok ulohy zistime, Ze elektrickou pricestovalo 380

ziakov, 19 Ziakov priSlo peSo a jeden chybal.
Skuska: 380 + 19 4 1 = 400.
Iné rieSenie. Jeden Zziak sa nedostavil, t. j. 1 je (100 — p)
percent zo zvySku z. Plati teda
100

.

" 100 — p

Zvy3ok je zo vietkych n Ziakov (100 — p) percent. Pre celkovy
pocet ziakov tedy dostaneme

_, 1o (100 2
U100 —p 100—p)’

skadial uz vyplyva
p = 100 (1 - ;)
Vn

0 N C
\\
\
\ | .
N
-Y h
A
Obr. 17.

4. Narysujte obrazec podle pfipojené¢ho obr. 17; ABCD je
Ctverec o stran¢ délky 6 cm, bod M je stfedem strany BC
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(BN L AM | DY). Vypoctéte vzdalenost NY a zjistéte vy-
poctem, zda trojuhelnik DN'Y je pravouhly.

Refeni. Ziejmé je
N\ ABM > N\ BCN, (usu) (1)

nebot <t MAB = <. NBC. Z (1) plyne BM = CN = 3 cm.
Podle Pythagorovy véty pro trojihelnik ABM je

AM = |/4B* + BM2 = |45 = 3|/5. @)

Oznacdime-li BX= x a vyjadfime-li obsah trojihelnika ABM
dvojim zpusobem, dostaneme

AM . BX = 3x|/5 = 2. AABM — AB.BM = 6.3,
odtud
6
= 5= 3
75 ©)
Dale je podle Pythagorovy véty vzhledem ke (3)
AX=]/4AB* —BX* = ‘/36—3—6 _ 12 o @

5 V5
Podle véty usu je viak
A DAY 2 N\ ABX,
tj.
AY = BX = x = V_ ®
Bod Y je tedy podle (4), (5) stfedem tsecky AX.

Vzdalenost NY vypocteme podle Pythagorovy véty z troj-
uhelnika NYX. Plati podle (2), (3)

NY? = NX® + YX? — (31/5 s ) (V5 )2
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po upravé
117
NY? = —, 6
: (©)
1.
Ny 3. ]/
Podle obraceni Pythagorovy véty je trojihelnik DN'Y pravo-
uhly (jeho nejdelsi strana je DY) pravé tehdy, plati-li
DY? — DN? — NY?=0.
Protoze je /\ DAY & A\ ABX, je podle (4) DY = AX =

12
= 2x = ——; mimo to je DN = 3. Plati tedy podle (6)

V5
144 117 18
2 2 e — —_—— = — — £
DY DN NY? = 5 9 5 5 #0.

Trojihelnik DN'Y tedy neni pravouhly.

5. Je dana kruznice £ = (§; r) a bod 4 jejiho vnéjsku.

a) Bodem A4 sestrojte pfimku, ktera protind kruznici 2 v bo-
dech B, C tak, Ze B je stfedem usecky AC (dloha Catalanova).

Provedte diskusi. b) Vyjadtete délku t&-
7 tivy BC pomoci délek
/. ryo=AS.

/ Reseni. a) Predpokli-
dejme, Ze jsme piimku
sestrojili (obr. 18). Budiz
CD pramér kruznice,
M stied usecky BC. Ne-

= lezi-li body 4, B, C, D
v piimce, vznikne troju-
helnik ACD, v némz je

Obr. 18.
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BS stiedni pticka rovnobézna s AD; je tedy
AD =2 .BS = 2r.
Lezi-li body 4, B, C, D v pfimce, je B = D a plati
AD = AB = BC = 2r,
tj.
AS = v =73r.

Bod D lezi tedy vzdy na kruznici / = (A4; 2r). Uloha ma
aspon jedno feSeni pravé tehdy, maji-li kruznice k&, / aspon
jeden spole¢ny bod, tj. kdyz plati

r=2r —r=ov=<2r+4r=>3r. (1)

Leva nerovnost (1) je splnéna (nebot A4 je bod vnéj$ku kruznice
k). Podminka feSitelnosti je tedy

2 = 3r, @)
nebot plati-li (2), plati i (1) a kruZnice %, / maji spole¢ny aspol
jeden bod; kazdy spolecny bod vede k jednomu feSeni ulohy.

Plati-li ve vztahu (2) rovnost, ma uloha jediné feSeni;
v ptipadé ostré nerovnosti ma dloha dvé feSeni. Jinak dloha
feSeni nema.

b) Oznacme BC = x; z pravouhlého trojuhelnika BMS
dostaneme podle Pythagorovy véty

x2
MS?2 =12 — —.
Ty
Dale vypocteme z pravouhlého trojithelnika 4ASM
2
AS* = MS? + (%x) 5
tj. '
x2 9

% — 2 T + sz,
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odtud 2x? = 22 — r? neboli
=12y )

Vzorec (3) plati i v ptipadé, kdyz je v = 3r a kdy nevznikne
trojihelnik ACD; pak vyjde x = 2r.

Ze vzorce (3) dostaneme znovu podminku fesitelnosti: jezto
musi platit x = 2r, je

@—sz —r2<2r,
tj.
22 — r2 < 8r2,

takZe
v = 3r,

coz souhlasi s podminkou (2).

6. Dokazte: Os strany BC trojuholnika 4BC pretne stranu
AB vo vnutornom bode préave vtedy, ked pre uhly trojiholnika
plati vztah

o 4 2 < 180°.

(Poznamka. Pri dokaze obratenej vety vyjdite zo situdcie,
ked os usecky BC nepretina tsecku AB.)

c RieSenie (obr. 19).a) Ak pre-
tina os o stranu 4B vo vnutor-
nom bode M, vznikne rovnora-
menny trojuholnik BCM a troj-
uholnik ACM. Pre vonkajsi
uhol <t AMC zrejme plati
X AMC = 2f. Okrem toho

g v trojuholniku ACM plati

<< AMC + ¢ CAM < 180°,
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o + 28 < 180°. 1)

b) Predpokladajme, Ze priamka o nepretina usecku AB v jej
vnutornom bode. Ak je f = 90°, potom nerovnost (1) zrejme
neplati. Ak je § << 90°, pretne priamka o (podla 5. postulatu)
polpriamku BA4 v bode M, ktory nelezi vo vnutri usecky AB.
Vznikne rovnoramenny trojuholnik BCM so zakladiiou BC
(obr. 20), je teda

X BCM =§.

PretoZe bod A4 lezi na tsecke BM,je <t ACB = <. BCM, t.j.
180° —ax — B =P
Cize
o + 28 = 180°,
o je negacia vztahu (1).

Iné rieSenie. b) Predpokladajme, Ze priamka o nepretne
usecku AB v jej vnutornom bode. Potom priamka o bud pre-.
chadza bodom A alebo (podla Paschovho postulatu) pretne
tusecku AC v jej vnutornom bode. V prvom pripade je troj-
uholnik ABC rovnoramenny so zakladnou BC a plati

o + 2 = 180°.
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V druhom pripade podla a) je

o + 2y << 180° = 2. (a + f + ) — 1807,
takze
o + 26 > 180°.
Vidy teda plati
% + 2f = 1807,
¢o je negacia vztahu (1).

3

4. KATEGORIE D

1. Ziak dostal za tlohu umocnit troj¢len (a 4 26 — 3)2.
Vysiel mu vysledok a® + 4% — 9. ,,Ale to predsa nie je spravne
— namietal ucitel — dosad si na skuSku za a, b nejaké urcité
prirodzené &isla.“ Ziak poslichol a skiska mu vysla. Ktoré
Cisla dosadil? Ako znie sprdvne vzorec pre druhi mocninu
daného trojclena?

RieSenie. Spravny vysledok ma zniet
(a+2b—32=a%+ 402 +9 +4ab —6a —12b. (1)
Ak porovname spravny vysledok s vysledkom Zziaka, dostaneme
a? 4+ 4b*> + 9 + 4ab — 6a — 12b = a® + 46> — 9
Cize '
4ab — 6a — 126 + 18 =0,
t.j.
2ab —3a —6b +9=0.
Vytknutim spolo¢nych Cinitelov postupne dostaneme

a2b —3) — 326 —3) =0,
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2b—3)(a—3)=0.

Stadial vyplyva a = 3, pretoZe 2b — 3 ako neparne Cislo je
nenulové. Obratene z a = 3 vyplyva vztah (1). Mame teda
vysledok:

Ziak dosadil @ = 3 a za b nejaké prirodzené &islo.

2. Je dané prvocislo p. Najdite vSetky dvojice prirodzenych
Cisel x, y, ktoré vyhovuju rovnici
1 1 1
st M
p+x pt+y P
RieSenie. Rovnicu (1) vynasobime sicinom p(p + x) (p +y),
ktory je zrejme od nuly rdézny, pretoze p, x, y s prirodzené
¢isla. Dostaneme
PP+ +pp+x)=0@+x)(+)
a po dalSej uprave
PP=xy. )
Delitelmi cisla p* su Cisla 1, p a p% Dvojice prirodzenych
cisel [x, v], ktoré vyhovuju rovnici (2) zostavime do tabulky:

1x1‘pip2

Kazda z usporiadanych dvojic prirodzenych cisel [1, p?]
alebo [p, p] alebo [p?, 1] vyhovuje tieZ rovnici (1), o Com sa
presvedcime dosadenim. RieSenim tulohy su teda uvedené tri
usporiadané dvojice Cisel [x, y].
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3. Pismeno a oznacuje prfirozené Cislo, jehoz dekadicky zapis
ma4 vice nez 6 cifer, pismeno & oznacuje Cislo, jehoZ dekadicky
zapis tvoii poslednich Sest cifer Cisla a. Dokazte: Je-li a na-
sobkem Cisla 2%, je také b ndsobkem ¢isla 2° a obréacené.

Reseni. Cislo a vyjadiime jako soucet nezaporného celého
Cisla b a vhodného pfirozeného &isla ¢, ndsobeného 10%; je
tedy

a=>5b-+10%.c,
tj.
a=1b+2%.(%), (1)
1. Je-li a = 2. d’, je podle (1)
b= 2%a" — 5%),
kde a’ — 5% je Cislo celé; proto: je-li 26 délitelem Cisla a, je
i délitelem disla b.
2. Je-li b= 2%.%, je podle (1)
a =25(b" + 55),
kde &" + 5% je Cislo celé; proto: je-li 26 délitelem Cisla b, je
i délitelem Cisla a.

4. Vrcholy, stredy stran a priesenik uhlopriecok S$tvorca
tvoria skupinu deviatich bodov. Kolko trojuholnikov ma vsetky
tri vrcholy v tychto deviatich bodoch?

Je osem typov (nezhodnych) trojuholnikov. Nakreslite ich
a udajte, kolko je trojuholnikov kazdého typu.

(Poznamka. Vsetkych trojic roznych bodov je 84.)

f RieSenie. Skupina danych deviatich bo-
dov je zndzornend na obr. 21. Pocet vset-
kych trojic bodov je 84. Pocet trojic bodov
leziacich na priamke je 8. Preto pocet viet-
kych moznych trojuholnikov je 84 — 8 = 76.

> © 6 Obr. 21.
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Na obr. 22 abcdefg je zndzorneny jeden spdsob postupného
vytvéarania trojuholnikov. V kazdom obrazku sa vychidza od
hrubo vytiahnutej strany. Prvy Cinitel udava, kolkokrat sa tato
strana opakuje. Druhy cinitel udadva pocet vrcholov, ktoré
s uvazovanou stranou urCuju trojuholniky. Tieto vrcholy sd
vyberané tak, aby nevznikli uz vytvorené trojuholniky.

AN ./&/
a1 8.2=16 d) A 8.3=24
// '//
/" /// AN
b =P 43=12 A\ N 2.2=4
s e '\ .
(ﬁ"/ "\J('/
/
Q\\\\\\ ke R :\ . //' '7,‘
¢) = 4.2=8 T “// 4.2=8
7~ B
/ F
e . __\J,(__
//
ol 1 4.1=4
//
Obr. 22.

Na obr. 23 je prehlad jednotlivych typov (nezhodnych)
trojuholnikov. Pri kazdom type je uvedené cislo, ktoré udava,
kolkokrat sa prislusny trojuholnik v nasej ulohe vyskytne.

61



v

5 B
¥ B

Obr. 23.

>

4

£ias
S

Celkem 76

5. Body 4, B, C, D dé&li kruznici 2 = (S ) na ¢tyti oblouky,
jejichz délky jsou v poméru
Afézé—(\'}:(fl\):ﬁ?l;l:ZA:S.

Ptimky AD, BC se protnou v bodé Q. Vypoctéte vzdalenosti

OB a OD.

Obr. 24.

Reseni (obr. 24). Ziejmé plati pro stfedové tihly
X ASB: << BSC:<x CSD: < DSA=1:2:4:5.
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Odtud snadno vypolteme

<L ASB = 30°, <t BSC = 60°, <t CSD = 120°, <t DSA =
= 150°.

V rovnoramenném trojuhelniku ADS je < ADS = 15°,
v rovnoramenném trojuhelniku CDS je <t SDC = <t SCD =
= 30°. ProtoZe trojuhelnik BCS je rovnostranny, je <© SCB =
= 60°. Je tedy

< ADC = 15° + 30° = 45°,
< BCD = 60° | 30° = 90°. (1)

Z rovnoramenného trojuhelnika CDS (ktery rozdélime

vySkou ve dva pravodhlé) dostaneme
CD = 1|3 . )
Podle (1) je trojuhelnik CDQ pravouhly a rovnoramenny;
podle (2) je tedy CQ = CD — r|/3. Protoze je CB = r, je
BQ—=CQ — CB=r(|3 —1).
Z trojuhelnika QCD dostaneme
OD —CD. |2 = r|s .

6. Lichobéznik ABCD ma uhlopticky AC, BD, které maji

tutéz délku a puali uhly pti zakladné AB. Dokazte, Ze plati

BC = CD = DA a sestrojte tento lichobéZnik, je-li déno
AB = a, = ACB = 90°.

ReSeni (obr. 25). Podle podminky tlohy je <t DAC =
= <& CAB; dile je <=t DCA = < CAD (thly stfidavé). Proto
je = DAC = <. DCA a trojihelnik ACD je rovnoramenny
se zakladnou AC. Z obdobného diivodu je trojihelnik BCD
rovnoramenny se zakladnou BD. Je tedy

AD = CD = BC. 1)
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Obr. 25.

Ze vztahi (1) plyne, Ze lichobéZnik je rovnoramenny; je tedy
<L DAB = <t CBA; z toho vyplyva

4 CBA=2.% CAB, 2)

nebot AC je osa thlu <t DAB. Protoze trojuhelnik ABC je
pravouhly, je <t CBA + <. CAB = 90°; z (2) pak plyne

<L CAB = 30°, <t CBA = 60°.

Lichobéznik ABCD se napf. sestroji jako ¢ast pravidelného
Sestitthelnika vepsaného do kruZnice nad primérem AB.
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IV. SoutéZni Glohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Urcete nejmensi kladny zlomek, jehoZ soucet s jeho druhou
mocninou je vétsi neZ Sest a jehoz Citatel a jmenovatel maji sou-
Cet mensi nez 100.

(Poznamka. Ze vSech zlomkid s danym jmenovatelem o
a vétsich nez Cislo 2 vyberte nejmensi zlomek.)

Reseni. Hledany kladny zlomek budiz % , kde u, v jsou cela

Cisla bud obé zaroven kladna nebo zaroven zaporna.
a) Necht # > 0, v > 0. Podle podminek ulohy plati

u u>
> + r > 6, €))
u 4 v <100. 2
Nerovnost
*4+x—6>0, (1"
kde x = -Z— , mé kladna feSeni
x> 2
Je tedy
L) a1
” .

Nejmensi kladny zlomek vétsi nez 2 s danym jmenovatelem v
je
u 20 4+ 1

v v

€)
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Spojime-li (2), (3), dostaneme po upravé
v <33, (4)
20, + 1 20, + 1
U ’ Py
plati v, << v,, je

Jsou-li dvé racionalni ¢isla, pro néz

200 +1 2041

U Vg

| . vr
- Je co nejmensim Cislem Cislo

Ze vsech cisel tvaru

s co nejvétsim jmenovatelem; v nadem pripadé je to tedy
podle (4)
v =32.
fwrq s 05 o .

Hledané cislo je 375 toto Cislo spliiuje nerovnost (1), tedy
i(1)a(l).

b) Necht u << 0, v << 0 jsou cela &isla; pak podminka (2)
je splnéna. Podminka (1) plati jako v odst. a); plati také nerov-
nost (1'"); z ni plyne (jezto v << 0)

u<<2v. _ "
Nerovnost (1"") spliuji napt. ¢isla u = 2v — 1; pak je
w_ -1, 1
v v v

1 67 65
3 . 9= 33 2 — — = < —,
nebot v << 0. Pro v 33 dostaneme " 3 < %)
Je-li x > 2 libovolné racionalni ¢islo, které vyhovuje podmin-
kam tilohy, muZeme najit zaporné celé Cislo v tak, Ze

1
2 — —<x
v
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1 2v —
a pritom podle predchoziho ¢islo 2 — P = . ! také spl-

fiuje podminky dlohy.

Neexistuje tedy v pripadé b) nejmensi ¢islo Zadanych vlast-
nosti, tj. tloha je nefeSitelna.

2. V rovine je danych péit bodov, z ktorych Ziadne tri nelezia
na jednej priamke. KaZdé dva z tychto bodov st spojené Cerve-
nou alebo modrou useckou tak, Ze Ziadne tri z tychto useliek
nevytvoria trojuholnik tej istej farby. ‘

a) Dokazte, ze z kazdého z danych pit bodov vychadzaji
dve tsecky Cervené a dve modré.

b) Dokazte, Ze existuje uzavretd lomend Ciara zloZend z pia-
tich Cervenych dseciek a uzavreta lomen4 Ciara zloZend z piatich
modrych tseciek, z ktorych kazd4 obsahuje vSetkych pét danych
bodov.

c) Zistite, kolkymi spdsobmi mozno dané body spojit erve-
nymi a modrymi useCkami tak, aby bola splnenid podmienka
ulohy.

(Poznamka. RieSte len dvahami, nie vypoc¢tom. V pripade
a) uvazte, ¢i je mozné, aby z jedného vrcholu vychadzali tri
usecky tej istej farby, t. j. prevedte tzv. nepriamy dokaz.)

RieSenie. a) Pripustme, Ze by z daného A
bodu A vychadzali tri Cervené usecky (dané
body oznatme A4, B, C, D, E). Nech su to
napr. tsecky AB, AC, AD — pozri obr. 26
(Cervena je tlste vytiahnut).

Podla podmienky tlohy musia byt potom ¥
usecky BC, BD, CD modré a vznikne ,,mod-
ry trojuholnik, ¢o odporuje podmienkam
ulohy.

Podobne nie je mozné, aby z bodu A vychadzali aspon tri
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modré usecky. Zostava tedy jedind moznost, Ze z kazdého bodu
vychadzaju dve Cervené a dve modré uisecky (vyznacené dlhymi
Ciarkami).

b) Podla odst. a) vychaddzaju teda z bodu A dve Cervené
useCky — nech su to napr. AB, AC; zostavajuce dve usecky
AD, AE st modré — pozri obr. 27. Z podmienky tlohy potom
vyplyva, Ze Gsecka BC je modra, usecka DE cervend. Z bodu D
vychidzaji podla odst. a) dve Cervené usecky. Usetka CD je
teda bud Cervend (obr. 27) alebo modra (obr. 28). V pripade
z obr. 27 je podla podmienky ulohy CE modra a podla odst. a)
(pouzitého na body D, E) je BD modra a BE Cervend. Podobne
doplnime obr. 28. Hladané lomené diary sd na obr. 27
ABEDCA (Cervend) a ADBCEA (modr4); na obr. 28 ABDECA
(Cervena) a ADCBEA (modr4).

Obr. 27. Obr. 28.

c) Ak vyjdeme z bodu 4 a ak zvolime obe Cervené tusecky,
ktoré z neho vychidzaji, dostaneme dve rézne moznosti. Cer-
vené usecky vychadzajtice z bodu 4 moZno volit (3) = 6 roz-
nymi sposobmi. Dostaneme teda 2.6 = 12 rbéznych situdcii.

3. Do jednotkové kruznice se stfedem S je vepsan pravidelny
n-thelnik 4,4, . ..A, . Body S, Ay, A, jsou po fadé obrazy
komplexnich ¢isel 0, 1, .

a) Vyjadiete vzdalenost A Ax(k = 1,2, ...,n — 1) pomoci .
b) Vypoctéte soudet Aod: + Agds + ... + Aods-,.
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ReSeni. a) Zfejmé je

60° 360°
. + isin 0.

t = COSs

1)
Bod A, je obrazem komplexniho ¢isla #;, jehoZ absolutni hod-
nota je 1 a jehoz amplituda je & . -3% . Jetedy podle Moivreovy

véty a podle (1)

60°k . . 360°%
1y, = cos -+ 1sin P
360° . . 360°\%
= (cos + isin > ) =tk 2)
n n

Uvazujme o komplexnich &islech t* — 1, #*~% — 1;jejich obrazy
jsou podle (2) body A, A, , které vzniknou z bodd A, 4,

—
posunutim o dany vektor 4,S (na obr. 29 je k=2, n= 7).

y

£

Obr. 29.

Komplexni ¢isla % — 1, "% — 1 maji za amplitudy opac¢na
Cisla, jejich absolutni hodnota je velikost usecky 4,4, ; je tedy
podle Moivreovy véty
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=1 E** —1) = 4,4% . [cos (p — ) +isin(p — ¢)] =
= A3,
tj.

Ady =]/ =) @ F —1). 3)

Rovnice (3) je fe$enim tulohy a).
b) Vypocteme
0=AA} + A A} + ... + A2 =@ -1 ("1 —1) +
+@-D@E"2—-D+...+0@"t—-1D@¢—1),
1.
o=t"—t— "1 414+ -2 -2+ 1 4.+
+ " — "t — 1. (4)
Protoze je t" — 1, dostaneme z (4)
c0=2n—1) =2+ +...+ ") =

1]
a dale
2
— 22— )+ (1= )
= a T #
tj.

og=2n. 5)
Vzorec (5) je feSenim tlohy b).

360°k

Jiné feSeni tlohy a). Plati ¢ = «Podle kosinové vé-

ty je (viz obr. 30)
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Obr. 30.

(6)

tento vzorec plati i v pripadé, Ze ¢ = 180, tj. kdy A,4; pro-
chézi bodem S.

Podle Moivreovy véty je
60°% . . 360°
-+ 1sin

Ay} =2 —2cos g = 2(1 —cos¢) =2 (1 — cos 2607k
t 2

>

t* — cos
koo 360° (n — k) 1 isin 360 (7711 — k) _

360°k . . 360°k
— 1sin

= COS

a dale
tk "% = 2 cos cacalt @)

Dosadime-li ze (7) do (6), vyjde
AAg =2 —tF — " *F = (F — 1) (" F — 1),
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nebot #* = 1. Je tedy
Ay =/ —1) (" F —1) = |2 —F — ¢ F,
coZ jsme méli dokazat.

4. V roviné je ddna tseCka AM, déle je dan duty thel o
a kladné cislo . ,

a) Sestrojte rovnoramenny- trojuhelnik ABC, ktery mé
vniténi thel & BAC = o a jehoz zékladna BC je bodem M
délena v poméru BM : CM = k.

b) Vysetite geometrické misto stiedii zdkladen BC vSech
takovych trojuhelnikii, nabyva-li pomér & viech kladnych
- hodnot.

Reseni. a) Rozbor. ProtoZe je <- BAC = w, je - ABC =
= < ACB = 90° — —;~ . Proto nilezi bod B (obr. 31)
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oblouku o,, ktery je geometrickym mistem bodd X leZicich
v poloroviné g, s hranici AM, pro néZ plati

<}£AXM:90°—%w.

Obdobné nélezi bod C oblouku o,, ktery je geometrickym
mistem boda Y leZicich v poloroviné g, opacné k g,, pro néz
plati

qAYM:QOO—le.

Oblouky oy, 0, jsou zfejmé soumérné sdruzené podle primky
AM. Stejnolehlost se sttedem M a koeficientem (—£%) prevede
vrchol C ve vrchol B, oblouk o, v oblouk o, ktery lezi v polo-
roviné g, a je sestrojen nad tétivou MA’, kde A'M = k. AM.
Vrchol B je tedy spole¢nym bodem oblouki oy, 0, riiznym od
M. Tim je rozbor tlohy ukoncen.

Konstrukce. V kazdé z polorovin ¢,, 9, vytatych pfimkou
AM sestrojime oblouk, jehoZ vnitini body patfi do mnoziny
1

vSech bodu, znichz je vidét useCku AM pod dhlem 90° — > w;

tyto oblouky nazveme 0y, 0. Ve stejnolehlosti (M; —k) sestro-
jime oblouk oy, ktery odpov1da oblouku 0,. Bod B je spolecnym
bodem obloukll 0, a o, riznym od M. Bod C sestrojime ve

stejnolehlosti (M 5 — z) jako bod odpovidajici bodu B.

Zkous$ka (tzv. dikaz spravnosti). Oblouk o, nalezi kruznici
ky, jejiz stred S, lezi uvnitf poloroviny ¢, na ose usecky AM.
Oblouk o, nalen kruznici ky, jejiz stted S, lezi také uvnitt polo-
roviny o, na ose usecky A'M. Oznacme po fadé P,, P, stfedy
usecek AM, A’M; bod M oddéluje body P;, P,. Proto bod B
soumérné sdruzeny s bodem M podle prlmky S, S, nalezi
vnitiku poloroviny p;, a ovSem i obéma kruZnicim kl, kys tj.
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obloukim o;, 0,. Odvodime-li z tohoto bodu B bod C jako
prisecik oblouku o, s pfimkou BM, je BM : CM = k (bod C
vznikne, nebot je obrazem bodu B ve stejnolehlosti se stie-

dem M a koeficientem — —;;) . Dale plati

{ABM:QO"—%@(}:{ACM,

tj. trojihelnik ABC je rovnoramenny se zdkladnou BC a je
<L BAC = w.

Diskuse. Uloha m4 tedy dvé feSeni, ktera dostaneme, vy-
ménime-li poloroviny g, a g, (a oblouky o,, 0,). Tato feSeni
splynou pro 2 = 1.

Obr. 32.

b) Stfed S zédkladny BC je pata kolmice spusténé z vrcholu
A na zakladnu BC. VSechny tyto body S leZi tedy podle Tha-
letovy véty na kruznici » sestrojené nad primérem A4AM
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(obr. 32). Ptimky BC vsak nevypliuji cely svazek se sttedem M,
ale jen dva vrcholové uhly omezené te¢nami #,, ¢, sestrojenymi
v bod¢ M po tadé ke kruznicim %, k,. Oznacme V, U po fadé
praseciky teCen t,, t, s kruZnici ». Pak kazdad primka, kterd
prochéazi bodem M a nalezi thlu <t UMV a tihlu vrcholovému,
protind jen jeden z obloukt o;, 0, mimo bod M; kazd4 jina
pfimka prochézejici bodem M protind oblouk o, v bodé¢ B
a oblouk 0, v bodé C; body B a C jsou oddéleny bodem M.
Odtud je patrné, Ze kazdy ze stfedd S padne dovnitf oblouku

UMYV kruzZnice x a obricené kazdy bod vnitfku tohoto oblouku
je sttedem S nékteré z usecek BC.

Hledané geometrické misto bodi je tedy oblouk UM V kruz-
nice % bez bodd U, V.

5. Vysetite mnozinu vSech bodl v roviné, pro jejichZ kar-
tézské souradnice x, y plati nerovnost

x5 + 1yl < Yo — 12+ (v — 12. (1)

ReSeni. Umocnénim a tpravou dostaneme z (1) nerovnost:

eyl <1 —x—y. (2)

Z nerovnosti (2) obracené plyne nerovnost (1), jak zjistime obra-
cenim postupu. Je tedy také (2) analytickym vyjadfenim hleda-
ného geometrického mista bodd. RozliSime dva ptipady:

l.x=0, y=0 nebo x =0, y = 0;
2.2=20, y=0nebo x=0,y=0.

V ptipadé 1 je |xy| = xy a nerovnost (2) lze upravit na tvar
E+D+1<2. ©)

Rovnice (x + 1) (y 4+ 1) = 2 vyjadfuje rovnoosou hyperbolu,
jejiz asymptoty jsou piimky x = —1, y = —1. Nerovnost (3)
vyjadfuje tu uzavienou oblast O, omezenou obéma vétvemi
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hyperboly, v niz lezi bod [0, 0]; bod [0, 0] totiZ spliiuje ne-
rovnost (3). Pfipojime-li k nerovnosti (3) je§t&¢ nerovnost
xy = 0, dostaneme prinik P, I. a III. kvadrantu s oblasti O,.

V piipad¢ 2 je |xy| = —xy a nerovnost (2) lze upravit na
tvar

1—x)(y—1<0. 4)

Rovnice (1 — x) (y — 1) = 0 vyjadfuje dvojici ptimek x = 1,
y = 1. Nerovnost (4) vyjadfuje ten pravy thel sevieny témito
piimkami, v némz lezi pocatek [0, 0]. Pfipojime-li k nerovnosti
(4) jesté nerovnost xy =< 0, ktera vyjadfuje sjednoceni II. a IV.
kvadrantu, dostaneme ¢ast roviny sloZenou ze dvou polopasii
P,, P,. Hledani mnoZina je sjednocenim mnoZin P, P;, P,.

Situace je znazornéna na obr. 33, kde je mnoZina vySrafovana.

=

|
|
|
l
i 4
|
|

Obr. 33.
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6. Zistite, pre ktoré ostré uhly o plati nerovnost
2 1
=6. 0

sin o cos 2o
Dokazte, Ze rovnost vo vztahu (1) nastane len pre o = 30°.
(Pozndmka. Ak poznite jeden korefl mnohoclena treticho
stupnia jednej premennej, moZzno tento mnohoclen pomocou
delenia koreflovym ¢initelom rozloZit na st¢in mnohoclenov
nizsich stupnov.)

RieSenie. Je zrejmé, Ze musi byt o 7 45°, pretoZe ak je
o = 45° je 200 = 90° cos2x = 0. Budeme rozliSovat dva
pripady: & << 45° a o > 45°.

a) Nech je o << 45°. Potom sin o > 0, cos 2o > 0. Obidve
strany nerovnosti (1) vyndsobime suicinom sin o cos 2o a do-
staneme

2 cos 2cc + sin « = 6 sin o . cos 2 . (2)
Pouzijeme vzorec cos 2 o« = 1 — 2 sin? o, dosadime do (2) a po
uprave vyjde
12sin® o — 4sin?« — 5sina +2=0. 3)
Ozna¢me kvoli struénosti sin o« = x. Nerovnost (3) ma potom
tvar

12x3 — 4x2 —5x +-2=0. (3a)
Dosadenim si overime, Ze rovnice
12x3 — 4x* —5x +2=0 (4)

. . 1 .. 1 ,
ma zrejme koren x = > (pretoze sin 30° = 7) . Tito sku-

tocnost pouzijeme na rozklad Stvorclena na Iavej strane nerov-
nosti (3a). Vo vztahu

12x3—4x2—5x+2=(x—%)(aszrbxo{—c) NG
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ur¢ime koeficienty a, b, c. Vynasobime pravu stranu a porov-
name koeficienty pri mocnindch x s rovnakym exponentom na
oboch stranach rovnosti (5). Dostaneme

a=12, b—%a=~4, c—-;—b:—S, ——%—c:Z.
Stadial vyjde
a=12,b=2, c = —4.
Rozklad teda po tprave znie
1293 —4x? —5x +2=Q2x — 1) (6x> +x —2). (6)

Rozlozime este kvadraticky troj¢len 6x* 4 x — 2 pomocou
korenov kvadratickej rovnice 6x> + x — 2 = 0. Tieto korene su

I 3 1]
1,2—'*‘—‘—'"12 5
. 1 2 ) , :
t. . X=Xy = —g.Hladanyrozkladje
652 +x —2=(2x —1)(3x + 2). (7

Ak dosadime zo vztahu (7) do vztahu (6), prevedieme ne-
rovnost (3a) na tvar

@x —1)2.(Gx+2)=0. (8)

Nerovnost (8) je splnena pre kazdé x > 0, t.j. nerovnost (1)
je splnend pre kazdy ostry thol o << 45° (to sa dostane obra-
tenim postupu). Rovnost vo vztahu (8) nastane jedine pre

F=5 ize pre o = 30°.
b) Zostava vySetrovat pripad 45° << o <C 90°. Postupujeme
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pri tom ako v pripade a). PretoZe tu je 90° << 2a << 180°, je
cos 2 <Z 0 a namiesto nerovnosti (2) dostaneme nerovnost

12sin® o« — 4sin2 ¢ — 5sina +2=<0.
Po rovnakych upravach ako v odst. a) dostaneme namiesto ne-
rovnosti (3a) nerovnost
1293 —4x* —5x +2=<0. (3b)
Nerovnost (3b) je ekvivalentnd s nerovnostou
2x —12%.B3x+2)<0. )
PretoZe je x >0, je 3x 4+ 2 > 0 a nerovnost (9) prejde na

1 . .
rovnost len pre x = Fax=—75. Pretoze vSak uhol « je

ostry a vicsi ako 45°, nemdze byt ani x = 7 ani x = —

Vztah (9) teda nie je splneny pre Ziadne x € (45°; 90°).

?.

Vysledok. RieSenim nerovnosti (1) su vSetky ostré uhly
o << 45°. Rovnost nastane jedine pre o« = 30°.

2. KATEGORIE B

1. ,,Vzorec pro umocnovani tfemi‘

(2a* —a + 1)* = 8a® — a® + 1 (1)

plati pro a = > Najdéte vSechna redlna Cisla a, pro néZ tento

»vzorec plati.

(Poznamka. Kofen polynomu lze nékdy bez feSeni pfislusné
rovnice najit zkusmo. Budete-li znat jeden z kofenti polynomu
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vyssiho stupné, lze tento polynom rozlozit pomoci déleni kote-
novym Cinitelem v soucin polynomd nizich stupnd.)

Re$eni. Umocnime-li

(2a? —a + 13 =8a% —a® + 1 + 12a* 4 642 — 12a® + 6a* -
4+ 3a® — 3a — 1243, dostdvame za predpokladu, Ze pro Cislo a
plati (1), rovnici

—12a® + 18a* — 12a® + 9a®> —3a = 0. (2)

Mnohoclen na levé strané rovnice (2) lze rozepsat jako soucin

—3a.(4a* — 6a® +4a* —3a +1)=0. 3)

Rovnice (2) mé tedy kofen a = 0, ktery vyhovuyje i rovnici (1).

V textu tlohy je uvedeno, Ze rovnici (1) vyhovuje a = %
Ziejmé a = % spliuje také rovnici (3) a tedy i rovnici

Pla) =0,
kde P(a) = 4a* — 6a® + 4a® — 3a + 1. Po déleni mnoho-

_ 1
¢lenu P(a) kofenovym Cinitelem (a — 7) dostaneme

Pa) = (a . %) (4a° — da® + 22 — 2). (4)

PouZijeme-li vztahu
4a®* — 4a* +2a — 2 =2(a —1)(2a® + 1),

dale rovnosti (4) a dpravy, kterou jsme obdrzeli rovnici (3), lze
rovnici (2) psat po zkraceni ve tvaru

a.(a~-é—).(a:l).(2a2+l):0,

80



odkud jiZ plyne, Ze vSechny redlné kofeny rovnice (2) a tedy
i rovnice (1) jsou ¢isla 0, % , 1. Mnohoclen (2a%+- 1) totiz neni

v oboru redlnych Cisel rozlozitelny.

Zavér: Vzorec (1) plati pravé pro Cisla 0, 5 1.

2. Znazornéte graficky pribéh funkce

y=%‘(l/l—si112x + /1 +sin2x). ¢y

(Poznamka. Vyjadfeni funkce nejprve vhodné upravte tak,
aby vyraz na pravé strané obsahoval goniometrické funkce
argumentu x.)

ReSeni. Protoze —1 = sin 2x = 1, je funkce dani pted-
pisem (1) definovana pro vSechna realnd x. Funk¢ni predpis (1)
si nejprve upravime timto obratem: umocnime-li na druhou,
dostaneme

e cos2dy
¥ = %(2 + 2T —sintzm) = LT Jeost2x _ 1+ joos 2x]

2 2
Protoze odmocnina je definovina jako nezaporné Cislo, plati
y = 0, takze
g= Vl - |<;os 2x| ] @

Funkce |cos 2x| je periodicka s periodou —th— , tedy 1 nimi

vySetfovand funkce, jak plyne z predpisu (2), je periodickd

. T y vr P s e o1y .
s periodou 5 takZe staci graficky zndzornit jeji prabéh v inter-

valu (0, -’21> .
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Nyni budeme rozliSovat dva piipady:

a) Je-li cos2x =0, pak |cos 2x| = cos 2x, takze predpis (2)
zni :
= |cos x| . 3)

wr 1oz . L vy
Pfipad a) nastidva v intervalu <0, E> pro ta x, pro néz

O§x§%. Avsak pro 0§x§%je | cos x| = cos x, tedy
(3) zni
Yy =Ccosx. (3a)

b) Je-li cos 2x << 0, pak |cos 2x| = —cos 2x, takZe piedpis (2)
nabyva tvar
y = sinx]. 4

Ptipad b) nastava vSude tam, kde nenastal piipad a). V nalem
ptipadé se jedna o interval (-} 123> kde viak |sinx| =

= sin x a tudiz (4) zni

y=sinx.
y
1
| | ! :
| VRN z ' ) |
! SN
LN X
dx -t Yor dx 3 '
in-dn O In fx 3n = 2n
Obr. 34.

Vysledny graf je na obr. 34. V intervalu <0, % >se uziva
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funkéniho predpisu (3a) a v intervalu <—} 5 12t—> predpisu (4).

Jiné ¥eSeni. Upravime danou funkci

1 : -
y= -2—(l/sm2x—i—cos2x—281nxcosx)+

-+ (l/sin2x + cos? x -+ 2sin x cos x ),

1
y=7 (J/(sin x — cos x)* + J/(sin x + cos x)2) »

y = %(bin x — cos x| + [sin x + cos x|) . 5)

Rozlisime tyto ¢tyii pripady:
a) sinx — cosx = 0, sin x + cos x = 0;
b) sinx — cos x = 0, sin x + cos x = 0;
) sinx — cos x = 0, sinx + cos x = 0;
d)sinx —cosx =0, sinx +cosx=0.

Jak zjistime snadno napf. pomoci graft, plati v intervalu
(0, 27t) nerovnosti

5Tt\

sinx — cos x =0 proxe<—Z—, T/;

— < N
sin x — COS X 0pr0xe<0 4> \4 , 21

/,
. 3r Vb
smx+cosx20proxe<0,—4—>, <T’ 27'C>;
sinx+cosx§0proxe<z47£, -12
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Nastane tedy ptipad:

a)proxe<—}, %/,
b) pro x ¢ %,%ﬁ/,
c) pro x € <0, Z->,<7§,2ﬂ:>, (6)
d) pro x € 5%,7%>

V jednotlivych ptipadech a) az d) dostaneme z (5)
a) y =sinx,

b) y = —cos x, ‘ ™
C) y=Cosx,
d)y= —sinx.

Zobrazenim funkci (7) v intervalech (6) dostaneme graf
dané funkce.

3. Stvorec ABCD je rozdeleny $tyrmi prieckami na devit
zhodnych Stvorcov. Kazdé z tychto deviatich poli ma byt na-
treté jednou zo Styroch danych farieb tak, aby Ziadne dve su-
sedné polia neboli rovnakej farby. Za susedné polia pokladdme
$tvorce, ktoré majd spolo¢nd bud stranu alebo vrchol.

Zvolte pevne farbu stredného a lavého dolného Stvorca
a zistite pocet roznych moznosti zafarbenia ostatnych poli.

D c RieSenie. Polia ozna¢me malymi pisme-

R nami podla obr. 35. Farbu, ktorou je natre-
i . , A
té pole a, ozna¢me 1. Farby, ktorymi sd

e|f natreté polia b, d oznacme v uvedenom pora-
alole di 2, 3. Potom pole ¢ je natreté farbou 4.

A 8 Pre pole ¢ su podla podmienky tlohy dve
Obr. 35. moznosti: farba 1 alebo farba 3 (obr. 36).



Pre pole f potom vychidza ur-
Citd farba: v prvom pripade 3,

v druhom pripade 1. Zostiva 31413 3|41
doplnit prvé riadky oboch ta- 11219 11213
buliek z obr. 36. Lava tabulku

mozno doplnit dvoma spdsob- Obr. 36.

mi (obr. 37). Pole 2 mé6Ze mat

totiz bud farbu 1 alebo farbu 2. p 2| 1
Druhu tabulku z obr. 36 moZno
viak doplnit len jednym spo- 3143 3|43
sobom: pole % musi mat farbu 11211 11211
2 (obr. 38).

Farby 1 a4 poli a a e st pev- Obr. 37.

ne zvolené. Za farby 2 a 3 moz-
no teda volit z ostdvajucich dvoch farieb a su
prave dve mozZnosti. VoIba kaZdej z oboch moz- 11213
nosti vedie ku trom spdsobom zafarbenia poli 341
(pozri obr. 37, 38).

Pocet réznych moznosti zafarbenia poli, ak
su pevne zvolené farby stredného a lavého dol- Obr. 38.
ného $tvorca, je teda

2.3=6.

4. Je dané kruznica % a jej dva rdzne priemery AB, CD.

Vysetrite geometrické miesto stredov vSetkych useciek XY,
ktoré maju tieto vlastnosti:

a) XY | CD;

b) XY = CD;

¢) body A, B, X, Y lezia na kruznici.

RieSenie. Oznacme (obr. 39) § stred kruZnice k. Nech m je

lubovolna kruznica prechddzajica bodmi A a B. Jej stred M
lezi teda na osi o useCky AB. Néajdeme vietky usecky XY vy-
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hovujice podmienkam a) a b) tlohy a také, Ze X aj Y leZia na
kruZnici m. Ak je M = S, je m = k a CD je jedin4 takd tsecka.

Obr. 39.

Nech je teda Mz S. Z podmienky b) vyplyva, Ze tak
tsecka mé dizku CD = AB. Vetky tetivy kruZnice m dizky
AB sa vsak dotykaju kruZnice k&, = (M;MS). Medzi nimi st
prave dve tetivy X;Y; a X,Y,, ktoré vyhovuji podmienke
a) dlohy, t. j. XY, || X,Y, || CD. Dotykové body Z;, a Z,
tychto tetiv na kruZnici %, leZia na priamke p idicej stredom
M a kolmej k CD. Pretoze Z; a Z, si v uvedenom poradi
stredmi tetiv X, Y, a X, Y, patria k hfadanému geometrickému
miestu. Oznacme eSte 7 druhy priesecnik (okrem §) priamky o
s kruZnicou k;. Potom st Z,Z, a ST dva rdzne priemery kruz-
nice %, a plati Z,Z, | CD, ST | AB. Body S, Z,, T, Z, st
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teda vrcholmi obdiZnika, ktorého uhloprie¢ky st kolmé k uhlo-
prietkam obdiZnika ACBD. Preto strany oboch obdiznikov st
rovnobezné a body Z,, Z, lezia na osiach ¢;, ¢, uhlov ASD, ASC
roznobeziek AB, CD. Tieto osi obsahujui tedy vSetky body
hladaného geometrického miesta.

Ukazme teraz, Ze aj obratene kazdy bod oboch osi je stredom
niektorej dsecky XY. Pre stred S to plati (XY = CD). Ak je
Z, £ S bodom osi ¢, vedme nim kolmicu k priamke CD. T4
pretma o0 v bode, ktory oznacime M, druhd os ¢, v bode, ktory
oznacime Z,. Pretoze body Z;, S, Z, s troma vrcholmi ob-
diznika (s uhloprie¢kami kolmymi k uhloprie¢kam obdiZnika
ACBD), prechidza kruZnice k, = (M;MS) bodmi Z;, Z,.
Jej doty¢nica v bode Z; pretina kruinicu m= (M; MA) v bo-
doch X, a Y, vyhovujlcich podmienkam tlohy. TaktieZ pre
kazdy bod Z, £ S osi ¢, sa dokdZe, Ze patri k hladanému geo-
metrickému miestu.

Zaver: Hladané geometrické miesto je zloZené z oboch osi
¢1> ¢» obdlZnika ACBD.

Poznamka. Pretoze plati CS || X,Z;, CS = X,Z, podla
podmienok_ulohy, je pre S5 Z, Stvoruholnik CSZ, X, rovno-
beznikom. Dalej je AC || ¢, = SZ,, takze bod X, leZi na priamke
AC. Podobne dokazZeme, Ze bod X, lezi na priamke CB, bod Y;
na priamke BD a bod Y, na priamke AD.

5. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany délky téznice 7,
a vysek vy, v,. Provedte diskusi Fesitelnosti.

ReSeni. Rozbor (obr. 40). Oznaéme A’ stted strany BC; je
tedy AA" = t,. Déle oznalme po tadé B;, C; paty kolmic
spusténych z bodu A" na pi¥imky AC, AB. Stejnolehlost se

sttedem B a koeficientem %, ptevede vrchol C v bod A’

B , T 1 :
a vysku v, v tseCku A'C;; proto je A'C, =7 % Z obdobné-
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Obr. 40.

. 1 ‘
ho davodu je 4'B; = 5 U primky p = AB, ¢ = AC se tedy

dotykaji po fadé kruzZnic k, = (A’;%vc) , k= (A’; %vb)
a pfitom bod A’ leZi uvnitf uhlu BAC.

Konstrukce. Nejprve sestrojime tsecku AA4’, pak kruznice
kys ke a vedeme k nim z bodu 4 te¢ny. Z nich vybereme tecnu p
ke kruznici &, a tenu g 2 p ke kruzZnici k,. Pravé jeden ze Ctyf
" 4hld urlenych pfimkami p, ¢ obsahuje tsecku AA’; na jeho
ramenech lezi vrcholy B, C. Smér pfimky BC urcime takto:
Sestrojime rovnobéznik AB,MC, tak, aby body C,, B, leZely
na obou ramenech thlu, ktery obsahuje tsecku AA’; pfitom
bod C, lezi na pfimce p, bod B, na pfimce ¢ (M znaci bod
vnitfku tsetky AA’). Pfimka BC prochizejici bodem A’ je
rovnobézna s primkou C,B,.
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Zkouska. Je zfejmé, Ze podle pfedchoziho sestrojené primky
] .1 1 A

p» ¢ maji od bodu A" po fadé vzdélenosujvc > 5 U déle, ze
useCka BC je pilena bodem A', tj., Ze trojuhelnik ABC ma
téZznici AA" délky ¢,. Konetné je patrné, Ze vySky spusténé
z vrcholit B, C maji po fadé délky vy, v,.

Diskuse. Usetku AA’ a kruZnice k,, k, lze sestrojit za
vSech okolnosti. Teény p, ¢ 1ze vést pravé tehdy, je-li

Uy = 25,0, = 2t,. e))

Tecny p, ¢ nesplynou (jsou riznobézné) pravé tehdy, kdyz
ve vztazich (1) plati asponi jedna ostrd nerovnost. Rovnobézka
vedend k pfimce C,B, bodem A’ protne obé pfimky p, g.
Vztahy (1), v nichZ nastane rovnost v nejvyse jednom piipadé,
udavaji tedy podminku feSitelnosti tlohy.

Obr. 41 ukazuje, jak miZeme vybrat dvojice tecen p, g v pii-
padg, Ze k, ==k, (v, # v,) a plati obé ostré nerovnosti (1).
Obr. 42a znazoriiuje ptipad, kdy 2¢, = v,, 2t, > v,. Na obr.
42b je ky = ky(vp = v, < 21,).
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Obr. 42a, b.

Mozny vybér dvojic teCen na obr. 41 je pg, pq¢’s p'q, p'q’s
na obr. 42a jsou dvé dvojice pg a pq’; na obr. 42b je jedina
dvojice pg (nehledime-li na soumérnost podle pfimky A4").

6. Strany rovnobéznika ABCD oznacme AB = CD = a,
BC = DA = b a jeho thlopticky AC = e, BD = f.

a) Dokazte, Ze o velikostech stran a thlopficek libovolného
rovnobéznika ABCD plati rovnost

e+ f2=2(a® + b?).
b) Pouzijte této rovnosti a vyjadiete vzdalenost stfedd hran
AB, CD &tytsténu ABCD pomoci délek vSech jeho stran.

ReSeni. a) 1. Pomoci kosinové véty (obr. 43).
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V trojihelniku ABC a v trojuhelniku ABD plati
e* = a% 4 b* + 2abcos o,  f%= a® + b% — 2ab cos «;
seCtenim téchto rovnosti dostaneme
e* + f2 = 2(a® + b?).
I1. Bez kosinové véty (obr. 44).

D
N
\\
b PN
//X\
™
o
a
A a
Obr. 44.

Zavedeme oznaceni podle obr. 44. Plati podle Pythagorovy
véty v trojuhelnicich AMC a BMC

(a+x?+22=¢e, x4 o%=02,
Odectenim obou rovnosti dostaneme
a® -+ 2ax = e — b?. (1)
Obdobné pro trojuhelniky BND a AND plati
(@ —x? +22=f2, «x%4 o2=02,
tj.
a® —2ax = f* — b*. (2)
Sectenim (1), (2) dostaneme

e? + f2=2(a® + b?).

91



b) Ve yisténu ABCD oznaéme M, N, P, O, R, S po fadé
stiedy hran 4B, BC, AC, AD, BD, CD. Budeme hledat vy-
jadfeni délky MS (obr. 45).

Podle vlastnosti stiedni pfi¢ky trojuhelnika je
' 1
PS:MR:EAAD, PS || MR,
PM::RS:%BC, PM || RS;
proto je Ctyithelnik MPSR rovnobéznik. Podle a) plati
1 ,
MS? -+ PR? = 2(PS? + PM?) = % AD?* + > BC*. (3)

Analogicky dostaneme

PR+ NQ*= - AB* { o CD", @
NQ + MS*~ ) AC* | . BD*. 5)
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Od sectenych rovnic (3) a (5) odecteme rovnici (4):

1 1 1 1
2 2 2 2 2 -
2MS 2AC+2AD+ZBC+2BD

1 1
L AB® — — CD?
2AB 2CD,

tj.

1
MS = =|/4C* + AD* + BC* + BD* — AB* — CD*.

3. KATEGORIE C

1. Urcite vSetky zlomky % (a, b prirodzené Cisla), ktoré maji

tieto vlastnosti:

90 <~ a + b < 100, )

0,9 < % ~ 091 . @)

RieSenie. Z prvej podmienky vyplyva

_9£<1+f_<29
b b’

. ®)

t. j. vzhladom na nerovnosti (2) a (3)

100 90
19 < o=, 5 <191
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a stadial

90 100
47,1 ... = 101 <b<1—’9:52,6...

B<b=52. (4)

VySetrujeme najskor menovatela b = 52. Z nerovnosti (2)
po vynasobeni Cislom 52 vyplyva

46,8 << a < 47,32,

t.j.a = 47. Skutolnejea + b = 99 < 100 .

Vysetrujme za druhé menovatela b = 51. Z nerovnosti, (2)
po vyndsobeni Cislom 51 vyplyva

45,9 < a << 46,41 ,
t. j. a = 46. Skuto¢ne je a + b = 97 << 100.

Vysetrujme za tretie menovatela b = 50. Z nerovnosti (2)
vyplyva -

45 < a<<455. (5)

Nerovnostiam (5) nevyhovuje v8ak Ziadne prirodzené Cislo a.

Za stvrté vySetrime menovatela b = 49. Z nerovnosti (2) dosta-
neme

44,1 < a < 44,59. (6)
Konecne vySetrime menovatelad = 48. Z nerovnosti (2) vyjde
43,2 << a < 43,68 . (7

Zrejme ani nerovnostiam (6) a (7) nevyhovuje Ziadne prirodzens
Cislo a.

Uloha mé tedy dve rieSenia. St to zlomky % s %
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2. Udejte vSecky dvojice prirozenych Cisel p, g, pro néz je
Cislo
N=7 -3¢
nasobkem deseti.

Ulohu feste nejprve pro piirozend Cisla p, g, kterd jsou va-
zéna podminkami

1001 = p = 1005 a 2002 = g = 2006 .

Reseni. Cislo N je nasobkem deseti pravé tehdy, kdyZ moc-
niny 7%, 37 konti toutéz Cislici. Sestavime tabulku:

3" 3 9 27 81 2431 729 |...7|...1 |...3 [...9

Vi 7 |49 | 243 |1701 |11907|...9 |...3 |...1 |...7 |...9

Z tabulky je patrné, Ze posledni ¢islice pfirozenych mocnin
Cisla 3 se pravidelné opakuji tak, Ze pro exponent z = 4a + 1
(kde a je libovolné nezaporné celé ¢islo) je posledni Cislici 3,
pro n = 4a -+ 2 je posledni dislici 9, pro #» = 4a + 3 je po-
sledni ¢islici 7 a konecné pro n = 4a + 4 je posledni Cislici 1.

Posledni cislice cisla 7% se také opakuji: pro n = 4b + 1
(kde b je libovolné nezaporné Cislo) je posledni Cislici 7, pro
n = 4b + 2 je posledni cislici 9, pro n = 4b + 3 je posledni
Cislici 3 a pro #n = 4b +- 4 je posledni Cislici 1.

Posledni ¢islice mocnin Cisel 3 a 7 pro dana pfirozend g a p
sestavime rovnéz do tabulky (pod sebe napiSeme mocniny
s tymiZ poslednimi ¢islicemi):

95



p | 1001 1002 1003 1 004 1 005

7P 7 .9 3 1 7
i 2002 :
q 2003 o 2005 2004 2003
39 T .9 ves3 1 T

Hledanych dvojic pfirozenych Cisel p, ¢ z danych exponentt
Ize sestavit 6; jsou to: (1001; 2003), (1002; 2 002), (1 002;
2 006), (10035 2 005), (1004; 2004) a (1005; 2 003).

b) Vzhledem k tomu, e se posledni cifry mocnin &isel 3 a 7
pravidelné opakuji, lze vyjadfit dvojice pfirozenych exponentd
P> q iobecné (Cisla a; a b; jsou nezdporné celd):

1. Je-li

p=4a, +1, q=4b, + 3,
maji obé mocniny za posledni cifru Cislo 7 a prislusné cislo N
je tedy ndsobkem deseti.

Z obdobnych diavodu tvofi dvojice hledanych pfirozenych
exponentu jesté tato Cisla:

2, p=4a,+2, q=4b,+ 2;
3. p=4a;+3, q=4b;+1;
4. p=4a, +4, q=4b,+4.

3. VEtsi pocet provozoven se podilel stejnym dilem na vy-
robnim planu. Vzhledem k zahrani¢nim objednavkim bylo
tfeba zvysit plan na 108 %,. Shodou okolnosti p%, zutastnénych
provozoven splnilo svij plan jen na 90 9. O jaky pocet g 9,
musela zvysit kazdd ze zbyvajicich provozoven svij plin, aby
byl celkovy zvySeny vyrobni plin splnén?
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Vyjadiete ¢ pomoci p a sestrojte graf této funkce pro 0 =
= p < 100.

ReSeni. Oznaéme a podet provozoven, které splnily sviij
plan jen na 90 9, b polet zbyvajicich provozoven. Pak plati
rovnost

7\ _
a.0,9+b(1 ¥ 100)~(a—(—b) L8, ()

Ob¢ strany rovnice (1) délime Cislem a + b a pouZijeme
vztaht

a P b 100 —p

atb 100° a+b 100 °

vyjde

A 100—p (9 \_
100 - % T "To0 (1 s 100)“1’08'

Po tpravé (vynasobeni stem) dostaneme

P9 _ _
oo TOlP—g+8=0
neboli
pg + 10p — 100g + 800 = 0,
tj.

¢(100 — p) = 10(p -+ 80). @

Protoze je p << 100, je 100 — p > 0 a lze timto Cislem délit
obé strany rovnice (2); dostaneme

80 4 p
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coz je vysledek tlohy. Grafické zndzornéni funkce (3) je na
obr. 46.

q |
|
|
|
vélev l

rovnoosé

hyperbé/y
|
|
/i

asymplola
|
R i § 2 l
T g0 Ol}no 100 p
asymptola |
|
Obr. 46.

4. Lichobéznik ABCD ma uhlopiitky AC, BD, které jsou
téZze délky a puali uhly pti zédkladné AB.

a) Dokazte, Zze plati BC = CD = DA.

b) Sestrojte tento lichobé&Znik, je-li didno AB = AC = a.
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ReSeni. a) Podle podminky tlohy je < DAC = <x CAB
(obr. 47). Déle je <t CAB = <t ACD (dhly sttidavé). Proto je
X DAC = <t ACD a trojihelnik ACD je rovnoramenny se
zékladnou AC. Z obdobného diivodu je rovnoramenny troj-
thelnik BDC se zakladnou BD. Je tedy

BC=CD=DA=b. (1)

b) Dokon¢ime rozbor: Na piimce AB sestrojime bod E

tak, aby bylo DE || AC; pak je AE = CD = b, DE = AC = a,

< DEB = <. CAB (Ghly souhlasné), <t DEB = <. DBE
(trojihelnik BED je rovnoramenny). Je tedy

/\ BED ~ )\ ACD (uu). ()

Ze vztahu (2) plyne

« b
a+b a
Odtud dostaneme kvadratickou rovnici pro b
b* +ab—a*=0. 3)
Rovnice (3) ma vzdy jediny kladny kofen
b5 (@i = La(5-D. @

Konstrukeci lichobéZnika mizZeme provést po konstrukci
usecky délky b (pouzitim Pythagorovy véty) pomoci a, b ob-
vyklym zpusobem. Jinak je moZno sestrojit trojihelnik BED
a z ného lichobéznik ABCD, ktery vyhovuje podminkam tlohy.

Podminka sestrojitelnosti trojihelnika BED je BD -+ ED >
> BE neboli

2a >a+b;
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pomoci vztahu (4) dostavame

a = _2—(]/5 _ 1)3
tj.
2|5 —1. )

Protoze VS <3, je vztah (5) spravny. ProtoZe postup lze
obratit, je podmmka (5) i podminkou postacujici. Uloha ma
tedy vzdy jediné feSeni (ve zvolené poloroviné s hranici 4B).

5. Je dan trojuhelnik ABC s vnitinimi uhly o, £, y. Oznacme
0O;, Oy, O, body, které jsou soumérné sdruzené se sttedem O
vepsané kruznice po fadé podle ptimek BC, CA, AB.

Udejte vSechny moznosti poloh bodu O;, O,, O, vzhledem ke
kruznici & opsané trojtihelniku ABC (v zavislosti na velikostech
ahla «, §, ).
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Reseni (obr. 48). Pfimka BC oddéluje body 4, O,, nebot
stted vepsané kruznice lezi v poloroviné BCA. Oznatme X
libovolny bod opsané kruznice k, ktery lezi uvnitf poloroviny
BCO,. Podle znamé véty o obvodovych thlech je

< BXC = 180° — «. ¢))
1
Z konstrukce bodu O, vyplyva, ze plati <~ CBO, = > B
< BCO, = %y, tedy

L1 1 o1
FBOC=180° — f——y=9%+a. (2

Bod O, lezi na kruénici k pravé tehdy, je-li <= BXC =
= < BO,C, neboli podle (1), (2)

o = 60°. 3)

Dale odvodime, Ze bod O, lezi vné kruznice k pravé tehdy,
je-li <« BXC > <r BO,C, neboli podle (1) a (2)

o << 60°. (4)

Obdobné bod O, lezi wvmitf kruznice k pravé tehdy, je-li

o > 60°. (5)

Je tedy tfeba uvazit vSechny moznosti velikosti dhld troj-
thelnika ABC vzhledem k uhlu velikosti 60°. Oznacime-li
thel vétsi nez 60° znackou -, thel mensi nez 60° znackou —,
dostaneme tyto pfipady:

I. 60° 60° 60°; VI. 60°, —, —;
II. 60°, 60°,  I; VIL 4+, 4+, 3
III. 60°, 60°, —; VIIL -+, +, —:
Iv. 600: +s +5 IX. + > o
V. 60°, +5 ) X = - -
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Pripady II, III, IV, VI, VII a X nemohou v trojihelniku
nastat; seCteme-li totiz velikosti thlt v kazdém z téchto ptipadi,
dostaneme soucet rizny od 180°.

V piipadé I, tj. u rovnostranného trojihelnika, lezi podle (3)
vSechny body O;, O,, O, na kruZnici .

V ptipadé V, je-li napf. « = 60°, 5 > 60°, y << 60°, lezi
podle (3), (4) a (5) bod O; na kruznici &, bod O, lezi uvnitf
kruznice % a bod Oj lezi vné kruznice % (obr. 48).

Obdobné popiSeme situaci i v ptipadé VIII a IX. Obecné lze
o pfipadech V, VIII a IX ¥ici, Ze u nerovnostranného trojihel-
nika plati: Ten z bodt O,, O,, Oy, ktery odpovida tihlu vétsimu
nez 60°, lezi uvnitf kruZnice &, ktery odpovida dhlu 60°, lezi
na kruZnici % a ktery odpovida thlu mensimu nez 60°, lezi vné
kruZnice k.

6. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou AB.
Zo stredu D tsecky AB je spustend kolmica na priamku BC.
Jej pdta je oznacena E, stred dsecky DE je oznaceny F. Do-
kazte, ze priamky AE, CF st navzijom kolmé.
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RieSenie (obr. 49). Oznatme G pitu kolmice spustenej
z vrcholu A na priamku BC. Podla vety uu je

A\ ABG ~ )\ CDE. 1
Je totiz
X ABG = 90° — <t GAB = 90° — <t EDB = < CDE.
Z (1) vyplyva
AG:GB = CE:ED,
t.j.

1 1
AG.—é—GB:CE.?ED,

AG:GE = CE: EF. )

Podla vety sus o podobnosti trojuholnikov je vzhladom na
vztah (2)

A\ AGE ~ A\ CEF,
a teda plati
X GAE = S ECF=w.
Pretoze AG || DE, je
<X AEF = < ECF = ».

Oznacme H priese¢nik priamok AE, CF. V trojuholniku CHE
potom plati

<< HEC =90° — w .
Je teda <t CHE = 90° ¢ize AE 1 CF, ¢o sme mali dokazat.
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4. KATEGORIE D

1. Najdéte vechna Cisla x, ktera spliiuji rovnici

3abc a%b? (2a + b)b*x
a-+b (a + b)? ala + b)?

bx
= 3¢cx + —- (D

Provedte zkousku a diskusi feSitelnosti vzh}edem k ¢islam a, b, c.
ReSeni. Aby rovnice (1) byla fesitelnd, je nutné, aby bylo
a#0, a+b+#0. 2)
Znasobme obé strany rovnice (1) vyrazem a(a + b)3; vyjde
3a%bc(a + b)? + a®b? + (2a + b) (a + b)b*x =
= 3ac(a + b)*x + bx(a + b)®.
Dalsi upravou
3atbc + 6a3b%c + 3ab’c + a*b? =
= xa(a + b) (3a®c + 6abc + 3b%* + ab)
neboli
a*h.V =ax(a+0b).V, (3)
kde
V = 3a% + 6abc + 3b%* + ab = 3c(a + b)* +ab. (4)

Nyni je téeba rozlisit dva piipady:

1. Je-li V # 0, délime obé& dvé strany rovnice (3) soucinem
ala +b).V a vyjde
ab
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Zkouska:
3abc ab? (2a + bjab®
atb @tor | aattr
1
T (a +b)

L:

———=- [3abc(a + b)* + a%? + (2a + b)b*] =

= _(a_—ﬁ)? [3abc(a + b)® + a®?® + 2ab® + b%] =

_ @+
R

3ac+b  _ab _ 3actb
a a-+b a-+b ?

(Babc + b?) .

P—

1.
L="P.
2. Je-i V=0, je
.
 3(a+b2
Pak rovnice (1) zni

__a¥ + a*? (2a +b)b*x  abx . bx
@+8* " @+ " a@+bF @+b® ' a

neboli

bx
— 2 2 9 2 _
a(a + b)2 [2(117 + b +a a b 2ab] 0.

ProtoZe vyraz v hranaté zdvorce je nulovy, jsou kofeny rovnice
(1) vSechna (realna) Cisla.
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2. Urcite vSetky dvojciferné Cisla x tej vlastnosti, ze kazdé
z Cisiel 2x, 3x, 4x, 5x, 6x, 7x, 8x, 9x ma ten isty ciferny sicet ako
Cislo x.

RieSenie. Predpokladajme, Ze ¢islo 7 vyhovuje podmienkam
ulohy. Potom cislo 7 ma rovnaky ciferny stcet ako Cislo 9.
PretoZe ¢islo 9m je zrejme delitelné deviatimi, je jeho ciferny
sucet delitelny deviatimi. Teda aj Cislo m je deliteIné deviatimi.
Preto hladané dvojciferné ¢isla x musia byt medzi dvojcifer-
nymi ndsobkami Cisla 9, tj. medzi Cislami

18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90 a 99. (1)

Teraz postupne u kazdého z cisel (1) overime podmienky
ulohy. :

Uvazujme o disle 18. Potom vsetky dCisla 2. 18 = 36,
3.18=54,4.18=72,...,9.18 = 162 maji ciferny sdcet
rovny deviatim, t. j. rovnaky ako &islo 18. Cislo 18 je tedy jed-
nym z rieSeni tlohy.

Ak vySetrujeme nasobky Cisla 27, zistime, zZe Cislo 7. 27 =
= 189 ma ciferny sucet 18. Preto Cislo 27 nie je rieSenim tlohy.

Podobne vyskasame aj ostatné Cisla z (1) a zistime, Ze hladané
¢isla x su len cisla

18, 45,902 99 .

3. Ctyfciferné ¢islo N je délitelné osmnacti, m4 vesmés rizné
Cislice a da se napsat jako soucet tif Cisel: prvni je dvojciferné,
druhé je jeho desetinasobek a tfeti je jeho stondsobek. Najdéte
vSechna cisla N téchto vlastnosti.

ReSeni. Cislo N se dé vytvofit jako soudet:

ab -
ab
ab

N ey
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Protoze je N délitelné osmnActi, je sudé a je délitelné deviti.
Je tedy bud b = 0 nebo 2 nebo 4 nebo 6 nebo 8. Cislo 3(a + b)
je délitelné deviti jako ciferny soucet Cisla N; je tedy a + b
délitelné tfemi. ProtoZe a + b = 0, jsou tyto moZnosti:

a + b = 3 nebo 6 nebo 9 nebo 12 nebo 15 nebo 18. Kdyby
v8ak bylo a -+ b << 10, pak by pfi s¢itini (viz (1)) vysly pro-
stfedni dvé Cislice stejné; je tedy

a +b =12 nebo 15 nebo 18.

Nemize viak byt a + b = 18, nebot pak by nemohlo byt b
sudé (bylo by a =56 =19). Zbyvaji tedy jen dvé moZnosti
a + b= 12nebo a + b = 15, b sudé, tj.

a+b 12 12 12 15 15

Prezkousime jednotlivé ptipady:

84 66 48 78
84 66 48 78
84 66 48 78
9324 7326 5328 8658
Ptipad 96
96
96

10 656 nemiuZe nastat, nebot vede k Cislu
N péticifernému.
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Pyipad
78
78
78

8658 rovnéZ nemuZe nastat, nebot
Cislo N ma pak dv¢ Cislice stejné.

Uloha ma tedy t#i feseni: 9 324, 7 326 a 5 328.

4. Je dan trojuhelnik ABC, jehoz uhly maji velikosti
<X BAC = 60°, <t ABC = 30° a strana AC ma velikost 1.

Vypocitejte obsah vysrafované plochy, kterd je omezena
(obr. 50) kruznicemi sestrojenymi nad praméry AB, BC, CA
(na dvé desetinna mista).

ReSeni. Trojuhelnik ABC je pravouhly, <r ACB = 90°.
Ozna¢me D patu vy$ky na preponu. Podle obriceni Thaletovy

L d
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véty prochdzeji kruznice k,, k, sestrojené nad odvésnami BC,
CA bodem D. Pro délky stran trojuhelniku ABC plati

AC =1, AB=2, BC=|3. (1)

Oznacme P obsah vysrafované plochy, P,, P, obsahy useci
omezenych tétivami BD, AD a kruznicemi &,, k,; stiedy téchto
kruznic ozna¢me S;, S,. Pak plati vzhledem k (1)

P:%n—ﬂ—&. 2)

Obsahy P;, P, vypocteme pomoci stfedovych thla
< BS;D = 120°, <= AS,D = 60°.
Je tedy vzhledem k (1)

U [

(trojﬁhelm’k BDS, ma tyz obsah jako rovnostranny trojihelnik

o strané délkyl/_23) . Rovnost (3) po tpravé zni

1 3)/3
=2, 4
P, 47'5 16 4)

Obdobné dostaneme

po upravé

&xi__li. 5)
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Dosadime-li z (4) a (5) do (2), vyjde

aod 3]/3 ]/3 V3

2 4 T 24 24
Numericky

P (3,14.5):24 4 (1,73 : 4)= 0,65 4 0,43,
tedy

P—=—1,08.

5. Je dany polomer o kruZnice vpisanej pravouhlému troj-
uholniku a di¥ka d = % o uselky, ktoru vytina vpisana kruznica
na jeho vySke v spustenej na preponu:

a) Vyjadrite dizku vy$ky » pomocou polomeru .

b) Zostrojte pravouhly trojuholnik pre o = 2 cm.

Obr. 51.

RieSenie. a) Do pravého uhla s vrcholom C (obr. 51) vpi-
$eme kruznicu k= (S; ). Vyska na preponu hladaného troj-
uholnika ABC leZi v takej priesecnici p kruZnice k, ktord pre-
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chddza bodom C a na ktorej kruZnica % vytina tse¢ku UV
dizky d = i—g. Oznalme M stred tetivy UV. Potom MS je

vzdialenost stredu S od priesecnice p. Vzdialenost MS vieme
urcit konStrukciou i vypoltom z pravouhlého trojuholnika
MSU, v ktorom je

1 7
UM=~d=—g¢, US=g.
Vyjde
MS:AE,"/Z_.4_9_2 :l 15. 1

Priesecnica p sa teda dotyka kruZnice 2 = (S; MS).
Zrejme je (pozri obr. 51)

v=CP=CM+ MP.
Z obdlznika SMPQ vyplyva MP = SQ = o, t. .
2=CM +op. 2)

Zostava tedy vypoditat dizku CM z pravouhlého trojuholnika
CMS. Podla Pythagorovej vety je

CM? = CS8% — SM*.

L3

Zo stvorca CRST vyplyva CS = QVZ_. Vzhladom na (1) je teda

15 113
2 D2 T 2 2
t. .
CM=¥Q. 3)
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Ak spojime (2) a (3), dostaneme
84113 841063

V= 0= 8

8

0=233.

b) Konstrukcia. Zostrojime pravy uhol s vrcholom C
a vpiSeme do neho kruZnicu k2= (S; 2 cm). Okolo bodu §
1
8
Bodom C vedieme doty¢nicu p ku kruznici 4. Ku kruznici %
zostrojime doty¢nicu ¢ | p tak, aby kruznica % lezala v polro-
vine ¢S. Priese¢niky ramien pravého uhla s priamkou ¢ su
vrcholy A4, B.

opiSeme kruznicu /4 s polomerom SM = — @ - VI_S—_;_ 0,97 cm.

Dokaz. Zostrojeny trojuholnik ABC je zrejme pravouhly
a kruznica % je jeho vpisanou kruznicou. Priamka p je vyskou,
pretoze p | AB. Pretoze p je dotyCnicou kruznice A=

= (S 5 % QVE), dostaneme (pozri obr. 51)

1 =Y (7 ¥V
UM? = US? — SM? = g% — (§ 91/15) N (g g) )
takZe skutoéne je diZka usecky, ktoru vytina vpisand kruZnica
. 7 .
na vySke spustenej na preponu 7 Zamenou oznacenia vrcho-
lov A, B dostaneme dve rozne rieSenia. Pretoze CS = QVZ_ >
> ¢ > MS, mozno bodom C viest dve dotycnice p a p’ ku

kruznici /4. Tieto doty¢nice st sumerne zdruZené podla priamky
CS a vedt ku zhodnym rieSeniam ulohy.

6. Osovy fez rotacniho kuZele je pravouhly rovnoramenny
trojuhelnik VAB o pfeponé AB délky d. P¥imkou AV je ve-
dena rovina, kterd protne kuZzel v rovnostranném trojihelniku
VAC. Vyjadfete pomoci proménné d
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a) objem jehlanu ABCV;
b) povrch jehlanu ABCV .

Obr. 52.

AV = BV = ——. (1)

Oznacime S stied podstavy kuzele; jeha vyska je pak
d
= —. 2
SV 3 2)

Protoze trojuhelnik VAC je rovnostranny, je
d
AC= ——. ©)
12

Trojuhelnik ABC je podle Thaletovy véty pravouhly s piepo-
nou AB; podle Pythagorovy véty tedy plati

S d2 d
_ 2 2 2 _ % =, 4
BC = |/4B* — AC ]/d > 12 4)
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Podle (3) a (4) je tedy
A VAB A\ CAB;
proto je i trojuhelnik V'BC rovnostranny.
a) Pro objem jehlanu ABCV s podstavou ABC a vyskou SV

dostaneme
p_1 1/dy d_ &
'~3'2(V§)'2“24'

b) Povrch jehlanu vyjde

S R G s )l
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V. SoutéZni Glohy Il. kola

1. KATEGORIE A

1. Urcete vSechny dvojice prirozenych cisel x, y, ktera jsou
feSenim rovnice
1 1 1
— 4 === 1
Ty T s (1)
Reseni. Rovnice (1) md v oboru ptirozenych &isel taz feSeni
jako rovnice
18(x +3) = xy. )
Rovnice (2) mé4 v oboru piirozenych Cisel tdZz feSeni jako
rovnice

18x
e 3
Y=—"Ts €)
Rovnici (3) upravime takto:
18x — 182 + 182 182
y x—18 BT @

Z (3) vyplyva, ze je x > 18, nebot je x > 0, y > 0. ProtoZe y
je celé Cislo, je podle (4) x — 18 kladny délitel cisla 18% = 324.
Sestavime tabulku:

|
\

x — 18‘1 1 2 3 4 6 9 12 18
|

x |19 | 20 | 21 | 22 | 24 | 27 | 30 | 36

y “ 342 180 126 99 72 54 45 36
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DalSich osm feSeni dostaneme vyménou x, y. O tom, Ze nale-
zené dvojice Cisel x, y jsou skutecné feSenim rovnice (1), se
pfesvéd¢ime obrdcenim postupu.

2. Mnozina vSech pfimek v roviné, jejichz vzdalenosti od
boda 4 = [1,0], B = [0,0] (v tomto pofadi) maji rozdil druhych
mocnin rovny cislu 1, je mnozina vSech tecen paraboly

Yy =2x. (D
Dokazte.

Reseni. Oznatme u (v) vzdalenost p¥imky dané mnoziny M
od bodu 4 (B). Podle podminky tlohy je

u? — o2 =1. (2)
Budiz
ax +by +c=0 3)
rovnice libovolné pfimky mnoziny M. Pak plati
U= L*.LCI_— 5 = —__Jc_i—__“* . (4)
o T @+ o

Dosadime-li z (4) do (2), vyjde po upravé

a* + 2ac = a® + b?
a dale
2ac = b*. (5)
Znasobime-li rovnici (3) Cislem 2a¢ a dosadime-li z (5) za
2ac, dostaneme
2a*c + 2aby + b2 =0, (6)
coz je rovnice kterékoli pfimky mnoziny M. Zkouskou se
presvédlime, Ze kazda pfimka dana rovnici (6) [kde ovSem je

a # 0] spliuje podminku (2). Je tedy (6) rovnici mnoZiny
pfimek M.
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Zkoumejme spolecné body piimky (6) a paraboly (1). Do
rovnice (6) dosadime za 2x z (1); vyjde:

a*y* + 2aby + b= 0. (7

Rovnice (7) ma diskriminant 4a2* — 4a*? = 0 a proto ma
jediny kofen y. Pfimka (6), kterd neni rovnobéznd s osou
x (a # 0), je tedy tecnou paraboly (1).

V mnoziné M je po jedné pfimce kazdého sméru. Rovno-
béZku s osou y dostaneme pro b = 0. P¥imku o smérnici 4 7 0
dostaneme pro a = —A4, b = 1. ProtoZe parabola (1) ma jedinou
te¢nu kazdého sméru rizného od sméru osy x a protoze kazda
piimka mnoZiny M je tenou paraboly a protoZe mnozina M
obsahuje pfimky vSech smért ruznych od (x), naleZi tecna
paraboly (1) mnoziné M.

3. Je dané kruZnica k; = (S;; r;) a kruznica k, = (S,; 1),
kde r, << r;. Tieto kruZznice maji vnutorny dotyk v bode A4.
Zostrojte kruZnicu %, ktord ma vnuatorny dotyk s kruZnicou &,
vonkajsi dotyk s kruznicou k&, a dotyka sa priamky A4S;.

Obr. 53.
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RieSenie (obr. 53). Nech je 2 = (S§; r) a nech P je bod do-
tyku kruZnice % s priamkou AS,;. Dalej oznaéme x &islo, pre
ktoré |x| = S,P a také, Ze x << 0, ak bod P lezi na polpriamke
§;4 a x > 0 pre P na polpriamke opacnej k polpriamke S;4.
Pre P = S, je samozrejme x = 0. Potom pri kazdom usporia-
dani bodov S, S,, P bude platit

SP=r, —1r,+x.

Z trojuholnika S;PS dostaneme rovnost (r; — r)* = r* +
-+ x2%, Cize

2rr =12 — &%, (n

% vtrojuholnika S, PS dostaneme (r, + )% = 7> + (r; —ry + %)%,

Cize

2ror = 12 — 211y + 2(r; — 7o) x + x%. (2)

Z rovnic (1) a (2) vyla¢ime r. Vyjde kvadratickd rovnica pre x:

(r1 + 1) x2 + 2r(r; —ry)x + 13 —3rir, = 0. (3)

Diskriminant rovnice (3) je

D = 4r§(ry — rp)* — 4(ry + 1)) ri(ry — 3ry) =

= 4r? . 4r3 = 16r3r% . (4)
Pomocou (4) dostaneme dva korene rovnice (3)
3r, —ny
=r .2t 5
X =T Ty ®)
a x' = —r; (ktory nevyhovuje).

Uloha m4 rie$enie prave vtedy, ked je |x| < 7y, t. j. ak plati
podla (5)
|3ry — 14

< 1.
Tt 1y
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Tato nerovnost je ekvivalentna s dvojicou nerovnosti

Bry — 1y <71+ 1y CiZe ry<r; a r; — 3ry <1 + 1y CiZe
0 << 7y, ktoré st vzdy splnené.

Skuskou sa presvedCime, Ze Cislo r z rovnice (1) vyhovuje
podmienkam tlohy (x moZe vyjst aj zdporné). K tomuto Cislu »
prislichaji dve rieSenia simerne zdruzené podla priamky A.S;.

KonS$trukcia. Pomocou podobnych trojuholnikov (Stvrtd
geometncka timernd) zostrojime tusetku dizky !x[ , pomocou
nej bod P a potom podla obr. 54 bod S. Priamka o je os usecky
8,0, kde PQ = r,.

(i
l/'
|/
As
////. |
L s
A
5 \7/ l
- / el
A So7~ S, I
\ b 73-) l]
. \\ |
’ a
/'0 |
Obr. 54.
4. Dokazte véty:
a) Ma-li rovnice
22 +az+b=0, (1)

kde a, b jsou komplexni ¢isla, aspoil jeden kofen tvaru ki
(k je realné cislo), pak plati

(a + a) (ab + ab) = (b—b)?. 2)
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b) Plati-li pro koeficienty a, b rovnice (1) podminka (2),
je-li @ # 0 a rovnice (1) FeSitelna, pak mé4 aspon jeden kofen
tvaru ki (& je realné Cislo).

ReSeni. a) Vyhovuje-li &slo z rovnici (1), vyhovuje i rov-
nici konjugované

2z24+az+b=0. 1)
Odectenim rovnic (1), (1") dostaneme
az —az+b—b=0. 3)
Je-li 2 = ki (k redlné), je z = —z; dosadime-li za z do rovnice
(3)s vyjde
(@a+a)z=0b—b. (4)
Nyni je tfeba eliminovat z z rovnic (1), (4). S pouzitim vztahu
z = —z prepiSeme (1) do tvaru
—2% 4 az + b= 0; (1"

abychom se vyhnuli déleni ¢islem a + a, o némz nevime, zda
je rizné od nuly & nikoli, znisobime rovnici (1) Eislem
(a + a)? a pouzijeme (4); dostaneme

— (b —b?+aa+a)b—b+@+apb=0
a odtud po jednoduché upravé plyne (2).

b) Pfi dokazovani véty b) nam pomuizZe rovnice (4). Z od-
stavce a) totiz vime, Ze ma-li rovnice (1) kofen z = ki, pak
plati vztah (4); je-li mimo to je$té a + a # 0, dé se tento kofen
vypocitat z rovnice (4); vyjde

P Sl 5)
a-+a
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Budeme tedy nejprve predpokladat, ze plati (2), mimo to Ze je
a + a # 0, a zkusime, zda cislo 2z dané vzorcem (5) vyhovuje
rovnici (1). Dosadime za z do levé strany (1);
po tupravé vyjde

1

(@a+a)?
ProtozZe plati (2), zjistime kratkou Gpravou, Ze vyraz v lomenych
zévorkach v (6) je roven nule. Cislo (5) je tedy skute¢né kofenem
rovnice (1).

Zbyva vysSetiit ptipad, Ze je a + a = 0, neboli a = —a.
Z podminky (2) pak plyne b — b. ProtoZe predpokladime, Ze
rovnice (1) ma feSeni, plati to i o rovnicich (1"), (3).Vzhledem
k podminkém a = —a, b = b nabude (3) tvaru

alz +2)=0.

ProtoZe je a # 0, je 2 + 2 = 0, tj. kofen rovnice (1) je 2 = Ai.

[ ®—82+aa+a)b —b)+(a+ ayp|. (6

2. KATEGORIE B

1. Jsou-li a, b dvé pfirozena C(isla takova, Ze Va —+—Vb je
rovnéz piirozené Cislo, pak kazdé z Cisel a, b je druhou moc-
ninou ptirozeného Cisla. Dokazte.

Reseni. Podle predpokladu je
Va_ + VI;— = n (kde n je pfirozené (islo).
Dvojim umocnénim a dpravou dostaneme

nt —2n%(a +b) + (a — b2=0,
(@—bR=n[2a+b) —nY. )

tj.
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(@ — by

Cislo 2(a + &) — n? je podle (1) rovno o je to tedy

druha mocnina racionalniho ¢isla; protoze je celé, je to druha
mocnina pfirozeného Cisla p. Je tedy 2(a + b) — n? = p?
neboli

2Aa +b) =n?+ p*. @)

Z (2) vyplyva, ze Cisla n, p jsou téze parity, nebot na levé strané
je Cislo sudé. Dosadime-li do (1) a (2) a pfedpokladame-li
a = b, vyjde a — b = np, neboli

2(a —b) =2np. 3)
Spojenim (2), (3) dostaneme
4a = (n +p)’ 4b=(n —p)*.

n+p n—p
2 2 2

_(rteY o, (o pY
(e ()

jak jsme méli dokazat.

Cisla n 4 p, n — p jsou suda, celd; je tedy

2. Nech je a pevné realne Cislo, pre ktoré plati 0 << a <<1.
Potom pre vSetky x také, Ze —1 << x < 1 plati nerovnost
(1 — ax)?

[ =1—a?. ()

Dokézte ju a ukazte, Ze rovnost nastane len pre x = a. Na-
(1 — ax)?

. . 1
kreslite graf funkcie y = 2 Prea=-.

RieSenie. KedZe 1 — x> > 0, z nerovnosti (1) vyplyva
(1 —axp=z(1—a)(1 —27, 2
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stadial

1 —2ax +a*x* =1 — a® — x* + a%?, 3)
z Coho
a* —2ax +x*=0, 4
Cize
(@ —x2=0. 4"

Obréatene zo (4") &ize zo (4) vyplyva (3), z (3) vyplyva (2)
a pretoze 1 — x? > 0, vyplyva z (2) vztah (1).
Ak nastane rovnost v (1), nastane rovnost i v (4), t. j. x = a.

. 1 — ax)? 1.
Graf funkcie y — ( j,l a = —- je na obr. 55.
1 — x? 2

, y |

; |

! i

| |

| |

| : I

I ! i

| |

: 1 3 } :

! ‘U | .
-1 0 1 1

Obr. 55.

3. Vypoctéte pomér délek stran rovnoramenného trojuhel-
nika, jehoZz prisecik vysek lezi na kruzZnici vepsané.

Reseni. Budiz ABC rovnoramenny trojthelnik se zakladnou
AB (obr. 56), ktery mé uvedenou vlastnost. Pak prusecik vysek
V lezi na vysce CD (D je stied zakladny AB); to je dasledek
soumérnosti /\ ABC podle ptimky CD. Oznatme velikosti
stran a uhld trojuhelnika obvyklym zpusobem a oznatme p

123



i
|
:
!
!
|
iD B
|

Obr. 56.
polomér vepsané kruznice % a P patu vysky AV. Pak plati

< ACD = 90° — <t CAD = 90° — a =
=90° — < CBD = <x VAD ,

1.
<L ACD = <t VAD
a proto
AN ACD ~ A\ VAD . (1)
Z (1) plyne
CD:AD = AD: VD
neboli
C2
200 = 7 ©)

kde v znadi velikost vy$ky CD. Daéle je podle zndmého vzorce
pro obsah trojihelnika*)

cv cv

0= = 3)
2(a—{—%) 2a + ¢

*) P = ps, kde P je obsah trojuhelnika, s jeho polovi¢ni obvod.
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a kone¢né podle Pythagorovy véty

Pt o @)
4

Dosadime z (3) do (2), tj. eliminujeme p; vyjde

2cv? c?
2atc 4 ©)
Dosadime z (4) do (5), tj. eliminujeme v; vyjde
2c (az—%:):@a—l—c)i:—. (6)
Rovnici (6) délime Cislem ¢; po dalsi tpravé vyjde
8a® — 2ac — 3¢*=0. @)

. i C . . a .y,
Rovnice (7) je kvadratickd rovnice pro pomér —; jejim feSenim
c
dostaneme
3

a*zi]/4+96<z
¢ TN
2

Zaporny kofen nevyhovuje; je tedy a:c¢ = 3: 4.
Zkouska se provede obricenim postupu.

4. Su dané dva body A, M, priamka p, ktora ich oddeluje,
a kladné cislo d. Zostrojte trojuholnik 4BC tak, aby vrchol B
lezal na priamke p, taZnica ¢, mala diZku d a leZala na priamke
a aby priamka BC obsahovala bod M.

RieSenie. Ozna¢me D stred strany AC. Vrchol C je obrazom
bodu D v rovnolahlosti » so stredom A4 a koeficientom 2. Preto
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lezi vrchol C na priamke ¢ || p, ktord je obrazom priamky p
v rovnolahlosti zx.

1. Ak leZi bod M na priamke g, je C = M. Zostrojime prie-
se¢nik D priamok AC, p a na priamke p dva body B, B, tak,
aby bolo B;D = B,D = d (obr. 57). Uloha ma dve rieSenia.

2. Ak nelezi bod M na priamke ¢, vedieme nim priamku
r || g. Ak je /\ ABC rieSenim ulohy, pretne priamka r priamku
AC v bode M’ (obr. 58) a plati
/\ CBD ~ \ CMM';

skadial
MM':BD = CM:CB=u:v, ¢))
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kde v je vzdialenost rovnobeZiek p, ¢, u je vzdialenost rovno-
beziek ¢, r. Ak v (1) dosadime BD = d, dostaneme

MM = L) s
v
z Coho vieme zostrojit usecku MM’, bod M’ a vrcholy C, B.
Uloha ma tiez v tomto pripade 2 rieSenia (obr. 59). Bod M
moze lezat mimo pasu (pq).

Iné rieSenie. Rozbor: Predpokladajme, Ze sme hladany
trojuholnik ABC zostrojili (obr. 60). Stred strany AC oznaéme
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D. Plati D = p.AC, BD = d. Bodom A vedme priamku
a | p. Jej priesecnik s priamkou BM = BC oznacme E.
Plati

EB:BC=AC:DC=1.

Z toho vyplyva, ze EB = BC, ¢o znamen4, Ze taznica BD je
strednou prieckou trojuholnika AEC a teda plati

AE=2DB =2d.

Z toho vyplyva kon§trukcia: Bodom A vedieme priamku
a rovnobeznu s priamkou p. Na priamke a zostrojime bod E,
pre ktory plati AE = 2d. Priesecnik priamky EM s priamkou p
oznac¢ime B. Tento priesecnik vzdy existuje, pretoZe podla pred-
pokladu body A, M a teda aj body E, M lezia v opacnych pol-
rovinach s hrani¢nou priamkou p. Na polpriamke BM zostro-
jime bod C, pre ktory plati BC = EB. Body 4, B, C su vrchol-
mi hladaného trojuholnika.

Doékaz: Podla konStrukcie body B, D a teda aj taZnica ¢,
lezia na priamke p, bod M lezi na priamke BC, AE = 2d,
BC = EB a AE ||p. Z toho dalej vyplyva, ze AD:DC =
= EB:BC =1 a teda AD = DC. To znamen4, Ze bod D je
stredom useCky AC, bod B je stredom dsecky EC a taznica BD
je strednou prieckou trojuholnika ACE. Podla vlastnosti
strednej priecky je BD = % AE = % 2d = d.

Zostrojeny trojuholnik vyhovuje teda vSetkym podmienkam
ulohy.

Diskusia: Na priamke a existuju dva rézne body, ktorych
vzdialenost od bodu 4 je 2d. Z toho vyplyva, Ze tiloha ma dve
rieSenia.

Riesila Sabina Sitdrovd, ziacka II. ro¢. SVS
v Turcianskych Tepliciach
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3. KATEGORIE C

1. Pri priamej ceste lezia za sebou $tyri obce 4, B, C, D.
Medzi obcami B, C je krizovatka K. Téato krizovatka lezi
uprostred medzi A, D a v tretine cesty z C do A. Vzdialenost
CD je mensia nez 10 km, zato vzdialenost AB je vilSia nez
16 km. Vzdialenosti kazdych dvoch miest v km sd vyjadrené
celymi cislami. Vypocitajte ich.

A
% 8 K. ¢ D
Obr. 61.

RieSenie (obr. 61): Oznatme KC = x, BK = y. Potom je
AK =2.CK = 2x a teda CD = DK — CK = x. Dalej je
AB = AK — BK = 2x — y, AD = 4x.

Okrem toho plati CD < 10, AB > 16, t. j.

x< 10, o)
2x —y >16. (2)
Z (2) vyplyva
16
x> ;“y ~8. 3)

Z (1) a (3) dostaneme x = 9 a dalej z (2) potom je y << 2.
Jeteda x =9,y = 1,t.].
AB =17, BC =10, CD = 9, AD = 36.

Vysledok overime skd$kou.

2. Je déna soustava dvou rovnic o dvou nezndmych x, y:
(@a—1x+2y=3b—1, 1
G+4Hx+4y=3a—2. )
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Zvétsime-li kazdy z parametri a, b o jednu, dostaneme novou
soustavu, kterd ma nekonecné mnoho feSeni. Vypoltéte para-
metry a, b a feSeni soustavy (1).

ReSeni., Nova soustava zni

ax +2y=23b+2, @
b+5x+4y=3a+1.
Podle textu tlohy ma soustava (2) nekonecné mnoho feseni. Je
tedy druhéd rovnice (2) dvojnisobkem prvni rovnice (2) (viz
koeficienty pii y). Plati tedy
b+5=2a, 3
3a +1=2(3b+2),
po tprave
2a —b=5,
a—2b=1.
Soustava (3) ma jediné feSeni a = 3, b = 1; to jsou hledané
hodnoty parametrd a, b.
Dosadime-li @ = 3, b = 1 do (1), dostaneme soustavu

x+y=1,
5 +4y=17. )
Soustava (4) mé jediné feSeni x = 3,y = —2.

3. Rovnoramenny lichobéznik 4BCD ma tyto vlastnosti:

1. jeho zékladna CD ma délku 1;

2. lze mu vepsat kruZnici;

3. kruZnice, kterd prochazi vrcholy C, D a dotyka se pfimky
AB, prochazi stiedy obou ramen.

a) Vypoctéte délky AB, BC = AD.

b) Sestrojte lichobéznik ABCD.
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Reseni (obr. 62). a) Oznaéme délky stran lichobéZnika ob-
vyklym zpisobem AB = a, BC = AD = b; podle textu ulohy
je CD = 1. Body E, F jsou po fadé stfedy ramen BC, AD
a body G, H po fadé dotykové body kruZnice k; na téchto
ramenech. Z vlastnosti teCen kruZnice plyne

a

AH=BG=AN=BN= -, 1)
DH=CG=DM=CM=—;—; )

pfitom M, N jsou po fad¢ stfedy zdkladen CD, AB. Protoze

jeAH+DH=BG+CG=b,plynez(l),(Z)% —|~%=b,
neboli

a+1=2b. 3)

<L FNA je usekovy thel nad tym? obloukem FN jako obvo-
dovy thel < FDN. Proto plati podle véty uu

A ADN ~ A ANF. 4)
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Z (4) plyne AD: AN = AN:AF,nebolib:%z % =§ , 1.

a* = 2b%. )
Dosadime-li do (5) z (3), dostaneme
2a* = (a + 1)%,
tj.
a*—2a—1=0. (6)
Rovnice (6) mé jediny kladny kofen a = 1 + VE; z (3) vy-
1.
pocteme b = 1 —}—'5]/2.

b) Sestrojime rovnoramenny lichobéznik, jehoZ strany maji
délky a=1+ 2, b=d=1 +%V§, ¢=1. Tento lL-
chob&Znik lze sestrojit, nebot je a — c = V_Z_, b>a—c¢
b<b -+ (a—c). Obricenim postupu se presvédCime, Ze

sestrojeny lichob&Znik mé Zadané vlastnosti.

4. Je dana kruznica £ = (S;7) a bod A4 leziaci zvonku mimo
nej. M je priese¢nik tsetky AS a kruZnice k. Zostrojte troj-
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uholnik ASX tak, aby vrchol X lezal na kruZnici 2 a aby os
strany AX rozpolovala tseCku SM. Prevedte diskusiu tlohy.

RieSenie (obr. 63): Oznacme N stred tsecky SM, Y stred
usetky AX. Dalej oznaéme P bod polpriamky AS, pre ktory
plati AP = 2 AN. Potom priamka o = YN je strednou priec-
kou trojuholnika APX. Je teda PX || YN a preto

PX | AX. €))

PodTa (1) lezi bod X na kruZnici m, zostrojenej nad priemerom
AP, a sti¢asne tieZ na kruZnici k. Z tohto rozboru vyplyva
konStrukény predpis: Zostrojime body N, P, kruZnicu m
a urc¢ime spole¢né body &, m.

Skiska vyplyva z obritenia postupu rozboru.

Diskusia. Oznaéme AS = d. Potom je

AN =d — % ®)
Riesitenost ulohy zavisi na existencii spolo¢nych bodov kruZnic
k= (S;7), m= (N; AN), pri¢om je SN = % . Uloha je riesi-

telna prave vtedy, ked sa obe kruZnice pretinaji (bod X nesmie
lezat na priamke AS), a m4 potom dve rieSenia. Podmienka
rieSitelnosti vzhladom na vztah (2) teda je

r r r r
d—z—rl<z<d—s+4r=d+Z. 0

Pravé nerovnost vo vztahu (3) plati vZidy. Podmienka rieSitel-
nosti je teda

r

3
‘d——z——r <?,
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.. 3 1 . .
tJ. )ednakd——5r<_2_r Cized < 2r, ]ednak%r——d<

r oo y : , : -y e
< 5 tize d > r, ¢o zrejme plati. Podmienka rieSitelnosti je

teda
r<<d<?2r.

4. KATEGORIE D

1. Jsou-li a, b libovolné dvé isla, pak plati
(a® +0%° —(a® + 0% =0. €))
DokaZte a zjistéte, pro kterd a, b nastane rovnost.

ReSeni. Na levé strané vztahu (1) vypolitime mocniny
dvoj¢lent a upravime. Dostaneme

3a%b% — 2a3b% + 3a%* = 0.
neboli a*%(3a® — 2ab + 39 = 0. @)

V zévorce na levé strané vztahu (2) vytvofime druhou mocninu
dvojclenu (a — b), takze plati
a?? [(a — b)® + 2a® + 2b%] = 0. 3)

Ziejmé& lze postup obritit, tj. z nerovnosti (3) dostaneme
postupné (2) a pak (1). Proto vztahy (3) i (1) plati pro taz
Cisla a, b.

Rovnost ve vztahu (1) nastane tedy pravé tehdy, kdyz nastane
rovnost ve vztahu (3), tj. plati-li asponi jeden ze vztahd:

a®? = 0; (a — b +2a® + 20* = 0. S
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Prvni rovnost je splnéna, je-li asponl jedno z Cisel a, b rovno
nule. Druhd rovnost je splnena jen v piipad¢, Ze obé Cisla a, b
jsou zéroven rovna nule; vyraz na levé strané je pro libovolna
Cisla a, b, z nichz aspon jedno je od nuly rtizné, kladny. Protoze
a*? pro libovolnd nenulova cisla a, & je kladny, dostdvame
celkem tento vysledek:

Je-li aspon jedno z Cisel a, b rovno nule, plati ve vztazich (3)
i (1) rovnost, neni-li Zddné z Cisel a, b rovno nule, je vyraz na
levych stranach ve (3) i (1) kladny.

2. Predstavte si, Ze piSeme za sebou vSecky ndsobky Cisla tfi
s koeficienty 1, 2, 3, 4, ... . Dostanete tak sled Cislic

3691215182124... . ¢))
Zjistéte, ktera Cislice je na dvoutisicim misté sledu (1).

ReSeni. Jednociferné nasobky jsou t¥i, totiz Cisla 3, 6, 9,
a zaberou celkem tfi mista ve sledu (1).

Dvojcifernych nésobku je celkem
99 —9
3

=30,

nebot 9 je nejvetsi jednociferny nasobek a 99 nejvétsi dvojci-
ferny nasobek cisla 3. Tyto nédsobky zaberou ve sledu (1)
celkem 2 .30 = 60 mist.

Trojcifernych ndsobku je celkem

999 — 99

3 =300 ;

protoZe 99 je nejvétsi dvojciferny nidsobek a 999 nejvétsi troj-
ciferny nésobek ¢isla 3. Tyto nasobky zaberou ve sledu (1)
celkem 3.300 = 900 mist.
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Ctyfcifernych nasobki je celkem

9999 — 999

3 = 3000

a zaberou celkem 4 . 3 000 = 12 000 mist ve sledu (1).

Nésobky 1 az 3ciferné zaberou 3 + 60 + 900 = 963 mist.
Drvoutisici misto sledu (1) bude tedy naleZet nékterému Ctyt-
cifernému nasobku; vypoc¢teme kolikdtému. Plati

2000 — 963 = 1037,
1037 =4.259 +1. ©)

Ze vztahu (2) plyne, Ze pred dvoutisicim mistem sledu (1) je
259 Ctyfeifernych néasobkil; dvoutisici misto je tedy obsazeno
prvni Cislici 260-tého Ctyfeiferného nésobku tii.
Tento 260-ty Ctyfciferny nésobek ti je Cislo
999 +260.3,

tj. 1 779; jeho prvni Cislice je tedy 1.

Ve sledu (1) stoji na dvoutisicim misté Cislice 1.

3. Je dany pravouhly trojuholnik AMN s pravym uhlom pri
vrchole A. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC so zi-
kladtiou AB tak, aby vrchol C lezal na prediZeni usecky AN
za bod A, aby priamka BC prechidzala bodom M a aby platilo

AC=CM — AN. (1)

RieSenie. Rozbor. Na obr. 64 je zndzornené predpokladané
rieSenie lohy. PretoZe bod C leZi na prediZeni tsecky AN za
bod A4, plati -

CN = CA + AN . @)

136



Z podmienky (1) vyplyva |

CM = AC + AN, '

takZe vzhladom na vztah (2) je
CN=CM.

Trojuholnik CMN je teda rovnora-
menny so zékladiiou MN, a preto bod
C lezi na osi o Gsecky MN.
KonS$trukcia. Zostrojime os o
useCky MN a ak existuje jej priesec-
nik s prediZenim tsecky AN za bod

N

S

Z

su zrejme dva: B a B’, takZe dosta-
neme dva trojuholniky ABC a AB'C.

Dokaz. Oba zostrojené trojuhol-
niky st zrejme rovnoramenné s vrcho- Obr. 64.
lom C proti zékladni. Ak bod C lezi
na predlZzeni tsecky AN za bod A, prechidza priamka BC
(pripadne B’C) bodom M. PretoZe bod C lezi na osi tsecky
MN, plati CM = CN a pretoZe bod C je na prediZeni usecky
AN za bod A4, dostaneme

AC = CN — AN = CM — AN,
¢o je vztah (1), ktory je platny pre oba trojuholniky ABC
a AB'C.

Diskusia. Ak je pravouhly trojuholnik 4 MN rovnoramenny,
ide os 0 bodom A, takze A = C a uloha nema4 rieSenie.

Ak je AN > AM, lezi bod A vo vnttri polroviny oM a body
A, N lezia v opacnych polrovinidch s hranicou o. Preto prie-
se¢nik osi 0 s priamkou AN lezi medzi bodmi 4, N a nespliuje
podmienku tlohy.

A, je to hladany bod C. Bod B je /!
potom priese¢nikom priamky CM / !
a kruznice £ = (C; CA). Také body / il"

i

T
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Ak je
AM > AN, (3)

pretne os o priamku AN v bode C 3£ A, ktory leZi na prediZeni
usecky AN za bod A. Vtedy dostaneme dve rieSenia. Pod-
mienkou rieSitelnosti je tedy splnenie nerovnosti (3).

4. Je dan obdélnik ABCD, jehoZ strany maji délky AB = a,
BC = b, a > b. Na poloptimkich BA, CB, DC, AD sestrojte
po fadé body B’, C’, D', A’ tak, aby platilo 44" = BB’ =
= CC' = DD' a aby A'B'C’'D’ byl kosoltverec.

Vypoctéte nejprve velikost tiseku 44" = x a pak kosoltverec
sestrojte.

Obr. 65.

ReSeni. Budiz A'B'C’'D’ kosoitverec (obr. 65). Oznalme
AA" = BB’ = CC' = DD’ = x.Pakje AB' = CD' ='|a — x|
(nevime, zda je @ > x nebo x > a); obdobné je BC' = D4’ =
= |b — x|. Podle Pythagorovy véty je

BB + BC® = B'C",
CC™ + CD™ = C'D™. )
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ProtoZe je B'C' = C'D’, plyne z (1)
- BB'? 4 BC'?* =,CC"? + CD"?*;
protoze je BB’ = CC’, mime
(b — ) = (a — 2. @)

Odtud plyne a — x = b — x nebo a — x = x — b. Prvni rov-
nost je vyloucena, ponévadZ je a > b. Z druhé rovnosti plyne

1
== (a +0). (2)
Obrécenim postupu zjistime, Ze A'B’'C’D’ je pfi takto zvoleném
x skute¢né kosoctverec. Vzorec (2) zaroven ukazuje, Ze je

b<x<a,

tj. body C’, A’ lezi vné obdélnika, B’, D' na jeho stranich
(viz obr. 65).

Konstrukce. Na polopfimce opacné k AB sestrojime bod
M tak, aby bylo AM = b. Pak je BM = a + b a B’ je sttedem

useCky BM, nebot je BB’ = —;—BM = —;— (a + b). Dalsi body
A', C'y D' snadno doplnime.

Poznamka. Predpokladame-li, Ze na obr. 65 je zndzornéno
feSeni ulohy, zjistime, Ze

A B'BC' 22 A C'CD'

(podle véty Ssu, nebot oba trojihelniky jsou pravouhlé a plati
B'B= (C'C=x, B'C'= C'D’). Proto je

BC' = CD/,
tj. |a — x| = |b — x| a obdobnou tuvahou jako v uvedeném

feSeni zjistime platnost vzorce (2).
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VI. Ulohy III. kola kategorie A

1. Je déna soustava nerovnost{
y—xz 1 —lx—1], )
[y —x —y+x=2.

Znazornéte feSeni kazdé z danych nerovnosti v roviné a uréete
vSechna feSeni tlohy.

ReSeni. a) Pro znizornéni feSeni prvni nerovnosti (1) roz-
lisime pfipady 1) x < —1,2) —1=x=1, 3) x = 1. V pii-
padé¢ 1) je x +1=0, x — 1 =< 0 a prvni nerovnost (1) zni
y—x=—x—1+4x—1 neboli

yzx—2. (x=-1) )

V piipadé 2) je x +1 =0, x — 1 = 0 a prvni nerovnost (1)
zni y —x=x+ 1+ x — 1 neboli

yz3x. (—1=x=1) 3

V pfipadé 3) je x —1 =0, x +1 = 0 a prvni nerovnost (1)
zni y —x=x+1—x -+ 1 neboli
yzx+2. (x=1) @
b) Pro zndzornéni feSeni druhé nerovnosti (1) rozliSime
pfipady 1) y = x, 2) y < x. V pfipadé 1) zni druh4 nerovnost
y—x—2y -+ x =2 neboli
‘ 0=2.
Druh4 nerovnost neni tedy splnéna pro Zadnou dvojici x, y,
pro niz plati y = x.
V piipad¢ 2) zni druhd nerovnost —y 4+ x —y 4+ x =2
neboli (po kracent)
y=x—1. ()
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Grafické znazornéni je na obr. 66.

y //y-Jx‘
/
/
/
// y=x+2

A -7 y=x-1

//f1/ : ”yu—?

T y -

7 LAY
B
81 / C'- o
/
//
. /
/
/
Obr. 66.
Redeni soustavy jsou déna nerovnostmi:

¢y) x=—1, x—2=sy=<x—1, [(@aB)]
M -1=:=—2, =ys=s—1.  [3a()

(4) a (5) nedévaji feSeni (jsou ve sporu). Graf je &st roviny
sklédajici se z Casti pasu omezeného polop¥imkami BB,, CC,
a useCkou BC (tfeSeni I) a z trojihelnika ABC (¥eSeni II).
Body 4, B, C maji soufadnice

1 3
4= ["7’—7]’ B=[-1, —2], C=[~1,-3].

2. V rovine je danych #» kruZnic, z ktorych kazdé dve sa
pretinajt prave v dvoch bodoch a Ziadnym bodom neprech4d-
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zaju tri z tychto kruZnic. Urcite celkovy pocet Casti, na ktoré
deli sustava kruznic rovinu. (Napr. tri kruznice uvedenych
vlastnosti delia rovinu na osem casti.)

Riesenie. Pocet Casti, na ktoré deli rovinu z kruZnic uvede-
nych vlastnosti, ozna¢ime a,,. Pridajme k tymto » kruZniciam
dal$iu kruznicu % tak, aby sustava # -+ 1 kruznic mala poZado-
vané vlastnosti. KruZnica % pretina kazdd z » pévodnych kruz-
nic v 2 bodoch. Celkom na % vznikne 2%z bodov, ktoré ohrani-
¢uju 2 jej oblikov. Ku kazdému z tychto oblikov patri jedna
Z a,, Casti roviny, ktord nim bola rozdelena na 2 Casti. To zna-
mend, Ze kruzZnica % zapricinila vznik 2n dalSich casti roviny.
Je teda

Apyy = ay + 21, €))
Zo vztahu (1) odvodime vzorec pre a,,.

a, =a,4+2mn—1),
A1 = Gy + 2(n — 2),
Aps=ap3+2(n —3), @

a, =a +2.1.

S¢itanim vSetkych rovnosti (2) dostaneme
n—1
a, = a, + ZZk. 3)
A=1

n—1

Plati Z 2k=—;—(2+2n—2).(n-1)=n(n— 1). KedZe
i1

a, = 2 (vnutro a vonkajSok kruZnice), je

ap=nn—1)4+2=n*—n-+2. 4)

Spravnost vzorca (4) dokédZeme teraz pomocou vztahu (1)
matematickou indukciou: Pre n=1 da vzorec (4) skutotne
a; = 2. Nech plati (4), potom a,., = a, + 2n=n* —n +
+24+2n=m*+n+2=m+12—m+1)+2.
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3. Je dany § $tvorec ABCD so stredom’S a stranou s = AB =
— 1. Dalej st dané dva body E, F leziace v uvedenom poradi
na priamkach BC, AD vo vatitri polroviny opacnej k CDA.
ke Urcite na zédklade vypoctu vsetky také trojuholniky X YZ, Ze
vrcholy X, Y, Z leZia v uvedenom poradi na useckich CD, AD,
BC a priamky XY, YZ, ZX prechadzaji v uvedenom porad1
bodmi E, S, F. (Poznamka. Vypoitom urlujte napr. diZku
CX.)

o~
oO—" ™M
>¢
N OV——————mM
. Q

(%)

Obr. 67.

RieSenie (obr. 67). Oznaéme s diku strany $tvorca, a, b
dizky CE, DF a x dizku CX. Trojuholniky CEX, DYX
a trojuholniky DFX, CZX st rovnolahlé podla stredu X.

Z toho vyplyva

X b, DY:s—x

§—X X

CZ = 0

DiZka strednej prietky lichobenika (obdiznika) DYZC je
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. 1
vzdialenost stredu S od priamky CD, t. j. rovna sa-s. Preto
plati CZ + DY = s, Cize podla vztahu (1)

< b—|~s_xa:s.. (2)

§ —X X

Po tdprave vztahu (2) dostaneme pre x rovnicu 2. stupna

(@ + b+ s)x* — (2a + s)sx + as? = 0. 3)
Diskriminant rovnice (3) je
D = (s* — 4ab)s>. 4)

Ak je D=0, mé rovnica (3) dva (r6zne alebo splyvajtice)
korene

e (2(1-}—3)5;{:1/5 (5)

2a-+b+s)
Kazdy z korefiov (5) je kladny, pretoZe (2a + s)s = VB. Ak
by totiz bolo (2a + s)s << VD , dostali by sme po umocneni
a + s << — b, Co je spor. Oba korene (5) su taktieZ mensie alebo
rovné s, pretoze (2a + _s)s + VD = 2(a + b+ s)s. Ak by
totiz bolo (2a + s)s + VD > 2(a + b + s)s, dostali by sme po
dUprave a umocneni D > (s + 2b)%?* Cize —a > s + b, Co je
spor. Podmienkou rieSitelnosti ulohy je teda
D=0.

Zostrojenie sa prevedie konStrukciou korenov (5), kde D je
dané vzorcom (4). Pre D = 0 mé uloha jediné rieSenie, pre
D > 0 dve rieSenia.

4. V prostoru jsou umistény dva trojuhelniky ABC a ABD
se spolecnou stranou délky c. Trojtihelnik ABC je pravothly
s pfeponou 4B, trojihelnik ABD je rovnostranny, roviny ABC,
ABD maji odchylku ¢.
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a) Vyjadfete vzdalenost bodtt C, D pomoci délek stran obou
trojuhelnikd a isla @; urcete tuto vzdélenost konstrukci.

b) Najdéte takovou odchylku ¢, aby ctyistén ABCD mél
Ctyfi shodné hrany.

Obr. 68.

Reseni (obr. 68). a) Oznatme délky stran trojuhelnika ABC
obvyklym zpusobem; oznacme M stied tseCky AB, P patu
kolmice spusténé z bodu C na ptimku AB. Pak plati

ab

Cc . ,—

a dale
c a?

c

PM = |BM — BP| = @)

Situaci v prostoru ukazuje obr. 69. CPMQ je obdélnik;
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proto plati podle (1), (2)

2
MQ=CP=£;—, CQ = PM = 2 “C
P c
PM 1 MDQ -/
CQ1 MDA . .
/ Q
R Pl
§4 ne{/fio"_jo
7
v
7
7
7
//
D
Obr. 69

Podle kosinové véty je .

DQ* = DM? + MQ?* + 2DM . MQ . cos ¢
neboli podle (1), (3)

DQ2:———+ :}:ab]/3 cos @ .

Podle Pythagorovy véty (v A DCQ) plati
CD?* = DQ?* + CQ?
neboli podle (3), (4)
at

CD2=—62—|——b:i:abV3 cos<p+———}———a2
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po tpravé

a? _
CD2=c2—i—'c—2(a2 + 6% & bcl/3cos<p—a2,

c2

1.
CD = Vc2 + ab Vgcos Q, 5)
coZ je vysledny vzorec.
Konstrukce: Sestrojime (ve skutecné velikosti) pravouhly
trojuhelnik DMQ a pak sestrojime (ve skutecné velikosti) pravo-
ahly trojuhelnik CDQ; provedeni ukazuje obr. 70.

no o (54

nje
Q

Obr. 70.

b) Ma-li ¢ryistén ABCD (Ctyti shodné hrany, je CD = ¢,
nebot BC = a << ¢, AC = b << ¢. Ze vzorce (5) pak plyne

=%} abV3_. cos @,
tj. cos p = 0°, takZze ¢ = 90°.
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VIl
Osma mezinarodni matematickd olympiada
v Sofii ve dnech 1.—13. ‘c'e.rvence 1966

Pii VIII. mezindrodni matematické olympiddé se projevily
vyrazné nékteré tendence, nad kterymi se musime zamyslit,
chceme-li objektivné hodnotit vysledky této soutéZe a chceme-li
realisticky uvaZovat o budoucnosti mezinarodnich matematic-

Y7 v

kych olympiad a o nasi icasti na nich.

Pfedné lze pozorovat stile rostouci uroven reprezentanti
vétSiny ucastnickych stitt. I kdyZ oficidlné jsou tyto soutéze
soutéZemi jednotlivci, sestavuje se vzdy tabulka pofadi statt
podle souctu bodi, resp. cen, kterych jednotlivé zemé dosahly.
Dobré umisténi celého druZstva se pokladd za véc nérodni
prestize a vétSina zemi vénuje piipravé svych olympijskych
reprezentantl zvlastni péci. Néktefi talentovani Zici se ucastni
mezinarodnich olympidd nékolikrat, aby ziskali zkuSenosti na
mezinarodnim féru, aby se pfipravili i psychologicky a tak vy-
rostli v kvalitni reprezentanty. Domaci pfiprava ziku je v mnoha
stitech — jak tomu nasvédcuji rtizné piiznaky — casto spiSe
individu4lnim $kolenim profesionalnich reprezentanti. Je jasné,
Ze vysledky dosaZené v olympiddach nejsou pak ovSem objek-
tivnim ukazatelem drovné vyucovani matematice v jednotlivych
zemich, ale spiSe vizitkou péce, kterou vénuje ta kterd zemé
svym matematickym talentim. Nemd smyslu diskutovat o tom,
zda je tato koncepce soutézi spravnd ¢i nikoli; nechce-li vSak
kterykoliv stat hrat na olympiddach roli beznadéjného outsi-
dera, nechce-li se poustét do nerovného zapoleni, ma jen dvé
moznosti: bud se mezindrodnich olympidd neucastnit, nebo se
pfizpusobit jejich koncepci.

Druhi tendence, ktera se na VIII. MMO projevila, je jakasi
— byt i Casto skrytd — nespokojenost s nedostateCnym statudr-
nim zaji§tovanim organizace soutéZe a z toho vyplyvajici snahy
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0 jeji novou organizaci. V roce 1962 byl sice pfi pfileZitosti
IV. MMO vypracovin v CSSR statut této soutéZe, ktery byl
v podstaté pfejiman ve vSech dalSich mezindrodnich matema-
tickych olympiadach; poradajici zemé jej vSak miZze v detailech
ménit — a tim vzniké tésné pied soutéZi urcitd nejistota, kterd
neni mnohym zemim sympatickd. Na druhé strané se zda, Ze
se okruh ucastnickych zemi bude zvétSovat; zdjem o mezind-
rodni matematické olympiddy pocinaji projevovat i nékteré
stity mimo socialisticky tdbor. Mozn4, Ze i proto se objevuji
pokusy organizovat mezinarodni soutéZ nebo obdobné oblastni
soutéZe na pidé mezinirodni organizace jako napt. UNESCO.
Velkd diskuse o mezinirodnich matematickych olympiidach
byla i na kongresu v Moskvé v srpnu 1966; velmi blizkd bu-
doucnost nidm asi ukéaZe, jak se budou véci vyvijet; rozhodné
bychom vsak pfitom neméli byt jen pasivnimi divéky, ale spiSe
také aktivnimi Ciniteli.

Konecné tfeti vyraznou tendenci je stile vétsi a vétsi po-
zornost vénovand spoleCenské strince soutéZe; lze fici, Ze
pro poradatelskou zemi se stdvd mezindrodni matematicka
olympiadda pfilezitosti pro reprezentaci statu pfed ostatnimi
ucastniky soutéZe. Tim jednak stoupaji naroky na Cas Gcastniki,
jednak ovSem i finan¢ni néklady; pfi rostoucim poctu ucast-
nickych zemi a pfi nynéj$im dsporném hospodafeni, které se
projevuje téméf ve vSech stitech, tato tendence by mohla v bu-
doucnosti vazné ohrozit pofadani soutéZi.

2.

VIII. MMO se oproti roku 1965 i¢astnilo o jednu zemi méng;
bylo tu 9 stitt: Bulharsko, Ceskoslovensko, Jugosldvie, Madar-
sko, Mongolsko, Némeckd demokratickd republika, Polsko, Ru-
munsko a Sovétsky svaz. Finové nepfijeli, také Kuba, Vietnam,
Korea, a¢ pozvany, se nedostavily. Jména vedoucich delegaci
i pedagogickych privodct jsou uvedena v priloze 1.
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Delegiti se sjeli dne 1. Cervence 1966 v Sofii; jiz v 19 hod.
téhoz dne se konala v anglické $kole prvni schize Mezindrodni
komise (Jury), fizena prof. Alippi Matteevem, dékanem Mate-
matické fakulty sofijské university, ktery byl pfedsedou bulhar-
ského ptipravného vyboru a zdrovenl piedsedou Jury. Gene-
ralnim sekretafem piipravného vyboru byl inspektor Stojan Bu-
durov. Na schiizi byl ozndmen a schvélen program celé soutéze
a rozdany materidly, zejména navrhy 19 soutéZnich uloh.

Dne 2. 7. po cely den a 3. 7. dopoledne zasedala Jury a vy-
birala soutéZni dlohy. K 19 puvodnim navrhim (ze zemi:
Bulharsko, Ceskoslovensko, Madarsko, Mongolsko, Némecka
demokr. republika, Polsko a Sovétsky svaz) byly pfipojeny do-
datecné pfi zaseddni Jury dal$i ndvrhy: tifi dlohy jugoslavské,
dvé rumunské a jedna sovétska. Vybirani bylo velmi obtiZné,
nebot byl nedostatek ndvrhu tloh z algebry, konstrukéni i kom-
binatorické geometrie a stereometrie; situaci jesté zkomplikoval
pozadavek, aby zadna ze zacastnénych zemi nebyla zastoupena
dvéma nebo vice tlohami. Hodné se diskutovalo o obtiZnosti
tloh; po dlouhém jednani byly vybrany dvé trojice tloh; pro
prvni den slovni tdloha (bulharskd), uloha z trigonometrie
(madarska) a ze stereometrie (sovétskd); pro druhy den tloha
z goniometrie (jugoslavska), soustava rovnic (Ceskoslovenska)
a uloha z pocetni geometrie (polska).

Dne 3. 7. 1966 ve 12 hod. byli delegati pfijati ministrem
narodni osvéty BLR s. Goncevem. Pti besedé se ministr Goncev
zajimal o stav vyuCovani v jednotlivych zucastnénych zemich
a vyslovil navrh, aby se pfi mezinirodnich matematickych
olympiddach potadalo vzdy jakési ,,symposium o Skolské ma-
tematice.

Na zasedani Jury 4. 7. se ukézala snadnost 1. a 3. soutézni
dlohy. Jury se pak usnesla nahradit prvni soutézni dlohu so-
vétskou slovni tlohou a tieti soutézni ulohu bulharskou tlohou
stereometrickou. I po této upravé tvoril komplex vSech Sesti
uloh celek ne pfili§ narocny, coz se ukazalo pfi soutézi samé.
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Pak byly formulovany texty tdloh v svétovych jazycich (rusky,
némecky, francouzsky) a stanoven pocet bodt; odpoledne pie-
lozili delegati texty tloh do narodnich jazykt, rozmnozili je
pro oba dny soutéZe a ptipravili zalepené obalky pro sva druz-
stva. K této praci nebyli podle rozhodnuti organizatord soutéze
pfipusténi pedagogicti pravodci.

3.

Dne 5. 7. 1966 byla v 8.30 zahdjena v aule university soutéz
bulharskym proslovem prof. Matteeva, ktery delegati pretlu-
modili do vSech ostatnich osmi jazyku. Prof. Matteev zdlraznil
ve svém projevu dilezitost matematiky pro vystavbu socialismu,
vyznam mezindrodnich olympidd pro vyhleddvani a vzdélavani
matematickych talentd i pro vyménu zkuSenosti na poli Skolské
matematiky. Po oficidlnim zahijeni byly Zdkim rozdany obalky
s texty prvnich t¥i soutéZnich uloh a byla zahdjena prace. Odpo-
ledne se zaCalo v anglické Skole (kde konali delegéti vSecky
své prace a Jury vSecka sva zased4ni) s korekturou prvni zakov-
ské prace; opravovani se zadastnili i pedagogi¢ti priwvodci. Zaci
méli odpoledne volno.

Dne 6. 7. v 9 hod. byla zahajena v budové university druha
soutézni price. Dopoledne dokoncovali vedouci delegaci s pe-
dagogickymi pravodci korekturu prvnich t#i dloh, odpoledne
se opravovala druhd trojice tloh a zacalo se s koordinovanim.
Pro kazdou tlohu stanovila bulharsk strana jednoho koordi-
natora z domacich pracovnikil, ktery koordinoval prace zaka
vSech deviti zemi vcetn¢ Bulharska.

Dne 7. 7. a dopoledne 8. 7. se pokracovalo v opravovani
druhé soutéZni prace a v koordinovini. Ihned po ukonceni
koordinace dne 8. 7. se zahgjilo zavéreCné zasedani Jury, které
pokracovalo i po poledni piestiavce. Pocty bodid pro jednotlivé
ceny byly stanoveny takto:

I. cenu ziskali Zaci, ktefi dosahli 39—40 bodt (40 bodi bylo
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maximum), II. cenu Zaci s 35—38 body a I11. cenu Zacis 31—34
body.

Z4ci méli ve dnech 7. a 8. 7. setkni s komsomolci-matematiky,
vylet na jezero Pancarevo a na VitoSu s veCefi v restauraci

Kopitoto.
4,

Dne 9. 7. rano v 6.30 nastoupily vSecky delegace (Z4ci, ped.
pruvodci i vedouci delegaci) spolu s organizacnim vyborem
VIII. mezindrodni matematické olympiddy i s pfitomnymi no-
vinafi (NDR a BLR) a tlumo¢niky (kazdé druzstvo mélo svého
tlumocnika) ¢tyfdenni okruZni cestu po Bulharsku. Jelo se tfe-
mi autobusy a dvéma osobnimi auty ptes Loved, Starotirnovo,
Varnu, Nesebar, Burgas, Sliven, Starou Zagoru a Plovdiv zpét
do Sofie. Ujelo se vice nez 1000 km s jednodenni zastavkou
a dvéma noclehy ve Varné, s puldenni zastdvkou a jednim noc-
lehem v Plovdivé. I kdyZ cesta byla naméhava a sled dojmu
pfekotny, podafilo se hostiteliim podat vSem ucastnikiim po-
hled v kostce na staré i nové Bulharsko a poskytnout jim zazitky,
na které jisté¢ hned tak nezapomenou. Cesta Mizii, krasnym
podhuiim Balkinu, letmé prohlidka stoli¢niho mésta Tirnova,
kouzelné Cerné mote, koupéni v Zlatych piskich i na Sluneé-
nim pobfteZi, jizda po mofi katérem do Varny, navstéva pamat-
niku Vladislava Varnencika, letmé shlédnuti pfistavu Burgasu,
prohlidka Plovdiva-staré Filippopole, mnoho dojmi z krasné
balkinské ptirody, z pamatek starych zaslych kultur i vystavby
nového socialistického Bulharska a vSude ve Varné, v Plovdivu,
v Tirnovu a v Tergovisti vielé vitdni pionyry i zastupci mést —
to je stru¢né nastinény popis cesty.

Dne 12. 7. 1966 veler dorazily vSecky delegace do Sofie.
Dopoledne 13. 7. 66 bylo volné a bylo vénovino nikuptm.
Odpoledne v 16 hodin byla zavére¢na slavnost v aule univer-
sity za pfitomnosti ministra Skolstvi s. Gonceva. Zasedani za-
h4jil prof. Matteev, pak promluvil s. Goncev o vyznamu mate-

152



matiky v obdobi technické revoluce a vystavby socialismu.
Na to rozdal prof. Matteev diplomy a darky vitéziim, uznini
i diplomy ostatnim tlastnikiim. Zv1astni uznani dostal nejlepsi
mongolsky 74k, ktery dosahl 18 bodi. Mezi ziky, ktefi ziskali
uznini za origindlni feSeni, zobecnéni uloh apod., byl i s.
reprezentant Bohu$ Stvdk. Jménem Zdkt pak podékoval hos-
titelim némecky Zék a jménem delegati vedouci Cs. dele-
gace. Projevy byly tlumodeny do vSech jazyka zacastnénych
zemi. Za zminku stoji, Ze tentokrat Zadny delegit nepozval
ulastniky jménem své zemé na piisti MMO. Po zakonceni
slavnosti byla ve 20 hodin v internité ObsleZitie spolecné
velefe pro vecky ucastniky, které se zudastnil také s. ministr.
Pii vecefi si vyménily delegace mezi sebou tradi¢ni darky.

Texty a FeSeni soutéZnich uloh

I. den (5. 7. 1966).

1. V matematické soutéZi byly dany tfi dlohy A, B, C.
Mezi tcastniky bylo 25 Zikt, z nichZ kaZdy roziesil aspofi
jednu tlohu. Ze vSech ucastniki, ktefi neroziesili tlohu A,
byl pocet téch, ktefi roziesili ulohu B, dvojnisobkem poctu
téch, ktefi rozfesili ulohu C. Pocet téch Zzaku, ktefi roziesili jen
tlohu 4, byl o 1 vétsi neZ pocet ostatnich zaku, ktefi roziesili
dlohu A. Ze viech Zzékd, ktefi rozfesili jedinou ulohu, pravé
polovina neroziesila tlohu A.

Kolik zaka rozfesilo jen tlohu B?
(SSSR, 6 bodi)
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2. Ozna¢me po fad¢ a, b, ¢ délky stran trojihelnika a o, 3,
velikosti protéjsich thla. Plati-li rovnost

a+b=tg%(atgcx+btgﬁ),

pak je tento trojuhelnik rovnoramenny. DokazZte.
> (Madarsko, T bodit)
3. Soucet vzdalenosti vrcholi pravidelného c¢tyfsténu od
stfedu kulové plochy jemu opsané je mensi nez soucet vzdale-

nosti téchto vrcholi od kteréhokoli jiného bodu prostoru.
Dokazte.

(Bulharsko, 7 bodit)

II. den (6. 7. 1966).
4. Dokazte, ze pro kazdé prirozené Cislo 7 a pro kazdé redlné

Cislo x # g—: (k=0,1,...,n, A celé) plati

1 1
sin 2x sin 4x

+ ...+ = cotg x — cotg (2"x) .

sin (27x)
(Jugosldvie, 5 bodit)

5. Redte soustavu

lay — ap| x5 +[a; — a3l x5 + |lag —agl %y =1,

la; — @ x; +lag — asl x5 + @y —agl x4, =1,
la; — ag| %y + lay — as x5 +lag —aglxy =1,
lay — ag] %1 + |ag — ay| %5 + |ag — aq4| x5 =1,

kde a,, a,, as, a4 jsou Ctyfi dana navzdjem rizna realna Cisla.

(CSSR, 7 bodii)
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6. Uvnitf stran AB, BC, CA trojuhelnika ABC zvolime
po fadé libovolné body K, L, M. Dokazte, Ze obsah aspoii jed-
noho z trojuhelnikai MAK, KBL, LCM je mensi nebo rovny
Ctvrtiné obsahu trojuhelnika 4ABC.

(Polsko, 8 bodit)
Reseni tilohy 1. Oznatme po fadé x,, xp, xo polty zakd,
ktefi rozfesili jen ulohu A, B, C; déle pak xpq je pocet zaka,
ktefi roziefili jen ulohy B, C a analogicky x; je polet zakd,
ktefi rozfesili tlohu A a aspon jesté jednu dalsi ulohu.

Podle podminek ulohy je pak

x4 +xg + %o + x4 +xpe =25, ey
xp + xp¢ = 2 (%¢ + Xpc) > )
xg=x3+1, 3)
%(xA+xB+xC):xB+xC' 4)
Z (2) plyne
Xgo = Xg — 2%X¢ . ©)
Z (4) plyne
X4 = Xp + X¢ . (6)
Dosadime-li z (3), (5) do (1), dostaneme
2xy + 2xp —x0 =26 (7
Dosadime-li z (6) do (7), vyjde
4xg + xg = 26. (8)

Z (5) vyplyva xg — 2x¢ = 0, tj.
XB g zxc . (9)

155



26
Spojenim (8), (9) dostaneme xo = 5 ProtoZe podle (8) je

%¢ sudé, je xo =0 nebo xy = 2. Pro xo = 0 vSak nevyjde
z (8) celé xp. Je tedy xo = 2a x5 = 6,z (6) a (5)plyne x, = 8,

xge = 2, z (3) plyne x,, = 7.

Zkouskou se presvéd¢ime, Ze jediné mozné feSeni xp = 6

je skuteCné feSenim tlohy.

Reseni tilohy 2. Danou rovnost upravime na tvar

(a—}—b)coszxcosﬁcos%:
=asinoccosﬁsin%—i—bsinﬂcosocsinzz/—,
neboli
acos 3 (cosoccos% — sin « sin %)-}-
+bcosoc(cosﬂcos%——sinﬂsin%)=0
neboli

\

acosﬂcos(oc—{——;—) —l—bcosoccos(ﬂ—i— %):0. (10)

Pro ﬁhly trojihelnika plati
b -+ e
COS(OC—]— 2)_ cos (}3 2),

nebot je
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+ 2
% =p+ —g— . %, tj. o« = f a jde tedy o trojuhelnik rov-
noramenny. Nebo je cos (oz + 221) = — cos (/3 + %) # 0;

pak délime rovnost (10) Cislem cos (ac + %) a dostaneme

acosff —bcosaa=0. (13)
Ptipojime-li k rovnosti (13) rovnost
asinff —bsino =0

(sinova véta), vyjde ab(sin a cos f — cos a sin §) = 0 neboli
sin (¢ — ) = 0, tj. « = f. Tento druhy pfipad vSak nemiize
nastat, nebot pro o = § vyjde z (12) o + —721 =pf+ 12/— = %,

tj. cos(ac—}—%):O.

ReSeni tlohy 3. Pouzijeme pomocné véty P:

Budiz AB tsecka, p pfimka s ni rovnob&znd. Necht bod X
probihéd pfimku p. Pak soucet vzdalenosti AX + BX je mini-
malni, leZi-li bod X na ose usecky AB.

Diikaz véty P: Obsahuje-li pfimka p tGsecku 4B, je véta P
zfejma*). Neobsahuje-li pfimka p useCku AB, oznacime X,

*) V tomto pfipadé je soutet AX + BX minimalni pro jakoukoliv
polohu bodu X na tiseéce AB.
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prisecik osy o usecky AB s pfimkou p, X £X, bod pfimky
p, B’ bod soumérné sdruzeny s bodem B podle pfimky p
(obr. 71). Pak je

BX,=B'X,, BX=~FBX. (14)

0!

Obr. 71.

Body A4, B’ jsou zfejmé soumérné sdruzeny podle stfedu X,,
proto bod X, lezi mezi body A4, B’. Je tedy podle (14) a podle
trojithelnikové nerovnosti

AX, + BX,= AX, + B'X,—= AB' < AX + B'X =
= AX + BX.

Tim je pomocna véta P dokézana.

Budiz nyni ABCD pravidelny ctyistén a necht bod X ne-
lezi v roviné soumérnosti hrany 4B (obr. 72). Rovina ¢ obsa-
huje vrcholy C, D, nebot plati

AC = BC, AD = BD.
Bodem X vedeme pfimku p || AB a oznacime X, jeji prisecik
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OPRAVNY LISTEK

Doplnék na str. 159 (dodatek k feSeni ulohy 3 z VIII. MMO).

Existenci bodu, pro ktery je souCet AX + BX + CX + DX
minimalni, lze dokazat takto: Podle pomocné véty P lze tento bod
hledat jen na pfimce m, kterd obsahuje stfedy protéjsich hran
AB, CD; také stied S kulové plochy opsané Ctyfsténu ABCD lezi
na piimce m. Otolime-li hranu CD kolem pfimky m do roviny
ABS, dostaneme podle véty P pro kaidy bod X pifimky m
AX + CX = AS + CS, BX 4+ DX = BS + DS, a tedy
AX + BX + CX + DX = AS + BS + CS + DS.






s rovinou o. Protoze CX;a DX jsou pravouhlé praméty tsecek
CX a DX do roviny o, je

CX,<CX, DX,<DX. (15)
Podle pomocné véty P je
AX,+ BX,= AX + BX. (16)

Spojenim (15), (16) dostaneme
AX, + BX, + CX, + DX, << AX + BX + CX+DX. (17)

Tim je dokdzdno: neleZi-li bod X v roviné soumérnosti né-
které hrany ctyfsténu ABCD, lze nalézt takovy bod X, Ze
plati (17). Bod X, pro ktery je souc¢et AX + BX + CX + DX
minimdlni, musi tedy lezet v rovinich soumérnosti vSech Sesti
hran ctyfsténu; je to tedy stfed kulové plochy Cctyfsténu
ABCD. '

ReSeni tlohy 4. Pro n = 1 se redukuje dani rovnost na
rovnost \
1 cos x cos 2x

sin2x  sinx sin 2x °’
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z ni plyne rovnost

1 = 2 cos? x — cos 2x ,

ktera plati pro vsecka x. Pro x # ATW Ize postup obratit; je
tedy dand nerovnost dokdzina pro n = 1.
' A
Indukéni krok zn na n + 1: Pledpoklidime, %e x # 2—,:‘

(k=0,1,...,m,n + 1) a ozna¢ime L, levou stranu dokazo-
vané nerovnosti. Pak je

Ln+1 = Ln -+ —m =cotgx — cotg(2”x) -+

n 1 ot o — 508 (2mx) 1
sin (27x) | O B¥ T Gn (2ny) T sin(2x)

= cotg x — [2 cos? (27x) — 1] .

sin (27¥1x)

ProtoZe vyraz v lomenych zivorkich je roven cos (2%+x), je
L, ., = cotg x — cotg (2"*1x) .

Tim je dokdzan indukéni krok a je dokdzéna i dana formule.

ReSeni ilohy 5. Pfi soutasné vymén& parametri a;, a;
a neznadmych x;, x;, se soustava nezméni. Zvolime-li tedy vhodné
oznaceni, je

ay>a, > a3 > a,. 17

Pak lze kazdou absolutni hodnotu |a; — a;| (i << k) nahradit
rozdilem a; — az. Odecteme-li druhou rovnici od prvni, vyjde

(@ —ag) (—%, + %+ %3 +x)=0. (18)
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Podobné odeltenim tieti rovnice od druhé dostaneme

(ag — az) (—x, — %, +x3 +x,) =0. (19)
Koneéné odeétenim ¢Etvrté rovnice od tieti dostaneme
(a3 —ag) (—x; — X% — %3 +x,) = 0. (20

Rovnice (18), (19), (20) délime nenulovymi koeficienty (@, — a,),
(ay — ag), (a3 — a4). Takto upravené rovnice (18) a (20) secte-
me; vyjde x; = x,. Odectenim upravenych rovnic (18) a (19)
vyjde x, = 0, z (18) pak x; = 0.

Z puavodnich rovnic pak dostaneme

1
Xy =Xp = —.
¥ : * ’al—a4|

Za predpokladu (17) ma tedy dand soustava jediné moZné fe-
1

Seni x; = x4 = , Xy = x5 = 0. Zkouskou se pre-

lay — a4l

svédcime, Ze to je skuteCné feSeni dané soustavy.
c
M, L,
L
A K, K 8

Obr. 73.

ReSeni tilohy 6. Oznalime K,, Ly, M, po fadé stiedy tsetek
AB, BC, CA (obr. 73); pak usec¢ky K,L,, L,M,, MK, rozdéli
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trojuhelnik ABC ve Ctyfi Casti téhoZ obsahu % /\ ABC.

Lezi-li dva z bodu K, L, M na obvodu nékterého z ,,roho-
vych® trojuhelniki AK,M,, L,BK,, CM,L,, napi. K, L na
tseckich BK,, BL, (viz obr. 73), pak je

A BKL < ABKOLO_—_%AABC.

Staci tedy zabyvat se ptipadem, kdy Zadné dva z bodua K, L,
M nemaji od téhoZ vrcholu trojihelnika A BC vzdalenosti mensi
nebo rovné polovindm délek pfislusnych stran.

Necht napt. bod K lezi mezi 4, K, dale bod L mezi B, L,
a bod M mezi C, M, (obr. 74). Oznatme KK, = x, LL, =y,
MM, = z. !

c
L,

\

L

/
N
K——k, =
Obr. 74.

Vétu dokdZeme sporem. Predpoklidejme, Ze je
N\ ARKM > % N\ ABC, A BLK > %A ABC,

ACML>%AABC.
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Pak je
AN AKM + A BLK + A CML>-Z—»AABC,

neboli

AN\ AKM A BLK ACML

rasc T aasc T4 aasc T3 @Y
Poméry obsaht trojihelnikit v nerovnosti (21) vyjadiime po-
moci délek a, b, ¢, x, y, 2. Pfi obvyklém oznaceni uhla plati

4

N\ AKM = % (—g— - z)(g— — x).sinoc, AABCz%bcsinoc,
1.
b ¢
A ARM (? +z) (E ~")
N ABC be '
Cyklickou zdménou dostaneme z (22) dal$i dva poméry obsahi;
po dosazeni do (21} a uipravé vyjde
a(b + 22) (¢ — 2x) + b(c + 2x) (a — 2y) +
+ c(a + 2y) (b — 22) > 3abc .
Tuto nerovnost zjednodu$ime po vynésobeni na tvar
axz + byx + czy <0,
coz je ve sporu s podminkami ¢ >0, 6 >0, ¢ >0, x >0,
>0, 2>0.
Tim je véta tplné dokazana.

(22)

6.

Pro zajimavost uvedme proni a tieti #lohu pivodniho ndvrhu,
které byly pro snadnost nahrazeny jinymi tlohami.

Misto sovétské ulohy 1 byla piivodné navrzena tato bulharské
tloha:
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1! Zéci jedné tiidy usporadali t¥i exkurze; kazdé z nich se
zucastnilo 15 Zakd. Sedm ucastnika I. exkurze se zucastnilo
také II. exkurze, osm tucastniki I. exkurze se ucastnilo také
II1. exkurze. P&t ucastnika II. exkurze se zucastnilo také III.
exkurze. Ctyii Zci se zdcastnili viech ti exkurzi.

a) Kolik zaka se zdcastnilo jen I., kolik jen II., kolik jen
III. exkurze?

b) Kolik zaki se zucastnilo aspon jedné z téchto tfi exkurzi?

ReSeni ulohy lze podat velmi jednoduse bez vypoéti, po-
moci Vennovych diagramil; staci podle textu tlohy vepsat pocty
zékt do prunikd tfi mnozin M; (7 = 1, 2, 3); pfitom M, zna-
mend mnozinu vSech Zikl, ktefi se zucastnili i-té exkurze
(obr. 75).

Obr. 75.

Odpovéd: a) Jen I. exkurze se zucastnili 4 Zaci, jen II.
exkurze 7 zakd, jen III. exkurze 6 Zakd. b) Aspon jedné exkurze
se zucastnilo 29 zaka (pocet prvki sjednoceni mnozin M;, M,,
M,).

164



Misto bulharské #lohy 3 byla puvodné navrzena sovétska
uloha:

3. Kazdé dvé protéj$i hrany Ctyfsténu jsou navzajem kolmé.
Dokazte, Ze vSech Sest stfedtl jeho hran leZi na kulové plose.

Ay Az

Obr. 76.

Reseni (obr. 76). Budiz 4,4,4,4, dany &tyfstén; oznaéme
sttedy hran podle obr. 76. Pak je Ai3dy4 || Asdy || AssAoss
Ay3Ags || Ay, || Ajadsy. Obrazec Ay3A55A454A44 je tedy rovno-
béznik. ProtozZe je A, A, | AzA,, je AjAss L Aq5Aqy, tj. obra-
zec Ay3Ay3A45,A4,, je obdélnik. Jeho thlopficky jsou shodné
a navzdjem se puli. Proto kulové plocha X sestrojend nad pri-
mérem A;3A4,, ma za pramér i useCku A4,,4,;. Vyménime-li
indexy 2, 4 (1,3 ponechime), vidime, Ze kulova plocha % mi
za prumér i useCku A,,444. Tim je véta dokdzéna.

7.

SloZeni Cs. druzstva je patrné z piilohy 3, vysledky, kterych
dosahlo, z prilohy 4. Sefadime-li vSecka druZstva podle poctt
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dosaZenych bodt, je CSSR na osmém, tj. pfedposlednim mistg.
Také podle udélenych cen je na pfedposlednim misté: m4 t¥i
ceny, z toho jednu druhou a dvé tieti (Jugoslavie m4 také tii
ceny, ale dvé druhé a jednu tfeti). Je to bilance na prvni pohled
Zalostna, kterd svédci, Ze naSe druZstvo relativné k jinym druz-
stvim mé tendenci sestupnou, i kdyZ snad nasi leto$ni repre-
zentanti byli v celku lepsi nez lonsti. Ale rychle se zvySujici
drovni reprezentantd ostatnich statt (vSimnéme si napf. vze-
stupu NDR) nesta¢ime. Naproti tomu je tieba uvaZit, Ze napf.
na$ nejlepsi reprezentant Sivdk by byl ziskal se ztritou jen
dvou bodi na kazdé z predchozich olympidd I. cenu. Déle je
tieba uvazit, Ze bodové rozpéti mezi nami a nejlep$im druz-
stvem SSSR bylo loni vice nez 130 bod, letos ani ne 80 bodda.
Také rozdily v poctu bodti mezi 6., 7. a 8. druZstvem jsou cel-
kem malé; je vhodné hned na tomto misté ukazat, ¢im jsou
zpusobeny. Na leto$ni olympiddé vzhledem k pomérné snad-
nym soutéznim ulohdm byl Zék, ktery nedosahl ani 25 bodd,
vyslovenym outsiderem. Z pfilohy 4 je patrné, Ze my méli tako-
véto uicastniky tfi; naproti tomu Jugoslavie méla jen dva takovéto
zaky, Bulharsko jen jednoho. Zde se uz CasteCné ukazuje jedna
z pfi¢in naseho neuspéchu: nedobry vybér reprezentanti.
Chceme-li se déle t¢astnit mezinidrodnich matematickych olym-
piad, a to nikoli jako podfadné druZstvo, musime vybirat své
reprezentanty z zaka, které budeme individudlné a systema-
ticky pfipravovat. Musime se zaméfit na zaky mladsi, popfat
jim moZnost ziskat zkuSenosti v mezinirodni soutézi, tj. dat
jim psychologickou pfipravu. Nebot i letos se ukazalo, jako
v minulych letech, Ze na$im reprezentantim Casto chybéji
dobré nervy. Pfi pfipravé druZstva se pochopitelné nemtzZeme
spoléhat jen na Skolu.

Nyni je$té struéné k na$im nedostatkiim feSeni soutéznich
dloh VIII. MMO. Nasi Z4ci chybuji v ditkazu matematickou
indukci a pfitom jde o matematické ,,femeslo®, které by mél
ovladat kazdy pramérny stfedoSkolak.
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Z teSeni naSich zaku je zfejmé, Ze se i logicka stranka vyuky
zanedbava; je to vidét i na jejich vyjadfovani, které je nedbalé
a Casto nespravné. Mnoha zla pisobi fraze o ,,ekvivalentnich
tpravach® zakofenénd na naSich Skoldch. NaSim reprezentan-
tam lze také téZko odpustit jejich nedostatky ve stereometrii
(ani jeden z naSich osmi zakd neroziesil tlohu 3 zcela spravng).
Z4ci nadani v matematice se Casto pachti za studiem tzv. vyssi
matematiky, jejiho aparatu pak uzivaji nevhodné nebo dokonce
nespravné, ale stfedo§kolskou latku do hloubky neznaji. Pfitom
s»stiedoskolska matematika® v pojeti mezindrodnich olympiad
je uzdi nez v pojeti nasich osnov; nepfichizeji tu ulohy z ana-
lytické geometrie, z aritmetiky komplexnich ¢isel (tato témata
nejsou v osnovach fady zucastnénych zemi), malo se vyskytuji
i ulohy z teorie Cisel, zato se vénuje dosti pozornosti kombinato-
rice, kombinatorické geometrii, stereometrii, kde je Casto tieba
celkem jen skrovného aparatu, zato tim vice zkuSenosti, logic-
kého vycviku a experimentalné-analytického pfistupu k feSeni
tlohy. Konec¢né je tieba poukézat jesté na jeden ne$var, kterym
nasi zaci trpi — je to bezuzdna psavost, ,,poltafstvi v Spatném
slova smyslu. Pocitaji Casto celkem bezhlavé, popisi fady stra-
nek, ac jsou stale upozormiovani na to, Ze je tieba spiSe pfemyslet
a netopit se ve vypoctech, jejichZ slozitost zfejmé ukazuje, Ze
nastoupena cesta nebyla vhodna.

Vzhledem k naSemu netspéchu na VIII. MMO se rozhodl
ustifedni vybor MO zménit od zdkladu piipravu nasich repre-
zentantu a jejich vybér, pokusné piejit k individudlnimu Skoleni
nadanych jedincti, pokud moZno z niz§ich t¥id.
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PRILOHA 1

Vedouci delegaci a pedagogicti pravodci.

Bulharsko:

Prof. Spas Monolov, Vyss. inZenerno-stroitelen institut
v Sofii.

As. Kostadin Petrov, Mat. fakulta univerzity v Sofii.

Ceskoslovensko:
Doc. Jan Vysin, Matematicko-fyzikalni fakulta Karlovy
university v Praze.

Odb. as. Viastimil Machdleks Pedagogicka fakulta Kar-
lovy univerzity v Praze.

Jugoslavie:
Doc. Dusan Adnagievic, Bélehrad.
Viadimir Miti¢, Bélehrad.

Madarsko:
Hodi Endre, vedouci védecky pracovnik Optickych za-
vodt v Budapesti.
Reiman Istvdn, Budapest.

Mongolsko:
Doc. N. Sangimjatav, St. univerzita Ulanbator.

G. Zagdragéa, inspektor matematiky ministerstva Skol-
stvi MLR.

Ném. dem. republika:
Prof. dr. Hanns-foakim Weinert, Vys. $kola pedagogicka,
Potsdam.
Dr. Helmut Bausch, Berlin.
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Polsko:
Prof. dr. Mieczyslaw Czyzykowskt, Polytechnika ve Var-
save.
Magister Andrzej Magkowski, Varsava.

Rumunsko:
Prof. Tiberiu Roman, Vysoka $kola technickd v Buku-
resti.
Prof. Zlate Bogdanov, Bukurest.

Sovétsky svaz:

Doc. Elena Alexandrovna Morozova, Mech. matem.
fakulta Lomonosovy university v Moskvé.

Tvan Semenovié Petrakov, metodik ministerstva Skolstvi
RSFSR.
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PRILOHA 2

Pocty udélenych cen a celkové pocty dosaZenych bodi.

Stat doszl:zoeérfy'tch Torstea
bodi I | IL | I | Celkem
Bulharsko 236 0 1 3 4
CSSR 215 0 1 2 3
Jugoslavie 224 0 2 1 3
Madarsko 281 3 1 2 6
Mongolsko " 90 0 0 0 0
NDR 280 3 3 0 6
Polsko 269 1 4 1 6
Rumunsko 257 1 2 2 5
SSSR 293 5 1 1 7
Celkem . 13 15 1.2 40
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PRILOHA 3

Pof Naro-

e Jméno Skola-t¥ida zen

c roku

1. Kosina Miroslav 3.2, SVVS U balvanu 1948
Jablonec n. Nisou

2. Kurka Petr 2. g, SVVS W. Piecka, 1949
Praha 2

3. Mederly Petr 3. d, SVVS Prievidza 1948

4. Némec Petr 3. d, SVVS Dlouhy l4n, 1948
Praha 6

5. Rott Jit 4. b, SPS hutnick4 Kladno | 1947

6. Sivak Bohu$ 9. t¥. ZDS Zvolen 1951

7. Smerk Jiti 3. ¢, SVVS Kyjov 1948

8. Vejvoda Pavel 2. g, SVVS W. Piecka, 1947

Praha 2
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PRILOHA 4

. Pocet bodu
Z4ak
al. 1 | al. 2 | ul. 3 | al. 4 | al.5 | 4l. 6 | Celkem

Kosina 4 7 0 5 0 4 20

Kurka 0 7 4 5 7 8 31
III. cena

Mederly 6 7 3 5 3 8 32
III1. cena

Némec 6 0 1 4 1 4 16

Rott 6 0 4 4 2 6 22

Sivak 6 7 5 5 7 8 38
II. cena

Smerk 6 7 2 4 2 8 29

Vejvoda 6 1 3 | 5 | 7 5 27

40 I 36 ‘ 22 37 29 51
Celkem 215
max 48‘max 56’max 56|max 40/max 56/max 64

Poznamka: Pramérny podet bodt prfipadajici na jednoho Zika je
(nepotitame-li Mongoly) 32.
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