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Predmluva

Mili pratelé,

myslenka organizovat pro Zaky stfednich $kol matema-
tické soutéZe s pevnym statutem a nespokojovat se jen
s volnymi soutéZemi uloh, které vypisuji a odménuji né-
které studentské Casopisy, nabyva ve vSech zemich stale
vétsiho ohlasu a vétSich sympatii. Dokladem toho je zvy-
Sujici se pocet domdcich olympidd v jednotlivych statech
a rostouci zdjem o mezinarodni olympiddy mezi zemémi
socialistickymi i kapitalistickymi. Dokazuje to i zdjem,
ktery o tuto ¢innost projevuje Mezinarodni komise pro
vyucovani matematice (anglickd zkratka ICMI — tj.
International Commission for Mathematic Instruction®),
kterd je slozkou Mezindrodni matematické Unie, nejvétsi
mezindrodni organizace matematiki. Komise JCMI uci-
nila prvni dulezity krok na poli vymény informaci: shro-
mazdila zpravy o domécich olympiddach z ¢lenskych statu,
publikovala je a rozeslala. Myslim, Ze uvitate, kdyz Casopis
Rozhledy pfinese v nékterém Cisle struény piehled o tom,
jak vypadaji matematické soutéZe v jinych statech.

Uvidite, Ze organizace a pojeti téchto soutéZi je opravdu
velice rozmanité. Spolecna je asi mySlenka, Ze soutéZ ma
byt pro mladé lidi impulsem, aby se né¢emu novému pfi-

*) I_:rancouzskei zkratka je CIEM, tj. Commission Internationale pour
I’Enseignement des Mathématiques.



ucili a Ze jim ma k tomu poskytovat pomoc studijni lite-
raturou i jinymi akcemi. Ov§em v mnohych zdsadnich
otdzkdch se tyto soutéZe velmi li§i. Je tu napf. problém,
zda soutéZ mé byt tésné spjata se $kolou, se $kolskymi
osnovami, jako je tomu napf. u nds. Tak totiZz vznikd
jakasi tuhd, mozZno fici nékdy strnuld organizace, kterd
¢asto znemoziuje zafadit Glohy, které by byly pro Zdky
pravé nejpritazlivéjsi. Jina otdzka je, zda ve vlastnich sou-
téznich kolech, kde ucastnici maji v pfedepsaném Case vy—
pracovat urlitou klauzurni praci, maji byt davany jednot-
livé ilohy nebo skupiny iloh, z nichZ by si Z4ci vybirali po
jedné uloze. Je totiz nepopiratelnd skutenost, %e zdjemce
o matematiku inklinuje hlavné ve vy$Sich rocnicich
stfedni Skoly (gymnasia) k urCité tematice (tfeba k algebfe
nebo analytické geometrii apod.). MuzZe-li si z povinné
skupiny napf. tfi Gloh vybrat tlohu s tématem, které je
mu nejblizsi, md prilefitost ukdzat, co umi, a nikoliv co
neumi. Dal$im problémem koncepce soutéZe je zadavani
uloh navazujicich na jednoduchou a neobsdhlou teorii,
kterou soutéZzici samostatné nastudoval. Prastard zkuSe-
nost totiZ uci toto: Clovék s uspokojenim konstatuje, Ze
dokonale porozumél jistému tseku teoretického vykladu
z matematiky, a kdyZ jej zaCne aplikovat, tj. feSit ulohy,
zjisti ke svému prekvapeni, Ze prece jen zcela teorii ne-
porozumél. Jinymi slovy, aplikace, at v matematice samé
¢i v jinych oborech, jsou prubifskym kamenem znalosti
teorie. Tuto souvislost bychom asi méli v budoucnosti
uplatnit i v na$i matematické olympiadé. Jsou ovSem jesté
mnohé jiné otdzky; tak napf. pfed Casem jsme udélali
nesmély pokus s tzv. problémovymi situacemt, tj. se situa-
cemi, které bud uZ jsou matematické, nebo se teprve musi
matematizovat, ale v nichZ nejsou prozatim diny Zadné
dlohy. Prvnim ukolem feSitele je #lohy formulovat, a to
tfeba v néjaké gradaci od tloh zcela konkrétnich a jedno-
duchych k ulohdm slozitéj$im a abstraktnéjSim. Touto
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¢innosti, ktera patii do tzv. problémového vyucovdni, se
zdjemce o matematiku uci postupné velkému uméni,
rozumné se ptdt, formulovat ulohy, coZ je nékdy obtiznéjsi
nez ulohy resit. V nasem nesmélém pokuse pied nékolika
lety byly nadhozeny dvé problémové situace:

1. Aritmetické posloupnosti prvocisel.

2. Rozdéleni daného omezeného rovinného obrazce
primkou ve dvé Casti sobé rovnych obsaht.

Tento pokus, ktery byl uveden mumo soutés, zustal
celkem bez odezvy, pravdépodobné proto, Ze naSi Zdci
nebyli k tomuto zpusobu price nikdy vedeni, a snad
1 proto, Ze pfi vé¢ném spéchu svého denniho rezimu ne-
maji kdy se dlouho zamyslet a vénovat Cas pokusum
a spekulacim. Bylo by jisté zdhodno, aby nékteré pri-
pravné prednasky (semindfe) byly vénovany problémo-
vym situacim.

V kniZnici Skola mladych matematiki, které dosud pfi
soutézi malo vyuzivime, poCinaji nyni vychdzet broZury
tzv. ,,uybérové fady*. Jejich tematika Cdstecné presahuje
rdmec Skolské matematiky; ukazuji se v nich i nékteré
moznosti aplikovat vyloZenou partii, kterd zpravidla byva
netradi¢ni. Také zpusob vykladu je naro¢néjsi. Do této
»rady® patfi napf. knizka o Dirichletovu principu, o od-
délovdni konvexnich mmnoZin, bude tu také svazeCek
o neeukleidovské geometrii, o algebraickych strukturdch aj.
Doufame, Ze se touto fadou zavdécime zejména tém Cte-
nafum, ktefi jsou uz syti stdlého ,,premilani‘ stfedo-
Skolské latky. Nechceme vSak navodit situaci, aby nasi
Zaci opovrhovali Skolskou matematikou, neovladali ele-
mentarni mechanismy a zabyvali se pfitom povrchné
véemi ,,ulenéj$imi‘. Z vysokych S$kol mame mnoho
smutnych zkuSenosti, kam takovy stav vede.



V posledni dobé se mnoho hovofi o matematizaci svéta,
o abstraktnich, axiomaticky budovanych teoriich a jejich
modelech. O co vlastné jde? V jevech, s kterymi se setka-
vame takika denné a v nichZ na prvni pohled nic mate-
matického nevidime, vysondujeme p¥i blisim nahlédnuti
vztahy vyslovené matematického charakteru, které lze
zpracovat v jakousi tfeba drobnou a jednoduchou ab-
straktni matematickou teorii, kterd ma své pouziti i v zcela
jinych situacich redlného svéta. T€mito otdzkami matema-
tizace a axiomatizace se zabyva napt. prof. H. G. Steiner
z Miinsteru (NSR), ktery se zaky nejvyssi tfidy stfedni
Skoly zpracoval pokusné nékteré takové ndméty. Jeden
z nich — teorie hlasovacich mnogin — je preloZzen do
CeStiny a vydan pro studijni ucely JihoCeského kraje
pedagogickym ustavem v Ceskych Budéjovicich (Vrchlic-
kého nabiezi). Vedouci kabinetu matematiky 4. Ters jisté
vaznym zdjemcum exemplai tohoto textu zapujci. Je to
Cetba velmi poucnd, z ni se muZete dozvédét, jak se uréitd
situace, vzatd 2 reality, matematizuje a axiomatizuje. Prof.
Steiner m4d jesté dalsi zajimavé prace tohoto druhu, s ni-
miz urcité nase studenty seznamime — teba informacemi
v Rozhledech.

Vratme se vSak k nasi olympiadé. Mame zkuSenost, Ze
velké poboutreni mezi fesiteli z fad zakl 1 ucitelt pasobi
neresitelné ulohy. Casto se oznacuji nazvem ,,chybné‘ ¢&i
,»Spatné‘‘. Je pravda, Ze vznikne nékdy nefesitelnd uloha
neopravenim tiskové chyby. Jindy vSak je nefeSitelnd
uloha zafadéna umyslné. Uvazte, Ze musite byt psycho-
logicky pfripraveni na situaci, kdy uloha, s kterou jste se
dlouho lopotili, nema feSeni, i kdyZ je tento vysledek sebe
vice Sokujici. Skutecnost je totiZ takova, Ze v dané uloze
vyslovujeme pozadavky, které ma mit hledany matema-
ticky objekt (Cislo, skupina cisel, funkce, geometricky
obrazec apod.) a je pfece zcela dobfe myslitelné, ze ryzo
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pozadavky jsou jako celek nesplnitelné, tj. ze neexistuje
matematicky objekt zadanych vlastnosti, Cili, Ze tloha je
neteSitelnd. Nejvhodnéjsi formulace kazdé (fesitelné i
nefesitelné) ulohy je vsak takova, ktera zacina slovy:
Najdéte vsecka reSeni (Cisla, trojuhelniky, body atd.),
ktera maji pozadovanou vlastnost.

Hlavni Casti obsahu broZury jsou jako vzdy feSeni
soutéznich uloh; je to text, ktery vas asi nejvice zajima
a z kterého se muZete nejvice naucit. ReSeni uloh jsou
ovSem vétSinou ,,autorska‘, tj. tato feSeni sestavili hlavné
sami autofi tloh. Jsou to Casto védecCti pracovnici nebo
ucitelé vysokych skol, jejichZz zpiisob mysleni v matema-
tice je dost odlisny od vaseho; prosté proto, Ze jsou to
matematici-profesionalové. Tim si asi muzete vysvétlit, Ze
v fesenich se nékdy vyskytuji obraty a postupy vam ne-
obvyklé, které doslovné ,,spadnou s nebe‘‘. Vime, Ze vasemu
zpusobu mysleni by mozna lépe vyhovovalo jiné feSeni,
zpracované vice metodicky. Nedejte se vSak odstrasit ani
umélymi autorskymi feSenimi. Zamyslite-1i se nad nimi
hloubéji, proniknete do dusSevni dilny autora, do jeho
zpusobu mysSleni a zjistite, Ze i obrat, ktery se vam zdal
na prvni pohled umély, vznikl vlastné cestou pfirozenou.
Zarazejici a snad zprvu trochu nepfijemné je jen to, Ze
vam autor tuto cestu neprozradil. V tomto ro¢niku jsme
sestavili oddil uloh III. kola kategorie A a tloh z X. roc.
MMO vétSinou z feSeni Ucastniki a upravili jsme tato
feeni jen nepodstatné. Jsme zvédavi, jak se Vam tato fe-
$eni budou z. mlouvat.

V minulém ro¢niku nas$i olympiady jsme poprvé pfi-
stoupili pokusné k bodovacimu systému pii hodnoceni
FeSeni soutéznich tloh. To znamena, ze dana uloha je doto-
vana podle predbézného odhadu své obtiznosti urcitym
maximalnim poltem bodu, které muZe feSitel ziskat za
zcela bezvadné feSeni. Za kazdy nedostatek v feSeni se mu
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poCet bodu snizuje podle pfedem stanoveného Kklice.
Soucet vsech ziskanych bodl urcuje pak fesitelovo poradi.
Tento zpusob hodnoceni, obvykly napf. ve sportovnich
soutézich, ale i na mezindrodnich matematickych olym-
piddéch, je ovSem velmi ndroCny pro osoby, které feSeni
posuzuji. Ucastniky soutéfe pak nuti k jisté taktice pti-
zpusobené jejich individualité: jsou Zici, kterym Ilépe
vyhovuje feSit nejdfive wlohy snazs$i (coZ by se mélo
poznat podle niz§iho pocCtu bodid) a teprve pak ulohy
obtiznéjsi. Jsou vsak jini feSitelé, ktefi mohou ziskat nej-
lepsi poradi pravé tim, Ze se soustfedi nejprve na nej-
obtiznéjsi ulohy, dotované nejvyssimi pocty bodu. V pri-
Stich letech hodlame pokracovat v bodovacim systému,
zdokonalovat jej a uplatnit jej nejen v zdvérecnych kolech,
ale postupné i v celé soutéZzi.

Vsichni ucastnici olympiady asi védi, Ze naSe Skolstvi
stoji pred novou reformou. Prvni krucek se stal prodlouZe-
nim stfedni $koly — gymnasia — na Ctyfi 1éta, ale pravdé-
podobné budou nasledovat dal$i zmény nejen v organi-
zaci, ale hlavné v obsahu a vyucovacich metodach. Mate-
matika bude jisté pfedmétem, ktery bude témito zménami
zasazen velmi pronikavé; nékteré zastaralé a malo uzi-
teCné partie budou nahrazeny tématy modernéj$imi, které
maji také mnohem bliZe k aplikacim v nejraznéjsich obo-
rech. VSecky tyto zmény neziistanou bez vlivu na mate-
matickou olympiddu. Myslime, Ze vyznam soutéZi pro na-
dané matematiky poroste, Ze bude stale naléhavéjsi
potfebou vyhledavat matematické talenty a pomdhat jim.
Z toho, co jsme uvedli v pfedmluvé, je vidét, Ze prace ne-
bude malo a Ze organizatofi matematickych soutézi u nas
i za hranicemi budou musit hodné pfemyslet a zkouset,
aby tyto soutéZe byly zmodernizovany, aby byly pfi-
tazlivé, neskolské a aby dobfe plnily své poslani.

Matematickd olympiada i jeji pomocné akce jsou orga-



nizovany pro vas; proto nds zajimaji vaSe ndzory, vase
kritika, vase podnéty. PiSte nam o svych zkuSenostech,
nesnazich a uspéSich. PomiZete ndm tak v nasi préci.



I. O priubéhu XVII. roéniku
matematické olympiddy

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Rovnéz letos bylo poradatelem soutéZe ministerstvo
Skolstoi (MS) s Matematickym distavem CSAV (MU
CSAV ), Yednotou &. matematiki a Sfyziki (YyCMF)
a ustfednim vyborem Cs. svazu mldidese (UV CSM).
Také XVII. ro¢nik se ridil statutem, uvefejnénym ve
Véstniku MSK, ro¢. XIX, str. 126, 127, smérnice 37 ze
dne 30. 4. 1963.

Soutéz tidil stiedni vybor matematické olympiddy
(UV MO), v krajich krajské vybory matematické olym-
piady (KV MO ) a v okresech okresni vybory matematické
olympiddy (OV MO ), v téchto vyborech jsou také za-
stoupeny poradatelské slozky.

Zaci soutézili ve éryfech kategoriich podle svého stu-
dijniho véku, a to v kategoriich 4, B, C (stfedni $koly)
a v kategorii D (zakladni $koly).

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY .

V XVII. roéniku nebyly proti pfedchozimu rocniku
podstatné zmény. Nové byl pouze kooptovan dr. Fozef
Moraviik, CSc., jako mistopredseda za Slovensko a byli
vyménéni néktefi predsedové KV MO, takZe na zavér
obdobi fungoval tento UV MO:

Predseda: fan Vysin, docent matematicko-fyzikalni
fakulty KU v Praze
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Mistopfedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
vedouci védecky pracovnik MU CSAV v Praze

Mistopiedseda za Slovensko: dr. Jozef Moraucik,
CSc., odb. asistent VSD v Ziling

I. jednatel: Viastimil Machdéek, odb. asistent pedago-
gické fakulty KU v Praze

IL. jednatel: Ji#{ Mida, odb. asistent pedagogické fa-
kulty KU v Praze

Clenové: Josef Bartinék, ustfedni inspektor MS, dr.
FrantiSek Béloun, vedouci matematického kabinetu
Krajského pedagogického ustavu v Praze
dr. Juraj Bosdk, CSc., Matematicky ustav SAV v Brati-
slavé
dr. Jaroslav Fuka, CSc., v&decky pracovnik MU
CSAV v Praze
Frantisek Hradecky, byv. odborny asistent matematicko-
fyzikalni fakulty KU v Praze
prof. dr. Karel HruSa, vedouci katedry matematiky pe-
dagogické fakulty KU v Praze
dr. Milan Kolibiar, DrSc., profesor piirodovédecké
fakulty Komenského university v Bratislavé
akademik Josef Novdk, vedouci védecky pracovnik
MU CSAV v Praze
dr. Jiri Sedldtek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
Frantisek Vesely, profesor v. v. v Praze
dr. Frantsek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU
CSAV v Praze
dr. Miloslav Zedek, docent pfirodovédecké fakulty
university Palackého v Olomouci

Daldimi ¢leny Ustfedniho vyboru matematické olym-
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piddy jsou predsedové krajskych vybort mate-

matické olympiddy:
dr. Viclav Pleskot, profesor CVUT v Praze
dr. Vidclav Vilimek, docent katedry matematiky a
deskriptivni geometrie strojni fakulty CVUT v Praze
Marie Kleintovd, odbornd asistentka katedry matema-
tiky Vysoké Skoly zemédélské v Ceskych Budéjovicich
Karel Hnyk, odborny asistent pedagogické fakulty
v Usti nad Labem
Véra Rddlovd, profesorka SVVS J. Fudika v Plzni
Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky Krajského
pedagogického ustavu v Pardubicich
Petr Benda, odborny asistent VUT v Brné
Josef Andrys, docent pedagogické fakulty v Ostravé
dr. Ladislav Berger, odborny asistent katedry matema-
tiky Vysoké Skoly dopravni v Zilin&
Jdn Gatial, odb. asistent katedry matematiky elektro-
technické fakul SVST v Bratislavé
RNDr. Fin Cerny, CSc., docent prirodovédecké
fakulty v Kosicich

Nahradnik: dr. Miroslav Sisler, CSc., védecky pracovnik
MU CSAV v Praze.

Pracovni ptedsednictvo: UV MO (PUV MO)
tvofi (uvedeno v abecednim potadi): J. Bartinéks
dr. M. Fiedler, DrSc.; dr. ¥. Fuka, CSc.; V. Machdceky
J. Mida; dr. ¥. Moravczk CSc.; akademik J. Novak
dr. §. Sedldctek, CSc.; doc J. Vysin.

3. SCHUZE UV MO
Také b&hem XVII. rolniku se ustfedni vybor sesel

dvakrat. Proni schiize se konala 30. listopadu 1967 v Praze.
Na této schuzi, kterou vedl predseda doc. Vysin, se
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jednalo o fadé zdsadnich otdzek a o zpravach, které pfi-
pravily obé komise zfizené na jarni plendrni schuzi.
Opétné se jednalo o vyrobnich lhitach letakd. Schuze
jednomysiné podpofila kladné stanovisko ptedsednictva
UV MO k navrhu na prodlouZeni stfedni v§eobecng vzdé-
lavaci Skoly na Ctyfi roky.

Po diskusi schvililo plénum dosavadni postup pied-
sednictva pfi vybéru ucastnikt III. kola, pfi némz jedi-
nym kritériem md zustat uspéS$ny vykon v predchazeji-
cich kolech. Pro druhé a tieti kolo kategorie A bylo roz-
hodnuto zavést bodovaci systém, k jehoz piipravé bylo
zmocnéno predsednictvo.

Komise vedend dr. J. Moraviikem ptipravila material
jednak k organizanim otdzkam, jednak, a to predevsim,
k problematice prace s nadanymi zaky. Navrhla také fadu
doporuceni pro zkvalitnéni prdce s nadanymi $dky na ZDS
(potradat odborné vedené metodické seminare pro ucitele
9. ro¢nikii; pozadat MS o vydani vynosu, podle ného? by
bylo feditelim $kol uloZeno hodnotit a finan¢né odméno-
vat kvalitni praci pfi vedeni nadanych Zdka; evidovat
uspésné resitele II. kola kategorie D a sledovat jejich
prestup na Skoly II. cyklu; v rdmci KV MO sledovat
praci pifedsedi OV MO a jeji hodnoceni i finan¢ni).

Obdobnd doporuceni navrhuje komise pro praci s na-
danymi £dky Skol II. cyklu: konat odborné metodické in-
struktdZe pro profesory; podpofit zavedeni placenych
hodin nepovinné matematiky i zajmovych krouZkl; za-
vadét takové seminadre, resp. krouzky fesitela MO, v nichz
by byli Zaci vedeni k aktivnimu osvojovani metod feSeni
uloh, nebot pouhé prednasky v tomto smyslu mnoho
nepomdhaji; doporucit KVVMO, aby organizovaly Ctyf-
denni aZ Sestidenni soustfedéni Gspésnych feSitelu kate-
gorie B a C.

Bohatd diskuse se tykala vybéru #loh pro kategorii D;
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ucitelé je povazuji za obtizné a fada z nich odmita ulohy,
které nemaji feSeni (viz komentat v predmluvé). Na zavér
se vétSina pritomnych sjednotila v ndzoru, ze MO je
soutéz vybérova, jejiz potiZze nelze fesit snizenim urovné
uloh, ale predevsim pomoci pfi zvySovani odborné urovné
uciteld. Nejzdvaznéj$im nedostatkem je vSak to, Ze pro
kategorii D neexistuje zddna pomocnad literatura; pfipra-
veny ,,Sbornik vybranych iloh kategorie D tuto mezeru
zcela nevyplni.

Dalsi komise, vedend krajskym inspektorem Jaroslavem
Novotnym z Prahy, piipravila materidly o moZnosti od-
mériovdani pracovnikit za ¢nnost v MO. UVMO pred-
nesené navrhy prodiskutoval a doporudil postoupit MS
a JCMF Kk realizaci.

K textacim uloh MO byly rizné pfipominky 1 od zaki;
dopis M. Wolfa =z Dvora Krdlové se stal doc. Vysinovi
podnétem k napsdni tii ,,otevienych dopisi olympionikim*
do Rozhledi matematicko-fyzikalnich.

Druhd plendrni schiize UV MO se konala u piilezitosti
III. celostatniho kola kategorie 4 v Brné¢ a vyjadrila se
k bodovacimu systému pfi hodnoceni Zzakovskych feseni
(viz poznamky pfi shrnuti vysledka II. a III. kola) a pro-
jednala vedle organizaCnich otdzek obsah pfipravy pro
MMO a celostitniho soustfedéni kat. B v Marianskych
Laznich, konkurs na tlohy pro MO a edici ,,Skola mladych
matematiki‘*.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

a) I. kolo (studijni) probihalo od zafi 1967 do 15. ledna
1968 ve dvou etapach. V prvni etapé resili Zaci vSech kate-
gorii Ctyfi tzv. pfipravné ulohy s terminem odevzdani do
15. listopadu 1967. Odevzdani a uspés$né feSeni téchto
uloh vs$ak nebylo podminkou pro ucast v I. kole, kde byly
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predlozeny dalsi ¢tyfi ilohy. Vytesit z téchto uloh aspon
tfi na znamku aspon ,,dobrou‘‘ bylo podminkou postupu
do II. kola. Jak je vidét z tabulky ¢. 1, splnily tuto pod-
minku v kategoriich 4, B, C vizdy aspon tfi Ctvrtiny
ucastnikt; to ukazuje opét, Zze MO se ucastni opravdu
vazni zdjemci o matematiku. Je pochopitelné, Ze procento
uspésnych fesitelu v kategorii D (viz rabulka 2) bylo niZsi.
Také celkové pocet ucastniki v XVII. roc¢niku proti
ro¢niku predchazejicimu poklesl.

b) II. kolo probéhlo v krajskych stfediscich pro kate-
gorii A v sobotu dne 9. bfezna 1968, pro kategorie B a C
v nedéli 10. brezna 1968 a pro kategorii D v okresnich
stfediscich ve stfedu dne 13. bfezna 1968. (Uvedené
terminy byly voleny tak, aby se soutézici v nizsich kate-
goriich mohli zucastnit i soutéze kategorie A a zdstupci
KV MO mohli zajit do okrest.) Z tabulek 3 a 4 je vidét,
Ze procento uspé$nych fesitela soutéze pri samostatné
praci ve stiediscich je v kategoriich A, B, C velmi nizké.
Bude tfeba provést podrobny rozbor pfic¢in podle kate-
gorii; nékdy to budou asi nevhodné vybrané a na I. kolo
nenavazujici ulohy, jindy zas, napf. tradi¢né uz v kategorii
B, pokles aktivity soutéZicich v dobé& tane¢nich apod.

Ve II. kole kategorie 4 bylo poprvé vyzkouSeno misto
klasifikace bodovdni. (Texty tuloh jsou na str. 93——101)
Zici byli informovéani o bodové hodnoté feleni kazdé
ulohy a opravovatelé dostali od PUV MO pokyny, jak

7 v o

reSeni bodovat. Pro informaci Ctenafu je citujeme:

Uloha 1 (maxim. po&et bodu1 6). Nebude-li fe§eni obsahovat néktery
z pripadt a) n sudé, b) n liché, zmensete pocet bodu aspori o 3. Nebu-
de-li v kterémkoli z pripada a), b) provedena zkouska, tj. nebude-li
ovéreno, ze nalezené veSeni sphiuje vSech n rovnic (1), sniZte pocet boda
o 1 az 2. Totéz plati pro ovéfeni, Ze podminka (3) z autorského feSeni je
postacujici podminkou feSitelnosti v pripadé a).

Uloha 2 (maxim. pocet bodu 5). Dojde-li fesitel od dokazované ne-
rovnosti k nerovnosti evidentné platné — jako je napf. nerovnost (1)
v autorském feSeni — a meobrdti-li postup, zmensete pocet bodu aspon
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o 2. Nezjisti-li fesitel vsecky trojice x, ¥, 2, pro které nastane rovnost,
doporucujeme snizit pocet bodu o 1.

Uloha 3 (maxim. pocet bodiu 8). Uloha ma v podstaté 3 &asti: dikaz
prvni véty a), diikaz obracené véty a) a duikaz véty b) pouzitim obou vét
a). Spravny dikaz obou vét a) hodnotite 6 body, spravny dtkaz véty b)
2 body. Hodnoceni jednotlivych diukaz vét a) zédlezi na metodé; tak
napf. v poloanalytickém autorském feSeni je mozno hodnotit dikaz
primé véty 4 body, diukaz obriacené véty jen 2 body. Naproti tomu
v druhém autorském feSeni by mély byt poéty boda zaménény.

Uloha 4 (maxim. pocet bodi 7). Pfi nespravném rozloZeni hledané
mnoziny M v &asti a), b), c¢), d) zmensSete pocet bodl o 1 az 2. Uplné
vySetfeni mnoziny P (viz autorské feSeni) véetné obrdceni, tj. oduvodnéni
mnozinové rovnosti hyperboly a mnoziny P, hodnotte 4 body.

Za ,,v podstaté uplné spravné feSeni‘‘ pokladame takové, které je
ohodnoceno bud nejvys$§im moZnym poctem bodi, anebo poctem
o 1 bod mensim.

Jestlize ov§em Zzdk fe$il ulohu podstatné jinym zpusobem, neZ jaky
predpokladalo autorské feSeni, musel opravujici uéitel individualné
upravit hodnoceni (tj. snizovani maximalniho po¢tu bodu).

Pivodné PUV MO piedpokladalo, Ze kritérium pro
klasifikaci soutéziciho jako uspé$ného resitele bude splnéni
téchto podminek: a) ziskani aspoil 13 bodu, tj. 50 9%
dosazitelnych bodu, b) vyfeSeni aspoil jedné ulohy
,»v podstaté uplné spravné‘‘. Po opravé uloh se ukazalo,
7e podminka a) je pfili§ tvrdd, a proto minimdlni pocet
bodu byl stanoven na 11. Déle se ukizalo, Ze se ojedinéle
objevili i feSitelé, ktefi splnili sice podminku a), nikoli
viak b). Toto bodovani plendrni schize UV MO dne
20. dubna 1968 celkové schvalila a dale se usnesla, Ze
v pfistim ro¢niku bude aplikovano pii klasifikaci uloh
II. kola kategorii A, B, C i IIIL. kola kategorie A.

Protoze II. kolem soutéz pro kategorie B a C konila,
uvedeme v piiloze A jmenny seznam vitézl (nejvyse viak
prvnich deseti) v jednotlivych krajich.

Celostdtni I1I. kolo kategorie A se konalo 20. dubna 1968
v Brné. Z tsp&nych 70 feSitela II. kola kategorie A
navrhly KV MO k tGcasti ve III. kole 57 studujicich; po
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koordinaci bodovani povolalo PUV MO k soutéZi celkem
52 ucastniku.

Také tlohy III. kola (viz strana 120—133) byly bodo-
vany, 74kovska feSeni opravila komise PUV MO. Na zi-
vére¢ném hodnoceni na schiizi PUV MO dne 14. kvétna
1968 byly konstatovany tyto zkuSenosti s bodovanim:

1. dloha. Z dosazitelnych 8 bodi byl nejvyssi pocet
ziskanych 6,5. Nedostatky byly pfedevsim v netiplné a ne-
systematicky provddéné diskusi. Uloha byla asi pod-
hodnocena (vhodnéjsi pocet bodu by byl 9).

2. uloha. Uloha byla pomérné lehkd, urleny pocet
5 bodl odpovidal. Zaci Casto pouzivali binomické véty
spravné i nespravné (pro #» < 0). Néktefi Zaci nevédéli, co
je to celé Cislo.

3. sloha. Uloha celkem byla méné obtizna, pocet 6 bodu
odpovidal. Hlavni nedostatky: a) prilisné poutdni na
pomocny obrazek, takZe soutéZzici zapominali na druhou
primku, kterd byla ¢asti hledané mnoZiny, nebo neuvedli
singularni ptipady (splyvani trojuhelniku v bod apod )5
b) nedokonald terminologic a frazeologle pfi zapisu
reSeni.

4. tloha. Uloha spise nadhodnocena; misto 7 bylo by
vhodnéjsi 6 bodu. Vétsina feSeni navazovala na vlastnosti
ortocentrického Ctyfsténu. Nékterd feSeni byla strucnd
a prehledna. Byly jen dva pokusy o analytické feSeni, vzdy
velmi pracné.

Seznam vyhlaSenych vitézi a WspéSnych resitelu,
opétné odménénych MS, uvadime v piiloze B.

S ptihlédnutim k témto vysledkim, k uspéchum ve
II. kole, poptipadé¢ i v predchozich rocnicich, a s ohledem
na ucast a spolupraci ve specidlnich krouZcich pfipravy
na mezindrodni matematickou olympiadu, bylo vybrano
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celkem 10 ucastniktt pripravného soustfedéni pred
X. MMO v Moskvé. Protoze jeden z vybranych zaka
odstoupil, byl povolan nahradnik. Na zakladé vysledka
pisemnych praci G&astnikd tohoto soustfedéni ve StiFiné
ve dnech 19. az 22. Cervna 1968 a podle pozorovani
prednésejicich bylo urCeno definitivni sloZeni osmiclen-
ného reprezentacniho druZzstva (viz Zprava o X. MMO,
strana 134—152).

5. POMOCNE AKCE

Krajské vybory MO spolu s pobockami Fednoty cesko-
slovenskych matematikii a fyzikit organizovaly pfipravné
prednasky béhem Skolniho roku i $koleni o prazdnindch
pro tastniky MO jednotlivych kategorii, a to podle mist-
nich podminek nebo podle pokyna vydanych PUV MO.
Centralné pripravovanou tematiku mélo skoleni na mezi-
ndrodni matematickou olympiddu. Programem tohoto S$ko-
leni bylo feSeni uloh z téchto oblasti:

a) Posloupnosti, odhady souctii a soulini (ptipravil
dr. Jaroslav Fuka, CSc.).

b) Konstrukéni geometrie (prof. dr. Karel Havlicek).

c) Kombinatorika (dr. FrantiSek Zitek, CSc., dr. Jifi

Sedlacek, CSc.).

Dalsi centrdln€ fizenou akci bylo celostdini soustiedéni
kategorii B a C v Maridnskych Ldznich-USovicich. Opétné
byla zfizena jedna matematickd tfida, kterd se zase
osvédcila, a dvé tfidy s vyukou v matematice a fyzice.
Uvedeme témata a prednasejici:

Program matematické skupiny:

Bietislav Novak: Aditioni vlastnosti prirozenych Cisel
(20 hodin)
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Zdislav Kovarik: Invariantni body zobrazeni (20 hodin)
Iva Rohlickova: Teorie kvadratickych forem a jeji uziti
v geometrii (20 hodin)

Program matematicko-fyzikdlni skupiny:

Jaroslav Fuka: Odhady v matematické analyze (14 hodin)
Zdislav Kovarik (Marta Kovatikova): Invariantni body
zobrazeni (16 hodin)

6. STUDIJNI LITERATURA

Statni pedagogické nakladatelstvi vydalo jako kaZzdo-
ro¢né letaky (jeden v 5000 kusech pro kategorii A, B, C
a oddélené 10 000 kusti letdku pro kategorii D). Texty
uloh byly pred tim opétné otistény v Casopise Matematika
ve §kole a v Rozhledech matematicko-fyzikdlnich.

Také nakladatelstvi Mladd Fronta pokracovalo ve vyda-
vani svazelki edice Skola mladych matematikii. Uvedeme
jen posledni z nich:

15.

16.
17.

18.

19.
20.

21.
22.

Milan Koman: fak vySetiujeme geometrickd
mista metodou souradnic

Stanislav Horak: Krugnice

Jaromir Hronik: Ulohy o maximech a mini-
mech funkci

(omylem oznacden rovnéZ 17) Karel Havli-
Cek: Analytickd geometrie a nerovnosti

Jiti Jarnik: Komplexni ¢isla a funkce
Bruno Budinsky — Stanislav Smakal: Go-
niometrické funkce

Alois Apfelbeck: Kongruence

Tibor Saldt: Dokonalé a spriatelené Cisla
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7. KONKURS JCMF NA ULOHY PRO MO A FO

Matematickd olympiada, jako kazda matematickd sou-
téZ je zcela zdvisld na pestrosti, na zajimavosti (atraktiv-
nosti) a na matematické a didaktické hodnoté piikladu,
které jsou reSitelum predkladany. Dobrych tloh nebude
nikdy dost. V zajmu ﬁspééného prﬁbéhu MO se nemohou
vybirat tlohy béZné znamé, a uvazime-li, Ze olympiada se
konala ve §kolnim roce 1967-68 uz po sedmnacté, snadno
pochoplme, ze UV MO se setkdva s nemalymi pot1zem1
pii ziskavani novych originalnich uloh pro soutéz, nebot
tematika (stfedoskolské ucivo) je pomérné dosti omezend.

Na svém podzimnim zaseddni v roce 1965 se proto
UV MO rozhodl pozadat Jednotu eskoslovenskych mate-
matikii a fyziki jako spoluporadatelku matematické olym-
piady o vyhlaSeni konkursu na navrhy uloh pro MO.
Konkurs byl Jednotou schvalen a vyhlasen v dubnu 1966
v Casopise Matematika ve Skole.

Konkurs ma nésledujici podminky. Text a feSeni kazdé
ulohy je tfeba zaslat napsané na listu formatu A4, vidy
origindl a jeden opis. Za kazdou piijarou ulohu je vypla-
cena odména ve vysi 50,— Kd&s v kategoriich 4, Ba C
a 30,— K¢s v kategorii D. Pfi recenzi se pfihliii k pﬁvod—
nosti lohy a odména muZe byt popiipad¢ zvysena, napi.
dlohy pro mezindrodni MO jsou odmenovany Castkou
80,— Ks. Ulohy, které nepro;dou uspé$né konkursnim
fizenim, se autorim vraceji. Pfijat¢ ulohy jsou zarazeny
do archivu UV MO, ktery vyplacemm odmeny autorovi
ziskdva dispozi¢ni privo, zejména pravo upravit text
ulohy i autorské feseni a pouzit lohy pro ucely MO podle
vlastni ivahy. Autor samoziejmé na sebe bere zdvazek, Ze
pfijatou tdlohu utaji, aby prubéh olympiddy nebyl na-
rusen.

Ulohy ziskané konkursem fesili uéastnici MO jiz v XVI.
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roéniku. Pfi sestavovdni XVII. roéniku se téméf vy-
hradné¢ pouZilo uloh, které byly zasliny do konkursu.
K feSeni bylo predloZeno celkem 52 tloh, pfiCemZ 47
jich pochdzelo z konkursu. VSechny Ctyfi tlohy, které
byly navrzeny Ceskoslovenskem pro X. MMO v Moskvé,
byly také ziskdny konkursem.

"~ K 30. ¢ervnu 1968 doslo celkem 432 tloh od 60 autord,
recenze byla ukoncena u 304 tloh, z nichZ 186 bylo pfi-
jato.
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PRILOHA A

PORADI USPESNYCH RESITELU II. KOLA
V KATEGORIICH B A C

(Neni-li uvedeno jinak, jednd se o SVVS a o tfidu
odpovidajici prislusné kategorii)

Praha - mésto

B. Tomas Masek, Miroslav VIéek, Petr Hadrava
a Michal ToSovsky — vSichni W. Piecka 2, Praha 2;
Vladimir Lisy, Nad Turbovou, Praha 5; Zdenék Pod-
hradsky a Karel Prochazka, W. Piecka 2, Praha 2; Anna
SlaviCkovd, Arabskd 682, Praha 6; Jifi Rakosnik, Pod
Taborem, Praha 9; Helena Husovd, 9c, ZDS, Uhelny trh,
Praha 1

C. Marek Boguszak, Svatopluk Poljak, Miroslav
Richter, Ondfej Matous, Miloslav Handl, Vojtéch Hanzal
a Petr Ostatek — vSichni W. Piecka 2, Praha 2; Miroslav
Hradil, ul. Leninova 33, Praha 6; Martin Kasik, Nad
Stolou 1, Praha 7; Vladimir Sima, W. Piecka 2, Praha 2

Stiedocesky kraj
B. Viclav Subrta, Nymburk; Milo§ Potmésil, Kolin;
Vlastislav Podlena, Pribram; Jaroslava Dubova, Radotin;
Eva Dvorakova, Kolin; Kamil Zidek, Brandys nad Labem
C. Jifi Knobloch, Rakovnik; Vladimir Kotlar, Beroun;
Petr KofiSek, Benesov; Jiri Lettl, Beroun

Fihocesky kraj
B. Petr Musil, Tabor; Vojtéch Ruzi¢ka, Ceské Budé-
jovice; Jaroslav Kulif, Strakonice; Josef Marousek,
Tabor; Emanuel Kiimmel, Ceské Budgjovice; Jan
Batik, SPS stroj. Strakonice; Jaroslav TravniCek, Strako-
nice; Miroslav Lexa, Tébor; Zdenék Masicek, Dacice
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C. FrantiSek Vichta a Petr Novak, Tébor; Jan Kovar,
Trhové Sviny; Pavel Samec, Strakonice; Jan Sabata,
Ceské Bud¢jovice

Zdpadocesky kraj

B. Karel Nejdl, J. Fucika, Plzeni; Emanuel Makrlik,
Susice .

C. Jifi Benda, SPSE Plzei; Jaroslav Sokol, ul. Pionyr,
Plzen; Vladimir Junger, Rudolf Svarc a Tomd$ Fort,
vSichni J. Fucika, Plzen

Severocesky kraj

B. Milo§ Mazinek a Milo$ Zahradnik, Tanvald; Jan
Polék, Jablonec nad Nisou; Viclav Bahnik a Tomas
Kemmler, Liberec

C. Jareslav Klima a Ivan Guluskin, Liberec; Jifi
Skrovny, SPS stroj. Liberec; Dagmar Jelenové, Tanvald;
Vaclav Urban a Lubomir Zampr, Liberec; Jan Polacek
Ceska Lipa

Vychodocesky kraj

B. Jifi Kopfiva, Broumov; Ales Holubaf, Chotébor;
Jiti Kouba, Vysoké Myto; Stanislav Mrzena, Novy
Bydzov; Pavel Jirman, Vrchlabi; Josef VI¢ek, Chrudim;
Vidclav Kadlec, Pardubice; Antonin Mike$, Rychnov nad
Knéznou; Mojmir Brodsky, Hradec Kralové a Jaroslav
Dusek, LedeC¢ nad Sazavou

C. Jan Barto$, Hofice v Podkrkonosi; Zdenék Jelinek,
Pardubice ; Pavel Schill, Hradec Kralové ; Pavel Hiblbauer,
Chotebor, Véra Moravcova, Rychnov nad KnéZnou;
Vladimir Nyvlt, Jilemnice; Milo§ Reho$ek, Hradec
Kralové; Doubravka Konickovd, Novy Bydzov; Vladimir
Capek, Hradec Krélové a Jaromir Dohnilek, Jaroméf
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Jihomoravsky kraj

B. Vladimir Prokes, Konévova, Brno; Michael Banzet,
Ivancice; Michael PaleCek, Konévova, Brno; Pavel
Pokorny, Stanislava Sykorova, Jaromir Pavlis a Hana
Cagasova, Krenova, Brno, Zdena NeSporova, Jan Simek
a Zdenék Smrz, Konévova, Brno

C. Jaroslav Daniel, Moravské Budéjovice; Igor Kade-
ravek, ul. Lerchova, Brno; Zden¢k Kovaf a Jaroslav
Kucera, Krienova, Brno; Stanislav Mastny, Trtebic;
FrantiSek Josefik a FrantiSek RySavy, Uhersky Brod;
Milan Pantiek a Véra SimecCkovd, Krenovd, Brno;
Stanislav Prochdzka, Gottwaldov; FrantiSek Urbanek
a Karel Zelnicek, Elgartova, Brno

Severomoravsky kraj

B. Jifi Srajer, Opava; Milan Varkocek, Havifov; Bieti-
slav Hlavica a Ale$ Pospisil, ul. Smeralova, Ostrava 1;
Jifi Kotsch, Stanislav Némelek a Jaroslav Rlchtgr,
Sumperk; Bohuslav Rychtar, Bilovec a Pavel Suk, SPSS
Unicov

C. Véra Novotnd, ul. Jifiho z Podébrad, Olomouc;
Radomir Poneza a Martin Coufal, Karvina 1

Zdpadoslovensky kraj

B. Juraj Dubay, Radko Mesiar, Karol Krupa, Ivan
Hrmo, Martin Ferrary, Pavol Cernek, Juraj Safaiik
a Ludovit Niepel — vSichni Novohradska, Bratislava;
Karol Safafik, ZDS Kogickd, Bratislava; Juraj Breza,
Vazovova, Bratlslava

C. Vladimir Cerny, Stefan Plesko, Novohradska,
Bratislava; Jan Franct, ZDS Kosicka, Bratislava; Angela
Leltmanova, Livia Hoferkova, Novohradska, Bratlslava,
Peter Vrabcek, Malacky; Daniela Kalinova, Novohradska,
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Bratislava; Juraj Lispuch, Vazovova, Bratislava; Slavomir
Kontri$ a Michal Gregu$, Novohradska, Bratislava

Stitedoslovensky kraj

B. Peter Mach, Ruzomberok a Anton Flesko, SPS
stroj. Brezno

C. Eva Ilavska a Peter Ivan, Martin; Pavel Bartos,
Prievidza a Marian Pivar¢i, Martin

Vychodoslovensky kraj

B. Vladimir Munka, Srobarova, Kosice; Jozef Ondas,
Tarasa SevCenku, PreSov; Jan Seman, Poprad

C. Mirko Hornak, Kovadéska, Kosice ; Ondrej Mathelig,
Michalovce
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Tabulka ¢. 2
Prehled poltu ucastnikii I. kola podle kraju v kategorii D*)

5 Kategorie D
P | Zpte | g | Zu
Praha — mésto 964 400 690 285
Stredocesky 618 312 : 451 ‘ 229
Jihocesky 611 - 335 A360- i ~—1;3777
Zapadocesky 360 180 207 91
Severocesky 565 | 310 -310 —M159
Vychodocesky 785 362 631 260
Jihomoravsky __; ;};7 N 7;17A . ;6—; 7 __;2_0 _
Severomoravsky M_88_7_ B 7376_ N 5;9_ : “"22”9”'
Zapadoslovensky 1 O3é I ;1?7 77856; - 43: :
Stredoslovensky 1 ;4: 73?; ' *;#0:51- | 5;£
Vychodoslovensky 682 30;— 307 o 1 471“_ —
Celkem 940—6“ 4524 6 065 2 888

*) P = celkovy pocet lastnikti; U = pocet uspéinych fesiteli
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Tabulka ¢. 4
Piehled poltu ucastnikii I11. kola podle krajii v kategorii D* )

Kategorie D
Kraj P Z toho U Z toho

divek divek
Praha-mésto 614 229 370 142
Stredocesky 376 N _1 90 N 271 131
Jihocesky 327 169 66 26
Zépadocesky 194 84 89 38
Severocesky 265 143 131 - 58
Vychodocesky 491 216 380 163—~
Jihomoravsky 557 241 o 197 70
Severomoravsky 378 140 151 40_
Zéapadoslovensky 808 403 298 135
Stredoslovensky 620 285 146 52
Vychodoslovensky 251 111 92 38
Celkem 4881 2211 2191 893

*) P = celkovy potet uastnikii; U = polet usp&nych fesiteli
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PRILOHA B

Poradi vitéz a uspé$nych fesitelt III. kola kategorie A
XVII. ro¢. MO

Vitézové
1. Bohus Sivdk, 2. r. SVS, Zvolen
2. Tomas Masek 2.r. SVVS W. Piecka, Praha 2
3. Tomas Markvart, 3.r. SVVS W. Piecka, Praha 2
4. Libor Poldk, 3. r. SVVS Konevova, Brno
5. ¥i¥i Demel, 3. r. SVVS, Valasske Mezifici
6. firi Vmarek 2.r. SVVS,W Piecka, Praha 2
7. Michal Kaukzc, 3.r. SVS Néimestovo
8. (Martin Bukovian, SVS Novohradska ul., Bratislava
az {]ozef Komornik, SVS, Hohc
Viadimir M uller, 3.r. SVVS Arabska, Praha 6
11 Miloslav Tousek, 3. r. SVVS, Arabska, Praha 6
12. Pavel Balek, 3. 1. SVVS, W. P1ecka, Praha 2
13. Ladislav ]ezek 4.r. SPS el., Leninova, Brno
14. a3 15. Jan Masek, 3. r. W. P1ecka, Praha 2
Peter Nagy, 3. 1. SVS, Bansk4 Bystrica
16. Pavel Polcar, 3. 1. SVVS, Velke Mezirici
17. FrantiSek Pohl, 3. r. SVVS dr. Smerala, Ostrava I

Uspesm fesitelé

Juraj Cerndk, 3. r. SVS, Turé. Teplice

Fan Pachl, 3. r. SVVS, W Piecka, Praha 2

Pavel szek 3.r. SVVS, Radotin

Maridn Dénés, 9. r. ZDS, Kosickd, Bratislava

Ondiej K¥ivdnek, 3. r. W. Piecka, Praha 2

Pavel Hofman, 3. r. SVVS, Teplice, ul. Cs. dobrovolcti
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Il. PFipravné dGlohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Je déna funkce proménné x

x4+ 1 2x% — 3x2 + «x
1+|x+1]+x+2;+|x—a|~x° M
Urcete parametr a tak, aby graf dané funkce lezel v jednot-
kovém kruhu se stfedem v pocatku souradnic.

y=2

RESENT. Je-lix + 1 < Onebolix < —1,jelx + 1|=
= —x—1, jmenovatel prvniho zlomku je roven nule
a funkce (1) neni pro tato x definoviana. Obdobné je-li
x —a = 0 neboli x = a, je |[x — a| = x — a, jmenovatel
druhého zlomku je roven nule a funkce (1) neni pro tato x
definovana. Defini¢ni obor funkce (1) je tedy otevieny
interval

—1 <x <a, (2)
pfiCemz ovSem musi byt a > —1.
Pro vSechna x z intervalu (2) plati x + 1 > 0, tj.
x + 1 =x+4+1 a zdrovenn x —a <0, tj. |x — a| =
= a — x. Funkci (1) 1ze vyjadfit rovnici (po tpravé)

_ X+l 220 —3a f x
x + 1 a— x ?

neboli
—3x2 {—x

y=x*—x+1 + 3)
Polynom x* — x + 1 je v intervalu (2) omezeny; proto
musi byt omezeny v intervalu (2) i zlomek ve funkci (3).
Z toho plyne, Ze rovnice

% —3x24+x=0 (4)

a—X
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musi mit kofen x = a, nebot jinak by nabyval tento zlo-
mek pro x < a libovolné velkych hodnot a graf funkce
by nebyl omezeny. Za parametr ¢ muZeme tedy zvolit
jediné néktery z kofenu rovnice (4). Tuto rovnici upra-
vime na tvar

x(2x* — 3x + 1) = 0,
jez ma kofeny a, = 0, a, = 1, a; = ; .

Prvni kofen dava funkci

«y=2x— x° (4"
definovanou v intervalu —1 < x < 0. Zbézny nacrtek
ukaze, ze graf funkce (4) nelezi v jednotkovém kruhu;

skuteCné tomuto grafu nalezi napf. bod [~ ;, - Z] i
ktery nelezi v jednotkovém kruhu. Je totiz

1\? 5\> 29 _
(A

Kofen a, = 1 ddva funkci

2
y=x2—x+1+xngi—;3-3;+rl':x2—x+l+
gl—x)(l— 2x)
.{-x l_x b
neboli
y=1—2x (4"

Grafem této funkce je oblouk paraboly, ktery nalezi
jednotkovému kruhu. Plati totiz pro —1 < x < 1 stéle
y>0ay <1,t.y% <y.

ProtoZe podle (4”) x* + y = 1, plati x>  y* < x*> { y =
= 1, ¢imZ je tvrzeni dokdzano.
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Y y | .
Tteti kofen a, = 2 dava funkci

2x%(x — 1) (x - %)

Ly
2

y=x*—x+1+

neboli
y=—x*+x+4+1

. . . 1
Tato funkce je nyni definovana vintervalu —1 < x < X

Ihned je vSak vidét, Ze graf této funkce nelezi v jednotko-

vém kruhu, nebot napft. pro x = % je y = % -1
Graf funkce (1) tedy lezi v jednotkovém kruhu jediné
proa = 1.

2. Mnozina M sa sklada z n prvkov 1, 2, ..., n. Utvorte
kombindcie k-tej triedy z prvkov mnoZiny M. Scitajte
Cisla, ktoré vytvaraju kombindcie k-tej triedy. Utvorte sa-
Cet vSetkych takto ziskanych sultov a oznalte ho ;.
Urcite vzorec
a) pre Si;

b) presucet S = S, + S, + ... + S,.

RIESENIE. a) Uvodom je vhodné si uvedomit, e
sucet S, modZeme dostat aj sCitanim vSetkych Cisel 1 vy-
skytujucich sa v kombinaciach k-tej triedy z prvkov mno-
ziny M, vsetkych Cisel 2, atd., aZ vSetkych Cisel n vysky-
tujl';wcich sa v kombindciach k-tej triedy z prvkov mnoZi-
ny M.

Najskor zistime, kolkokrat sa v kombindcidch k-tej
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triedy prvkov z mnoziny M vyskytuje lubovolny prvok m
z mnoziny M (1 =< m < n, m celé). To urobime takto:
Predpokladajme, Ze mame tvorit kombindcie k-tej triedy
z prvkov mnoziny M (teda z n prvkov), ktoré obsahuju
prvok m. Dostaneme ich tak, Ze ku kaZdej kombindcii
(k—1)-tej triedy z mnoZiny prvkov 1,2, ...,m — 1,
m -+ 1, ...,n (Cize z n — 1 prvkov) priradime prvok m.
Kombindcii k-tej triedy z prvkov mnoZiny M, ktoré
obsahuja prvok m, je teda C;_,(n—1). Z toho vyplyva, Ze
sucet vsetkych prvkov m vyskytujucich sa v kombindciach
k-tej triedy prvkov z mnoziny M je m.Cy (n+— 1).
Teraz uz sucet Sy lahko zistime.

Sk =1. Ck_l(n - 1) + 2. Ck,l(n — 1) + e +

+(n—=1).Coaln—1)+n.Cpy(n—1)=

=0 4+2+..+n.Ciyn—1),

skadial podla znamych vzorcov

nnt+1) m—1
s="0 R (0 00): ()
b) Je
Z Sy =8, + S + oo + St + Sy
k=1
a podla (1) preto plati

Z S, — n(n 1) (n — l) n(nﬁﬁi) (n T 1) .

o = [
+(”Tl) 2 6]
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Ak si uvedomime, Ze plati rovnost

1 w1 (n—1 _n—l
201 = (14 1) '—( . )+( 1 )+...+
n—1 n—1
o) )

z Sy =2"2%.n(n+ 1).
k=1

dostaneme

3. V roviné je dano pét bodu, z nichZ Zadné tfi nelezi
v primce. DokaZte, Ze aspon jeden z trojuhelnikil jimi
urenych ma vnitfni thel « = 108°.

RESENI. V dané roviné zvolme libovolnou pfimku p
a vedme s ni rovnobézky danymi body. Lze nalézt pas
roviny obsahujici pét danych bodd, jehoz hranice maji
smér (p) a kazd4 z nich obsahuje aspoii jeden z danych bo-
dt. BudiZ % jedna z obou hranic, A ten z danych bodu,
ktery na ni leZi (obr. 1). Bod 4 spojime polopfimkami AX
se viemi danymi body ; v§ecky tyto polopfimky lezi v jed-
né poloroviné s hranici 2. Mezi v§emi Ctyfmi polopfim-
kami AX lze vybrat dvé tak, Ze duty thel jimi uréeny
obsahuje obé zbyvajici (Z4dné tfi z danych bodu totiZ
nelezi v primce). Tyto polopfimky jsou na obr. 1 ozna-
Ceny AB, AE (B, E jsou dva z danych péti bodu); zby-
vajici dané¢ body C, D lezi uvnitf uhlu <t BAE.

Nyni rozlisime dvé moZnosti:
1. aspon jeden z bodt C, D lezi v poloroviné BEA;
2. oba body C, D leZi v poloroviné opaéné k BEA.
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Pripad 1 (obr. 2). Protoze Zadné tii z bodu 4, B, C, D, E
nejsou kolinearni, leZi napf. bod C uvnitt A ABE.
Protoze

< ACB 4 < BCE + < ECA ="360°,
ma aspon jeden z téchto tfi uhla velikost vétsi nebo rov-
nou 120°; plati tedy napt.
< ACB = 120° > 108°
a véta je v pripadé 1 dokazana.

Ptipad 2. Obsahuje-li A BEC bod D nebo A BED
bod C, uzijeme téhoz postupu jako v pfipadé 1 a dosta-
neme tvrzeni véty.

Zbyva tedy ptfipad, kdy ani bod D nenélezi trojuhel-
niku BEC, ani bod C trojuhelniku BED. Dokazeme, Ze
pak bod D nenélezi thlu vrcholovému k <. BCE. Pii-
pustime, Ze by tato situace nastala (obr. 3); pak by pfimka
CD prochazela thlem <& BCE a protala by useCku BE
v jejim vnitfnim bodé X. Pak by bod C naleZel tiseéce DX,
tj. trojuhelniku BED, coZ je spor.
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Protoze bod D naleZi poloroviné BEC, nalezi bud uhlu
<X CBE, nebo <t CEB; necht nalezi D napt. uhlu <cCBE

Obr. 2~

(oviem nikoli trojuhelniku BEC); viz obr. 4. Pak sjedno-
ceni trojuhelnikt BEC, CED je konvexni Ctyfuhelnik, jak
se snadno dokaZe pomoci tsecky YZ (viz obr. 4). Stejné
se dokaZe, Ze sjednoceni trojuhelniku ABE a ¢tyftuhelniku
BEDC je konvexni pétithelnik; ctyfuhelnik BEDC lezi
totiZ v thlu <t BAF.

Obr. 4 B8 E
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ProtoZe soulet velikosti vnitfnich uhld konvexniho
pétiuhelnika je 3. 180° = 540°, ma aspon jeden z téchto
uhla velikost « = 108°,

4. Vysky Stvorstena ABCD se pretinaji v tom istom
bode (CiZe Stvorsten ABCD je ortocentricky) prave vtedy,
ked pre dizky jeho hran platia rovnosti

AB?* 4+ CD* = AC? + BD* = AD?* + BC2. (1)
Dokazte.

RIESENIE. a) Najskdér odvodime pomocnii vetu P:
Nech je dany trojuholnik PQR. Potom mnozina M vset-
kych bodov X roviny POR, pre ktoré plati

PX? + QR*> = QX*+ PR? (2)
je priamka predchadzajuca vrcholom R a kolmd na priam-
ku PQ.

Pri dékaze pomocnej vety P pouzijeme metddu surad-
nic. Stradnicovu ststavu zvolime tak, ako ukazuje obr. 5.
Suradnice bodov zapiSeme takto: P =][0;0], O =
=[;0] (z > 0), R =[r;s], X = [x;y]. Rovnost (2) je

y Lk
R
X
X
P Q
Obr. 5
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vyjadrena pomocou suradnic v tvare

R4+ r—)2+st=x—0)2+y2+1r2+s%(3)
Po jednoduchej uprave dostaneme

X =i (4)

Z toho vyplyva: Kazdy bod X mnoZiny M leZi na priamke
urcenej rovnicou (4). Je to priamka & kolma na priamku
PQ a prechiadzajuca bodom R. Obritene: suradnice
kazdého bodu X priamky 4 vyhovuju rovnici (4), teda aj
rovnici (3). Pre bod X plati teda rovnost (2) a bod X patri
preto do mnoziny M.

Tym je veta P dokdzana.

Obr. 6

b) Nech je ABCD ortocentricky S$tvorsten. Vysky
V4, Vg, V¢ tohto Stvorstena sa premietaju pri pravouhlom
premietani do roviny ABC ako vy$ky trojuholnika ABC,
vySka v, sa premieta ako ortocentrum V (priese¢nik
vy$ok) trojuholnika ABC. Podla pomocnej vety P je
(pozri obr. 6):

AV? + BC?* = BV? 4 AC?,
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skadial
(AV? + VD? + BC? = (BV? + VD?* + AC?

AD? + BC? = BD? 4 AC2 (5)
Podobne dostaneme aj ostatné rovnosti vztahu (1).
Nech obrétene platia pre Stvorsten ABCD rovnosti (1).
Potom plati tieZ rovnost (5). Oznaéme M pitu vysky v;.
Potom je
AD? = AM? + MD?, ~ BD?> = BM* + MD> (6)
Ak dosadime do rovnosti (5) zo vztahu (6), po uprave do-
staneme

Cize

AM? + BC?* = BM? + AC>
Podla pomocnej vety P je bod M bodom vysky trojuhol-
nika ABC vedenej bodom C. Pouzitim ostatnych rovnosti
vztahu (1) podobne dokaZeme, Ze bod M je tieZ bodom
ostatnych dvoch vysok trojuholnika ABC. Jeteda M =V
a vySky v, vp, v¢ pretinaji vysku v,. Zdmenou pismen,
vzhladom na to, Ze oznacenie vrcholov Stvorstena nie je
podstatné, dostaneme, Ze kazdé tri vysky stvorstena A BCD
pretinaja jeho zostdvajucu vysku.
Stvorsten ABCD je teda ortocentricky.

2. KATEGORIE B

1. Jsou-li koeficienty kvadratické rovnice
ax>? +bx +¢c=0, a+#0 (1)
licha ¢isla, nemad tato rovnice raciondlni kofeny; dokazte.

RESENI. Ptipustime, e rovnice (1) ma racionilni

kofen —(p, g celd nesoudélnd, ¢ # 0). Dosadime-li

x = 2 do (1) a vynasobime Cislem ¢?, dostaneme
ap® + bpg + cg* = 0. ©)
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Prvni dva cleny (2) jsou délitelné Cislem p; protoZe p, ¢
(i p, g% jsou ¢isla nesoudélnd, je p délitel Cisla c. Protoze
je ¢ liché, je i p liché. Obdobné dokdZeme z (2), Ze ¢ je
délitel Cisla a, a Ze g tudiz je liché Cislo.

Jezto a, b, ¢, p, ¢ jsou Cisla licha, jsou vSecky tii Cleny
na levé strané (2) cisla lichd a jejich soucet nemiiZze byt
roven nule. Tim je spor nalezen.

2. Vysetrite a naclrtnite mnozinu vSetkych bodov
v rovine, ktorych pravouhlé suradnice x, y vyhovuju ne-
rovnostiam

1<l + 3 — lx—yl| < 2.

RIESENIE. Pouzijeme vztah |a| = | —al, ktory plati
pre kazdé redlne Cislo a. Vypoclitame hodnotu vyrazu
medzi znakmi nerovnosti pri dosadeni:

a) —y miesto y,

b) —x miesto x,

C) y miesto x a x miesto y,

d) —y miesto x a —x miesto y.

Dostaneme

a) llx + (=) — lx — (=) = llx — 3| — lx + 3I| =
= [lx + y[ — |Ix — yl|,
b) |[—x +yl — [—x —yl[ =[x —y| — Ix +y|| =
=[x+ — [x — vl
) lly +=xl —ly — =l =llx + 3 — lx — 3,
d) =y + (=) — |—y — (=)= [|—( + ) —
— lx =yl = llx + 3/ — lx — 3.
Dané nerovnosti sa teda nezmenia, ak namiesto bodu
[x, ¥] vezmeme Iubovolny z bodov [x, —y], [—x, ¥],
[y, x], [—y, —x] CiZe grafické zndzornenie hladanej mno-
ziny bude sumerné podla sdradnicovych osi a podla
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priamok y = x,y = —x (simernost podla priamky y =
= —x sme vSak dokazovat ani nemuseli, pretoze vyplyva
z predchadzajucich troch simernosti). Staci preto najst tu
Cast hladanej mnoziny, ktora lezi v uhle velikosti 45° vy-
jadrenom nerovnostami

0=y=x (1)
Pri tejto podmienke dostanti dané nerovnosti tvar

lslx+y—(@F—y) =2
1=y =2,

SEy=1 @

Mnozina bodov, ktoré sucasne vyhovuju nerovnostiam
(1) a (2) je znazornena na obr. 7. Zo spommane] samer-
nosti vyplyva, Ze graﬁckym znazornenim celej hladanej
mnoziny je vySrafovand Cast roviny na obr. 8.

y

3. Jsou dana dvé kladna
Cisla m, s apravy uhel <t ABC -
tak, Ze plati AB = 2m.

R Sestrojte  rovnoramenny
//‘% / trojihelnik AXY se zaklad-

== . < nou AY tak, aby mél obvod
2s, aby vrchol X lezel na po-

i i
| |

5 — X loptimce AB a vrchol Y na
z 1 poloptimce BC.

Nl

Obr. 7 RESENT. Je-li A AXY fe-

$enim tulohy, vznikne situace

zndzornénd na obr. 9. Oznalime Z stied strany AY, T
patu kolmice spusténé z bodu Z na pfimku AB; déle
oznalime AZ — YZ = x, AX = z. ProtoZe ZT je stfedni

42



pficka trojuhelnika ABY, plati

AT=BT=—;»AB=m. (1)
Usetka XZ je vyska rovnoramenného trojthelniku AXY;
proto je <L AZX pravy a trojuhelnik AXZ pravouhly
s pfeponou AX.

mm
i

Obr. 8

Sestrojime /. AXZ na zakladé vypocltu: vypolteme
délky jeho stran x, 2. Podle textu ulohy plati

x4+ z=s5. (2)
Podle Eukleidovy véty o odvésné je vzhledem k (1)
x% = ma. (3)
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Z rovnic (2), (3) vylou¢ime z; dostaneme
x% + mx = ms,

m)? m
(=+2) = (i),
neboli (protoie x> 0,x |+ ;n > 0, Vm (% + s) > r;z)

ct
Y

neboli

X ﬂf//////g. \

v

z
Obr. 9

Podle vzorcu (4), (2) uré¢ime délky x, z.
Z pravouhlych trojuhelnikd AXZ, AZT plynou ne-
rovnosti:

x < z, m < X. (5)
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Vzhledem k (2) dostaneme z prvni nerovnosti (5)

s
x < > (6)
a spojenim (6) s druhou nerovnosti (5) vyjde
s
m < 2" (7

Dokdzeme: plati-li (7), spltiuji délky x, 2 vypoctené podle
vzorcu (4), (2) vSecky nerovnosti (5), (6).

Nepiimy dikaz: Kdyby platilo m = x, bylo by ; m =

=x 4+ r;z Po dosazeni z (4) a po umocnéni bychom

dostali Z m* = —}1 m* + ms, tj. 2m ='s, COZ odporuje

nerovnosti (7). Kdyby platilo x = - bylo by x + =

= > g_n} Po dosazeni z (4) a po umocnéni bychom

dostali ﬁ+ms —+ — Ca tj >3 CoZ
S 4 +4’ ) m—2,

opét odporuje nerovnosu (7). Dokazah jsme tedy, Ze plati
(6) i druha nerovnost (5); z (2) pak plyne x < 2, coZ je
prvni nerovnost (5).

Z vypoctenych délek x, z sestrojime pravouhly troj-
uhelnik 4 XZ tak, aby vrchol X leZel na polopfimce 4B
a vrchol Z v poloroviné ABC; to je mozné, nebot plati
x < 2. Obricenim postupu odvodime z rovnosti (4)
rovnost (3); odtud vyplyva, ze AT = m. Doplnime-li
trojahelnik AXZ na rovnoramenny trojuhelnik AXY,
lezi vzhledem k (1) bod Y na polopfimce BC.

Podminkou feSitelnosti lohy je tedy nerovnost (7);
je-1i tloha fesitelna, ma jediné feSeni.
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4. Je dan kvadr ABCDA'B’'C’'D’ o hraniach délek
AB = a, AD = b, AA" = ¢. Na hrané BB’ urlete bod,
jehoZz vzdalenosti od hran 4’'D’, CD maji soudet a) co
nejmensi, b) co nejvétsi. Oba tyto extrémni soulty vy-
jadfete pomoci délek a, b, c.

D' c'
|
|
AI \\' ‘; Bl
T~
|~
[ ~edX
| "
¢ | ‘\A
| i c
b,”
s
A a B

Obr. 10

RESENI. Situaci znizorfiuje obr. 10., vzdalenosti
bodu X hrany BB’ od hran A'D’, CD jsou délky usecek
A'X, CX. Rozvineme-li Cast plasté (stény ABB'A’,
BCC’'B’) do roviny podle obr. 11, plyne z trojuhelnikové
nerovnosti, Ze pro vSecky body X hrany BB’ plati

AX+ CX =AM+ CM, (1)
kde M je prusecik useCek BB’, A'C. Podle (1) je tedy M
bod s nejmensim soultem vzdilenosti 4'X, CX. Daile
plati pfi oznaleni z obr. 12 podle trojuhelnikové nerov-
nosti:

AY+ YX> A'X,YB + BC> YC= YX + XC.
2)
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Po secteni nerovnosti (2) a po upravé dostaneme
AB +BC=A4AY+ YB'+BC> AX + XC. (3)

Y g i
/
- 2 c
=, \
\‘_\" \ \\ .
c S \\
N\
K '\i\
™
A a B b C
Obr. 11
Al a - 8/ b C"
\
~ \
= \
\
c X\
M \
\
//////// \
—
A Q B C
Obr. 12

Podle (3) mé tedy bod B’ nejvétsi soucet vzdalenosti A’ X,
CXze vsech bodu tsecky B’ M. Obdobné ma bod B nejvétsi
soulet vzdalenosti A’X, CX ze vSech bodi useCky BM.

Zbyva tedy porovnat A'B’ 4+ B'C a A'B + BC.
V situaci na obr. 11 a 12. je a > b; sestrojime-li rovnobé&z-
nik CB’A’'Q, lezi bod Q uvnitf useCky AB (plati totiz
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AB'BC =~ NA'AQ). Z trojuhelnikové nerovnosti pro
NA'QBvyjde A'Q + OB > A'Baodtud 4'Q + OB +
+ BC > A'B + BC, neboli A'Q 4+ QC > A'B + BC
neboli z rovnobézniku CB’A'Q

B'C+ A'B"> A'B + BC.
Bod B’ ma tedy vétsi soulet vzdilenosti A'X, CX nez
bod B. Tento extrémni soucet vzdélenosti je

A'B' + B'C=a+ |[b®+ ¢ (4)
Soucet A'M ++ MC = A'C je zfejmé
A'C=](a+ b2+ (5)

Jestlize a = b, je patrné A'B’ + B'C = A'B + BC =
—a+ Jat + &

Odpovéd: Bod M ma minimalni soucet vzdalenosti dany
vzorcem (5). Maximdlni soulet vzdélenosti ma bod
B'(B), jestlize a = b (b = a). Tento soucet je dan for-
muli (4) nebo formuli, kterou z ni dostaneme vyménou
pismen a, b.

3. KATEGORIE C

1. Pismenem N oznalime prirozené Cislo, jehoZ zapis
v desitkové soustavé obsahuje tfi jednicky, z nich jednu
na pocatku, druhou na konci. Ostatni cifry zdpisu jsou
jen nuly.

Urcete vSecka tisiciciferna Cisla N, kterd jsou délitelna
sedmi.

RESENI. Kazdé z Cisel N lze napsat ve tvaru

10* + (10% + 1), €))
kde 7, k jsou pfirozena Cisla, n > k. Napf. Cislo N =
= 10010 001 1ze napsat ve tvaru N = 107 4 (10*4- 1).

Pocitejme zbytky =z po déleni sedmi u Cisel 107 a 10% + 1
a zapiSme je do tabulek:
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Z tabulek a ze zpusobu jejich sestrojeni je zfejmé, Ze se
zbytky po Sesti mistech opakuji. Tato opakovani jsou dina
poradim zbytka

3,2,6,4,5, 1 pro 10"

4,3,0,5,6,2pro 10 4 1.

Ma-li byt cislo N tisiciciferné, musi byt 7z = 999,
k < 999. V tabulce (I) je pro n = 999 zbytek z = 6,
nebot 999 = 166 . 6 + 3, tj. 2 pro n = 999 je totéz jako
pro n = 3. Ma-li byt Cislo 10%° 4 10* 4 1 délitelné
sedmi, musi zbytek po déleni ¢isla 10¥ 4 1 sedmi byt
roven 7 — 6 = 1. ProtoZe se vsak v tabulce (II) zbytek 1
vubec nevyskytuje, je tloha nefeSitelna.

a

Resitelnd varianta

Pro Sestisetcifernd Cisla N dostaneme 7z = 599, v tabulce
(I) 2 = 5. V tabulce (II) musi byt z = 2, tj. Cislo £ + 1 je
nasobkem Sesti neboli 2 = 6 — 1. Za & muZeme volit
postupné vsecka Cisla

5,11, 17, 23, ..., 593.

Napf. nejvétsi z téchto Cisel N = 10°%° + 10 4 1.

2. Rieste sustavu rovnic s neznamymi x, y

ax + |yl =1, (1)
x+y=a,

kde a je parameter. Prevedte diskusiu riesitelnosti vzhla-
dom na parameter a.

RIESENIE. Rozoznivajme dva pripady: a) y = 0,
b) y = 0. V pripade a) m4 sustava (1) tvar

ax +y=1, 2
x+y=a.
Odcitanim druhej rovnice sustavy (2) od prvej rovnice
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dostaneme
(@a—Dx=1-—a. (3)

Ak je a # 1, ma rovnica (3) jediné rieSenie x = —1.
Z druhej rovnice sustavy (2) potom dostaneme y =
= a + 1. Dvojica (—1, a + 1) je rieSenim sustavy (1)
prave vtedy, kedjea + 1 = 0 ¢ize a = —1.

Ak je a = 1, ma ststava (2) nekone¢ne mnoho rieseni,
a to vietky dvojice (x, 1 — x). Sustave (1) z nich vSak
vyhovuju len tie, pre ktoré x = 1.

V pripade b) ma sustava (1) tvar

ax —y=1, (4)
x+y=a.
Sc¢itanim rovnic ststavy (4) dostaneme
(a+ Dx=a+ 1. (5)

Ak je a # —1, ma rovnica (5) jediné rieSenie x = 1.
Z druhej rovnice sustavy (4) vypolitame y = a — 1.
Dvojica (1, a — 1) je vSak rieSenim sustavy (1) prdve
vtedy, kedjea — 1 <0 lize a < 1.

Ak je a = —1, md ststava (4) za rie$enia vSetky dvojice
(x, —1 —x), ktoré vSak vyhovuju sustave (1) len pre
—1 —x =<0¢z%ex = —1.

Zhrnutie znazornime na Ciselnej osi (obr. 13).

jediné riesenie dve riesenia jediné riesenie
(1;a—1) (1;a—1)a(—1;a+1) (—=1;a+1)
1 | .
] L
-1 1
a= —1 a=1
nekonecne mnoho rieseni nekonecne mnoho rieSeni
(x; —1—x) kde x = —1 (x; 1 —x kdex =1
Obr. 13

3. Je din cCtverec ABCD, bod X probihd vnitfek
useCky BC, bod Y nélezi usece CD aje XY | AX.
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Urcete vSecky body X, pro které plati
< BAX < < XAY < <2 YAD.

Y
D c
, N

Obr. 14

RESENT (obr. 14). Stranu &tverce ABCD zvolime za
jednotku délky. Vsecky tfi vySetfované uhly jsou ostré,
muzZeme je porovnat pomoci tangent. Oznacime-li BX =
= x, plati CX = 1 — x; protoze

A ABX oo A XCY  (un)
(plati totiz < BAX = 90° — < AXB — < CXY), plati

CY = x(1 — x). (1)
Z trojuhelniku XCY dostaneme podle Pythagorovy véty
XY=010—x))1+2 2)
a dale
DY=1—x(1—x)=x>—x+ 1. 3)
Mimoto plati podle Pythagorovy véty pro A ABX
AX =1 + &2 (4)
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' Plati tedy podle (2), (3), (4):

(11— x)], 1+ a2
tg X BAX=x, t XAY = =1—x
g g <~ Tt >
tg <X YAD = x> — x + 1. 5)
Jestlize tg <t BAX <tg <t XAY, pak x <1 — x ¢ili
x < -;— a obrdcené. Jestlize tg <t XAY < tg <¢ YAD,
pak 1 — x < x® — x + 1 neboli x2 > 0 a obricené.
Dokazovany vztah plati tedy pravé pro vSecky body X,
které lezi mezi vrcholem B a stfedem M strany BC.

4. Je dan obdélnik ABCD, jehoZ strany maji délky
AB = a, BC = b, a > b. Urcete bod U leZici mezi body
C, D abod V mezi body B, C tak, aby trojahelniky ABV,
AUV, ADU mély obsahy sobé rovné.

a) Vypoctéte délky CU, CV pomoci a, b.

b) Sestrojte body , V'U.

D a-x Uu «x c
y
b V
b-y
A a B
Obr. 15

RESENT (obr. 15).
a) Ozna¢me CU = x, CV = y. Pak pro obsahy A
trojuhelnika plati

AABV = Jalb—3), AADU= Jba—x. (1
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Pétivhelnik ABVUD ma obsah

P =ab — % xy. (2)
Podle podminek ulohy je vzhledem k (1), (2)
1 1 1
b —3) = 3 ab— <, )
1 1 1
> bla — x) = 3 ab — 6 (4)

Odeétenim rovnic (3), (4) dostaneme
ay = bx. 5)
Rovnici (3) znasobime Cislem 6a a dosadime za ay z (5):
3a%h — 3abx = 2a%h — bx?,
neboli (po kraceni Cislem b)
x2— 3ax + a® = 0. (6)
Rovnici (6) fesime doplnénim na dvojmoc dvojclenu

2
(=2 = Sars

2 4
odtud B
345
x=—"a
Protoze musi byt x < a, vyhovuje jediny kofen
% = 3;21/45 .a=0,382a < a. 7
Z (5) dostavame
y= 3—?2-]-/§ b 03825 <b. (8)

Obriceni postupu ukazuje, Ze body U, V, pro néZz plati

54



CU = x, CV =y, kde x, vy jsou diny vzorci (7), (8)
spliiujici skutecné podminky ulohy.
b) Konstrukci usecky délky x ukazuje obr. 16.
Uloha m4 pro kazdé a, b jediné feSeni.

4. KATEGORIA D

1. DokdZte, Ze plati

1 1 1 1
(1 + 737)-(1 + 8)'(1 + 15)- -(1 +o i) <2
pre vsetky prirodzené n > 1.

~ RIESENIE. Premenny Cinitel vy3etrovaného sicinu s
je
1 R? k>
T e 1 1" =D&+ 1)
Sudin s moZno teda napisat v tvare

22 32 42 n?
§ = S

1.32.43.5 " nm—1n+1)
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28,32 .4, ...n°
T2 e =12+ 1)
Stadial po skrateni dostaneme

1 n
S=2n.;l'"+'1‘: 2.n_*:1‘<

S

2.

2. Prislavnosti sedi u kulatého stolu 6 hochu H,, H,, ...
..., Hg a 6 divek D,, D,, ..., Dg, rozmisténych tak, Ze
vedle sebe sedi stfidavé vzdy chlapec a divka (obr. 17).

Obr. 17

Pred koncem slavnosti odesli 2 chlapci a 2 divky. Pfitom
obé mista, ktera uvolnili chlapci, oddéluji obé mista
uvolnéna dévcaty. (Napf. mohli odejit H,, H;, D,, D,
ale nemohli odejit H,, H;, D4, Dy.)

Zjistéte, kolika zpusoby lze vybrat takovou dvojici
chlapct a dvojici dévcat.
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RESENI. Prozkoumime systematicky viechny mo¥né
pripady:

a) Mista uvolnéna chlapci jsou H,, H, nebo H,, H,
nebo H,, H, nebo H,, H; nebo H;, H; nebo Hg, H,. Pro
kazdou tuto dvojici chlapcii 1ze vybrat 5 = 5. 1 vhodnych
dvojic dévcat, tj. celkem 6.5 = 30 moZnosti.

b) Mista uvolnéna chlapci jsou H,, H; nebo H,, H,
nebo H,, H; nebo H,y Hy nebo H;, H, nebo Hy, H,. Pro
kazdou tuto dvojici chlapct lze vybrat 8 = 4. 2 vhod-
nych dvojic dévcat, tj. celkem 6 . 8 = 48 moZnosti.

c) Mista uvolnéna chlapci jsou H,, H, nebo H,, Hy
nebo H,, H. Pro kazdou tuto dvojici hochu lze vybrat
9 = 3.3 vhodnych dvojic dévlat, tj. 3.9 = 27 moz-
nosti.

Vsech mozZnych pfipadu je tedy 105 = 30 -+ 48 4 27.

3. Trojuholnik ABC m4i velkosti vnutornych uhlov
o = 45° f = 60°.
a) Vyjadrite dizky stran b, ¢ pomocou dizky strany a.
b) Vyjadrite pomer dlZok vSetkych troch vySok trojuhol-
nika ABC.

RIESENIE. a) Pre treti vnatorny uhol yplati y =
= 180° — (« + ff) = 180° — 105° = 75°. Pre dizky strén
teda plati

a<b<ec (1)

Oznaéme D pitu vy$ky na stranu ¢, E bod strany AB,
pre ktory plati BE = BC = a (obr. 18). Trojuholnik
BCE je potom rovnostranny. Je teda

CD = ; al3. (2)
Trojuholnik ACD je rovnoramenny so zakladiiou AC =
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= b. Je preto

b=CD.]|2. (3)
Dosadenim zo vztahu (2) do (3) dostaneme
b— % al/6. @)

Obr. 18

Okrem toho je AB = AD + BD = CD + BD (ize
podla vztahu (2)

c=;w@+g=ga+w) )

Vztahy (3) a (5) ddvaju rieSenie ulohy a).
b) Pre vy$ku v, plati podla (2)

vf:;avg. )

Obsah P trojuholnika ABC je dany podla vztahov (2"),
(5) vzorcom
1

P = —cov,

5 (1+13). —; al3 tize

__1_.a
202
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P=20+]3. (6)

Zo vztahu (6) vypocitame v, a s pouZzitim vztahu (4) aj v,:

va=—2§=%(3+]/-3_), (7)
=2 =2 (2 +V5). ®)

Zo vztahov (2), (7), (8) vyplyva
veivpiv, = (34 13): (2 + 1/6): 2)/3.
Numericky je priblizne: v,: v,: v, = 4,73 : 3,86 : 3,46.

4. V trojuhelniku ABC
jsou téZnice ¢, a 1, navza-
jem kolmé. Dile je dana
délka téZnice ¢, a polomér
r opsané kruZnice.

Sestrojte tento trojuhel-
nik a provedte diskusi fe-
Sitelnosti.

RESENI. Rozbor (obr.
19). Vime, z2e CS =1,
X ATB = 90°. KruZnice
opsana A\ ABCmastied O
a polomér r. Z pravouhlé- -
ho A ABT plyne ST = 4 +t S It 8
=S4 = SB (S je stfed
useCky AB), tedy AB = Obr. 19

1 2

t. Odtud konstrukece:
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1. Zvolime polohu tsecky AB = —g— ¢ a sestrojime jeji

stfed S.

2. Vjedné z polorovin vytatych pfimkou 4B sestrojime
bod O tak, aby bylo O4 = OB = r.

3. Sestrojime kruznice ¢ = (S, ) a k = (O, r).

4. Spole¢ny bod kruznic ¢, £ ozna¢me C.

5. Sestrojime A ABC.

Zkouska spravnosti konstrukce. Je jasné, Ze kruZnice
opsand sestrojenému trojuhelniku ma polomér r. Oznacme

T tézisté A ABC, pak ST = ; t. Protoze podle kon-
strukce AB = § t, plati SA = SB= ST. Bod T lezi

proto na Thaletové kruZznici nad prumérem AB, tedy je
<L ATB = 90°. Téinice AT, BT jsou tedy navzajem
kolmé.

Diskuse. Bod 2 z konstrukce je moZno provést, pravé
kdyz ‘

1

3 L ()

Bod 4: spole¢ny bod C kruznic ¢ = (S, 1), & = (0, r)
existuje tehdy a jen tehdy, plati-li

r—1 <SO<r+ut

Dosadime sem SO = ]/r? - (

upravé dostaneme

N

r

2
;z) (viz obr. 20); po
5
9 l. (2)

1\,

r
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Vztahy (1) a (2) plati souCasné pravé tehdy, jestlize

Protoze spole¢ny bod C kruznic ¢, £ nikdy nepadne na
piimku AB, mozno provést bod 5.

Podminka fesitelnosti tedy je

L

t — 9
Snadno vySetfime, Ze feSeni jsou dvé (symetrickd podle
primky o), pouze v pfipadé r = ot je TeSeni jen jedno

(rovnoramenny trojuhelnik s hlavnim vrcholem C).
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I1l. Stitazné dGlohy I. kola

1. KATEGORIA A

1. Je dana tGsecka AB. MnoZina bodov M je definovand
takto:

a) obsahuje body 4, B;
b) ak obsahuje X, Y, obsahuje aj bod Z usetky XY, pre
ktory plati YZ = 3. XZ.

Dokazte, Ze kazda tGsecka leZiaca v useCke AB obsahuje
aspoii jeden bod mnoZiny M.

RIESENIE. Z vlastnosti a) a b) je zrejmé, e mnoZina M
obsahuje vietky mnoziny My, M, M,, ..., M,, ... tychto
vlastnosti:

M, obsahuje len body 4, B.

M, obsahuje okrem bodov A4, B také body C, D, pre

ktoré plati: AC = DB = }1 AB, CD = ; AB.

M, vytvorime rovnakym spdsobom z uselieck AC, DB,
CD a patri do nej desat bodov.

Z M, vytvorime analogicky mnozinu M;, z nej M,, atd.

Dlzka tse¢ky s koncovymi bodmi z M, je AB. Naj-
dlhsia z Gseciek s koncovymi bodmi z M, ktord neobsahuje

iné body z tejto mnoZiny, ma dizku CD = —; AB. Naj-
dlhsia z useliek s koncovymi bodmi z M,, ktord nema
inych bodov z M,, ma dizku %CD = %& AB. Matema-

tickou indukciou I'ahko dokiZeme, Ze najdlhsia z useciek,
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ktora ma s mnozinou M, spolo¢né len koncové body,
ma dlzku AB

Nech je teraz dand tsecka PQ s dizkou d < 1 leZiaca
v useCke AB. Predpokladajme, $¢ PQ neobsahuje Ziadny
bod mnoZiny M. Zvolme 7 tak, aby platilo

21 . AB < d. (1)

Ked?e PQ podla predpokladu neobsahuje Ziaden bod
mnoZiny M, neobsahuje ani Ziaden bod mnoZiny M,,
ktord je Castou mnoZiny M. To znamend, Ze kazdy bod
mnoZiny M, patri bud useCke AP alebo useCke BQ
(obr. 21).

Obr. 21

Nech je X bod mnoziny M,, najbliZsi k bodu P a leZiaci
v tseCke AP, Y bod mnoZiny M, najbliz§i k bodu Q
a leziaci v useCke BQ. Body X, Y su teda dva susedné
body mnoziny M, a plati pre ne jednak

XY = »2151 AB , (2)
jednak
XY =d. 3)

Z nerovnosti (2), (3) na zaklade tranzmvnosn relacie
usporiadania dostaneme nerovnost d < +— . AB, ktord

je vSak v spore s nerovnostou (1).
Tym je tvrdenie dokazané.
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2. Dokazte, Zze vSechny nerovnosti
sinx = sin2x = sin3x = ... €))
plati jen pro Cisla tvaru x = k. =, kde & je celé Cislo.

RESENT. a) Pro viechna x = kmx, & celé, jsou viechny
nerovnosti ziejmé splnény.
Necht x je nyni &islo, které neni tvaru kr, k celé,
a necht x vyhovuje viem nerovnostem (1). Potom plati
podle (1) pro vSechna pfirozena »
sin (n 4+ 2) x = sin nx,
tj.
] sin(n 4+ 2)x —sinnx = 0
neboli po upravé podle vzorce pro rozdil sint
2sinxcos(n + 1)x = 0. 2)
b) DokdZeme, Ze pro kazdé 2z, 0 < 2z < m, existuji cela
Cisla my, = 2, my, = 2 tak, ze
cos myz > 0, cos myz < 0. ' 3)

Interval o o a % o
4 (Zz ’ Zz) (22 ? 22)
maji oba délku Z > 1 a kazdy z nich tedy obsahuje aspon

jedno prirozené Cislo: prvni z téchto Cisel oznalime m,
druhé m,. ProtoZe je — 1, je 3 > EaL > cl

' z 227 22227 2°
tj. my = 2, my = 2. Je tedy

5
§n<mlz<§7t,

~5~ < myz < _Z T
2 T 2 2 ]
takZe nerovnosti (3) jsou splnény.
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¢) Vratme se k nerovnosti (2). RozliSujeme dva pripady:

A. Je sin x > 0. Potom existuje ¢islo 2, 0 < 2 < =, tak,
7e x = 2 -+ 2mm, m celé. Necht m, je celé Cislo z nerov-
nosti (3), pro které je cos myz < 0. Potom je i cos myx < 0
a (2) neplati pro pfirozené n = m, — 1, coZ je spor.

B. Je sin x < 0. Potom existuje Cislo 2, 0 < 2 < m, tak,
7e x = —z + 2m =, m celé. Necht m, je celé Cislo z (3),
pro které cos m;z > 0. Potom je i cos m;x > 0 a (2) ne-
plati pro pfirozené n = m; — 1, coZ je opét spor.

Tim je dokdzano, Ze Zadné Cislo, které neni tvaru km,
k celé, neni feSenim.

Uvedené feSeni je feSeni autorské a je dosti umélé,
zejména v Cisti b), kde se dokazuji pomocné nerovnosti
(3). Resitelé Zaci by jisté dovedli nalézt feSeni mySlenkové
jednodussi, i kdyz treba delsi.

3. Vysetfte mnoZinu M vsech boda roviny komplex-
nich ¢isel, jez jsou obrazy komplexnich Cisel z spliuji-
cich nerovnosti:

1 < <alz, 1

z ‘
i + |2

kde a je kladné ¢&islo. Zjistéte, pro kterd Cisla a je mno-
zina M prazdna.
RESENT. Nerovnosti (1) uvedeme nisobenim kladnym
islem |z| (plati totiZ z # 0) na tvar
5 <z + |2*| <alsl ¢)
Dosadme z = x -+ yi (x, y redlnd); (2) nabude tvaru
Vo + 3% <I(x + 2 + 3% + pi <alx? + »?),
neboli (po umocnéni dvéma)
x2 +y2 < x2 +y2 + (x2 +y2)2 + 2x(x2 +y2) <
< a¥(x® + y?)% ®3)
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Levou nerovnost (3) délime kladnym dCislem x* - y2
(plati totiZz 2 + 0) a dostaneme

(x+12%+3y>> 1. (4)
Nerovnost (4) vyjadfuje vnéjsek V', kruZnice &, se sttedem
S: =[—1, 0] a polomérem r, = 1.
Také pravou nerovnost (4) délime kladnym Cislem x2--
-+ »?; po tpravé vyjde
1—a®>)x>+y)+2x+ 1 <0O. (5)
Pri vySetfovani nerovnosti (5) rozliS$ime tfi pfipady:
l.a>1; 2. a=1; 3. a<1. Jestlizea > 1nebo
a < 1, vyjadiuje rovnice pfislusna k nerovnosti (5) kruz-
nici k,, kterd protind osu x v bodech 4, B (4B je pramér),
jejichZ souradnice jsou kofeny rovnice
Q—a)x>*+2x+1=0, (6)

. 1 1
t]°A“l:_1_*4a:0]> B:fl:—l;a', 0]

Nerovnost (5) pak vyjadiuje v pfipadé 3 vnitfek V, kruz-
nice k, a v pfipadé 1 vnéjsek V; kruZnice k,.

Jestlize a = 1, vyjadfuje nerovnost (5) vnitfek P polo-
roviny s hranici x = — »;

Vysetfovand mnozina je prunik V, 0 V, nebo V, 0V,
nebo V, 0 P.

Zjistime jeSté, pro kterd a plati, Ze mnozina M je prazd-
na. To maZe nastat jen v pripadé 3 a to tehdy, padnou-li
oba body A, B na pramér kruZnice k,, omezeny body
[_25 0], [0, 0]-

Jestlizea < 1,pak 1 +a>1— a> 0,tj.
1 1

0>—142” "1T—a
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= —2.

—a

Z této nerovnosti plyne a = ; a naopak.

Vysledek. VySetfovand mnozina M je prizdna pravé

Stali tedy vySetfovat podminku — i

tehdy, kdyz plati 0 <a = % .

4. Je dan Ctyistén ABCD. Vysetite a popiSte mnoZinu
vSech pfimek x, které prochdzeji vrcholem D a maji tuto
vlastnost: rovnobézka s pfimkou x vedend vhodnym vrcho-
lem ctyfsténu ABCD protne jeho protéjsi sténu v jejim
vnitfnim bodé.

RESENI. Obr. 22 znazoriuje situaci v roving¢ ABC.

‘\X\\ A l 8
Obr. 22
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Ptimky AB, BC, CA déli rovinu ABC v sedm C(ésti;
jejich vnitfky jsou oznaleny podle obr. 22: @ je vnitiek
A ABCG, £, 2,, 24 jsou vnittky thlta vrcholovych k thlim
trojuhelnika ABC, I1,, I1,, II; jsou vnitiky zbyvajicich
tfi Casti (napf. I/, je prunik vnitfka polorovin ABC,
ACB a vnittku poloroviny opacné k BCA).

Mnozinu vSech primek DX, které maji poZadovanou
vlastnost, oznatme M. Do mnoZiny M nenéleZi Z4dna
z pifimek DX, kde X je bod nékteré z pfimek AB, BC,
CA, nebot tyto primky jsou rovnobézné s nékterou sténou
Ctyfsténu, a proto rovnobézka se Zadnou z nich vedeni
vrcholem Ctyfsténu neprotne protéjsi sténu v bodé jejiho
vnitrku.

Do M nenalezi z téhoZz duvodu Zadna pfimka procha-
zejici vrcholem D a rovnobézni s rovinou ABC.

Do mnoZiny M ndleZi vSak kazdd pfimka DX, kde
X €®. Zbyva zkoumat primky DX, kde X €, nebo
Xellii=1,2,3).

a) BudiZ nejprve X € 2,. Pak bod 4 je bodem vnitiku
A BCX, nebot pfimka AX protina vnitfek useCky BC
v bodé Y (obr. 23a). Pfimka DX obsahuje hranu DX
tetraedru BCXD. Rovina DXA protne tetraeder BCXD
v trojuhelniku X YD (obr. 23b). Rovnobézka s pfimkou
DX vedend bodem A protne stranu DY v bodé Z jejiho
vnitfku. Bod Z zfejmé naleZi vnitfku stény BCD a bod X
naleZi tedy mnoZziné M.

b) Budiz za druhé X € /7,. Pak Ize snadno dokazat, Ze
sjednoceni trojuhelniki BCA4, BCX je konvexni Ctyf-
uhelnik ABXC (obr. 24a) a ABXCD je tedy (konvexni)
jehlan Ctyrboky.

Kazda z rovin DXA, DXB, DXC protne tento jehlan
v trojuhelniku; na obr. 24b je trojuhelnik DXA. Rovno-
béZzka s pfimkou DX vedend bodem 4 je sty¢nou pfimkou
A DXA a nema s nim mimo vrchol 4 Zadny dalsi spo-
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le¢ny bod. Obdobné tomu je s pfimkami, které jsou rovno-
bézné s DX a prochazeji vrcholy B, C.
Zavér odst. b): Pfimka DX nenaleZi mnoZiné M.

\
N

| \

\\\\\\\\ |

8 A\ X

Obr. 24 b

Shrnuti: Mnozina M se sklada ze vSech pfimek DX,
kde X naleZi sjednoceni oblasti @, 2,, 2, a Q..
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2. KATEGORIE B

1. Péticiferné Cislo N, jehoZ zapis v desitkové soustavé
obsahuje jednu nulu a kondi Cislici 1, dava pfi déleni
Cislem 43 trojciferny podil a tfikrat za sebou se pfi algo-
ritmu déleni opakuje tyz zbytek. Urcete N.

RESENI{. Budi

N =10000x + 1000y + 100 2 + 10z + 1; (1)
zapis Cisla N v dekadické soustavé je

N = xyzt 1.
ProtoZe podil je trojciferny, zalindme pfi algoritmu délit
od prvniho trojlisli; je tedy
100x + 10y + 2 =43 a + r, (2)

kdel <a =9 (acelé)a 0 =r =42 (r celé).
Pokracujeme-li v algoritmu déleni, dostaneme podle textu
ulohy

10r +¢=43b +r, 3)
kde 0 < b = 9 (b celé). Pfi tfetim kroku vyjde
10r + 1 =43¢ + r, 4)

kde plati opét 0 = ¢ = 9. Odectenim rovnic (3), (4) do-
staneme
t—1=1430b—¢)
a odtud plyne (levé strana je ndsobek Cisla 43)
t=1, b=c. (5)
Vypi$me ndsobky Cisla 43:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

172 | 215 | 258 | 301 | 344 | 387 0

43 b 43 86 | 129

1711214 257 | 300 | 343 | 386 | —1

43b—1 42 | 85 | 128
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Podle rovnosti (3) a (5) je Cislo 436 — 1 ndsobkem deviti,
nebot
436 — 1 = 9r. (3"

Jezto 0 = b = 9, vyhleddvame v tfetim fadku tabulky
nasobky deviti; je to jediné Cislo 171 = 43 . 4 — 1. Plati
tedy podle (3")

b =4, r=19. (6)
Vypocteme nyni 43a + 19 = 100x + 10y 4 2 pro a =
=1,2,...,9; dostaneme tabulku

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

43a 43 | 86 | 129 | 172 | 215 | 258 | 301 | 344 | 387

43a+19 | 62 | 105 | 148 | 191 | 234 | 277 | 320 | 363 | 406

Cisla v tretim fadku (pocinaje ¢islem 105, nebot N je petl-
ciferné) urcuji cifry x, y, 2. Podmince o nule vyhovuji tii
&isla 105, 320, 406. Uloha m4 tedy tii feeni

N, =10511, N,=32011, N,;=40611.
O spréavnosti se pfesvéd¢ime zkouskou.

2, Ak su o, f, ¥ velkosti vnatornych uhlov Iubovol-
ného trojuholnika 4BC, potom plati

1
€OS o . COS f3.cCosy = g’
dokézte.

RIESENIE. Pre tupouhly alebo pravouhly trojuholnik
plati zrejme ostra nerovnost v danom vztahu, pretoZe
sulin na lavej strane je bud zaporny alebo nula.

UvaZujme preto dalej len o ostrouhlom trojuholniku.
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MboZeme predpokladat, Ze je

0° <y=p=a<90 (1)
V tomto pripade su vSetky Cisla cos o, cos f, cos y kladné
a mensSie neZ jedna. Specidlne mame

0 <cosy < 1.
Vieme, Ze pre Tubovolné «, $ plati

cos o . Cos § = % [cos (e« — ) —+ cos (o + B)].

Ak su «, f3, y velkosti vnutornych uhlov trojuholnika (t. j.
o+ f + y = 180°), plati cos (« + f) = — cos y. Teda
v trojuholniku plati

cos o . cos ff = }2 [cos (« — B) — cos ¥]. (2)

Zo vztahu (1) lahko usudime, Ze plati 0° = « — 8 < 90°,
teda 0 < cos (« — ) = 1. Z (2) potom vyplyva
cos o . cos f3 g%(l — COos ).

PretoZe cosy > 0, dostaneme stadial cos o« . cos 3. cos y=
1 171 1\*
= —_ 2 _ — — — —_
:2(c03y cos? y) 2[4 (cosy 2)]
Plati teda
€os o . cos 3. oS 9 <1_ ! cos y — 1y?
‘ A T ) A
a teda tym skor
cos. o . cos . cos y Sé
Tym je dand nerovnost dokdzand aj pre ostrouhly troj-

uholnik.
Rovnost modZe nastat len pre nejaky ostrouhly troj-
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uholnik, a to taky, pre ktory podla vztahu (3) musi byt
2

1 1 : |
5 (cos y — 5) =0,t.j.cos y = 5 Citey = 60°. Podla
vztahu (1) vSak potom v tomto trojuholniku musi byt
o = f = y = 60°. Rovnost nastane teda len pre rovno-
stranny trojuholnik. Tym je tloha vyrieSend.

3. Trojahelnik ABC ma tu vlastnost, Ze kruZnice pro-
chazejici stfedy jeho stran se dotyka kruZnice opsané.

DokaZte, Ze bod dotyku je jednim vrcholem trojahel-
nika ABC a Ze vnitfni thel pfi tomto vrcholu je pravy.

RESENT. - Stejnolehlost, ktera ma stfed v t&%isti T
trojuhelniku ABC a koeficient — ; ,» prevede vrcholy

trojuhelnika ve stfedy protéjSich stran; proto prevede
vy$ky trojihelniku (pfimky) v osy stran s nimi rovno-
béZné, pruselik vySek V ve stfed S kruZnice k opsané
trojuhelniku  ABC. Mimoto pfevede ovSem stied S
kruZnice & ve stfed S’ kruznice %', kterd prochazi stfedy
vSech tfi stran trojuhelniku 4BC.

Dokézeme, Zze S == T. Kdyby totiZ platilo S= T, pak
by platilo S = T = V, splynuly by osy stran a vysky,
trojuhelnik 4 BC by byl rovnostranny, kruZnice 2’ by byla
kruZnici jemu vepsanou a kruZnice k, 2" by nemély dotyk.

Protoze S =T, pak VT, VS a také §" =T,
8" =£ 8. Bod T oddélyje jak body V, S, tak body S’, S
a plati

1 1 L1 1
TS=, VT, TS=; VS, IS = , TS = L V5,
tj.

SS’:TS+TS’:; VS+éVS: ;VS. (1
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Je-li r polomér kruZnice %, je polomér kruZnice 2’ roven
%r ProtoZe dotyk kruZnic &, &’ je zfejmé vnitfni, pro-
cha21 kruZnice & bodem S, tj. podle (1) »1— r=388 =

5 V'S, neboli

r=VS.

Opsana kruznice & prochdzi tedy prusecikem vysek V.
Trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym uhlem pfi
vrcholu V' = C. Bodem V zfejmé prochazi také kruznice
k'; bod V je tedy bodem dotyku obou kruZnic %, &’ (viz
obr. 25).

Obr. 25

4. V prostoru jsou dany Ctyfi body 4,, 4, A3, Ay
které nelezi v roviné. Je-li X libovolny bod prostoru,
oznaéme X, patu kolmice spusténé z X na primku 4,4,,
X, patu kolmice z X na A,4;, X; patu kolmice z X na
A;A,, X, patu kolmice z X na A,4,.
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Dokazte, Ze mezi vSemi body X prostoru ma stfed
kulové plochy prochézejici body 4,, A,, As, A, tu vlast-
nost, ze soucet

(A:X0)* + (A2 X,)* + (AsX5)* + (A4X0)
je minimalni.
RESENT. Dokazme nejprve véu: Je-li X, pata kolmice
z X na 4,4,, plati (viz obr. 26 a, b, c, d, e).

X

I\\ A
A =X, A,

X
A, A,=X,
€=1 nebo €=-1 £=1
Obr. 26

(XA = 5 (A + 2 (ALK — (A,X)] +

1

Ty

(A1 X)? — (4. X)) (1
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Diikaz. Podle obr. 26 a, b, c, d, e plati totiz (i kdyz
X=X,
(A1X1)2 — (AlX)2 - (XX1)23
(A, X,)* = (4, X)* — (XX,)%
Vhodnymi upravami eliminujeme XX,;, 4,X; a A,X;;
nejprve dostaneme
(Ale)2 - (A2X1)2 - (AlX)2 - (AzX)2-
Diéle je pro ¢ = 1 anebo —1
Ay X, = [A1 4y — e4, X4, 1.
(4,X,)? = (4,4, — ¢A4,X,)>? takze
(A1 X1)? — (414, — 4, X1)? = (A1 X)? — (4. X)%
2¢A4,4,. A, X, — (4;,4,)? = (4, X)? — (4,X)>.
Odtud (4, # 4,)
1
(X0 = g g (X — (AX) + (AP,

(X0 = g (A1) + HAAP (ALK —

— (A X)7] + [(4,X)* — (4, X))

neboli po roznasobeni dostaneme vztah (1).
Obdobné plati

(Koo = 4 (Ao} + 5 [(AX) — (A,X)] +

1
4(A,A,

(XiA) = § (A + | [(AXF — (4] +

1 2 2712
+ 44,4, [(4,X)* — (4, X)*]

3 [(4,X)* — (4:X)*F
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SeCteme-li tyto rovnosti, dostaneme rovnost, kterou
oznacime (2):
(XlAl)2 + (XzAz)Z s (X3A3)2 + (X4A4)2 -

- éll ((414,)* + (A245)* + (4344 + (4,41)°] +
1

2 212 1 2
g (X7 AXFT 4 4 (40
— CAXPE g (X0 — (AT
1

+ X)) — (A X

x4,
Odtud ihned plyne, Ze je-li X stfed kulové plochy obsa-
hujici vSecky Ctyfi body A, Ay, Asy Ay je A X = A, X =
= A,X = A,X, tj. uvedeny soucet je roven prvnimu
¢lenu na pravé strané (2); pro kazdy jiny bod je soucet
vpravo veEtsi.

3. KATEGORIA C
1. Vysetrite a nadrtnite mnozinu vsetkych bodov v ro-
vine, ktorych pravouhlé suradnice vyhovuji nerovnosti
(x> — 13 +36 x)(x* — 17x* + 16) _ 0
(3" — 13" + 36y)(»* — 1792 + 16) =
RIESENIE. Hladant mnoZinu oznaéme pismenom M.
Citatela zlomku upravime na tvar
x(x? — 4)(x® — 9)(x® — 1)(x* — 16) =
=@+ +3)(x+2)(x + 1) x(x—1)(x—2)(x—3) (x—4).
Dosadenim y namiesto x dostaneme tvar menovatela.
Dana nerovnost je teda ekvivalentnd s nerovnostou

f(x)
}m =0, (1)
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kde f(x) = (x + 4)(x + 3)(x + 2)(x + )x(x — 1).

- (x — 2)(x — 3)(x — 4). Body priamok y =g (g=0,
j: 1, +2, +3, +4) do mnoZiny M zrejme nepatria, ale
body priamok x = p (p=0, 41, +2, +3, +4) okrem
bodov prv vylacenych do M patria, ako to vyplyva
priamo z tvaru (1).

Spominané priamky rozdelia rovinu na 100 obrazcov
(ohraniCenych 1 neohraniCenych), ktorych vnutra nazveme
oblastami a oznalime ich P, (a, 6 = 0, 1, 2, ..., 9) podla
schémy na obr. 27. Vezmime lubovolny bod [x, y] € Py,
Potom a je zrejme polet Cisel #» z mnoZiny N = { —4,
-3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4}, pre ktoré x —n <0 a b je
pocet ¢isel m z mnoZiny N, pre ktoré y — m < 0. Ak je

y
w9l Y Yol | o -
] ] [ " S ] n [0 "
> > x| x| x
/?90 PBO on P10 Poo y=4
For Py 1Py |1 y=3
y=2
) did
=0
y X
0 yut
y=2
y=-3
Rs s - s |Pos y=-4
POQ Ro |- P19 R
Obr. 27
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f(x)

a -+ b parne Cislo, je zrejme 25> 0 a ak a4 b je
fx) f)

neparne Cislo, je ) < 0. Z toho vyplyva, Ze M je

mnoZina bodov [x, y], ktoré su na obr. 28 vyznalené vy-
$rafovanim, priCom body vodorovnych hrani¢nych iar
do M nepatria a body zvislych hrani¢nych priamok okrem
priesenikov s vodorovnymi hrani¢nymi priamkami do
M patria.

2. Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC,
* jehoZ zdkladna m4 stfed D a délku 2.

a) Dokazte, Ze pro kazdy bod M vysky CD plati
' AM + BM + CM =1 + |/3. (1)

b) Sestrojte ten bod M vysky CD, pro ktery je soucet
AM + BM + CM nejmensi.

79



RESENT{.
a) Oznalme DM = x; pak CM = 1 — x a daile (viz
obr. 29)
AM+BM+CM =21 +x*+1—x (1)
C

X
A 1 D 1 B
Obr. 29

Vzhledem k (1) staci dokazat, Ze plati

1+ +1—x=1+4+)3 2
pro vsecka Cisla x, pronéz plati 0 =< x = 1. Z (2) plyne
AT+ z|3+= (22)
a po umocnéni
41+ x*) = 3 + 2x]/3— + x2 (2b)
neboli
3x2 — 2x|/3+1=0, (2c)
neboli
3 LY~ 3)
(- v§) ="

Nerovnost (3) plati pro kazdé x. Z ni plyne obricené
(2¢), z (2¢) plyne (2b), z (2b) plyne (2a) — nebot na obou
strandch (2a) jsou kladna ¢isla. Z nerovnosti (2a) plyne
(2) a vzhledem k (1") je tim dokdzdna nerovnost (1).

b) Jako nejmensi hodnota pro AM + BM + CM pfi-
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chazi podle (1) v vahu &slo 1 + |/3. Nastane-li tento
ptipad, pak v (3) plati vztah rovnosti, tj.
1

13"
V pripadé, Ze plati (4), je AM = l/l - 3 = 123 =

=2DM. Je tedy ¢ MAD =30°. Odtud plyne konstrukce
bodu M.

(4)

X —

3. Urcete délky stran vSech pravotihlych trojuhelniku,
které maji tyto vlastnosti:

a) délky stran v centimetrech jsou cela Cislas

b) obvod trojuhelniku v cm je roven obsahu troj-
uhelniku v cm?.

RESENI. Ozna¢me délky odvésen hledaného pravo-
uhlého trojuhelniku v centimetrech a, b a délku jeho pre-
pony v centimetrech ¢. Podle textu-ulohy (podminka b)

. ab=a-+ b+
)
1.
= ab—a—> (1)
=3 .
Rovnost (1) umocnime dvéma a dosadime podle Pytha-
gorovy véty ¢ = a® + b%; po Gpravé dostaneme
L a*?® -+ 2 ab — a*h — ab®> = 0,
tj.
ab(ab — 4a — 4b + 8) = 0.

Protoze a > 0, b > 0, dostaneme po déleni soucinem ab
ab — 4a — 4b |- 8 = 0,



1.

(a —4)(b — 4) =8. (2)
Kazdé z Cisel @ — 4, b — 4 je podle (2) délitelem cisla 8.
Sestavime tabulku:

a—4 1 B 2 4 8 | -1 | —2 | —4 | —8

boa| 8| a| 2| 1| 8| -a| 2| -1
a 5 6 8 12 3 2 0 ﬁ—;
b| 12 8 6 5 —4 0 2 34‘

B c| 13 | 10 10 13 - - - -

Uloha m4 tedy v podstaté dvé feSeni 5 cm, 12 cm, 13 cm,
a 6cm, 8cm, 10 cm.

Zkouskou se snadno presvédCime, Ze oba tyto trojuhel-
niky tloze vyhovuji.

JINE RESENI. Ulohu lze také fesit pomoci véty:
Jestlize a, b jsou délky odvésen a ¢ délka pfepony pravo-
uhlého trojuhelniku, pficem? a, b, ¢ jsou cela Cisla, potom
existuji takova prirozena Cisla k, m, n, m > n, ze plati

a = k(m* —n®), b=2kmn, c=k(m®+ n®).
Ziejmé plati i véta obracend.
Podle podminky b) v textu ulohy
% ab=a—+ b+ c

Po dosazeni dostavime
R2mn(m? — n®) = 2km(m + n).
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Cisla m, k, m -+ n nemohou byt rovna nule, a proto
kn(m — n) = 2.

Cisla k, n, m—n jsou pfirozens, tak%e z posledni rovnice

plynou tyto tfi moZnosti:

A k=1lL,n=1,m—n=2,t.a=8,b=6,c=10;

bk=1,n=2,m—n=1,tj.a=5b=12,c = 13;

QOk=2,n=1,m—n=1,t.a=6,b=8, c=10.

Resenim ulohy jsou tedy trojtihelniky o stranich 5 cm,

12cm, 13 cm a 6 cm, 8 cm, 10 cm.

D

C

Obr. 30

A B

4. Je dany $tvorec ABCD so stranou dizky 8 cm, ktory
je rozdeleny na spdsob Sachovnice na 16 zhodnych poli.
Zostrojte rovnostranny trojuholnik 4XY tak, aby vrchol
X lezal v rohovom poli pri vrchole B, vrchol Y v rohovom
poli pri vrchole D a aby dizka jeho strdn AX — XY —
= YA bola ¢o najvicsia.

RIESENIE (obr. 30). Nech je trojuholnik AXY taky
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rovnostranny trojuholnik, ktorého vrchol X lezi v roho-
vom poli pri vrchole B a vrchol Y v rohovom poli pri
vrchole D. Otocenie ¢ okolo stredu 4 o 60° v kladnom
zmysle prevedie bod X do bodu Y. Otocenie O prevedie
rohovy stvorec Qp (pozri obr. 30) do rohového Stvorca
Q 3. Bod Y patri do prieniku P’ Stvorca Q3 a rohového
Stvorca Q.

Prienik P’ je konvexny Stvoruholnik (na obr. 30 husto
vysrafovany), ktorého kazdy bod Y ddva jeden rovno-
stranny trojuholnik AXY. Prislusny vrchol X trojuhol-
nika AXY vznikne oto¢enim bodu Y okolo bodu A4
0 60° v zapornom zmysle a leZi teda v konvexnom $tvor-
uholniku P, ktory vznikne otoCenim P’ okolo 4 o 60°
v zdpornom zmysle.

Riesenie ulohy dostaneme, ak za vrchol Y zvolime ten
bod Stvoruholnika P’, pre ktory je vzdialenost 4 Y maxi-
malna. Je to zrejme jeho vrchol Y, (pozri obr. 30).

4. KATEGORIE D

1. Mirek dostal za domadci cvi¢eni znamou ulohu
o nadrzce a Ctyfech kohoutech, ale marné se snazil ji
roziedit. Uloha znéla:

Prvnim a druhym kohoutem nate¢e dohromady za
hodinu p hektolitr vody; druhym a tfetim natece za
hodinu o 30 hl vice. Tfetim a Ctvrtym natece za hodinu
dvakrat vice nez druhym a tfetim dohromady. Prvnim
a Ctvrtym kohoutem nateCe za hodinu o 20 hl vice nez
prvnim a druhym.

Kolik hl natee za hodinu kazdym kohoutem zvlast?
VyloZte, pro¢ Mirek nenasel feSeni tlohy.

RESENI{. Oznatime x, y, 2, ¢ polet hektolitrf, ktery
natece za hodinu po fadé prvnim, druhym, tretim a Ctvr-
tym kohoutem; déle ozna¢ime p pocet hektolitra, ktery
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nateCe za hodinu prvnim a druhym kohoutem dohro-
mady. Dostaneme soustavu rovnic

x+y=0p
z + t= 2(p + 30),
t +x=p+ 20.
Z prvnich dvou rovnic vylouc¢ime y odectenim; vyjde
x — 2z = —30. 2)

Z tfeti rovnice (1) a rovnice (2) vyplyva
x4+t = —30 4+ 2(p + 30),

x +t=2p + 30. 3)
Cisla x a ¢ musi spliiovat jak rovnici (3), tak i Ctvrtou
rovnici (1); to je mozné jen tak, Ze plati

2p + 30 = p + 20.
Odtud plyne p = —10, coZ je nemozné podle vyznamu
Cisla p (nemuze byt p < 0).

INE RIESENIE (bez pouzitia ststavy rovnic). Podla

textu ulohy plati:

(1) 1. a 2. kohutikom spolu natecie za 1 hodinu p hekto-
litrov vody,

(2) 2. a 3. kohutikom spolu nateCie za 1 hodinu p +
+ 30 hektolitrov vody,

(3) 3. a4. kohutikom spolu natecie za 1 hodinu 2(p + 30)
hektolitrov vody,

(4) 1. a 4. kohutikom spolu nateCie za 1 hodinu p +
-+ 20 hektolitrov vody.

Vsetkymi Styrmi kohtitikmi spolu natecie za 1 hodinu

(a) vzhladom na podmienky (1) a (3) p + 2(p + 30)
hektolitrov vody,

(b) vzhladom na podmienky (2) a (4) (p + 30) + (p +
+ 20) hektolitrov vody.

neboli
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Ak ma tloha rieSenie, potom musi teda platit

P +2(p + 30) = (p + 30) + (p + 20) Cize
3p + 60 = 2p | 50,
skadial vyplyva
p = —10.
Ulohe vsak médze vyhovovat len p > 0. Uloha teda nema
rieSenie.

2. Urcete Cisla a, b tak, aby pro kazdé libovolné zvolené
Cislo x platilo

a—b _ x — 2ab(b — a)
Wl;[a(x—a)+b(x_b)]—_a§1?b -
2
b—a’ (1)
RESENI. Zlomky v rovnosti (1) maji smysl, jestliZe
a+b+£0, (2a)
a—b+0. (2b)

Ob¢ strany rovnosti (1) vyndsobme vyrazem
(a + b) (a — b). Dostavame

(a — b)?. [a(x — a) + b(x — b)] = x(a — b) +

+ 2ab(a — b)? + 2(a + b).

Po dalsi apravé
(@a—b)?.[(a+b).x — (a+ b)*] = x(a — b) + 2(a + b).
Vyrazy s x pfevedeme na levou stranu, ostatni na pravou
stranu rovnosti

x.(a—0b).[(@a+ b)la—0b)— 1] =
—(@+b.[a—br.@+H+2. 3
Rovnost (3) bude splnéna pro kazdé x pravé tehdy, kdyz
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bude zaroven platit
(@+b).[(a+b)a—b)—1]=0, 4)
(a+b).[(a—b)2.(a+ b)+ 2] =0. (5)
Uvazime-li platnost vztahd (2a) a (2b), plyne ze (4)

a (5)
(a+b) .(a—b)=1, (4a)
(@ —b)2.(a+ b)=—2. (5a)
Dosadime-li (4a) do (5a), mame
a—b=—2, (6)
coz zase dosadime do (4a) a dostadvame
1
a+b=— 5 @)
Resenim soustavy rovnic (6) a (7) nalezneme
5 3

—y by

a =

Zkouska:

:—2x——léz,

tedy L = P pro kazdé x.
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3. Trojuholnik ABC je pravouhly s preponou AB, D
je bod vo vnutri odvesny AC.

a) Ak plati BD* = AD.CD, potom plati AD?* =
— AB* — 3BD? Dokazte.

b) Zistite, ¢i mozno vetu a) obratit.

RIESENIE. a) Nech bod D je vntatornym bodom od-
vesny AC pravouhlého trojuholnika 4BC s preponou AB
(obr. 31) a nech plati

BD? = AD . CD. (1)

Obr. 31

Podla Pythagorovej vety pre trojuholnik ABC plati

AB? = (AD 4 CD)* 4 BC® (2)
Podobne pre trojuholnik BCD plati
BD* = CD? + BC> 3)

Ak wupravime vztah (2), dostaneme AB?* = AD> -+
- 2AD . CD + (CD? + BC?. Ak dosadime do posled-
nej rovnosti za AD . CD podla vztahu (1) a za (CD? +

- BC®) podla vztahu (3), dostaneme AB?>= AD? +
|- 2BD?* 4 BD?, skadial uZz vyplyva AD? = AB* —

- 3BD? Tym je veta a) dokdzana.

b) Nech D je taky vnuatorny bod odvesny AC pravo-
uhlého trojuholnika ABC s preponou 4B, Ze pren plati
AD* = AB* — 3BD? ¢ize 3BD* = AB? — AD>.
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Z poslednej rovnosti po dosadeni za AB* zo vztahu (2)

vyplyva

3BD* = (AD + CD)* + BC* — AD?,

skadial po uprave

3BD* = 24D . CD + (CD? + BC?)

a vzhladom na vztah (3) z poslednej rovnosti dostaneme

BD?

= AD . CD.

Vetu a) je teda mozno obratit.

4. Je dan Ctverec, jehoZ strana ma délku 6 cm. Bod M
mé od dvou sousednich stran Ctverce vzdélenosti 15 mm

a 20 mm.
Sestrojte lomenou ¢aru prochdzejici bodem M, ktera se
D Y' 8, Y’ c
AN <
\ N\ .
NN N \
AN N
B \ \ \ \
NN N\ ‘
)6 N \ \ & \
A O\ .
\ \\ \ \ X//
N\ o \ —F
\ \ \ \
7 B \ N
M, K= M\ \ \, \\
N\ b \\ N, N
) NN WY
\ NN
\ L
N LAY N :
A M, X, X b, x B
Obr. 32
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skladd ze stfedt vSech tseCek XY navzijem rovnobéz-
nych, jejichZ krajni body leZi na obvodu daného Ctverce.
Vypoctéte jeji délku.

RESENI{. Sestrojme &tverec ABCD o strané 6 cm.
Necht bod M ma vzddlenost 20 mm od strany AB
a 15 mm od strany AD (viz obr. 32).

Bod M sam musi byt stfedem jedné takové usecky XY,
o nichZ mluvi text ulohy, a proto bod M musi byt vnitinim
bodem ¢tverce ABCD.

Nejdfive budeme fesit dilét wlohu:

Na obvodu ¢tverce ABCD sestrojte body X, Y, tak,
aby bod M byl stfedem usecky X, Y.

Jsou-li X, Y, takové body, potom

a) nelezi na téze strané ¢tverce ABCD, nebot bod M je
vaitfnim bodem ¢tverce ABCD;

b) neleZi na rovnobéinych stranidch ctverce ABCD,
nebot bod M neleZi ani na jedné ze stiednich pricek
Ctverce ABCD;

c) nelezi na straniach AB a BC, BC a CD, nebot M

je vnéj$im bodem trojthelniku ABC a trojuhelniku BCD.

Zbyvaji tedy dvé moZznosti: X,a Y, leZi po fad¢ na stra-
nich AB a AD nebo AD a’DC.

UvaZujme pfipad, Ze X, je bodem strany AB a Y, je
bodem strany AD. OznaCme M, patu kolmice spusténé
z bodu M na AB a M, patu kolmice spusténé z bodu M
na AD. Potom ziejmé X, je bodem useCky M,B a Y,
je bodem useCky M,D. Plati

AM XM AMMY, (1)

nebot oba trojuhelniky jsou pravouhlé, <& M, XM =
= XL MMY, a XM = MY,. Tudiz plati

M, X, = 15 mm, M, Y, = 20 mm. (2)
Vzhledem k tomu, Ze strana Ctverce ABCD ma délku
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6 cm, body X,, Y, spliiyjici podminky (2) leZi uvnitf
useCek M;B a M,D, tj. na obvodu Ctverce ABCD.

Jsou-li X a Y, body lezici po fad¢ na useckdch M,B,
M,D, piicemz spliiuji podminky (2), pak plati (1) a tudi
M je sttedem useCky X, Y.

Uvazujeme-li moznost, Ze X,, Y, lezi po fadé na stra-
nach AD, DC, potom stejnou uvahou, jakd byla pravé
uzita pro strany AB a AD se zjisti, ze takové body X,
a Y, na obvodu Ctverce ABCD neexistuji.

ReSenim dil¢i Glohy mame urlen smér uselek XY.

Vedme rovnobézky s useckou X,Y, vrcholy D a B.
OznaCme body D, a B, dle obrazku. Necht E je stfed
useCky DD, a F je stfed GseCky BB,. Hledana lomena Cara
je AEFC, nebot

1. AE je téinice A AD,D, tj. je mnoZinou stfedu
vSech useCek XY || D,D, jejichz krajni body lezi
na strané AD, a na strané¢ AD (dokaZe se z podob-
nosti A\ AD,Dco N AXY);

2. EF je stfedni pficka rovnobéZniku D,BB;D, a je
tedy ‘mnoZinou stfedit vSech usetek XY || DD,,
jejichZ krajni body leZi na strandch D,B a DB;;

3. FC je téZnice A BCB, a je tedy mnoZinou stied
vSech useCek XY || BB, jejichZ krajni body lezi na
stranach BC a B,C.

Zbyva urcit délku lomené ¢ary AEFC. Bod F lezi na
stfedni pricce ¢tverce ABCD, a proto FC = FB. Ctyi-
uhelnik D;BFE je rovnobéZnik, tj, FC = FB = ED,.
Trojuhelnik AD,D je pravouhly, E je stfed jeho pre-
pony, a proto DE — AE. Z predchozich uvah plyne, Ze

AE + FC = DD,.

Délku tsecky DD, wurfime pomoci podobnosti
A M XMoo A AD,D.
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Plati
DA

"MM,
Uzijeme-li Pythagorovy véty pro A M,X,M, dostavame,
ze MX, = 2,5cm, tj.
DD, = AE -+ FC = 7,5 cm.
Ctyfthelnik D,BFE je rovnobéznik, tj.
EF = D,B;

DD, = MX, — 3. MX,.

dale plati
D,B = AB — AD,.
Z podobnosti trojuhelnika M, X,M a AD,D plyne, Ze

AD, —1,5.°

o cm = 4,5 cm,

tj.
EF = 1,5 cm.
Délka lomené cary AEFC je (7,5 + 1,5) cm = 9 cm.
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IV. SoutéZni Glohy Il. kola

1. KATEGORIE A4

1. Jsou dana kladna Cisla ay, ay, ...,a, (n = 2). Najdéte
vSechna realna feseni soustavy

X1Xy = Ay XoX3 = Aoy «vvy Xp 1 Xy = Ap_1y XpXy = Qp. (1)

RESENI. Je-li xy,x,, ..., x, feSeni soustavy (1), jsou
vSecka Cisla x;, Xy, ..., X, rizna od nuly. RozfeSme sou-
stavu (1) pron = 2an = 3.

Pro n = 2 dostaneme soustavu x,X, = @y, XsX; = dy.
Tato soustava je feSitelna pravé tehdy, kdyz je

a) = ay; (2)

pak ma soustava (1) nekone¢né mnoho feseni.
Pro n = 3 dostaneme soustavu X;X, = dy, XyX3 = doy

a,a 143

- . .. a
X3%, = ay. Z ni vyjde xi = . Protoze je - > 0,

2 2
dostaneme dvé navzajem ruzna Cisla x, jako reSeni rovnice

) a,a v 12 X a
x? = "2, Ke kazdému x, vypolteme x, = ', X3 =
a, %
as : a,1a3 A
=0 Diéle x,x3 = P Soustava (1) md tedy pro

n = 3 pravé dvé reSeni.

Predchozi pokus ukazuje, Zze bude vhodné rozliSit »
sudé a n liché.

a) Je-li n Cislo sudé vétsi nez 2, plati

(120)(X3%4) + oov o (Xp1X) = (X0%X3)(XgX5). oov . (X,%1)5
po dosazeni z (1) dostaneme
a1a3 o see o a” 1 — a2d4 o see o a". (3)

Neni-li splnéna podminka (3), je soustava (1) nefeSitelna.
Plati-li (3), zvolime x, # 0 a z prvni aZ (n — 1). rovnice
(1) vypocteme postupné x,, Xs, ..., X,. Tim je zaruceno, Ze
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téchto n Cisel Xis Xps oois Xy spliyje prvmch n — 1 rovnic
(1); ovétime, Ze splnuu 1 posledni rovnici (1). Plati totiz
PP (x1x2)(x3x4) (xn 1xn) _ A3 ... Ap g (4)
w (xzxa) (xn 2% 1) @y ... Ayg
Podle (3) je prava strana (4) rovna a,. Tim je dokdzano:
plati-li (3), ma soustava (1) nekone¢né mnoho feSeni. To
plati i pro n = 2, kdy se podminka (3) redukuje na pod-
minku (2).
b) Je-li n liché ¢islo, vypocCteme

(xx0)(X3%)- - . (X%1) @@y ....ay, (5)

(x9%3). (4%5) « oot (X 1Xn)  @Qy . ee . Ay 4
Leva strana (5) je zfejmé rovna x3; prava strana je Cislo
kladné. Z rovnice

e a8y Ay (6)
oy v oee . Ay 4

vypolteme dvé ruzné hodnoty x,; z prvni az (n — 1).

rovnice (1) pak vypocteme k urcitému kofenu x, rovnice

(6) postupné x,, X, ... » X,. Tim je zaruceno, ze téchto

n Cisel X15 Xg5 205 X splfiuje prvnich » — 1 rovnic D)

ovéfime, Ze splnuu i posledni rovnici (1).

Vypolteme ;, . Plati

n

xl (x1x2)(ixﬁ4_) o siee e (xn 2Xn- 1) (7)
Xn (xzxg)(x4x5) : (xn— lxn)
G5 e oo < Cn

Prava strana (7) je rovna ~2_, cozje podle
N P Y
rovnice (6) rovno —*. Rovnice (7) mé tedy tvar
ﬂ

X1 x3 .
M
Xn a,
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a po déleni ¢islem x, (x, # 0) dostaneme x,x, = a,, COZ
je posledni rovnice (1).

Shrnuti. Pro n sudé je soustava (1) nefesitelnd, nepla-
ti-li podminka (3); plati-li (3), ma nekone¢né mnoho
feSeni. Pro n liché ma soustava (1) pravé dvé feseni.

2. Pre kazdé tri nezaporné Cisla x, y, 2 plati nerovnost
/

x(x — |32) 4+ y(v — V/x2) + 2(z — xy) = 05
dokéazte. V ktorych pripadoch nastane rovnost?
RIE§ENIE_. Pre kazdé dve nezdporné Cisla x, y zrejme
plati: 0 < (J/x — |/»)%, pri¢om rovnost nastane len pre
x = Y. Z tejto nerovnosti priamo vyplyva tzv. Cauchyho
nerovnost': V@ = X ;y , t. j. geometricky priemer ne-

zapornych Cisel je mensi alebo rovny ich aritmetickému
priemeru. S pouzitim Cauchyho nerovnosti dostaneme

x(x — |/32) + 3y — Vx2) + 2(z — |/xp) =
e R

2%(2x2—xy—xz—|—2y2—xy—yz+ 222 — xz —y2) =

= =P+ (v -2 20,

¢im je dana nerovnost dokdzana.

Rovnost v poslednej nerovnosti moZe zrejme nastat len
pre x =y = 2, kedy nastane rovnost aj v dokazovanej
nerovnosti.

Tym je tloha vyrieSena.

3. V prostoru jsou dany Ctyfi ruzné body A4, B, C, D.
a) Jestlize AC | BD, pak je AB? -+ CD* = BC*? +
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+ AD? a obricené: je-li AB®> + CD? = BC? + AD?,
pak je AC | BD.

b) Jestlize AC | BD a zaroven AD | BC, pak je
také AB | CD.

Dokazte.

N e b e

N
N
o
o
>

Obr. 33

RESENI. a) (Obr. 33.) Pfimkou AC vedeme rovinu o
rovnobéznou s pfimkou BD a oznalime B,, D, pruméty
boda B, D do roviny g; zfejmé BD || B,D,. Oznacime
BB, = DD, = v a v roviné p zavedme soustavu kartéz-
skych souradnic tak, aby polopfimka AC byla kladnou
poloosou x; pak jsou soufadnice bodu
A =[0;0], B, =[x;;0], C =I[x;0], Dy = [x35,].
Jestlize AC | BD, pak

xl - x3. (1)
Daile podle Pythagorovy véty (vzorce pro vzdalenost dvou
bodi)
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AB* + CD* = x3 +y§ + 04 (% —xy)® +y5 + 07 =
=xi + x5+ 25 + 1+ yi+ 207 — 2005 (2)
BC*+ AD?> = (%, — %2 + yi + v* 4+ x5 + 95 + 02 =
= x3 4+ x5 + x5 + ¥ + y5 + 20% — 2x3x,. 3)
Ob¢ rovnosti (2), (3) plati i v tom pfipadé, splyne-li né-
ktery z bodu B, D, s nékterym z bodu A, C nebo v pfi-
padé, ze v = 0.
Jestlize BD || B,D, | AC, pak x, = x3; z (2), (3) pak
plyne
AB? + CD? = BC? + AD?. (4)
Obracené, plati-li (4), pak podle (2), (3) xy(x; — x3) = 0.
Protoze x, # 0 (plati totiz A== C), pak x, = x;, tj.
BD || B,D, | AC.
b) Z ptfedpokladi plyne podle odst. a)jednak (4), jednak
(vyménou C, D) vztah
AB? 4 CD? = AC* 4 BD> 5)
Spojenim (4),(5) dostaneme AC?* + BD?* = BC?* 4 AD?
a opét podle odst. a) vztah AB | CD.

JINE RESENI. a) Plati-li o &tyfech rtznych bodech
A, B, C, D, z2e AC | BD, vedme pfimkou BD rovinu o
kolmou k pfimce AC. Ozna¢me P prusecik primky AC
s rovinou o. Zfejmé plati

AB? = AP? + BP2,

CD* = CP? + DP?
a obdobné

BC? = BP? + CP?,

AD? = AP? + DP2
Sectenim dostavdme ihned

AB?* + CD?* = BC? + AD>. (1)

Piedpoklddejme nyni, Ze o riznych bodech 4, B, C, D
plati (1). Ozna¢me P patu kolmice z bodu B na pfimku
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AC, Q patu kolmice z bodu D na pfimku AC. DokaZeme,
zZe P =Q.

Protote BC? — BP? + CP?% AB* = AP? + BP? je
BC?* — AB? = CP* — AP (2)
Obdobné ze vztaht CD? = CQ? + DQ? AD?> = AQ? +
+ DQ? dostavame
CD* — AD* = CQ* — AQ* (3)

BC? — AB? = CD? — AD?,
takze z (2) a (3)

CP? — AP = CQ* — AQ>. 4)
Na pfimce AC zavedme jednu soufadnici takto: bod A
bude pocatek se souradnici nula, bod C bude bod o sou-
fadnici 1. Oznacme p soufadnici bodu P, ¢ soufadnici
bodu Q. Plati tedy AP? = p2, AQ? = ¢*, CP? = (1 — p)?,
CQO? = (1 — q)% Ze (4) vyplyva, ze

I—pp—p=0—-¢*—¢"
neboli po upravé

Podle (1)

p=4q.

Plati tedy P == Q. To vSak znamend, 7e pfimka BD
lezi v roviné p vedené bodem P kolmo k pfimce AC.
Proto BD | AC.

b) Necht AC | BD a zaroveit AD | BC. Podle Casti
a) ’

a zaroven

AB? + CD?* = BC? -+ AD?
AB? + CD?* = AC? + BD>.
AC? + BD* = BC?* + AD?,
odkud podle a) vyplyva, Ze

AB | CD.
Tim je tloha rozieSena.

Proto také
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4. Je dany $tvorec ABCD so stranou dizky 8 cm. V jeho
vnutri je dany bod M, ktorého vzdialenosti od strin AB,
AD st v uvedenom poradi 2 cm a 4 cm. VySetrite mno-
zinu stredov vSetkych useciek, ktoré obsahuju bod M
a ktorych koncové body leZia na obvode $tvorca ABCD.
(Pouzite metédu stradnic.)

RIESENIE. Bod M spojime so vietkymi vrcholmi
Stvorca ABCD a urcime prieseCniky A’, B, C’, D' tychto
priamok s obvodom S§tvorca (obr. 34). Teraz budeme

D C
&
\ /
\ ’
\ /
\ /
\\ J/
/
\ D/l C/;/
Blk———— ——;rA
T~ \ / -
e \ /-
AR ///’/
R
~ , \ ~ o
P 72 ‘\ e
A [ D' B
Obr. 34

skumat usecky XY obsahujtice bod M, ktorych koncové
body X, Y st bodmi obvodu $tvorca ABCD, a ktoré
lezia vo dvojiciach vrcholovych uhlov:

a) <x CMD a X C'MD’;
b) <« DMB' a X D'MB;
c) <XBMA a <X BMA’;
d) xAMC’ a <X A'MC.
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V pripade a) je castou hladanej mnoZiny M stredov
useCiek XY usetka C"'D”, ktora je prienikom strednej
priecky A’B’ s uhlom <t CMD (obr. 34). V pripade c)
dostaneme jediny bod M ako Cast mnoZiny M.

Zostava vysetrit pfipady b) a d). Ak vySetrime Cast
mnoziny M v pripade b), budeme poznat aj jej Cast v pri-
pade d), pretoZe obe Casti si zrejme stiimerne zdruzené
podla osi usecky AB.

Cast mnoziny M v pripade b) vySetrime metédou su-
radnic. Za kladné polosi kartézskej suradnicovej sustavy
zvolime polpriamky AB (x) a AD (y). Potom je M =
= [4; 2]. Budeme vysetrovat analyticky mnozinu P stre-
dov vsetkych useciek XY, ktoré obsahuju bod M, a kto-
rych koncové body lezia na priamkach 4B, AD. Do
uvahy pritom zrejme neprichadzaja usecky rovno-
bezné s osami AB, AD, preto mdzeme skimat len usecky
leziace v priamkach

y—2=1x—4, (D

kde ¢ je parametr. Rovnica (1) vyjadruje potom [ubovolnu
priamku prechddzajucu bodom M a réznobeznu s osou
y (= AD). Priese¢niky priamky (1) so suradnicovymi
osami su

X:[4—-§-;O], Y =1[0;2 — 4z]. (@)

Je totiz ¢ # 0, pretoze podla predchadzajiceho je priamka

(1) roznobezna tieZ s osou x(=—= AB). Suradnice stredu Z
aseCky XY st podla (2)

x:2—-1, y=1-—2z 3)

VyluCenim parametra ¢ z rovnic (3) dostaneme
-2 —-1)=2 4
¢o je rovnica rovnoosej hyperboly s asymptotami x = 2,
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y = 1, ktora obsahuje body [0;0] i [4; 2] (obr. 35).
Obratenim postupu zistime, Ze kazdy bod hyperboly (4)
patri do mnoziny P. Cast mnoziny M v pripade b) je
prienik hyperboly (4), (resp. jej vetvy leZiacej v prvom
kvadrante) s vrcholovymi uhlami <« DMB’"a <¢ D'MB.

y=AD
1 |
0] |
|
|
|
|
|
|
|
B
——— i_ ________
|
A | x=AB
| .
|
Obr. 35

Lahko zistime, Ze hyperbola (4) sa dotyka v bode M
priamky BB’. Tato priamka m4 totiZ rovnicu x + 2y = 8.
Ak dosadime stadial za x do (4), po uprave vyjde
y>—4y + 4 =0 Cize (y — 2)>= 0. Priamka BB’ mi
teda s hyperbolou (4) jediny spolo¢ny bod M = [4; 2]
a nie je rovnobezna s asymptotou. Je to teda skuto¢ne do-
tyCnica hyperboly. Pretoze vdaka vys$Sie uvedenej sy-
metrii je tym vySetrend aj Cast mnoziny M, ktora lezi vo
vrcholovych uhloch ¢ AMC" a < A’MC (pripad d),
mozeme doplnit obr. 34 na ,,erb*, ktorého obvod je hla-
dand mnozina M (obr. 36).
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Obr. 36

2. KATEGORIE B

1. Na kruhové drize vyjeli z téhoZz mista A v témz oka-
mZiku v opac¢nych smyslech dva cyklisté. Pomalejsi, ktery
jel rychlosti 6 m/s, potkal druhého cyklistu v prvnim svém
okruhu dvakrat, v druhém okruhu tfikrat, v tfetim okruhu
zase dvakrat, pritom vZdycky mimo misto 4. Najdéte co
nejuzsi meze pro rychlost druhého cyklisty.

RESENT. Je-li 7, doba (méfena v sekundach od pocatku
jizdy), v které se oba cyklisté potkali po k-té, je
6[]‘; + L, = k. Sy (1)
kde s je délka kruhové drahy v metrech a o rychlost dru-
hého cyKklisty v m/s. Z (1) plyne
ks

=g ©)

ProtoZe Z je doba, za kterou projel pomalejsi cyklista
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jednou kruhovou drahu, pak podle textu tlohy

z2<—s~<z t-<2—s<t- z~<3~s<t 3)
6 31 b 6 65 7 6 8>
tj. vzhledem ke (2)
2 s _ 35 52 65
6+ v 6 6+v’6+uw 6 6+ 9’
T 35 _ 8 @
6+ v 6 6o

Z (4) dostaneme po upravé
6 <v <12, 9<ov<l12, 8 <o <10, tj.
9 < v < 10. Rychlost druhého cyklisty je mezi 9a 10 m/s.

2. Na kruznici % je danych » bodov, z ktorych Ziadne
dva nelezia na tom istom priemere. Potom moZzno viest
stredom kruznice k takd priamku p, Ze kazda z opacnych
polrovin s hranicou p obsahuje z danych bodov rovnaky
pocet. Dokazte.

RIESENIE. Oznaéme M mno%inu danych bodov,
S stred kruZnice k. Ku kazdému bodu X kruZnice k pri-
radime celé Cislo p(X) = m — m’, kde m je pocet bodov
mnoziny M, ktoré lezia v tej polrovine »+ (X) s hranic-
nou priamkou SX, ktord vznikne otocenim polpriamky
SX o uhly 0° az 180° v kladnom zmysle, 7’ je poet bodov
mnoziny M, ktoré leZia v polrovine »-(X) opacnej k pol-
rovine v +(X).

Cislo p(X) modZeme zrejme vyjadrit tieZ inym sposo-
bom: Oznatme M’ mnoZinu sumernu k mnoZine M
podla stredu S. MnoZina M’ sa sklad4 taktieZ z » bodov
leZiacich na kruZnici k. PretoZe Ziadne dva body z mno-
Ziny M neleZia na tom istom priemere, nemaji mnoziny M
a M’ ziadny spolo¢ny bod. Cislo p(X) je preto tieZ roz-
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dielom medzi po¢tom bodov z M a poctom bodov z M’
(v uvedenom poradi), ktoré lezia v polrovine » +(X).

Zvolme teraz na kruZnici k£ lubovolny bod O, ktory
nelezi ani v M, ani v M’. Ozna¢me O’ druhy priesecnik
priamky SO s kruZnicou k. Ak je p(O) = 0, ma priamka
SO hladanu vlastnost. Ak je p(O) > 0, potom

p(0") = —p(0) <0. (D
Nech teraz premenny bod X prebieha polkruznicu OO’
kruznice % v polrovine » *(O) z bodu O do bodu O'. Vy-
Setrime, ako sa meni Cislo p(X). Cislo p(X) je celé a ne-
meni sa vo vnutri takého obluka polkruZnice, ktory ne-
obsahuje Ziadny bod z M ani z M’. Ak pride bod X do
bodu 4 z mnoziny M, Cislo p(X) sa v bode A4 zvacsi
o jednu, po prejdeni bodom A sa opit zvacsi o jednu. Ak
pride bod X do bodu A4’ z mnoziny M’, Cislo p(X) sa
v bode A’ zmens$i o jednu, po prejdeni bodom A’ sa
zmens$i opit o jednu.
PretoZe zaciato¢na hodnota p(X) v bode O je p(O) > 0
a koncova hodnota je podla (1) —p(O) < 0, nadobuda
funkcia p(X) na polkruznici OO’ vSetky celé hodnoty
medzi Cislami p(O) a —p(0), teda tieZ hodnotu O (resp.
i niekolkokrat). Ak je p(X,) = 0, je SX, hladana priamka,
pretoZe v polrovine » *(X)) aj v polrovine » -(X,) je ten isty
pocet bodov z M.
Ak je p(O) < 0, postupujeme analogicky alebo zatneme

z bodu O’ simerne zdruzeného s O podla S.
Tym je tloha vyrieSena.

Pozndmka. Podrobnejs$im rozborom mozno zistit, Ze
pre n parne je nekonecne mnoho rieSeni (priamka p moze
prechadzat Iubovolnym bodom X na niektorom obluku
medzi dvoma bodmi z M alebo M’), pre n neparne ma
uloha len konec¢ne mnoho rieSeni (priamka p vzdy pre-
chadza niektorym bodom z mnoziny M).
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3. Jestlize kvadraticka funkce
flx) = ax®> 4+ bx + ¢
nabyva v intervalu —1 = x = 1 pouze hodnot —1 =
= f(x) = 1, potom |a| = 2; dokazte. Muze byt |a| = 2°?

RESENI. Pro x = 0 plyne

o] < 1. 2
Pro x =1 a x = —1 dostaneme
a+b+e =1, l[a—b+c =<1 3)

Z (3) odvodime podle zndmého vzorce |x + f| = |x| +
-+ |p] tento vysledek
2042 =|(@a+b+c)+(@a—b+o) =
Z=la+b+c¢ +la—b+¢c =2
neboli
la + ¢ < L. 4)

Podle vzorce |x| — |f| = |« + p| plyne z (4)

lal — el =la+ ¢ =1,
neboli podle (2)

lal =1+ || = 2.

Hledany odhad je tedy skutecné |a| = 2.

Funkce y = 2x* — 1 (kde a = 2) spliiuje v intervalu
—1=x=1 podminku —1 =< f(x) = 1. Nebot pro x =0
nabyva hodnoty —1, pro x =1 hodnoty 1 a v intervalu
0 =x =1 je rostouci. Jestlize totiz 0 = x, < x, = 1, plati.

2x; — 1) — (2x7 — 1) = 2(x, — x)(x5 + x,) > 0.

V intervalu —1 = x = 0 nabyva tato funkce tychZ hod-
not jako v intervalu 0 = x = 1.

4. Jsou dany dva body A4, B a bod S lezici uvnitf
useCky AB. Sestrojte /\ ABC, pro ktery plati <t ACB =
= < ASC ajehoz téZnice 1, ma danou délku d. Provedte
diskusi vzhledem k délkam d, AB a AS.
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RESENI{. Rosbor (obr. 37). Podle véty uu plati
A ACB oo A ASC,
nebot ¢ ACB = £ ASC a <t CAB = <= SAC. Tudiz

AC 4B
AS — AC’
1.
CAC*— AB. AS. (1)

e
AN .
P
AN
S
Obr. 37

Z posledniho vztahu uZ plyne konstrukce. Nejdiive
sestrojime podle Euklidovy véty o vySce nebo o odvésné
uselku velikosti b = AC tak, aby platil vztah (1). Nyni se
uZ jednd o znidmou ulohu sestrojit trojuhelnik, je-li ddno
AB = ¢, AC = b, délka d téZnice 1,. UzZije se pomocného
A\ ABE, kde E je stied strany AC. Tento trojuhelnik se
sestroji podle véty sss. Bod C sestrojime na prodlouZeni
usecky AE za bod E tak, aby bylo EC = AE = g .

ZkouSka. Ztejmé ma sestrojeny /A ABC vrcholy A, B
a téZnici 7, o délce d. Je ovSsem nutno dokazat, ze plati

% ACB = < ASC. @)
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Pro trojahelniky A ACBa A ASC plati
X CAB = < SAC,

AC_ 4B

AS  AC’
coz plyne z (1). Tudiz A ACB oo A ASC, takze plati (2).
Diskuse. Uloha bude mit feSeni, pravé kdyZ pijde sestrojit
pomocny /\ ABE, tj. pravé kdyz bude platit

|AB — AE| < BE < AB + AE. 3)

Aviak AE = | b= J/AB.AS(plynez (1)),0 < AS <
< AB, takze |AB — AE| = AB — AE. Dosadime-li do
(3) BE = d a AE = ; /AB . AS, dostivime podmin-

ku resitelnosti ulohy

AB — ;,]/AB.AS <d < AB + ; VAB.AS. (4
Je-1i splnéno (4), ma tuloha jediné feSeni. Neplati-li (4),
nema4 uloha reseni.

3. KATEGORIE C

1. V dekadickém zdpisu Cisla 23A45B6 nahradte
pismena A, B ciframi tak, aby vzniklo cislo délitelné
devatenacti. Kolik ma uloha fesSeni ?

RESENT. Cislo je napsano v desitkové soustavé, a proto
plan 2345B6 = 230506 +A.10° + B.10, 0 =4 =9,
0 = B = 9. Protoze &islo 230506 dava pii déleni 19
zbytek 17, je &slo 2345B6 délitelné 19, pravé kdyz
A . 10° 4+ B. 10 dava pfi déleni 19 zbytek 2. Avsak 103
dava pfi déleni 19 zbytek 12, a tedy 4 . 10° - B. 10 dava
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pfi déleni- 19 tyz zbytek jako cislo 124 + 10B =
= 2(64 + 5B). Ponévadz cCislo 19 je prvocislo, dava
124 + 10B zbytek 2, pravé kdyz 64 -+ 5B dava zbytek 1.

Mame tedy najit vSechny dvojice ¢isel 4, B,0 = 4 =9,
0 = B = 9, tak, aby Cislo 64 + 5B davalo pii déleni 19
zbytek 1, tj. Cislo 5B musi davat pfi déleni 19 tyz zbytek
jako Cislo 1 —6A. Sestavme si tabulku zbytki téchto Cisel
pri déleni 19:

‘ A 164 B 5B
r - —
‘ 0 1 0 ‘ 0
‘ 1 14 1 5
j 2 8 2 ’ 10
1 3 2 3 , 15 ‘
; 4 15 4 1
5 9 5 6
6 3 6 ’ 11
7 16 7 1 16
8 10 8 2 |
9 4 9 ‘ 7 \
|

Z téchto tabulek vidime, Ze jediné dvojice, které davaji
tyZ zbytek, jsou

|

' A B ‘

\ - ;

\ 1

| 0 4 |

\ 3 8 ;
4 3 ‘

I ;

| 8 2

230 546, 233586, 234 536, 237576, 238 526.
Délenim 19 se o tom snadno presvédcime.
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2. Urcete vsSecky trojice prvocisel a, b, ¢, pro které
plati abc << ab -+ bc + ca.

RESENI. Zvolme oznaceni tak, aby platilo
a=b=c (1)
Jestlize a = 3, je pak
ab + bc + ca = 3bc = abc.
Pro kazdé reseni nerovnosti
abc < ab + bc + ca 2)

plati tedy a = 2. Z (2) pak plyne 2bc < 2b + bc + 2¢
neboli po tpravé

1 1 1
. ol
b ' ¢ - 2" 3
. . 1 1 1 1 2 1
% < < <z < - -
]esthzeSfb:c,)eb:5 c =52 b—i— ES 2

tj. neplati (3). Pro kazdé feSeni nerovnosti (2) plati tedy
b = 2 nebo b = 3. Trojice a = b = 2, ¢ libovolné, je
zfejm¢ feSenim nerovnosti (2). Jestlize b = 3, ¢ = 7, je
1. 1 1 1 1 1 1 1 1 P
b 32 c=7° b =3t Ty T
a=2,b= 3 mame tedy jen dv€ moZznosti pro ¢, a to
¢ = 3 neboc = 5.

(1A

Shrnuti. Nerovnost (2) ma tato prvociselnd feSeni:
2, 2, ¢ (¢ libovolné prvocislo); 2, 3, 3; 2, 3, 5.

3. Je dand usecka AB a bod S jej vnutra. Aky utvar je
mnozinou vrcholov C vsetkych trojuholnikov ABC, pre
ktoré plati st ACB = ¢ ASC?

RIESENIE (obr. 38). Nech je C jeden z bodov hlada-
ného utvaru U. Potom podla vety uu o podobnosti troj-
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uholnikov plati vztah

N ASC > A ACB. (1)
Z (1) vyplyva AC: AS = AB: AC (ize
° AC?* = AB . AS. 2)

Obr. 38 Obr 139

Podla (2) je teda vzdialenost AC konStantnd a bod C lezi
na kruznici % so stredom A a s polomerom r = |/ AB . AS.

Zvolme obrdtene Tubovolny bod C kruZznice % tak, aby
nelezal na priamke AB. Potom vzniknu tro;uholmky
A ASC, N\ ACB a pre dizky ich strdn plati rovnost
(2). Z rovnosti (2) vyplyva vztah AC: AS = AB: AC.
Okrem toho maji oba trojuholniky spolo¢ny uhol

<X CAS = < CAB. Podla vety i u i o podobnosti troj-

uholnikov plati teda vztah (1). Z (1) potom vyplyva zhod-
nost uhlov < ASC = < ACB, . bod C patri do
utvaru U.

Zdver. Utvar U je kruZnica % so stredom A a polome-

rom r = |/ AB . AS s vylaenim jej pnesecmkov s priam-
kou AB. Polomer r kruznice k zostrojime napr. pomocou
Euklidovej vety o pravouhlom trojuholniku (obr. 39).
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4. Je dina tselka AB a pfimka p kolmd k AB; oba
body A, B leZi v téze poloroviné s hranici p. Sestrojte
trojuhelnik ABC tak, aby vrchol C lezel na pfimce p
a aby platilo <x ABC = 2 ¢ BAC. Urcete podminku
fesitelnosti ulohy.

RESENI. Oznaéme Q priselik ptimek p, AB; dale
oznaéme a = AQ, b= BQ. Nézor ndm napovidd, Ze
uloha je nefesitelna, je-li

a <b. (1)
B
8
A
A=Q c P Q c

Obr. 40a, b

Skuteéné, je-lia = 0, tj. 4 = Q (obr. 40a), je <t BAC =
= 90°, <t ABC < 90°, proto neplati
< ABC = 2 <t BAC. 2
Je-li 0 < a < b (obr. 40b), je <t QAC < 90°, <t BAC >
> 90°, <t ABC = <x QBC < 90°, proto také neplati (2).
Je-li B = Q (obr. 41), jsou feSenim tlohy zfejmé dva
rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky ABC,, ABC,.
Zbyva piipad 0 <b <a (obr. 42). Oznacime-li
<X BAC = «a, je <t ABC = 20, <. QBC = 180° — 2.
Ozna¢me A’ bod soumérné sdruZeny s bodem A podle
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Obr. 41
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pfimky p; pak je st BA'C = <x QA'C = ¢ QAC =
= <L BAC = a. Osa uhlu <t QBC = <¢ A'BC protne

useCku A'Cvbodé Maje xA'BM = ; JXQOBC = 90° —

— o, tj. BM | A’M. Bod M lezi tedy na kruZnici %
sestrojené nad prumérem A’'B. ProtoZe je <t A’'BM =
= <L CBM, <« A’MB = - CMB = 90°je N A’MB
> A CMB, a tedy A’M = CM. Bod M lezi tedy také
na pfimce r || p, kterd prochazi stfedem usecky A'Q,
neboli na ose r usecky 4'Q.

Bod M sestrojime jako prusecik kruznice £ s pfimkou r
(jsou dvé feSeni) a bod C (jsou opét dvé feSeni) sestrojime
jako prusecik primek p, A’, M.

Obraceni predchoziho postupu ukdZe, Ze takto sestro-
jené body C jsou skuteéné feSenim ulohy.

Zdvér. Uloha je fesitelnd, pravé kdyZ plati a > b; pak
ma dvé feSeni. Tento vysledek dostaneme spojenim uve-
deného fedeni s podminkou nefesitelnosti (1).

JINE RESENI. Proti del$im strandm trojiihelnika lezi
vétsi uhly a naopak. Je tedy vidét, Ze uloha nemuZze mit
reSeni, je-li bod A4 blize k prfimce p nezli bod B.

Predpokladejme tedy, Ze BQ < AQ, kde QO je prusecik
(viz obr. 43) pfimek p a AB. PouZijeme opét vlastnosti
obvodového a stfedového uhlu. Sestrojime kruZnici %
se sttedem B tak, aby dvojndsobek uhlu <~ ABC byl
uhlem stfedovym (je to uhel nevypukly, nebot < ABC
je tupy) a aby dvojndsobek uhlu <t BAC byl thlem obvo-
dovym. Za tim ucelem sestrojime opét bod 4’ soumérné
sdruzeny s bodem A4 podle pfimky p; kruZnici k# pove-
deme bodem A’. PonévadZ B a A lezi v ruznych polo-
rovinach s hranici p, protne kruZnice %k pfimku p ve dvou
bodech C,, C,. Trojuhelniky ABC,, ABC, jsou feSenim
ulohy, jak snadno dokidZeme.
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Ditkaz. Budiz A'A" pramér v k.
< A" A'C; je obvodovy tuhel prislusny k tétivé 4”C;.
<X A"BC; je stfedovy uhel prislusny k tétivé A" C;.
Aviak < A”"BC; = < ABC;, a na drnhé strané
X A"A'C; = < QA C; = < QAC; = X BAC;. Tedy
z véty o obvodovém a stfedovém uhlu plyne
2 < BAC; = < ABC;(i = 1,2).

Obr. 43 —
AI

4. KATEGORIE D

1. Dokazte, Ze vyraz
V=a>—ab+b—a+b+1

je kladny pro kazda dv¢ Cisla a, b.
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RESENI. Dany vyraz V zniasobme dvéma a pokusme
se upravit vyraz 2V tak, aby byl soutem druhych moc-
nin. Z prvnich tfi ¢lent vyrazu 2V sestavime druhou moc-
ninu dvojlenu (@ — b)* = a*> — 2ab + b% Plati tedy

2V—(a—bP=a*+b>—2a+2b+2. (1)

Z prvniho, tfetiho a patého clenu na pravé strané (1)
sestavime druhou mocninu (a — 1)? = @* — 2a + 1.
Plati tedy dale

2V —(a—0b2—(a—12=5b>+4+2b+ 1= (b+ 1)
a odtud
2V=(@—bF+@— 1+ @G+ 1~ 2

Z rovnosti (2) vyplyva, Ze V = 0. Jestlize V = 0, plyne
zQ2Qa—b=0a—1=0b+1=0,tja=ba=1,
b= —1, coz je nemozné. Proto nemuZe byt V =0
a pro kazdé a, b plati V' > 0.

2. Prirodzené Cisla 1, 2, 3, ..., » napisand v nejakom
poradi oznaéme a,, a,, as, ... , a;,. Ak je n Cislo neparne,
je sucin

(ay — 1)(ay — 2)(a3 — 3). ....(a, — n)
delitelny dvoma. Dokazte.

RIESENIE. Medzi ¢islami 1, 2, ..., 7 je pri neparnom n
neparnych Cisel o jedno viac ako parnych. Preto v uspo-
riadani a,, ay, as, ..., a, stoji aspon jedno nepérne cislo a;
na ,,nepdrnom‘ mieste k. Parnych miest je totiZ o jedno
menej. Rozdiel g, — % je potom delitelny dvoma a preto
aj sulin (a; — 1)(ay — 2)(ag — 3) ... (@, — n) je deliteIny
dvoma.
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3. Je dany $estuholnik ABCDEF zloZeny z obdiznika
ABGF s rozmermi AB = 12cm, AF = 4cm a z ob-
dlznika CDEG s rozmermi CD = 4cm, CG = 2 cm
(pozri obr. 44). Narysujte tento Sestuholnik a zakreslite
geometrické miesto stredov vSetkych useliek kolmych
k priamke BE, ktorych koncové body lezia na obvode
Sestuholnika. Geometrické miesto sa skladd z dsmich
useciek. Vypocitajte sucet ich dlZok.

RIESENIE. Na obr. 44 je narysovany dany Sestuhol-
nik. Vrcholmi C, E, D, A vedieme v uvedenom poradi
priamky p,, ps, pss Py kolmé k BE. Cast hladaného geo-
metrického miesta (mnoziny) M, ktora lezi v polrovine
1B, je vyska rovnoramenného pravouhlého trojuholnika
BCC’ (C' je priese¢nik priamky p, a useCky AB). Podobne
je tomu v polrovine p,F, kde prisluSnou ¢astou mnoziny M
je vyska rovnoramenného pravouhlého trojuholnika AFA’
(A’ je priesenik priamky p, s useCkou FG). V pasoch
(p1ps) @ (psp,) st prislusSnymi Castami mnoZiny M tsecky.
Lezia v osiach sumernosti dvojice rovnobeZiek AB, CD
a AB, EF. Najzlozitejsia je situdcia v pase (p,p,). Na obr.
45 je zakreslena priamka p tohto pdasu kolma k priamke
BE. Cislami 1, 2, 3, 4 st oznalené jej prieseéniky s ob-
vodom Sestuholnika ABCDEF. Dvojicami 12, 13, 14, 23,
24, 34 je oznalenych Sest stredov dvojic vybranych zo
Styroch bodov 1, 2, 3, 4. Ak priamka p prebieha pas p,ps,
dostaneme ako Casti mnoziny M hrubo vytiahnuté usecky
na obr. 45. Na obr. 44 su k jednotlivym useCkdm, ktoré
tvoria mnozinu M, pripisané ich dlzky.

Sucet tychto dizok je 10 + 8 /2 == 21,3.

4. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s preponou
AB, je-li dina délka jeho téznice ¢, a velikost Ghlu w, ktery
svird téZnice z, s osou tuhlu <t ACB. Pro kterd o m4 tloha
fesSeni?
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Obr. 44
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RESENT{. Rozbor (obr. 46). Oznaéme S stfed prepony
AB. Podle Thaletovy véty S4 = SC = SB = t,. Troj-
uhelniky A ASC a A BSC jsou tedy rovnoramenné,
a proto

X ACS = L CAS = a,
X BCS = X SBC = §.

Obr. 46

Je-li w tihel, jenZ svira téZnice t, s osou tthlu < ACB =
= 90°, potom

«=45°+w, B=45°— o (1)
nebo

o« =45° — w, B =45°+ o. 2)

Z poslednich vztaht jiZz plyne konstrukce. Jde o kon-

strukci trojuhelniku podle véty usu: AB = 2.1, a uhly
a, f jsou urceny vztahy (1), resp. (2).

Zkouska. Ze vztahi (1), resp. (2), je zre]me, Ze sestro-
jeny A ABC je pravouhly ProtoZe je jeho pfepona rovna
2t., ma téZnice na pieponu predepsanou délku.

Diskuse. OvSem, aby uloha méla feSeni, musi byt uhly
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o, f dané vztahy (1), resp. (2), ostré, tj.
0° = w < 45°
Jestlize @ = 0°, ma tuloha jedno feSeni — sestrojeny
A ABC je rovnoramenny. Jestlize 0° < o < 45°, m4
uloha dvé reSeni.
Pro w = 45° nema4 uloha feSeni.
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V. Ulohy Iil. kola kategorie A

1. Necht a,, a,, ..., a, (n >_2) jsou redlna isla, z nichz
nejvyse jedno je rovno nule. Reste v redlném oboru sou-
stavu

X1Xo = Qy,
XoXg = Qg

Xn1Xn = Au-1 >

K% = ay. [8 bodi]
RESENI. A. Zabyvejme se feSenim soustavy rovnic

XX = Q1

x2x3 - a2 )

S (1

XiXi1 == Ap

kdea; #0pro 1,2, ...,151 = 1.

Na pravych stranach téchto rovnic jsou Cisla rizna od
nuly, a proto musi byt x; 0 pro 1 = 1,2, ...,/ + 1.
Chceme-li ze soustavy (1) vypocitat x;, 7 = 2,3, ..., [ + 1,
je nutno rozlisit zda 7 je Cislo sudé nebo liché.

1. Necht 7 je Cislo sudé. Pro i = 2 dostavdme z prvni
rovnice

x2 S=— xl .
Necht 1 = 2k, kde k je ptirozené Cislo spliiujici nerovnosti
2 <2k =1+ 1. Vezméme prvnich 2k — 1 rovnic sou-
stavy (1) a pfepiSme je nasledujicim zptsobem

X1Xg = Ay,
Ay = XoXy,
XXy = Az,
: )
Ay—p = Xor-9Xor—1>
Xop-1Xar = Qar—1.
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Rovnice (2) spolu znasobme. Dostdvame
(1% oo X31)(@00y .. Boen) = (XoX3 .. Xy-1)(@1G5 .o App-1)-
Po upravé

(%% e Xop; D[1200,(54 .. Ggi2) — (@185 ... @gr1)] = 0,
odkud jiz plyne

Xok = ‘.L o 3

Pozndmka. Vztah (3) plati i pro i = 2, tj. k= 1, klademe-li
sy ... o 5 = 1 pro k = 1.

2. Necht i =2k + 1, kde & je pfirozené Cislo spliiujici
nerovnosti 3 =2k 1 =1/ 1. Z 2k-rovnice soustavy (1)
plyne

a
Xok+1 = ;z: >
tj. podle (3)
asa, Aok

tapg = i Bk @

a,a; ... Qg

Z tvaru vzorcu (3) a (4) je zfejmé, Ze X, @ Xop, dané (3)
a (4) vyhovuji 2k-rovnici soustavy (1) pro 2 =2k =/
a libovolné x; # 0; (2k + 1)-rovnici soustavy (1), (kde
3 =<2k + 1=1) spliwgji xy,,, dané (4) a x,4,, urcené
pomoci (3) pro libovolné x, % 0. Prvni rovnici soustavy
(1) spliuje x, dané vztahem (3) pro 2 = 1 pii libovolném
x; # 0.

Soustava (1) ma tedy nekonecné mnoho feSeni danych
vztahy x; =t a (3) a (4) pro xy, X, ..., X111, kde ¢ je libo-
volné redlné Cislo ruzné od nuly.

B. Vysledkt ziskanych v odstavci A. vyuZijeme pro
feSeni soustavy dané v tuloze. Je tieba rozliSovat nékolik
piipadd.
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1 Necht a,.45.....a, ;1 # 0. Potom feSeni z od-
stavce A., polozime-li / = n — 1, musi spliiovat podminku
XpX = ay. (5)

1.1 Je-li » sudé, pak podle (3) ma platit

a1a3 cee atl g an . (5“)
Asy ... Ay_g
Oznacme zlomek na levé strané nerovnosti (5«) pismenem
a. Jestlize a = a,, ma soustava nekone¢né mnoho feSeni;
v pripadé, Ze a < a,, soustava feSeni nemd.

1.2 JestliZe je n liché, potom ze vztahu (5) a (4) plyne,
Ze ma platit
Ay -o- An-1 2
aa; ... ay 5 =2 = Cae (5A)
Oznaéme zlomek na levé strané nerovnosti (5f) pisme-
nem b. Ziejmé tedy b +# 0.

1.21 Jestlize b > 0, potom

a
2 n
x2 > on
R )
a cisel x; # 0 spliiujicich tuto nerovnost je nekonecné
mnoho a soustava md nekonecné mnoho feSeni, pficemz
a, je libovolné redlné Cislo.

1.22 Jestlize b < 0, potom

a
2 < N
x3 ==
1=
Vzhledem k tomu, Ze musi byt x, 7 0, m4 soustava reSeni,
v . Ly a
a to nekone¢né mnoho, pravé kdyz "bﬁ

2 Necht g, = 0. Potom z prvnich dvou rovnic sou-
stavy plyne, Ze x, = 0, nebot a, # 0. Lze opét vyuzit
vysledki z odstavce A., oviem nyni jde o soustavu

> 0, tj. a, <O.
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XoX3 = Qg
XgXq = A3,

Xn—1Xn = An-1 >
takZe je tfeba nejdfive x; a a@; pfeCislovat (sniZit indexy
o jedniCku).
Reseni oviem musi spliovat podminku
. Xa¥y = Ay
tj.
%, .0 =a,.
Soustava md tedy pro a, < 0 nekonecné¢ mnoho feSeni
a pro a,> 0 nemd zidné feSeni (a, # 0, nebot a; = 0).

3 Necht aq; =0, kde i€ {2,3,..., n — 2}, pfiemzZ
n > 3. Potom x; = 0 nebo x;,; = 0, coZ vSak neni moZné,
nebot a; ; # 0 a a;,; # 0. Soustava nema tedy v tomto
pripadé feseni.

4 Necht a, ; = 0. Potom zfejmé x, =0 (x, , # O,
nebot a, , # 0). ReSeni opét ziskdime pomoci vysledkt
z odstavce A., polozime-li / = n —§2.

eSeni ovSem musi spliiovat podminku

. XXy = Aps
t.
0.x;, =a,.
JestliZe a,, < 0, m4 soustava nekoneéné mnoho feseni; pro
a, > 0 zadné feseni (a, # 0, nebot a, ; = 0).

Zdvér:

Soustava md nekoneéné mnoho feSeni, pravé kdyZz nastane
jeden z téchto piipadii:

a,.a,...a, 7+ 0, njesudé lislo, a = a, [viz1.1]

a.ay ... a, 1 7 0,njeliché Cislo, b > 0 [viz 1.21]

a,.a,...a, , 7 0, nje liché Cislo,

b <0,a, <0 [viz 1.22]
a, =0, a,<0 [viz 2]
ay,=0,a, <0 [viz 4].
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Soustava nemad feseni, pravé kdyZ nastane jeden z téchto
pfipadu:
aay ... a,—, 7 0, n je sudé Cislo, a < a, [viz 1.1]
aay ... a, 1 # 0, n je liché Cislo,

b<0,a,=0 [viz 1.22]
a, =0,a,>0 [viz 2]
a; = 0,1€{2,3, ....,m — 2}, n>3 [viz 3]
a, ,=20,a,>0 [viz 4]

2. Je-li 7 celé Cislo, potom Cislo
_@+1V3r—(2-13
2|3
je celé. Dokazte a vySetfete, pro kterd = je a, délitelné
tfemi. [5 bo d]
RESENTI. a) Necht # je &islo ptirozené. Pouzijeme bi-
nomické véty. Potom

z[(k) 2k 3y — (¢ () 2. 3y

n

Gp— e 21/3,_ o o o
2[(';)2n--1.1¥3+( )2» 3(]/3)3 + ( ) 2% %(]/3)' = ]
- 6 _

__n ulk_nn‘i -~ n—>5 2
_.(1).2 e(3)2 3\()2 34

tj. a, je celé Cislo. VSechny dleny této fady s moZnou
vyjimkou prvniho jsou délitelné tfemi. Z tohoto davodu
Cislo a, je délitelné tfemi pravé tehdy, jestlize je

(’1’) L 201 — 5, 2% delitelné temi, . kdy% # je déli-

telné tfemi (nebot 2" ' neni délitelné 3).
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b) Pron = 0 plati:
a, == ! _;_'1— =0
2|/3
Cislo a, je tedy celé a délitelné 3.
c) Je-li n celé zaporné Cislo, pak uzijeme rovnosti

1
2’1’13"—2_ Vg—)
proto »
L —e—13) _
' 23
-3 —e+3_

T— —a_p.

2|/3

Cislo (—n) je pfirozené, a proto podle a) je &islo —a , =
= a, celé. Z a) dale plyne, Ze a, je délitelné 3, pravé kdyz
je —n, tj. také n, délitelné tfemi.

Zdvér: Dokazali jsme, Ze pro kazdé celé Cislo 7 je Cislo
a, celé a Ze Cislo a, je délitelné 3, pravé kdyz je n déli-
telné 3. .

Resil Tomds Masek,_
zak tridy 2. f SVVS, W. Piecka,
Praha 2

3. V rovine st dané dve zhodné useCcky AB, CD;
priamky AB, CD su rdznobezné. Vysetrite mnoZinu
vsetkych bodov §, ktoré maju tato vlastnost: sumernost
podla stredu S prevedie tiseCku AB na tseCku sumerne
zdruZenu s GseCkou CD podla vhodnej osi o. [6 bodov]

RIESENIE. Oznatme A’B’ tsetku sumerne zdruZent
s useCkou AB podla stredu S (obr. 47). Zrejme plati
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A'B" || AB. Rdznobezné priamky AB a CD maji dve
osi sumernosti; ozna¢me ich o, a 0,. Pretoze A'B’ || AB,
plati bud o || o, alebo o || 0,.

L

Obr. 47

1. Akje o|| 0, potom body simerne zdruZené s bodmi
C, D podla osi o leZia ra priamke ¢, resp. d, ktoré su
kolmé na os o a teda aj na os 0,, pricom bod C lezi na
priamke ¢, bod D lezi na priamke d. Vietky usecky A’'B’
su zrejme navzdjom rovnobeZné (pretoZze A’'B’ || AB)
a ich koncové body leZia na priamkach c a d (pretoZe su
sumerne zdruZené s useCkou CD podla osi 0). Bod S je
stredom tsecky A’A. KedZe bod 4’ prebieha priamku d,
prebieha bod S priamku p || d, ktord ma rovnaku vzdiale-
nost od bodu 4 a priamky d.

Ak je o || 0,, dokaZe sa analogickou vahou, Ze bod S
prebieha priamku ¢ rovnobeZnu s priamkou d’ (d’ je
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priamka rovnobeZnd s osou o, prechidzajuca bodom C)
a rovnako vzdialent od bodu A4 a priamky d'.

2. Teraz dokiZzeme, Ze kazdy bod priamky p i kazdy
bod priamky ¢ patri k hladanej mnoZine. Nech S je bod
priamky p. Potom bod A4’ simerne zdruZeny s bodom 4
podla stredu S lezi na priamke d || 0;, bod B’ sumerne
zdruZeny s bodom B podla stredu S leZi na priamke
¢ || o, a plati AB || A'B’. Osou sumernosti useCiek A'B’
a CD je priamka o, ktord je osou simernosti usecky 4'D,
resp. B'C.

Ak S je bod priamky ¢, sa analogicky ukaZe, Ze osou
sumernosti iseCky A'B’ simerne zdruZenej s seckou 4B
podla stredu S a useCky CD je priamka o, ktora je osou
sumernosti usecky B'D, resp. 4'C.

Obr. 48
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Zaver: Ukazali sme, Ze hladanou mnoZinou bodov S
je zjednotenie priamok p a ¢, ktoré maju tieto vlastnosti:
Priamka p || d je rovnako vzdialena od bodu A4 a priamky d,
kde priamka d je rovnobeZzka s osou o, vedena bodom D.
Priamka ¢ || d’ je rovnako vzdialena od bodu A a priamky

d’y kde d’ je rovnobezka s osou o0, vedend bodom C
(obr. 48).

Riesil Maridn Dénés,
ziak 9¢ ZDS, Kosicka, Bratislava

y

D=(0,c,+d]
A=(a,,0] B=[a,+d,0]
& e X

Obr. 49

JINE RESENI. V roviné (obr. 49) zvolme rovnobéi-
kovou soustavu soufadnou tak, aby 4 =[a;;0], B =

= [a, + d;0], C =[0;¢c]; D =[0, ¢, + d], kde d > 0.
Pr1 stredove soumérnosti je obraz primky rovnobezny se
vzorem, to znamend, ze useCka C’'D’ soumérné sdruzena
s useCkou CD dle né&jaké osy o leZi na pfimce rovnobézné
s AB. Oznacme tuto pfimku p; necht md rovnici

y=r.
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Na této pfimce p sestrojime otofenim usecky CD kolem
pruse¢iku R =p n CD dvé tusecky C'D’" a C"D".
Oznalme S, S’ stfedy soumérnosti usetek AB, C'D’
a AB, C"D". Plati
C=le—rrl, D =l+d—r,
C'=lr—asrl, D' =[r—c—dsrl,
¢ili
_A+B+C+D _ [al +eot+d—r, r]

S 4 . 2 *2
g AtBHC D" qamtr—c 1

o 4 - [ 2 2]
ProtoZe bod R probiha celou pfimku CD, probihd para-
r
=
Potom parametrické vyjadfeni mnoziny bodu S’ je

aytetd
X= =7 —1,
2
y==u
t € (—o0, 00);
parametrické vyjadfeni mnoZiny boda S’ je
X = &;Jg ._+. t,
y=1i
t € (—o0, o).
MnoZinou stfedt soumérnosti je dvojice navzijem kol-
mych primek, které jsou rovnobézné s osami uhla primek
AB, CD a prochézi bodem, jenZz ve vyse zvolené soustavé
2a, +d | 2¢c,+d
4 4 ] '

Resil Yan Masek, 74k 3f SVVS,
Praha 2, W. Piecka

metr r mnozinu vSech redlnych Cisel. Oznalme t.

soufadnic md souradnice [
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4. V priestore su dané Styri rozne body 4, B, C, D
také, ze AC | BD a AD | BC. Potom existuje gulova
plocha, ktora prechddza stredmi vSetkych tuseciek AB, AC,
AD, BC, BD, CD. Dokézte. [7 bodov]

RIESENIE. Ozna¢me stredy useliek AB, AC, AD,
BC, BD, CD v uvedenom poradi Sz, Sics Sin» Sges
Ssps Scp (obr.50). Nech je S stred tsecky S, 5S¢p (opri-

D

pade S,z = S¢p budeme uvazovat zvlast; zatial predpo-
kladajme, %e body S.p, Sics Sans Sses Saps Scp st na-
vzajom rozne). Podla zndmej planimetrickej vety je
S.sSap || BD a tiez SycScp || BD, z Coho vyplyva, Ze
SiSap!ll SpeScp. Analogicky sa ukaze, ze S,pScp |l
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[| S4pSgpe. Stvoruholnik S,;SpcScpS4p je teda rovno-
beznik a bod § je sucasne stredom usecky S,,Szc. Plati
preto: SS,p = SSpc=S8S8¢)=SS.4p a kedze AC | BD a
SapSgc || AC, SzcSen || BD, je SABSBC 1 SB(,S(‘I) a
rovnobeznik je zrejme obdiZnikom, ¢o znamend, Ze tieZ
S§8pc = SScp.
Analogicky sa dokéZe, Ze S,pSspScnSac je obdiznik
a teda plati: SSyp = SSpp = SS4c = SScp. Bod S je
teda rovnako vzdialeny od vsetkych bodov S,z, S.ics
Sip> Spes Spps Scp Cize existuje gulova plocha so stre-
dom S, ktord vSetkymi tymito bodmi prechadza.
Zostava nam eSte uvazovat o pripade S,; = Scp. Ak
by tento pripad nastal, boli by body 4, B, C, D vrcholmi
rovnobeznika ACBD, v ktorom AD || BC. Vzhladom na
predpoklad AD | BC nemdZe vsak tento pripad nastat.
Analogicky se vylucia pripady: S,¢ = Sgp, Sap = Sge.
Riesil Bohus Sivdk,
ziak 2a SVS, Zvolen

JINE RESENI. Zadné ti z téchto &yt bodi nemohou

lezet v pfimce. Po oznadeni podle obr. 51 by totiZ musel
byt <t DAC = 90°, takZe body A, B by splyvaly, coZ by

A

Obr. 51
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byl spor s predpokladem. Pfi jiné poloze bodt dojdeme
obdobnym postupem opét ke sporu.

Budou-li body A4, B, C, D lezet v roviné, budou body
A, B, C tvorit vrcholy trojihelniku a bod D bude orto-
centrem /A ABC (obr.52). Stfedy zminénych usefek ozna-
cené A,, B,, C;, Ay, B,, C, pak budou leZet na tzv.
Feuerbachové krugnici deviti bod.*) Touto kruZnici lze
prolozit nekonecné mnoho kulovych ploch.

Obr. 52

Nelezi-li tyto body v roviné, tvofi vrcholy Ctyfsténu.
Stiedy use¢ek AB, AC, AD, BC, BD, CD oznalme podle
obr. 53. Sestrojime-li pravouhly primét tohoto Cyt-
sténu do roviny ABC, bude obrazem vrcholu D orto-
centrum D’ trojihelniku ABC. Usetky BC a CA jsou

*) Pozndmka. Feuerbachova kruZnice trojuhelnika ABC prochazi
témito deviti body: a) stfedy stran A,, B,, C,, b) stfedy 4,, By, C;
usecek, uréenych vrcholy a prusedikem vysek a c) (v uloze nepouzitymi)
patami vy$ek tohoto trojuhelnika.
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totiz samodruzné, a proto se useCky AD a BD promitnou
opét jako jejich kolmice. Praméty boda 4,, B,, C; ozna-
¢ené na obr. 53 Ay, Bi, C; leZi na kruZnici deviti bodu
A ABC. Je to kruZnice opsani trojuhelniku A,B,C,.
Ponévadz trojuhelnik A4,B,C, se promitd ve skutecné

velikosti, je kruZnice jemu opsand shodnd s kruZnici
opsanou trojuhelniku 4,B,C, a tse¢ka spojujici stiedy je
kolmd k rovindm obou kruznic. Tyto dvé kruZnice tedy
lezi na kulové plose, tj. existuje kulova plocha, kterd pro-
chazi stfedy vSech usetek AB, AC, AD, BC, BD, CD.
Resil ¥ii Demel,
zak 3a SVVS, Valasské Mezifici
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VIi. Desata mezindrodni matematickd olympiada

Jubilejni desaty roénik MMO usporiddal SSSR
v Moskvé ve dnech 5.—19. Cervence 1968. Zuclastnily se
ho delegace dvanicti zemi: Anglie, Bulharska, Cesko-
slovenska, Itdlie, Jugosldvie, Madarska, Mongolska, NDR,
Polska, Rumunska, SSSR a Svédska; celkem souté&Zilo
96 zaku (z toho jedna Zzakyné). Mimoto byl pfitomen téZ
jeden zastupce Rakouska jako pozorovatel.

Vedouci delegaci — clenové mezindrodni jury, ktera
soutéz ridi — se sjeli v Moskvé jiz 5. Cervence, aby soutéZ
pfipravili; osmiclennd gdkovskd drusstva ptijela spolu se
zastupci vedoucich ve dnech 7. a 8. Cervence. Viastni souté¥
probihala ve dnech 10.a11. dervence v internatni fyzikalné-
matematické stfedni Skole v Moskvé-Davydkové. V na-
sledujicich dnech jury Zakovska reSeni uloh korigovala
a hodnotila; dne 14. Cervence pak podle vysledku roz-
hodla o udéleni cen. Slavnostni rozdéleni cen se konalo
v aule Moskevské stitni university dne 18. Cervence;
19. Cervence se jednotlivé delegace rozjely opét domu.

Jak je tomu pfi MMO zvykem, zahrnoval program vedle
samotné matematické soutéze také fadu vedlejsich akci
spoleCenskych a kulturnich. Ucastnikim MMO bylo
umoznéno seznamit se s historickymi pamatkami Moskvy
(Kreml, Tretjakovska galérie, muzeum v Ostankinu,
borodinské panorama), navstivili téZ Leninovo muzeum
v Gorkdch u Moskvy. Ve dnech 15.—17. Cervence byli
vSichni tulastnici olympiddy na zdjezdu v Leningradé,
kde si rovnéZ prohlédli mistni pamétihodnosti (Petro-
pavlovska pevnost, kfiznik Aurora, Isakcejevské muzeum,
a zejména nezapomenutelnd je navstéva Ermitaze) a odkud
si zajeli také na prohlidku Petrodvorce. V Leningradé
shlédli téz predstaveni baletu (Antonius a Kleopatra)
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a v Moskvé, kde divadelni sezéna jiz skoncila, pfedsta-
veni statniho cirkusu. Kromé toho se v Leningradé ucast-
nici MMO setkali s mistnimi pionyry v jejich domé na pra-
telském vecirku. Cely program byl tedy velmi bohaty.

Ulohy pro X. MMO byly vybirdny jako obvykle z n4-
vrhu zaslanych, resp. dodate¢né predlozenych, ucastnic-
kymi zemémi. Jednani o vybéru uloh vyplnila program
zaseddni mezindrodni jury v prvnich dnech. Vysledkem
dlouhych diskusi byl vybér Seszi #loh, jejichz text uvadime
v dal$im. Vybér ani tentokrate nelze pokladat za idedlni;
i na zasedani jury byly proti nému vznaSeny namitky,
hlavné v tom smyslu, Ze v Glohach je maélo zastoupena
geometrie a ze ulohy jsou vesmés dosti snadné. VétSina
Clend jury vsak, jak se zda, davala zdmérné prednost
ulohdm spiSe snazs$im.

SoutéZ se konala v osmi tfidach internatni stfedni skoly,
ve které byli zdci po dobu svého pobytu v Moskvé také
ubytovani. Bylo to poprvé, co nebyli vSichni ucastnici
pohromad¢; v kazdé tridé sedél z kazdého druzstva jeden
zak. Toto uspordadani zarucilo bezpochyby vétsi klid pro
soutézici, s vyjimkou prvnich okamzikt, kdy tfidy po-
stupné navstévovala skupina dvanacti vedoucich dele-
gaci, aby mohla soutézicim vysvétlit event. nejasnosti
v textu uloh.

V dalsich dnech 10.—13. cervence byla Zakovska reseni
uloh obvyklym zpusobem opravovdna a koordinovana.
Koordindtory bylo Sest moskevskych mladych matema-
tika, vétSinou byvalych olympionikld. Zdvérecné hodno-
ceni se konalo na schuzi jury dne 14. cervence. Definitivni
schvileni bodového hodnoceni nezabralo mnoho Ccasu,
o to vice se ho vénovalo diskusi okolo stanoveni hranic
pro jednotlivé ceny. VétSina delegaci se snazila o ziskani
co nejvétsiho poCtu cen; prestizni otazky hraly bezpo-
chyby opét znac¢nou roli. Nakonec bylo rozhodnuto udélit
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celkem 64 ceny, ve srovnani s minulymi rocniky tedy
enormni pocet (pravé 2/3 soutéZicich); hodnotu cen je
nutno brat i z tohoto hlediska. Pronich cen bylo udéleno
22, druhych také 22 a tfetich 20. K ziskani tfeti ceny po-
staCilo tentokrat 26 bodu (ze 40 moznych), k ziskani druhé
ceny 34 bodu, na prvni cenu bylo zapotiebi 38 bodu.
Vedle téchto cen bylo udéleno jesté pét zovldstnich cen;
Ctyfi za zvlasté originalni Ci elegantni feseni, patou dostala
mongolska zakyné za relativné nejlepsi vykon.
Ceskoslovenské drusstvo soutézici na X. MMO bylo slo-
Zeno z osmi Zaku vesmés 2. a 3. ro¢niku SVVS. Byli to:

. Bohu$ Sivdak, Zvolen,

. Tomads Masek, Praha,

. Martin Bukovéan, Bratislava,
. Pavel Polcar, Velké Mezifici,
. Libor Poldk, Brno,

. Ji¥i Vindrek, Praha,

. Michal Kaukié, Namestovo,

. Vladimir Miiller, Praha.

Vysledky, jichZ dosahli v soutézi, jsou uvedeny v pfi-
loZzené rabulce. Vzhledem k vysledkiim minulych let by se
mohlo zdit, Ze jsou to vysledky velmi dobré. Je vSak
tfeba si uvédomit, Zze ulohy byly vesmés snadné, takze
dobrych vysledkit dosahl pomérné znacny pocet ucast-
niki. V pofadi podle celkového poétu bodti skonéila CSSR
na sedmém misté (viz dalsi tabulka poradi drusstev); toto
umisténi vyjadfuje dosti dobfe skutecny pomér sil.

V jistém smyslu lze tvrdit, Ze snadné ulohy odhali spise
slabsi Zzaky nezli vyrazné matematické talenty. Z tohoto
hlediska nds pak ov§em zarazi, jestlize tfi nasi zaci totalné
neuspéli pri reSeni velmi snadné croreé ulohy, jestlize tieti
tlohu dokazali bez chyby rozfesit jenom tfi z osmi. Potize
¢inilo nadim zakum také tvoreni negace tvrzeni s kvantifi-
katory, rovnéz nevynikali v schopnosti systematického pro-

O N W -
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birani jednotlivych pfipadu, které se vyskytovaly v roz-
boru nékterych uloh (napt. proni, druhé, Sesté).

Pri pripravé Cs. druzstva na dalsi, XI. MMO, které se
ma4 konat v Cervenci 1969 v Rumunsku, bude proto potieba
jesté vice prohloubit nejen znalost matematickych obratu,
metod a algoritmu, ale také uméni logickych rozboru;
nelze pritom opomenout ani zdanlivé ,,vedlejsi* formalni
stranku: formulace tvrzeni a vibec redakce a stylizace
textu feSeni. Vedle toho vSak bude, zda se, potfeba vzit
v uvahu i tendenci, ktera se zacind u MMO projevovat:
od klasické, elementarni, $kolské matematiky k matema-
tice modernégj$i, k matematické analyze i event. jinym
modernim disciplindm. I kdyZ se pravdépodobné v pris-
tim roniku opét dostane ke slovu syntetickd geometrie,
prijdou jisté znovu ndvrhy uloh podobnych, jako se vy-
skytly v X. ro¢niku: vySetfovani prabéhu funkci, nerov-
nosti i odhady, limity posloupnosti a soucty fad.

Zaroven vSak v Moskvé bylo mozno pozorovat urlitou
diferenciaci mezi delegacemi v nazoru na MMO vubec:
lze se na ni divat jako na vyvrcholeni obdobnych soutézi
domacich (a pak ov§em nemuze byt prili§ snadnd) anebo
jako na prostfedek propagace matematiky a povzbuzeni
z4djmu o ni. Neni vylouceno, Ze pfi event. dalSim rozsifeni
poctu uclastnickych zemi nabudou podobné problémy
na vyznamu.

SOUTEZNI ULOHY A JEJICH RESENI

1. DokaZte, Ze existuje jediny trojuhelnik takovy, Ze
délky jeho stran jsou vyjadfeny tfemi po sobé jdoucimi
pfirozenymi Cisly a jeden z jeho uhlu je dvojnisobkem
jednoho ze zbyvajicich dvou.

(Rumunsko, 6 bodu)
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RESENI{ (B. Sivdk)

Necht existuje trojuhelnik ABC se stranami BC =
=n—1,CA =n, AB = n -+ 1, kde 7 je pfirozené Cislo
a v némz je jeden uhel dvojnisobkem jednoho ze zbyva-
jicich dvou. Ozna¢me thly <t BAC = «, <t ABC = p,
X ACB = y. Protoze proti vétsi strané leZi v trojuhel-
niku vzdy vétsi thel, takze nutné « < f < y, mame jen
tyto tfi moznosti:

a),ﬂ = 20, b) ¥y =2p, c) y = 2« Podle kosinové véty
mame
o8 o AB® + AC* — BC* _
2.4B. AC
(12 —(m—12 nt4
- 2n +1).n T 2n+ 1)
AB* + BC? — CA?
2.4AB.BC
IR i (e i (2)

(1)

cos ff =

2+ Dm—1)  2n*—1)

cos y = AC" + BC* — 4B _
2AC. BC

Pt m—=1P2—m+ 1?2 n—4

= onn — 1) = o= 1)

a) Jestlize f =2, je cosff =cos2a = 2cos*o — 1,

tedy
n+2 (nt4P
2(n* — 1)  2(n + 1)

3

1

a odtud
nd —2n2 —4n + 8 =0,
tj.
(n— 2)*(n + 2) = 0.
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ProtoZe n je pfirozené, muselo by byt n = 2 a trojuhelnik
ABC by mél strany délek 1, 2, 3, které ovSem nevyhovuji
trojuhelnikové nerovnosti. Tento pfipad tedy vyloucime.

b) Jestlize y = 28, je cos y = 2 cos? § — 1, tzn.
n—4 _ (@®+2°

2n — 1) 2(n* — 1)

¢ili
2nt —3n3 — 1302 4+ 3n+2=0
neboli
n(2n® — 3n* — 13n + 3) = —
Na obou stranich této rovnosti stoji cela Cisla, z cehoZ
plyne, Ze je nutné bud » = 2 nebo » = 1. Prvni moZnost
jsme vyloucili jiz v pfedchozim pfipadé, avsak ani n = 1
neni mozné, nebot by pak strana BC méla nulovou délku.
c) Necht tedy konelné y = 2, tedy
n—4 (n+ 47
2 — 1) 2(n + 12
a odtud
2n3 — Tn®> — 17n + 10 = 0,
coZ lze napsat ve tvaru
(n — 5)2n%* + 3n — 2) = 0.
Vime jiz, Ze je nutné n > 2, avSak pro n > 2 je 2n* +
- 3n5— 2> 8+ 6 — 2> 0, takZze jedinym feSenim je
n =5,
Pro n =5 ma trojuhenik ABC strany 4, 5, 6; pfesvéd-
¢ime se, Zze pak skuteéné y = 2«. Podle vzorcu (1) — (3)

je cos o = Z ,COS y = é . Odtud snadno vyplyva cos2o =

— cos y. Uhel « je nejmensi (leZi proti nejkratsi strané),
takZe 0° < « < 60°. Musi tedy byt 2« = p. Trojtuhelnik
o stranach 4, 5, 6 ma tedy vSechny pozadované vlastnosti
a je jediny takovy,c.b. d.
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2. Najdéte vSecka prirozena Cisla x takova, Ze soufin
jejich cifer (v dekadickém zapisu) je roven x* — 10x — 22.

(Ceskoslovensko, 7 bodn)

RESENI. (M. Kauki¢)
Oznacme P(x) soucin cifer Cisla x. Nejprve si dokdZzeme,
Ze pro kazdé pfirozené x je P(x) = x. Skute¢né, necht
x = ¢y + 10¢; + 10%¢c, + ... + 10%¢c,,
kde ¢,(i=0,...,,m) jsou cifry Cisla x; 0=¢ =9,
0 <c¢, =9. Soulin n-cifer ¢y, ... c, | je zfejmé mensi
nez 10", takze
P(x) = cyey ... ¢y < 107, <
= 10%, + 10" ¢,y + ... + 10¢c; -+ ¢, = x.
Ma-li platit P(x) = x* — 10x — 22, musi byt
x2 — 10x — 22 < x,
tedy
x> — 1lx — 22 0.

Resenim této kvadratické nerovnosti dostdvame x =< 13.
Pro jednociferna x je ovSem P(x) = x, bylo by tedy
x? — 10x — 22 = x,

tzn.
x* — 1lx — 22 =0,
avsak tato rovnice nema zadné pfirozené feSeni.
Pro dvojciferné x < 20 je P(x) = x — 10, tedy ma byt
x* — 10x — 22 = x — 10,
¢ili
x2— 11lx — 12 =0.
Jedinym pfirozenym feSenim je x = 12; to je tedy jediné
prirozené Cislo vyhovujici podminkdm tlohy.
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3. Je déna soustava rovnic s neznimymi x;, Xy, ..., X,
ax; +  bxy 4+ ¢ = x5
ax; +  bx, + ¢ = x5
axp-1 + bxp_y 4+ ¢ = Xy,
ax, -+ bxn+C:: X1
kde a, b, ¢ jsou redlnd Cisla, a ## 0. Dokazte, Ze tato sou-
stava:
I. nema zadné redlné feSeni, jestlize
(b — 1) — 4ac <0;
II. mé pravé jedno realné reSeni, jestlize
(b — 1> —4ac = 0;
III. ma vice neZ jedno realné feseni, jestlize
(b — 1) — 4ac > 0.
(Bulharsko, 7 bodu).

RESENI. (B. Sivdk)
Oznalme P(x) = ax® 4 (b — 1)x -+ ¢; danou sou-
stavu pak miZeme piepsat ve tvaru
P(xl) = Xy — X
P(xz) = X3 — Xo

Sectenim vSech rovnic dostavame
P(x;) + P(xy) + ... + P(x,) = 0. (*)
I. Necht (b — 1) — 4ac < 0. Potom je bud P(x) > 0
pro vSechna realna x (pfi a > 0), anebo je P(x) < 0 pro
vSechna redlnd x (pfi a < 0). V Zadném pripadé tedy
nemuze platit rovnost (*).
II. Necht (b — 1)> —4ac = 0. Pfi a> 0 je opét
P(x) = 0 pro vSechna redlna x, pfi a < 0 je P(x) = 0 pro
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vSechna redlna x, takZe rovnost (*) muze byt splnéna jen
v tom pfipadé, jestlize P(x,) = P(x,) = ... = P(x,) = 0.
Avsak rovnice P(x) = 0 ma pfi (b — 1) — 4ac = 0 pravé

jedno feseni, a to x = ~ .. Jedinym feSenim dané

2a
soustavy je tedy
1—0b

X=Xy = ==,

které skutecné soustavé vyhovuje.
III. Necht (b — 1)* — 4ac > 0. Rovnice P(x) = 0 md
v tomto pripad¢ dvé rtzna redlna feSeni x — « a x = /.
Snadno se presvédCime, Ze pak také
=M= s — g =&
a
X=Xy = ... =X, = f
jsou dvé (ruznd) feSeni dané soustavy, (ktera ovSem muze
mit event. jesté jind, dalsi reSeni).

4. Dokazte, ze v kazdém Ctyfsténu existuje takovy
vrchol, Ze z useCek rovnych hraniam, které z ného vy-
chézeji, 1ze sestrojit trojuhelnik.

(Polsko, 5 bod)

RESENI. (B. Sivdk)

Budiz ABCD libovolny dany Ctyfstén, pfiCemZ ozna-
Ceni volime tak, aby hrana 4B byla nejdelsi (jedna z nej-
delsich). Pro stény ABC, ABD ctyisténu plati trojuhel-
nikové nerovnosti, tj.

AC + BC > AB,
AD + BD > AB;

seCtenim dostaneme nerovnost
AC + BC + AD + BD > 2AB,
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kterou muzeme napsat téz jako
(AC + AD — AB) + (BC + BD — AB) > 0.

Nutné¢ tedy plati bud AC + AD > AB anebo BC +
-+ BD > AB. Protoze hrana 4B je nejdelsi, je mozné bud
z useCek AC, AD, AB anebo z BC, BD, BA sestrojit
trojihelnik.

5. Necht f je funkce s realnymi hodnotami definovana
pro vSechna realna x a takova, Ze pro kazdé x plati

1 B
fx+a)= 45 + Vfx) — fx)3% ™
kde a je dané kladné Cislo.

I. Dokazte, ze funkce f je periodickd (tzn. Ze existuje
kladné cislo & takové, Ze f(x + b) = f(x) pro vSechna x).

II. Udejte pro a = 1 pfiklad funkce f s uvedenymi
vlastnostmi, kterd neni identicky rovna konstanté.
(NDR, 7 bodl)

RESENT{

I. Ma-li funkce f byt definovana pro vSechna x a pritom
vyhovovat (*), musi nutné byt

fx) = [fx)

a tedy f(x) =1, a soucasné f(x) = l, takze celkem

2

2 =/

pro vSechna realna x.

1

A
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Pocitejme dale f(x + 2a) podle (*). Je
f(x + 2a) = fl(x + @) + a] =

+ Jfx +a) — [f(x + a)F =
- + Vfx + a1 — f(x + a)] =

]/— + f) — R {»——l/f<x>—[f<x>] }=

]/- — @) — U = +]/ (-1 -
— g+ =g =g — 1.

l\.))—l DN =

Plati tedy
flx + 2a) = f(x)

pro vSechna x; za Cislo b 1ze tedy vzit b = 2a.

II. Prikladd funkce s poZadovanymi vlastnostmi je
ovSem mnoho. Obecné lze takovou funkci definovat
takto:

1. pro 0 =< x < 1 definujeme f(x) zcela libovolnég, ale
tak, aby ; =fx)=1;

2. pro 1 =x <2 urtime f(x) pomoci (*), tj. tak,
aby

f) = 5 + Ve — 1) — (fte — DF;

3. pro vSechna ostatni x urlime f(x) tak, aby f byla
periodicka s periodou 2.
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Lze ostatné udat i nékteré jednoduché konkrétni pii-
klady jako

. TX
Sin -

flx) = =,

1
3

| —

anebo

flx) = é~pr00§x<1,

fx)=1pro 1 =x <2
a dale periodicky, atp.

6. Pro kazdé pfirozené Cislo n vypoctéte soucet

o

4 2% +1 + 2 n--2k
D it e B e S A
k=0

a dokazte spravnost odvozeného vzorce.
Symbol [x] zde znadi celou Cast Cisla x, tj. nejvétsi celé
¢islo m takové, %e m = «x.
(Anglie, 8 bodn)

Pozndmka.
Tato uloha byla popravu ohodnocena nejvétsim poctem

ma velmi kratké a elegantni feSeni), ale proto, Ze je pod-
nétnd a inspiruje k dal$imu zobecnéni ziskanych vy-
sledki, a to v nékolika riznych smérech. Proto si tu také
uvedeme rizné zpusoby reSeni.

RESENT 1 (autorské)

oo

k
Vypiseme si souclet S, = ?[” + 2] pro n =1, 2,

9k+1
R 2

3y s k=0
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21 131 [5

n=1: -2] 4] +[8]+...=1+0+0+0+...,
31 . [4] . [6

n=2: -5] + 5]+ [§]+...=1+1+0+0+...,
r47 (57 . [7

n=3: --2--]+ 4]+ [»8]+...=2+ 1404+0+...,

vysledky néds vedou k formulaci hypotézy S, = n, kterou
se pokusime dokézat. Pfedné je zfejmé, Ze pro n < 2 je

k k
Z ﬁnzlilz <1, a tedy [”—2-11—12] — 0. V kazdém souttu

S, je tedy jen konecny pocet nenulovych s¢itancu. Pozo-

rujme, jak se li§i sCitanci

[n+2"] . [(n +1) + 2k]

72k +1 k+1

v soultech S, a S, ;. Zfejmé vzdy

[n+2k] <[(n—+—l)—+—2"]’

Tkl okl

takZe nutné §, = S,,,. Ponévadz vSak
(n+1)+2¥ n4 2F 1

k41 0 Qk+1 T k1

k=0,1,..,

nemuze byt rozdil

[(n + l)i_2"] _ [n+ 2’”]

k41 Tk

vétsinez 1. Kdy vSak je pravé roven 1? V takovém pripadé
musi existovat pfirozené Cislo m takové, Ze
n 4 2% n-+ 142k
ot SME o -
Odtud
n+2k<m, 2 < p 4 2F 41,
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Avsak n + 2% a n -+ 2¥ 4 1 jsou dvé po sobé nasledujici
pfirozend Cisla a také Cislo m . 2" je prfirozené. Musi
tedy byt

m. 28 =p | 2F 1,
4.

n+ 1=2%2m — 1).
Snadno je vidét, Ze pfi daném 7 existuje pravé jedno celé
nezaporné k takové, Ze lze najit m tak, aby n + 1 =
= 2¥(2m — 1) — k5 k tomu stali rozloZit cislo n 4 1
na prvocinitele: & pak bude pocet dvojek v tomto roz-
kladu.

Pro vSechna ostatni £ bude pak nutné

n-+14 2% n -+ 2
P

Pri pfechodu od S, k §,,,; zméni se tedy pravé jeden sci-
tanec o jednotku, vSechny ostatni zustanou nezménény.
Plati tedy pro kazdé n: S, ., = S, + 1. Ponévadz vSak
S, =1, je skutecné §, = n, c.b.d.

RESENT 2

Cislo n vyjadtime v dvojkové soustavé, tedy ve tvaru
n=cy+ 2¢c, + 2%, + 2%¢3 + ... + 2'¢, + ... 5 ¢;=0,1.
Potom

n4 2% =y + . 4 260+ 25, + 1) 4 2Fe, +
e 7 o o o L,

n + 2% " . , ] |
,2’1@'{1 =2 ¢ + 27kc, 4+ .4 2%,,+ 2 (Clc + 1) +
+ Cr+1 + Cri1 ‘*" e *{— 2r“k"lcr ‘[A .

a déle zfejmé

2k 1
[nz—j;" ] N [ _; Ck] +Cpi1+ 2000 o 2R 0 L
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1 -{2— C’f] = ¢;. Mame tedy

Avsak ¢; = 0 nebo 1, takze [

L?l_;—_];] — Co + cl + 262 + 2263 + ces
i 2

n:!; ]=c1+c2+2c3+...

(n -+ 2F

‘z'm] =k + Cova + 20010 + oo

Setenim dostivame na levé strané pravé soucet S, a na
pravé strané

Co+ 2¢; + 2%y + ... + 27y + ... =,
tedy
S, = n.
RESENT 3. (M. Bukovéan— upraveno) '

UvaZujme vSechna pfirozena Cisla od 1 do n. MuzZeme
si je rozdélit do dvou skupin: na Cisla lichd, kterych je
n-+1

pravé 5 |>ama Cislasudd. Suda Cisla si déle rozdélime

opét do dvou skupin: na ¢isla nedélitelnd ¢tyfmi — a téch

je pravé [n —Z 2] a na Cisla délitelnd ¢tyfmi. Tuto posledni

skupinu dile délime na Cisla nedélitelnd osmi — a téch je
[n + 4

—87—-] — a zbytek —. Timto zpusobem postupujeme

déle aZ bude pfi nékterém déleni druha skupina prazdna.
Ponévadz takto vycerpame vsechna pfirozena ¢isla od 1 do
n (a téch je pravé n) a pritom kazdé Cislo bude pravé
v jedné skupiné — vidime, Ze plati S, = n.
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o . « x[n+ 257 . , .

Ukéazeme si jesté, ze skutecné —— | je pravé pocet
téch pfirozenych Cisel < n, kterd nejsou délitelna 2F*1,
ale jsou délitelna 2%, kde & = 0, 1, 2, .... Cisla s témito
vlastnostmi jsou tvaru

m=2Q2—1), I=12,..,
pfitom z nerovnosti 7 = n plyne postupné
2k21—1) = n,

n
n -+ 2F
I= 2Ic+1_

n 4 2k

Nejvétsi pfipustnd hodnota / je tedy [—2,;+1—], avsak to

je zaroven hledany pocet téchto cisel m.

Toto feseni vede k zobecnéni slohy, kdy dvojku nahra-
dime libovolnym prvocislem p. Kazdé prirozené Cislo m
lze vyjadfit — a to pravé jednim zpusobem — ve tvaru .

m = Pk -9,
kde ¢ neni délitelno prvocislem p. Toto Cislo ¢ pak lze
déle vyjadfiti — opét jedinym zpusobem — ve tvaru
qg=1Ip—r, 1=r<p, I=12,...
Analogicky jako v pfedchozim pfipadé pak dostaneme
Z nerovnosti m = n postupné

n=m=pt.q=plp—r1)
Z%c‘i“rglpa

j <t

S 1o
p
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s [P TD* ) e i L
takze pRL je opét prave pocet vSech téch priroze-

nych Cisel m nejvySe rovnych n, kterd jsou délitelna p*,
ale pfi déleni Cislem p** davaji zbytek p — r. Vidime tak,

Ze plati
n+1 '?,+,£] n+p?
[P]+[P2 +[p ]+ -

) n-+ 2 n+2p] [n+2p]
'[p]+[p2 + [T
o us o
L[rtp—1 _[n+p§p~l)] _[n»l»-pz(p—l)]
+[ ’ ]4 e e
4+ .o =n.

RESEN{ 4. (M. ¥. Williamson, Anglie)
Nejprve si dokdZeme, Ze pro kazdé nezaporné realné x

~plati
HE

Skutecné , pro 2/ = x <2/ + 1 je

x 1 x4+ 1
lg-2<l+~~2—§»2 <l+1,
takze _
x x+ 17 P
[2]+[—-2—]_1+1_21_[x].

Pro 2l+1<x<2[+2jepak

,+

1+v<—<z+1 <1+
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takZe

[’2‘] + [?f_;l]zlw-u:zwl:[x]-

Plati tedy pro kazdé nezaporné x

o -5

. . . L X
Do této rovnosti dosazujeme za x postupné k> k=

=0, 1, 2, ... a vSechny rovnosti pak sefteme:

[x] — [;] _ [zc-; 1],

HEEE ]
(1= 47

: . ¥ x o caXtant
Pro dosti velké k£ bude ovSem [27“] = 0, takZe seCtenim

dostaneme na levé strané [x] a na pravé strané soucet

— x + 2k
Spal]
k=0

Tim je uloha rozfeSena, a to dokonce obecnéji nezli jen
pro celé hodnoty x.

Treti a Ctvrty zpusob FeSeni lze jesté dale kombinovat.
Budiz p prvocislo, potom pro kazdé nezdporné redlné x
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plati

NEEE

SRHEN

j=1

takze opét

) X X P
Dosazujeme sem za x postupné x, ~, ,, ... a po seCteni

dostaneme jako konec':n}" vysledek rovnost

i Z[x tﬁf] [1].
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Piiloha 1

Vedouci delegaci na X. MMO

Zemé vedouci zastupce
Anglie dr. Norman Routledge dr. David Monk
Bulharsko doc. Dojc¢in Bogdanov Christo Stojanov

Dojcinov Doganov
CSSR dr. Franti$ek Zitek dr. Jozef Moravcik
Italie prof. Tullio Viola prof. Angelo Pescarini
Jugoslavie prof. France J. KriZani¢ Vladimir P. Mi¢i¢
Madarsko doc. Hodi Endré dr. Reiman Istvén
Mongolsko doc. Ursin Sanzimjatav Aivan Duger
NDR dr. Helmut Bausch Herbert Titze
Polsko prof. Mieczyslaw Mgr. Andrzej
Czyzykowski Makowski
Rumunsko prof. Constantin Ionescu- | Z. Bogdanov
-Bujor
SSSR doc. E. Morozova N. B. Vasiljev
Svédsko dr. Per Martin-Lof Peter Hackman

Rakousky pozorovatel: prof. Alexander
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Priloha 2

Prehled vysledka &sl. ucastnikd.

Jméno Uloha ¢&islo Cel-
1| 2] 3| 4| 5| 6 |km
B. Sivak 6 7 7 ‘ 5 7 8 40
T. Masek 6 7 7 5 7 8 40
M. Bukov¢an 3 4 1 0 0 8 16
P. Polcar 5 7 7 0 7 8 34
L. Polak 5 7 1 5 7 8 33
J. Vinarek 6 7 1 5 7 8 34
M. Kauki¢ 4 7 4 0 0 1 16
V. Miiller 6 7 2 5 7 8 35
Druzstvo
celkem 41 53 30 25 42 57 248

Zaci B. Stvdk a T. Masek dosahli maximalniho moZného poctu bodi
a ziskali tak proni cenu, zaci P. Polcar, L. Poldk, §. Vindrek a V. Miiller
ziskali druhou cenu.
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Priloha 3

Prehled celkovych vysledkt druzstev

Pocet cen Pof;ldi
N 7 odle
Zeme L II. | IL ?é:n C{%}Ey ggggl
Anglie 3 2 2 7 263 4
Bulharsko 0 __—3_ ' 1 A4 : 204 | 9
Ceskoslovensko| 2 4 | 407* A6 - _2;; ~;”7 R
Italie 7 7(; R 0 1 1 132 N T
Jugostivie | o | o | 3| 3| 1w | 10
'—I\Ed‘arsko ' 3_ 3 2 8 N 291“ » 3‘ “
Mongolsko 770”7 0 0 “"*'0" '7';— » 12 N
NDR 5 ; “*(*) 8A - ;04 e 7T7 N
Polsko 2| 3 2 7| 2,2 | 5
Rumunsko | 1| 1| 2 | 4| 28 | 8
SSSR s | 1| 2| 8| 28 | 2
Svedsko 1 2 5 8 256 | 6
Celkem _2_2" ; 20 64 — —

Vedle téchto cen bylo udéleno jesté 5 zvldstnich cen: Dva madarsti,
jeden anglicky a jeden jugoslavsky zdk dostali ceny za originilni
feSeni, prip. zobecnéni tloh; patou zvlastni cenu dostala mongolski
zakyné za nejleps$i vykon (ziskala 19 bodu).
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