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Pfedmluva

Mili ucastnici a spolupracovnici celostatni matematické
olympiady,

v dobé, kdy dostavate do ruky tuto brozuru o XVIII.
roCniku nasi soutéZze, zacal uz probihat jeji jubilejni
dvacaty rocnik. Misto retrospektiv a bilanci uplynulych
dvaceti let, jaké byvaji obvyklé pfi takovych pfilezitostech,
pohovofime si radéji o pritomnosti a perspektivich nasi
matematické olympiady.

Vite vSichni, Ze zejména v XIX. ro¢niku se objevily
v organizaci soutéZe nékteré zmény, které byly pfijaty
nékde se sympatiemi, jinde s nepochopenim; chtél bych
upozornit, ze dosavadnimi zménami neni asi ,,prerod*
matematické olympiddy ukoncen, Ze si okolnosti vynuti
zmény dalsi, zeyména v pojeti a obsahu soutéze. Duvody
zmén jsou hlavné dvojiho druhu: je to jednak reforma,
kterou zacina prochizet nas Skolsky systém, jednak je to
tlak méniciho se obsahu i vyucovacich metod ve stfedo-
$kolské matematice. KdeZto prvni pficina je razu spiSe
domaciho, ma druhd charakter mezindrodni, ba svétovy,
i kdyz pravdépodobné jeji vliv se bude uskuteéiiovat
postupné a pomaleji.

Myslim, Ze promény, kterymi prochazi a jesté bude
prochdzet naSe celostdtni olympidda, miZeme strucné
charakterizovat timto heslem: uvolnéni tuhé organizace
a takrka stabilniho tradi¢niho obsahu. Vite, Ze jsme za-
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vedli v XIX. ro¢niku tfi kategorie misto dfivéjSich Ctyf
a ze kazda z téchto tfi kategorii je urfena pro dva ro¢niky:
kategorie A pro IV. a III. ro¢nik gymnasii a odbornych
stfednich $kol, kategorie B pro II. a I. ro¢nik téchto skol
a kategorie Z pro 9. a prip. 8. ro¢nik zdkladnich devitile-
tych Skol. Toto opatfeni bylo tvrdé kritizovano pfivrzenci
tuhé organizace, ktefi by si prali, aby se obsah soutéze
pfimykal co nejtésnéji k Skolskym osnovam. Jsme si
védomi, Ze pii této nové organizaci budou v kazdé kate-
gorii zaci nizsiho z obou ro¢niku vzdy trochu handicapo-
vani, zdci vys$$iho rocniku budou ve vyhodé. Neméli
bychom v$ak zapominat, Ze ucastnici MO jsou zpravidla
zaci nadani, se zvlastnim zdjmem o matematiku, kteri
obylejné studuji soukromé vice, neZ predpisuji $kolni
osnovy. Na druhé strané je tfeba jednak snizit niro¢nost
uloh ve vSech tfech kategoriich, vybirat spiSe ulohy,
které vyzaduji urcité dovednosti a urcity zpusob mysleni
a pristup k problému, nez ulohy, které jsou prosté apliko-
vanim naucenych stereotypu; takovéto ulohy nepatfi
podle naseho minéni do soutéze vibec, protoze ucastnik
v nich nemuzZe uplatnit nic ze své tvorivé individuality.
Druhd cesta k ulehceni priace v soutéZi je v moznosti
vybéru uloh. Domnivame se, Ze v kazdém kole by mély
byt nékteré ulohy povinné, nékteré volitelné se dvéma
priblizné stejné obtiznymi variantami ruzné tematiky.
Dile jsme pro zachovani prvniho studijniho kola, které
ma podnécovat a vést ucastniky ke studiu; druhé kolo, tj.
v podstaté klauzurni prace, by mélo tematicky navazovat
na prvni kolo; prace by méla obsahovat asi tfi ulohy, na
jejichZ feSeni by byly k dispozici Ctyfi hodiny Cistého
Casu, jak je tomu v mezinarodnich olympiddach. Snad
v prvni vyvojové etapé by mély byt z téchto tfi uloh dvé
povinné a jedna volitelnd, pozdé¢ji by se mohl pomér obou
skupin dloh ménit ve prospéch tuloh volitelnych. Trteti
klauzurni kolo by mélo zustat v celostatni soutézi asi jen

4



v kategorii 4 s obdobnou organizaci jako druhé kolo.*)
OvSem nic nebrani krajskym vyborim MO usporadat
tieti kolo i pro kategorii Z, podobné jako jim nic nebrani
organizovat napf. pro nizi tfidy Skolni ¢i okresni soutéze.
Ve vSech soutéZnich kolech (druhém i tfetim) by mél
trvale zustat zaveden systém bodovaci, ktery ovSem nelze
michat se starym systémem Kklasifikacnim. Podle bodo-
vaciho systému lze v kraji (republice nebo celostitni
federaci) sestavit pofadi a je mozno i urcity pocet prvnich
ucastniki prohlasit za vitéze, resp. jim udélit podle poctu
dosazenych bodt prvni, druhou a tfeti cenu, tak jak
tomu je na mezindrodnich olympiadach i v jinych mezi-
narodnich soutézich, tieba sportovnich.

Uprava organizace kategorii A, B, Z, pravdépodobné
sniZzeni jejich ndroCnosti si vyZzada asi zfizeni zvlastni
vybérové kategorie V, které by se mohli ucastnit Zici
kterékoli tfidy; tato kategorie by byla urcena pro vysoce
nadprumérné zaky, pro S$pickové matematické talenty,
ktefi se vyskytuji na nasich Skolach ve vétsim poctu, nez
je na prvni pohled vidét, a z nichZ mnozi se neztcastni
olympiady pravé proto, ze ulohy tradicni $kolské mate-
matiky nejsou pro né uz dosti atraktivni.

Jak vidite, nékteré z popsanych organizatnich zmén
uz byly provedeny, k nékterym teprve sméfujeme —
vSecky zmény vSak nejprve zkousime — a teprve ze
zkuSenosti s nimi vyplyne definitivni uprava. Stalou nasi
bolesti je jednak nedostatek soutéZnich uloh, ktery nebyl
zlikvidovdn ani vypsanim konkursu Fednoty, jednak
Casovéd pretizenost zakd pétidennim pracovnim tydnem
ve Skole. Zaci ani jejich ucitelé nemaji Cas na mimofddné
studium, na pfemysleni o ulohdch, na experimentovani
a zkouSeni riznych metod feSeni, na vymysleni variant

*) Jak vite z XIX. ro¢niku, skute¢nost uz predstihla tyto nase pu-
vodni zdméry.



uloh a jejich zobecniovani, ackoli toto vie by mélo byt
nedilnou soucasti hlavné studijniho kola. Pro nedostatek
Casu neplni ndlezit¢ svij kol ani rizné pomocné akce
MO, jako pripravné seminafe a krouzky, vydavéani
studijni literatury — hlavné sbirky Skola miladych ma-
tematikit — jejiZz existenci se nam podafilo prozatim
udrZet jen s nejvétsimi obtiZzemi a ve zhorSené grafické
upravé. Pomérné nejlépe jesté plni sviij tkol prazdninova
soustfedéni zaka 3. a 2. roCniku gymnasii a stfednich
odbornych $kol; zde je ovSem tfeba velmi citlivé vyvazit
jednak zarazeni tuseku $kolské matematiky — a jednak
extenzi do matematiky neSkolské. Dalsi dluh, ktery tato
soustfedéni a MO viibec m4, je pomér k aplikacim mate-
matiky ; zde opét doslovné zapasime s nedostatkem vhod-
nych a pfistupnych uloh a s tim, Ze nasi studenti neznaji
potfebny matematicky apardt, tj. nékteré jednoduché
partie tzv. moderni matematiky.

Nyni jesté nékolik poznidmek k postupné preméné
tematické naplné soutéZnich uloh, ktera by asi méla zacit
v kategorii V' a pak ve fakultativnich ulohdch klauzurnich
praci. Ve $kolnim roce 1969/70 se zacalo ucit v I. ro¢niku
gymnasii podle zménéné osnovy, na gymnasia budou
v nejblizSich letech pfichazet absolventi pokusnych
devitiletek, ktefi budou ledacos umét z tzv. moderni
matematiky. Mimo to Zaci specialnich tfid, tj. Zaci nadani
pro matematiku, budou v rozsifeném vyucovani — tfeba
1 v zdjmovych krouZcich — participovat na sondach
(pokusech), kde se sezndmi s ruznymi zcela novymi
partiemi matematiky, s novymi metodami feSeni uloh
1 s jejich aplikacemi. Tito Zici — jejichZ polet postupné
stale poroste — budou asi prukopniky nového obsahu
MO; pro n& bude tieba soutéZ upravovat tak, aby se jim
nepredklddaly k feSeni muzedlni problémy, které mohly
byt zcela dobfe soutéZznimi tlohami pfed sto lety, jak
trefné poznamenal pied nékolika lety prof. Adler, vedouci
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francouzské delegace na IX. MMO v Jugoslavii. Nebudu
se na tomto misté rozepisovat o modernéjSi tematice
matematickych uloh; ti z vas, ktefi se aspon trochu zaji-
maji o moderni matematiku, védi, oC asi jde.

Nakonec jesté slovo k mezindrodnim matematickym
olympiddam. Zajem o né mezi nejriznéj$imi zemémi
stdle vzrastd a myslim, Ze pfi rozumném pojeti by tu
mohla vzniknout pravidelna soutéZz opravdu mezindrodni.
Ministerstva $kolstvi CSR i SSR predbézné pred Casem
slibila, Ze jsou ochotna uspofadat XIII. MMO v r. 1971
v Ceskoslovensku pfi pfilezitosti dvacitého jubilea
domaci olympiddy. Ostatni Gcastnické zem¢é mezindrod-
nich olympiad s touto skutecnosti pocitaji a v§ecky okol-
nosti nasvédCuji tomu, Ze naSe ministerstva skutecné
prislusna pozvani pocatkem r. 1971 poslou, i kdyz jde
o podnik neobycejné nakladny. Pfi této pfileZitosti by se
mohl pokusit nas pfipravny vybor XI1II. MMO o reformu
neoficidlniho statutu, ktery byl v podstaté vypracovan
v r. 1962 a ktery dnes uz nevyhovuje.*)

Jesté jedna pozndmka: nase druZstvo nema na MMO
obvykle valné umisténi; byva v ZebfiCku zemi asi na
prostfednim misté. Psal jsem uZz nékolikrat o této situaci;
jisté jedna z pfi¢in je nedobry psychologicky stav nasich
reprezentantii: nejsou dosti klidni, pocatecnim neuspé-
chem snadno znervézni, nemaji dost vytrvalosti pfi pre-
konavani prekdzek. Ale je tu i jind pricina: celkova
urovenl vyucovani na nasich $kolach (hlavné v specialnich
tfidach) je ve srovnani s cizinou nizs$i. Tento nedostatek
se nedd odstranit doplnkovym Skolenim a semindfi.
V zahranici, zejména v socialistickych statech, se vénuje
$pickovym talentim mnohem vice péce, tréninku a Casu
nez u nas. Nechci pronaset svij tsudek o tom, zda je to

*) Pripravny vybor XIII. MMO se ustavil 16. 6. 1970 a pocal jiz
pracovat.



nutné a spravné; ale rozhodné pfi reprezentaci na MMO
a pravdépodobné i pifi dalS$im studiu nese tato péce
dobré ovoce.

V zavéru predmluvy bych chtél znovu zduraznit, Ze
soutéz MO je jen jednim z prostfedku, jak zainteresovat
schopné zaky o matematiku, jak jim poskytnout prilezi-
tost ziskat profesiondlni pristup k reSeni matematickych
problému a v neposledni fadé i upevnit a rozsifit znalosti
matematickych faktd a metod.

Presto nechceme, a to zduraziuji, pohlizet na kterou-
koliv jinou zdjmovou ¢innost zdki — ucastnika MO, spe-
cidlné napf. na jejich ucast v jinych soutézich, jako na cosi
Skodlivého a nezddouciho. Pfitom vsak ucitelé sami nesmé;ji
pfi rozvijeni schopnosti Zakd zapominat, Ze jde o mladé
lidi v obdobi fyzického i dusevniho rozvoje a musi
rozhodné branit jakémukoli jejich pretéZzovani, jinak by
nase stfedni Skoly vychovavaly bud lidi jednostranné
a pfedcasné specializované nebo — coz je jeSté hor§i —
neurotiky.



I. O prubéhu XVIII. roéniku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradatelem soutéZe jsou munisterstvo Skolstvi ( MS)
s Matematickym tistavem CSAV v Praze (MU CSAV ) a
Fednotou ¢s. matematikii a fyziki (JCSMF). Také
XVIII. roc¢nik se fidil statutem, uverejnénym ve Véstniku
MSK, ro¢. XIX, str. 126, 127, smérnice 37 ze dne 30. 4.
1963.

Sout€z 1idil ustfedni vybor matematické olympiddy
(UVMO), v krajich krajské vybory matematické olym-
piddy (KVMO ) a v okresech okresni vybory matematické
olympiady (OVMO); v téchto vyborech jsou také za-
stoupeny poradatelské slozky.

Zici soutézili naposled ve Ctyfech kategoriich podle
svého studijniho véku, a to v kategoriich 4, B, C (stfedni
Skoly) a v kategorii D (zékladni $koly).

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU MATEMA-
TICKE OLYMPIADY
V XVIII. ro¢niku nebyly proti pfedchozimu rocniku

74dné zmény, takZe béhem obdobi fungoval tento UV
MO:

Predseda: fan Vysin, CSc., docent matematicko-
fyzikalni fakulty KU v Praze

Mistoptedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
vedouci védecky pracovnik MU CSAV v Praze



Mistopredseda za Slovensko: dr. Jozef Moraviik,
CSc., odb. gsistent VSD v Ziliné

I. jednatel: Viastimil Machdcek, odb. asistent pedago-
gické fakulty KU v Praze

II. jednatel: Ji#* Mida, odb. asistent pedagogické
fakulty KU v Praze

Clenové: Dr. Frantifek Béloun, vedouci matematického
kabinetu Krajského pedagogického ustavu v Praze
dr. Juraj Bosdk, CSc., Matematicky tstav SAV v Bra-
tislavé )
dr. Jaroslav Fuka, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
Franu$ek Hradecky, odborny asistent matematicko-
fyzikalni fakulty KU v Praze
prof. dr. Karel Hrusa, vedouci katedry matematiky
pedagogické fakulty v Praze
dr. Milan Kolibiar, CSc., profesor prirodovédecké
fakulty Komenského university v Bratislavé
Josef Bartinék, ustfedni inspektor MS
akademik ]osef Novdk, vedouci védecky pracovnik
MU CSAV v Praze .
dr. Yiri Sedldcek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
Frantisek Vesely, profesor v. v. v Praze
dr. Frantisek Zitek, CSc., v&decky pracovnik MU
CSAV v Praze
dr. Miloslav Zedek, docent ptirodovédecké fakulty
university Palackého v Olomouci

Dalsimi ¢leny Ustfedniho vyboru matematické olym-
piddy jsou prfedsedové krajskych vybort mate-
matické olympiddy:

dr. Viclav Pleskot, profesor CVUT v Praze
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dr. Vidclav Vilimek, docent katedry matematiky a de-
skriptivni geometrie strojni fakulty CVUT v Praze
Marie Stépdnkovd, odbornd asistentka katedry matema-
tiky Vysoké $koly zemédé&lské v Ceskych Budéjovicich
Karel Hnyk,odborny asistent pedagogické fakulty v Usti
nad Labem B

Véra Rddlovd, profesorka SVVS J. Fucika v Plzni
Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky Krajského
pedagogického ustavu v Pardubicich

Petr Benda, odborny asistent VUT v Brné

Josef Andrys, docent pedagogické fakulty v Ostravé
dr. Ladislav Berger, odborny asistent katedry matema-
tiky Vysoké $koly dopravni v Ziliné

Jdn Gatial, katedra matematiky elektrotechnické fa-
kulty SVST v Bratislavé

RNDr. fdn Cerny, CSc., docent piirodovédecké fa-
kulty v Kosicich

Néhradnik: dr. Miroslav Sisler, CSc., v&decky pra-
covnik MU CSAV v Praze

Pracovni pfedsednictvo UVMO (PUVMO) tvoii
(uvedeno v abecednim poradi):

J. Bartinék; prof. dr. M. Fiedler, DrSc.; dr. . Fuka,
CSc.; V. Machdcek; §. Mida; dr. J. Moravéik, CSc.s
akademik §. Novdk; dr. J. Sedldéek, CSc.; doc. §. Vysin,
CSc.; dr. E. Zitek, CSc.

Koncem roku 1969 mélo vyprset tfileté funkcni obdobi
uvedeného vyboru. Vzhledem k pfipravim na federa-
tivni uspofdddni orgdnti MO byla ministerstva Skolstvi
CSR i SSR pozidina, aby funkéni obdobi UV MO
bylo prodlouzeno do 31. 12. 1970 a aby byli kooptovéini
zastupci nové vzniklych organt. UV MO priipravi nd-
vrh nového statutu MO (viz dalSi podrobnosti v pozndm-
kich o jedndni plendrnich schtizi UV MO); tato price
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nebyla dosud uzaviena, nebot obé ministerstva $kolstvi
provedla dal$i organizacni zasah do soutézi MO, FO,
CHO. Nova organizace soutéze MO neni proto dosud
stabilisovana.

3. SCHUZE UV MO

Béhem XVIII. roéniku MO se ustfedni vybor seSel
tradi¢né dvakrat. Proni schiize se konala 5. a 6. prosince
1968 v Praze. Projednala rfadu zavaznych otazek, pre-
dev§im organizacnich. Prvni usneseni se tykalo III. kola
kategorie A4 jiz v XVIIIL. ro¢niku MO. Bylo rozhodnuto,
aby se soutés konala ve dvou dnech — kazdy den budou
soutézici resit tfi lohy ve 4 hodinach; tim se bude toto
kolo podobat soutézi MMO.

Dalsi usneseni se tykalo organizace XIX. ro¢niku: Bylo
rozhodnuto zfidit jen tfi kategorie: kategorii Z pro zaky
ZDS, kategorii B pro z4ky I. a II. roniku st¥ednich $kol
a kategorii 4 pro zaky III. a IV. ro¢niku stfednich $kol.
Misto dosavadnich 4 soutéZznich tloh v II. a III. kole bude
ucastnikim pfedlozeno vzdy 6 uloh, a to ve dvou skupi-
nach po tfech. Jedna skupina bude obsahovat ulohy spise
algebraické, druhd skupina tlohy spiSe geometrické
(o zpiisobu hodnoceni bylo diskutovdno na jarni ple-
narni schazi UV MO).

Neméné zavazné usneseni se tykalo zfizeni Ceské a slo-
venské subkomise pro navrh nového statutu MO, v némz
by se jiz pfihlédlo k nové situaci, kterou vytvari federali-
zace statu.

Druhd plendrni schize UV MO se konala u ptileZitosti
zavéreCného III. kola MO, kategorie A v Havifové
ve dnech 18. a 19. dubna 1969. Na schuzi bylo schvaleno
vedeni Ceskoslovenské delegace na XI. MMO v Rumun-
sku a s radosti byl pfijat pfislib tehdejsiho naméstka
ministra $kolstvi s. Ing. V. Hendrycha, Ze u prtileZitosti
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20. vyroti MO v CSSR bude u nds uspotidéna i XIII.
MMO. Dal$imi body jednani byly: pfiprava celostdtniho
soustfedéni kat. B, zalezitosti edice SMM, konkurs
FJCSMF na tlohy pro MO a FO a névrh evidenéniho
listu ti¢astnika MO. Hodnoceni priubéhu XVIII. ro¢niku
bylo velmi podrobné a obsirné; na zavér diskuse byly pfi-
jaty zavéry pro organizaci XIX. ro¢niku: Pro postup do
III. kola kat. 4 bude rozhodujici poCet bodu (terminu
,»uspésny fesitel” se nebude v tomto pripadé uzivat); ve
II. kole kategorii A a B budou zadény k feSeni tfi sku-
piny uloh. Kazda skupina bude sestavat ze dvou uloh,
které budou voleny tak, aby dosazitelny pocet bodi za
feSeni kazdé z nich byl tyZ. Do celkového bodového hod-
noceni se bude zakovi zapocitdvat pocet bodu za feSeni
jediné ulohy z kazdé skupiny, a to té, jejiz feSeni mu
bylo bodové lépe hodnoceno. Byly rovnéz urceny nové
terminy soutéZe. Elaborat slovenské subkomise pro ndvrh
nového statutu MO byl vzat za zaklad pro pripominkové
fizeni KV MO a dalsich organti; definitivné bude pro-
jednan na podzimnim zaseddni UV MO v roce 1969.

Zasedani UV MO prodiskutovalo rovnéZ otdzku prace
s zaky nadanymi pro matematiku a konstatovalo, Ze ne
vSichni ulitelé, a zvla$t€ ne novi absolventi fakult, se
témto zakam vénuji. UV MO se proto usneslo obratit
se dopisem s fadou podnéti na vSechny fakulty pripra—
Vl.l]lCl budouci ucitele matematiky se Zzadosti, aby této
otdzce venovaly pozornost a aby eventualné UV MO
sdélily své zkuSenosti a dal$i podnéty.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

a) Studijni I. kolo probihalo od zafi 1968 aZ do 15. ledna
1969 jako obvykle ve dvou etapach. V prvni etapé resili
Zaci vSech Ctyf kategorii pfipravné tlohy s terminem
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odevzdani do 15. listopadu 1968. Rozboru feSeni téchto
aloh, jejichZ odevzdani nebylo opét podminkou postupu
do soutézni ¢asti I. kola, vyuzili mnozi ucitelé k uzite¢nym
besedam s uclastniky a zijemci o MO. Avsak, ziejmé
vzhledem k mimofddnym udalostem, pocet ucastnikl
1 uspéSnych resiteld této soutézni casti I. kola klesl
nékde i vice nez o 20 9, oproti pfedchazejicimu rocniku
(viz tabulku 1). Jedinym uspokojujicim faktem tohoto
kola je, Ze se ho ucastni skutecné vazni a dobfi zdjemci
o matematiku, nebot procento uspéS$nych fesitela je
ponékud vyssi nez v predchazejicich letech. V kategorii
D je vsak pokles poctu ucastnikti i uspé$nych fesitelu
vyssi, priblizné o 30 %,.

b) Klauzurni II. kolo probéhlo v krajskych stfediscich
pro kategorii A v sobotu 8. bfezna 1969 a pro kategorie
B a C v nedéli 9. bfezna 1969. Kategorie D m¢éla své
II. kolo v okresnich stfediscich az ve stfedu dne 2. dubna
1969. Tato volba termind umozZnila opét nékterym zvlast
schopnym feSitelum ucastnit se II. kola i ve dvou kate-
goriich. Nejen v kategorii A, ale i v kategoriich B a C
bylo pouzito pri klasifikaci feSeni bodovani. Texty tloh
i bodové hodnoty dil¢ich usekil feseni jsou na str. 96 az
128. Zaci pri zadéani prace byli informovani pouze o poctu
bodu za uplné feseni kazdé ulohy. Ukazalo se, Ze stano-
veni poctu bodu tak, aby odpovidalo redlné situaci pfi
soutézi, je velmi obtizné. V kategorii A, i kdyZ soutéZzici
byli ve znacné Casové tisni, celkem bodovani dobie
odpovidalo. Avsak pro kategorii B a C byla stanovena
méfitka ziejmé prili§ pfisna (viz tabulku 2). Proto vysel
navrh, aby bodové hodnoty za feSeni uloh byly stanoveny
aZ po vyzkouSeni u experimentdlni skupiny. O dalSich
zévérech tykajicich se organizace i pribéhu II. kola jsou
zminky v ,,Pfedmluvé i v poznamkach ze schuzi UV
MO.

ProtoZe pro kategorie B a C soutéz II. kolem kondi,
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uvedeme v pfiloze A jmenny seznam uspéSnych resiteld
(nejvyse vsak prvnich deset) podle jednotlivych kraju.

Zdvérecné celostdtni III. kolo soutéze v kategorii A
se konalo 18. a 19. dubna 1969 v Havifové. Pro ulast do
III. kola bylo od KV MO navrzeno 36 zika a Zzakyi.
Podmince stanovené komisi PUV MO (uspésny resitel
m¢él dosahnout aspon poloviny bodi a vyfesit asponi jednu
dlohu se ztratou nejvySe jednoho bodu) nevyhovélo
z téchto 36 zaka celkem 9, avSak 8 z nich vyfresilo podle
starého kritéria ,,asponn dvé ulohy aspon na dvojku®,
pfipadné jednu z nich na 2—. Proto i téchto 8 bylo
povoldno k soutézi.

Vlastni soutéz III. kola probéhla po prvé ve dvou dnech
formou obdobnou soutézi na mezinidrodnich matematic-
kych olympidddch. Kazdy den reSili ucastnici tfi ulohy
ve Ctyfech hodinach. Zakim byly oznameny pocty bodu
za uplnd feSeni uloh. (Texty tuloh i strucnd bodova
ohodnoceni jednotlivych tusekt feSeni jsou na str. 129
az 146.)

Po korektufe feSeni uloh bylo stanoveno, Ze za vitéze
budou prohldSeni ti soutézici, ktefi dosahli aspoii 20 bodti
(z moznych 40 bodd). UspéSnym fesitelem je pak ten
uclastnik, ktery dosdhl aspoi 15 bodu (viz jmenny seznam
vitézl a uspé&Snych fesitelt v ptiloze B). VSichni vitézové
a uspésni fesitelé byli opét podle navrhu PUV MO
odménéni ministerstvem S$kolstvi.

Do pfipravného soustfedéni na XI. MMO byli do
Stifina na dobu od 22. do 28. &ervna 1969 povolani
vSichni vitézové a dale s prihlédnutim k vysledkam II.
kola Rudolf Svarc a ¥iri Safavik, kteti byli zdky II. ro¢-
niku a ktefi méli vysoky vazeny pramér bodu za II. a III.
kolo soutéZe. Definitivni slozeni druZstva (viz Zprava
o XI. MMO, str. 147 az 179) bylo urleno az na schuzi
pfedsednictva UV MO dne 28. Cervna 1969.
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5. POMOCNE AKCE

Jako kazdy rok, tak i v XVIII. ro¢niku pofadaly krajské
vybory MO spolu s pobo¢kami JCSMF rtizné piipravné
piedndsky pro ucastniky MO ruznych kategorii béhem
roku i celd soustfedéni (napf. opétné v Zapadocleském,
Jihomoravském a Severomoravském kraji). Rozsah i turo-
ven téchto akci zdvisela jak na financnich moZnostech,
tak i na iniciativé pfislu$nych Ciniteld.

Naproti tomu pfipravné sSkoleni pro mezindrodni ma-
tematické olympiddy mélo centralné pfipravovany pro- -
gram rozdéleny do téchto tii tseku:

a) Ulohy z teorie Cisel (ptipravil dr. Yiri Sedldcek, CSc.,
z MU CSAV);

b) Analytickd geometrie (ptipravil dr. Viadimir Mahel,
CSc.,z CVUT v Praze);

c) Funkce a zobrazeni (ptipravil dr. faroslav Fuka,
CSc., z MU CSAV).

Podle téchto materialt probihala priprava v nasledu-
jicich stfediscich (v zavorce uveden pramérny pocet
ucastnika): Praha (8), Plzeri (3), Brno (8), Bratislava (3),
Nitra (1), Zvolen (1), Banskd Bystrica (1), Prievidza (1),
Kosice (3) a Zilina (3), a to po cely $kolni rok.

Celostatni akci je 1 soustFedéni Fesitelii kategorii B a C,
které se konalo v XVIII. ro¢niku v Pardubicich od 23.
Cervna do 12. Cervence 1969. Tentokrate byly zfizeny
tfidy s odliSnym obsahem vyuky: matematickd, fyzikdlni
a matematicko-fyzikdlni.

Program predndsek a semindii matematické tridy:

Dr. Milan Koman, CSc. (pedagogicka fakulta UK
v Praze): Vysetiovdni geometrickych mist v prostoru metodou
souradnic.
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Dr. Pavel Goraléik, CSc. (MFF UK v Praze): Kombi-
natorickd algebra.

Jan Vina¥ (ptirodov. fak. UFPS v Kosicich): Forda-
nova eliminace.

Ve fyzikdlni tiidé zajiStoval cely program ustfedni
vybor fyzikélni olympiady.

V matematicko-fyzikdlni t¥idé polovinu vyuky tvorily
matematické prednasky: 3

Dr. Frantisek Zitek, CSc. (MU CSAV v Praze):
Vytvotujici funkce.

Dr. Milan Koman, CSc. (PedF UK v Praze): Vysetro-
vdni geometrickych mist metodou souradnic.

6. STUDIYNI LITERATURA

Letdky s ulohami pro kategorie 4, B a C (v ndkladu
5000 kusit) a pro kategorii D (v ndkladu 10 000 kusi)
vydalo véas Statni pedagogické nakladatelstvi; ulohy
I. kola byly rovnéz otiStény v Casopisech ,,Matematika
ve Skole* a v ,,Rozhledech matematicko-fyzikdlnich‘.

Nakladatelstvi Mladd Fronta vydalo do konce roku
1969 dalsi svazky edice ,,Skola mladych matematiki*;
uvedeme jen nékolik poslednich:

&. 20. Bruno Budinsky — Stanislav Smakal: Gonio-
metrické funkce

¢. 21. Alois Apfelbeck: Kongruence

&. 22. Tibor Salat: Dokonalé a spriatelené Cisla

¢. 23. Jaroslav Mordvek— Milan Vlach: Oddélitelnost
mnozin

¢. 24. Jan Gatial— Milan Hejny: Stavba Lobacevského
planimetrie

V posledni dobé vSak nakladatelstvi Mladd Fronta pfi
zad4véani svazki edice Skola mladych matematikii do vy-
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roby nardZi na velké potiZe. Podafilo se mu totiZ zajistit
vydani knihtiskem jen jednoho svazku roc¢né; ostatni
svazky budou muset byt tiStény rotaprintem. Snad
pomuze i prislib, Ze vydani jednoho svazeCku zajisti
na Slovensku nakladatelstvi Alfa. Doufejme, Ze se vSechny
potize podafi prekonat a vydavani edice bude zachovéno.

7. KONKURS JCSMF NA NAVRHY ULOH
PRO MO

Tento nepretrzité probihajici konkurs vyhlasila fednota
Ceskoslovenskych matematikic a fyziki jiz v roce 1966.
Pripomeiime jeho podminky.

Text a veSeni kaZdé ulohy je tieba zaslat napsané na listu
formatu A4 (vzdy origindl a jeden opis) na adresu:
Ustitedni vybor matematické olympiddy, Praha I- Nové
Mésto, Zitnd 25. Za kazdou piijatou tlohu je vyplicena
odména ve vysi 50,— Kds v kategoriich A, B a 30,— Kds
v kategorii Z. Pfi recenzi se piihlizi k puvodnosti tlohy
a odména muze byt pfipadné zvysena, napi. ulohy pro
mezindrodni MO jsou odménovany Cdstkou 80,— Kds.
Ulohy, které neprojdou uGspé$né konkursnim fizenim, se
autorum vraceji. Prijaté ulohy jsou zatfazeny do. archivu
ustfedniho vyboru matematické olympiady, ktery vy-
placenim odmény autorovi ziskava dispozi¢ni pravo,
zejména pravo upravit text Glohy i autorské feSeni a po-
uzit ulohy pro ucely MO podle vlastni uvahy. Autor
samoziejmé na sebe bere zdvazek, Ze pfijatou ulohu utaji,
aby prabéh olympiddy nebyl narusen.

Vyse uvedené podminky jsou upraveny vzhledem ke
zménéné organizaci olympiady od XIX. ro¢niku (kate-
gorie D byla oznacena Z, kategorie B a C splynuly v ka-
tegorii B).

Pro autory, ktefi se ucastni nebo chtéji zacastnit svymi
tlohami konkursu, jsou uréeny nasledujici fadky.
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Pfi vybéru tloh pro MO se dava vzdy prednost ulohdm
s atraktivnimi naméty pfed ulohami se slozitymi vypoclty,
zvlasté kdyZ neni jejich vysledek nijak zajimavy. Pocetni
zbéhlosti se m4d ucastnik MO naucit ve Skole. Olympijskd
uloha musi pfi feSeni vyZadovat ne pouhou pocetni ru-
tinu, ale hlavné dobry ndpad. Obrazné feCeno: tloha
v MO ma mit vtip! OvSem za ,,vtipnost* ulohy se nedd
povaZzovat uzivani zcela umélych obrath pfi jejim feSeni.

Pro MO jsou vitané dvojice Ci trojice Gloh, které spolu
souviseji. Resitele totiz jisté potési, kdyz napf. ve II. kole
se setkd s ulohou pribuznou tloze jemu znamé z priprav-
ného nebo I. kola. Ovsem v feSenich na sebe navazujicich
uloh se nelze odvolavat na predchozi ulohy. Kazda uloha
totiZ musi tvorit nezavisly celek. Musi se pocitat s tim,
Ze tesitel predchozi ulohu nevyfesil, nebo Ze nema jeji
feSeni po ruce (napt. ve II. kole).

V olympiddé se v soucasné dobé zadavaji témér vy-
hradné tulohy ziskané konkursem. Je to konec konct
vidét také z téchto Cisel: Od roku 1966 do 31.fijna 1969
doslo do konkursu celkem 537 uiloh od 65 autortu. Recenzni
fizeni bylo ukonceno u 482 uloh, z nichz 281 bylo pfijato.
V XVIII. roéniku mezi 54 zadanymi ulohami bylo pouze
5 uloh nepochdzejicich z konkursu.
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PRILOHA A

PORADI USPESNYCH RESITELU II. KOLA
V KATEGORIICHB A C

(neni-li uvedeno jinak, jde o SVVS, ptip. gymnasium,
a o tfidu odpovidajici pfisluSné kategorii)

Praha-mésto

B. Ondfej Matous, Praha 2, tf. W. Piecka; Svatopluk
Poliak, Praha 2, tf. W. Piecka; Vladimir Sima, Praha 2,
tf. W. Piecka; Miloslav Handl, Praha 2, tf. W. Piecka;
Martin Kasik, Praha 7, Nad Stolou.

C. Daniela Dlouh4, Praha 2, tf. W. Piecka; Vladimir
Zajic, Praha 10, Vodéradska.

Stiedocesky kraj
B. Jifi Gemprle, Radotin; Eva Noskovd, Mlad4 Bole-
slav; Stépan Vanéclek, BeneSov.
C. Jifi Doskocil, Podébrady; Jifi Fryda, Kladno.

Fiholesky kraj

B. Jan Vyhninek, Ceské Budé&jovice.
C. Jarmila Voldfichovéd, Vimperk.

Zdpadocesky kraj

B. Rudolf Svarc a Vladimir Junger, Plzefi, SVVS§
J. Fudika, ndm. Odboraii ; Jifi Benda, Plzeni, SPS elektro-
technicka.

C. Zdenka Cern4, Plzei, SVVS J. Fudika, ndm. Odbo-
rafa; Pavel Maglia, Karlovy Vary-Drahovice.
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Severocesky kraj

B. Vladimir Sulc, Litomé&fice; Jifi Skotnica, Chomu-
tov; Jaroslav Klima a Viaclav Urban, Liberec.

C. Zbynék Pejchal, Litoméfice; Jifi Hordk, Dé&Cin;
Jaroslav Klapsté, Liberec, SPS strojnicka.

Vychodolesky ~ kraj

_ B. Zdenék Jelinek, Pardubice; Pavel Schill, Ivan
Skaloud, Karel Vani¢ek, Vladimir Capek a Oldfich
Sisr, Hradec Kralové.

C. Jifi Dohnal a Jifi Horac¢ek, Hradec Kralové; Libor
Slezak, Pardubice; Jaromir Kubik a Jarmila Semradova,
Hradec Kralové; Pavel MarsiCek a Karel Skliba, Pardu-
bice.

Jihomoravsky kraj

B. Igor Kadefavek, Brno, Lerchova; Jaroslav Kucera
a Zdenko Stani¢ek, Brno, Kfenova.

C. Petr Firbas, Jifi Némec, Vaclav Holy, Slavomir
Kolcava a Milo§ Palecek, Brno, Kfenova; Ivan Vanicek,
Brno, Elgartova; Ivan Kubacek a Lubomir Pospisil,
Brno, Krenova; Antonin Povolny a Zbygniev Zalewski,
Brno, Konévova.

Severomoravsky kraj

B. Marie Némcikova, Karvina.
C. Jifi Ivanek, Novy Bohumin ; Marie Civinova a Milan
Konelny, Ostrava-Vitkovice.

Zdpadoslovensky kraj

B. Karol Safafik, Angela Leitmanova, Livia Hofer-
kové, Vladimir Cerny, Stefan Plesko a Michal Zajac,
Bratislava, Novohradska.
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C. Anton Cernjf a Eva AmbroSova, Bratislava, Novo-
hradska; Viliam Cuperka, Holi¢; Jan Franct, Bratislava,
Novohradska.

Stiedoslovensky kraj
C. Stefan Sakalo$, Prievidza.

Vychodoslovensky kraj

B. Belo Zorkovsky, Kosice, Srobérova; Mirko Horndk,
Kosice, Kovacska.
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PRILOHA B

Zavér XVIII. roéniku MO — III. kolo kat. A

Vitézové

. Tomds Masek, 111. f, SVVS tf. W. Piecka, Praha 2

. Bohu$ Sivdk, 111. a, SVS Zvolen

. Milo§ Zahradnik, I11. a, SVVS Tanvald

. $i¥i Vindrek, 111. f, SVVS t&. W. Piecka, Praha 2

. Perr Hadrava, 111. f, SVVS tf. W. Piecka, Praha 2

. Pavol Cernek, 11. b, SVS J. Hronca, Novohradska,

Bratislava
Stefan Sakdlos, 1. d, SVS V. B. N. Prievidza
Ji#{ Benda, M 2, SPSE Plzefi, Koterovska 85

Uspésni  tesitelé

. Josef Yirdsko, 111. a, SVVS Semily
10.

Viadimir Cerny, 11. b, SVS J. Hronca, Novohradska,
Bratislava .

Peter Mach, I11. ¢, SVS RuZomberok

Firi Koptiva, 111. a, SVVS Broumov

Josef Jedlicka, I11. b, SVVS Moravské Budg&jovice
Karel Malik, 111. f, SVVS tf. W. Piecka, Praha 2
firi Reif, 111. f, SVVS J. Fudika, ndm. Odboraid,
Plzen

Rudolf Svarc, 11. f, SVVS J. Fudika, ndm. Odborata,
Plzen
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17.

18.

19.

az

21.

22,

23.

24

Hana Cagasovd, I11. e, SVVS Kienové, Brno

$i¥i Safaiik, 11. b, SVS J. Hronca, Novohradska,
Bratislava

Eva Dvoidkovd, I11. a, SVVS Kolin 111, Zizkova 162
Yi¥i Yarusek, 111. f, SVVS ti. W. Piecka, Praha 2
Vlasta Navarovd, III. a, SVVS, Praha 3-ZiZkov,
PrazacCka

Jaroslav Daniel, 11. a, SVVS Moravské Budé&jovice

Zdena Stérbovd, I11. SVVS tf. W. Piecka, Praha 2
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Tabulka ¢&. 2
Prehled poctu ucastniki 1. kola podle kraji v kategorii D*)

Kategorie D
Kraj P Z toho U Z toho

divek divek
Praha-mésto 955 439 594 282
Stredotesky ' 344AV 176 - 239 132
Jihotesky - 408_— 226—- 226 107
Zapadotesky 217 109 116 ' 53
Severolesky 485 255 2474_ 118
Vychodocesky 485 210 255 126
Jihomoravsky 763 401 450 239
Severomoravsky 604 301 —36-64 | 182—
Zapadoslovensky 1082 525 829 410
Stredoslovensky 846 492 492 339
Vychodoslovensky 570 272 350 154 —
Celkem 6759 3406 4264 2142

*) P znadi celkovy polet ttastnikti; U znadi potet uspé$nych fesitelu
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Tabulka & 4
Prehled poltu ucastniki I1. kola podle krajii v kategorii D *)

Kategorie D
Kraj P Z toho U Z toho

divek divek
Praha-mésto 499 217 263 105
Stredotesky 222 120 151 81 -
Jiho&esky 200 93 43 o 16
Zapadolesky 106 46 26 9
Severolesky 219 99 110 48
Vychodo&esky 241 111 197 85
Jihomoravsky 402 211 75 34
Severomoravsky 301 144 113 56
Zapadoslovensky 806 394 260 139
Stredoslovensky 552 302 178 96
Vychodoslovensky 328 144 139 66
Celkem: 3876 1781 1455 734

*) P znadi celkovy polet utastniki; U znadi polet Gspé$nych fediteltt
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Il. PF¥ipravné dlohy I. kola
1. KATEGORIE A

1. Budte a, b, ¢ tfi kladna cisla, pro néz plati
a® + b" = ¢,
kde 7 je pfirozené Cislo vétsi nez 1. Pak existuje trojuhel-
nik, jehoZ strany maji délky a, b, c. DokaZte.

RESENT{. Dané &islo ¢ je vétsi nez dani &isla a i b.
Proto je
a-+c>b,
b+c>a
a stali dokizat, Ze také
a+b>c.
Podle binomické véty plati

(@ +b)" = a" + (';)a»_l b+...+ (n " 1) ab™-14-b".

ProtoZze n > 1, je na pravé strané kromé clent a™ a b
alespoii jeden dalsi ¢len. VSechny Cleny jsou kladné, takze
(a + b)" > a™ + b" = ",

tedy také
a+b>c.

Tim je tvrzeni dokdzéano.

2. Je din obdélnik ABCD, jehoZ strany maji délky
AB = a, AD = b. Trojuhelnik XYZ je vepsin obdél-
niku ABCD tak, Ze vrcholy X, Y naleZeji strané AB,
vrchol Z strané CD.

a) DokaZte, Ze polomér r kruZnice opsané trojuhelniku
XYZ spliiuje nerovnosti

29



b a® + b*

b) Dokazte, Ze kazdé Cislo r spliiujici nerovnosti (1)

je polomérem kruZnice opsané nékterému z takovych
trojuhelnikit XYZ.

D 2 c
Z
b
P
A —x———7F 5
Obr. 1

RESENI (obr. 1). a) Zvolme oznadeni vrchola A XYZ
tak, aby bylo AX < AY a oznatme AX = x, AY =y,
DZ = z.

Pro vypocet poloméru r uZijeme znamého vzorce

XY.YZ.ZX
r = ——H)— 5 (2)

kde P je obsah A XYZ.
Vyjadfime
XY=y—x YZ=|PF+(y— 23
ZX = ]/b2 + (x — 2)%

. —2b—(y ~ ). 3)
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Dosadime z (3) do (2); po tpravé vyjde
r=2—1b~l/b2+(y—z)2.]/b2+(x—z)2. (4)

Ztejmé je
b=BC<=YZ<BD-=|a {8,
b=AD < ZX < AC = |la* + 8.

Z geometrického vyznamu plyne, Ze nemuze soucasné
platit

YZ=0b, ZX = b,

YZ = a® + 82, ZX=|a*+ b*. 5)
Spojenim (3), (4) a (5) vyjde
berc@t¥
2 2

coZ jsou nerovnosti (1).
b) Abychom dokazali, Ze polomér r nabyva kazdé
hodnoty z intervalu (1), rozli$ime tfi pfipady.

: : 8 sl
I. (obr. 2a). Necht ]eO§x<§,_y— P E=5

z c D -
Obr. 2a Obr. 2b
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Pak je

_ 1 2 a )2
T—'zz.b. b+(x—§ . (43)
Pak r nabyva podle (4a) viech hodnot z intervalu

b 1 1 g g @ = Llfs  at

2
D Cmz (62)
A=X <Y» 2
Obr. 2¢
II. (obr. 2b). Necht je x = 0, y = % % <z<a.

Pak je

L a

2
2 _— 2 2
5 /e + (z 2) VFEFE. (b
Pak r nabyvé podle (4b) vSech hodnot z intervalu

il/z a_ 1 2 @ Ll/z a?
5 b+4—2b.b.Vb+4=r§2b B+
e+ a2 (6b)

III. (obr. 2c). Necht je x =0, 0 <y < %, z=a.

r—
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Pak je

1
=B+ —aF.Je + 5. (40)
Pak r nabyvé podle (4c) vSech hodnot z intervalu

;be2+—Vb2 a2<r<2bl/b2 2. Bt @ =

B a2 _+_ b2
=5 (6¢)

Spojime-li (6a), (6b), (6¢), zjistime, %e r nabyva viech
hodnot z intervalu (1).

3. Urdite vSetky komplexné Cisla 2, ktoré vyhovuji
rovnici

(14122 —iz +1—i=0. (1)

RIESENIE. Plati |22| = |2|2 = 22. Rovnica (1) mi

potom tvar
14+id2—izz+1—i=0. (2)

Ak do (2) dosadime 2 = x + yi, 2 = x — yi (x, y redlne
Cisla), dostaneme:
(14 1) (** — 3 + 2x91) — i(x* + ") + 1 —i=0. (3)
Z rovnice (3) vyplyva, Ze redlna aj imagindrna Cast
Tavej strany sa rovnd nule, t.j.

_y _‘2xy+l——03 (43)
y2+2xy——(x2+y2)—1=0. (4b)

Rovnicu (4b) upravime na tvar
2xy — 292 —1=0. (5)
S¢itanim rovnic (4a), (5) dostaneme x? — 3y% = 0 (iZe
x=¢|3y, kde e =+ 1. (6)
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Po dosadeni zo (6) do (5) vyjde 2y%e)/3 — 1) = 1.
PretoZe y musi byt redlne, je 2y > 0 a preto je ¢ = 1
Maime teda

N
Zo vztahov (7) a (6) dostaneme

_NF1 L _a 13
s e 2 > M 2 5

\ 1 __14—V§' ™

y
Vo= V1 Xp = —Xp.
Danej rovnici mézu teda vyhovovat len Cisla
2y=2%+yi, 2a=2x+yi=—2.

Skuskou sa lahko presved¢ime, Ze tieto Cisla rovnici (1)
skuto¢ne vyhovuju.

4. Budte a, b, ¢, d délky stran konvexniho Ctyfuhelnika,
u, v délky jeho uhlopficek, P jeho obsah.
Pak plati
4uPv? = 16P? + (a® + ¢ — b* — d?)?.
Dokazte. y

C =[0wu]

D-E'zi
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RESEN{. Zvolme soustavu Kkartézskych soufadnic
podle obr. 3. Pak plati podle vzorce pro vzdalenost dvou
bodi

a® = xi + 1,

b = xi + (31 — )P, : @)
@ =x3 + (v, — w)p?,
d? = x; + y:.
Dale je podle téhoZ vzorce
v = (%, — %)* + (31 — ¥2)%. 3)

Podle vzorce pro obsah trojuhelnika je
1 1
P = 2 u(lxe| + |xo]) = 5 “ (%1 — x2), 4

nebot je x; >0, x, < 0. Z druhé a tfeti rovnosti (2)
dostaneme
b — ¢ = xi — x3 + 31 — ¥ — 2u(y: — 1),

neboli vzhledem k prvni a ¢tvrté rovnosti (2)

2uy; —y5) = a* + & — b — d*. ©)
Z (4) a (5) dosadime do (3); vyjde

4uPv® = 16P? + (a® + ¢* — b* — d?)?,

coZ je rovnost (1).

2. KATEGORIE B

1. a) Najdéte vSechny dvojice (x,y) celych kladnych
Cisel, pro které plati

22 — 10Y] < 5.
b) Je-li p kladné ¢islo, pak nerovnice
22 — 10| < p

mé v oboru dvojic celych kladnych cisel (x,y) bud
konecné feSeni, nebo je nefeSitelnd. DokaZte.
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RESENT. a) DokaZme nejprve, e nerovnice 22— 10¥| <
= 5nemad feSeni x = y. Je totiZ |27 — 10%| = 107 — 2% =
= (10 —2)N = 8N =8, kde N je pfirozené (islo.
ProtoZe mocniny Cisla 2 rostou ,,pomaleji‘‘ nez mocniny
Cisla 10, napadne nds, Ze predchozi oddvodnéni by se

v

mohlo rozsifit i na pfipad x = y. Skutecné je pro x < y
|22 — 10Y| =27 |1 — 2Y-2 ,5Y| =22 (V% . 5V — 1) =
=2.56—1)=2.4=28.
ReSeni nerovnice z tlohy a) mtizeme hledat jen mezi
dvojicemi x, v, pro néz plati x > y. Pak plati
|27 — 10Y| = 2v |2*¥Y — 5Y| < 5,
tj.
v — < 5
nebot y = 1. Je tedy [2-¥ — 5% = 0 nebo 1 nebo 2.
Ptipady 0; 2 jsou vylouceny, nebot Cislo 5¥ je liché, Cisla
2%2-Y; 03 2 jsou suda. Je tedy bud
59 41 =2%"Y, (1a)

59 —1=2%v, (1b)
Dekadické vyjadreni Cisla 5¢ kon¢i dvojéislim 05 nebo 25;
proto dekadické vyjadreni Cisla 5Y 4 1 konci bud dvoj-
Cislim 06, nebo 26. Je proto 5Y + 1 délitelné jen mocninou
24, 1. 2* Y =2, x —y= 1. Z (la) pak plyne 5¢ = 1,
coZ je nemozné, nebot y je pfirozené Cislo.
Rovnici (1b) rozfeSime pomoci rozkladu
5 — 1 =5V — 1¥ =4 (1454 ...45Y-245¢-1). (2)
Mai-li byt ¢islo 5 — 1 mocninou dvou, musi mnohoclen
v zévorkich (2) byt roven bud 1, nebo byt ¢islo sudé, tj.
musi obsahovat sudy pocet ¢lentl. V poslednim pfipadé

seskupime ¢leny ve dvojice a pouZijeme vzorce 5% 4
+ 51 — 5kK(1 + 5) = 6. 5. To znamena: jsou-li v zd-

nebo
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vorkich (2) aspoini dva cleny, je Cislo na pravé strané (2)
nasobkem tfi a neni mocninou dvou. V uvahu pfichazi
tedy jen pfipad y = 1. Z (1b) dostaneme x — y = 2,
tj. x = 3.

b) Tvrzeni dokdZeme sporem. Budeme predpokladat,
Ze pro nékteré pfirozené Cislo p ma nerovnice [2% — 10Y| =
= p nekone¢né mnoho feSeni. Mezi témito feSenimi lze
vybrat takové dvojice [x;, y;] a oCislovat je tak, Ze x;, x,,
X3y . .- Y15 Vo y3 budou dvé posloupnosti pfirozenych
Cisel, ktera stale porostou. Tyto posloupnosti nemohou
byt totiz obé omezené (pfedpokladime, Ze nerovnice ma
nekone¢né mnoho feSeni); také neni moZné, aby jedna
posloupnost byla omezena a druha neomezena, protoze
(27 —10"] = p.

Muzeme tedy najit takové prirozené Cislo n, Ze je
27 > p, 54 >p. (3)

Je-li x, = y,, pocitame s pouzitim (3) takto:

|20 — 10V7| = 2% |1 — 2vn=en 5Un| > p|5 — 1| = 4p,
Tg je spor s danou nerovnici; [x,, v,] neni tedy jejim
feSenim. .

Je-li x,, > y,, pocitame s pouZitim (3) takto:

lzxn I 101[11! J— 21/n lzwn—yn o 51]:1] >p . N g P’
kde N je pfirozené Cislo. Také tato dvojice [x,, y,] neni
feSenim dané nerovnice. Tim je dokidzano, Ze nerovnice
nemd nekonecné mnoho feSeni.

Obrat, kterého jsme pouzili, je typicky v discipling,
zvané matematickd analyza.
2. Plati-li zdroven
sinx + siny -+ sinz =0, (1)
cos x + cosy + cosz =0, 2)
pak je také



sin 2x + sin 2y + sin 2z = 0, (3)
cos 2x + cos 2y + cos 2z = 0. (4)

Dokazte.

RESENI. Upravime

sin 2x 4+ sin2y + sin2z = sin 2x + sin 2y +
+ 2sin 2cos 2 = sin2x + sin2y + 2(sin x -+ siny)
(cos x + cosy) = 2sin 2x + 2sin 2y + 2sin (x + y) =
=4sin(x + y)cos(x — y) + 2sin(x + y) =
= 2sin(x + y)[2cos (x — y) + 1] = 0.

Nyni vyjadiime z (1) a (2) sin 2, cos 2, dosadime do
formule sin%z + cos®z = 1; po upravé dostaneme
2 cos (x — y) + 1 = 0. Plati tedy (3).

Obdobné pocitime

cos 2x + cos 2y - cos 22 = cos 2x + cos 2y + cos? z —
—sin? 2 = cos 2x + cos 2y + (cos x + cos y)*> — (sin x +}
+ siny)> = 2 cos 2x + 2cos 2y + 2cos (x + y) =
= 4cos(x+y).cos(x —y) + 2cos(x +y) =
=2cos(x +y)[2cos(x —y) + 1] = 0.

ProtoZe je 2 cos (x — y) + 1 = 0, plati i (4).

3. V rovine je dany duty uhol MON, vntutorny bod P
polpriamky opacnej k polpriamke OM a vnutorny bod
QO dutého uhla NOP. Dalej je dany $§tvorec so stranou d.
Bodom Q vedte priamku p, ktora pretina polpriamky
OM, ON v uvedenom poradi v bodoch X, Y tak, aby
trojuholnik OXY a dany Stvorec mali rovnaky obsah.

RIESENIE. Rozbor. Predpokladajme, %e sme zostrojili
priamku p ziadanych vlastnosti (obr. 4). Bodom Q
vedme priamku ¢ || ON. Priamka ¢ leZi v polrovine NOP.
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Obr. 4

S polpriamkou OM je roznobeznd, z coho vyplyva, Ze
pretina polpriamku OP v jej vontitornom bode. Oznacme
ho R. Oznalme dalej x velkost usecky OX, r velkost
useCky RO, v velkost vysky trojuholnika OXY prisla-
chajucej k strane OX a w velkost vy$ky trojuholnika
RXQ prislachajucej k strane RX.

Podla vety (uu) je \ OXY ~ A RXQ, z ¢oho vy-

Ijva, e = — —° &ize
Pva, 2 T T«
wx
Z textu ulohy vyplyva, Ze % vx = d? Cize
2d?
V= —x" . (2)
; : wx  2d? .
Zo vztahov (1), (2) vyplyva S ¢ z Coho po

uprave
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wx? — 2d%x — 2d*r = 0.

RieSenim tejto kvadratickej rovnice a dalSou upravou
dostaneme:

_2d% + 4d* 4 8drw  2d% 4 2d |/d®+ 2rw _
= 2w - 2w
_ dd+ | 2rw)

w

Pretoze |/d*> + 2rw > |/d®> = d a x mé byt &islo kladné,
vyhovuje ulohe len prvy koren, t. j.
T2 L Dyeyy
x:dw+Vd+wm‘ )
w
Usecka velkosti d je dan4, useky velkosti r, w médZeme
zostrojit a useCku velkosti x dostaneme konStrukciou
algebraického vyrazu (3).
Konstrukcia (obr. 5a, b).
1. Bodom Q vedieme priamku ¢ || ON a jej priesecnik

Obr. 5a
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v J

2r w
Obr. 5b

s polpriamkou OP oznacime R, a priamku 2 | OM a jej
priese¢nik s priamkou OM oznacime H. Velkosti useciek
RO a QH v uvedenom poradi oznacime r, w (obr. 5a).

2. Zostrojime usecku velkosti y, pre ktord plati:
y2 = 2rw. Jej konStrukciu moZno previest napriklad na
zéklade Euklidovej vety o vy$ke (obr. 5b). Na zéklade
Pytagorovej vety zostrojime usecku velkosti z, pre ktoru

z = |/d® + y* a potom na ziklade podobnosti skontru-
ujeme useCku velkosti x, pre ktoru x = 4(—‘1;—3) .

3. Na polpriamke OM zostrojime bod X, pre ktory
plati OX = x. PrieseCnik priamky p = QX s polpriam-
kou ON je bod Y.

Dékaz. Z konstrukcie vyplyva, Ze B
1 )aq7-

w
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A OXY ~ A RXO. (5)
w

r+x

Zo vztahu (5) vyplyva, Ze %: , z Coho v =

== Zj_ . Po dosadeni zo vztahu (4) do tohto vztahu do-
staneme
wd (d + |/d®+ 2rw)
B w _ wd(d + & + 2rw)
y dd+)d* + 2rw) ro+ @ +dlE+ 2w
W

Obsah P trojuholnika OXY je
1 1 dd+ |d®+ 2rw)
=XV = - .
2 2 w
. wd(d + Va® + 2rw) _
rw + d2 + d |/d* + 2rw
1 2d2(d2 + d) @+ 2rw + rw)
2 @rd)a+2rw 4 rw
Diskusia. Z rozboru vyplyva, Ze tseCka velkosti x je
jednoznacne urcend. Na polpriamke OM existuje jediny

bod X, pre ktory OX = x, z ¢oho vyplyva, Ze tloha mi
prave jedno riesenie.

P:

= d*.

4. Jsou dany roviny p | o', jejichZ vzdalenost je v > 0
V roviné p lezi Ctverec ABCD o strané d a stiedu S,
v roviné ¢’ s nim shodny ctverec 4'B'C’'D’ o stiedu S’.
Pritom je SS” | p, odchylka pfimek S4, S'4’ je «, kde
0° =< o =< 90°, a polopfimka SX souhlasné rovnobézna
s polopfimkou S'A4’ ma s useCkou AB spoletny bod.
Vypoctéte objem télesa, které omezuji Ctverce ABCD,
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A'B'C'D’ a trojuhelniky AA'B, A'BB’, BB'C, B'CC’,
CC'D, C'DD’, DD'A, D'AA'.

RESENI. Roviny A4'BB’, B'CC’, C'DD’, D'AA’
protinaji rovinu p v primkach, které omezuji Ctverec
EFGH; oznaceni volme tak, aby EF | A'B’ a aby body
A, B, C, D lezely po fadé na stranach HE, EF, FG, GH
(obr. 6).

Protoze S'A’' | SX, je < ASX = «. Oznaéme M

Obr. 6
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prusecik polopfimky SX s polopfimkou AE. Vzhledem
k A'D' | HE je <X AMS = <. D'A’'S’ = 45°. Protoze
X SAB = 45°, v trojuhelniku AMS vypoclitime
XL MAS = 180° — (o + 45°) = 135° — «. Je tedy
<X MAB = 135° — o — 45° = 90° — «. Potom <t ABE
= << BCF =« a BE =d.cos o, BF = dsin «, takZe
EF = d. (sin a + cos «).

Popsané téleso vznikne, jestlize od komolého jehlanu
s podstavami EFGH, A'B'C'D’ a s vy$kou v odetneme
¢tyti shodné jehiany AEBA’, BFCB', CGDC'y, DHAD',
jejichZ podstavy jsou pravouhlé trojihelniky s odvésnami
d.sin «, d.cos « a jejichz vyska je v. Jeho objem je

2
V= d?v [1 + (sin « + cos ) -+ (sin & + cos «)?] —

2 1 2
_%.(wg—cgs—g: %2(2+sinoc+cosa) =

2 -
= 1133 [2 + |/2sin (« 4 45°)].

POZNAMKA. Pro « = 0° a « = 90° vznikne
pravidelny Ctyrboky hranol ABCDA'B'C'D’, popf.
ABCDD'A’B’C’ o objemu V = d%v; pro « = 45° mame

2 e
V= d—39 2 + |/2) = 1,138 . d%, co? je zfejmé maxi-
mum.
3. KATEGORIE C

1. Dva chodci jdou stalymi rychlostmi pod¢l Zelezni¢ni
trati v témze sméru. V témZz sméru jede po trati vlak.
Lokomotiva pfedjede prvniho chodce 7 minut poté, co
predjela druhého chodce. Prvniho chodce mine vlak
za t, vtefin, druhého chodce, ktery jde rychleji, za ¢,
vtefin. Za kolik minut dohoni druhy chodec prvniho?

44



RESEN{. Prvniho chodce, ktery jde pomaleji, mine
vlak za krat$i dobu nez druhého chodce, tj.

n<t. (1)

Predstavme si, Ze v tloze popsany déj sledujeme z uve-
deného jedouciho vlaku. Oznacme d jeho délku v met-
rech. Potom se ndm zda, Ze se chodci pohybuji kolem
nas v obraceném pofadi pozpatku, a to prvni chodec
rychlosti

d
U = ?1‘ @)
a druhy chodec rychlosti
d
7)2 S5 t—z_ . (3)

Rychlosti v, a v, jsou ve vztazich (2) a (3) udény v m/s.
Vzhledem k nerovnosti (1) plati

4.4
hoot’
tj. podle (2) a (3)

Z posledni nerovnosti plyne, Ze z vlaku se zd4, Ze prvni
chodec je rychlejsi a dohani druhého.

PopiSme nyni, jak vypadd z hlediska pozorovatele
ve vlaku predjizdéni chodct. Jako prvni se objevi u pfed-
ku lokomotivy druhy chodec. V okamziku, kdy se octne
druhy chodec u zadi lokomotivy (z jeho hlediska ho
lokomotiva predjela), je od ného prvni chodec vzdélen

60.7.9,
metrd (obr. 7). Z vlaku se nam zda, Ze se chodci k sobé
priblizuji s rychlosti
‘2)1 — Dy
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1. chodec 607v, 2. chodec

-

—0- -0

T
\lokomotiva !

J

d
<———— smys! chize a jizdy pro pozorovalele stvjiclho u Tralt

——> smysl pohybu choded pro pozorovafele z viaku
Obr. 7

metrd za sekundu. Od okamZiku, kdy lokomotiva pfed-
jela druhého chodce, se oba chodci setkaji za

1 6070, 194

t:@.vl_vz_vl_vz (4)
minut. Dosadime-li z (2) a (3) do (4), mdme
. T . t2
t= P 5)

Vztah (5) uddva polet minut, ktery potfeboval druhy
chodec v okamziku, kdyZ ho pfedjela lokomotiva, k dosti-
Zeni prvniho chodce.

POZNAMKA. Samoziejmé Ize uddvat polet minut i od
jiného okamzZiku, neZ kterého jsme uZili. Musi byt ovSem
zajisténo, Ze v tomto okamziku jsou uz chodci v pohybu
a ze druhy chodec jesté neni pfed prvnim. U okamziku,
jenZ jsme vyse zvolili, je toto zfejmé podle textu ulohy.
Podobné je tomu, pocitdme-li Cas potfebny k dostiZeni
prvniho chodce druhym od okamziku, kdy lokomotiva
pfedjela prvniho chodce.

Dostavame s uZitim vztahu (5)

g Teh _T.h

Iy —14 I, — 1
minut.
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2. V rovine je dand priamka p a bod A vzdialeny od
priamky p o a > 0. Dalej je dané kladné Cislo ¢. Urcite
geometrické miesto vrcholu D vSetkych pravouholnikov
ABCD, ktorych plo$ny obsah je ¢ a ktorych vrchol B
lezi na priamke p.

|
|
|
|
1
T,

p H B8 K\
Obr. 8

RIESENIE. Nech H je pita kolmice spustenej
z bodu A4 na priamku p (obr. 8). Nech ABCD je jeden
z pravouholnikov vyhovujtcich podmienkam tlohy. Preto-
Ze priamka AB je zrejme rdznobezna s priamkou p, je tieZ
priamka CD s priamkou p rdznobeZni a existuje preto
priese¢nik K priamok p a CD. Podobne existuje priesec¢-
nik M priamky CD s rovnobeZzkou s priamkou p vedenou
bodom A. Pravouholnik ABCD a rovnobeinik ABKM
maju spolo¢nu stranu AB a rovnaku vy$ku na fiu (je to
dizka AD), preto st rovnoploché. Plosny obsah pravouhol-
nika sa podla textu ulohy rovnd ¢ a plo$ny obsah pravo-
uholnika sa zrejme rovna stcinu dizok AM a AH. Preto¥e
Cisla ¢ a AH = a nezavisia na volbe pravouholnika ABCD,
je tiez dizka Gise¢ky AM = ¢: a na tejto volbe nezavisl4.
Existuju prave dva body vzdialené od bodu Aoc:a ale-
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Ziace na rovnobezke s priamkou p vedenej bodom A.
Jeden z tychto bodov sme oznacili M, druhy oznaéme
M’'. Z toho vyplyva podla Thaletovej vety, ze vrchol D
lezi na niektorej z kruznic %, resp. &’ opisanej nad useckou
AM, resp. AM’ ako priemerom.

Hladané geometrické miesto vrcholu D je dvojica
kruZnic £ a &' bez bodu A. Posledné tvrdenie dokdzeme.
Ukazali sme uz, Ze vrchol D lezi nutne bud na kruZnici k&,
alebo &'. Je zrejmé z textu ulohy, ze D # A.

Nech teraz D = A je bod kruZnice k alebo %’. Bodmi
D a A a tym, Zze bod B lezi na priamke p je pravouholnik
ABCD jednoznacne urceny. Dokaz, Ze jeho plosny obsah
je ¢ sa prevedie rovnako ako v predchdadzajucej uvahe.
Tym je dokaz prevedeny.

3. Sportovy krazok $koly m4 79 &lenov. Z nich pestuje
45 futbal, 30 volejbal, 36 basketbal, 28 hokej, 25 plavanie
a 34 lahku atletiku. Kazdy ¢len krazku pestuje aspori dva
$porty a najvacsi pocet $portov pestuje 40 ¢lenov kruzku.
Kolko ¢lenov kruzku pestuje prave dva Sporty, prave tri
$porty, atd.?

RIESENIE. Ozname x; polet ¢lenov krizku, ktorf
pestuju prave i §portov, 1 = 2, 3, .. ., k, pricom x; = 40.
V pocte 45 + 30 + 36 + 28 + 25 + 34 = 198 je kazdy
¢len kruzku pocitany tolkokrat, kolko rdznych Sportov
pestuje. Preto plati

2xy + 3x3 + ... + kxp = 198 (1
a kedZe ¢lenov kruzku je 79, plati
Xo+ %3+ ... Fxx=179. @)

Vyludenim x, z rovnic (1) a (2) dostaneme
X3+ 2x4 + ...+ (B — 2)x; = 40.
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KedZe x; = 40, musi byt k2 = 3, pretoZe inak by lava
strana bola vicSia neZz 40. Potom rovnicu (2) mdZeme
zapisat v tvare
x2 + xs = 79 3
skadial po dosadeni x; = 40 dostaneme x, = 39.
Dva Sporty pestuje teda 39 Clenov a tri Sporty 40
¢lenov kruzku.

4. Sestrojte lichob&inik ABCD, jehoZ uhloptitky
jsou k sobé kolmé, je-li ddna délka jeho ramene AD =
= d, délka jeho thlopficky AC = e a pomér obou
zékladen AB:DC = 5:3.

*R
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RESENI. Ozna¢me L pruseéik uhlopti¢ek AC a BD,
K prusecik ramen AD a BC. Z podobnosti trojahelniki
(obr. 9)

AKAB ~ AKDC a NABL ~ ANCDL

plyne
AK:DK = 5:3, AL: CL = BL: DL = AB:DC =
=5:3aAL=%AC.

Ponévadz je AC | BD, lezi bod L na Thaletové
kruznici sestrojené nad pramérem AD.
Konstrukce (provedena na obr. 9 v poloroviné ADR):

1. Nad tuseCkou AD jako nad prumérem opiSeme
kruznici k.

5

3. Urcime prusecik L = k . [ lezici v poloroviné ADR.

4. Na polopfimku AL naneseme od A usecku délky
AC = e.

5. Sestrojime AB | DC; B lezi na DL.

Diikaz. Z provedené konstrukce plyne, Ze DL | AL,
tj. uhlopricky jsou k sobé kolmé. Ponévadz je AC: AL =
8:5,je AL: LC=5:3a AB:DC =5:3.

Diskuse. Uloha m4 feSeni, a to jediné (v poloroviné

2. Sestrojime kruznici /= (4

ADR), kdyZ % e < d. (Dalsi feseni v poloroviné opacné
k poloroviné ADR by bylo soumérné podle pfimky 4D.)
4. KATEGORIA D

1. Rozpoditali, Ze stavebny materidl odvezie auto za

x dni, kde x > 3. KedZe odvoz bolo treba urychlit, zacali
na $tvrty den odvazat material eSte dal$imi dvoma autami.
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Vykon prvého pomocného auta bol % vykonu pévod-

ného auta, vykon druhého pomocného auta bol 1,5
vykonu pdvodného auta. Vsetky tri autd dokoncili odvoz
za y dni.

a) Vyjadrite y pomocou x.

b) Pre ktoré celé Cisla x << 50 je y celé &islo?

RIESENIE. Prvé auto odviezlo za jeden deii % mnoz-

« 1 ey . 1
stva vsetkého materidlu, Cize celkom odviezlo (y + 3) S

. , . . .1 5
materidlu. Druhé auto odviezlo za jeden deii s
Y v 1 . 5y
mnozstva vSetkého materidlu a celkom teda o ma-

., . . . ! "
teridlu. Tretie auto odviezlo za jeden den S 1,5 mnoz-

_ . Yy k) .
stva vSetkého materidlu, Cize celkom % materialu.

VSetky tri autd spolu odviezli vSetok materidl, preto plati
y+3, %%, 3y _
T 6x T L
z ¢oho dostaneme
3

Cislo y je zrejme kladné, pretofe x > 3. Ak je &islo y
celé, potom kladné ¢islo x — 3 je ndsobkom C¢isla 10, t.j.
x — 3 = 10k, kde % je Cislo prirodzené. Pre prirodzené
¢islo x mame teda vztah
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x =34 10%,
Cize x € {13, 23, 33, 43, 53, .. .}.

Ak je x < 50, potom prichddzaju do tvahy ¢&isla 13,
23,33 a 43.

2. Urlete vSecky dvojice pfirozenych Cisel x, y, pro
které , plati
8x3 — y3 = 387. (1)

RESENI{. Plati 8x% — y3 = (2x) — 3% =
= (2x — y) (4x* 4+ 2xy + y*), tj. rovnice (1) zni
(2x — y)(4x® + 2xy + y?) = 387.
Ziejmé je 4x® + 2xy + y> >0, 2x —y >0, 2x > y.
Rozlozime <¢&islo 387 v soulin prvodinitela: 387 =
= 3.3 .43. Sestavime tabulku:

2x — 1| 3| 43| o9f 129 387
4% + 2xy + y? 387 [ 129 | 9| 43 3 1
@x — y)? 1| 91849 | 81 | 1292 >3 | 3872 >1

4x% + 2xy + y? — 386 | 120 za- | za-

— (2x — y)* = 6xy porné|porné| Z24porné | zéporné

neni _ —
xy celé | 20| — -
x — 4 — — - -
y - 50 —| — - -
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Rozlozime ¢islo 20 v soucin dvou Cinitelti: 20 = 1. 20 =
2.10 = 4. 5; kladné rozdily 2x — y jsou 2.20 — 1 =
=39, 2.10—2=18, 2.5—4=6, 2.4—5=23.
Vyhovuje jen posledni; proto do tabulky (sloupec 2)
doplnime x = 4,y = 5. Skutecné je 8x* — y® = 8 .64 —
— 125 = 512 — 125 = 387.

JINE RESENI. Polozime-li 2x = z, dostdvame
2% — y3 =387, (1)

13=1 tj. ulohu: naleznéte takova dvé
28 =28 pfirozena Cisla z a y, pfiCemZ 2 je
33 = 27 sudé, aby rozdil jejich tfetich moc-
4% = 64 nin byl 387.
5% =125 Z rovnice (1) plyne, Ze pro sudé
63 = 216 Cislo z plati
7 = 343 23 > 387,
8% =512 takze z tabulky tfetich mocnin
93 = 729 pfirozenych cisel snadno zjistime,
10® = 1000 Ze
113 = 1331 z2=8. (2)
123 = 1728 Z této tabulky lze také odhadnout,
13% = 2197 Ze sudé Cislo z nemuZe byt vétsi
nez 10, tj. musi byt

143 = 2744
. z=10. (3)
Odecteme-li totiZ od tfeti mocniny
libovolného sudého cisla z > 10
tieti mocninu nejvétsiho Cisla, které pfichazi v uvahu
jako cislo y, tj. tfeti mocninu Cisla 2 — 1, potom, jak
se zdd z tabulky, dostaneme vidy dCislo vétéi nez 387.
Pravdivost tohoto odhadu snadno dokdzeme. Kazdé sudé
piirozené Cislo z > 10 lze psat ve tvaru 12 + n, kde n
je celé nezaporné Cislo. Plati:
(12 +n)P — [(12+n) — 1P = (12 +n)® — (12 + n)® +
+3(12 4 n)> — 3(12 4+ n) + 1 =397 + n> + 69n > 387.
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Ze vztahu (2) a (3) plyne, Ze sudé Cislo 2 je bud
8, nebo 10. Z tabulky tfetich mocnin zjistime, Ze tloha
md jediné feSeni 2 =8 a y =5,tj.x =4 ay=>5.

3. St dané body A4, B, C, D, z ktorych Ziadne tri
nelezia v priamke. Zostrojte bod E tak, aby bolo AE | BD,
DE | AB a bod F tak, aby bolo AF | CD a DF | AC.
Dokazte, ze EF — BC.

RIESENIE. Obrazec ABDE je rovnobeznik, pretoze
body A, B, D nelezia v priamke. Priese¢nik jeho uhlo-
prieok ozna¢me S (obr. 10). Potom AS = DS, BS =
= ES. Obrazec ACDF je taktiez rovnobeznik, pretoZe
ani body A4, C, D neleZia v priamke. Jeho uhloprieCky sa
taktiez pretinaji v bode S, pretoZe uhloprieCka AD je
spolo¢nd pre oba rovnobeZniky. Preto plati tiez CS = FS.
Z podmienok BS = ES, CS = FS vyplyva EF = BC,
pretoze body B, E a C, F tvoria dve dvojice bodov st-
merne zdruzenych podla stredu S.
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4. Je déan &tverec ABCD, jehoZ strana m4 délku a; K je
stted strany AD, L je bod poloptimky BA, pro ktery
plati BL = % a. Oznaéme o n&akou takovou pFimku
prochézejici bodem D, Ze usecka XY soumérné sdruzend
s KL podle osy o leZi celd ve ¢tverci ABCD.

Jaky ttvar vyplni vSechny takto vytvofené useCky
XY? Narysujte obrazek a vysSrafujte tento utvar.

RESENI. Danou situaci znazorfiuje obr. 11. ProtoZe
body K, X jsou soumérné sdruZeny podle osy o, ktera
prochdzi vrcholem D, plati

DK = DX .
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Bod X lezi tedy na kruZnici %, se stfedem D a polomé&rem
DK = %; ovsem jenom na tom oblouku kruZnice A,

ktery lezi ve ctverci ABCD (je to Ctvrtkruznice KM).

Protoze body L, Y jsou soumérné sdruZeny podle osy o,
ktera prochézi vrcholem D, plati

DL = DY .
Bod Y lezi tedy na kruZnici %, se stfedem D a polomérem

DL = % V§: jak snadno vypocteme podle Pythagorovy

véty z trojuhelnika ADL. KruZnice k, prochézi stfedem
G strany BC; bod Y leZi ovSsem jen na tom oblouku
kruznice k,, ktery lezi ve ¢tverci ABCD. Tento oblouk
je omezen stfedy E, G stran AB, BC.

Budiz Y libovolny bod oblouku EG; dokazeme, Ze
vznikne jako soumérné sdruzeny bod s bodem L podle
vhodné osy o prochdzejici vrcholem D. Tuto osu o
sestrojime jako osu tuseCky LY; urCime prusecik Z
pfimek o0, KL a déle prisecik X prlmky YZ s obloukem
KM kruznice k,. Usecka XY je soumérné sdruzend s KI,
podle osy o. Je-li Y = G, je X = F. Proménnd usecka
XY vyplni vySrafovanou ¢ast mezikruzi (k,, k,) omezenou
obloukem EG kruZnice k,, obloukem KF kruznice k;
a useCkami KE, FG.
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I1l. Sout&Zni Glohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Je dino n (n = 4) redlnych Cisel ve vzestupném

uspofadani a,, a,, as, ..., a,. Sestavte takovou jejich
permutaci by, by, b, . . ., b,, aby soucet absolutnich hodnot

Ib1 - bzl + 1b2 - bsl LRI = |bn-1 - bn[‘an - (bll)|

byl maximalni. PopiSte vytvofeni této permutace a na-
piSte vzorec pro maximalni soucet (1).

RESENT. a) Oznadime x,, Xy, X3 ..., X, libovolnou
permutaci danych ¢isel a dile ozna¢ime
s=x—%y| + [Xe— x5 + ... .. + |%p—1— Xa| + [Xn—2x,].
Plati-li pro tfi za sebou nasledujici Cisla, napf. x,, X3, X4,
nerovnosti

Xy < Xg < Xg 5 (2)
je
%o — x| + |x3 — x4 = x5 — x5 + X5 — x5 = X4 — Xy,
tj. plati-li (2), pak stfedni Cislo x, trojice (2) se vibec
neucastni tvofeni soutu s. Toto tvrzeni plati i pro
trojice X,_1, X,y X1 @ Xy, X1, Xo. K stejnému vysledku dospé-
jeme i tehdy, kdyZ misto nerovnosti (2) plati nerovnosti
Ko = Xg = 05
b) Necht pro néktera tfi za sebou nasledujici Cisla,
napr. pro x,, Xs, X3, plati nerovnosti
_ Xy < X3y Xy > Xy . (3)
Pak je
|y — xg|+|x5 — Xa| = x5 — Xy + x5 — x4 = 23— Xy — X,
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tj. stfedni Cislo trojice (3) se v souétu (1) vyskytne se
soulinitelem 2.

Necht pro nékterd tfi za sebou ndsledujici Cisla, napf.

pro x,, x3, X, plati nerovnosti

Xy > X3y Xz < Xg. (4)
Pak je
X — 3| + %3 — %] = X% — X%+ X3 —x3 = x +

+ Xy — 2x3 )

tj. stfedni Cislo trojice (4) se v soultu (1) vyskytne se
soulinitelem —2,
Zavér odstavcu a) a b):

Soucet s vypocteme podle vzorce:

s = kya; + kea, + kyay + ... kpay, . (5)
Koeficienty %,, ky, k3, . . ., k, urime takto: je-li Cislo a;
v cyklicky chdpané permutaci x;, Xy, X3, ..., X, mezi
sousednim mens$im a vét$im Cislem, je k; = 0; je-li Cislo
a; mezi dvéma mensimi Cisly, je k; = 2, je-li mezi dvéma
vétSimi Cisly, je k; = —2.

c) Pfi konstrukci permutace b,, b,, b3, . . ., b, se tedy
budeme snaZit, aby nejvétsi Cisla dané skupiny lezela
mezi mensimi. Pritom je tfeba rozliSit dva prfipady:

I. n = 2» je sudé Cislo. Pak sestrojime permutaci
by, by, by, . . ., by, takto:

Ay Ayiys Aoy QAyigy o oy Ayy Aoy -

Zde je kazdé z cisel a,iq, . . ., @y, mezi dvéma mensimi
Cisly a kterékoli z Cisel ay, ay, . . ., a, mezi dvéma vétSimi
Cisly. Vyménime-li mezi sebou kterdkoli dvé z Cisel
ays Ay, . . .5 a, Nebo kterakoli dvé z Cisel a,.q, @yi0y - - -5 oy
soulet s se nezméni. Naproti tomu pfi vyméné Cisla prvni
skupiny s Cislem druhé skupiny se soucet s zmensi. Je
tedy kyyy=...=kyy =2, Ry=ky=...=k,=—2 a
podle (5)

Smaxzz(avﬂ +ayot+ .ot Ay —a —a— ... — a,,).
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II. n = 2» + 1je liché &islo. Pak sestrojime permutaci
by, by, bsy . . ., b, takto:

A1y Ayios Aoy Apig « o oy Ayy opiys Apig - (6)
V permutaci (6) lezi kazdé z Cisel ay, ay, ..., a, mezi
dvéma vétsimi Cisly, kazdé z Cisel a0y @yigy « - vy Qopiy
mezi dvéma mensimi Cisly a Cislo a,,; mezi men$im a

vétsim Cislem. Je tedy Ak =k, =...=k = —2,
kyry = kg = ... = kyysy = 2, kyyy = 0 a podle ©)
S=2(ay12 + @iz + ... + a5 + Gyn—a1—a,— ... ——a(,%

Jako v pripadé I se dokédze i zde, Ze s dané vzorcem (7) je
maximalni.
JINE RESEN{. Méme n(n = 4) &isel
Q=a=a;=...=a,. (1)

Oznalmesid; = a;,; —a; =0,/ = 1,2,...,n— 1.
Pii 1 = < k = n plati zfejmé rovnost

laj —axl = dj+dja + ...+ dis 2
takze soucet

n
S = Z |b1 - bi+1|> (3)
j=1

kde by, b, . . ., b, je hledand permutace Cisel ay, . . ., a,,
by, = by, mUZeme vyjadfit ve tvaru

n—1
S=Scd, 4

j=1
kde koeficienty ¢; jsou jista cela nezaporna Cisla. Porovna-
nim (2) a (4) v1d1me, ze ¢; je pravé pocet dvojic b, by

Gi=1,2,...,n), b = a, by, = a; takovych, Ze plati
k§j<laneb01§]<k
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Ponévadz kazdé Cislo a; vystupuje v soultu (3) pravé
dvakrat, je vidét, Ze

¢ =2.min[j,n —j]. (5)
Stali nyni jen udat permutaci, ktera realizuje v (4) pravé
koeficienty ¢; = 2. min [j, n —j] — pokud existuje.

Ukazeme, Ze existuje. Vytvofime ji nejsndze tak, Ze
bereme C¢isla a; postupné z obou koncu posloupnosti
(1), tedy v poradi

Q15 Apy Aoy A1 « « « - (6)
V dal$im rozlis$ime dva prfipady podle toho, je-li n sudé
¢i liché.

1. nsudé, n = 2m.

Posledni dva ¢leny posloupnosti(6) budou a,,,@,. Utvor-
me soucet

n-1
S = Z |bj - bj+II (M
J=1

pro permutaci (6); ve vyjadfeni obdobném (4) to bude
S, — dl + 3d2+5d3 +. . +(2m_1)dm+(2m—2)dm+1+
+ ...+ 4dyy + 2dy . (8)
Avgak S - Sl + Iam+1—01]:S "Jr' dl + d2 + “ e + dm,
takZe podle (8) je
S =2d, +4d, + 6d; + ...+ 2m — 2)dy_, + 2md,, +
+ @m— 2y + ...+ 2dy,
tzn.
¢; = 2.min [j,n —j].
II. n liché, n = 2m — 1.
Zde budou posledni dva Cleny v (6): a1 a7 Pro soucet
n—1

S" =73 |b; — by| dostaneme vyjadfeni
=1
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S'=dy+3d,+ ...+ 2m — 3)dy_, + 2m — 2)d,, +
+Cm—4)dpy + ... +4dy s + 2d,, .

Avsak

S=S"+ |ap —ay], tz0. S=8"+ dy + dy + ... +dp;.
S=2d,+4d, + ...+ 2(m— D)dp, + 2(m — 1)d,, +
4+ 2(m — 2)dpt1 + ... + 4dp—y + 2dyy,s

tedy opét ¢; = 2.min [j, n — j].

POZNAMKA 1. Existuji i jiné permutace vedouci
k témuZ maximalnimu souctu S, napf. permutace

@15 Ami1s Bas Gmias - + +5 Bam—1s (Tom) - (6"

POZNAMKA 2. Snadno zjistime, e naopak vzdy ¢; = 2,
takZe minimadlni hodnota souctu S, odpovidajici permu-
taci (ay, @y . . .5 @y), j€ rovna

n—1
S= 2dj=2.la; — a,|.
=1

POZNAMKA 3. Uloha m4i tuto geometrickou inter-
pretaci. Méme dinu pfimku p se zavedenou soustavou
soufadnic a na ni body 4, A, . . ., An, které maji po fadé
soufadnice a,, @y, . . ., ;. Potom soulet s = |x; — x,| +
+ 1% — %3] + ...+ Xy —%a| + xn — x|, kdexy, x,

. Xp j€ permutace Cisel ay, asy ...y ap,s predstavu;e
délku uzavrené cesty po pfimce p z bodu [x,] pfes body
[x2]5 [%5], - - .5 [x,] nazpatek do bodu [x,].

2. Je dina jednotkovd krychle a urcita jeji télesova
uhlopficka ». Zvolime pfimku p tak, aby nebyla rovno-
béZna ani s uhlopfickou u, ani se Zadnou sténou dané
krychle. Kazdym bodem usecky # vedeme rovnobézku x
s pfimkou p a sestrojime stfed X dvojice bodu, v nichz
pfimka x protne povrch krychle.
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a) Dokazte, Ze mnoZina M vSech bodli X je pfi pevné
zvolené primce p bud usecka, nebo lomena ¢éra sloZend
ze tii usecek.

b) Dokazte, ze pfi libovolné volbé pfimky p ma Cira
M délku mensi nez 1 + J/2.

) \ ¢
/I \\\ X
N\ .
P #
II /l \\\
T LT NG
-~ T T
T~k S // p
II |/ it 4
7
P o SR Bl (
..'. ///
(Vs
/l X/ //
’ s
ity /’,
5
12 /P
A \ 8
Obr. 12

RESENI. a) Budi? ABCDA'B'C'D’ dani krychle
(AB = 1), A'C thlopfi¢ka u (obr. 12). VSechny rovno-
bézky x s pfimkou p, které protinaji pfimku 4’C, vyplni
rovinu g; rovina p protne rovinu AB'D’ v pfimce, kterou
ozna¢ime r. Rovina AB'D’ je kolméd k primce A'C (je
totiz jednak A4’ = B'A’ = D'A’ = 1, jednak AC =
= B'C=D'C=1]2) a protne ji v bod¢ S,. Z véty
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o tfech kolmicich vyplyvd, Ze bod S, je pruseikem vysek
rovnostranného trojuhelnika AB’D’; mimo to bod §,
leZi v roviné p a tedy i na pfimce r. Pfimka r protne obvod
trojuhelnika AB'D’ ve dvou ruznych bodech (obr. 13);
z toho vyplyva, Ze rovi-
na ¢ protne pravé dvé ze
stén A'B'BA, A'B'C'D’,
A'D'DA, které se sbihaji
ve vrcholu A’, a protne
ovSem také stény s nimi
rovnobézné. Prusek ro-
viny p s danou krychli
je tedy rovnobéznik; na
obr. 12 je tlusté vyzna-
Cen a je popsan A'PCQ.
Pfimky x | p vedené vse-
mi body usecky u = A'C
lezi v roviné rovnobéZni-
ka A'PCQ a nejsou rovnobézné se Zadnou z jeho stran
ani s jeho thlopti¢kou A'C.

Na obr. 14 je sestrojena mnoZina M v pfipadé, Ze
pfimka x, | p vedend bodem A’ protind stranu PC.

\" Q

Obr. 14
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Vedeme je$té pfimku x, | p bodem C, ktera protne stranu
A'Q, a oznacime pruseciky M;, M, podle obr. 13. Jsou-li
X, X, sttedy dvojic A'M, a CM,, skldda se hledana
mnozina M z téZnic PX;, QX, trojahelnikd A'PM,,
CQOM, (jak snadno dokaZeme stejnolehlosti) a ze stfedni
pficky X;X, rovnobéZnika M;CM,A’. V pripadé, Ze je
? | PQ, splyne hledand mnoZina M s iseckou u (obr. 15).

A / Q

Obr. 15

MnoZina M je narysovéna Cerchované na obr. 14, 15
i na obr. 12.

b) Z trojuhelnikové nerovnosti pro APX,P;, AOX,0,
(obr. 14) plyne

PX, < PP, + P, X,, 0X, < QQ, + 0,X,, a tedy
PX, + XX, + X,Q < PP, + P X; + X, X, +
+ X0, + 0.0 = PP, + P,Q, + 0,0 = PA" + PC,
neboli

PX + X, X, + X,Q < PC + CQ. (1)
Podle trojahelnikové nerovnosti pro AA'PC plyne
A'C < A’'P + PC, neboli

A'C < PC+ CQ. )
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Vztahy (1) a (2) vyjadfuji, Ze délka ¢ary M je v kazdém
pfipad¢é mensi nez soucet délek sousednich stran prisec-
ného rovnobéznika A'PCQ. Jde tedy o to vySetfit prubéh
délky y = A'Q 4 CQ, kdyz bod Q probiha usecku
B'C’ (obr. 12).

Ozna¢me K stied hrany B'C’, KQ = x; pak je 0 =
=x= % Z pravouhlych trojuhelnika A'B'Q, CC'Q
plyne

e R (e

neboli
5 5
y=VZ+x2+x+.l/Z+x2—x, 3)

kde 0 <x < % Mame dokazat, %e je y < 1+ |/2.

Tvrzeni dokdZzeme sporem. Pfipustime, Ze je y =1 +
+)/2'; pak z (3) dostaneme po umocnéni

%+2x2+2V(%+x2)2—xZg3+2V§

a po upravé

l/(%—%—xz)z—ng:}—#]/E—xz. (4)

ProtoZze na pravé strané (4) je kladné cislo, mame po
umocnéni a po upravé

22(1+1Hz 50 +12.

Odtud plyne x2 g% neboli x = % » COZ je nemoZné.
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(Ptipad x :% je vyloucen, nebot by bylo Q = C’,

tj. pll CC")

3. Je dand rovnica a2® + bz + ¢ =0, a % 0 s kom-
plexnymi koeficientami, ktord ma (komplexné) korene
21, 2. Zostavte rovnicu (s redlnymi koeficientami), ktord
maé korene |z|, |2,|.

RIESENIE. Pre korene 2,, 2, danej rovnice plati

b c
2+ 2= — 2 218 = 2° (21 — 2)? =" kde

az’
D = b* — 4ac. Pre zostavenie hladanej rovnice potrebu-
jeme vyrazy [z| + [z, [2] . |23l

Z podmienky 2,2, = ﬁ— vyplyva

c

(D

Ak oznalime z Cislo komplexne zdruZené k Cislu 2,

|21] « 28] = |212] =

potom z podmienky 2, + 2, = — g vyplyva 2, + 2, =

b ,
— —, takze
a

(21 + 2,)(31 + 25) = 2121 + 2122 + 212, + 2,2, =

_ (_ ﬁ). (_ ﬁ)
o a al’
z Coho dostaneme

12

_ _ b
12112 + (2,2 + 2,2, + 212, = l;i > (2)
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pretoZze 2z = |z|% Okrem toho plati

(21 — 22)%(21 — 2,) = (2121 — 2122 — 212 + 2%,)° =
DD |DJ
e
z Coho
2 | 2 - 5 D
|21|2 + [2q|% — (3122 + 3132) = 20 (3)

pretoze |z; — 2|* = (21 — 2)(21 — 2y) = 2181 — 212, —
— 2125 + 2,2, je zrejme nezaporné Cislo. Z podmienok
(1), (2), (3) dostavame

(lz1] + 122)? = |21]2 + [25]% + 2]24] . |22] =
Cc

BN )
2 all’

2
pe —| + 4.
Izl + l2al = —l—l/iubl + 1B + 4lac])
! 2 al ) 2 '

a
Hladana rovnica (s neznimou &) ma teda po uprave
tvar

+

z Coho

la| . £ — l/% (ID[ + 16> + 4lac|) & + || = 0.

RieSenim ulohy vSak moZe byt kazda dalSia rovnica,
ktoru z tejto rovnice dostaneme ekvivalentnou upravou,
alebo tieZ rovnica vyssieho stupiia, ktora dostaneme z tejto
rovnice vyndsobenim mnohoclenom f(&).

4. Je dany konvexny Stvoruholnik ABCD. Na pol-
priamkach AB, AC, AD st zostrojené v uvedenom poradi
body B’, C', D’ tak, ze plati AB'. AB = AC'. AC =
= AD’ . AD = 1. Dokdzte vety:
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a) Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked
body B’, C’, D’ lezia v priamke.
b) Pre kazdy konvexny Stvoruholnik ABCD plati
AC.BD = AB.CD + BC . AD ; (1)

v ktorom pripade nastane rovnost?

Obr. 16

RIESENIE (obr. 16). 1. Z konstrukcie bodov B, C’
vyplyva AB: AC = AC': AB'. Podla vety % u i— 0 po-

dobnosti trojuholnikov je

AABC ~ NAC'B' . 2
Zo vztahu (2) dostaneme B'C’: BC = AB': AC, t. j.
p— 1
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Zamenou pismen dostaneme z tohto vztahu

CD — CD .- 1

4c.4p® BP' =BD.4p 5. (b

Pretoze plati
B'D'<BC + CD’, 4)
dostaneme po dosadeni z (3a), (3b) do (4) a po vynasobeni
su¢inom AB . AC . AD nerovnost (1). Rovnost vo vztahu
(1) nastane prave vtedy, ked nastane rovnost vo vztahu
(4), t. j. ked bod C’ lezi medzi bodmi B" a D’.
II. Ak je Stvoruholnik ABCD tetivovy, je

X ABC + X ADC = 180°. (5)
Zo vztahu (2) vsak vyplyva, ze ¢ AC'B’ = <t ABC,
X AC'D' = < ADC, preto je podla (5) <t AC'B’ +
+ < AC'D" = 180°, ¢ize body B’, C’, D' lezia v priamke
(C’' medzi B' a D'). Z obratenia postupu vyplyva vzhla-
dom na odstavec I, Ze plati veta a). Rovnost vo vztahu
(1) nastane preto prave vtedy, ked $tvoruholnik ABCD je
tetivovy.

2. KATEGORIE B

1. Jestlize pro realna Cisla a, b, ¢ plati
a+ b+ — 3abc =0, (1)
potom bud a + b 4 ¢ = 0, nebo a = b = ¢. Dokazte.

RESENT{. Levou stranu rovnosti (1) vhodn& upravime.
Plati
(@+b-+cP = a®+ b® + & + 3a2 + 3ab® + 3a% +
-+ 3ac?® + 3b%* -+ 3bc® + 6abc ,
a proto
a® 4+ b + & — 3abc = (a + b + ¢)® — 3a% — 3ab® —
— 3a%c — 3ac* — 3b% — 3bc* — abc .
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Avsak

3a2%b -+ 3ab® + 3a%c + 3ac® + 3b% + 3bc® + 9abc =

= 3ab(a + b + ¢) + 3ac(a + b + ¢)+3bcla+b+c¢) =
= 3(a + b + c)ab + ac + &c).

Je tedy

at+ b+ —3abc=(@+b+c)[(@a+ b+ )P —
— 3(ab + ac + bc)] = (2)
1

=5@tbtolla—b6)+(a—cf+ 06— cl.
Je-li spInéna rovnost (1), pak bud
a+b+c=0,

(@—bF+@—cf+(®—c=0,
coZ lze splnit pravé tehdy, kdyZa — b =0,a — ¢ = 0,
b—c=0,tj. kdyz

nebo

a=b=c.

POZNAMKA. Pii rozkladu levé strany rovnosti (1)
na soucin (2) lze postupovat také nasledujicim zptisobem.

Dosadime-li do mnohoclenu a® 4 &% 4 ¢3 — 3abc za
a &islo —(b + ¢), dostaneme nulu. Délenim mnoho¢lenu
a® + b + ¢ — 3abc mnohoClenem a — (—(b + ¢)) =
= (a + b + ¢), pfiCemz oba mnoholleny povaZujeme
za mnohocleny v a, dostaneme

a® + b+ ¢ — 3abc =
=(a+b+c¢) (@®>+ b*+ ¢* — ab — ac — bc).

2. Budiz ABCD Cctyfstén té vlastnosti, Ze kazdé dvé
z hran AD, BD, CD jsou navzijem kolmé. Oznaéme U
téziSté trojuhelnika ABC a T bod usecky DU, pro ktery
plati DT = 3. TU. Dale ozna¢me S stfed kulové plochy,
kterd prochazi body A4, B, C, D. Vyjadfete polomér této
kulové plochy jako funkci vzdalenosti ST.
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A

RESENI{. Ctyfstén ABCD, znizornény na obr. 17,
m4 uvedené vlastnosti (<t ADB = <t BDC = <X CDA=
= 90°) a rovnéz téziSté U trojuhelnika ABC a bod T
jsou sestrojeny podle textu ulohy, tj.

DT =3.TU. (1)
Nyni sestrojime stfed S kulové plochy % o poloméru r,
kterd prochazi body 4, B, C, D. Kulova plocha » protina
rovinu ABD v kruZnici k, opsané pravouhlému trojtahel-
niku ADB; jeji stied O je stfedem prepony AB. Bod S
lezi na kolmici o v bodé O k roviné ABD. Protoze
CD | DB, CD | DA, je také CD | ABD, takze plati
CD | o )

a body C, D, O, S lezi v téze roviné.
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Rovina CDS protina rovinu ABC v primce CO, kde
useCka CO je zfejmé téZnici trojuhelnika ABC. Pfimka
SD protina tedy téznici CO. Konstruujeme-li obdobnym
zpusobem piimku m | ADC, kterd prochdzi rovnéz
bodem S, zjistime, Ze pfimka SD protina i druhou téZnici
BM trojuhelnika ABC; prochdzi tedy jeho tézistém U.

Body D, T,-U, S lezi proto v pfimce. VSechny tyto
body leZi v poloprostoru (ABD)C, nebot bod S lezi
v roviné soumérnosti usecky CD rovnobézné s ABD.
Vzdalenost bodu S od roviny ABD je tedy

1
SOZVZvCD.

Oznacime-li U’ patu kolmice spusténé z bodu U na
rovinu ABD, dostdvame z podobnosti trojuhelnikia OU'U

a ODC, ze

vy _Uo_ 1

cCD OC 3°
Je tedy UU’ = % CD < % CD = SO, takie body
D, T, U, S lezi v pfimce v tomto poradku.

Vzhledem ke vztahu (2) jsou trojuhelniky OSU a CDU
podobné podle véty uu, takze plati

Us Uo 1

UD - UC 2°
Odtud dostavame
Us — ;— UD . 3)

Situace na pfimce bodd D, T, U, S je zndzornéna na
obr. 18. Vzhledem k (1) a (3) tedy plati
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D T u S

O

37U T fup-21U
Obr. 18
1 1
ST=5DS=5r
&ili
r=2.8T,

kde r je polomér kulové plochy ». Tim je uloha vyfeSena.

3. Je dany Stvorec ABCD so stranou 2a. Vo vnutri
jeho stran AB, BC, CD a DA zvolte v uvedenom poradi
body K, L, M a N tak, aby sa plo$ny obsah $tvoruholnika
KLMN rovnal &islu 2a®> a aby existovala kruZnica k
opisand Stvoruholniku KLMN. Vysetrite geometrické
miesto stredu S opisanej kruZnice k.

RIESENIE. Nech KLMN je $tvoruholnik vpisany
Stvorcu ABCD uvedenym spdsobom tak, ze KM | AD.
Potom je zrejme plo$ny obsah trojuholnika KMN, resp.
KML rovny polovici plosného obsahu obdi?nika KMDA,
resp. KMCB. Pretoze plo$ny obsah Stvorca ABCD sa
rovnd 4a?, je plosny obsah S§tvoruholnika KLMN rovny
2a2.

Nech teraz KLMN je taky $tvoruholnik vpisany $tvorcu
ABCD uvedenym spdsobom, ze KM . ADa LN Y. AB
(obr. 19). UkaZeme, Ze plo$ny obsah tohto §tvoruholnika je
rozny od 22, Nech M’ je bod z vnutra strany CD, pre
ktory KM’ | AD. Podla vy$sie dokdzaného ma 3tvor-
uholnik KLM’'N plo$ny obsah rovny Cislu 2a2. Z druhej
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Obr. 19

strany vSak trojuholniky LNM a LNM’' maja spolo¢nu
stranu, ale ich vy$ky na tdto stranu maju rozne dizky
(pretoze LNY.DC), maja teda nerovnaké plosné obsahy.
Preto st aj plosné obsahy Stvoruholnikov KLMN a
KLM'N rozne, ¢im je dokaz prevedeny. Pre hladany
$tvoruholnik musi teda platit bud KM | AD, alebo
LN | AB. Z toho vyplyva, Ze stred S kruZnice opisanej
hladanému S$tvoruholniku KLMN lezi bud na priamke
p | AB prechadzajtcej stredom T Stvorca ABCD, alebo
na priamke ¢ | AD prechiadzajucej bodom T.

Nech k.= (S, r) je kruZnica opisanad niektorému z da-
nych §tvoruholnikov KLMN (obr. 20). Nech napr. S lezi
na priamke p, SB << SA. Pretoze kruZnica k pretina
useCky AD, BC, resp. saich dotyka, je nutne a + TS <

<r < SB=|a*+ (a — TS z &ho po uprave do-
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Obr. 20

a > v .
staneme TS < 4 Hladand mnoZina stredov S sa

sklad4 z dvoch otvorenych useciek leziacich na priamkach
p a g tak, Zze stred T Stvorca ABCD je stredom kazdej
a

5 -

K do6kazu tohto tvrdenia stali ukazat, Ze ku kazdému
bodu popisanej mnoZiny skutocne moZno ndjst Stvor-
uholnik KLMN a kruZnicu k = (S, r) so stredom vo
zvolenom bode tak, aby boli splnené podmienky ulohy.

Nech je teda S bod popisanej mnoZiny. Bez ujmy na
vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze S leZi na priamke
p> SA > SB. Potom je vsak tiez a + TS < SB a exis-
tuje redlne Cislo r tak, Ze a + TS < r << SB. KruZnica
k= (S,r) pretina zrejme vSetky Styri strany Stvorca

z nich a obe maju dizku
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ABCD vo vnutornych bodoch a z priesenikov so stra-
nami 4B, CD mozno zvolit pozadované body K, M
tak, aby KM | BC. Za body L a N moZno potom vziat
Tubovolny z priese¢nikov kruznice % so stranami BC a
AD. Takto zostrojeny Stvoruholnik md poZadované
vlastnosti, ¢im je dokaz Gplne prevedeny a uloha vyrie-
Sena.

4. Je dan lichy pocet 2n + 1(n = 2) redlnych Cdisel
Qqy Agy - - +5 Aopyq tak, Zeplati a; < a, < ay < .. .<aypyq-

Oznaéme x,, Xy, X3, . . ., Xy +; libovolné jejich uspotradani
a oznacme

s = |x; — Xy| + |xg— x5 + ... + [xz—xznﬂl +
+ [Xon+1 — %4l .

Dokazte, ze kazdy z téchto souctu s je mensi nebo roven
souCtu utvofenému z usporadani

Q15 Ap+os Aoy Aptgs - - 5 Apy Aop+1s Ap+1 - (2)
Najdéte vzorec pro tento maximalni soucet s.

RESENT. Soucet s ziskany z uspofadani (2) je
$1 = |ay — ap+q| + |an'+2 — ay| + @y — ap+gl + ... +
+ lan — asn+1l + l@n+1 — @ueal + lapy — @ =
= —(ay — @n+y) + (@n+a — @3) — (@2 — Aptg) + ... —
— (an — @) + (Gen+1 — an+1) + (@n+1 — @)
:2[(an+2+an+3+ +a2n+1) — (@4 a4+ ...+
+ a,)] » 3)

coZ je hledany vzorec.

Uloha m4 nasledujici geometrickou interpretaci. Mé&j-
me danu pfimku p se zavedenou soustavou souradnic a na
ni body A;, Ay, . . ., Asy+1, které maji po fadé soutadnice
Qqy gy .« . .5 dop+1. Potom souclet s predstavuje délku uza-
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A, A;\\AG%A,,/A,,‘,/A',,.? Arsy e Aoy oy

T

Obr. 21

viené cesty po pfimce p z bodu [x,] pfes body [x.],
[%3]5 . - -5 [*9n+1] nazpatek do bodu [x,[. Obr. 21 naznacuje
geometricky vyznam souctu (3).
Soucet s lze zfejmé vypocitat pomoci velikosti usecek
A;Ay, kde 1 =1 < k = n. Oznalme si
=aj+y—a;>0,j=12,..,n—1.
Pro 1 =j < k = » plati zfejm¢ rovnost

[aj—akl=dj—}—dj+1—|—...+dk_1, (4)
takze soucet s lze vyjadfit ve tvaru
s=cd; + cds + ...+ Cpadn—1 (5)

kde koeficienty ¢ j =1,2,...,n — 1 jsou jista celd
nezdporni Cisla. Cislo ¢; udava ,kolikrdt se pfi vyse
popsané cesté proSlo po useCce 4;A4;+, j=1,2,...,
n — 1% a proto je ¢; rovno poctu dvojic (x;, x;+,), kde
1=1,2,3,...,0 Xy4+1 = X15 X; = Qs Xi+1 = d;5 tako-
vych, Ze plati 2 =j <[ anebo / =j < k. Ponévadz
kazdé Cislo a; vystupuje v souctu (1) pravé dvakrat, je
vidét
s = 2.min [j:n _]]3 (6)
kde min [j, » — j] je minimum z Cisel j a n — J.
Nyni vypocteme soucet (3) pomoci Cisel dj;. Plati
s1=2.[(an+s — a) + (an+s —a) + ...+
+ (@on — @n—1) + (2n+1 —an)]l =
=2[d+dy+ds+ ... +dpy+ dy +dp+y +

77



+dn—1+ dn+ dn+1 + dn+2 + ...+ d2n—1+

+dn+dn+1+dn+2 + ... +d2n—1+d2n] =
=2d, + 4dy + 6dy + ... + 2(n — Ddu—y + 2nd, +
+ 2nd,,+1 + 2(7’1 — l)dn+2 4+ ...+ 4d2n -1 + 2d2n .

Vsechny koeficienty ¢; v souctu (7) jsou podle (6) nej-
vét$i mozné, a proto soucet s, utvoreny z uspofadani (2)
je skute¢né maximdlnim souctem s.

POZNAMKA. Refeni této tlohy tvofi &ist fedeni
dlohy ¢. 1 z 1. kola kat. 4.

3. KATEGORIE C

1. Sachovy krouzek sehral klasifika¢ni turnaj. (Hrélo
se systémem ,,kazdy s kazdym‘). Z hraca, ktefi vyhrali
alesponl jednu partii, vyhral jeden vSechny partie aZ na
jednu, jeden vsechny kromé dvou, jeden vSechny kromé
tfi, atd., aZ kone¢né posledni z nich vSechny kromé deseti.
Nerozhodnych partii bylo celkem 20. Oznaéme x pocet
hraca.

a) Vypocltéte x.

X _2— 1 bodu,

b) Dokazte, Ze hrac, ktery ziskal pravé
nebyl ani na prvnim, ani na poslednim misté.

Poznamka. Na Sachovych turnajich se hodnoti vysledky
takto: za vitézstvi v partii dostane hrac jeden bod, za
nerozhodny vysledek pul bodu a za prohru nedostane
Zadny bod.
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RESENI{. a) Hrilo se systémem ,kazdy s kazdym*,
a proto kazdy hral sehral x — 1 partii. Z hraca, ktefi
vyhrali alespofi jednu partii, vyhral jeden hra¢ celkem
x — 2 partii, dal$i hra¢ x — 3 partii, dal$i x — 4 partie
atd., aZ kone¢né posledni z nich x — 11 partii. Partii,
které neskonlily nerozhodné, tedy bylo (x — 2) +
+x—=3)+@x—4+...+(x—11) = 10x — 65.
Nerozhodnych partii bylo 20, takZe hraci celkem sehrali

(10x — 65) 4 20 = 10x — 45

partii. Vzhledem k tomu, Ze se pouZilo systému ,,kazdy
s kazdym*, byl celkovy pocet partii

1

> x(x — 1),
takZe pro x dostdvame rovnici

10x—45=% x(x—1).

Resenim této rovnice dostdvdme kofeny x, = 15a x, = 6.
Kofen x, = 6 zfejmé nevyhovuje, nebot podle textu
ulohy bylo hraca aspon 10.

Zkouskou se snadno presvédcime, Ze kofen x, = 15 je
feSenim ulohy. Turnaje se tedy zucastnilo 15 hraca.

b) Je-li hraca x, pak pfi systému ,,kazdy s kazdym* se
sehraje > x(x — 1) utkdni. Pfi Sachovych turnajich je
souCet vSech udélenych bodd roven poctu utkdni, tj.

v naSem pfipadé bylo rozdéleno 1— x(x — 1) bodu Na
bodu

Neziskaji-li vSichni hraéi stejny podet bodu, coz je
zejména pii vétSim pocCtu hracu mélo pravdépodobné
a také v nadi uloze zfejmé tento pfipad nenastal, musi

jednoho hrace tedy pramérné prlpada i
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néktefi hraci (asponi jeden) dosdhnout nadprimérného
a jini zase (aspon jeden) podprumérného poctu bodu.

5 body tedy neni ani na prvnim, ani na

Hrad s
poslednim misté.
Jiné feSeni cCasti b)
Za vyhrané partie ziskali jednotlivi hraci
13, 12,11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 0, 0, 0, 0, O

bodu. Hraé se EZTJ — 7 body nemuZe byt zfejmé

prvni. K tomu, aby byl posledni, je nutné (ale nestaci),
aby poslednich 5 hraca sehrélo vSechny partie nerozhodné,
¢imZ by méli po7bodech. Toto vSak predstavuje 35 bodu,
coZ je spor s textem ulohy, podle néhoZ bylo nerozhodnych
partii 20 a bylo mozno tedy
za né ziskat celkem 20 bodu.

2. Sestrojte konvexni rov-
nostranny (nikoliv nutné pra-
videlny) pétiahelnik ABCDE,
v némz jsou dany délky uhlo-
pficek AC, AD, plati-li

4 BAE = 2. - CAD . (1)

RESENT. Rozbor (obr.22).
Necht ABCDE je takovy
konvexni pétiuhelnik. Pak je
uhel BAE mensi nez 180°
a vzhledem ke vztahu (1)
je thel

< CAD =
= < BAC + <t DAE (2)
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ostry. Ozname <t BAC = o, <c DAE = . Sestrojime-li
k bodu B bod O soumérné sdruzeny podle pfimky AC,
plati
X BAC = £ CAO = a; AB = AO.
Pak vzhledem k (1) a (2) je
X OAD = - DAE = p.

Protoze je AB = AE = AO a o+ = < CAD, je
bod O soumérné sdruzeny s bodem E podle pfimky AD.
(Bod O neni na obr. oznacen.)

Protoze AB — BC = a, je vzhledem k soumérnosti
podle pfimky AC také CO = BC = AB. Obdobné

dokazeme, z2e DO = DE = AE. Proto trojuhelnik OCD
je rovnostranny a plati

< COD = 60° .
Trojahelniku ACD je moZno opsat kruznici o stfedu

O a poloméru O4 = OC = OD; podle véty o obvodo-
vém a stfedovém uhlu je tedy

@:CAD:%{COD:30°.

Protoze bod O je vnitinim bodem trojuhelnika ACD,
je tento trojuhelnik nutné ostrouhly.

Z predchozich vztaht vyplyva zcela jednoducha
konstrukce. Podle véty sus sestrojime trojuhelnik ACD
(AC, AD a <x CAD = 30°), najdeme stfed O kruZnice
jemu opsané. Je-li trojuhelnik ACD ostrouhly, je bod O
jeho vnitfnim bodem. Sestrojime pak k bodu O bod B
soumérné sdruzeny podle pifimky AC a bod E soumérné
sdruzeny podle primky AD.

Zkouska toho, Ze za uvedenych podminek sestrojeny
pénuhelmk je feSenim ulohy, je jednoduchd. Snadno
zjistime, Ze vSechny jeho vnitfni whly jsou konvexni, tj.
kazdy ma velikost mensi nez 180°. Useéek AC, AD dané
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velikosti jsme pouzili pfi konstrukci a z pouZzitych sou-
mérnosti vyplyva, ze <t BAE = 2. <c CAD.

Diskuse. Za predpokladu, Ze trojihelnik CAD je
ostrouhly, dostaneme podle konstrukce zfejmé jediné
feSeni. Nyni uréime nutné a postacujici podminky proto,
aby trojuhelnik ACD, dany stranami AC, AD a thlem
<L CAD = 30°, byl ostrouhly. Na obr. 23a je znidzornén
tento trojuhelnik s pravym tuhlem pfi vrcholu D. Pak
plati

j% = cos 30° cili AD = 1/2;3 . AC.

A A

A A

p c

Obr. 23a Obr. 23b
Je zfejmé, Ze trojuhelnik ACD muZe byt ostrouhly jen pro
AD > V—Zg LAC. 3)
Pripustime-li, Ze thel ACD trojuhelnika ACD by byl
‘pravy (obr. 23b), dostaneme ze vztahu 4c cos 30°

AD
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dal$i podminku pro to, aby trojuhelnik ACD byl ostro-
uhly, je

AD < 2V3 4)
Spojenim vztaha (3) a (4) dostaneme
%Vé‘. AC < AD < %V?. AC,
coz je zfejmé podminka nejen nutnd, ale i postacujici
pro to, aby trojuhelnik ACD byl ostrouhly a tloha méla
reSeni. Toto feSeni je pak jediné.

3. Sustava dvoch rovnic s dvoma neznimymi x, y
ax—D+2y=1, ¢
bx—1)+cv=3

je neriesitelna, zatial Co ststava

a(x — 1) + 2y =1, (2)
bx— 1 +cy=3
ma rieSenie x = % , Y= % . Vypocitajte koeficienty

a, b, c.

RIESENIE. PretoZe ststava (1) je nerieSitelnd, je lava
strana druhej rovnice tejto ststavy k-ndsobkom lavej
strany prvej rovnice, ale Cislo 3 nie je k-nasobkom c¢isla 1,
Cize k # 3. Plati teda

b=rFka, ¢c=2k, k#3. 3)
Ak do (2) dosadime x = »Z—, y= %, dostaneme
1 5
—qa+3=1,
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1
4
z Coho vyjde po uprave
' a=1, (4)
2b 4+ 5¢ = 24.

Ak do druhej rovnice ststavy (4) dosadime zo vztahov
(3), pricom pouZzijeme vysledok a = 1, dostaneme

2k + 10k = 24,

5
b—l——8—023,

z ¢oho vyplyva
k=2

az (3) vyplyva b =2, ¢ = 4.

4. V rovine je dany rovnoramenny trojuholnik PQR
s pravym uhlom pri vrchole Q a bod A. ktory je priese¢-
nikom osi uhla QPR a strany QR. Dalej je dané kladné
&islo ¢. Urtite geometrické miesto vrcholu D obdi#nika
ABCD, ktorého obsah je ¢ a ktorého vrchol B lezi na
obvode trojuholnika PQR. Narysujte obrazok pre
c=240.

RIESENIE. Obvod daného trojuholnika sa sklada
z troch tseciek. Hladané geometrické miesto sa teda
sklada z geometrickych miest obdobnej lohy pre tsecku
PQ, tseCku PR a tseCku QR obsahujicu bod 4. Najprv
vysetrime dve pomocné ulohy:

I. V rovine je dand useCka EF a bod A, ktory nelezi
na priamke EF = p. Vysetrite geometrické miesto
vrcholu D obdlZnika ABCD, ktorého obsah je dané Cislo
¢ > 0 a ktorého vrchol B prebicha usecku EF.

II. V rovine je dand GseCka EF a bod A4 vo vnutri
tejto useCky. VySetrite geometrické miesto vrcholu D
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obdiznika ABCD, ktorého obsah je dané ¢&islo ¢ > 0
a ktorého vrchol B prebieha useCku EF.

Pri rieSeni ulohy I vyideme z vysledku pripravne;
ulohy ¢&. 2 kategérie C (obr. 8), kde bod B prebieha celu
danu priamku p. Najprv vysetrime (obr. 24a) ta Cast
geometrického miesta, ktora prislucha kladnej orientécii
oznalenia vrcholov obdiznika ABCD. Podla vysledku
uvedenej ulohy je to kruZnica k s priemerom AM =

c
 AH’
priamky a H je pata kolmice vedenej bodom A ku priamke p.

Krajnej polohe vrcholu B v bode E odpovedd na kruz-
nici bod E’. Ak sa bod B pohybuje po priamke p az do
bodu F, otica sa polpriamka AE’ az do polohy AF’,
kde F’ lezi na kruZnici k. Cast hladaného geometrického

kde AM a EF su sthlasne rovnobezné pol-
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miesta vrcholu D obdi¥nika s kladnou orientdciou
oznaCenia vrcholov tvori ten obluk E'F’ kruZnice #,
ktory neobsahuje bod A (na obr. 24a je hrubo vytiahnuty).

Vrcholy D obdi#nikov 4 B C D so zapornou orienticiou

oznalenia vrcholov vytvoria obluk E”F’ na kruZnici %,
ktory je simerne zdruZeny s oblukom E'F’ podla stredu
A (na obr. 24a je vytiahnuty ¢iarkovane).

Hladané geometrické miesto tvoria oba obliky E'F’
a E'F".

Teraz vyrieSime tlohu II. Bodom A vedieme priamku
n | EF (obr. 24b). Je zrejmé, Ze body hladaného geo-

Obr. 24b
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metrického miesta budi lezat na tejto priamke. Pre dané
¢ > 0 Iahko vypocitame ku kazdej zvolenej polohe bodu
B vzdialenost bodov A a D na priamke »n. Plati

e
AD = 4B

UvaZujme najskor o pripade, ked orientdcia oznaCenia
vrcholov obdiznika je kladnd. Bodu B = E zodpoveda
zaliatok E’ polpriamky (na obr. 24b hrubo vytiahnutej)
opacnej k polpriamke E’A4. Ak sa teraz bod B pohybuje
smerom k bodu A4, zmenS$uje sa rozmer AB obdlznika
a pri zachovani konstantného plosného obsahu ¢ sa druhy
rozmer AD zvacsuje. Bod D prebieha preto potom uve-
dent hrubo vytiahnuta polpriamku. Ak prebieha vrchol
B obdi#nika s kladnou orienticiou oznacenia vrcholov
usecku AF, prebieha prisluSny vrchol D polpriamku so
zaliatkom v F’ opacnu k polpriamke F'A.

Pri zdpornej orientécii oznalenia vrcholov obdiZnika
ABCD 1lezi bod D prisluchajuci bodu B usecky EF
na polpriamkach so zaliatkami F'' a E'’, ktoré sa v uve-
denom poradi opatné k polpriamkam F’A4 a E”A4 (na
obr. 24b su tieto polpriamky vytiahnuté hrubo Ciarko-
vane a pre nazornost st malicko posunuté z priamky #).
Hladané geometrické miesto tvori zjednotenie vSetkych
Styroch uvedenych polpriamok. K Iubovolnému bodu
tychto polpriamok, napr. k bodu D*, moZno zostrojit
obdlznik 4B*C*D*, ktory vyhovuje podmienkam tlohy.

Pristupme teraz k riefeniu danej #lohy. Na obr. 25 je
zostrojeny rovnoramenny trojuholnik POR s pravym
uhlom pri vrchole Q tak, ze PQ = QR = 2. Ak je bod
A priese¢nikom osi uhla QPR s tseckou QR a bod H
pitou kolmice vedenej bodom A ku strane PR, lezi H vo
vnutri prepony PR a plati

AH = AQ, HP = PQ =2. (1)
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Obr. 25
Na tsecky PR, PQ a QR aplikujeme vysledky pomoc-
nych uloh I a II. Prva cCast rieSenia (obr. 25) tvori obluk
R'P’ na kruZnici k,, oblik P’Q’ na kruZnici %, a polpriam-
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ky opané k polpriamkam R'A4 a Q’A, ktoré prisluchaju
polohdm bodu D pri kladnej orientécii oznacenia vrcholov
obdl?nika ABCD. Druht &ast geometrického miesta
tvori ttvar, ktory je s popisanou prvou castou sumerny
podla stredu A. Vzhladom na vztah (1) sG kruZnice
k15 Ry ks a kg zhodné. Pri inej volbe rozmerov trojuholnika
dostaneme obraz vysledného geometrického miesta ako
homoteticky podIa stredu A4 s vyssie popisanym rieSenim,
pretoze cely utvar je urceny napr. polohou bodu P”
na pevnej polpriamke vychddzajtcej z bodu 4.

4. KATEGORIE D

1. Urdete nejmensi pfirozené trojciferné Cislo 7, jehoZ
ciferny soucet je roven trojnasobku ciferného souctu ¢isla
n + 69.

RESENI. Kdy? pti slitdni dvou pfirozenych &isel
podle algoritmu je soucet dvou pod sebou stojicich cifer
véts$i nebo rovny deseti, nazveme tento krok prechodem.
Ciferny soudet Cisla 69 je 15, ciferny soucet Cisla n
oznacime s. Pfi s¢itdni #» + 69 muZe byt pocet prechodl
0, 1, 2, 3, jak ukazuji nasledujici numerické priklady:

| I L]
320 322 352 952

| 1] ||
69 69 69 69
| | J! |l
| N

389 391 421 1021

| | 1]
1 pfechod 2 prechody 3 pfechody:

Je-li s¢itdni n + 69 bez prechodu, je ciferny soucet Cisla
n + 69 roven s + 15, je-li s jednim prechodem, zméni se
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tento ciferny souet o (—10 4 1) = —9 a je tedy s + 6.
Vsecky mozné pripady udava prehledna tabulka:

Pocet prechodu } 0 i 1 ‘ 2 3

Ciferny soulet ¢&isla

n + 69 s+ 15

s+ 6 ‘ s—3 s — 12

Podle textu tlohy plati nékterd z rovnic

3(s 4+ 15) =5, 3(s +6)=s,
3s—3)=s, 3 —12)=s,
neboli
25 4+ 45 =0, 25 + 18 = 0,
25— 9 =0, 25 — 36 = 0. (1)

Prvni dvé-rovnice (1) maji feSeni zaporné, tfeti nema
fesSeni celoCiselné. Prichdzi v ivahu jediné situace s tfemi
prechody. Pak ovSem musi byt prvni cifra ¢isla # rovna 9,
druha cifra musi byt nejméné 3, aby vznikl pfechod. Tteti
cifra je pak 18 — 9 — 3 = 6 a hledané Cislo n je n == 936.
Skutecné plati

936... ciferny soucet 18
_% .
1005 . .. ciferny soucet 6

Cislo 936 je nejmensi islo #4dané vlastnosti.

2. Je din rovnobézinik ABCD. Uvniti stran AB, BC,
CD, DA zvolme po fadé body K, L, M, N tak, aby
KL | MN. Uvnitf tychz stran zvolme dalsi body K’, L',
M’, N' tak, aby K'L' | M'N’ | KL a aby vzdalenost
rovnobézek K'L’, M'N’ byla taz jako vzdalenost rovno-
bézek KL, MN. Dokazte, ze Sestithelniky AKLCMN
a AK'L'CM’N’ maji tyZz obvod.
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Obr. 26

RESENT (obr. 26). Ptedpokladejme, %e bod K’ lex
uvnitf GseCky AK (kdyby tomu tak nebylo, zamé&énime
oznaCeni bodu K, L, M, Na K',L',M',N"). Pak bod M’
lezi uvnitf use¢Cky DM a KK’ = MM'. Vedme body K,
M’ rovnobézky se stranou BC a ozname po fadé X, Y
jejich priseCiky s pfimkami K'L’, MN. Ziejmé& plati
AK'KX & AMM'Y. Oznatme KK = MM’ =r,
KX=MY =5, KX = MY = . Potom (také vzhle-
dem k vlastnostem stran pomocné vzniklych rovnobé&z-
nikd) dostdvame:

AK' = AK —r,
K'L' =KL +t,

L'C =LC—s,
CM =CM +r,
M'N'= MN — ¢,

N'A = NA + s
seCtenim téchto rovnosti dostaneme vztah
AK'+ K'L' + L'C + CM' + M'N’ + N'A = AK +
+ KL + LC + CM + MN + NA,
coZ znamend, Ze obvody obou Sestitihelniki jsou si rovny.
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3. Aksua, b, ¢ nezdporné Cisla také, Zea + b + ¢ = 1,
potom plati:

a) ab—}—ac+bc<l,

b) ab + ac + bc — abc <—%.

Dokézte.

RIESENIE. a) Umocnenim trojélena a + & 4 ¢ na
druha dostaneme: (a + b + ¢)* = a® + b% + ¢ +
-+ 2ab + 2ac + 2bc =1
Cize
a*+ b+ c2=1—2(ab+ ac+ bc) >0, (1)
pretoZe zo vztahu a + b + ¢ = 1 vyplyva, Ze Cisla a, b, ¢
nemdéZu byt sucasne vsetky tri rovné nule.
Zo vztahu (1) uz dostdvame
ab + ac + bec < %,
¢o sme mali dokazat.

POZNAMKA. Za danej podmienky a + b + ¢ =1
pre nezaporné Cisla a, b, ¢ mozno odhad velkosti trojclena
ab + ac + bc eSte zlepSit. Dikaz prevedieme takto:
Oznacenie Cisel pismenami a, b, ¢ zvolime tak, aby platilo
a = b = ¢. Umocnenim nezipornych dvojclenov a — b,
b — ¢, a — ¢ na druhd dostaneme

a? + b% = 2ab, b®+4 c2=2bc, a®+ 2= 2ac.

S¢&itanim lavych i pravych stran tychto nerovnosti dosté-
vame
a? 4+ b%2+ c2=ab + bec + ac. (2)

AKk do vztahu (2) dosadime zo vztahu (1) za a® 4 b* 4 ¢3,
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mame
1 — 2(ab + ac + bc) = ab + ac + be
Cize
1
3
b) Umocnenim troj¢lena a + b + ¢ na tretiu dosté-
vame

(@a+b+cP =a®+ b+ ¢+ 3abla + b) + 3 acla +
~+ ¢) + 3bc(b + ¢) + 6abc = a® + b® + ¢ + 3abla +
+b+¢) + 3acta+b+c) + 3bcla+b+c) —
— 3abc=1.

Pretoze a + b+ c =1, je
a® + b+ ¢ =1 — 3(ab + ac + bc) + 3abc > 0,

z ¢oho priamo vyplyva
ab + ac + bc — abc <

ab + ac + bec =

1
? b)
Co sme mali dokazat.

4. Je dén pravouhelnik ABCD, M je stied strany 4AB.
Uvniti asecek BC, AD sestrojte body E, F tak, aby péti-
thelniku MECDF bylo moZno opsat kruZnici. Vyjadrete
polomér této kruZnice i obsah pétithelnika pomoci délek
stran pravouhelnika ABCD. Urcete podminku feitelnosti
ulohy.

RESENTI. Situaci ukazuje obr. 27. KruZnice % opsani
pétinhelniku MECDF je opsina rovnoramennému troj-
uhelniku MCD. Jeji stfed S je prusecik osy usecky CD
a osy useCky MC. Oznaéme N stied strany CD, r polomér
kruZnice k, a = AB, b = BC délky stran pravouhelnika
ABCD. Pak je

1

SC=SM=r,SN=b—r,CN=—2~a,
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tj. podle Pythagorovy véty plati
2
(b—r)2+az=r2. (1)

Z (1) dostaneme po upravé

_4b* + a?
Ze vzorce (2) vyjde vidy r > 0. Dale je r << b pravé kdyz
je 4b* + a® < 8b?%, neboli 4b* > a2, 2b > a, neboli

b>%. 3)

Nerovnost (3) je podminka reSitelnosti, jak plyne obrace-
nim postupu.
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Vypocet obsahu pétithelnika MECDF:
Protoze je /\ CES rovnoramenny, je

CE=DF =2SN=2b—1r). (4)

Dile je podle (4)
BE=BC—CE=b—2b—1r)=2r—5b. (5
Pétiahelnik MECDF vznikne sjednocenim pravothelnika

ECDF a rovnoramenného trojuhelnika MEF. Jeho obsah
P je tedy podle (4), (5)

P=a.2b—n+tyalr—b=206-2). (©
Dosadime-li za r ze vzorce (2) do (6), dostaneme po
upravé

3
P=ab— g—b , co% je vysledna formule.
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IV. Soutéini Glohy Il. kola

1. KATEGORIE A

1. Nijdite vSetky komplexné Cisla z, pre ktoré plati

22" + (14 3).[e" =141, (1
kde n je prirodzené Cislo. Kolko réznych takych cisel
existuje ? (6 bodov)

RIESENIE. Cislo z = 0 rovnici (1) zrejme nevyhovuje,
preto jej rieSenie mdzeme hladat v goniometrickom tvare
2 =r (cos ¢ -+ isin ¢), kde r > 0, ¢ su redlne Cisla. Po
dosadeni do (1) dostaneme

2r*(cos ng + isinng) + (1 + 3ip" =1 + i,

Co je splnené vtedy a len vtedy, ked Cisla r a ¢ vyhovuju
sustave rovnic

r*(2cos np + 1) = 1, r"(2sinng + 3) = 1. (2)
Zo sustavy (2) dostaneme
1 1
n — —
4 ~ 2cosnp +1  2sinnp + 3° 3)
z ¢oho pre ¢ vyplyva rovnica
cosnp = sinng + 1. 4)

Kazdé riesenie rovnice (4) spliiuje vSak aj vztah
cos?np = 1 + 2sin np + sin® nep
Cize
sin ng(sinng + 1) = 0. (5)
Skumajme teraz, ktoré z rieSeni rovnice (5) vyhovuju

96



rovnici (4). Ak sinnp = 0, potom zo (4) dostaneme
cosnp = 1 a z oboch tychto podmienok vyplyva np =
= 2km, kde & je celé Cislo. RieSeniami rovnice (4) su teda

Gsla gy = 2%“, k celé &slo a po dosadeni do (3)

1 . N S I
dostaneme r; = —. Cisla r,, @y sU zrejme rieSeniami

/3
sustavy (2) a prislusné rieSenia rovnice (1) su preto dané
vzorcom

2y = . ( os “°F 4+ i sin 22 ) k celé Cislo. (6)
]/3

Ak sin np = —1, potom zo (4) dostaneme cos np = 0.
Obom podmienkam vyhovuja len tie ¢, pre ktoré np =
= 3—7—’: + 2km, kde & je celé. RieSenia rovnice (4) su
(4% + 3)=

2n
vztahov (3) dostdvame 7, = 1. Dvojice r,, @o; SU riese-
niami sustavy (2) a prisluSné rieSenia rovnice (1) maja
tvar

teda v tomto pripade @, = a pre r zo

Zop = cos(4kz——~—_:—3—)7~t + isin (}—%—323 , k celé &islo. (7)

KedZe kaZdé celé Cislo £ moZno zapisat‘ v tvare k =
_k gn + ki, kde g¢, 0(§ kh=n—1 st cc(zle asl:;, je
2k 2k 4k + 3)m 4k, +3)

n 2qm + n ° 2n = T 2m
Vzhladom na periodi¢nost funkcii sinus a kosinus
je kazdym zo vztahov (6) a (7) uréenych prave n rdznych
komplexnych Cisel, ktoré dostaneme napr. pre

E=0,1,2,...,n—1.
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Zdver: Rovnica (1) ma prave 2n roznych rieSeni, ktoré
su urCené vztahmi (6) a (7) pre £k =0,1,2,...,n — 1.

2. V roviné jsou diny dvé navzdjem kolmé pfimky
b, ¢ a bod A4, ktery ma od obou z nich tutéZ kladnou
vzdalenost.

Vysetfete geometrické misto bodd X, pro které vzda-
lenost AX se rovna souctu vzdalenosti bodu X od pfimek
?, q. (Pouzijte metody soufadnic.) (7 bodu)

RESENI. I. Piimky p,
q zvolime za osy kartéz-
skych soufadnic: p = «x,
g =y (obr. 28). Osy ori-
entujeme tak, aby bod 4
lezel uvnitf prvniho kvad-

A=[1.
[1:1] rantu, jednotku délky zvo-
Ay lime tak, aby obé sourad-
Ixi 'X = [ir] nice bodu A4 byly rovny

jedné.*)

ITF3/

y l:\ pP=x Budiz X = [x, y] pro-
0 ™ ménny bod hledaného geo-
metrického mista bodu;
= Obr. 28 podle podminky ulohy je
pak

o + Iyl =& -1+ & — 1) M

Rovnici (1) umocnime a upravime; vyjde
byl + 5 +y=1. 2)

Rozli§ime dva pfipady: a) LeZi-li bod X v I. nebo III.
kvadranté, je xy = 0, tj. |xy| = xy; rovnice (2) pak zni

xw+x+y=1, (2"

*) Volba soufadnic bodu A rovnych jedné neni nutni; pouze
zjednodusuje vypocty.
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neboli po upravé

E+D+1)=2. A3)
Rovnice (3) vyjadfuje rovnoosou hyperbolu 4, jejiz
asymptoty jsou pifimky x = —1, y = —1 a kter4 protind
osu x, popfipadé y v bodé
B = [1; 0], popt. C = [0; 1] . €
X=—1. y X= 1
\h

B8 X
(0}

\\\\QL~
______ —-:———-—-———-— ,.-1

I

I

|

Obr. 29

Body X geometrického mista bodi nileZeji jen t&m
obloukiim hyperboly 4,, které lezi v 1. a III. kvadrant&
(na obr. 29 tlusté vytaZzeny — vétev leZici ve 3. kvadrantu
neni na obr. 29 nakreslena).

b) LeZi-li bod X ve II. neb IV. kvadrantg, je xy < 0,
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tj. |xy| = —xy; rovnice (2) pak zni
xy—x—y+1=0, (2")

x—-D@—-1)=0. ®)

Rovnice (5) vyjadfuje dvojici kolmych pfimek x = 1
a y = 1. Body X geometrického mista bodu néleZeji
ovSem jen tém Castem piimek, které lezi ve II. a ve IV.
kvadrantu (na obr. 29 jsou tlusté vytaZeny).

IL Zb}’rvé dokazat, ze kazdy bod tlusté vytazené Cary
nalezi vySetfovanému mistu bodd. Tak v pfipadé a)
plati-li pro soufadnice x, y rovnost (3), plati (2); protoze
je xy = 0, platii(2) a tudizi(1). Obdobné je tomu i v pfi-

padé

neboli

3. Jedna pobo¢na hrana Ctyibokého jehlanu mé délku
x, vSechny ostatni jeho
hrany maji délku 1.

a) Vyjadfete objem
jehlanu jako funkci
proménné x.

b) Urcete, pro které
x je objem co nejvetsi.

(6 bodu)

RESENT. a) Podsta-
va jehlanu ABCDE je
rovnostranny Ctyfahel-

OB 20 nik (obr. 30). Oznacme

@ velikost ostrého uhlu

CAB. Pak je AS = CS = cos g, BS = DS = sin ¢.
Mizeme predpoklddat, Ze hrana DE ma délku x. Troj-
uhelnik ACE je rovnoramenny (dvé proté&jsi pobocné
hrany maji délku 1) — viz obr. 31. ProtoZe je AACB
& AACE (sss), je patrné SE = sin ¢. Situaci v roving
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BDE ukazuje obr. 32. Zde je DE = x, BE = 1. ProtoZe
bod E lezi na Thaletové kruznici se stftedem S a polomé-
rem sin ¢, je <& DEB pravy, tj. plati

1 4 x*=4sin?g. (1)

Vysku v trojuhelnika BSE
na stranu BS vypocteme
pomoci obsahu; je

v.singp = x
. x
1.
—_ 2)

Protoze obsah Ctyfuhelnika ABCD je sin 2¢, je objem
vy jehlanu ABCDE

ot

| x
y—~3—sm2<p.£in7——3—-xcoszp (3)

Dale vypoclteme z (1)
4cos2 p = 4 — 4sin?p = 4 — (1 + x?) = 3 — x2;
odtud plyne 2cos ¢ = |/3 — x2.
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Dosadime-li do (3), vyjde

y=¢l3==, @)

coz je vysledny vzorec.

b) y je maximalni pravé tehdy, je-li maximalni 36y2,
tj. x%(3 — x?). Soucin dvou d&isel (x2, 3 — x?), jejichz
soucet je Cislo 3, je maximalni pravé tehdy, jsou-li obé&
Cisla sobé rovna, tj. je-li

x2 =3 — x%.
Odtud plyne 2x* = 3, neboli

f— .

3 1
Ymax = - V l/ Qf—€—2~:,4~:0,25.

Zajimavé je, Ze maximalni objem nema pravidelny Ctyf-
boky jehlan, jehoz vSecky hrany maji délku 1. Tento

jehlan ma totiz vysku Vl—f a jeho objem je

1 1 15 1
_y:—3—.l.V§:€V2=O,236<Z—.

JINE RESENTI. a) Budiz ABCDV dany jehlan s pod-
stavou ABCD a necht AV = x; ostatni hrany maji tedy
délku 1. Zfejmé je ABCD rovnostranny Ctyiuhelnik
(kosoltverec, pfip. Ctverec) se stranami délky 1. Budiz
S prusecik jeho uhlopficek. Ponévadz AB = VB =
= CB=1= AD = VD = CD, lezi body A4, V, C na
kruznici, jeZ je prusecnici jednotkovych kulovych ploch
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se stiedy B, resp. D. Pfitom AC je prumérem této kruz-
nice, nebot stied usecky AC je totoZny se stiedem usecky
BD. Trojuhelnik ACV je tedy pravouhly, s pfeponou
AC a odvésnami AV a'CV. Jest AV = x, CV = 1, tedy
AC = ]/1 + x2. Také trojuhelnik ASB je pravouhly
s pfeponou AB délky 1 a s odvésnami AS a SB, takze
délku odvésny SB dostaneme opét podle Pythagorovy

véty SB = ||AB® — AS?, tedy

- 142 1y
SB_VI—— : _5]/3—x.

Jehlan ABCDYV si muzeme prfedstavit sloZzeny ze dvou
shodnych trojbokych jehlanu ABCV a ADCV, se spo-
le¢nou podstavou ACV a vyskou SB, resp. SD. Pro objem
jehlanu ABCDV tak dostavame vyjadfeni:

Ix 1
3722

3 1 5

V=2 V3~x2=€xl/3—x2.
b) Stanoveni maximdalniho objemu je stejné jako
v prvnim fefeni: souin x*3 — x*) bude maximalni

pii x> =3 — x?, tzn. pro x = V%, maximalni objem

je pak roven R

4. Pravouhly trojahelnik ABC ma pfeponu AB = c;
D je takovy bod prepony, Ze poloptimka CD je osa pra-
vého uhlu.

Vyjadiete vySku v na preponu 4B pomoci délek ¢ =
= AB, u = CD. Jaky vztah mezi ¢ a u je podminkou, aby
trojuhelnik ABC existoval ? (6 bodu)
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RESENT (obr. 33).
a) Ozna¢me m = AD, n = BD; podle kosinové véty
pro trojuhelniky ACD, BCD plati

n?=a®+ u — 2aucos—}2i,
(D
m2 = b? -+ u® — 2bu cos ;‘i .
Pro tytéZ trojuhelniky dostaneme ze sinové véty
b
m=-_.n. 2)
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Dosadime z (2) do druhé rovnice (1) a po Gpravé vyjde

b’n® = a®b* + a*u®* — 2a®bu cos % . (3)
Prvni rovnici (1) nasobime cislem 4% a dostaneme
bn? = a%? + bu? — 2abu cos % (4)
Odectenim (3) a (4) vyjde
(a® — b%u* = 2abu cos 5. (a — ). (5)

Je-li a = b, plyne z (5)

(a + b)u = 2ab cos % —ab|2, (6)

v _
2 V_

uhelnik ABC mame

nebot cos = Podle Pythagorovy véty pro troj-

2= a% -+ b%. @)
Ze vzorcu pro obsah trojuhelnika dostaneme
ab = cv . (8)
Ze (6), (7) a (8) eliminujeme a, b; vyjde
2¢%0% — 2cu’v — ctu? = 0. 9)
Rovnice (9) ma jediné kladné feSeni
2 2
v = uﬂ%jﬁ 7 (10)

Sestrojme nyni pravouhly trojahelnik s pfeponou ¢
a vySkou (na preponu) v, danou vzorcem (10); ozna¢me
v ném u, pfisluSnou usecku na ose uhlu y. Podle pred-
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choziho je pak
u, + ]/u‘;’ + 22
Uy —— .

v = 2% (11)
Porovnanim (10) a (11) zjistime, Ze nutné u; = u.
Vzorec (10) plati i v pfipadé, ze a = b = »l: .C.

/2

b) Je-li dano ¢, u, je uloha feSitelna pravé tehdy, jestlize

v = %c, tj. podle (10)

u+l/u2+202.u<_l_c

2c =2

Odtud

W+ ulu+ 232 < ¢,
neboli

u]/u2—1—202 <c*—u
a dale

ut 4 202 < ¢ — 2c%® 4 ut,
t).
4ctu? < ¢t
tj.
c
u é 5 .

To je hledand podminka feSitelnosti ulohy.

Ke konstrukci trojuhelnika ABC z danych ¢, u se
s vyhodou pouZije zndmé vlastnosti osy thlu (viz obr. 33).
Oznalime-li E prusecik polopfimky CD s kruZnici %
(nad pramérem AB), jest

& ACE — qABE:%y
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a obdobné

{ECB:{EAB:%;/.

Trojuhelnik ABE je tedy rovnoramenny a bod E leZi
na ose strany AB. Sestrojime bod D tak, Ze vypolteme
délku x = DE. Z podobnosti vysrafovanych trojuhelnika

. uc .
totiz plyne x = 25 tj.

C2
u + Jur + 2¢ ’
tuto délku lze snadno sestrojit z danych ¢, u.

X =

2. KATEGORIE B

1. Budiz / = 3 pfirozené ¢islo. Dokazte, Ze soulin

4+1nHE+2)...3l —4) (31— 3) (1)
je délitelny druhou mocninou kazdého pfirozeného Cisla
m=1. (5 bodu)

RESENI. Soutin (1) obsahuje (3] — 3) — (I — 1) =
= 2] — 2 za sebou nasledujicich pfirozenych Cisel. Stali
dokazat, Ze tento soucin obsahuje aspon dva nasobky cisla
m.
a) Je-lim = I, je 2] mezi témito Cisly (nebot 2/ — 2 >/
vzhledem k pfedpokladu / = 3). Proto obsahuje soucin
(1) ¢initele /1 27; je tedy nasobkem Cisla /2.

b) Je-lim < I, tj.m <[ — 1, obsahujé soucin (1) aspoi
dva nésobky cisla m, nebot 2/ — 2 == 2(/ — 1) = 2m >
> m. Proto i v tomto pfipadé je soucin (1) ndsobkem
Cisla m.
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2. Je dana rovina o, v ni bod 4 a mimo ni bod B;
pfimka AB neni kolma k roviné 0. Bod X se pohybuje
v roviné p tak, ze <¢ AXB je a) pravy, b) tupy, c) ostry.

vvvvv

tak vzniknou. (6 bodu)

RESENI (obr. 34). a) Oznalme B, patu kolmice
vedené bodem B na rovinu p. Vedme bodem A4 v roviné

8

Obr. 34

o libovolnou pfimku m. Protoze je BB, | o, maji kolmice
spusténé z bodd B a B, na pfimku m tutéZ patu X. Body
' X vyplni tedy kruZnici % sestrojenou v roviné ¢ nad pra-
mérem AB,, z niz je vylouCen bod A (je-li X = 4,
nevznikne totiz <~ AXB). MnozZina stfedi Y vSech stran
AX je kruznice k', kterd je obrazem k v stejnolehlosti se

sttedem A a konstantou 552 kruznice &’ je ovSem také
tfeba vyloucit bod A (obr. 35). Tézisté¢ Z kazdého troj-
uthelnika ABX lezi na uselce BY, a to tak, Zze BZ =
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=%BY. Body Z vyplni tedy kruZnici &, kterd leZi

v roviné ¢ || ¢; o déli use¢ku BB, v poméru 2: 1. Stfed
S” kruZnice k' nélezi tseéce BS’ (obr. 36). Polomér

Obr. 36
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2.1 211
=3245=332
=—é—ABl. Z kruZnice k"' je tfeba vyloudit bod, ktery

kruznice %" je —§— AS’ AB, =

je prusecikem useCky 4B s rovinou o.
b) , ¢) Je-li bod U woniti kruhu k, plati podle véty
o vnéj$im uhlu pravouhlého trojuhelnika (UBX) -

< AUB > < AXB = 90°, (1)

tj. <X AUB je tupy (obr. 37). Je-li bod V owné kruhu &,
plati podle véty o pravouhlém trojihelniku (BXV)

J AVB < 90°, )

tj. <C AVB je ostry (obr. 37). Nerovnost (2) plati evi-
dentné i v pfipadé, kdyZ bod W lezi na tecné sestrojené
v bod¢ A4 ke kruznici & (obr. 38).

Ze vztahu (1), (2) vyplyva, Zze hledana mnoZina bodu
je v pripadé¢ b) vnitiek kruhu k£, v pfipadé c) jeho
vnéjsek.

Obr. 37 Obr. 38
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3. Urdite vietky kladné hodnoty parametra a, pre
ktoré ma sustava rovnic
|x —a| +a=Ix| + |y, )
x+2y=2
s neznidmymi x, y prave tri rieSenia. ,
(Ndvod: Zostrojte graf prvej rovnice ststavy (1)
napr. pre a = 1). (7 bodov)

RIESENIE. Graf prvej rovnice sustavy (1) zostrojime
tak, 2e vySetrime grafy funkcii

y=lx—a| +a—|xl, 2

y=—lx—al —a+ x| 3)

a utvorime ich zjednotenie. Pri vySetrovani kazdého

z tychto dvoch grafov rozdelime mnoZinu vSetkych
redlnych Cisel x na tri intervaly:

L. x<0; ILLO0=x=ga; IIlL x=a.

y
\,.
\,.
SN 2
S
"\\ X
-4 -3 2 -1 Y/ 2>3 4
o
A \
"~
-2
Obr. 39
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Funkcia (2) je v tychto intervaloch uréena v uvedenom
poradi vztahmi: I. y = 2a; II. y = 2(a — x); IIL. y = 0.
Funkcia (3) je zasa v uvedenych intervaloch urcena vztah-
mi: .y = —2a; II. y = 2(x — a); IIL. y = 0. Grafické
zndzornenie prvej rovnice sustavy (1) je pre a =1 na
obr. 39. Na obr. 39 je zdroven prerusovanou ciarou
znazornend priamka p, ktord je grafom druhej rovnice
sustavy (1). Obrazok ndm napovedad, Ze v tomto pripade
ma sustava (1) tri rieSenia. Lahko vypocitame, Ze s to

2 2 25 0]
3 b 3 [ > M

Ak rieSime druha rovnicu sastavy (1) so Siestimi rovni-
cami, ktorymi sme vyjadrili v intervaloch I., II., IIL
prva rovnicu (1), dostaneme:
pre interval I.: x = 2(1 — 2a), x = 2(1 + 2a),
_4a—2 _4a+2

3 % 5 °

dvojice realnych cisel [—2; 2], [

pre interval II.: x

pre interval IIL.: x = 2.

Druhy vztah pre I. nedava nikdy rieSenie, pretoZe je
2(1 4 2a) > 0, zatial Co prvy vztah pre I. dava rieSenie
len pre 1 — 2a =0, t. j. pre

a= -;— . 4)
Lo e i 4a — 2
Prvy vztah pre I1. dava rieSenie len pre 0 = 3 <a,
t. j. pre
% =a=x2. (5)
Druhy vztah pre II. ddva rieSenie len pre 0 = 4 ;— 2 =
< a,t. j. pre
a=2. (6)
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Vztah pre III. je rieSenim sustavy len pre
as2. (7N

Zo vztahov (4),(5),(6) a (7) je zrejmé, Ze pre 0 << a < %

ma sustava (1) len jediné riesenie (pozri (7), a to [2; 0].

Pre a = —;— ma sustava (1) dve rieSenia (pozri (4),

(5), (7)), a to [0; 1], [2; 0].

1 — i :
Pre 5 <a< 2 ma sustava (1) tri rieSenia (pozri

(5 (4 (Dyato A1 — 20320 [ 3 (4a — 2552 — )]
[2; 0].

Pre a = 2 ma sustava (1) dve rieSenia (pozri (4), (5),
(6), (7)), a to:[— 65 4], [2; 0].

Konecne pre a > 2 ma sustava (1) taktieZ dve rieSenia
(pozri (4), (6)),a to [2(1 — 2a); 2a],

1 2
[g (a+2); 22— a)].
Tri rieSenia m4 sustava (1) teda prave vtedy, ked plati

1
§<a<2.

4. Je dan thel <t AVC = ¢, kde 0 < ¢ = 90° a dile
druhy uhel velikosti «. Uvnitf useCky AV leZi dalsi bod
B

‘Na poloprimce V' C sestrojte body X, Y tak, aby platilo
X XAY = < XBY = «. (1)
(6 bodr)

113



RESENI{. Rozbor. Na obr. 40 je znazornéno predpo-
kladané feSeni tlohy: plati tedy vztah (1) a podle véty
o shodnych obvodovych thlech velikosti « nad tétivou
XY lezi body A, B, X a Y na téZe kruznici k (uvaZzujme

Obr. 40

poradi bodii na kruznici 4, B, Y, X jako na obr. 40).
Proto také plati

X YAB= < YXB = ¢, 2)
X AXB = < AYB =y, 3
XYAYX = < ABX — o . (4)

S pouzitim vztahd (1) aZ (4) dostaneme pro soudet
vnitfnich Ghla ¢tyfahelnika ABYX

(e + ¢ + v + ) = 360°. ®)
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Podle véty o vnéj$im uhlu o trojuhelnika XVB
w=¢+¢&;
odtud dosazenim do (5) dostaneme
a+ 29+ y + e=180°,

29 + v =180° — (2 + €) ; (6)
uhel 2¢ + y je tedy z danych podminek sestrojitelny
a dostaneme jej jako uhel <t AXB’, kde B’ je bod sou-
mérné sdruZzeny s bodem B podle pfimky V'C. Odtud uz
plyne konstrukce.

1. Sestrojime bod B’ soumérné sdruZeny s bodem B
podle pfimky CV.

2. Nad useckou AB’ jako tétivou sestrojime mnoZzinu
viech bodu X, pro néz plati

X AXB =2¢ + v = 180° — (« + ¢);
tuto mnozinu tvofi dva kruhové oblouky m, n (obr. 41).

¢ili

Obr. 41 m
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3. Kazdy z téchto oblouku protne pfimku V'C (nebot
body A4, B’ jsou oddéleny touto pfimkou) v hledaném
bodé X, popi. X, (pokud lezi na polopfimce VC).

4. Prusecik polopfimky V'C s kruZnici opsanou troj-
uhelniku ABX,, popt. ABX, je druhy hledany bod Y7,
popt. Y,.

Zkouska. a) pro feSeni X;, Y, (viz obr. 41). KruZnice
ky,, opsana trojuhelniku ABX,; vzdy protne polopfimku
VC v dalsim bodé Y,; kdyby totiZ bylo X; = Y, duty
uhel < X;4Y, by byl nulovy, avSak « 7= 0 podle pred-
pokladu. Bod Y, lezi na polopfimce V' C proto, ze dvé
pfimky, obsahujici dvé ruzné tétivy této kruZnice, se
protnou bud ve vnéjsim bodé obou tétiv (tj. nas pfipad),
nebo ve vnitfnim bodé tétiv.

Dokazeme, ze tthel <t X;AY, = &£ ma danou velikost
«. Protoze body A4, B, Y,, X, lezi na kruznici k,,, plati

{ BAYI - { BX1Y1 . @: YIXIB, = Q.
Potom pro soulet vnitfnich uhli trojuhelnika X,V A4
plati
180° — (¢ + &) — @+ e+ &+ ¢ = 180°,
¢ili
§=ua;
potom také uhel <t X;BY, = «.

b) Pro feSeni X, Y,, pokud existuje, probéhne zkouska

obdobné, pouze poradi bodl na kruZnici & je A, B, X,, Y.

Diskuse. Konstrukce a feSeni a) je proveditelné vzdy
pravé tehdy, je-li « 4+ & << 180° (viz 2. bod konstrukce).
Reseni typu b) dostaneme jen tehdy, jestlize oblouk 7
protne polopfimku V'C ve vnitinim bodé X,. To nastane
pravé tehdy, je-li
< AXB' > X AVB’,
tj.
180° — (& + &) > 2e¢,
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¢ili 180° > o + 3¢.
Shrnuti.  Plati-li
o + 3¢ < 180°,
m4 tuloha dvé feSeni (pfi uvaZovanych poradich bodu
A, B, X, Y na kruZnici k), plati-li
«+3e=>180° > a + ¢,
ma feSeni jediné. Pro « 4 ¢ = 180° feSeni neexistuje.

3. KATEGORIE C

1. Je dan vypukly pétithelnik, kterému lze vepsat
kruznici.

a) Dokazte vétu: Jestlize vSechny strany maji celo-
Ciselné velikosti a obvod je sudé Cislo, potom také vSechny
useCky na jeho stranich, omezené vrcholy a dotykovymi
body, maji celociselné délky.

b) Je moZno vétu obratit?

(6 bodir)

RESENI. a) Veli-
kosti uselek nastranich
pétitthelnika oznacme
podle obr. 42 pismeny
X, Y, 2, U, v. Jsou-li
a, b, ¢, d, e po radé ve-
likosti stran AB, BC,
CD, DE a EA, dosta-
neme rovnosti

sy & ©

z
x+y=a,

y+z=5b, o
z2+u=c, (1)

u+ov=d,

v+x=c¢e
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Po vypoltu z rovnic (1) dostaneme napf.
2x=a—b+c—d-+e
¢ili
x:a+b+c—|—d+e_b_d. @

Obdobné ziskdme ’
yz—g«—c—e, 3)
z=%—d—a, 4)
u:%—e—b, (5)
vzg—a—c (6)

Protoze velikost obvodu podle pfedpokladu je sudé Eislo,
velikosti stran a, b, ¢, d, e jsou celociselné, plyne z rovnic
(2) az (6), Ze i délky useku x, y, 2, u, v jsou celoCiselné.

b) Obracena véta zni: Jestlize vSechny usecky na stra-
nach vypuklého pétithelnika, omezené vrcholy a dotyko-
vymi body vepsané kruZnice, maji celoCiselné délky,
potom délky stran jsou celoCiselné a obvod je sudé Cislo.

Véta je zfejmé spravnd; prvni tvrzeni o celociselnosti
délek stran plyne bezprostfedné z rovnic (1). Druhé tvrze-
ni dokdZeme sectenim rovnic (1); dostaneme rovnost

2 +y+z2z+ut+v)=a+b+c+d+e

z niZ je zfejmé, Ze velikost obvodu je sudé cislo.

2. V 8 hodin rdno vyjel cyklista z 4 do B (AB =
= 50 km). KdyZ ujel 10 km, pfedjelo ho auto, které
vyjelo z A v 8 hodin 25 minut. Tento automobilista
dojel do B, tam se zdrzel 1 hodinu 15 minut a potom se
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opét vracel do 4. Zpatecni cesta mu trvala o tfetinu krats{
dobu nez cesta do B. Naseho cyklistu potkal 5 kilometrii
pfed B. (Vsechny jizdy byly rovnomérné pohyby.)
V kolik hodin se automobilista vratil do A4?
(5 bodu)

RESENI. Ozname o, a v, po fad& rychlosti v km/h
cyklisty a auta na cesté do B. Ze setkani 10 km za 4 plyne
rovnice

10 10 25

ze setkdni pf*ed B rovnice
25 45
—~+ +—Jr§v2=j5;» (2)
Polozime-li
L B
U >0, ’

dostaneme spojenim (1) a (2) soustavu rovnic o nezna-
mych x, y:

10x — 10y=%,

1
160 5
45x — 3V =3
Soustava (3) mé refeni
_ 1 ,_1
U5 YT

o Cem? se snadno presvédéime zkouskou. Rychlost
cyklisty byla tudiz 15 km/h a rychlost auta na cesté do
B 40 km/h.
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Automobilista byl na cesté celkem
50 5 2 50 10
04 30 3
hodiny, tj. 3 h 20 min, takZe se do 4 vratilv 11 h 45 min,
o ¢emz se presvédcime zkouskou.

Zkouska. Auto se vratilo do 4 v 11 h 45 min, tj.
automobilista byl na cesté¢ 3 h 20 min. Z toho na jizdy
pfipadd 2 h 5 min. ZpateCni cesta do 4 mu trvala

0 é méné neZ z 4 do B; dojel tedy z A do B za (%
125
60
Z toho se snadno vypocte, Ze pfi jizdé z 4 do B byla
rychlost auta 40 km/h, pfi ndvratu 60 km/h. Cyk-
listu predjel na 10. km v (8 h 25 min + gh) = 8h

40 min, tj. cyklista za 40 min wujel 10 km, tj.
jel rychlosti 15 km/h. 5 km pfed B je tudiZz cyklista

min = 1h 15 min.

v(8h + % h) = 11 h. Automobilista je na tomtéz

misté skute¢né také v 8 h 25 min +§1%h + 1h 15 min +
ih— 11 h
60 )

POZNAMKA. Za neznimé by bylo mozno také zvolit
doby ¢, a t,, které potfebuje cyklista a auto k dojeti do B.
Je to vSak asi pro zédky méné obvyklé.

3. Je dana suastava troch rovnic

x+2y+32=a,
3x+ y+2z2=2a—11,
2x +3y+ z=a+1
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s neznimymi x, y, z a parametrom a. Urite vietky
hodnoty parametra a, pre ktoré ma dand ststava rieSenie
tychto vlastnosti: x, vy, 2 su celé Cisla a Ziadne dve z nich
nedavaju pri deleni troma ten isty zvySok.

RIESENIE. Danu ststavu budeme riesit obvyklym
spdsobom: z druhej a tretej rovnice a potom z prvej
a tretej rovnice vylucime 2. Dostaneme

x+ 5y =13,
5x + Ty = 2a + 3. (1)
Z rovnic (1) vypocitame
y=%(3l—a), xz—(}(sa—as). @)

Ak dosadime 2 (2) do tretej rovnice danej sustavy, dosta-
neme

e=g2a—9). 3)

Skiuskou sa presvedCime, Ze Cisla x, y, z dané vztahmi (2)
a (3) st v obore realnych Cisel skutoCne rieSenim danej
sustavy.

Ak hladame riesenie sustavy v obore celych Cisel, musi
byt zrejme a tiez Cislo celé a z prvého vztahu (2) vidime,
Zze musi byt Cislo 31 — a ndsobkom deviatich. Ako je
zname, Cislo a sa da vyjadrit prave v jednom z nasledu-
jacich tvarov

Ok, Ok + 1, 9k + 2, 9% + 3, 9% + 4, 9%k + 5, 9k -+ 6,
Ok + 7, 9% + 8, (4)

kde % je vhodné celé Cislo. Ak dosadime zo (4) do vztahu
(2) pre v, zistime, Ze y je celé jedine v pripade, ked plati
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[Napr. pre ® =1 méd dand ststava rieSenie x = 3,
y=2z=2]

Po dosadeni z (5) do (2) a (3) vypocitame

x=5k—2,y=3—k, 2=2k. (6)

Zo (6) vsak vyplyvay — 2z = 3 — 3k = 3(1 — k),
¢o znamend, Ze Cislo y — 2 je delitelné troma, CiZe Cisla
y a z davaju pre kazdé celé %, a teda aj pre kazdé pripustné
celé a ten isty zvySok pri deleni troma.

Neexistuje teda ziadne a, ktoré by vyhovovalo podmien-
kam ulohy.

4. Je déna useCka AB a jeji vnitfni bod C. Nad pru-
mérem AC je sestrojena kruznice k,, bodem B je vedena
pfimka p kolmd k AB. Budiz & kruznice, kterd protina
kruznici k£, v bodech X, Y a pfimku p v bodech X', Y.

Lezi-li body 4, X, X' v pfimce, lezi také body 4, Y, Y’
v pfimce; dokaZte. (7 bodu)

RESENT (obr. 43). Necht body A4, X, X’ leZi v ptim-
ce. Oznatme Y prisecik primek AY, p. Je-li X = C,
je X' = B a plati

AX.AX = AB. AC (1)
Je-li X =£ C, vznikne A ACX (/\ ABX') a podle Tha-
letovy véty je <¢ AXC pravy. Proto plati

A AXC~ N\ ABX' (uuu)

a odtud
AX _ 4B
AC AX’
¢ili opét plati (1). Z obdobného davodu plati
AY . AY"” = AB. AC. (2)

Porovnanim (1), (2) dostaneme AX . AX' = AY . AY",
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x~

Obr. 43 P
neboli ﬂ - AY” 3)
AY  AX -

Z (3) vyplyva
AAXY" ~ N AYX' (% 7 i)

§
a odtud
JAY'X = < AX'Y,
neboli
JYYV'X =3 XX'Y. (4)

Protoze oba body X', Y’ leZi vné k, (na pfimce p), a tedy
v téze poloroviné uréené pfimkou XY, plyne z obriceni
véty o obvodovych uhlech, Ze bod Y leZi na k. Je tedy
Y'ekNp,tj. Y' =Y.

Tim je véta dokdzdna, nebot body 4, Y, Y’ leZzi v piimce.
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4. KATEGORIE D

1. Urlete viechny dvojice celych ¢isel x, y, pro které
plati

4x? — 4x — y2 = 20. (1)
RESENI. Rovnici (1) upravime na tvar

(2x — 1)2 —y2 =21, 2

Levou stranu posledni rovnice rozloZime pomoci vzorce
pro rozdil Ctverci. Dostavame

Cx+y—DER2x—y—1)=21.
Cislo 21 lze rozlozit v tyto soudiny celych &sel:
1.21 =3.7 = (—1).(=21) = (—3).(—7).
Sestavime tabulku:

2x +y—1 1|21 -1 =21 3 7 -3\ -7
2x —y —1 21 1 —21 —1 7 . 3 _—_7 -3
x 6| 6 -5 -5 3| 3 -2 | -2
y —10 | 10 _ 10| =10 | —2 | 2 2| -2

Kazd4 z 8 dvojic ¢isel x, y je feSenim ulohy, jak se pre-
svéd¢ime zkouskou.

2. Urdite vSetky Cisla a, pre ktoré koren rovnice
alx —2)+x—5=0 (1)
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s nezndmou x vyhovuje rovnici
x3—Tx2 +T7x +15=0. (2)
RIESENIE. Najprv riesme rovnicu (1). Po tprave

dostaneme
(@a+Dx=2a+5.
Ak a # —1, potom m4 rovnica (1) rieSenie

_2a+45
ako sa presved¢ime skaskou. Pre a = — 1 rovnica rieSenie

nema.

Cislo x dané vzorcom (3) za predpokladu a # —1 mé
vyhovovat tieZ rovnici (2), t.j. ma platit
2a + 5\3 2a + 5\ 2a + 5 B
(a+ 1) “7(74‘1\) T TB=0 @
Tym sme dostali rovnicu pre nezndmu a.

Z rovnice (4) po vynisobeni vyrazom (a + 1) % 0
a uprave dostaneme rovnicu

a®—4a=0,
ktort mozZno pisat v tvare
ala —2)a+2)=0,

z Coho vyplyva, Zze je bud a = 0, alebo a = 2, alebo
a = —2. Skuskou sa presvedCime, Ze danej ilohe vyho-
vuju vsetky tri tieto Cisla, t. j. loha ma tri rieSenia:
a=—2,a=0,a=2.

3. Do lichobeznika ABCD su vpisané kruznice k,, k.,
ktoré sa dotykaj stran a, ¢, d a a, ¢, b (pozri obr. 44). Pre
dizky strdn lichobenika plati: a + ¢ > b + d.

Dokéste vetu: Ak méd vyska lichobeZnika dizku
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-;-(a + ¢ — b — d), potom maju kruznice k,, k, von-

kajsi dotyk.

Obr. 44

RIESENIE. Body a dizky usetiek oznaéme podla
obrazku (Gsecky ohrani¢ené danym a dotykovym bodom
na dotycniciach vedenych z bodu mimo kruZnice ku kruz-
nici majt toti# rovnaké dizky). Potom je KLMN pra-
vouholnik. Dalej plati

a=x+y+z c=b+td—x—y+ 2.
S¢itanim oboch tychto rovnosti dostaneme
at+c=b+d+ 2z,
Cize
z=%(a+c—b—d).

Pravouholnik KLMN je teda Stvorec, vzdialenost S,S,
sa rovnad suctu polomerov kruZnic k,,k, a obe kruZnice
maju vonkajsi dotyk.

4. V roviné je ddna tsecka AM. Urlete geometrické
misto stfedi ramen AC vSech rovnoramennych trojuhel-
niktt ABC se zdkladnou A B, v nichz je useCka AM téZnici.
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RESENI. a) Budi? T t&zisté¢ trojuhelnikis ABC, tj. T
je bod usecky AM, pro ktery plati AT = 2TM. Oznaéme
N stfed ramene AC (obr. 45), pak BN je téZnice troj-
thelnika ABC. PonévadZ trojuhelnik ABC je rovno-
ramenny, je AM = BN, a tedy TM = TN. Bod N lezi
tedy na kruZnici & se stfe-
dem T a polomérem TM. ¢

b) Nyni jesté musime zjis-
tit, zda ke kazdému bodu
kruznice k existuje rovno-
ramenny trojuhelnik poza-
dovanych vlastnosti.

Oznacme M’ stfed usecky
AT (ktery je také bodem
kruznice k). Zvolme libovol-
ny bod N kruZnice k, rizny
od M, M’'. DokaZeme, Ze
existuje rovnoramenny troj-
thelnik ABC se zakladnou
AB a té’nicemi AM, BN.
Na poloprimce opacné k po- Obr. 45
loptimce TN sestrojime bod
B, aby platilo TB == 2TN. Dale sestrojime bod C soumér-
n¢ sdruzeny s bodem B podle bodu M. PonévadZ
N = M, M, lezi bod B mimo pfimku AM, body B, C
jsou oddéleny pfimkou AM, a tudiZ body A, B, C neleZi
v pfimce a jsou vrcholy trojahelnika ABC.

Protoze AM je téZnice trojuhelnika ABC (nebot
BM = CM) a protoze AT = 2TM, je T t&zisté€ troj-
uhelnika ABC. Protoze T je t€zisté trojuhelnika ABC,
lezi jeho téznice z vrcholu B v pfimce BT, a protoZe
BT = 2TN, je N stfedem strany AC. ProtoZe téZnice
AM, BN trojuhelnika ABC maji touZ délku, je trojihel-
nik ABC rovnoramenny se zdkladnou 4B.
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Odpovéd. Hledané geometrické misto bodu je kruZnice
k bez bodua M, M'.

POZN. 1. Kdyby N = M, nebo N = M’, leZely by
sestrojené body A, B, C v pfimce.

POZN. 2. Trojuhelnik ABC je rovnostranny, pravé
kdyz <x MTN = 120°.
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V. Ulohy Ill. kola kategorie A

1. Urlete vSechny dvojice racionalnich cisel x, y,
pro které plati

(x+y)52=17+3]5. (1)

RESENI. Budiz x, y dvojice racionélnich &isel, pro
kterou plati (1). Potom

xt+5y2 4 2xy )5 =7+ 3]5,

xt 45yt —7=(3—2xy) 5.
Kdyby bylo 3 — 2xy # 0, byla by
V§ _ x2 -+ 5y2 —17

takZe

3 — 2xy

raciondlni Cislo, coZ neni. Mame tedy 2xy = 3, tj.
3

=75 (2)
a ovSem také
) x2 4592 =17. (3)
Umocnime rovnici (3) dvéma; vyjde
x* 4 10x%y% 4 25y% = 49, 4)
Zaroven vSak podle (2) je
20x%y? = 45 . 5)
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Odecteme (5) od (4) a dostaneme

xt — 10x%y? + 2592 =4,
1.

(x* — 5922 =4,
Je tedy bud
% = 5_)72 =2, (6)
anebo
x*— 5y = —2. @)
Sectenim (3) a (6) dostavame 2x* = 9, tj.
9
e &
X =

coz neni mozné, nebot x je racionalni Cislo.
Sectenim (3) a (7) dostaneme 2x2 = 5, tj.
5
x2 = ’2" >
coz také neni moZné.

Ponévadz jsme z predpokladu existence dvojice racio-
nalnich cisel x, y vyhovujicich (1) dostali vzdy spor,
zadna takova dvojice neexistuje.

2. V rovine lezi pat bodov O, A, B, C, D. Pre ich
vzdialenosti plati O4 = OB = OC = OD.

Dokazte, ze pre obsah P konvexného S$tvoruholnika,
ktorého vrcholmi su body A4, B, C, D, vzdy plati

' Pg—;—(OA+OD)(OB+OC)

a zistite, kedy nastane rovnost.

RIESENIE. V lubovolnom konvexnom $tvoruholniku
KLMN nech je Q priese¢nikom uhloprieCcok KM a LN.
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Pre obsah trojuholnika KLM zrejme plati

1
PKLM é?KMLQ’

pretoZe usecka LQ nie je kratSia neZ vyska v trojuholniku
KLM prisluchajica strane KM. Pre trojuholnik KMN
analogicky plati

Pry = 5 KM . NQ,

takze pre obsah Stvoruholnika KLMN vzdy plati

Pruy = 5 KM . LN,

pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked je KM | LN.
"~ Nech je R Iubovolnym bodom roviny KLMN. Podla
trojuholnikovej nerovnosti plati KM = KR + MR a
LN =< LR + NR, takze

1
Pgryn = 0 (KR + MR) (LR + NR).

Rovnost v tomto vztahu nastane prave vtedy, ked leZi
R jednak medzi bodmi K a M a jednak medzi bodmi L
a N (lize, ak je R = Q, kde Q je priese¢nikom navzdjom
kolmych uhlopriecok KM a LN.

V konvexnom S$tvoruholniku s vrcholmi 4, B, C, D
st uhloprieckami bud AB a CD, alebo AC a BD, alebo
AD a BC. Podla predchadzajucej uvahy plati potom
v prvom pripade

Pé%(AO + BO) (CO + DO),
v druhom pripade

P= %(AO + CO) (BO + DO)
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a v tretom pripade
P = 2 (40 + DO)(BO + C0),

priCom rovnost nastane vidy prave vtedy, ked O je
prieseCnikom navzdjom kolmych uhlopriecok.

Pretoze AO = BO = CO = DO, plati
(AO + DO) (BO + CO) — (AO + BO) (CO + DO)
= A0 .BO + BO.DO + AO.CO + CO.DO
— A0 .CO — A0.DO — BO.CO — BO.DO
= 40 .BO + CO.DO — AO.DO — BO.CO
= (DO — BO) (CO — 4A0) = 0O,
takze
(AO + BO) (CO + DO) = (AO + DO) (BO + CO),
pri¢om rovnost nastane vzdy prave vtedy, ked DO = BO
alebo CO = A40.
Analogicky tiez
(A0 + DO) (BO + CO) — (AO + CO) (BO + DO)
= AO.BO + AO.CO BO.DO + CO.DO
— AO.BO — AO. DO—BO CO—CO DO
= A0 .CO + BO.DO — AO.DO — BO.CO
= (DO — CO) (BO — A0) = 0,
takze
(AO + CO) (BO + DO) = (A0 + DO) (BO + CO),

pri¢om rovnost nastane vzdy prave vtedy, ked DO = CO
alebo BO = AO.

Plati teda vzdy
P = 2(40 + DO) (BO + CO).

[

e

Rovnost nastane prave vtedy, ked O je priese¢nikom
navzdjom kolmych uhloprieok Stvoruholnika XYZV,

132



kde X, Y, Z, V je takd usporiadand S$tvorica bodov
A,B,C,D, %2¢ OX=0A a OZ= OD.

3. Necht p je prvoclislo. Kolik existuje riznych po-
sloupnosti prirozenych Cisel

Qo> A15 Aoy« « o5 Any o« -

takovych, Ze pro kazdé pfirozené n = 1, 2, 3, ... plati
) ay p
4+ 24 ... 424 F—=1? 1
e Ta Tt s (1)

RESENI. Necht ay, ay, ..., ay, ... je posloupnost
vyhovujici podminkdm ulohy. Vztah (1) si napiseme pro
n=m -+ 1 an=ma pak odelteme:

a4 | 4 4 P _
RpRp 4 by,

Am+1  Am+e

a4 | 4 P _
Rt e

am Am+1

T Sl Y

Am+2 Am+1
takze

Ao = - A1 )

p—a
Tento vztah plati pro vSechna m = 1,2,3,.... Vyni-
sobime (2) pro m = 1,2,...,k
P k
a'3(14 ... ak+2 = (P - ao) . a2‘a3 o .. ak+1
a po zkraceni
P k
o= (52 ) a ©
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pro k = 1,2, 3, ... PonévadZ vSechna Cisla a, jsou pfi-
rozend, musi byt p — a, > 0, tedy 0 < @, < p. Zarovefi
musi byt bud p délitelné Cislem p — a,, anebo musi byt
a, délitelné libovolnou mocninou d¢isla p — a,; oboji
je v8ak mozné jen v tom pfipadé, Ze

=p—1. 4
NapiSeme si nyni vztah (1) pro » = 1 s pouzitim (4):
p—1 + 1 .
a4
tj.
play + ap) = (a; + Da, . 5)

Vidime odtud, Ze bud cislo @, + 1, anebo Cislo a, musi
byt ndsobkem prvocisla p.
I. Necht tedy za prvé a, + 1 = kp (k pfirozené Cislo).
Dosadime do (5); vyjde
p(kp — 1 + ay) = kpas ,
kp_ 1 +a2:ka2,

(kp — 1) = (k — 1)a, .
Ponévadz % je pfirozené a p = 2, je kp > 1, takZe nemuze
byt £ = 1; a mazeme délit ¢islem & — 1. Dostaneme tak

takZze

G@=7_71 2P +r =1 (6)

Ponévad? a, je pfirozené, musi byt Cislo p — 1 délitelné
Cislem & — 1. Zaroven vidime, Ze takovéto Cislo a, neni
délitelné Cislem p.

Ke kazdému pfirozenému Cislu £ — 1, jez je délitelem
Cisla p — 1, dostaneme ze vzorce (6) a z a; = kp — 1
dvojici Cisel

alzkp—l, a2:
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ponévad? vsak a, je ureno v (4) a a,, pro m > 2 vzorcem
(3), odpovida kazdému pfirozenému déliteli ¢isla p — 1
pravé jedna posloupnost vyhovujici tloze.

II. Nechta, = kp, k pfirozené. Dosadime do (5); vyjde
play + kp) = (a1 + Dkp,
a1+kp:ka1+k>
ayk — 1) = k(p — 1).

PonévadZk = lap = 2,nemuze byt £k = 1; muzeme tedy
deélit Cislem & — 1:

o=H52-D_ =T C

Ponévad? a, je pfirozené Cislo a p = 2, vidime opét, Ze je
Cislo p — 1 délitelné Cislem & — 1.

Ke kazdému pfirozenému Cislu & — 1, jez je délitelem
isla p — 1, dostaneme podle pfedchoziho dvojici Cisel

p—1+E—

p—1+P 13a2_kP3

ponévadz vsak Cisla a, a a,, (m > 2) jsou pak plné¢ urena
vzorci (3) a (4), odpovida kazdému prirozenému déliteli
Cisla p — 1 pravé jedna posloupnost vyhovujici uloze.

Zéroven je vidét, Ze posloupnosti, které dostaneme podle
I a podle II jsou rizné, nebot v pripadé¢ II je a, délitelné
Cislem p, kdeZto v pripadé I tomu tak neni.

Celkem tedy je pocet riznych posloupnosti vyhovuji-
cich uloze roven pravé dvojnasobku poctu pfirozenych
délitelu cisla p — 1.

4. Urcite vsetky komplexné Cisla 2, ktoré vyhovuju
nerovnosti .
' | 7
2 — |z + Izl — 121 3= 0 D
a zobrazte ich v rovine komplexnych cisel.
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RIESENIE. Nerovnost (1) je zrejme ekvivalentna
s nerovnostou
|z — |2+ 12]|]* = 3 2%, 2
ktorej evidentne vyhovuje ¢islo 2 = 0. Nech 2z =
= r(cos ¢ + isin ¢), kde r > 0, ¢ € <0; 27) su redlne
Cisla, je rieSenim nerovnosti (2). Potom zrejme plati
Ir (cos ¢ + isin @) — |r(cos ¢ + isin @) + r][2 = 3r%,
skadial po vyndsobeni ¢islom 22 vyjadreni absoldtnej
hodnoty vo vnutri vyrazu na lavej strane dostaneme
lcos ¢ — J/2(1 + cos ¢) + ising[2 >3,
Cize :
cos‘~’<p—2cos<pl/2(1 + cosg) + 2(1 + cosg) - sin?p = 3.
Po jednoduchej uprave mame
cos ¢ = cos ¢ |/2 (1 + cos ¢) . 3)
Z prevedenych uprav je zrejmé, Ze Cislo z 7%= 0 vyho-
vuje nerovnosti (1) prave vtedy, ked jeho amplitida

@ € <0; 27) splituje vztah (3).
Nerovnosn (3) vyhovuju zrejme vSetky tie Cisla ¢,

T 3n
pre ktoré cos ¢ = 0, tj. p=5 a9="75.
Nech cos ¢ > 0. Potom z (3) mdme 1 = ]/2(1 + cos@),
z ¢oho po umocneni na druht a jednoduchej uprave

dostdvame nerovnost cos ¢ = — 7> ktora je v spore
s predpokladom, ¢o znamen4, Ze uhly ¢, pre ktoré cos ¢ >
> 0 nerovnosti (3) nevyhovuju.

Nech cos ¢ < 0, potom z (3) dostaneme

1 =)20 + cos ),
z ¢oho rovnakym postupom ako v predchddzajucom pri-
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pade dostaneme nerovnost
—%gcos<p<0, 4)

ktorej vyhovuju préve tie ¢isla ¢ z uvazovaného intervalu,
pre ktoré plati jeden zo vztahov
2n 4n 3n
5 <@= 3 3= se< > - 5)
Pre rieSenia nerovnosti (4) vSak zrejme plati:
2(1 +cosg) =1 &ize |/2(1 + cosg) =1 a

cos ¢ |/2(1 + cos ¢) = cos g, t. j. vyhovuji nerovnosti (3).

9
Obr. 46
o)
o~
0 o
ZAVER. Nerovnosti (1) vy-
hovuje Cislo z = 0 a tie {isla
2 = r(cos ¢ + isin ¢) # 0, pre
ktorych amplitady plati: &
Vi
‘ 2
5 =9 = ?n » TESp. A
%T—C =9 § (pozn obr. 46).
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INE RIESENIE. Ak poutijeme vztah |22 = 23,
z nerovnosti (2) dostaneme
(z—|a+12l) G—|z+I2l) = 32z
25— (2 +3) |5 + lal] + |2 + J2l] = 325,
—(z+2) |z + l2]| + (= + [2]) (2 + |2]) = 223,
z Coho po jednoduchej uprave vyplyva
(z+2) (2l — |2+ I2l) = 0, ©)
priCom je zrejmé, Ze nerovnost (6) je ekvivalentnd s ne-
rovnostou (2) a teda aj s nerovnostou (1).
Nerovnosti (6) vyhovuju vsak len tie komplexné {isla z,
pre ktoré plati bud
Z+E%O,§Z|—IZ+|ZII§0, (7)
alebo
2+ 2=0, |z — |z + [2]] S 0. (8)
Nech platia nerovnosti (7). Z druhej z nich méame
2] = 'z + Iz[], z ¢oho po umocneni na druht dostaneme
22 = (e + l2]) (B4 lo) Cize
2|12 = 22 + (2 + 2)|2| + |2|% skadial
(2 +2) 2l = — [2%. 9)
Vzhladom na prvia z nerovnosti (7) vyhovuje vSak nerov-
nosti (9) zrejme len cislo z = 0, ktoré splituje sustavu
(.
Ak platia nerovnosti (8), potom z druhej z nich analo-

gicky ako v predchadzajucom pripade dostaneme postup-
ne

2l = Jo 4 Izl 15 = (2 + l2) G+ laD)

122 =< 22 4+ (2 + 2) |2] + |2]% tj.

(2 + 2) |2| = —|2/% z Coho pre z % 0 dostaneme
—lzl=2+2=0. (10)
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Cislo 2z = 0 vyhovuje vSak tieZ nerovnosti (10) i predché-
dzajucej nerovnosti. Nech z = x +1iy, kde Xy y su real.
Cisla, je rieSenim nerovnosti (10) Potom je tato ekviva-
lentna s nerovnostou

— e Fyr=<2x=0, (11)
ktorej vyhovuju len tie dvojice redlnych cisel [x, y], pre
ktoré plati: x = 0, x®+4 y*> = 4x® Cize y* = 3x% tj.
lyl = V?\xl = —V?x. Z posledného vztahu pre y = 0
vyplyva y = — |/3.x a pre y =<0: zasa y < |/3. x.
Obratenim postupu sa lahko presvedcime, Ze dvojice
[%, 3], pre ktoré x <0 a y = —l/3_x20, resp. y =
= Vgx = 0 vyhovuju nerovnosti (11).

ZAVER: Nerovnosti (1) vyhovuju vietky tie komplexné
Cisla 2z, ktorych obrazy lezia v spoloCnej Casti polrovin
x =0,y = |3xapolrovin x =0,y = — |/3 x (pozri
obr. 46).

INE RIESENIE. Nech z = x + iy, kde x, y st
redl. Cisla, je rieSenim nerovnosti (1). Po dosadeni do
nerovnosti (2), ktora je s nou ekvivalentnd, dostaneme

vt iy —,V2(x2 xff 2+ y? +y2)l2 = 3(x* +y2),
5t — 2al/2(e2 + 2 [ 3T+ 30 +
+ 2 +a/at £ 37 + 97 + 32 =302 + Y,
z ¢oho po jednoduchej tprave vyplyva
AF Ty =20 ey, (2)

Nerovnosti (12) vyhovuji zrejme vSetky dvojice [x, y]
redl. Cisel, kde x = 0, y je Iubovolné.

139



Nech x > 0. Potom z (12) dostaneme
V5% = Vot + a2 + 59,
z Coho postupne vyplyva
X% 4 y2 = 2(x? + 97 + 2x)/x? + 5%,
x2+y2+2xl/m§0,
¢o vSak neplati pre Ziadnu dvojicu [x,y], kde x > 0,
pretoZe na lavej strane je sucet dvoch kladnych a jedného

nezaporného Cisla.
Nech x < 0, potom

Vet 57 < Vo + /e + 5 + 52,
z Coho postupne mame
9t S 2 4 ) + 2407+ 5,
249> —2x|/x2+ 32 >0, (13)
a pretoze pre x < 0 je |/x* + »® > 0, je nerovnost (13)
ekvivalentnd s nerovnostou
V& +5 =z —22 >0,
ktorej vyhovuju vsetky dvojice [x,y], pre ktoré x << 0

ay=—|3x resp. y=|3x, o tom sa presvedtime
podobne ako pri rieSeni nerovnosti (11).

5. Jsou dany dvé kolmice p, ¢ a bod A4 jejich roviny,
ktery nelezi na zadné z nich. Oznaéme vzdalenosti bodu
X roviny pfimek p, ¢ od pfimek p, ¢ a bodu A po fadé
u, v, t. Urcete mnozinu viech takovych bodii X, pro néz
plati ¢ = |uv.

[Navod: zvolte za osy soufadnic osy danych dvou razno-
bézek.]
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RESENI{. Zvolme osy soumérnosti pfimek p, ¢ za osy
soustavy ortonormaélnich soufadnic. Orientaci os zvolme
tak, aby bod A4 nileZel 1. kvadrantu (obr. 47). OznaCme
soufadnice A — [%0s Vols %o =0, 3, =0, X = [x,3].

Obr. 47

Rovnice pfimek p, ¢ ]sou pak x + vy = 0. Podminka pro
body X hledané mnoZiny zni

12 = uv. (1)
Pouzijeme vzorcu:

R

lxﬁyl @)

Po dosazeni z (2) do (1) dostaneme

(- mr -y =22

v =
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Z (3) plynou dvé rovnice — bud

20x* +y° — 2x0x — 290y + x5 +35) = x* — %, (4)
nebo
20 +5° — 2ax — Doy + AN = — 2. ()
Po upravé (4) dostaneme

2 4
(¢ — 2x0)* + 3(y — 3 30)" = 4x3 + 5 95 — 25 — 295
(6)

Po upravé (5) dostaneme
2 .4
3 — 3 %) + (v — 20 = 5 a8+ 498 — 208 — 23 .

Y

Obracené z (6) a (7) plyne (4) a (5), odtud (3), a tedy
podle (2) i (1). Analytické vyjadreni vySetfované mnoZiny
je tedy ddno rovnicemi (6) a (7).

Oznatme Pg¢(P;) pravou stranu rovnice (6), (7) po
déleni dvéma.
Pak je

P, :xz—ly2 P, =yz———1—x2
(] o 3 0> 7 0 3 0

Upravime

3P = (%, /3 — 30) (|3 + 30)> (6"

P, = (yo - V%) (yo + V"?) . (7)

Pg = 0 je analytickym vyjadfenim dvou pfimek p’, ¢,
které maji od osy x odchylku 60° . P, = 0 je analytickym
vyjadifenim dvou pfimek p"', ¢'’, které maji od osy x
odchylku 30° (obr. 48). Nerovnost P; = 0 vyjadiuje
v 1. kvadranté thel s tlusté vytaZzenymi rameny, nerov-
nost P, = 0 vyjadfuje v 1. kvadranté tihel sevieny carko-
vanym ramenem a polopfimkou .

142



Obr. 48

Vysetfovanid mnoZina bodu je tedy dina touto tabulkou

Bod A4 lezi

VySetfovana mnozina bodu je

Uvnitf Ghlu < p'y
nebo na rameni y

Elipsa (7)

Na rameni p’

Elipsa (7) a bod [Zxo s % yo]

Uvnitf ahlu <t pp”

Elipsa (6) a elipsa (7)

Na rameni p”’

Elipsa (6) a bod I:% X0 5 Zyo]

Upvnitf thlu < p”'x
nebo na rameni x

Elipsa (6)
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Symetriemi podle os a poCatku dostaneme situaci v ostat-
nich kvadrantech.

6. Je dana kulova plocha o poloméru délky 1. Na této
kulové plose jsou umistény shodné kruZnice k,, %y, ks,

.o ky(n = 3) o poloméru r. KruZnice %, se dotykd )
kazdé z kruznic ki, ks, . . ., k,. Déle se dotykaji *) kazdé
dvé kruznice k;, k;,, kde 1=1,2,...,n, pfiemz
kruznice &,,, a &k, jsou totoZné.

a) Najdéte vztah, ktery plati mezi Cisly r, n.
b) Zjistéte, pro kterda » muZe nastat popsand situace
a vypoctéte prisluSny polomér r.

| RESENI. a) Necht kruz-
i nice k, £’ o poloméru r lezi
na dané kulové ploSe a maji
dotyk. Jejich stredy S, §’
a stfedem O kulové plochy
je urCena rovina o, Kktera
protne kulovou plochuvhlav-
ni kruznici x; situaci v roviné
o znazornuje obr. 49. Ozna-
¢ime T bod dotyku kruZnic
ky k'; bod T lezi zfejmé
v roviné ¢. ProtozZe je TS =
=TS8 =r, OT = 1, dosta-
neme z pravouhlého troj-
uhelnika OST (OS'T)

0§ =08 =|1—7. (1)
Pro vzdilenost a = S§’ vyjde z deltoidu OSTS’ (po-

*) ,,Dotykem dvou kruZnic (nelezicich v roviné) rozumime pfi-
pad, kdy obé kruznice maji jediny spole¢ny bod a v ném spole¢nou
te¢nu.
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rovndnim dvojiho vyjadfeni obsahu)
1 .
B &= Vl —r?,
neboli
a=2r]1—7r%. (2)
Ozna¢me podle obr. 49 ¢ = <L SOS’; z trojuhelnika
A OST plyne
sing- = r. 3)

Stredy vSech kruznic kg, %, . .., k, jsou podle pred-
choziho vrcholy pravidelného jehlanu n#-bokého, jehoZ
vSecky hrany maji délku a. Polomér ¢ kruZnice opsané
podstavé tohoto jehlanu (je to pravidelny n-uhelnik
o strané a) je roven délce usecky S’P | OS (obr. 49).
Z pravouhlého trojuhelnika OS’'P plyne

0=S8P=08sing=|1—r2.sing (4)

Vi = .. @ : 0@
Q—Vl—r .2.sm—2 Vl — sin®5
a podle (3)

1.

o =2r(1— 12, 5)

Pro pravidelny n-uhelnik o strané a a poloméru o opsané
kruZnice dostaneme

sin = 2
n 20’

tj. podle (2) a (5)
1

. T
SII) =~ == s 6
PR [t (6)

Rovnice (6) je feSenim ulohy a) .
b) Z obr. 49 je patrné, Ze je S'P < S’S, neboli o < a.
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1 1

ProtoZe je r < 1, je /I — 2 < 1, a tedy 2Vi=r "
1
>,
2
Podle (6) je
T T T

nebot % je velikost ostrého twhlu. Z nerovnosti (7)

dostdvame feSeni n == 3, 4, 5. Sestavime tabulku

n 3 4 5
T 3 1
sin lE_ o= sin 36°
n 2 /2
. l/? 1 P N
3 ]/E 4 sin® 36°
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VI. Jedendsta medzindrodnd matematickd olympidada
v Bukuresti v diloch 5.—20. 7. 1969.

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

Na XI. MMO, ktora sa konala v Bukurest: v diioch
5.—20. 7. 1969, opét vzrastol pocet ucastnickych zemi,
ked sa sutaze po prvy raz zacastnili druZstva Belgicka
a Holandska. Z ucCastnickych zemi X. MMO chybalo
tentoraz Taliansko, takZe bukure$tskd olympidda zazna-
menala rekordny pocet — 14 zemi: Anglicko, Belgicko,
Bulharsko, CSSR, Franciizsko, Holandsko, Fuhosldvia,
Madarsko, Mongolsko, NDR, Polsko, Rumunsko, SSSR,
Svédsko. Ako pozorovatel sa na prici jury zalastiioval
zastupca Rakiska.

Veduci delegicii jednotlivych zemi (ich mena spolu
s menami ich zdstupcov — pedagogickych sprievodcov
su uvedené v ‘tabulke ¢. 1), ktori boli sucasne Clenmi
medzindrodnej jury, sa schadzali v Bukuresti v diioch
4. a 5. jula 1969. Ihned po svojom prichode boli ubytovani
v priestoroch telovychovného zariadenia Complexul
sportiv Snagov asi 35 km od Bukuresti. V Snagove sa
konali tieZ zasadania jury v obdobi pripravy vlastnej
sutaze, kedy boli vedtci delegicii dokladne izolovani od
ziakov a pedagogickych sprievodcov.

Predsedom jury bol akademik Gr. C. Moisil, predseda
rumunskej vedeckej matematickej spolocnosti Socierdtia
de stiinte matematice. Rokovania jury vSak viedol zvicsa
jej podpredseda akademik N. N. Teodorescu, podpredseda
Nirodnej rady pre vedecky vyskum a podpredseda ru-
munskej vedeckej matematickej spolocnosti. Dal$im
podpredsedom jury bol prof. C. Ionescu — Bujor,
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profesor bukurestskej polytechniky. Do vedenia organi-
zatného komitétu sutaze patrili okrem menovanych este
prof. Gh. Rizescu, profesor matematiky na lyceu Dimitrie
Cantemir v Bukuresti, ako sekretdr, prof. Stefan Vdgdi
z toho istého lycea ako technicky sekretar a prof. Simion
Cioatd, ustr. inSpektor Ministerstva $kolstva RSR.

Prvé zasadnutie jury sa uskutoCnilo v nedelu 6. 7. 69.
Delegati boli na filom zozndmeni s programom olympiady
a s navrhmi uloh, medzi ktorymi vSak chybali navrhy
predlozené delegiciami Anglicka, Bulharska, Juhoslavie
a Madarska, ktoré ich neposlali vopred, ale pr1v1ezh )
sebou. O vybere uloh, ktorému boli venované tiez za-
sadnutia jury v diioch 7. a 8. 7., sa zmienime podrobnejsie
na inom mieste.

Jednotlivé delegicie, na Cele se zastupcami veducich
ako pedagogickymi sprievodcami, pricestovali do Buku-
resti v diloch 7. a 8. 7. 1969. Ubytovani boli vo vysoko-
Skolskom internite ,,Cdminul 6. Martie’“ na bulvare
Gheorghe Gheorghiu-Dej v centre Bukuresti. Na rozdiel
od niekolkych predchadzajucich olympiad zostali peda-
gogicki sprievodcovia ubytovani spolu so Ziakmi a ne-
zucastiiovali sa prvej etapy price jury — vyberu uloh
a ich prekladu do materskej reci sutaziacich Ziakov.

V dnoch 7.—9.7. 1969 sa Ziaci zoznamovali s miestom
sutaze a jeho najbliz§im okolim. V utorok 8. 7. podnikli
autokarovy zajazd k zamku Mogosoaia nedaleko Bukuresti
a k jazeru Snagov. Predpoludnie diia 9. 7. bolo venované
prehliadke Bukuresti, ktoru Ziaci absolvovali na autobusoch
s dvoma dlh§imi zastdvkami — na stadidne 23. augusta
a v Muzeul Sarului (rumunsky skanzen). Pocas popo-
ludniaj$ich hortcav mohli Ziaci oddychovat v prijemnom
prostredi interndtu.

Veduci delegacii pocas stredy 9. 7. rozmnoZovali texty
uloh vybranych pre sataz a zavcas rano dna 10. 7. 1969 sa
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definitivne prestahovali zo Snagova do Bukuresti, kde boli
ubytovani na zostavajicu Cast svojho pobytu v Rumunsku
v hoteli Ambassador na bulvari Magheru, najrusnejsej
tepne hlavného mesta.

Vo $tvrtok 10. 7. 1969 o 9. hodine bolo v Iyceu Nicolae
Balcescu sldvnostné zahdjenie sutafe. Kratky prejav
k zhromazdenym ¢lenom delegacii predniesol po ru-
munsky ndmestnik ministra Skolstva Traian Pop. Po
niekolkych organizaénych pokynoch prof. Ionescu-Bujora
sa Ziaci roziSli po jednom z kazdej delegacie do 6smich
tried lycea, kde asi 0 9.03 hod. zacali pracovat na rieSeni
prvej trojice sutaznych uloh. Veduci delegicii boli potom
odvezeni do Valca Cdlegdreasca (asi 70 km od Bukuresti),
kde si prehliadli vinidrske zdvody a neskoro vecer sa
vratili do svojho nového bydliska — hotelu Ambassador.

Druhd cast sutaze sa zaCala v piatok 11. 7. 0 9. hodine
a Ziaci opit riesili 3 Glohy za 4 hodiny Cistého Casu. Potom
sa veduci delegicii po prvy raz od prichodu do Rumunska
stretli so svojimi zastupcami a za vytrvalého dazda
podnikli vylet do udolia rieky Prahovy, kde si prezreli
kralovsky zdmok Peles v kupelnom mestecku Sinaia, a do
Brasova. Do Bukuresti sa vratili opét neskoro v noci. Ziaci
veCer pod vedenim tlmocnikov jednotlivych delegacii
navstivili v bukurestskom divadle Nortara vystipenie ru-
munského suboru Iudovych piesni a tancov ,,Perinica‘.

Réno 12. 7. 1969 sa vydali z Bukures$ti na sedemdiiovy
zdjazd okolo Rumunska tri autobusy so Ziakmi, tlmoc-
nikmi a rumunskymi organizatormi. V prvy den cesty
prechadzali mestami Buzau, Foscani, Marazesti, kde si
prezreli pamétnik rumunskych hrdinov z 1. svetovej vojny,
a Bacau.

Dna 13. 7. navstivili priehradu a jazero Rosu a mesto
Bicaz, mesto Piatre Neamt a cestu zakoncili prehliadkou
monastyra Agapia, v ktorom nocovali.

149



V nasledujici deii sa prestahovali do mesta Suceava,
z ktorého podnikli vylety do klasterov Sucevica, Moldovica
(14. 7.), Humor a Voronec (15. 7.).

Diia 16. 7. viedla trasa zdjazdu zo Suceavy cez Gura
Humorului, Varra Dornat, Bistricu (navsteva pionierskeho
tabora) do Tirgu Mures.

V predposledny deii zajazdu navstivili jeho ucastnici
mesta Sighisoara a Brasov. Dna 18. 7. absolvovali cestu
z BraSova cez Predeal a Poianu Tapului do Sinaie, kde si
so zdujmom prehliadli kralovsky paldc Peles a kratko pred
polnocou sa vratili do Bukuresti.

Pocas dlhej a na dojmy bohatej cesty sa ucastnici za-
jazdu zoznamili s histériou Rumunska a vo vsetkych
krajoch videli desiatky novych tovarni, ktorych pocet
neustale rastie.

Pri ceste Rumunskom priam citit, ako sa polnohospo-
darsky $tat meni na krajinu s vyspelym priemyslom.

V sobotu 12. 7. 1969 zacali vedtci delegicii so svojimi
zastupcami opravu rieSeni sutaznych tloh. O 14. hodine
sa v Univerzitnom dome z0OCastnili na obede poriadanom
ministrom S$kolstva RSR pre zahrani¢nych delegatov
olympiddy a organizacny vybor.

Opravy Ziackych rieSeni pokracCovali v lyceu Nicolae
Balcescu i v nedelu 13. 7. 1969, kedy sa zacala zaroven
koordindcia oprav a hodnotenia rieSeni s rumunskymi
koordinatormi.

Oprava, bodovanie a koordindcia klasifikdacie wuloh boli
stazené tym, Ze sa principidlne otdzky neprejednali
vopred na spolo¢nej schddzke veducich delegacii, ich
zastupcov a koordindtorov. Koordinatori boli pdvodne
len Styria, az na Ziadost Clenov jury bol ich pocet zvySeny
na Sest tak, aby pre kazdu ulohu bol zvlastny koordindtor.
Prace rumunskych Ziakov koordinovali — ako je to na
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olympiddach obvyklé — veduci delegécii tych zemi, z kto-
rych boli autori sutaznych uloh.

Koordindcia rieSeni prebichala tiez v dnoch 14. 7. a
15. 7. V utorok 15. 7. o 19.00 hod. navstivili veduci
delegicii so svojmi zastupcami predstavenie suboru
Perinica v divadle Nottara.

V stredu 16. 7. bol pre delegatov prakticky volny den,
ktory vyuZzivali na prehliadku Bukuresti a jej najblizsicho
okolia.

Vo Stvrtok 17. 7. sa v lyceu Nicolae Bilcescu konali
zavere¢né zasadnutia jury, ktorych sa bez hlasovacieho
prava zucastnili aj pedagogicki sprievodcovia. Na pro-
grame predpoludnajSieho zasadnutia bolo schvalenie
vysledkov jednotlivych Ziakov a stanovenie podmienok
pre udelenie cien. Rokovanie o cendch bolo komplikované
a zdlhavé, takfe rozhodnutie o udeleni zvla$tnych cien
za originalitu a eleganciu rieSeni bolo odloZené na popo-
ludnajsie zasadnutie jury. Na predpoludiiajsom rokovani
predlozil tiez podpredseda jury prof. Ionescu-Bujor navrh
na zmenu programu zavere¢nych dni olympiddy. Jeho
navrh, aby sa v sobotu 19. 7. nekonal spolo¢ny vylet
delegatov a Ziakov do Curtea de Arges vzhladom na
neskory planovany ndvrat Ziakov zo zajazdu okolo Ru-
munska a aby sa sldvnostné vyhlasenie vysledkov a odo-
vzdanie diplomov prelozilo z nedele 20. 7. na 19. 7.,
prijala jury bez namietok.

V' zdvere popoludiiajsieho zasadnutia sa prihlasil o slovo
veduci madarskej delegdcie prof. E. Hddi, ktory predniesol
pozvanie na XII. MMO do Madarska. O usporladame
XIII. MMO vr. 1971 sa uchadza CSSR, o ¢om ¢&eskoslo-
venski zastupcovia v neoficialnych rozhovoroch informo-
vali zastupcov ostatnych delegdcii, ktori prijimali tato
spravu so suhlasom. V piatok 18. 7. mali veduci delegicii
a ich zastupcovia opit volny defi, ktory vicSina z nich
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venovala neuspesnym pokusom o ziskanie cestovnych
listkov, resp. letenieck pre navrat do vlasti so skorSim
datumom.

0O 20.30 hod. poriadal vybor Societatia de stiinte mate-
matice veCeru pre zahrani¢nych delegitov a organizaCny
vybor olympiddy. Vecera sa konala opat v Univerzitnom
dome a zucastnil sa jej tieZ namestnik ministra $kolstva
s. Traian Pop.

V sobotu 19. 7. o 10.00 hod. sa v aule lycea Nicolae
Bilcescu konalo sldvnostné vyhldsenie vysledkov a rozde-
lenie cien. Za pritomnosti nam. ministra $kolstva s. Traia-
na Popa prehovoril akad. Gr. C. Moisil, ktory vo svojom
prejave zhodnotil vyznam medzindrodnych matematic-
kych olympiad, ktoré se pred rokmi zacali konat z ini-
ciativy rumunskych matematikov a prave Rumunsko
uZ po treti raz hostilo desiatky nadejnych matematikov,
ktori si prisli zmerat sily v sutazi. V zavere prejavu
aprimne Zelal ucastnikom olympiddy, aby po cely Zivot
udrziavali a upevilovali medzinarodné priatelstva, ktoré
pocas svojho pobytu v Rumunsku uzavreli.

Po prejave odovzdal akad. Moisil diplomy o udeleni
cien a zvlaStnych cien odmenenym Ziakom a ucastnicke
diplomy ostatnym ucastnikom olympiady.

V mene zahraniénych delegacii podakoval za dobru
organizaciu a vynaloZenu starostlivost rumunskym hosti-
tefom veduci madarskej delegicie prof. E. Hddi, ktory
v zavere svojho prejevu opitovns pozval delegécie
vSetkych zuCastnenych zemi i1 Rakiiska, ktoré malo
v Bukuresti len svojho pozorovatela, na buduci rok do
Madarska na XII. MMO.

0 13.00 hod. sa v jedélni interndtu ,,Caminul 6. Martie
uskutocnil sldvnostny obed vSetkych ucastnikov olym-
piady, ktorym sa skoncil oficidlny program. Pred obedom
odovzdali rumunski hostitelia knizné a drobné vecné
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daréeky vSetkym zahrani¢nym tucastnikom olympiady.
Zvysok Casu do svojho odchodu vyuZivali jednotlivé
delegicie na prehliadku niektorych miest Bukuresti
a ndkup suvenirov a darcekov pre svojich blizkych.
Odchod delegdcii sa uskutocnil v nedelu 20. 7. popoludni
a v pondelok 21. 7. 1969. Zhodou okolnosti odchddzala
ako posledna z Bukuresti Ceskoslovenska delegdcia, ktora
opustila dejisko XI. MMO az v pondelok vecer.

Rumunski poriadatelia urobili vSetko pre to, aby XI.
MMO skondila plnym uspechom, pripravili Ziakom a ich
vedtcim tie najlep$ie podmienky pre pracu. Pocas celého
svojho pobytu sa vsetky delegacie stretavali s pozornostou
a pohostinstvom. Olympidde venovala pozornost aj
rumunska televizia, ktora 10. 7. veCer vysielala zdbery
zo sldvnostného zahdajenia sutaze a v sobotu 19. 7. vecer
zasa zabery z rozdelovania cien a rozhovor s akad. Moi-
silom, predsedom jury, a so vSetkymi 3 Ziakmi, ktori
ziskali 1. cenu.

2. O VYBERE SUTAZNYCH ULOH

Vyber 6 sutagnych uloh na rokovani jury v Snagove sa
ukdzal byt velmi zloZitym problémom. PretoZe pozvanie
na XI. MMO v Rumunsku doslo pomerne neskoro
(v polovici aprila), neposlali niektoré zacastnené Staty
(Anglicko, Bulharsko, Juhosldvia, Madarsko) Glohy vopred,
ale veduci delegdcii ich priviezli aZ so sebou do Snagova.
Sekretaridt MMO mohol potom vcas rozmnozit iba
texty tychto tloh. Ich autorské rieSenia neboli znime
a Clenovia jury nemali uZ Cas tlohy rozriesit a prestudovat.
To isté plati aj o sovietskych ulohach, pretoze SSSR
poslal do stanoveného terminu poriadatelom len texty
navrhovanych dloh bez rieseni.

153



Rumunskd pripravnd komisia vybrala 12 uloh z tych,
ktoré prisli vCas, aby z nich jury vybrala 6 sutaznych uloh.
Medzi tymito tdlohami boli aj 2 ulohy Cceskoslovenské.
Dodato¢ne predloZzené ulohy vSak zmenili situdciu.
Prof. Ionescu-Bujor, ktory viedol zasadnutia jury pri
vybere loh, doplnil skupinu 12 tloh o dalsie navrhy, a to
podla jednotlivych usekov Skolskej matematiky. Pritom
sa ukdzal nedostatok vhodnych uloh zo Skolskej algebry,
planimetrie a trigonometrie, ale zato bol nadbytok uloh
napr. z Ciselnej tedrie.

Vyber sutaznych uloh sa previedol potom z upravenej
skupiny 12 uloh hlasovanim o jednotlivych ulohach. Tato
metdda vyberu, ktora bola pouZitd po prvy raz s nevelkym
uspechom na X. MMO v Moskve, sa prili§ neosvedcila
ani tento raz. Medzi satazné ulohy sa dostala celkom
nevhodnd #loha ¢. 1 z Ciselnej tedrie, ktora sa hodi skér
pre zZiakov niZSieho stupnia strednej $koly, malo vhodna
planimetrickd #loha ¢. 4, ktora nedava takmer Ziadne
moznosti elegantného rieSenia, a neobvykld a pre ziakov
znacne obtaznid wloha ¢. 6. Stereometrickd uloha ¢. 3
bola sformulovana tak, Ze jej rieSenie nevyzadovalo de-
tailné preskimanie najobtaznejSieho pripadu pre & = 3,
ktoré mal autor hlavne na mysli, ¢im sa prilis zjednodusila,
pretoze jej rieSenie sa opieralo v podstate len o pouzitie
trojuholnikovej nerovnosti.

Dalsia tazkost sa objavila pri stanoveni maximdlneho
poctu bodov dosiahnutelného za uplné rieSenie jednotli-
vych uloh. Predsedajuci prof. Ionescu-Bujor stanovil pre
pocet bodov hranice 5—8. PretoZe toto rozpitie bolo
vzhladom na rdznu obtaznost uloh napr. ¢. 1 a C. 6
prili§ malé, zdrzal sa Cs. delegat hlasovania o tejto otdz-
ke. Pri hlasovani bola tiez uloha ¢. 3 nadhodnotend
7 bodmi. Najlepsie boli vybrané a ohodnotené ulohy ¢. 2
(po uprave pdvodnej formulacie) a ¢. 5.
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Je pozoruhodné, Ze na XI. MMO sa_po prvy raz ne-
dostala medzi sutazné ulohy uloha z CSSR. Pri stale
rastucom pocte ucastnickych zemi je to vsak celkom pri-
rodzené a samozrejmé.

Pri celom rokovani jury o vybere uloh sa ukézalo, Ze
rozdielnost osnov tolkych zucastnenych Statov staZuje
vyber. Tématikou navrhovanych uloh je podla doterajsej
tradicie tzv. ,,klasickd* Skolskd matematika. Viacerym
zemiam, v ktorych modernizdcia vyucovania matematiky
viac pokrocila, to vSak nevyhovuje. Pravdepodobne uz
v blizkej budicnosti bude treba uvaZovat o zmene kon-
cepcie sutaznych uloh.

3. RIESENIE SUTAZNYCH ULOH

1. DEN (10. JULA 1969)

1. Existuje nekoneCne mnoho prirodzenych Ccisel a,
ktoré maju th vlastnost, Ze Cislo a + »* nie je prvocislom
pre Ziadne prirodzené Cislo n. Dokazte.

(NDR, 5 bodov)

RIESENIE. Polozme a = 4k%, kde % je prirodzené
Cislo, abysme Cislo a + n* vyjadrili ako rozdiel druhych
mocnin. Potom je a + n* = n* + 4k* = (n® + 2k%*)? —
— 4n?k* = (n* + 2k* — 2nk) (n® + 2k* + 2nk) =
= [(n — k) + K] [(n + k)* + 7]

Ak zvolime & = 2, su oba Cinitele v hranatych zatvor-
kach vicsie alebo rovné 4 pre kazdé prirodzené n a Cislo
a + n* nie je teda prvocislo.

2. Nech sa ay, ayy ..., a, (n = 1) realne konStanty
a nech f(x) = cos (a; + x) +%cos (ag + %) + ... +
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+§nl_—1- cos (a, + x) je funkcia realnej premennej x.
Ak je f(x,) = f(x,) = 0, potom je x, — x; = mmn, kde
m je celé Cislo; dokazte. (Madarsko, 7 bodov)

RIESENIE. Podla vzorca pre kosinus suétu uhlov
plati f(x) = A cos x — B sin x, kde

cos a Cos a; cos ay,
A = = 7726"'1 ""’21’2' + e + ’2_"_:1_ F)
o : . (D
sin a sin a, sin a
B - __2_0__1‘ _l,' T 2i - + ... + '2" _ln .
Podla predpokladu je
Acosx, — Bsinx; =0, (2)

A cosx, — Bsinx, = 0.

Nepriamo dokazeme, Ze nie je suCasne 4 = B = 0.
Nech plati opak, tj. A = B = 0. Potom, ak prvu rovnicu
v (1) vynasobime cislom cos @;, druha cCislom sin a,
a sCitame, dostaneme

n
1+ Zﬁl—l (cosa; cos a; + sina, sing;,) = 0,

. k=2
Cize

n
1
1—1—22,6—_1@03 @ —a)=0. 3)
k=2
Plati vsak

" N .
I )

k=2 k=2

cos (a; — ay)
k-1
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1 n-1
< 1 i (E) 1
21—22—,‘:—3=1—§- :2n—1>0’
k=2 1—
¢o je spor s (3).
MozZeme preto predpokladat, Ze je napr. A # 0.
Ak vynasobime prvua rovnicu (2) Cislom 4 sin x,, druhu
Cislom — Asin x; a sCitame, dostaneme
A? (cos x, sin x, — €Os X, sin x;) = A?sin (x, — x;) =

PretoZze A # 0, je sin (x, — x;) = 0, tj. X, — x; = mm,
kde m je celé Cislo.

V pripade 4 = 0 musi byt B # 0 a dokaz sa prevedie
analogicky.

3. Prekazdézlisel & = 1, 2, 3, 4, 5 rieste tlohu: Urcite
nutné a postacujuce podmienky pre kladné cislo a, aby
existoval $tvorsten, ktorého % hran ma dizku a a zosti-
vajucich 6 — % hran ma dizku 1. (Polsko, 7 bodov)

RIESENIE. Kedze pripady 2 =4, k=5 moZno
volbou usecky velkosti a za jednotkovd previest na
pripady 2 = 2, & = 1, sta¢i vySetrovat len pripady
k=123

I. k= 1. Nech AB = a, AC = AD = BC = BD =
= CD = 1 anech M je stred hrany CD (obr. 50).

Potom je AM — BM — %vz‘, AB < AM + BM, &ize

0<a<]3. (1)

Podmienka (1) je vSak zrejme aj postacujicou podmien-
kou pre to, aby bylo mozné zostrojit Stvorsten typu I.
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II. & = 2. Treba rozli§ovat 2 pripady: a) Hrany dIzky
a su mimobeZné, napr. AB = CD = a, AC = BC =
= AD = BD = 1. Pri oznaleni ako v obr. 50 potom plati

AM = BM = V > AB < AM + BM, (lize

a<2 l—z,zéohoa2<4—a2,éiie la] < V2_,ateda

0<a<V§, 2

o je opit aj podmienka postacujica.

8
Obr. 50 Obr. 51

b) Hrany, di#ky a sa réznobe#né, napr. AB = AC =
=a; AD = BD = BC = CD = 1. Oznalme N stred
hrany BC (obr. 51). Z existencie trojuholnika ADN
vyplyva: AD + DN > AN > |AD — DN, Cize

1% |/ 1 15
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odkial postupne dostaneme

<. 3, 1 ~ 3
1_V3+Z<“_Z<l+v3+2’

2—)3<at<2+]3,
V2=V3<a<)2+73,

z Coho po uprave surdickych vyrazov dostaneme nutnu
podmienku pre existenciu Stvorstena v tomto pripade
Vv tvare

26—V <a<L¥5+12). ®

Ak plati (3), je a > %, moZno preto zostrojit troj-

uholnik ABC so stranami AB = AC =a, BC =1
a urcit bod D tak, Ze bude AD = BD = CD = 1.

Kedze VZ—— V§ = é— (]/6 —12) < Vf, je nutnou a po-

staCujicou podmienkou k tomu, aby pre & = 2 existoval
Stvorsten uvedenych vlastnosti splnenie nerovnosti

0<a<2(8+V2),
ktort dostaneme z (2) a (3).

III. & == 3. MdZu nastat celkom 3 pripady: a) Hrany
dlzky a s strany trojuholnika; b) hrany dizky a vycha-
dzaju z toho istého vrcholu; ¢) dlzku a maji dve mimobeZné
hrany a ich priecka.

a) Nech je napr. AB = BC = CA = a, DA = DB =
= DC = 1. Kolmy priemet bodu D do roviny ABC je
stredom kruZnice opisanej trojuholniku 4ABC. Nutnou
a postaCujucou podmienkou pre existenciu Stvorstena
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tohto typu je, aby polomer kruZnice opisanej A ABC

bol mensi nez 1, tj. a ?3 < 1, Cize
0<a<|3=1732. (4)
b) Nech je napr. DA = DB = DC = a, AB = BC =
= CA = 1. Podobne ako v pripade a) dostaneme pre
polomer R kruznice opisanej A ABC podmienku
R < a, 1.

a> % /3 =0,577. (5)

Zo (4) a (5) dostdvame 0 < a, Co je zrejme nutni aj
postaCujuca podmienka pre existenciu Stvorstena uvede-
nych vlastnosti pre £ = 3 a o pripade c) netreba uvaZovat.

Nutnu a postacujacu podmienku pre existenciu $tvor-
stena uvedenych vlastnosti pre jednotlivé £ moZno zhrnat
v tabulke

E=1 0<a<]|3

k=2 0<a<%(l/6—+]/éj
k=3 0<a

foo %(V6——V5.)<a
k=5 +3<a

POZNAMKA. Ked?e skimanie pripadu IIIc je
najzaujimavejSie a podla zdmeru autora ulohy malo byt
jadrom rieSenia, rozoberme este tento pripad.
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Nech napr. AD = BD = BC = a, AB=AC=CD =
= 1. Zvolme si suradnicovu sdstavu v priestore tak, Ze
A=1[0,0,0], B=1[1,0,0], C= [u, v, 0], D = [x, , 2]

(obr. 52).

Potom plati
(AC*=)u? + 2 =1, (6)
(BC* =) (u — 1) + o* = a2, (7)
(AD? =) x® + y* + 2% = a?, (8)
(BD? =) (x — 1)? + y* + 2% = a?, 9)

Co2=)(x—ul+(@—ov2+22=1. (10)

Zo (6)a (7) od¢itanim do- |,
staneme

1)

2 .
uzl—%. (11)

Zo (6) a (11) po dosadeni
za u mame

— 2 )g 4
v—-2V4 a?. (12)4

Z (8) a (9) po odcitani
dostaneme

x = ?12 (13)
a z (9) a (10) po od¢itani

bude 2ux + 29y = a? z Coho po dosadeni z (11), (12),
(13) mame

Obr. 52

3aq2 — 2 n "-

= e, 14

Y 2a /4 — a® ()

Pata P vySky z vrcholu D na stenu 4BC mi suradnice
P[x,y,0]. Pre dizku AP plati AP = |/x* + y% Nutni
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a postacujiica podmienka existencie $tvorstena je 4D >
> AP cize AD* > AP, .

x4y < a?. (15)
Ak do (15) dosadime z (13) a (14), bude

3a® — 2)?

T+ ia2(4 ) 5=

z ¢oho po L’lprave mame
a8 —2a* —2a>+1<0. (16)

Stvorclen na lavej strane (16) sa vSak dé rozlozit,
a® — 2a* — 24 + 1 = (a® + 1) (a* — 3a® + 1), takZe
podmienkou existencie $tvorstena typu IIlc je splnenie
nerovnosti a* — 3a® + 1 < 0, Cize

V3—V'5‘ <a<]/3+V§'_
2 2
2. DEN (11. JULA 1969)

4. Je dany pravouhly trojuholnik 4BC s preponou
AB a jemu opisanad kruznica k. Oznatme D patu vysky
spustenej z vrcholu C na preponu AB, k, kruZnicu
vpisanu trojuholniku ABC k,, k; dve navzijem rdzne
kruznice, z ktorych kazda sa dotyka priamok AB, CD,
lezi v polrovine ABC a dotyka sa zvnudtra kruZnic k.
Dokazte, ze kruznice ky, k,, k; maju okrem priamky AB
eSte dal$iu spolo¢nu doty¢nicu. (Holandsko, 6 bodov)

RIESENIE. Ozname podla obr. 53 AB = ¢, BC = a,
CA = b, AD = p, BD = q. Dalej oznatme S;, S,, S;
stredy a 7y, 1y, 75 polomery kruznic &,, k,, k; v uvedenom
poradi. Ich dotykové body s priamkou 4B oznacme T7,
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T,, T, a stred prepony AB oznatme S. Predpokladajme
(bez ujmy na vseobecnosti), Ze je b = a.
Pre A S,T,S plati podla Pythagorovej vety (i vtedy,

. c 2 c\?
ked je T2:S):(§-r2) ~‘T§+(9+7’2—§)3
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z Coho vyplyva (r, + q)? = gc = a?, Cize

rn=a—4gq. (1)

Pouzitim Pythagorovej vety na /\ S373S analogicky
dostaneme

r3==b—p. @)

Pretoze je podla predpokladu b = a, lezi bod T, na pol-
priamke SB (obr. 54). Podla znameho vzorca je

rhn=s—c¢ AT, =s—a. 3)
Pre body T,, T,, T, (leZiace na polpriamke AB) a pre
body S;, S,, S, nastane teda situacia z obr. 55).

Sz

T\\\ S s

! : \\\TQ

iy !r, '

: r,

- ﬁ{; A A
A L, S IA 7 B

Obr. 55

Podla vztahov (1), (2), (3) pritom plati:
AT, =p+q—a, ATg=p+b—p=0b,
AT, =5 — a,
1 1
AT1:§(a+b+c)—a:vi(b+c—a)=
1
— 5 (AT, + ATy),
1 1 1
r1=—2—(a+b+c)—c=—2—(a+b—c):§(r2+r3),

164



pretoze

prag=c.
Bod S, je teda stredom usecky S,S;. Priamka sumerne
zdruZena s AB podla priamky S,S; je preto dalSou spo-
lo¢nou doty¢nicou kruZznic k,, &, k.

5. Vrovine je danych z» bodov (n > 4), z ktorych Ziadne
tri nelezia v priamke. Potom existuje aspon % (n — 3).

.(n — 4) roznych konvexnych S$tvoruholnikov, ktorych
vSetky vrcholy su niektoré z danych bodov. Dokézte.
(Mongolsko, 7 bodov)

n
2)
danej mnoziny M po dvoch vyberieme najdlh$iu usecku
AB (tj. pre vSetky dvojice bodov X, Y mnoziny I
plati XY = AB). Bodom B vedieme priamku p | A4B.
Podla volby usecky AB leZia vSetky body mnoZiny It
okrem bodu B vo vnutri pol-
roviny pA (obr. 56).

Na priamke p zvolime body C
K, L tak, aby boli oddelo- S
vané bodom B a urcime také
body C, D mnoZiny i, aby
vo vnitri uhlov & KBC a —————
< LBD nelezal Ziadny bod = 28
mnoziny M. Potom vsetky =
body mnoziny It s vynimkou

RIESENIE. Medzi( Giseckami, ktoré spjajia body

i

bodov B, C, D lezia vo vnutri D

dutého uhla <t CBD. TL
Zvolme Iubovolné dva P

body X, Y z I rézne od B, Obr. 56
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C, D. Body X, Y leziavo vnutri uhla <t CBD. MbZe nastat
prave jeden z tychto 5 pripadov: a) Priamka XY pretina
obe usecky BC, BD; b) priamka XY pretina useCku
BD (BC) a polpriamku opacnu k CB(DB); c) priamka XY
pretina useCku BD(BC) a je rovnobezna s priamkou
BC (BD); d) priamka XY pretina polpriamku opaéna
k DB (CB) a je rovnobezna s priamkou BC (BD);
e) priamka XY pretina polpriamky opatné k CB, DB.
Jednotlivé pripady st nalrtnuté na obr. 57a)—e).
Stvoruholnik CX YD v pripade a) (obr. 57a) je zrejme
prienikom polrovin CDX, CXD, DYC a XYC. Ako
prienik konecného systému konvexnych mnoZin je to
teda konvexnd mnozina. Analogicky sa dokaze konvexita
Stvoruholnikov s vrcholmi X, Y vySrafovanych na obr.
57b)—e) v ostatnych pripadoch. Z kazdej dvojice bodov
X, Y dostaneme teda aspoii jeden konvexny Stvoruholnik
so stranou XY (na obr. 57d i 57e su také Stvoruholniky
tri: CXYB, CXYD, BXYD). Dvojic bodov X, Y je

(” ; 3) - % (n — 3) (n — 4). Tym je tvrdenie dokaza-

né.

6. Ak su x;, Vi, 21, Xo, Vo 2, redlne Cisla, pre ktoré
plati %, >0, x, >0, xy, — 2} >0, xy, — 25 >0,
potom plati

8 = 1
(%1 + %) (31 +22) — (21 + 2:)* = ;1 — 2%
1
s ()

XoYp — 23

-}

Dokazte. Najdite nutné a postacujuce podmienky pre to,
aby v (1) platila rovnost.
(SSSR, 8 bodov)
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RIESENIE. Oznaéme D, = x,y, — 22, Dy = X,y5 —
— 23. Potom plati

(%1 + %) (01 +22) — (21 + 22)> = Dy + Dy + %19, +
+ %91 — 222, = D, + D, + z‘l(Dz + 23) +
2

+£2(D1+z“{) — 222,=D; + D, + ﬁpz +’£ng +
%1 Xa Xy
iD, :D
w_l +

X1Xg

+ﬁz§ R ﬁzi — 22,2y = Dy +D, +
X X1

— — 2
e ( ﬁ22_‘I/x—221) §D1+D2+2VDilD;:
Xo X1

, = (D, + |D,)y,
tj.
(%1 4+ %) (31 +22) — (21 + 222 = (VBI + V52)2 . (2
Z toho

8 8

< —— =
(21 + %) (01 + 32) — (21 + 22 = (D, + |/ D)2
KedZe pre kazdé redlne Cisla a > 0, b > 0 plati

€©)

2ab —
a + b é Vab b
Cize
4a2b?
=<
@t ;=%
a tiez
a? + b?
<
ab = >
plati

4a%b? - a? + b
(a + b2 — 2
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z Coho

8
(a+b)2— 2+b2 (4)
Po dosadeni do (4) za a = VDI, b= l/D2 dostaneme
8
<=+ . 5
VDI I/D,): — Dy y D, ®)

Z nerovnosti (3) a (5) vyplyva (1).
Rovnost vo vztahu (1) nastane zrejme prave vtedy, ked
plati rovnost vo vztahu (2), tj. ked plati

X1 Vﬁz = X Vﬁl - (6)

—z = l/— EA ’ @)

a ak zaroven plati rovnost vo vztahu (5),t.j. ked plati

tieZ o o
VD1 - VDz i (8)
Vzhladom na (8) mame zo (6): x; = x,, v dosledku
¢oho zo (7) bude 2, = 2,2z (8) y; = ¥,
llziovnost’ vo vztahu (1) nastane teda prave vtedy, ked
pla

a sucasne

X1 = X35 Y1 = Yo 21 = 2.

4,JVYSLEDKY SUTAZE

« Prehlad poétu bodov, ktoré ziskali jednotlivi Ziaci
ukazuje tabulka 2. Dosiahnuté vysledky potvrdzuju to,
¢o sme povedali o vybere uloh. O obtaZnosti 6. ulohy
sved¢i napr. to, Ze plny pocet bodov za jej rieSenie
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dosiahlo len 7 Ziakov zo 112 (1 z Anglicka; 1 z CSSR,
3 z Madarska, 1 z Polska a 1 z SSSR). Celkove boli
vysledky podstatne horSie nez na X. MMO v Moskve,
ked plny pocet 40 bodov za rieSenie vSetkych 6 uloh do-
siahli len 3 Ziaci.

Tabulka 2 ukazuje, Ze v poradi druZstiev nedoslo
v porovnani s predchddzajicim rokom k podstatnym
zmenam. Do skupiny silnejsich (Madarsko, NDR, SSSR,
Anglicko) se opat zaradilo domdace Rumunsko a relativne
sa zlepSilo Bulharsko, ktoré malo tohto roku pomerne
vyrovnané druZstvo, a Juhosldvia. CSSR, ako uZ tradi¢ne,
uzatvara skupinu vyrovnanych druZstiev stredu. Na Celo
slabsej skupiny sa dostalo Mongolsko, ktoré v sucte bodov
predstihlo Polsko a Franciizsko. Svédsko prislo opit so
slabs$im druZstvom a najslabSich vysledkov dosiahli
Belgicko a Holandsko, ktoré prisli na MMO po prvy raz
s druzstvami bez 3pecidlnej pripravy, ktorych ¢lenovia
neabsolvovali Ziadnu domacu sutaz. Uspech Mongolska
nie je urcite ndhodny a v buddcich rokoch moZno ocaka-
vat dalSie zlepSenie jeho druZstva.

Pokial ide o ceny, hranice pre ich udelenie boli na
zdlhavom rokovani jury, na ktorom bol jednym z naj-
iniciativnejSich veduci sov. delegacie prof. V. ¥. Levin,
stanovené takto:

I. cena: 40 bodov; .
II. cena: 37—30 bodov;
III. cena: 29—24 bodov.

Podla tohto kluca ziskali ucastnici z jednotlivych zemi
ceny uvedené prehladne v tabulke 3. V protiklade s tra-
diciou, ked ceny dostdvalo priblizne 50 °/, Gcastnikov,
je pocet odmenenych nepomerne niZsi.

Okrem tychto cien boli udelené niekolkym Ziakom
2vldstne odmeny za origindlne a elegantné riesenie. Pri zlo-
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Zitom rokovani o tejto otdzke sa nedosiahlo v jury jednotné
hladisko na podsuzovanie metédy rieSenia, pouZitia
aparatu nepreberaného na strednej skole a z toho vyply-
vajucu kratkost ¢i tzv. eleganciu rieSenia, Sovietsky delegat
prof. Levin vyslovil napr. nazor, Ze Ziak, ktory pri rieSeni
ulohy vie pouZit diferencidlnych rovnic, sa nema zucast-
nit MMO, hoci inak (vekom a S$kolskym zaradenim)
podmienky spliuje.

Je zaujimavé, Ze nikto nedostal zvlaStnu cenu za rie-
Senie 1. a 4. ulohy, Co opét potvrdzuje nevhodnost ich
volby. Ani tuloha ¢. 3 v predloZenej formulacii nedala
mozZnost origindlnych a elegantnych rieSeni. Za riesenie
ulohy ¢. 2 dostali zvlaStnu cenu 1 anglicky, 1 Ceskoslo-
vensky (Tomds Masek) a 1 Svédsky Ziak, za rieSenie tilohy
¢ 5 po 1 Ziakovi z Anglicka, Madarska, NDR, Polska
a SSSR a za rieSente ulohy ¢. 6 jeden sovietsky Ziak.

5. CESKOSLOVENSKA DELEGACIA

Nasa delegacia sa skladala z wvediiceho, jeho zdstupcu
a dsmich Ziakov. Mend Ziakov i vysledky, ktoré dosiahli
su uvedené v tabulke 4.

Po vlanajsom relativnom uspechu, ked naSe druZstvo
ziskalo dve prvé a 4 druhé ceny, su tohtoro¢né vysledky
sklamanim. Pre druZstvo, v ktorom boli jeden pétna-
sobny (Sivdk), jeden trojnasobny (Masek) a 1 dvojna-
sobny (Vindrek) Gcastnik MMO je zisk len troch tretich
cien menej neZ chudobnym vysvedfenim. Najmenej sa
dal ocakavat neuspech Sivdka, ktory uz ako 13-rolny
na VII. MMO ziskal 3. cenu a na XI. MMO sa musel
uspokojit s diplomom ucastnika. No, ani ostatni ¢lenovia
druzstva — sndd aZ na Hadravu a Vindrka — nepodali
ocakdvané vykony.
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Najmenej mozno Ziakom vycitat maly aspech v #loke
6 (celkom 18 bodov), pretoze s tlohami tohto druhu sa
nestretli ani v $kolskej praxi, ani v $pecialnej priprave.
Najviac zardza nevalny vysledok v uloke 4, obe nuly
v stipci 1 a to, Ze tilohu ¢. 3 riesili s plnym bodovym
ziskom len 2 Ziaci. V predlozenej formulacii nemusela
robit problémy ani jednému z naSich Ziakov.

Pri patrani po pric¢inach nasho malého uspechu by sme
opdt museli opakovat to, ¢o sa v spravach o MMO
povedalo uZ niekolkokrat, a to, Ze Ziadna $pecidlna mimo-
skolska priprava nemdZe nahradit systematické, narocné
2 dobre vedené vyucovanie. Aj pri organizdcii Specidlnych
matemarickych tried by sme sa mali poudit z osvedCenych
zahrani¢nych skusenosti, kde sa takéto triedy zriaduju
len v miestach, kde s pre to podmienky a ucia v nich
prevazne vysokoSkolski ucitelia.

Nedostatkom, ktory sa zvlast vypukle prejavil u nasho

druzstva, je snaha pouZivat apardt vy$Sej matematiky,
ktory Ziak poriadne neovlida namiesto aplikicie stredo-
skolskych metod. Dale; sa stale prejavuje Castokrat kriti-
zované bezhlavé politanie bez predchadzajacej logickej
uvahy o rozumne;j ceste.
T Ako daldia pri¢ina pomerne malého uspechu nasich
ziakov sa javi opat ich nedobry nervovy stav, ich mala
sebaddvera, huaZzevnatost a vytrvalost v prekondvani
prekazok. Nazddvame sa, Ze korene tychto nedostatkov
treba hladat v nedostatkoch vo vychove, a to uz v nizsich
triedach.

Zaverom uvedme eSte dve riesenia ulohy &. 2, za ktoré
boli nasi Ziaci navrhnuti na zvla$tnu cenu, ale pod vply-
vom vysSie spominanych nazorov, ktoré sa presadili pri
rokovani jury, dostal ju len prvy z nich.
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RIESENIE T. MASKA

n n
1 i i 1 i
f(x) = Re (2“27571 € “’”*“’) = Re (ex ‘_Iéﬁe“k) .
k=1 k=1
n
Polozme 2z = Z 2k1—1 ei% . Plati: 1 = |el%| =
k=1
n n
'l 1 ia| < 1y R
:*iz— 2’,‘*_76 = |2 + |2k_le =
' k=2 k=2

=2+ 1— ﬁlﬁ:i < |lz| + 1. Z toho vyplyva |z| > 0,

teda z = re'?, kde r = |2| > 0, ¢ su redlne Cisla.
Teda f(x) = Re (ei?2) = Re(rel@?) = r cos (x + ¢);
r > 0. Ak plati f(x,) = f(x,) = 0, potom cos (x; + ¢) =

= cos (x, + @) = 0, Cize x1+<p=%+ln, Xy + @ =

= g + pm, kde I, p st celé Cisla. Potom vSak x, — x; =

= (p — Dm = mm, kde m je celé Cislo.

RIESENIE B. SIVAKA

n
. . -1
Zrejme je f(—a,) = 1 + > k-1 ©08 (ax — a,). Potom

k=2

n
1 1
Ff(_al)—llézz—k_—lzlﬂz—nj<l>

k=2
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Cize
0<f(—ay) <2.

f(x) = — cos (a1+x)—%cos(a2+x)—... —

- 2111-4 cos (a, + x) = —f(x).

Funkcia f(x) vyhovuje teda dierencidlnej rovnici f"'(x) +
+ f(x) = 0, ktorej vSeobecné rieSenie ma tvar f(x) =
= A cos (x + ¢), kde A, ¢ st lubovolné konStanty.

Kedze f(—a,)=A cos(—a; + ¢) >0, je A#0.
Ak f(x,) = f(x,) = 0, potom cos (x; + @) = cos (x, +
+ ¢) =0ax, — x, = mm, kde m je celé Cislo sa dokaze
rovnako ako v predchddzajicom rieSeni.

174



Tabulka 1

Vedici delegdcii a ich zdstupcovia

Krajina Veduci delegacie Zastupca ped. sprievodca)

Anglicko F. R. Watson, profesor | Lenon Beeson, profe-
University of Keele, sor Biskop Otter Col-
Staffordshire lege, Chichester

Belgicko Svens Marcel, in$pektor | Nachtere Jaele Jean,
Sint Martens-Latem in$pektor, Bruxelles

Bulharsko Doc. Kiril Dotev, ved. | Dimo Serafimov Ange-
katedry vy$3ej algebry, Mat.| lov, in$pektor, Sofia
fakulta Sofia

CSSR Doc. Jan Vydin, CSc., | Dr. Jozef Moraveik,
Mat. fyz. fakulta, KU, | CSc., odb. asistent
Praha V8D, Zilina

Franctzsko | A. Warusfel, profesor Geril Denis, profesor
Lyceé Louis le Grand, | Lycée Louis le Grand,
Paris Paris

Holandsko Prof. dr. Hans Freuden- | Ary van Tooren,
thal, Utrecht asistent, Haag

Juhoslavia Vladimir Mi&i&, magister, | Mila MrSevi¢, asist.
asistent Univerzity Univ. v Belehrade
v Belehrade

Madarsko Endré Hodi, vedtci ved. | Istvdn Reiman, ve-

pracovnik, Budapest

decky pracovnik,
Budapest
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Pokracovanie tabulky 1

Krajina Veduci delegacie Zastupcaped. sprievodcu

Mongolsko Doc. GunZe Gatavyn, ve- | Gombyn Zagdragca,
duci katedry mat. analyzy, | in$pektor, Ulanbator
Statna univerzita, Ulan-
bator

NDR Dr. Helmut Bausch, ve-| Doc. dr. Rolf Liiders,
duci ved. pracovnik, Berlin| Berlin

Polsko Doc. dr. Mieczyslaw Andrzej Makowski,
Czyzykowski, Polytechnika| magister, WarSawa
Warsawa

. Prof. dr. Willi Flick,

Rakiisko Univerzita Graz
(pozorovatel)

Rumunsko Zlate Bogdanov, profesor | Florea Pasarica, prof.,
Iycea Nicolae Balcescu, | Bukurest
Bukurest

SSSR Prof. Viktor Josifovi¢ Ivan Semjonovi¢ Pe-
Levin, doktor fyz. mat. | trakov, in$pektor-me-
vied, Moskva todik, Moskva

Svédsko Prof. dr. Thomee Vidar, |Dr. Ake H. Samuelsson,
Goteborg asist. Univer. Goteborg
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Tabulka 2

Poclty ziskanych bodov
Potet bodov Ziaka &. Celkovy
Krajina pocet
1]2|3]a|s5]6|7|s|bod
Anglicko 40 | 20|18 |30 | 22|18 | 24 | 21 | 193
Belgicko 5| 5(10 —1_0~ 3 5| 3|16 57
Bulharsko 25|28 |28 |20 |21|22|22|23| 189
CSSR 13 |25 [ 28|14 |20 |20 |28 22| 170
Francuzsko ; 4| 8 _1;)— 22 | 13 :?Tlg_
Holandsko 4|15 9|12 —1— 0 6| 4 51
Juhoslavia 22 (17 [25(30 (3227|1018 181
Madarsko 31 (34|40 |24 |35 |25 (37|21 24;—
Mongolsko 21 | 13 | 13 —; 17 | 10 | 25 4 120
NDR 35 (35|36 |20|32]24|25 24| 240
Polsko 34| 7|18| 9|20 |10 |13 | 8| 119
Rumunsko 15|37 (30| 27|21 |31|28|30]( 219
SSSR 40 | 30 |24 |27 |32 |27 |21 30| 231
Svédsko 1016 14| 8|11 [16| 9|12 ]| 104
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Tabulka 3
Prehlad udelenych cien

Polet ziskanych cien
Krajina Celkom

L | m |
Anglicko 1 1 1 3
Belgicko 0 0 0 0
| Bulharsko 0 0 3 3
CSSR 0 0 3 3
{ Francuzsko 0 1 0 1
Holandsko 0 0 0 0
{ Juhoslavia 0 2 2 4
| Madarsko 1 4 2 7
Mongolsko 0 0 1 1
{ NDR 0 4 4 8
] Polsko 0 1 0 1
Rumunsko 0 4 2 6
SSSR 1 3 3 7
Svédsko 0 0 0 0
{ Celkom 3 20 21 44
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