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Pfedmluva

Mili ptatelé, Glastnici a pfiznivci matematické olym-
piady,

v dobé vydani této brozury mame za sebou jiZ jubilejni
XX. ro¢nik domaci celostatni olympiddy a XIII. mezi-
narodni olympiddu, ktera se konala v r. 1971 v Slovenské
socialistické republice; byla to druhd z mezindrodnich
matematickych olympidd, kterd probéhla na tGzemi na-
$eho statu.*) ,

Dvacet let domaci olympiddy i tfindct mezindrodnich
olympidd se stale rostoucim poctem ucastnickych zemi
potvrzuje, Ze zdjem o soutéZeni v matematice u zakd, stu-
dentii i u jejich uliteld je stale Zivy a snad nikdy neuhasne.
A soucasna spolecnost tento zajem opravdu velice potie-
buje, nebot je tfeba stale vic a vice matematicky Skolenych
mladych lidi. Ve Spojenych statech americkych odhadli,
Ze potfeba profesionalti-matematikt vzroste béhem deseti-
leti 1965 az 1975 Ctrnactkrat; v téZe dobé vzroste potieba
fyzikd jen tfikrat, inZzenyrti dokonce jen dvakrat. Domni-
vame se, Ze v socialistickych statech jisté¢ nebude potieba
matematicky vzdélanych lidi mensi. .

Tato situace — jazykem ekonoma muZeme Fici stupiio-
vand poptavka vSech moZnych odvétvi lidské Cinnosti po

*) Poprvé se konala v CSSR mezinirodni matematicka olympidda

(¢tvrtd) v r. 1962 pii prileZitosti stého vyroci zalozeni Jednoty ¢s. mate-
matiku a fyziki, a to v Jihoceském kraji.



matematicich vyZaduje, aby se rozvijely nejen $pickové
talenty a jedinci nejnadané;jsi, ale aby se vénovala zvySena
pozornost matematickému vzdélavéani co nej$ir§iho okruhu
mladych lidi. Na tento ukol nestaci a asi nikdy nebude
stalit Skola: zde musi a budou musit pomdhat rtizné
formy mimoskolni ¢innosti; mezi nimi jsou na neposled-
nim misté Zakovské soutéZe, jakou je napf. naSe matema-
tickd olympidda.

UCcastnit se s uspéchem soutéZe, to znamend umét
aspoil trochu samostatné a tvoriveé pracovat. Také v tomto
sméru nemuize dat Skola zadktm vse, co by potfebovali.
Aktivitu a samostatnost ziskdte spiSe v zdjmovych krouz-
cich, seminafich, prazdninovych soustfedénich, ale hlavné
studiem odborné literatury pfiméfené vaSemu véku, va-
$im schopnostem a piedchozimu matematickému vzdé-
lani.

Mili uclastnici celostatni matematické olympiady, my
vSichni, ktefi tuto soutéz pripravujeme, citime velmi bo-
lestné nedostatek vhodné studijni literatury pro vas. Je
nepfijemnd pravda, Ze je velmi tézké psat o matematice
populdarné — ale sprdvné, zdbavné — 1 obsahové bohaté
a poutné. Mame madlo vhodnych ¢lankd v Rozhledech,
které by se hodily pro individualni studium a vedly k sa-
mostatné praci. V nasi kni¥nici Skola mladych matema-
tiki (SMM ) vysla sice jiz fada svaze&ki; nékteré z nich
jsou psiny skutené pracovni formou. Najdete tu sva-
zeCky, o nichZ fikame, Ze patfi do ,,zdkladni Fady®, tj.
pojedndvaji zhruba jen o tématech Skolské matematiky.
Najdete tu vSak také svazeCky tzv. ,,uybérové fady‘, které
jsou psany naro¢néji, spiSe vykladovou formou a které
svymi tématy uZ presahuji okruh stfedoSkolské matema-
tiky. Ale to vSecko nestaci. SvazeCkd je pomérné malo,
vétSina z nich je jen v nékolika exemplafich ve $kolnich
knihovnich, mladi Ctenafi tu takika nenajdou takové
jednoduché a strucné texty, jaké vydavala pfed Casem
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Jednota &s. matematiki a fyzikt ve své sbirce Brdna k vé-
déni. Nedostatek hodnotné a pfistupné studijni matema-
tické literatury pro mladeZ, specidlné pro ucastniky olym-
piad, pocituji uz del$i dobu i v jinych statech. Jiz vr. 1963
pfi V. mezindrodni olympiddé konané v Polsku vystou-
pila jugoslavska delegatka s ndvrhem na jakousi kooperaci
socialistickych statti v této oblasti. Navrhovala, aby vy-
znalni matematici — popularizitofi nebo pedagogové
z téchto zemi psali studijni texty pro Zaky. Texty by se
pak preloZily do narodnich jazykt a vydaly ve vSech socia-
listickych statech. BohuZel tento dobry ndvrh, pfijaty
vSemi delegaty se sympatiemi, zustal aZz dosud na papite.

Uvédomte si, Ze studovat matematicky text je podstatné
vice neZ jej Cist; uméni studovat matematick}’r text se mu-
site ucit. V tomto sméru jsou asi déle Zici experimentdl-
nich $kol (ZDS i gymnasu), ti jsou vice vedeni ke studiu
pokusnych textd, neZ Z4ci ostatnich Skol, ktefi se uci tra-
di¢ni matematice tradi¢nim zpﬁsobem a z tradicnich
ulebnic. Zato vSak Zakam pokusnych tfid malo vyhovuji
nynéjsi témata soutéZnich uloh a bude asi pro né tfeba
pofadat jakousi ,;modernizovanou‘ olympiadu.

Udélejme bilanci toho, co je v oblasti studijni literatury
k dispozici a co je tfeba udélat nebo zlepsit. Pro vas to
bude zdroven jisty prfehled pramend ke studiu.

1. Bylo aZ dosud vyddno 19 brozur MO; kazd4 z nich
referuje o jednom rocniku MO, obsahuje texty a feSeni
viech uloh (pfipravnych i soutéZnich) pfisluSného roc-
niku, popfipadé i texty a feSeni Gloh mezinirodni olym-
piddy urcitého roku. ProtoZe broZury, hlavné starSich
ro¢niku, jsou vétSinou rozebrany a protoZe autorsk4 feseni
mnoh)'rch uloh nejsou metodicky pravé nejlepsi, neuka-
zu]1 totiz Ctendftm ,,jak na to*, sestavili pracovnici MO
tfi sborniky tloh, a to prvni pro kategorii Z (ZD S), druhy
pro kategorie B a C (1. a 2. ro¢nik gymnasii a pramyslo-
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vych 8kol, tfeti pro kategorii 4 (3. a 4. ro¢nik gymnasif
a pramyslovych $kol); v tomto sborniku budou i nékteré
ulohy z MMO. Prvni sbornik uz vysel, druhy a tfeti vyjde
v nejbliz§i dobé.

2. V kni#nici Skola mladych matematikic (SMM ), vy-
davané nakladatelstvim Mladd fronta, vyslo aZ dosud 27
svazeCkl. Z nich do zékladni, elementirnéjsi fady patii
20 svazki, ostatni tvori fadu vybérovou.

Seznam svazkd najdete na konci této brozury. VétSinou
si je ovSem budete musit vypujcit ve Skolni knihovné.

3. Tézko dostupné, ale velmi uZitecné by vam byly po-
kusné texty experimentdlnich ZDS i gymnasii. Tyto texty
maji formu skript, vydava je Kabinet pro modernizaci vy-
ulovdni matematice v Praze 1, Krakovska 10, rozmnoZuje
je stiedisko JCSMPF v Brné. Tyto texty obsahuji fadu
zajimavych tloh s moderni tematikou, z¢asti s feSenimi,
zCasti bez feSeni. Nejsnaze si je vypujcite na nékteré expe-
rimentalni $kole; seznam $kol i seznam dosud vydanych
pokusnych textl je na konci této brozury.

4. V populdrni matematické literatuf'e starsi i novéjsi je
fada knizek, vhodnych pro vase studium. Pokud nejsou
k dostani na knihkupeckém trhu (a to je obvyklé), najdete
je ve Skolnich knihovnach nebo u starSich kamarada. Ze-
jména bychom chtéli znovu upozornit na sovétskou sbirku
FeSenych uloh 2 matematickych olympidd, kterou sestavil
Lidskij a kolektiv. Tato sbirka byla pfeloZena do CeStiny.
Také seznam téchto publikaci je na konci broZury.

5. Projdéte starSimi roCniky studentského matematic-
kého Casopisu Rozhledy,; v nich najdete fadu vhodnych a
zajimavych Clankd. Zahrani¢ni studenti mnohem vice ¢tou
své matematické Casopisy neZ nasi. MiZeme fici, Ze leckde
si takovy Casopis ,,délaji sami®, tj. Ze star$i studenti do
ného i pisi kratké Clanky a posilaji origindlni tlohy i jejich
feSeni. Toho druhu je napf. americky studentsky Casopis
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The Mathematics Student Journal. Tak by tomu mélo byt
1u nas.

6. Zvlast radi bychom upozornili na cizojazyénou, ze-
jména ruskou literaturu. Studenti gymnasii by méli umét
z rustiny tolik, aby po osvojeni zakladi ruské matema-
tické terminologie mohli Cist sovétskou Zakovskou mate-
matickou literaturu. V. SSSR vydali mimo velkou fadu
sbirek uloh a svazeCkt popularni literatury napf. Sbornik
uloh z mezindrodnich matematickych olympidd. Vydavaji,
tak jako v jinych socialistickych statech, letaky, které ob-
sahuji texty uloh bézného ro¢niku MO. Domnivame se,
Ze ledacos z téchto publikaci i z obdobnych publikaci
ostatnich socialistickych sttt najdete v knihovnich, ze-
jména v knihovnich gymnasii a pedagogickych fakult.
Pro vasi informaci je na konci této brozury uveden pfe-
hled nékterych vhodnych knih.

Co bychom chtéli zlepsit v oblasti studijni literatury?

1. V kniznici SMM by mély vychazet svazecky, psané
zcela elementdrné, pojedndvajici o jednoduchych a ne-
niroénych tématech; tyto svazeCky by byly urleny nej-
mlad$im Glastnikim MO (15—16letym).

2. Bude tfeba inten ivnéj$i styk s redakci Casopisu
Rozhledy. Pajde o to ovlivnit redakci, aby uvefejiiovala
nckteré vhodné texty koncipované nikoli jako naucné
¢lanky, ale jako podklady pro samostatné studium; Cte-
nari by méli dostavat impulsy pro jakousi ,,laboratorni
praci v matematice. Déle by Rozhledy mély pfinaset
preklady nebo volné zpracovani vyznalnych praci a uloh
ze zahrani¢nich studentskych Casopisi.

3. Bude tieba vyddvat dal§i ptuvodni nebo preloZené
sbirky feSenych uloh. Zejména by se mély vydat texty a
reSeni uloh, které se uplatnily pfi Skoleni zéka pro MMO
nebo pfi prazdninovych soustfedénich. Studium mate-
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matiky ovSem neni jen feSeni uloh, je tfeba také studovat
teorii. Pocitdme, Ze Gspésné prednasky z prazdninovych
soustfedéni vyjdou jako zvla$tni svazky SMM.

4. V minulych ro¢nicich jsme zacali rozmnoZovat pro
kategorie B a Z komentdie k teSent tloh I. kola; v této Cin-
nosti hodldme pokracovat. Snad tim trochu pomuZeme
pfi odpovédich na véCnou otdzku ,,jak na to?, aniz by-
chom prozrazovali fesSitelim pfedCasné feSeni. Béhem
Casu by se z téchto komentait mohla sestavit jakdsi meto-
dika feSeni uloh pro Zaky.

5. ZlepSeni v oblasti studijni literatury predpoklada
ovSem lepsi podminky organizacné administrativni a eko-
nomické. Minime tim vétsi pruznost a ochotu polygrafic-
kého prumyslu a vétsi volnost v distribuci, aby se tak vét-
$ina publikaci dostala do volného prodeje.

Jak vidite, pokusili jsme se v pfedmluvé k leto$ni bro-
Zufe trochu analyzovat otazku samostatného studia litera-
tury a fici, co v tomto sméru délaji pracovnici olympiady.
Prali bychom si, aby se nase snahy setkaly s pochopenim
S$kolské spravy, vydavatelstvi, polygrafického pramyslu a
ovSem hlavné vis, ulastniki MO, a vaSich uciteli. Vase
kritické a podnétné hlasy jsou vitdny, ve vasi Uspé&Sné
praci, zejména pfi studiu pomocné literatury, vdm pie-
jeme co nejvice zdaru!

Ustiedni vybor MO



I. O prabéhu XIX. rocniku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradatelem soutéZe XIX. roCniku byla munisterstva
$kolstvi CSR a SSR s Matematickym dstavem CSAV
v Praze (MU CSAV ) a Jednotou &. matematikii a fyzikil
(JCSMF). Také XIX. roénik se ¥idil statutem, uvefej-
nénym ve Véstniku MSK, roé. XIX, str. 126, 127, smér-
nice 37 ze dne 30. IV. 1963.

SoutéZ fidil opét dstiedni vybor matematické olympiddy
(UV MO), v krajich nebo oblastech pak krajské vybory
matematické olympiddy (KV MQO) a v okresech okresni
vybory matematické olympididy (OV MO ), také v téchto
vyborech jsou zastoupeny poradatelské slozky.

Zaci poprvé soutézili jen ve tfech kategoriich: v kate-
gorii A zaci III. a IV. ro¢niki $kol I1. cyklu, v kategorii B
Zaci I. a II. ro¢nikt S$kol II. cyklu a v kategorii Z Zici
9. roénikth ZDS. Bylo oviem mo¥né, aby %4k soutéXil
i v kategorii vyssi, nez do které studijné patfi; toho vy-
uZzila fada zaka predevsim v kategorii 4.

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

Ministerstva $kolstvi CSR i SSR prodlouZila funkéni
obdobi UV MO jmenovaného v roce 1966 do konce
roku 1970 s tim, Ze byli kooptovani dal$i zastupci téchto
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ministerstev a jednotlivych stupfitt $kol z CSR i SSR.
Béhem XIX. ro¢niku pracoval UV MO v tomto sloZeni:
Predseda: Jan Vysin, CSc., docent matematicko-fyzi-
kalni fakulty KU v Praze
Mistoptfedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., ve-
douci védecky pracovnik MU CSAV v Praze
Mistopfedseda za Slovensko: dr. fozef Moravcik,
CSc., odb. asistent VSD v Zilin&
I. jednatel: Viastimil Machdclek, odb. asistent pedago-
gické fakulty KU v Praze.
II. jednatel: i Mida, odb. asistent pedagogické fa-
kulty KU v Praze
Clenové: dr. Frantifek Béloun, vedouci matematického
kabinetu Krajského pedagogického ustavu v Praze
dr. Juraj Bosdk, CSc., Matematicky ustav SAV v Brati-
slavé
dr. Yaroslav Fuka, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
Frantisek Hradecky, odborny asistent matematicko-fy-
zikalni fakulty KU v Praze
prof. dr. Karel Hrusa, vedouci katedry matematiky pe-
dagogické fakulty KU v Praze
prof. dr. Milan Kolibiar, CSc., profesor prirodovédecké
fakulty Komenského university v Bratislavé
Ladislav Krkavec, Gstfedni inspektor MS CSR
$i¥i Leiss, ustfedni inspektor MS CSR
akademik Josef Novdk, vedouci védecky pracovnik MU
CSAV v Praze
dr. $i¥i Sedldéek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze .
$i#t Sidlo, zastupce feditele SVVS, Nad $tolou, Praha 7
Miloslav Smerda, ucitel ZDS, Bilovice n. Svitavou
Frantisek Vesely, profesor v. v. v Praze
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dr. FrantiSek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU
CSAV v Praze

prof. dr. Miloslav Zedek, prof. pfirodovédecké fakulty
university Palackého v Olomouci  _

Michal Zoldy, ustfedni inspektor MS SSR

Dalsimi Cleny ustfedniho vyboru matematické olym-
piddy jsou predsedové krajskych vybort mate-
matické olympiddy:

prof. dr. Viclav Pleskot, profesor CVUT v Praze

dr. Viclav Vilimek, docent katedry matematiky a de-
skriptivni geometrie strojni fakulty CVUT v Praze
Marie Stépdinkovd, odbornd asistentka katedry mate-
matiky Vysoké $koly zemédélské v Ceskych Budgjo-
vicich

Karel Hnyk, odborny asistent Pedagogické fakulty
v Usti nad Labem B

Véra Rddlovd, profesorka SVVS J. Fudika v Plzni
Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky Krajského
pedagogického ustavu v Pardubicich

Petr Benda, odborny asistent VUT v Brné

Josef Andrys, docent Pedagogické fakulty v Ostravé
dr. Ladislav Berger, odborny asistent katedry matema-
tiky Vysoké Skoly dopravni v Ziliné

Viadimir Jodas, odb. asistent, pfir. fak. Komenského
university v Bratislavé,

Kuveta Honéarivovd, odborna asistentka pfirodovédecké
fakulty v Kogicich (zastupovala dr. Jdna Cerného, CSc.,
docenta pfirodovédecké fakulty v Kosicich, ktery t. &.
pobyval studijné v cizing)

Néhradnik: dr. Miroslav Sisler, CSc., v&decky pra-
covnik MU CSAV v Praze

Pracovni pfedsednictvo UV MO (PUV MO) tvofi
(uvedeno v abecednim poradi):
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Prof. dr. M. Fiedler, DrSc.; dr. J. Fuka, CSc.;
V. Machdlek; §. Mida; dr. J. Moravcik, CSc.; akademik
F. Nowdk; dr. J. Sedldcek, CSc.; doc. J. Vysin, CSc.;
dr. F. Zitek, CSc.; zdstupci MS L. Krkavec a M. Zildy.

Podle usneseni plendrnich schiizi UV MO byl vypra-
covan navrh nového statutu MO i navrh sloZeni nového
UV MO, ktery byl postoupen prostfednictvim Ustied-
niho vyboru ¥CSMF obéma MS k daldimu projednani,
aby byla zajiSténa kontinuita pofadani soutéZe.

3. SCHUZE UV MO

Také béhem XIX. rocniku se seSel ustfedni vybor MO
dvakrat. Proni plendrni schiize se konala v Praze dne
4. a 5. prosince 1969. Mimo obvyklé hodnoceni uplynu-
lého, tj. XVIII. rocniku, se diskuse zabyvala pfi¢inami
poklesu poctu ucastnikii a problémem ndvaznosti uloh
v jednotlivych kolech soutéze. Bylo usneseno zfidit tfi
komise, které by vypracovaly ,,modely* soutéze (pro kate-
gorii A Fr. Hradecky, ¥. Sidlo, E. Calda, pro kategorii B
dr. Viachynsky, doc. Bosdk, Viad. Jodas a pro kategorii Z
M. Smerda, O. Cerny a O. Stefik). Kladn& bylo hodnoceno
prdzdminové soustiedéni UspéSnych feSitelti kategorie B
v Pardubicich a projednino zajisténi II1. kola soutéZe
v Kosicich. Byla navrZena uprava vypldceni odmén
autortim prijatych uloh v konkursu FCSMF (viz sa-
mostatnd zprava). Jedndno bylo téZ o potiZich s vyda-
vanim vybranych feSenych tiloh z MO. MS SSR vyslo-
vilo souhlas s porfadanim XIII. MMO na Slovensku
v roce 1971; byly zvoleny komise pro pfipravu statutu
této MMO. Na navrh akademika Novdka byl pozidan
o predsednictvi pfipravného vyboru XIII. MMO aka-
demik Schwarz, ktery také tuto funkci pfijal. Byl pro-
jednan téZ navrh na sloZeni tohoto vyboru. Byla ustavena
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1 komise pro pfipravu materidld k XX. vyrodi nasi MO
a pro XIII. MMO. Na zavér jednani byly projedniny
upravy navrhu statutu nasi celostatni MO, do néhoZ ma
byt vClenéno i ustanoveni Ceny R. Zelinky za prdci v MO.

Druhd plendrni schiize se konala ve dnech 17. a 18.
dubna 1970 v Kosicich u piilezitosti III. kola MO kate-
gorie A.

Obsahlé jednani se tykalo pfedev§im budoucnosti MO;
ukazalo se, Ze ob¢ ministerstva se je$t€ neshodla na jme-
novani nového UV MO a tak byl poddn ndvrh, aby se
funkéni obdobi dosavadniho UV MO prodlouzilo jesté
jednou, a to do 31. XII. 1970. Neujasnéna vsak zustala
koncepce organizaniho zajisténi budoucich ro¢nika MO.
Kromé dalSich organizacnich otdzek byly stanoveny ter-
miny pro XX. ro¢nik MO.

Doc. Benda podal referat o pfipravé materiali do bro-
Zury o jubileu MO.

UV MO schvilil navrh statutu na XIII. MMO po
radé dopliki.

Projednano bylo i zaji§téni pfipravného soustfedéni
74kt pro XII. MMO ve Stifiné i tsp&$nych fesitels kate-
gorie B v Maruiné. Schvileni byli i recenzenti ,ymodelii
MO, které byly pfipraveny komisemi stanovenymi v mi-
nulém zasedani UV MO.

4. PRUBEH YEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

a) Studijni I. kolo probéhlo v prvni etapé tzv. pfiprav-
nych uloh od zafi do konce listopadu 1969; jejich reseni
opét nebyla klasifikovana a nebyla ani podminkou dalsiho
postupu. SoutéZni Cast I. kola méla v kategorii A ko-
neény termin odevzdini dloh 15. I. 1970, v kategorii B
(spojené byv. B a C) 15. bfezna a kategorie Z 28. unora
1970. V kategoriich 4 a B v soutéZnich ulohdch méli Zaci
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moznost volby uloh, a to Ctyf ze Sesti, uspofddanych ve
dvé trojice. Uspé$nym feSitelem byl pak vyhlasen ten Zdk,
ktery vyfesil spravné nebo v podstaté spravné (klasifikace
1 a 2) asponi tf1 Glohy; pfitom mezi témito ulohami musela
byt zastoupena kazda z trojic aspoii jednou ulohou.

Z tabulky 1 v porovnani s obdobnymi tabulkami z mi-
nulych rocnikt je vidét jednou opét vzrist poltu ulast-
nikd i aspéSnych Fesitelt v kategorii 4. BohuZel, v kate-
gorii B, tj. spojené byvalé B a C, je znalny pokles; ubylo
pfedev$im tucastniktt z I. rocniki, jak je vidét napf. ze
seznamu Uspé$nych fesitelt II. kola v piiloze 4. Otazka
spojeni obou kategorif bude ziejmé jesté€ podrobné pro-
diskutovana na plendrnim zaseddni UV MO.

V kategorii Z se v I. kole rovnéZ projevil vzrist poétu
ulastniki i uspéSnych fesiteld.

b) Klauzurni II. kolo prob&hlo opét v ruznych ter-
minech: v kategorii A se konalo v sobotu 7. bi'ezna, v ka-
tegorii B 25. dubna a v kategorii Z dne 8. bfezna 1970.
Tato volba termind umoZnila opét zucastnit se fadé zaka
dvou kategorii; pro kategorii B vSak termin z konce dubna
byl pfili§ pozdni a ztéZoval vybér uCastniki pro soustre-
dénfi Gspésnych fesitelt kategorie B v Marting. Vybér
aloh i jejich bodovani byly v kategoriich 4 a B obdobné
ureny jako v XVIIIL. rocniku. Z hlediska vysledki je
mozno v kategorii A opét jako v I. kole zaznamenat vze-
stup, a to dost znaény. Polet ulastnikii soutéze II. kola
v kategorii B odpovida poklesu ucastniktl I. kola. Pokud
se tyka polth Gspésnych fesiteld, je jejich pocet vzhledem
k poétu uclastnikl relativné lepsi nez v XVIII. ro¢niku,
kdy hlediska bodovaci byla vSak velmi pfisnd.

V kategorii Z se i ve druhém kole projevil vzestup
poctu ucastnikil i Gsp&nych FeSiteld.

Jisté na vzestupu poctu Gcastniki i ispéSnych reSitelt
maji vliv komentare, které byly k feSenim uloh kate-
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gorie Z pofizeny; v jejich vyddvéni pro ulitele bude déle
UV MO pokracovat.

Zdvérecné celostdini I11. kolo soutéZe v kategorii A se
konalo 17. a 18. dubna 1970 v Kosicich. Tentokrat byl
i poCet navrZenych Zéka a zdkyn od KV MO vyssi, tj.
70, nez v XVIII. ro¢niku. Po koordinaci Kklasifikace Z4-
kovskych feSeni ve II. kole pozvalo PUV MO celkem
36 zakn a 8 Zzakyn k soutézi III. kola.

SoutéZ probéhla jiz po druhé ve dvou dnech formou,
jakou se soutéZi na mezinarodnich matematickych olym-
piddach. Kazdy den fedili soutézici tfi tlohy ve Ctyfech
hodinach, pfi¢emz jim bylo ozndmeno bodové ohodno-
ceni za uplna feSeni uloh; texty a feSeni téchto uloh jsou
uvedeny na str. 124.

Nejvyssi dosaZitelny pocet bodt byl Ctyficet. Po opravé
feSeni byly stanoveny hranice pro vitéze (aspoii 25 bodi)
a uspé&$né fesitele (asponl 17 bodw). Seznam vitézii a spés-
nych fesitelii je uveden v priloze B, vSichni uvedeni byli
odménéni od MS CSR a MS SSR a obdrZeli diplomy.
Vsem vysokym $koldm byl zaslan jejich seznam, aby pfi-
jimaci komise mohly vzit zfetel pfi zkouSce z matematiky
na uspé$né umisténi uchazeCe v zavérecném kole MO.

Do pripravného soustfedéni na XII. MMO v Buda-
pesti byli do Stifina na dobu od 21. do 27. &ervna 1970
povolani nejlépe umisténi Zaci s prihlédnutim k roc¢niku,
v némz studuji. Na konec bylo vybrano druZstvo, jehoZ
jmenny seznam je ve zprdvé o XI1I. MMO (str. 143).

5. POMOCNE AKCE

Podle zprav z KV MO byly i v XIX. ro¢niku pofddany
ve spoluprici s pobockami JCSMF razné predndsky a
Skoleni pro MO, predevsim v kategoriich B a Z. Pro kate-
gorii A mélo Skoleni rdz pfipravy na mezinarodni mate-
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matickou olympiddu a probihalo podle sylabu, které pfi-
pravili:
a) dr. faroslav Fuka, CSc.: Odhady soultl, posloup-
nosti a nerovnosti;
b) dr. Jozef Moravéik, CSc.: Ulohy z MMO (algebra);
c) dr. Milan Koman, CSc : Geometrické ulohy z MMO.
Soubé&Zné s prvnim tématem vedl v Praze dr. P. Liebl
2 MU CSAV jesté krouzek, ktery postupoval podle
kmzky Rudolfa Vyborného Matematickd indukce, ktera
byla vyddna v edici SMM.
Podle uvedenych materialti probihala piiprava na MMO
v nasledujicich stfediscich: Praha, Plzen, Bratzslawa, Ko-
Sice, Zilina, Ostrava. Zv14$t uspé&nd byla price krouzku
v Bratislavé, ktery vedl dr. I. Korec, CSc., nebot 14 Gcast-
nikt z tohoto krouzku se dostalo az do IIL. kola kate-
gorie A v Kosicich.
Dalsi celostatni akci bylo soustiedéni uspésnych vesitelii
v Martiné, které se konalo od 19. 6. do 3. 7. 1970. Jiz
druhy rok byli ucastnici rozdéleni do tfi tfid: marema-
tické, fyzikdlni a matematicko-fyzikdlni. Toto rozdéleni
bylo celkem rovnomérné a odpovidalo prevazné zdjmu
jednotlivych zaki.
V matematické tiidé prednaseli:
a) dr. ]aroslav Mordvek, CSc.: O dynamickém pro-
gramovani (14 hodin)
b) dr. Ivan Korec: Ulohy matematické olympiddy
(16 hodin)
¢) doc. dr. Lev Bukovsky, CSc.: Ulohy feSené pomoci
jisté extremdlni vlastnosti (6 hodin)
d) doc. dr. Milan Hejny, CSc.: Geometrickd zobrazeni
z vyssiho hlediska (12 hodin)
e) dr. FrantiSek Zitek, CSc.: Soustavy mnohoclent
(16 hodin)
Ve 1#idé matematicko-fyzikdlni byly matematické pred-
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nas$ky uvedené v programu matematické tfidy pod
body a), b) a c).

Fyzikilni pfednaSky ve tfidé matematicko-fyzikdlni a
ve tridé fyzikalni zajistoval UV FO.

6. STUDIYNI LITERATURA

Letdky s tlohami pro kategorie 4 a B byly vydany
Stdinim pedagogickym nakladatelstvim v Praze v nakladu
5000 kustt pro CSR i SSR spolené, kdeZto letdk pro
kategorii Z vySel jak Cesky tak i samostatné slovensky
v poctu odpovidajicim potfebé kazdé z republik. Obvyk-
lym zpuisobem byly texty tloh nasi celostatni MO i texty
a feSeni uloh z MMO publikovany v Casopisech Mate-
matika ve $kole a Rozhledy matematicko-fyzikdini.

V nakladatelstvi Mladd fronta vysly v roce 1970 dalsi
svazky edice Skola mladych matematikii:

C. 25 Lev Bukovsky — Igor Kluvdnek: Dirichletov
princip
f & 26 Karel Hrusa: Polynomy v moderni algebfe

¢. 27 Stanmislav Hordk: Mnohostény
V dal$im vydani vysel svazek ¢. 8, Ji# Vd#ia: O rovnicich
s parametrem.

Po obtizich, které se v prabéhu roku 1969 objevily, po-
dafilo se zajistit dalsi vydavani SMM i sestavit vyhledovy
plan publikaci pro dalsi 1éta.

7. KONKURS YCSMF NA NAVRHY
ULOH PRO MO

F Tento Casové neomezeny konkurs vyhlasila Fednota
Ceskoslovenskych matematikii a fyziki jiz v roce 1966. Od
jeho zvefejnéni do 1. XII. 1970 bylo zasldno celkem
605 uloh od 69 autorti. Recenzni fizeni bylo ukonceno
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u 591 dlohy, z nichZ 368 bylo pfijato. Z téchto pfijatych
uloh bylo v MO uz uzito 235. Napt. v XIX. ro¢niku MO
bylo celkem zaddno 50 tloh, z nichZ 46 bylo z konkursu.
Také Ceskoslovenskd tloha zadand na XII. mezindrodni
MO v Budapesti byla ziskdna v konkursu.

Podminky konkursu byly jiZ nékolikrdt uvefejnény, ale
pro zdjemce je znovu pripomindme.

Text a teSeni kaZdé ulohy je tieba zaslat napsané na
listu formatu A4 (vzdy originil a jeden opis) na adresu:
Ustiedni vybor matematické olympiddy, Praha 1- Nové
Mésto, Zitng 25. Za kazdou ptijatou ulohu je vypldcena
odména ve vysi 50 K¢s v kategoriich 4, B a 30 K¢s v ka-
tegorii Z. Pfi recenzi se pfihliZi k pivodnosti tlohy a od-
ména muze byt pfipadné zvySena, napi. piijaté ulohy,
s nimiZ se pocitd, Ze budou na n¢které MMO predloZeny
jako &s. navrh, jsou odménovany Castkou 80 Kés. Odmé-
ny za pfijaté ulohy vyplici od roku 1970 autorim
z CSR JCMF a autorim ze SSR FSMF. Ulohy,
které neprojdou uspéSné konkursnim fizenim, se auto-
ram vraceji. Pfijaté ulohy jsou zafazeny do archivu UV
MO. Vyplacenim odmény autorovi ziskavda UV MO dis-
pozi¢ni pravo, zejména upravit text Ulohy i autorskd
feSeni a pouzit ulohy pro ucely MO podle vlastni volby.
Autor samoziejmé na sebe bere zavazek, Ze pfijatou
ulohu utaji, aby pribéh olympiddy nebyl narusen.

Diky konkursu ziskal UV MO sice fadu novych spolu-
pracovniku, avSak potfeboval by dalsi. Pocet autort wloh
MO by mél byt co nejvétsi, nebot jediné tak je moZno
dosdhnout toho, aby problémy zadavané k feSeni v tlo-
hach MO byly pro zaky skutecné pritazlivé a dale aby
v MO byly pokud moZno zastoupeny rovnomérné viechny
partie stfedoSkolské matematiky. Problémuim okolo vy-
béru tloh pro MO byl v 10. &isle XX. ro¢niku (1969/70)
Casopisu Matematika ve $kole vénovan cClanek ,,0 kon-
kursu na ulohy pro MO od J. Midy.
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Priloha A

PORADI USPESNYCH RESITELU II. KOLA
KATEGORIE B V XIX. ROCNIKU MO

(pokud neni uveden typ $koly, jde o gymnasium,
resp. SVVS)

Praha - mésto

Pavel Dusek, Andrej Kugler, Helena Husova, Vladimir
Burda, Ladislav Pust, Jifi Dominec, Eduard Kucera,
Antonin LeSanovsky a Richard Nykl, vSichni 2g, Praha 2,
W. Piecka; Miroslav Stira 2b, Praha 6, Arabska ul.

Stiedocesky kraj
Jifi Doskodil, 2. rod. Podebrady, Jifi Fryda, 2. roc.
Kladno; dench Kares, 1. roé., Ri¢any.
Jiholesky kraj

]armJIa Voldrfichova, 2. ro¢., Vimperk; Karel Horak,
1. roC., Strakonice; Pavel Kmdlman, 9. ro&. ZDS, Jiroy-
cova ul., Ceské Budéjovice; Vaclav Kubant, 2. roc.,
Téabor; Ludmila HlavaCov4, 1. rol., Strakonice.

Zdpadocesky kraj

Magda Fortovd, Stanislav Haéla, oba 1. rol. spec.;
Zdenka Cerna, Viclav Vacovsky, oba 2. roé. spec.;
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Blanka Hnilicova, 1. ro¢. spec.; Karel Fliegel a Tomas
Beneda, oba 2. ro¢. spec., vSichni gymnasium Julia
Fucika v Plzni.

Severolesky kraj

Jasna Lupomé&chové, 2. rod., Frydlant v C.; Karel
Hijek, 2. ro¢., Liberec; Jifi Svoboda, 1. rol., Teplice;
Jaroslav Klapsté, 2. roc., SPS stroj. v Liberci.

Vychodolesky kraj

Jaroslav Kubik, 2. roc¢., Hradec Kralové, Tylovo na-
brezi; Daniel Dvorsky, 2. ro¢., Vysoké Myto Jiti Z4k,
2. roé., Ceska Tiebova; Mlchal Resl, 2. roé., Turnov;
Jiti Dohnal, 2. rol., Hradec Krélové, Tylovo nabreZi;
Zdenka Moravcova, 1. roc. Rychnovn KnéZnou; Ludvik
Bartosek a Igor Koropecky, . roC., Pardubice, Na Spo-
filov&; Michaela Cermékova, 2 ro¢., Semily.

Fihomoravsky kraj
a Brno - mésto

Jifi Némec a Viclav Holy, 2. roé., Brno, Kienovi ul.;
Jaromir Kuben, 2. roc., Prostéjov (]KNV), Milo§ Pa—
le¢ek, Vladimir Skoda a Petr Flrbas, 2. ro¢., Brno, Kie-
nova ul Vladimir Némecek, 2. roc., Kromenz (JKNV);
Pavel Sandera a Ladislav Ptacek 2. rol., Brno, Kienova
ul., Karel Sazel, 2. ro¢., Krom&¥ (]KNV)

Severomoravsky kraj

Jifi Ivanek, 2. ro¢., Novy Bohumin; Milan Mensik,
2. roc., Ostrava 1; Toma$ Homola, 2. ro¢., Olomouc-Hej-
¢in; Tadeusz Feruga, 1. ro¢nik, Cesky Té&$in, Havli¢-
kova 13; Véra Jaluvkovd a Jan Segeta, oba 2. rol.,
Ostrava 1; Vladimir Tichy, 2. ro¢., Olomouc-HejCin;
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Igor Macejovsky a Eva Radkovd, 2. rol., Ostrava 1;
Jaroslav Svréek, 2. rol., Pferov.

Zdpadoslovensky kraj

Karel Safafik, Jan Francti a Anton Cerny, 2. roé.,
J. Hronca, Bratislava, Novohradskd ul.; Petr Visugi,
1. ro¢., Trendin; Ladislav MiSik, Milan Lehocky, oba
1. rod., J. Hronca, Bratislava, Novohradskd ul.; Petr
Skrieka, 1. ro¢., Trenéin; Roman Prokop a Pavol Ha-
nula, 2. ro¢., J. Hronca, Bratislava, Novohradské ul.

Stredoslovensky kraj

Stefan Sakalos, 2. ro., Prievidza; Anton Pi§ték, 1. rod.,
Cadca; Imrich Vrto, 1. ro¢., Rimavskd Sobota; Jaromir
Plesko, 1. ro¢., Martin; Jozef TvaroZek, 1. roC., Zilina;
Zdena Novotna, 2. ro¢., Turé. Teplice; DuSan Skrada,
2. rol., Lucenec.

Vychodoslovensky kraj

Karol Pelikén, 1. ro&., Kogice, Srobirova ul.; Jén
Varga, 2. roc., PreSov, Tarasa Sevcenka; Peter Butkovic,
2. roé., Kosice; Gedeon Mohr, 2. rol., Kosice, Srobi-
rova.
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Priloha B

III. KOLO KATEGORIE A V XIX. ROCNIKU MO

Vitézové
Pavel Pudldk, 3d, SVVS, Nad §tolou, Praha 7
Stefan Sakalos, 2d SVS, Prievidza
Rudolf Svarc, 3f, SVVS J. Fudika, ndm. Odboraf,
Plzen
Viadimir Cerny, 3b, SVS J. Hronca, Novohradska 3,
Bratislava .
Helena Husovd, 2g, SVVS, ul. W. Piecka, Praha 2
. Miroslav Hradil, 3f, SVVS ul. W. Piecka, Praha 2
7.—9. Anton Cerny, 2b SVS J. Hronca, Novohradska 3,
Bratislava .
7.—9. Jan Francii, 2b, SVS J. Hronca, Novohradska 3,
Bratislava .
7.—9. Fivi Tima, 3. ro¢. SVVS, Pisek
Bratislava .
10. Filip Gulda, 3b, SVS J. Hronca, Novohradskd 3,
Bratislava L
11. Belo Zorkovsky, SVS, Srobarova 46, Kosice

o B b=

Uspésni Fesitelé
12. ¥i#i Safatik, 3b, SVS J. Hronca, Novohradska 3,
Bratislava
13.—14. ¥i#i Benda, M3, SPS el., Koterovska ul., Plzefi
13.—14. Ondrej Matous, 3f SVVS, ul. W. Piecka, Praha2
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15. Karol Safa¥ik, 2b, SVS J. Hronca, Novohradsks 3,
Bratislava .

16. Pavol Cernek, 3b, SVS J. Hronca, Novohradskd 3,
Bratislava

17.—18. Miloslav Handl, 3f, SVVS,ul. W. Piecka, Praha 2

17.—18. Michal Zajac, 3b SvS ] Hronca, Novohrad-
ska 3, Bratislava

19. ]aroslav Ramik, 3a, SVVS, Ostrava I

20. Miroslav Kmosek la, gymn., tf. kpt. JaroSe, Brno

21. faroslav Daniel, 3a, SVVS, Moravské Budé&jovice

22.—24. Alexander Kzrsckner, 3a, SVS J. Hronca, Novo-
hradska 3, Bratislava

22.—24. Angela Leitmannovd, 3b, SVS J. Hronca, Novo-
hradskd 3, Bratislava B

22.—24. Zbys’ek Styblo, 3e, SVVS, Arabska ul., Praha 6
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Tabulka & 2

Prehled po&tu ti¢astniki I. kola podle kraji v kategorii Z

Kategorie Z
- AR
Praha-mésto 638 294 524 269
Stfedocesky 431 228 275 137
Jihod&esky 482 254 340 170
Zapadodesky 235 119 170 79
Severolesky 574 285 287 136
Vychododesky 589 308 422 222
Jihomoravsky 1059 497 570 270
Severomoravsky 594 272 376 153
Zipadoslovensky 1706 823 1441 673
Stfedoslovensky 1046 558 694 337
Vychodoslovensky 886 377 451 191
Celkem 8230 4015 5550 2637

P — celkovy pocet ucastniki;

U — pocet tispé&$nych feitelis
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Pfehled poétu tcastnikt II. kola v kategorii Z

Tabulka & 4

Kategorie Z
IR
Praha-mésto 504 232 319 152
Stfedodesky 245 126 162 79
Jihocesky 336 169 49 18
Zépadocesky 160 76 24 7
Severocesky 246 113 115 48
Vychodocesky 407 217 285 152
Jihomoravsky 530 242 110 38
Severomoravsky 336 135 138 49
Zéapadoslovensky 976 452 276 117
Stiedoslovensky 697 338 208 94
Vychodoslovensky 426 172 104 45
Celkem 4863 2272 1790 799

P — celkovy pocet ucastniki;

U — pocet tisp&nych fesitelt
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Il. PFipravné dlohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Najdéte vSechny redlné kofeny rovnice

Vo +px +p + | —px +p=x,
kde p je redlny parametr.

RESENT. Cislo x je realny ko¥en dané rovnice tehdy a
jenom tehdy, plati-li tyto vztahy:

x=0, (1)

+px+p=0; 2*—px+p=0, @)

(V> +px +p + |/x* — px + p)2 = x2. 3
Rovnici (3) upravime na ekvivalentni tvar

2x®+px +p./x*—px +p=—x2—2p. (3)

Cislo x je realny kofen dané rovnice tehdy a jenom tehdy,
plati-li vztahy (1), (2) a dale

—x2—2p=0, tj. x242p=0, @
@V +pstp. V" —pxtp)=
= (—® — 2p)*. ©)
Rovnici (5) upravime na ekvivalentni tvar
#[3x* — 4p(p — 1] = 0., @)

Z dané rovnice vidime, e mi kofen x = 0 tehdy a je-
nom tehdy, je-li parametr p = 0.
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Necht tedy v dals$im je p # 0. Potom x je redlny kofen
dané rovnice tehdy a jenom tehdy, plati-li vztahy (1), (2),

(4) a rovnice
x2~4P(P—' 1)20,
tj.
4
2t = —2p(p — 1)
Vidime, Ze musi byt p(p — 1) = 0, tj.

p <0 anebo p=1

(p = 0 nyni neuvazujeme). Z (4) je ovSem vidét, Ze p ne-
muZe byt kladné, a tedy zbyva p < 0.

Tedy: Je-li p 7 0, musi byt p < 0 (jinak by rovnice
neméla feSeni) a x je redlny kofen pravé kdyZ plati (1),

(2, @) a
= 2V£(L;—1). ©)

Reélné Cislo (6) splituje nerovnost (1). Musime tedy
dale prozkoumat nerovnosti (2) a (4); dosadime do nich
za x Cislo (6) (které jediné muZe byt hledanym feSenim).
Pfitom vime, Ze je p < 0. Z nerovnosti (4) plyne

oD op<o, . 20D 4o,
dostdvame tedy omezen{

1
—_— <
5 _p<0.

Diéle zkoumejme nerovnosti (2):

a) x2+px+p =0,
e l/p(p tp=o,
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I/ 3 = 6

toto je ekv. s nerovnostmi
pp—1) _ (1 — 4@)2
3 = 6 ?
0 =< (2p + 1)% a to plati.

b) Druha nerovnost (2) je x? — px +p=0,
4"’(” Zpl/p(” +p=0,
4@—1) _ plp—1)

3 2 3 +1=0,

pp—1) _1—4p
3 = 6 °

. . : 1
toto je splnéno, nebot pro — > =p<0
je leva strana zapornd, prava kladna.

ZAVER. Dan4 rovnice m4 redlny kofen tehdy a jenom

tehdy, je-li — % =< p = 0. Kofen x je jediny a plati
/2 =1
x=2 V 3 .

2. Zrkadlenim na priemere cifernika hodin prejdua ru-

¢icky do novych poldh, ktoré budu vo vSeobecnosti v roz-
pore s mechanizmom hodin, t. j. nebuda ukazovat mozny
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Cas. (Napr. v okamziku, ked je presne jedna hodina, bude
zrkadlova poloha ruliiek vzhladom na priemer 9—3
takato: mala rucicka je presne na 5-ke, velka na 6-ke CiZze
neukazujd moZny Cas.)

N3jdite vSetky tie Casy (polohy ruciliek) a polohy osi
sumernosti, kedy po zrkadleni vznikd moZny Cas.

RIESENIE. Problém sa zje-
dnodusi, ak budeme sledovat
pohyb velkej ruc¢icky vzhladom
na malu ruci¢ku (obr. 1). Velka
rucicka sa vzhladom na mala
otaca konStantnou uhlovou ry-
chlostou w radidnov za hodinu
(v zmysle pohybu hodinovych
rudiciek, ktory sa viacSinou ozna-
Cuje ako zaporny zmysel). Vel-
kost tejto rychlosti mozno lahko

Obr. 1 E

oo s . T
vypocitat — je to ( 2r — —6~)
radidnov za hodinu — ale pri
dalsich vypoctoch nepotrebuje-
me tato jej velkost poznat. Ak
sa ruCicky na ciferniku budu
kryt, potom sa budut kryt aj na
obr. 1. Ak je na ciferniku uhlova
vzdialenost velkej rucicky od
malej merand v zipornom zmy-
sle o, potom bude tomu tak aj
na obr. 1.

Nech st I a II také stavy na ciferniku hodin (obr. 2),
Ze existuje priemer cifernika, podla ktorého je stav I osove
sumerny so stavom II (resp. stav II osove sumerny so
stavom I). Pozorovatelovi, ktory predpokladd, Ze mald
rucicka je v klude, sa tito skuto¢nost bude javit tak ako
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na obr. 3. Obratene plati: situdcia z obr. 3 znamend, Ze
existuje aspon jeden priemer cifernika, ktory je osou su-
mernosti prevadzajtcej stav I do stavu II (resp. stav II
do stavu I). MoZno teda uro-
bit tento Ciastkovy zaver: Ku
kazdému stavu I na ciferniku
hodin existuje aspoii jeden taky
stav II na ciferniku, Ze existuje
osova sumernost podla prieme-
ru cifernika, ktord prevadza
stav I do stavu II.

Ak boli hodiny v ¢ase #; ho-
din v stave I, potom v stave II
su v Case
Obr. 3 by = 1, + 20 —ic—o 2km

(1

hodin, kde % je celé ¢islo, pretoZe do stavu II musi prejst
velka rucicka (pozri obr. 3) uhlova dridhu (2« + 2km)
radidnov. Doby ¢, dané vztahom (1), kde % je celé Cislo,
st prave vietky doby, kedy existuje osovd sumernost po-
Zadovana v texte ulohy. Prislu$nd os simernosti sa urdi
ako priemer cifernika, v ktorom je velkd rudicka v Case

tl "‘I_ lzk_ (o4 + kTC
w

I = =1

k 2 1 + >

¢o su, ako vidno z obr. 3, prave tie okamZiky, ked obe
ruciCky zvieraji uhol 0 alebo = radidnov, t. j. leZia v tom
istom priemere cifernika.

ZAVER. Mo?ny &as vzniki vzdy prave vtedy, ked
osou zrkadlenia je cifernikovy priemer, ktory ma ta
vlastnost, Ze mechanizmus hodin pripasta, aby obe ru-
CiCky sucasne leZali v tomto priemere.
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JINE RESENI. Predpoklidejme, e cxistuji dva
stavy I a IT které jsou soumérné sdruzené podle néjakého
praméru o ciferniku (obr. 4). Predstavme si, Ze velkd ru-

CiCka, ktera je ve stavu I, se
otoli o thel « v kladném smys-
lu tak, aby leZela v ose o, a Ze
velka ruciCka, kterd je ve stavu
II, se otoCi také o uhel «, ale
v opaném smyslu (tj. v zdpor-
ném). Malé rucicky se pfitom
pohybuji v souhlase s mecha-
nismem hodin. Potom dosta-
neme stavy I’ a II’, pfi nichz
velké rucicky splyvaji na naSem
praméru o a polohy malych
rucicek jsou opét soumérné
sdruzeny podle osy o (obr. 5).

Ponévadz stavy 1" a II’ pred-
stavuji mozné Casy, musi po
ur¢ité dobé, uplynulé od sta-
vu I’y nastat stav II'. Z toho,
ze polohy velkych rudi¢ek v I’
a II" splyvaji, plyne, Ze tato
doba je cely pocet % hodin.
Piitom ze symetrie I’ a II' je
vidét, Ze piesné za —z— hodin od
stavu I’ bude mald ruci¢ka na

ose 0. JelikoZ g je Cislo bud celé,

anebo celé + %,

/

Obr. 5

bude velka rucicka v té chvili opét na

ose o (bud se bude kryt s malou, anebo bude na opacné

strané od ni).
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Tak jsme dokazali, Z¢ pramér o mé tuto vlastnost:
Existuje Casovy okamzik, v némzZ obé& rucdicky leZi v ose o.
Z predchozi uvahy vsak také plyne, Ze zrcadlovy obraz
kazdého moZného stavu ruci¢ek na hodinich podle takové
osy o je opét stav, ktery mechanismus hodin pfipousti.

Nyni je$té¢ muzeme urcit pocet os soumérnosti, které
maji vlastnost pozadovanou textem ulohy. Stali jen najit
ty pruméry ciferniku, v nichZ v souhlase s mechanismem
hodin se rucicky v jistém okamziku kryji. JestliZze se totiz
obé ruCiCky v nékterém okamziku na jistém pruméru
kryji, pak za 6 hodin budou leZet v témZ praméru a svirat
thel = radidnt (a obracen¢).

Jestlize se ruciCky na ciferniku kryji, pak se budou
znovu kryt za
27 27 12
o~ = o1

ZTE—F

Podle obr. 1 je zfejmé, Ze uvaZujeme-li ‘pohyb velké
ruCiCky vzhledem k malé, musi velkd rucicka od oka-
mziku, kdy se kryla s malou ruli¢kou (« = 0), urazit
thlovou drahu 2= radiand, aby se za nejkrat$i moZnou
dobu opét kryly. Za 12 hodin nastane tedy kryti rucicek

(12 g %) krat, tj. 11krat.” Hledanych os je tedy 11.

F3. Vroviné g jsou diny dvé neshodné tse¢ky 4B, CD.
Sestrojte vSecky takové body X roviny g, pro které plati
A ABX ~ A CDX.

RESENT. Podle textu tlohy plati A ABX ~ A CDX,
tj.
AX BX AB
Cx " Dx _CD 7 b 1)




nebot tsetky AB a CD jsou neshodné. Ze vztahu (1)
plyne, Ze bod X lezi

(a) na Apolloniové kruZnici %, kterd je mnoZinou vsech

AY AB
bodu Y roviny g, pro néZ plati <+ Y = =k, kde k = <D’
(b) na Apolloniové kruZnici /, kterd je mnoZinou vSech

AB

BZ
bodl Z roviny g, pro které plati —— D7 k,kde k= D"

Z (a) a (b) plyne KONSTRUKCE: Bod X, existuje-li,
je spolenym bodem kruZnic % a ! (obr. 6).

Obr. 6
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Provedeme ZKOUSKU. Z konstrukce vyplyva, %e
AX B BX B AB
cx 7’ DX "’ CD

tj. skutecné¢ A ABX ~ A CDX.

DISKUSE. KruZnice % a [ lze sestrojit, pravé kdyz
A # CaB#D.

1. Je-li A = C nebo B = D, potom nelze pro zidné X
splnit (1), tj. uloha nemd feSeni.

2. V pripadé A # C a B # D jsou feSenim ulohy vSech-
ny takové body X, spolecné kruZnicim 7%, /, pro které
plati X ¢ ABa X ¢ CD. (Pro X € AB nebo X € CD ne-
vznikne A ABX nebo A CDX.)

4. Urcite vSetky hodnoty parametra a, pre ktoré nema
rovnica

:k’

sin? x = a sin (x + %) sin (x — -375—) (1)
Ziadny korer.
RIESENIE. Podla vzorca

cos (o + ) — cos (« — ) = —2 sin « sin B

dostaneme

o PR ( _ 2_75)

sin? x 5 cos 2x — cos 3
Cize

s, 2 ( 9 ein? __1__)

sin? x = 5 1 — 2sin?x + 5
Cize

. 3a
(@ — 1)sin?x = % (2)
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Rovnice (1) a (2) st ekvivalentné. Ak je a = 1, je rovnica
(2) neriesitelna. Ak je a # 1, vyplyva z (2)
. 3a
2 o
sin? x = -1 3
Rovnica (3) je neriesitelnd prave vtedy, ked bud
a) Citatel a menovatel zlomku na pravej strane maju
opacné znamienka, t. j. ked plati bud
a>0, a—1<0 4)
alebo
a<0, a—1>0 (5)
alebo
b) Citatel a menovatel su sthlasnych znamienok, ale zlo-
mok na pravej strane rovnice (3) je vacsi nez 1, t. j. prave
vtedy ked
1 <a<4.
Z nerovnosti (4) vyplyva 0 < a < 1, nerovnosti (5) si
odporuja.

ZAVER. Dani rovnica je neriesitelna prave vtedy, ked
plati: 0 < a < 4.

2. KATEGORIE B

1. Rok 1967 zacal i koncil nedéli. Kterd pristi léta
20. stoleti budou mit tutéZ vlastnost?
RESENI. Necht ?4dan4 udalost nastane r. 1967 -+ x.

Rok 1968 je prestupny. V x letech, ktera nésleduji po
roce 1967 je y rokd prestupnych a 3y + z roka obycej-
nych; pfitom 2 znamend nékteré z Cisel 0, —1, —2, —3.
Taz tvaha plati i pro zaporné x. Je tedy

x=y+3y+tz=4+z2.
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V téhto letech je 366y + 365(3y + 2) = 1461y +
+ 365z dnu a toto Cislo musi byt nasobek sedmi, takze
1461y + 365z = 7k,
kde % je celé &islo. Vynechdme-li ndsobky sedmi, dosta-
neme 59 +2="Th,

kde % je opét celé Eislo.

a) Pro 2 = 0 dostaneme 5y = 7k a tomu vyhovuje
kazdé y = Tu, kde u je celé Cislo. Pak je x = 28u.

b) Pro 2 = —1 vychazi 5y — 1 = 7h, odtud plyne
vy = Tu + 3, takZe x = 4(7Tu + 3) — 1 = 28u + 11.

c) Pro 2 = —2 méame 5y — 2 = 7h, z toho dostaneme
y=Tu+ 6 ax=4Tu + 6) — 2 = 28u + 22.

d) Pro 2 = —3 je 5y — 3 = 7h, takie y = Tu + 2,
x=4(Tu + 2) — 3 = 28u + 5.

Reseni dévaji formule a), b), c); formule d) feeni ne-
dava, nebot vede k piestupnym rokim, které sice konci
nedéli, ale zaCinaji sobotou. Nedé&li zacinaji a kondi ni-
sledujici roky tohoto stoleti:

1905, 1911, 1922, 1933, 1939, 1950, 1961, 1967, 1978,

1989, 1995; feSenim ulohy jsou tedy léta 1978, 1989
a 1995.

JINE RESENI. Ulohu Ize fedit postupem, ktery je
vhodny i pro kategorii Z. Z rovnosti
365=7.52+1,
366 =17.52 4 2
plyne, Ze nepfestupny rok konci tymz dnem v tydnu jako
zacal (napf. zalne-li nedéli, pak nedéli také skondci) a Ze
prestupny rok kon¢i dnem v tydnu bezprostfedné nasle-
dujicim po dni, kterym zacal (napf. zacne-li nedéli, pak
skonc¢i v pondéli). K reseni si staci sestavit tabulku tohoto
typu:
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Rok 1.1 31. XIL
| 1967 | Ne Ne
1968 Po U
1969 St St
1970 ¢ ¢
1971 P4 P4
1972 So Ne
1973 Po Po
1974 6] 16}
1975 St St
1976 (o) P4
1977 So So
]—1;7;1 Ne Ne
1979 Po Po

Dokoncime-li tabulku aZ do roku 2 000, nalezneme
dalsi feSeni a zjistime, Ze vlastnost poZadovanou v tiloze
maji jen roky 1978, 1989 a 1995.

Pouzitd metoda se vSak zfejmé pfili§ nehodi k feSeni
aloh tohoto typu, jestlize pocet v tvahu pfichdzejicich
roktu je dost velky.

2. Ak sa x,, x2, .+ .5 X, kladné ¢isla, potom plati

ety e )

. Xn-1 X2 %1
dokazte.
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RIESENIE. Pre n = 1 je veta evidentnd. Ak je n > 1,
rozliSujme dva pnpady a)n parne, b) n neparne. V oboch
pripadoch pouZijeme pomocnu vetu P. b

P. Ak st a, b dve kladné (isla, potom je 7 -+ v = 2.

DOKAZ. Pre &sla a, b zrejme plati (a — )2 = 0,
z Coho mame a? — 2ab + b* = 0 Cize a® + b%* = 2ab a
z toho vzhladom na to, Ze &isla a, b st podla predpokladu
2

2

kladné, vyplyva a ;: b = 2 lize % + g = 2, ¢o sme
mali dokazat.

a) Ak je n = 2m (m prirodzené), zoskupime v (1) prvy
a posledny ¢len, druhy a predposledny clen, atd. Dosta-
neme tak z dvojic zlomkov takych, Ze sucet kazdej dvo-
jice je podla vety P vicsi alebo rovny dvom. Stcet lavej
strany (1) je teda vicsi alebo rovny Cislu 2m = n.

b) Ak je » = 2m + 1 (m prirodzené), postupujeme
analogicky. Dostaneme tak m dvojic zlomkov, z ktorych
kazdd ma sucet valsi alebo rovny dvom a okrem toho

Xm+1

eSte jeden Clen = 1. Sudet lavej strany (1) je teda

m+1
v tomto pripade vacsi alebo rovny Cislu 2m + 1 = n.

3. V rovine st dané dva rdzne body M, N a velkost
uhla y (0° <y < 180°). Trojuholnik ABC md bod M za
stred strany AC a bod N za stred strany BC. Dalej plati
X ACB = y.

Urdite: a) mnoZinu vrcholov C; b) mnozinu vrcholov 4
vSetkych takych trojuholnikov ABC.

RIESENIE. a) Uhol <t MCN = y, t. j. podla vety
o obvodovych uhloch leZia body C na dvoch kruhovych
obltikoch, ktoré maji krajné body M, N a ktoré sa su-
merne zdruzené podla priamky MN. Obratene sa Iahko
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presvedéime, Ze ku kazdému bodu C tychto dvoch oblu-
kov s vynimkou bodov M, N moZno zostrojit dva body
A, B tak, Ze vznikne trojuholnik ABC's uhlom <t ACB =
= v a so strednou prie¢kou MN || AB. MnoZina bodov C
je na obr. 7 hrubo vytiahnutd. Body M, N do nej ne-
patria.

Obr. 7

b) Bod M je stred strany AC. Z Casti a) vyplyva, Ze
mnozinou v$etkych bodov 4 je ttvar simerne zdruZeny
podla stredu M k ttvaru, ktory je mnoZinou bodov C
(pozri obr. 7. Body N; a M do tejto mnoZiny nepatria).

4. Jsou déna dvé kladné &isla a, b (@ > b).

a) Urcete vSechny hodnoty podilu % » pro néz lze se-
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strojit trojihelnik ABC se stranami délek a, b, ¢ = |/ab.

b) Urcete viechny hodnoty podilu -Z—, pro které bude
trojihelnik ABC z odst. a) ostrouhly (pravouhly, tupo-
ahly).

RESENI. K tomu, aby existoval trojahelnik se stra-
nami délek a, b, ¢, je nutné a staci, aby byly splnény ne-
rovnosti L - o

b<a+|ab, Jab<a+b, a<b+ab.

JelikoZ pfedpokladdme a > b, je prvni nerovnost jisté
splnéna. TotéZ plati pro druhou nerovnost, coZ uvidime,

povysime-li ji na druhou. Zbyva tedy posledni nerovnost;
tu muzeme psit

a—b<lab.
Odtud dostaneme
a%? + b% — 3ab < 0

a po déleni b? dostaneme nerovnost, které ma vyhovovat

" (%)2—3(%)+1<0.

pomér A
Jejim feSenim je (vzhledem k a > b)

a 1 =
b < > (3 + VS) i

JelikoZ a je zfejmé nejdelsi z useek a, b, ¢, miZe byt
pravy nebo tupy jenom thel proti ni. Podle kosinové véty
mame pro kosinus tohoto thlu vyraz

6% 4+ ¢ — a?) _ (6% + ab — a?)
2bc 2b |/ ab

1<

b
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takze stadi vySetfit znaménko vyrazu (4% + ab — a?) vy-
jadfeného jako funkce poméru (a/b):
f(ab) =1+ (afb) — (afb):.
Funkce f(x) =1+ x — x* (kvadraticky troj¢len) ma
kladny koten £ = (1/2) (1 + |/5) = 1,618.. . ., takze
trojuhelnik ABC je ostrouhly, kdyz f(a/b) >0,
trojuhelnik ABC je pravouhly, kdyz f(a/b) =0,
trojuhelnik ABC je tupouhly, kdyz  f(a/b) < 0.
Vzhledem k tomu, ze 1 < (a/b) < (1/2) (3 + |/5), vidime,

¥e ABC je ostrothly pro (afb) e (1, = /5 )

pravouhly pro (a/b) = L +2VS s
tupothly pro (a/b) ( ! +2V5 - *’21/5 )

3. KATEGORIE Z

1. Zdené&k kratil pfi vypoctech zlomky takto:
16 1. 26 2 199 1

64 4’ 65  5° g5  5°
Utitel tento zpisob ,,kraceni‘ pochopitelné neschvaluje,
ale Zdenék se haji tim, Ze vysledek je spravny.

Najdéte vSechny zlomky a) s dvojcifernymi, b) s troj-
cifernymi Citateli 1 jmenovateli, které mohl Zdenék svym
zpusobem ,,kratit* a pfitom dostal spravny vysledek.

RESENI. a) Citatel i jmenovatel zlomku, ktery je
mozno podle Zderika ,kratit, jsou dvojciferna Cisla, a
proto muZeme takovy zlomek psat ve tvaru
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10a + b
106 + ¢ °
V pfipadech, kdy ma Zdenék pravdu, plati

10a +b a

106 +-¢ ¢’ )
pfi¢emz Cisla a, b, ¢ jsou pfirozend mensi neZ 10.
Z rovnice (1) plyne

10ab

=9 T h - 2
O dislech a, b, ¢ vime, Ze jsou pfirozend mensi nez 10,
pricemz Cislo ¢ spliiuje vztah (2). Cisla a, b, ¢ téchto
vlastnosti vyhledime tak, Ze a, b budeme volit a ¢islo ¢
pocitat pomoci vzorce (2). Chceme-li nalézt vSechny
zlomky, kde je moZno ,kratit“ Zdetikovym zptsobem,
musime pfi volbé Cisel a, b postupovat tak, abychom vy-
stfidali vSechny moZnosti.

1. Zvolme a = 1. Pro b a ¢ sestavme tabulku:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 80
¢ 10 11 12 13 14 15 16 17 18

ObdrZeli jsme feSeni: a = b = ¢ = 1, tj. ii :%,
16 1
a=1, b=6, c=4, tj. 6 = 4
a=1, b=9, c=5, t. ;g %
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2. Zvolme a = 2. Pro b a ¢ sestavme tabulku:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9

20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180
€ |19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27

Nalezli jsme dalsi feSeni: a = b = ¢ = 2, tj.

2_2
2 2’
. 26 2
a=2, b=6, C=5, t].ﬁ“:?.
3.—9. Volime-li postupné a = 3,4, .. ., 9, najdeme dalsi
zlomky, pro néz plati a = b = ¢, tj.
3_3 M _4 9 _9
33 37 4 4°°°7°99 T 92
a jesté pfipad
. 49 4
a——4, b—g, 028, t).38—2§.

22 99 16 19 26 49
ZAVER. Zlomky - 11 > 22°°"">99°64°95° 65° 98

jsou vSechny zlomky vyhovujici tloze.
b) Postupujeme obdobné jako v &4sti a). V tomto pFipadé

jde o nalezeni pfirozenych Cisel a, b, ¢ menSich nez 10,
které spliiuji rovnost

100a + 106 +b  a

1006 + 106 +¢ ~ ¢
Snadnou upravou zjistime, %e pro ¢ plati




_ 10ab
T 9a+b°
tj. vzorec (2). Je tedy moZno vyuzit vysledkt z Casti a).
VSechny zlomky, které spliiuji ¢ast b) nasi ulohy, jsou:
111 222 999 166 199 266 499
1112 2227777779997 664> 995 ° 665 ° 998

POZNAMKA.
Ulohu lIze dile riiznymi zplisoby zobectiovat, napf. plati

1666 1 49999 4
6664 4> 99998  8°
Dile je moZno i uvaZovat jiné typy ,,kraceni““. Ozname
kricenou ¢islici @, nekracené (islice x, y, potom by napf.
v uloze a) bylo moZno celkem uvaZovat zlomky téchto
o XA poam = " ax ax _xa
tvarti: — (pfipusténo tlohou); —; —; —.
ay : ya’ ay’ ya
2. Nékladnym autom sa m4 previezt m ton stavebného
materidlu do vzdialenosti d km (po vodorovnej ceste).
Auto md hmotu V ton. Pri stilom vykone motora je
rychlost auta nepriamo Umernd celkovej hmote auta a
nikladu. Cas nakladania a skladania (pribliZzne rovnaky)
je priamo umerny hmote ndkladu. Materidl nemoZno
naloZit na jeden raz, ale treba ist niekolkokrat.
Rozhodnite vypoctom, Co je asove vyhodnejSie: Na-
kladat menej, chodit teda rychlejSie, ale samozrejme
viackrat, alebo nakladat viac, chodit pomalsie, ale zato
menejkrat. (Na Cas rozbiehania a zastavovania vozidla
neprihliadame.)

RIESENIE. Predpokladajme, Ze auto iSlo celkom
n-krat (n = 2). Nech m,, ms, . . ., m, su hmoty jednotli-

46



vych nékladov v tonich, v;, v,, . . ., v, rychlosti v km/h
pri doprave tychto nékladov a z,, 2, . . ., ¢, doby v hodi-
nach potrebné k naloZeniu a k zloZeniu tychto nékladov.
Rychlost prazdneho auta v km/h oznacme c.

Celkova doba T v hodinidch potrebnd na prevezenie
vSetkého materialu je:

d d d d

+...+(zn+;d—+z,,+-‘j—)=2(zl+z2+...+

1 1 1 nd

vn
Podla textu ulohy plati (¢ a & s kon$tanty Gmernosti):
Iy = qmyy ty = qMyy o oy Ly = My, 2
k k k
N7 7’1=‘V‘_‘+m1> vzz—_“V_l_mzs-
k

~ Vim,
Po dosadeni z (2) a (3) do (1) dostaneme
T =29(my +my+ ...+ my,) +

4 n.V—{—(ml—l—Zz—l—...—i—mn) i nciV.
Zrejme plati my; + my + ...+ m, = m, a preto

T:n.szV—i—qu—{—dTmzA.n-!—B,

c= vey Uy =

kde A a B st konstanty. Celkovd doba T bude tym men-
§ia, ¢im menSie bude 7, t. j. ¢asove vyhodné je nakladat
tak, aby pocet ciest bol ¢o najmensi.
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3. Je dany S$tvorec ABCD so stranou a = 10 cm.
Kazda zo stran BC, CD je rozdelend deviatimi bodmi na
desat zhodnych useliek. Stred K strany AB je spojeny
s deliacim bodom X strany BC a vrchol B je spojeny
s deliacim bodom Y strany CD. Ktoré deliace body X, Y
musime vybrat, aby priamky KX, BY boli navzijom
kolmé?

D Y . C
——
\
\ 1
\
\ l
\ i
\
\ ]
P!
——
A it B8
Obr. 8

RIESENIE. V zhode s obr. 8 oznaéme hladany deliaci
bod na strane BC X a deliaci bod na strane CD oznaéme
Y. K tomu, aby priamky KX, BY boli na seba kolmé,
musi platit

A KBX ~ A\ BCY .
Z toho mame

BX:BK = CY: BC. (1)

48



Ozna¢me dalej BX = «, CY = p, kde pre prirodzené
Cisla o, f plati:

. 0<a<<10, 0<p<10.
Kede BK — % — 5, BC = a = 10, po dosadeni do (1)
dostaneme
w2 _ g
iy = ra,
z Coho
p=2x.

Vyhovuju teda tieto hodnoty

Bnnnn

‘6‘2468’

Uloha m4 podla toho $tyri rozne rieSenia.

4. Je dan obdélnik ABCD, jehoz strany AB, BC jsou
v poméru 2: 1. Do obdélniku je vepsdna polokruZnice &
nad stranou AB jako prumérem. Uhlopticky AC a BD
protinaji kruznici 2 po fadé v bodech F, E.

Urcete obsah obrazce, ktery je omezen obloukem EF
polokruZznice % a tseC¢kami FC, CD, DE.

RESEN{. Obrazec O popsany v tloze dostaneme

z rovnoramenného lichobéznika DCFE oddélenim usece

nad tétivou EF (obr. 9). Oznacme P, obsah lichobéznika

DCFE, P, obsah vyseCe SFE a P, obsah A SFE, kde S
je stfed strany AB. Je-li P obsah obrazce O, potom

P=P,+P,—P,. (D

Oznacime-li r polomér vepsané polokruZnice, potom
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7S \\

Pl N 2
P a,a ~ \

T ~
- | ~_\
~
A 'S B
|
Obr. 9

AB = 2r a BC = r. Ozna¢me R prusecik pfimky EF a
BC. K vypoctu P,, P,, P; potfebujeme znat velikosti
usetek EF a CR.

Plati EF—2r —2.FR. )

- Podle Thaletovy véty je <t AFB = 90° a FB je tedy
vyska v A\ ABC. Pro obsah tohoto trojuhelnika plati:

1 1
. TAB.BC—7AC.FB,
tj.

FB:AB.BC: 2r.r_*:>gr:.
AC " Varxre 5
Proto%e je A\ BRF ~ )\ ABC (véta uu), plati
FR CB
'FB ~ CA”
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tj.

r 2r 2
FR: Tl R A
rVS VS 5
Z rovnosti (2) potom dostdvame
4 6
EF—Zr—?r:?r. (3)
Z podobnosti A FRC ~ A ABC (véta uu) plyne
CR _ BC
FR — AB’
tj.
ro 2 1
CR—W.?TZ?T (4)
Uzijeme-li (3) a (4), mame

1 1 1 6
P1—7.CR.(DC+EF):7,?,~.(2,._,_?,.),
tj.
_8 2
Pi=rsr ®)
Dale dostavame
1 1 6 1
P3=—2—EF.BR=7.?T.(r——r),
tj.
12

P3:—2‘5—1'2. (6)

Zbyva jesté urit P,. Oznacme <¢ ESF = 2«. Potom plati
Tria

Pr= 50> &
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kde

1 gp
ga= 2 =, 4 i 31"
ga=-—"gp—=7> G a=37"

(Utzito bylo tabulek M5 z tabulek pro ZDS.)
Spojenim (1), (5), (6) a (7") dostavame

oT

P (0’8— 180

) .12 = 0,154r2% .
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I1l. SataZné dlohy . kola

1. KATEGORIA A4

1. V sacku je 100 hracich zndmok oznacenych &islami
1, 2, 3, ..., 100. Kolkymi spdsobmi moézeme zo sacku
vytiahnut tri znamky tak, aby sucet ¢isel na nich uvede-
nych nepresiahol 100? Kolko je to percent zo vsetkych
mozZnych tahov po troch zndmkach?

RIESENIE. Ide zrejme o podet vietkych trojic prirod-
zenych Cisel x, v, 2, z ktorych kazdé dve st navzijom
rozne a pre ktoré plati

x+y+2=100.

PretoZe na oznaceni Cisel nezaleZi, méZeme predpokladat,
Ze x <y < z. Najvacsie mozné x je 32, pretoZe prei
méame tieto moznosti: 32 + 33 4 34 = 99, 32 + 33 |
+ 35 = 100, zatial ¢o 33 + 34 + 35 = 102 > 100.

Ak zvolime ITubovolné prirodzené ¢islo x tak, aby 0 <
< x =< 32, mdZeme za y volit ktorékolvek z Cisel x + 1,
x+2, ..., x4+ n, kde n je najvacSie prirodzené Cislo,
pre ktoré plati (x + n) + (x +#n + 1) < 100 — x, t. j.

99 — 3x i 98 — 3x
m= ——5—— pre x nepirne a n = — 5——
parne. Cislo z je potom treba volit tak, aby y < 2 =
< 100 — x — y. Mame teda pre kazda dvojicu x, y =
=x+ k kde k=1, 2,...,ncelkom (100 — x — y) —

pre x
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— y = 100 — 3x — 2k moZnosti pre z a pre kazdu volbu
Cisla x celkom

m = (100 — 3x — 2) + (100 — 3x — 4) + ... +
+ (100 — 3x — 2n) = n(99 — 3x — n)
moznosti pre volbu Cisel y a 2. Pre neparne x je
99 — 3x 99 — 3x 99 — 3x\*
w3 (o9 5 P3s) (93
pre péarne x je
98 — 3x

m=—~.(99—3x—

2 2

100 — 3x 98 — 3x
2 ’ 2 ’

Celkovy pocet r vSetkych rieSeni dostaneme, ak sem po-
stupne dosadime x = 1, 2, .. ., 32 a s¢itame. Dostaneme
r—=48% + 47 .46 + 452 + 44 .43 4+ .... +
+32+2.1.

Pretoze pre ITubovolné a je
(Ba)? + (3a — 1) (3¢ — 2) = 18a® — 9a + 2,
dostavame

98—3x) _

r=18(12 422 + ... + 162 —
— 91 +2+...4 16) + 32

a s pouZitim zndmych vzorcov

1—]—2—{—...—|—k=%k(k—i—1),12+22+...—|—

+ R = KR DR ),

ktorych spravnost pre kazdé prirodzené Cislo % sa Iahko
dokaZe matematickou indukciou, stadial mime
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r=3.16.17.33 —-9.8.17 + 32 =
= 25736 .

Existuje teda 25 736 trojic Cisel x, y, 2, ktoré spliiuju dant
podmienku.
30) =161 700. Troji-
ce, ktoré vyhovuji dlohe, predstavuju teda 15,9 9, viet-
kych moznych trojic.

2. Je-li n liché dislo, je Cislo

N = n® + 3n* + Tn®2 — 11

délitelné Cislem 256. DokaZte.

Vietkych trojic dsel x, y, 2 je (10

RESENI. Pro zkouméni délitelnosti je uZiteéné roz-
lozit dany mnohoclen v soucin jednodussich mnohoclent.
Dosadime-li #* = x, md dany mnohoClen tvar x® -+
-+ 3x% + 7x — 11. ProtoZe x = 1 je kofenem rovnice

xX+3x2+7x—11=0,
je mnohodlen x% + 3x2 4+ 7x — 11 délitelny dvojclenem
x — 1. Je tedy
x4 3x2 + Tx — 11 = (x — 1) («2 + px + ¢). (1)
Koeficienty p, ¢ zjistime tim, Ze na pravé strané (1) vy-

nasobime a porovname koeficienty pfi tychZ mocninich.
Vyjde

x4 3x2 + Tx — 11 = x3 4 (p — D)x% +

+ (g —p)x — ¢;
odtud plynep — 1 =3,p = 4,9 — p = 7,9 = 11 asku-
tetné je —11 = —g. Mame tedy rozklad

%+ 3x% + 7x — 11 = (x — 1) (x® + 4x 4 11).(2)

ReSenim kvadratické rovnice x® + 4x + 11 = 0 dosta-
neme kofeny imagindrni, proto mnohoclen x* 4 4x +
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+ 11 nelze rozloZit v dvojcleny s realnymi koeficienty.
Dosadime-li v (2) opét x = 72, vyjde

N=n*—1)(n* + 4n* + 11). 3)
ProtoZe zjiStujeme délitelnost Cislem 256 (= 162%), je
vhodnéjsi vyjadfit liché Cislo # ve tvaru 4v 4 1 (v celé),
nebo ve tvaru 4v — 1 (v celé).

a) Je-lin=4+1,je n2 — 1= 1602 4 8 =
= 8(2v + 1).

O druhém mnohoclenu v (3) plati po upravé
nt + 4n? + 11 = 2560* + 2560° + 160v2 + 48y + 16 =
= 32k 4+ 16(3v + 1).
Celkem tedy muZzeme v pfipadé n = 4» + 1 psat
N = 8(2v + 1) [32k + 16(3» + 1)],
¢ili
N = 1222y + 1) [2F + 3v 4 1].
Je-li nyni » sudé, je hned vidét, ze N je ndsobkem cisla
256. Je-li » liché, je Cislo v hranaté zavorce sudé, takze N
je opét nasobkem cisla 256.

b) Je-lin = 4v — 1, je n2 — 1 = 16»® — 8» ndsobkem
Cisla 16 pravé tehdy, kdyz je » sudé; je-li » liché, je na-
sobkem osmi.

O druhém mnohoclenu v (3) plati po upravé

nt + 4n? + 11 = (2560* — 2569 + 160v%) —
— 48 + 16 = 32k — 16(3v — 1). 4

Je-li » sudé, je Cislo (4) nasobkem Cisla 16, a tedy N né-
sobkem Cisla 16 . 16 = 256. Je-li » liché, je n> — 1 na-
sobkem osmi, ale #* 4 4n® + 11 je podle (4) nasobkem

Cisla 32. Je tedy také v tomto pripadé N nasobkem cisla
256 = 8. 32.

Tim je tloha rozfesena.
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JINE RESENI. Ve vyrazu pro N se n vyskytuje jen
v sudych mocnindch. Polozime proto m = n% Je-li n
liché, tj. tvaru » = 2k + 1, bude

m= 2k -+ 12?=4k> + 4k + 1 =4k(k + 1) + 1.
Ze dvou Cisel &, £ + 1 je nutné jedno sudé, je tedy m tvaru

m=28r+1.
Potom vs$ak
N=m?+3m?+ Tm — 11 =
=8 4+ 124+ 38r + 124+ 78 + 1) — 11 =
25613 + 192r2 + 24r + 1 + 19272 + 48r +3 +
+ 56r + 7 — 11 = 2561r° 4 384r% 4 128r =
= 256r% + 128*(3r + 1).
Je-li r liché, je 3r + 1 sudé, takze soulin r(3r + 1) je
vidy sudy: »(3r 4 1) = 2s. Je potom
N = 25€¢(r® + s) ,

tj. N je délitelné Cislem 256.

POZNAMKA. Cislo 256 je zfejmé nejvyssi mocnina 2,
kterou je N vzdy délitelné — stadi uvazit pfipad r tvaru
4l + 2 = 2(21 + 1).

3. Je dand nerovnost

x 2a a]/} 2]/;
e — < + s 1
Vx u y]/x y y M)
kde x, y st premenné a a redlny parameter.

a) Urcite mnozinu vSetkych bodov v rovine, ktorych
pravouhlé suradnice x, y vyhovuja danej nerovnosti.

b) Pre a = 3 urdite sturadnice vSetkych bodov s celo-
Ciselnymi sdradnicami, ktoré patria do tejto mnoZiny.

RIESENIE. a) Dan4 nerovnost ma zmysel len pre
x>0, y>0. 2)
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Preto v dalSom budeme uvaZzovat len o I. kvadrante sa-
radnicového systému. Postupnymi Upravami nerovnosti
(1) dostaneme

x 2y aly | 2
V= y y yl/x
xy — 2]/?]/5 #_al/gl/y + 2a

- <0,

yl/x <0,
Vally V= Iy — 2& —a([xly —2)
UxVy —2) U=y —

~ < 0.
yl/x
Vzhladom na (2) je menovatel tohto zlomku kladné ¢islo.

Musi preto platit:
Vxly —2) Uxly —a) <0. (3)
1. Ak a = 2, potom vyraz na lavej strane nerovnosti (3)
ma tvar (J/x|y — 2)*, & je zrejme ¢&slo nezdporné.
Pre a = 2 nem4 teda danad nerovnost rieSenie.
2. Ak a < 2, potom —a > —2 a tieZ |[x |y —a >

> V? l/} — 2,z ¢oho vyplyva, Ze ak ma platit nerovnost
(3), musi byt

V; V.§ —a>0, (4)
Vxy —2<o. (5)
Treba preto rozoznavat dva pripady: a = 0,0 < a < 2.

Ak a = 0, potom nerovnost (4) zrejme plati pre kazdé
dve kladné &isla x, y. Nerovnost (5) mézeme vzhladom na

(2) upravit takto: Vx]/y < 2 CiZe xy < 4, z Coho
\ 4
v e Q)
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Z prvého kvadrantu vyhovuji nerovnosti (6) suradnice
vonkaj$ich bodov rovnoosej hyperboly urenej rovnicou

y=2, @

X

Ak je a = 0, st teda hladanou mnozinou bodov, ktorych
suradnice vyhovuji nerovnosti (1) tie body prvého kva-
drantu, ktoré st vonkaj$imi bodmi hyperboly (7).

Ak 0 < a < 2, mdzeme nerovnost (4) vzhladom na

podmienky (2) upravit takto: [/x |y > a &iZe xy > a?,

z ¢oho .
— 8)
Y= (
Nerovnosti (8) vyhovuju suradnice vnatornych bodov
rovnoosej hyperboly uréenej rovnicou

y="2 ©

Ak je 0 < a < 2, hladanou mnoZinou bodov, ktorych
suradnice vyhovuju nerovnosti (1) st teda tie body I. kva-
drantu, ktoré st vonkaj$imi bodmi hyperboly urlenej
vztahom (7) a zarovei vnutornymi bodmi hyperboly urce-
nej vztahom (9).

3. Ak a > 2, potom —a < —2 a tieZ VE Iy —a<
< x|y — 2, z&ho vyplyva, Ze ak m4 platit nerovnost
(3), potom musi byt x|y — a <0, V=) —2 >o.
Vzhladom na podmienky (2) moZno vak tieto nerovnosti
upravit takto: |/x |y < a, |/x]y > 2 Cize

xy < a?, (10)
xy >4, (11)

. 2 4 . o
z Coho y < —‘;—, y > = Tejto sustave vyhovuju strad-
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nice tych bodov, ktoré st vonkaj$imi bodmi hyperboly
urenej rovnicou
a2

y= e (12)

a zdroven vnutornymi bodmi hyperboly urenej rovnicou

4

Ak je a > 2, potom hladanou mnoZinou bodov, ktorych
suradnice vyhovuji nerovnosti (1), su teda tie body
1. kvadrantu, ktoré s vonkaj$imi bodmi hyperboly (12)
a zdrovenl vndtornymi bodmi hyperboly (13).

b) Ak a = 3, je a > 2 a teda podla vztahov (10), (11)
musi platit 4<xy<9.

KedZe xy ma byt celé Cislo, z tychto nerovnosti vyplyva,
ze
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5=xy=8.

Tymto nerovnostiam vyhovuji len tieto usporiadané
dvojice prirodzenych d&isel: [1,5], [5,1], [1,6], [6,1], [1,7],
[7,1], [1,8], [8,1], [2,3], [3,2], [2,4], [4,2], ktor¢ st zdroven
suradnicami hladanych bodov. Cast uvaZovanej mnoZiny
pre a = 3 je vysSrafovana na obr. 10.

y:7

x 05 | 0,8 | 1,25 | 1,6 2 2,5 | 3,2 5 8

y 8 5 32 | 2,5 2 1,6 | 1,25 | 0,8 | 0,5

x 1 1,5 2 2,5 3 3,6 | 45 6 9

v 9 6 4,5 | 3,6 3 2,5 2 1,5 1

4. V roviné p jsou diny dva razné body A4, S a thel
velikosti ¢, 0° << ¢ = 180°. Urcete mnoZinu vSech bodu X
roviny p takovych, Ze bod X', ktery z X dostaneme oto-
Cenim okolo stfedu S o thel ¢ (v kladném smyslu), lezi
na pfimce AX.

RESENTI. I. Necht ¢ = 180°. Ponévad? pak vzdy X,
X' a § leZi na pfimce, musi X leZet na pfimce A4S. Na-
opak kazdy bod pfimky AS pfejde otoCenim okolo S
o 180° v bod piimky 4S.

61



V tomto pfipadé je tedy hledanou mnoZinou boda X
piimka A4S.

II. Necht 0° < ¢ < 180°. Je vidét, Ze oba body A4, S
patfi do hledané mnoZiny. Necht A’ je obraz bodu 4
v daném otoceni. Bud dale X jesté né&jaky jiny bod hle-
dané mnoZiny. Bod X zfejmé nelezi na pfimce AS a
padne tedy bud dovnitf poloroviny ASA’, kterou ozna-
¢ime pismenem P, anebo dovnitf poloroviny L k ni

Obr. 11

opacné (obr. 11). Pfitom v rovnoramenném trojihelniku
XSX' (8X=S8X', < XSX' = ¢) je vnitini uhel

X X'XS =90° — % a vn&j§i uhel pii vrcholu X mé

velikost 90° + %. Body X, X', A lezi v p¥imce.
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[1] LeZi-li nas bod X v poloroviné L, pak z kladného
smyslu otaeni je zfejmé, Ze bod X' lezi na polopfimce
XA, a proto

X AXS = 90° — L.

[2] Padne-li n&§ bod X dovnité poloroviny P, pak

bod X’ lezi na polopfimce opacné k XA, a proto

JAXS = 90° + %.

Tak jsme dokazali, Ze bod X lezi bud v poloroviné L
na kruhovém oblouku uréeném ostrym thlem <t A XS =

= 90° — %, anebo na kruhovém oblouku v poloroviné P
s tupym obvodovym uhlem AXS = 90° -+ % Pritom
je jasné, ze tyto dva oblouky spolu se svymi krajnimi body
A, S daji dohromady celou kruZnici k.

Obrdcené se snadno uvazi, ze kazdy bod této kruznice %
spliiuje podminky ulohy.

V tomto pripadé je tedy hledanou mnoZinou boda X
kruZnice k, kterou jsme pred chvili popsali.

Tim je uloha vyfeSena.

5. V roviné je dana kruZnice m se stfedem S a polo-
mérem r a primka p, kterda ma od stfedu S vzdalenost
d < r. Na pfimce p zvolme libovolny bod M tak, Ze
SM = r; z bodu M vedme tecny ke kruZnici m a jejich
dotykové body oznacme H, K; patu kolmice vedené
bodem § na pfimku p oznacme C.

Pak pro vSechny takové body M je soucin

63



tg % X CMK . cotg % <x CMH

roven témuZ Cislu & (pfi vhodném oznaceni bodu K, H).

Dokazte a vyjadfete k£ pomoci r, d. Plati tato véta i v pfi-
padé d = r?

RESENT{. a) Poéneme ptipadem d = 0 (ptimka p pro-
chazi sttedem S). Cely utvar je pak soumérny podle
pfimky p (obr. 12). Oznacme A, B krajni body priméru
kruZnice m kolmého k p. Plati <t HCM = 90° — «,

X ACH — «, < CAH = < CHA = 90° — =

'2_:
4 ANC = % Obdobng  BNC = % = % Jetedy
tg%.cotgigzl. (1)
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Obr. 13a

b) Necht pfimka p neprochizi sttedem S, tj. 0 < d <
< r (obr. 13a). VySetfujme velikost uhlu <¢ CNH = ¢.
Plati <t SAH = < SHA = 90° — ¢, pro soucet uhla
v Ctyfuhelniku CMHA plati 90° 4+ « + 90° + 90° —

— ¢ + 90° — ¢ = 360°, tj. p = —;— Odtud plyne

« _r+d
5 = "oN (2a)

Obdobné vysetfime pro polorovinu pB opacnou k pA4
8 _r—d

R

kde N’ je prusecik pfimek BK, p. Je tfeba jesté dokazat,

Ze body N, N’ splynou, coZ nim naznaluje obr. 13a.
Skutecné ¢ CMH (<t CMK) je vné&j§i thel A MNH

(2b)
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MN'K). Z toho plyne, ¥¢ < MHN = — | 3 MKN =
P 2

- _g—) , trojuhelniky A NHM, A N’KM jsou rovnora-

menné a je tedy MN' = MK = MH = MN. Protoze
oba,body N, N’ leZi na polopfimce opatné k MC, je
N = N'. Z (2a), (2b) plyne

+d
tg—ozc—cotggz :——d' 3)

Formule (3) souhlasi s formuli (1), kterou dostaneme, do-
sadime-1i do (3) d = 0.
c) Je zfejmé, Ze pfi vyméné oznaleni bodli K, H je
r—d

r+d
dé¢ r =d zlomek ve vzorci (3) nemd smysl, zlomek

r—d 0 . B
T d = 2 je konstantni.

d) Prozkoumejme jesté pfipad d >r (obr. 13b).

V tomto pfipadé musime volit M = C, nebot jinak by
nebyly thly ¢ CMK, <t CMH definovany. Pfi dikazu

konstantni pomér ve vzorci (3) roven . V pfipa-

rovnosti ¢ = —;- o postupujeme obdobné jako v odstavci

b), tj. vyuZijeme vzorce pro soulet vnitfnich ahla Ctyi-
thelnika CMHA. Trochu je jina situace pro body K, N’
auhly 8, y. Zde nejprve dokdzeme <t CBN’ = <t KBS=
= <X SKB = 90° — ». Proto je ¢ MKB = v, a protoze
<X KMC = B je vn&jsi uhel A MN'K, je <t MKN' =

=y = %’ A KMN' je rovnoramenny. Obdobné jako

v odstavci b) dokdZeme, Ze je N = N’ a dostaneme tedy
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Obr. 13b
« d+tr ﬁ__ CN
82T CN > By =g
znasobenim
o B d+r
tgjcotg7_ i—r" 4)
Souhrnné Ize zapsat vzorce (3), (4) takto:
o B d+r .
IR A R

Odst. c) ukazuje, ¢ nemd smysl se zabyvat piipadem
d=r.
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6. Je danid kruZnica k= (S;r) a na nej Styri rozne
body 4, B, C, D také, ze <t BSA = <t CSB = <t DSC
= a < 60°. Zostrojte tetivu AD a jej priesecniky s priam-
kami SB, SC oznalte v uvedenom poradi B;, C;. Do-
kazte, Ze ak rastie «, rastie i pomér A = AB;: B;C;.

RIESENIE. Ked%e <r ASD = 30 < 180°, lezi tisecka
AD v tomto uhle a aj bod B, leZi v uhle <t ASD (obr. 14).

Pritom nemdZe byt
B, = S, pretoze vtedy
by bol uhol ASD pri-
amy, ani B; nemdZe
lezat na polpriamkach
SA4, SD, pretoze body
A, B, C, D st navza-
jom rdzne. To isté plati
i o bode C,. Z textu
ulohy taktiez vidiet, Ze
body 4, C lezia v opac-
nych polrovinach vyta-
tych priamkou SB, t. .
bod B; lezi vo vnutri
useCky AC;.

Z predchadzajucej
uvahy vyplyva, Ze

5 DAS — 1"§°4-2:—37°‘ —90° — ;i x, % ASC, = 2a,
B,C, = AC, — ABl,

X SB,A = 180° — \90° oc) o= 90° + %

X SCA4 = 180° — (90° — D5 — 907 — %
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Podla sinusovej vety je

4B, = AS. 2% -, W
sin (90 - 7) cos7
aC,— AS.—— SmE__ M2, g
sin (90 — ~2—) cos 5
- sin 2o ., sin « ., sinZocwsinoc_
B cos = cos —- a cos — '
2 2 R
Teda 4 — AB,:B.C, —r smf;cC oy sin 2« —:ma _
cos 3 cos 5
. sme 1
" sin2«¢ —sinoe  2coso — 1 °

Treba dokazat, Ze ak o << oy << 60°, potom je A; << A,.
Pretoze funkcia cos x je v intervale <0°, 90°) klesajuca, je
COS &; > COS &y, Z COho 2cosoy — 1 >2cosay —1 a

kedZe cos 60° = —12 , je cos oy = cos 60° = -21— a taktiez

1 . " :
COS ty > 5 prechadza posledna nerovnost do tvaru
1 . 1
- e
2coso; —1  2cosay — 17
¢o je uZ nerovnost, ktorej spravnost sme mali dokazat.
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2. KATEGORIE B

1. Jsou déna pfirozend &isla 1,2, 3, . . ., n (kde n = 19)
vyjadfend v desitkové soustavé. Rozdélime-li tato &isla
libovolnym zptisobem na dvé neprdazdné skupiny, pak je
vzdy moZno vybrat z kaZdé skupiny po jednom dCisle tak,
%e obé vybrand Cisla maji asponi jednu spole¢nou &islici.
Dokazte.

Plati takové tvrzeni i pro n = 18?

RESENTI. Pfedpoklidejme naopak, %e existuje rozklad
mnoziny danych cisel na dvé skupmy A, B takovy, Ze
Zadné ¢islo z jedné skupiny nema spolecnou Cislici s zad-
nym &slem z druhé skupiny. Cislo 10 necht leZi napr ve
skupiné 4. Pak ale z naseho predpokladu vyplyva, Ze ve
skupiné 4 lezii 11, 12, 13, ..., 19, takZe ve skupiné A4 se
vyskytuji vSechny dcislice 0, 1, 2, ..., 9. Na skupinu B
tedy Zadné Cislice nezbyvaji. To je spor.

Pro n = 18 tvrzeni neplati, jak ukazuje rozklad, pfi
ném? jedna skupina obsahuje pouze ¢islo 9 a druh4 vSech-
na ostatni Cisla.

2. Najdéte vSechny dvojice celych Cisel x, y, pro které

14+4x 14y

plati, Ze obé Cisla v p jsou cel4.

Vysledek zndzornéte nacrtem v roviné pravouhlych sou-
fadnic x, y.
RESENT. x, y jsou cel &sla nutné rizné od nuly.
[1] x > 0,y > 0. Je jasné, Ze musi platit
l+x=2y a 1+y=x

neboli
l+x=y a y=x-—1,
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tj.
x—1=y=x+41.

Tu jsou pravé tfi moZnosti:

a) y = x — 1. Potom je ii;_é’_ = -;:—:1 celé cislo
pro vSechna celd x > 0. Ale
1+x x+1 2
y  x—1 :1+x—1’

a to je celé pravé kdyz x — 1 je délitelem 2, tj. (viz
x >0)x — 1 =1 nebo 2, tedy x = 2 nebo 3; pfislusné
y=x—1=1 nebo 2.

Obé nalezené dvojice (x =2, y = 1), (x =3, y = 2)
vyhovuji tloze, jak se snadno presvédCime dosazenim.

Pak 14+x 1+y: 1+ x

y x x

:1—|~%.Nutnéx=1.

b) y = x.

Dvojice (x = 1, y = 1) vyhovuje uloze.

c)y=x+1,1t. x=y— 1. To je zfejmé obdobné
jako v pfipadé a); zaménime x, y. Vysledek dostaneme
jako symetricky obraz vysledka z a) podle pfimky y = x.

V I. kvadrantu tedy vyhovuje pét bodd.
[2] x < —1,y > 0. Je zfejmé, Ze nyni musi platit
—(1+x)=y a l4+y=—x

—(l+x=y a y=—(1+1x),

¢ili

tj.
y=—x—1.
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1+x 1+« ¢ % 1 +y
r == = — 1 celé dislo, . =
= — X 1 celé.
x
Vysledek je zndzornén na obr. 15.
x=-1 Y
s/
y=x y
//
¢ /
3 o /
/s
2 o , o
A
+ + + + + + + + X
-4 -3 -2 -1 91234
-1 -
// 2] a
7 3
7 -4
/
/ -5
// y=-x-1
Obr. 15

Pfipad x = —1 je jednoduchy: vyhovuje kazdé celé
v # 0 (viz obr. 15).
[3] Pfipad y = —1 je zase snadny. Méjme tedy x <
< —1,y < —1. Tu musi byt
—(Q1+x=-y a —(1+y=-—x,
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tj.
l+4x=y a y=x-—1,
tedy
x+1=sy=x—1.
To vSak neni mozné, nebot vzdy plati
x+1>x—1 («1>-—1).
V tomto pfipadé tedy nenachdzime Zidnou vyhovujici
dvojici x, y.
[4] IV. kvadrant uZ nemusime vySetfovat, vzhledem
k soumérnosti vysledku podle pfimky y = x. Uvedené
body nejsou na obr. 15 ve IV. kvadrantu na pfimce
y = — 1 vyznaleny.
Tim je celd rovnice prozkouména.
Uloha m4 nekoneéné mnoho feSeni (viz obrizek 15).
3. Prirodzené ¢islo N >2 je saftom niekolkych
(aspoil dvoch) za sebou nasledujucich prirodzenych cisel

prave vtedy, ked nie je mocninou ¢isla 2. DokéaZte a uvedte
priklad N = 100.

RIESENIE. a) Nech je
N=a+@+1)+...+(@+?d), ¢))
kde a, b st prirodzené Cisla. Z (1) vyplyva, Ze plati
N=@+b+@+b—1)+...4a. (2)
S¢itanim (1) a (2) dostaneme
2N=2a+5b) b+ 1). (3)

KedZe z textu dlohy vyplyva, Ze je a = 1, b = 1, zrejme
plati
2a+b=3, b+1=2.

Dalej plati: Ak je b parne, je b + 1 neparne; ak je b ne-
parne, je aj 2a + b neparne Cislo. Cislo 2N a teda aj N
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m4 aspoil jedného neparneho prvocinitela a nie je preto
mocninou ¢isla 2.

b) Nech N > 2 nie je mocninou Cisla 2. Potom md N
aspoil jedného nepdrneho prvocinitela a ¢islo 2N moZno
rozloZit na sacin dvoch Ccinitelov, z ktorych jeden je
parny, druhy neparny a kazdy z nich je vac¢si neZ 1. Nech
je 2N = of taky rozklad. Oznalenie Cinitelov zvolme tak,
aby platilo: « < g.

PretoZe a =1 implikuje 2a +b=5b+2 >b + 1,
pokusme sa néjst prirodzené Cisla a, b tak, aby platilo

b+1=a, 2a+4+b=28.
Z toho dostaneme
b=a—1, 2a=p—a-+1. 4)
Cisla o, # st viak roznej parity, preto je f — « -+ 1 &slo
pirne a z podmienky « << fvyplyva,Zzejef — a + 1 = 2.
Zo (4) teda dostaneme

b=a—1, az—;—(ﬂ—a—l—l),

kde a =1 je prirodzené ¢islo. Obratenim postupu z (3)
dostaneme (1).

c) Ak je napr. N = 100, rozloZime ¢islo 2N = 200 na
sulin 8 . 25 a poloZime b + 1 = 8, 2a 4 b = 25. Z toho
vyplyva b = 7, a = 9 a jedno z rieSeni tlohy teda je

9+4+10+ 11 4+ 12 + 13 4 14 + 15 + 16 = 100.

Iné rieSenie dostaneme z rozkladu 2N = 200 = 5. 40.
V tomto pripade je b + 1 = 5, 2a 4 b = 40 Cize b = 4,
a =18 a teda

18 4+ 19 4 20 + 21 + 22 = 100.

4. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC a na kruZnici k&
jemu opisanej bod M, ktory nesplyva so Ziadnym z vrcho-
lov A4, B, C.
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Oznatme M,, M,, M; body simerne zdruZené s bo-
dom M podTIa priamok BC, AC a AB v uvedenom poradi.
Potom body M,, M,, M, lezia na priamke prechidza-
jucej priesenikom vySok trojuholnika ABC. DokéZte.

Obr. 16

RIESENIE. Prieseénik vySok daného trojuholnika
ozna¢me O a body s nim sumerne zdruZené podla pria-
mok BC, AC, AB nech st v uvedenom poradi O,, O,, O,
(obr. 16). PretoZe
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X AO3B = < AOB = 180° — X ACB
a body C, O, st oddelené priamkou 4B, lezi bod O, na
kruznici k. Podobne aj body O,, O, leZia na kruZnici k.
Ak teda zostrojime kruZnice %,, k,, k5 simerne zdruZené
s kruznicou % podla priamok BC, AC, AB, budu tieto
tri (zhodné) kruZznice prechadzat bodom O.
Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, Ze

bod M leZi na tom obluku 1@ kruZnice %, na ktorom ne-
lezi vrchol C. Bod M, lezi potom vo vnutri uhla <t BOC

(a to na vacSom obltku BC kruznice k). Podobné tvrde-
nie mozno vyslovit aj o bode M,.
Zo sumernosti podla priamky BC vyplyva rovnost

<X BOM, = <« BOM
a pretoze <x BO,M = <t BCM (obvodové uhly nad te-
tivou BM v kruznici k), plati

< BOM; = <t BCM .
Podobne sa dokaze, ze <t AOM, = < ACM. Celkom
teda dostdvame

X AOM, + X AOB + < BOM, = <t ACB +
+ < AOB = 180° .

Tak sme dokazali, Ze body M,;, O, M, lezia v jednej
priamke.

Ak je ndhodou M = O,, lezi i bod M; = O na tejto
priamke. Predpokladajme preto, Ze bod M # O, lezi
napr. na obluku A/63. Potom zo sumernosti podla priamky
AB vyplyva, ze

L AOM; = < AOM = S ACM = <L AOM, .
Pretoze bod M, (leZiaci na menSom obluku AO kruz-
nice k;) padne rovnako ako bod M, do uhla <t AOC, je
jasné, Zze aj M, leZi na naSej priamke.

Tym je tloha vyrieSena.
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5. Je dany S$tvorec ABCD. Uhlopriecka Stvorca
KLMN je zhodnd so stranou §tvorca ABCD a vrcholy K
aj M leZia na obvode Stvorca ABCD.

Urcite mnozinu vsetkych vrcholov L vSetkych takych
stvorcov KLMN.

Obr. 17

RIESENIE. Nech PRST je $tvorec, ktorého stredné
priecky sa AC, BD (pozri obr. 17).

I. Body K, M mdZu lezat na dvoch protilahlych stra-
nach daného Stvorca ABCD. V tomto jednoduchom pri-
pade sa geometrické miesto bodov L skladd prave z use-
¢iek PS, RT.

II. Nech teraz body K, M leZia na dvoch susednych
stranach daného Stvorca ABCD, napriklad tak, ako to je
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nazna&ené naobr. 18. Stvorcu
KLMN opiSme kruZnicu k.
Podla Thaletovej vety leZzi
aj vrchol B na kruZnici k.
Vsimnime si teraz obvodové
uhly v kruZnici % (napr.
< KBN= < KLN =45°=
= < KBL). Vidime, Ze bod
L lezi na useCke PR abod N
na usecke OU (pozri obr. 17,
kde BU = AB). Pritom viak
oznalenie vrcholov L, N
Obr. 18 mozno zamenit. Obrdtene sa
Iahko zisti, Ze ku kazdému
bodu L tuseCky PR, resp. OU moZno zostrojit Stvorec
KLMN (KM = AB), ktorého vrchol K leZi na usetke AB
a vrchol M na tsecke BC. Podobnt tivahu mozeme pre-
viest pre kazda dvojicu susednych strdn daného Stvorca
ABCD.
ZAVER. Hladané geometrické miesto bodov je na
obr. 17 silno vytiahnuté.

6. Je dan trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky
AB = ¢, BC = a, CA = b.

a) Sestrojte bod D strany BC a bod E strany CA tak,
aby Ctyfuhelniku 4ABDE bylo moZno opsat i vepsat
kruZnici.

b) Vyjadfete vzdélenosti CD, CE i obvod Ctyfihel-
nika ABDE pomoci délek a, b, c.

RESENT (obr. 19). a) Ozname % kruZnici vepsanou
trojuhelniku ABC a A’, B’, C’ jeji body dotyku se stra-
nami BC, CA4 a AB. Piimka DE musi byt zfejmé te¢nou
kruZnice k. ProtoZe ma byt Ctyfuhelnik ABDE tétivovy,
musi byt <t BDE = 180° — <t BAE; tim je d4n smér s
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Obr. 19

pfimky DE. Sestrojime te¢nu z kruZnice k, kter4 je rovno-
béZnd s primkou s tak, aby kruZnice % i body A, B leZely
v téZe poloroviné s hranici 7. Praseciky D, E pfimky ¢ se
stranami CB, CA leZi uvnitf useek CA’, CB'. Obrdcenim
postupu vyplyva, Ze Ctyfuhelniku ABDE lze i opsat
kruZnici.

b) Ozname S stifed kruZnice k; pak je <t SDA’ =
1 0 — oo % )@
—7(180——00—90 2,ate:dy @:DSA—-—Q—.
Podle véty uu o podobnosti trojuhelniki je
ANASC' ~ N\ SDA’
SA' : A'D = AC’: SC'. (1

Plati v§ak S4" = SC’ = o, kde g je polomér kruZnice %;
mimoto je podle zndmého vzorce AC’ = s — a, kde s =

1
=7(a+b+c).

a odtud
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Dosadime-li do (1), vyjde
AD=-2

Diéle uzijeme vzorce

< ©

0= T, kde P je obsah trojihelnika ABC.

Uzijeme-li Heronova vzorce P = |s(s — a)(s— b) (s — ),
dostaneme pro p? rovnost

2:_1_’_?:*(3—a)(s-b)(s—c);

=5 : 3)
spojenim (3) a (2) vyjde
A'D = 58“7”)5(3;61. (4)
ProtoZe podle znimého vzorce je
BA"'=s— b,
je podle (4)
BD—BA' + AD—s— b+ ﬁs;”)s(S_LCl
a po upravé
BDzs:b(a+b). 5)
Z rovnosti (5) plyne dale
CD=a—BD=%(as—as—bs+ab+b2),
CD=%(a+b—s):%(2s—c—s),
neboli
CD = f—}i 'y (62)
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Vyménou pismen D «> E, a <> b dostaneme

CE — §—C

.a. (6b)

Vzorce (6ab) jsou odpovédi na prvni otazku b).

Ze vzorce (5) dostaneme vyménou pismen 4 <« B,
D — E, a « b vzorec

AE = 2

(a + b).

AE + BD je polovicni délka obvodu o Ctyfuhelnika
ABDE, ktery je te(':novy. Je tedy

0=2"2 (2—{—b)—|—2 (a+b),
neboli
4(a+b) (s—a+s—0b),
il 4(a+b).c
" a+b+c’

coz je vysledna formule.

3. KATEGORIA Z

1. Je dana sustava dvoch rovnic s dvoma nezndmymi
7 3x 4+ 2y =0
X —
2k — y=—3.
Z tejto sustavy dostaneme novu sustavu tak, Ze ku kaz-
dému koeficientu pri neznimej pripocitame to isté Cislo p.
Nova ststava bude mat za rieSenie dvojicu Cisel x, y, kto-
rych rozdiel je 1. Urlte vSetky Cisla p tejto vlastnosti.
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RIESENIE. Rie$enim novej sustavy buda bud &sla x,
x + 1 alebo &isla x, x — 1. Preskimajme obe moZnosti.

a) Nechy = x + 1. Potom nova sustava sa da prepisat
do tvaru

B+px+Q2+p(x+1)=0,

C+px+(—DE+1)=-3.
Odc¢itanim druhej rovnice od prvej dostaneme x = 0. Po
dosadeni do prvej rovnice (2) vyjde p = —2. Pozmenend
sustava (1) ma pre p = —2 tvar: x = 0, —3y = —3 (iZe
x=0,y=1.Jeteday — x = 1.

2

b) Ak bude y = x — 1, potom po dosadeni do novej
sustavy mame

G+pxr+Q2+pHx—1=0,
C+pxr+(—-DE—-1=-3.

Rovnakou tupravou ako v predchddzajicom pripade zo

3

sastavy (3) dostaneme 4x — 3 = 3, z Coho x = % Ak

tento vysledok dosadime do prvej rovnice (3), dostaneme

p=— %—. Pozmenena sustava (1) ma v tomto pripade
teda tvar
1 3
¥~ 3r=0%
3 15
B R

%, takZe je opéat
splnend podmienka z textu ulohy: x — y = 1.

i e 3
Této sastava ma rieSenie x — PR y =
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ZAVER. PretoZe sustavy (2), resp. (3) maju vzdy len

jediné rieSenie x =0, p = —2, resp. x = %, p=

S _141_, siteda p=—2, p= — ITI hladané Cdisla.

2. Udejte vSechny pravouthelniky, jejichZ strany maji
délky vyjadfené celymi Cisly (v centimetrech), a které
maji tu vlastnost, Ze jejich obvod (v cm) je roven jejich
obsahu (v cm?).

RESENI. Jsou-li a, b velikosti stran hledaného pravo-
uhelnika, pak podle podminky ulohy plati

2a + 2b = ab . ¢))
PfepiSeme-li tuto rovnici v tvaru
ab —2a —2b+4=14,
vyplyva odtud
(a—2)(b—2)=4.
Cislaa —2,b—2 jsou tedy sdruzenymi déliteli Cisla 4.
Vysledky sestavime do tabulky:

; a—2 4 2 1 —4 —2 —1
b—2 1 2 4 —1 =5 —4
a 6 l 4 3 —2 0 1

| b 3 } 4 N 6“ R ——1~ AAAAAA 0 Aﬁﬁ-;‘

Geometricky vyznam maji jen kladné hodnoty. Hledané
pravouhelniky jsou dva: obdélnik o stranach velikosti
3 cm a 6 cm a Ctverec, jehoZ strana ma velikost 4 cm.
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POZNAMKA. Pfi hledani dvojic pfirozenych &isel
a, b, které splituji rovnici (1) lze také postupovat nisledu-
jicim zptsobem. Z (1) plyne
2 20—2)+4 4
%2~ b-2 “*t3—2
Cislo b — 2 je tedy délitelem Cisla 4. Na zaklad& toho

dojdeme tedy k obdobné tabulce jako v uvedeném feSeni.
Bude ovSem mit jen tfi fadky, a to pro b — 2, b, a.

3. Je dan obdélnik ABCD, v némz AB = 2a, BC = a.
Nad stranami AB, AD jako nad praméry jsou sestrojeny
kruZnice, které kromé bodu 4 maji spoleény jesté bod K.

a) Dokazte, Ze bod K leZi na thlopii¢ce BD.
b) Vypoctéte vzdalenosti bodu K od vrchola A4, B, D.
RESENI. a) Ponévadz podle Thaletovy véty
<L AKD = 90° a zarovenn <t AKB = 90°,
lezi body B, K, D v pfimce, tj. na thlopficce BD daného
obdélnika (obr. 20).

D c

a

2a

Obr. 20
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b) Oznalme
AK =x, BK=1y, BD=|a®+ 4a® =d|5.
Z pravouhlého trojuhelnika ABK plyne
2+ y? = da?,
a podobné z pravouhlého trojuhelnika ADK plyne
x? 4 (a5 — y)2 = at.
Upravujeme druhou rovnici
x2 4 y* — 2ayV§+ 5a2 = a?.
Dosadime z prvni rovnice
4a% — 2ay]/5_ + 42?2 =0
a odtud
_ 4a _ 2a
y= /5 X = ﬁ
Nakonec jesté dostaneme
DK = a5 — y = %.
JINE RESENI. Oznaéme DK = z. Z podobnosti
NAKB ~ N\ DKA (véta uu) plyne

Zix=x:y.
Dosadime-li

& = a]/S— — %> (1)
dostavame

aylf5 — 2 = 22,
odtud s pouZitim vztahu
x? 4 % = 4a® 2

4a
plyne y = W . Z(1) pak uréime z. Z (2) muZeme urdit x.
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Rychleji 1ze x urcit z podobnosti A ABK ~ A\ DBA
(véta uu), odkud plyne

X a 1

y 22 2
4. Do ostrouhlého trojuholnika ABC je vpisany ob-
diznik MNPQ tak, %e vrcholy M, N leZia na strane 4B,
vrchol P na strane BC a vrchol Q na strane CA. )
Vysetrite geometrické miesto stredov vSetkych obdlz-
nikov MNPQ.

RIESENIE. Zostrojme jeden obd{#nik MNPQ, ktory
vyhovuje podmienkam tulohy a jeho stred S (obr. 21).

Bod S ako stred obdiZnika MNPQ je stredom jeho stred-
nej priecky HG, kde H je stred strany QP a G stred
strany MN. Zrejme je HG | AB.
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Bod H je stredom priecky QP trojuholnika 4BC, ktora
je rovnobeZna so stranou AB, a preto bod H leZi na taz-
nici ¢, = EC trojuholnika ABC. Obrdtene lahko zistime,
ze kazdy vnutorny bod H’ taznice EC = ¢, je stredom
strany Q'P’ nejakého obdiznika M’N’P’Q’ vyhovujtceho
podmienkam ulohy. Dochddzame teda k ulohe, ktoru
mozno formulovat takto:

Urcite geometrické miesto stredov S vsetkych useciek
HG, kde bod H prebieha vnttro useCky EC = ¢, G lezi
na AB a HG | AB.

ZAVER. Mnozinou stredov S je teda vnitro tselky
EF, kde F je stred vysky v, z bodu C na stranu 4B, o
plati aj v pripade, ked ¢, splyva s v, t. j. ked AC = BC.
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IV. Sout&Zni ulohy Il. kola

1. KATEGORIE A

la. Dokazte, Ze pro kazdé liché pfirozené ¢islo a je
vyraz (2a + 1) — (22 + 1) — (2a + 1)* + 1 délitelny
Cislem 512 a2, (5 bodu)

RESENT. Necht 2a 4 1 = #, pak postupné dostaneme
Qa4+ 12— (2a+1)*—(2a+ 1)p+1=
=2 - -t L l=nt—1)—(nt—1)=
= -DE-—D=0-1E-DF+1)=
= -1+ D= —-12E+12H+1)=
=@m+1P2n— 1720+ 1720+ 1) =
=m+1Dm—1Dm+Dm—1)mE+1Dm +1).
.(m* + 1) = 2a2(a + 1) 2a2(a + 1) 2(2a® + 2a + 1) .
.2(2a% + 2a + 1) 2(8a* + 16a® + 12a% + 4a + 1) =
= 128a%(a + 1) (242 + 2a + 1)2.
. (8a* 4 16a® + 12a% + 4a + 1).
Ponévadz a je liché, je a + 1 sudé Cislo ¢ili a + 1 = 2k;
pak
128a%a + 1)? (2a® + 2a + 1)2.
. (8a* + 16a® + 12a® + 4a + 1) = 512a%k?2.
.(2a + 2a + 1)? (8a* + 16a® + 12a% + 4a + 1) =
= 512a%N,
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kde

N = k?*(2a% + 2a + 1)*(8a* + 16a® 4 12a% + 4a + 1).
Jind moZna uprava je:

Ra+ D2 —2a+1)°*—(2a+1+1=

—Qa+ DS[(2a+ 18— 1] —[2a + 1 — 1] =
=[a+ 1P —1].[(2a + 1 — 1] =

=[2a + 1)* + 1]1[(2a + 1)* — 1]* =

= [2a + DA + 1] [(2a + 1)* — 11*[(2a + 1)* 4 1] =
=[(2a + 1! +1]. [2a. 2(a + DI . [(2a + 1)* + 1]*=
=2m.16a®.(a + 1)>.4.p a protoze a je liché, je
a + 1 = 2k, takZe celkem dostaneme 512a%*mk?p.

JINE RESENI. Dany mnohoélen N Ize rozloZit takto:
N=[2a+1*—1].[Qa+ 1)¥— 1] =
—[@a+ 1P+ 1].[2a + 1) + 1],
[(2a + 1) — 1]. [(2a + 1)* + 1].
[(2a + 1 + 1] . [(2a + 1) + 1] .
JRa+1)—11=2.(2a2 + 2a + 1).
.2(a+1).2a.2.(8a* + 16a® + 12a® + 4a + 1).
.2(2a* +2a+1).2(a+1).2a.
N je tedy délitelny Cislem 2° . a® = 51242, protoze (@ + 1)
je Cislo sudé, g.e. d.
Resil Pavel Pudlik,
3.D, SVVS, Nad $tolou, Praha 7

1b. V roviné o je dana pfimka o, bod M a posunuti P
ve sméru primky o. Soumérnost podle osy o prevede
bod X roviny p v bod X', posunuti P prevede X’ v bod X".
Urcete mnoZinu vsech takovych bodd X roviny p, pro
néz lezi body M, X, X" v pfimce. (5 bodur)
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RESENI. Samo znéni textu svddi k pouziti metody
souradnic. Pfimku o zvolime za osu x, a to tak, aby smysl
kladné poloosy x byl souhlasny se smyslem posunuti P.

Obr. 22

Osu y zvolime tak, aby bod M lezel na kladné poloose y
(obr. 22). Soufadnice bodu M jsou pak M = [0; b], kde
b = 0. Déile oznatme X = [x,y], X' = [x',y'], X" =
= [x",»"]. Z textu Glohy plyne pro soumérnost podle
0sy o: /

X =,
Pro posunuti P pak plati

x"=x"+a

y// — yl " > (2)
kde a > 0. Spojenim (1) a (2) dostaneme

x"=x-+a,

Yy = —y. (3)

Podle (3) je vidy X # X", nebot a > 0. Existuje tedy
pfimka XX"” a ma rovnici

wb+pn+y=0. (4)
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Z (4) plyne podle (3)
ax + ﬂy +y= 0 )

ox+a)—py+y=0 5)
a odtud
aex — 2y = 0. (6)
V rovnici (6) miZeme volit « = 2y, f = a, nebot a > 0.
Z prvni rovnice (5) vypoteme y = —ay — 2xy. Rovnice
primky XX"” tedy zni
2y& +an — (ay + 2xy) = 0. (7

Prochazi-li pfimka XX” bodem M, vyhovuji rovnici (7)
¢isla £ =0, n = b. Ze (7) pak plyne

2xy + ay = ab ,
neboli

O ®

Obrdcené, kdyz souradnice [x; y] vyhovuji rovnici (8),
pak pfimka (7) obsahuje bod M(& = 0, 5 = b), bod
X(=x,np=y)apodle (3)ibod X"(§ =x+a, n=
= —y). Je tedy rovnice (8) analytickym vyjadfenim hle-
dané mnoziny bodu.

Pro b > 0 rovnice (8) vsak vyjadfuje rovnoosou hyper-

bolu, jejiz asymptoty jsou pfimky x -+ le— =0,y=0a

ktera prochazi bodem M (obr. 23a). Pro b = 0 vyjadiuje
rovnice (8) dvojici kolmych pfimek (obr. 23b).

2a. Urcte vsetky hodnoty parametra g, pre ktoré ma
rovnica
cos (x 4 a) = cos x +- cos a (1)
rieSenie. (6 bodov)
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—10 0=x ——IM o=x
1q 1q
2 2

Obr. 23a Obr. 23b

RIESENIE. Rovnica (1) je ekvivalentnd s rovnicou
cos (x + @) — cos x = cos a ,
a teda tieZ s rovnicou

. a . a
—2sin (x+7).s1n—2—_cosa. (2)
Nutnou podmienkou rie$itelnosti rovnice (2) je
sin % £490, (3)

a
2
rieSenie len vtedy, ked by zérovefi platilo cos a = 0, Co
vSak nie je moZné.

Ak by totiZ bolo sin - = 0, potom by rovnica (2) mala
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Rovnica (1) ma teda rieSenie prave vtedy, ked mad rie-
Senie rovnica

sin (x n i) __ _cosa )
2 2 sin —
2
Cize prave vtedy, ked plati
_EQS_%‘ <1. (5)
2 sin 2

Pritom je zrejmé, %e podmienka (3) je uZ zahrnutd v (5).
Uloha presla teda na rieSenie nerovnice (5). Nerov-
nica (5) je ekvivalentna s nerovnicou

|cos a] = 2 [sin % 5 (6)

i
2
(6), lebo by zaroveii muselo platit cos a = O.

pretoZe a, pre ktoré plati sin —- = 0, nemoZe byt rieSenim

Nerovnica (6) je ekvivalentnd s nerovnicou

.. a
cos?a < 4 sin? 5

Mot 5 . a
Ak pouzijeme vztah 2 sin? 5 = 1 — cos a, dostaneme

cos’a =2 —2cosa
Cize
(cosa + 12 <3,
z ¢oho po odmocneni mame :
cosa=|3—-1. @)
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Ak oznalime o velkost ostrého uhla, pre ktory plati
Cos o = ]/3 — 1, t. j. « == 42°56’, dostdvame, Ze rieSenim
nerovnice (7), a teda tieZ (5), st vsetky a, ktoré vyhovuja
nerovnostiam

«+ 2kt < a < (2n — ) + 2kn, (8)
kde % je celé Cislo.

Nerovnosti (8) spolu s podmienkou cos « = |/3 — 1
urcuji mnozinu v$etkych hodndt parametra a, pre ktoré
ma rovnica (1) rieSenie. Pri zvolenom a, ktoré vyhovuje
podmienkam (8) sa x ur¢i z rovnice (4).

INE RIESENIE. Rovnica (1) je ekvivalentna s rov-
nicou
COS X .COSa — sin x .sina = cos x -+ cos a ,
ktort moZno upravit na tvar
sing.sinx 4 (1 —cosa)cosx = —cosa. (9)
Ak polozime sina = A, 1 — cosa = B, —cosa = C,
dostaneme goniometrickl rovnicu
Asinx + Bcosx = C. (10)
RieSenie goniometrickej rovnice typu (10) je podrobne
rozobrané v knizke autorov B. Budinského a S. Smakala:
Goniometrické funkce, ktora vysla v nakladatelstve Mladd
fronta r. 1968 ako 20. zvizok edicie Skola mladych mate-
matikov. V knizke st vysvetlené tri spdsoby rieSenia rovnic
typu (10). Je tam tieZ odvodené, Ze rovnica (10) ma rie-
Senie prave vtedy, ked C* = A% 4 B2 Pre rovnicu (9)
m4é tito podmienka tvar
cos?a = sin®>a + (1 — cos a)?,
z ¢oho po jednoduchej tprave dostaneme
(cosa+ 12 =3,
odkial po odmocneni dostdvame nerovnicu (7).
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2b. Je dany stvorsten ABCD taky, ze piata P vysky v
vedenej z bodu D na stenu ABC leZi v trojuholniku ABC.
Nech v >max(a,b ¢),kde a = BC,b= ACac= AB.
Dokazte, Ze potom

P4pc < - V ~(Pgcp + Pacp + Pasp) »
kde Pyy, znamena plochu trojuholnika XYZ. (6 bodov)

RIESENIE. Oznaéme vzdialenosti bodu P od strin
BC, AC, AB v uvedenom poradi v,, v, v, (ak P leZi na
strane BC, kladieme v, = 0, podobne v pripade inych
stran trojuholnika ABC). Lahko sa presvedcime, Ze
v, = vy, kde v, je vySka na stranu BC v trojuholniku
ABC. Z vlastnosti pravouhlého trojuholnika v§ak vyplyva,

ze plan v, <b , (1)
z Coho vzhladom na predchddzajicu nerovnost vyplyva,
Ze v, = b. Podobne zistime, Ze v, = ¢, v, = a, a kedZe
vzdy plati

a < max (a, b, ¢), b = max (a, b, ¢),

¢ = max (a, b, ¢) , (2)
dostdvame
v, = max (a, b, ¢), v, = max (a, b, ¢),
v, = max (a, b, ¢) . 3)

Dokazeme teraz, Ze z nerovnosti (3) je vzdy aspoii jedna
ostrd. Ak by totiz v (3) vSade platila rovnost, musela by
platit vSade rovnost aj v (2), z ¢oho vyplyva, Ze a —
= b = ¢, a teda aj v (1), Co vSak nie je mozné, pretoze
v rovnostrannom trojuholniku je urcite v, << b. Tento
spor dokazuje naSe tvrdenie. Bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme teraz predpokladat, Ze v (3) je ostrd prvd ne-
rovnost. Potom plati

Vg <V UVp=0, UV=0.
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Ozname pity kolmic spustenych z bodu P na strany BC,
CA AB v uvedenom poradi 4,, B,, C, (¢ize v, = PA,,

= PB,, v, = PC,). Potom je DP | BC, CA, AB;
PA:l | BC, PB, | CA, PC, | AB cize roviny DPAI,
DPB,, DPC1 st kolmé v uvedenom poradi na priamky
BC, CA, AB a teda DA,, DB,, DC, st v uvedenom po-
radi vySkami trojuholnikov BCD, ACD, ABD (spuste-
nymi z vrcholu D).

Teraz si dokaZeme vetu: V pravouhlom trojuholniku
s odvesnami x, y (x = y) a s preponou z plati

z>|2x pre x <y; z=|2x pre x=y.
Pythagorova veta ddva totiZ
pre x <y je
z=|x+ 3 >|2x"=2x e z>|2x;
pre x=y je
g = l/x2 +y2=]2x2=|2x &ize z2=]2x.
Podla tejto dokazanej vety mame
DA, > |2 PA, = |2v,, DB, =2 PB, =2 v,
DC,=|2PC,=]20,,

priom tieto vztahy zostanu zrejme v platnosti aj v pri-
pade, ked niektoré z Cisel v,, v;, v, sa rovna nule. Kedze
bod P lezi podla predpokladu v trojuholniku ABC, plati

1 - _ _
PABCIE(BC"Z)Q.{— AC.‘Ub—i-AB.vc)
a dalej tiez

Pycp = BC.Ddy > BC.|Zv,,
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1

Puco = 5 AC.DB, = 5 AC.|2v,,
I 7= == 1 = i
PABD:7AB.D0127AB.V2%.

S¢itanim poslednych troch nerovnosti dostaneme
S _
Ppep + Paop+ Panp > 1/2. o (BC.v, + AC. v, +

—}“AB.'UC) = V2'PABC,
z ¢oho uZz priamo dostaneme nerovnost, ktorej spravnost
sme mali dokazat.

JINE RESENI{. Plati
1
PABC = *2‘ ab 5

1
PABC§—2*bC;

PABCé‘%‘Ca’

priemZ rovnost muZe nastat pouze v jednom piipadé.
Sectenim a uZitim nerovnosti » = max (a, b, ¢) plyne

1
3.PABC<?v(a+b+c). (1)

Dale plati
1

z7c.v,
1

PABD

Pycp = b.v,

2
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PBCDE%‘G-'U,

z CehoZ sedtenim plyne
1
PABD+PACD+PBCD§7'v(a—%—b—|—c). 2
Z (1), (2) dostavame

1
P,pc <?(PABD+PACD+PBCD)>
coZ je dokonce silnéj§i nerovnost neZ ta, kterou jsme méli

dokazat (]6 totiz — 1 V_)

Resil Zbysek Styblo,
3. ro¢. SVVS, Arabska ul., Praha 6

3a. Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mensi
z kofenu rovnice

g+ px+1=0,
kde p, ¢ jsou realna Cisla, ¢ << 0, spliloval nerovnost
¥4 px+g<0

je, aby platilo p > g + 1. Dokazte. (8 bodu)
RESENI. Rovnice
X4+ px+qg=0 €))
i dand rovnice
x> +px+1=0 (2)
maji tyZz diskriminant
_ P
=3 g >0. (3)
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Proto kazdd z rovnic (1), (2) ma dva navzdjem rtzné
realné kofeny. Ozname x;, x, kofeny rovnice (1); pak je

x1=—%+yﬁ, x2=—%—]/5. 4)

Oznalme dile x;, x, kofeny rovnice (2); snadno vypo-
Cteme, Ze je

1 1
X3 = — Xq » Xy = — X5 . 5
3 q 1 4 q 2 ( )
Z (4) je patrné, Ze plati

Xy > Xy 6)

o (2) < 2 2| YD

Dile je (2) 4 = D, tj. ‘ 5 ’ < VD,

protoZe je - = AR <]/D, tj. podle (4)

% >0. @)

Znéasobime-li (4) zipornym Cislem —1—, dostaneme vzhle-
dem k (5) a (6) nerovnost x; < x,. Uloha tedy 74d4, aby
byly splnény nerovnice

Xy < X3 < X;. (8)

Plati-li x; < x,, je podle (4), (5) -"qi < x, neboli x, > g,

neboli x,(1 — ¢g) > 0. ProtoZze 1 — ¢ >0 a protoZe
plati (7), je posledni nerovnice splnéna. Obrdcenim po-
stupu zjistime, Ze druhd nerovnice (8) je splnena pro
kazdé p, g (¢ < 0), stali tedy zabyvat se prvni nerov-
nici (8).
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Nerovnici x, < x; pfepiSeme podle (4), (5)

bl g )

Po znésobeni zdpornym cCislem 2¢ dostaneme
, ~pq—24/D > —p +2|D,
o p(l—q) >2/D(g + 1). ©
Nyni rozli$ime dva pfipady:a)g + 1 = 0,b) ¢ + 1 < 0.

V ptipadé a) plyne z (9) p = 0. Umocnime (9) dvéma
a dostaneme po upravé

0 > —4q(¢* + 29 + 1) + 4p’q.

Délime tuto nerovnici kladnym c¢islem —4q a po dalsi

upravé vyjde
p>q+1. (10)

Pripad b): Je-li p = 0, je (10) evidentni. Je-li p < 0,

umocnime (9) dvéma a dostaneme

PP —¢qP <(®—49 (¢ + 1%
po upravé jako v pfipadé a) vyjde p? < (¢ + 1) tj.
—p < —(¢+ 1), nebot v pfipadé¢ b) je |¢+ 1| =
= —(g+ 1) a jesté p <0, je [p| = —p. Z nerovnice
—p < —(¢ + 1) plyne (10).

Tim je dokdzéano, Ze (10) je nutnd podminka pro poZa-
dovanou vlastnost. Obracené, necht plati (10); rozliSime
opét pripady: a) ¢ +1 =0, b) ¢+ 1 < 0. V pfipadé
a) plyne z (10) vztah p > 0; obracenim postupu odtud
dospéjeme k (9) a odtud k (8). P¥ipad b): Je-lig + 1 < 0
ap=0,je (9) evidentni a z (9) dospéjeme obricenim
postupuk (8). Je-lig + 1 < 0,p < 0,je —p < —(g¢+1);
odtud umocnénim a obricenim postupu vyjde (9) a ko-
necné (8).

Je tedy (10) také postacujici podminkou pro pozado-
vanou vlastnost.
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~ JINE RESENI. Kofeny rovnice gx® + px + 1 =0
jsou - -
ptlr -4 P-4

2q e 2q ’
(Protoze ¢ < 0, p* = 0, je p* — 4¢q > 0.) Mensi z kofent
X;, X, je kofen x,, nebot ¢ <~ 0. ReSenim nerovnosti x2 -+
+ px 4+ ¢ < 0 je interval

x1:

e (_TP, —Ir—4  —p+ J/ﬁ—‘*é)
2 ’ 2 ’
Mai-li x, splilovat nerovnost x* + px -+ ¢ << 0, musi byt
—p— |/p2 _ 4g _ 2 4g
X, € ( p VP 4q > ? i sz 4q ) D) tedy
2 2
—2—F—4 _ —p+ P-4 _
2 2q
— p2 _ Ag
_ Vzp 4

ProtoZe ¢ < 0, je —4q > 0, p> — 4q > p?, |/p* — 4q >

> |p|, tak¥e —p + |/p* — 4¢ > 0. Nerovnost
—plF—dg _ —p+p—dg
2q 2
tedy vzdy plati, takZe nedostavame z ni Zadny novy vztah
pro Cisla p, g.
Budu fesit nerovnost
>l 4 _ p+pP—4g
2 2q

5

jez je ekvivalentni s nerovnosti

g(p +Vp*—49) <p—|p* — 44, (1)
nebot ¢ < 0.
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Nerovnost (1) je ovSem ekvivalentni s nerovnosti

pg—p<—(¢+ D — 4,
+Dlp* — 49 <p(1 —9). €y

Rozli§im nyni tfi pfipady:
1. ¢ € (—oo; —1), pak levd strana nerovnosti (2) je

zédporna, 1 — ¢ je Cislo kladné. Je-li

2) p =0, je p(l —¢) =0 > (g + 1)Jp* — 4g, takse
nerovnost (2) je splnéna. Protoze ¢ < —1,je ¢+ 1 <0,
p=0,takze p >q + 1

b) p <0, je p(1 — ¢) <O, tedy

+ D —4g <p(1 —g) <O0.

Pak je ovSem nerovnost (2) ekvivalentni s nerovnosti
(g + 1)2(p% — 49) > p¥(1 — ¢)% z niz dostdvim po-

stupné
Al =g
2 2
RS
I—gP— 1+ gp?
—4 > o S
= 1+ 4)2
4q >p2 (1 )2 >
(1 + )2 >p?, nebot ¢ < 0, takZe —4q > 0,
11+ gl >1pl. 3

Aviak p <0, 1+ ¢ <0, takze [p|= —p, |l +¢| =
= —1 — ¢ a z nerovnosti (3) dostdvim
e qg>—>">,
p>q+1
2. ¢ = —1, pak z nerovnosti (2) dostavim
0 <2p, tedy
p>0. 4)
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Pro ¢ = —1je ¢ + 1 = 0, coZ dosazeno do (4) dava
p>q+1.

3. ¢ €(—1;0); pak leva strana nerovnosti (2) je kladn4,
dile 1 — ¢ > 0, takze nutné musi byt p > 0. Kdyby
totiz bylo p =0, bylo by p(1 —¢) =0, ale (g + | ).
. J/p* — 47 > 0, takZe by nemohlo byt (1 + ¢)}/p? — 49 <
> t(1 — ¢). Je tedy

0<(g+ P —4g <p(1— ¢
a tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

(¢ + 1)?(p* — 49) < p°(1 — ¢)? kterou upravime

(L= d)F

2 __ 4 2 —
N O (R
1—9?2—(1+ g7
—4 2 5
1=2 (1+q>2
—4q9 <p® (1 )2:

(1 + ¢)? <p% nebot —4q >0, dile
1 + ¢q| < |p|, aprotoze 1 + g >0,p >0,je
Il +gql=1+g,|pl =p, takZe
qg+1<p.

Postup lze obratit (upravovat nerovnost 1 + g < p
pro g e(—oo; —1), ¢ = —1, ¢ € (—1;0) az do tvaru (2),
pak do tvaru

=P —4 _ —p+|p—4
2 2q ?
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takze plati

—p—lp—4 _ p P-4 _
2 2q )

_ 72 Ag

_ P.+V2PV 4

a kofen x; < x, rovnice ¢x> + px + 1 = 0 tedy sku-
te¢né spliiuje nerovnost x2 + px + ¢ << 0. Tim je dtkaz
proveden.

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mensi
z kofent rovnice ¢gx® + px + 1 = 0, kde p, g jsou redlna
¢isla, ¢ < 0, splnoval nerovnost x2 + px + ¢ <0 je
tedy, aby platilo p > ¢ + 1.

POZNAMKA. Nejprve jsem dokdzal %e ma-li pro
mensi kofen rovnice gx% + px + 1 = 0 platit x> + px +
+ ¢ < 0, musi byt ¢ + 1 < p. Obracenim postupu jsem
dokazal vétu obracenou, Ze totiz pro p >gq + 1 pro
mensi kofen rovnice gx* 4+ px + 1 = 0 plati x* 4 px +
-+ ¢ < 0. Podle zakonti matematické logiky jsem tim do-
kazal, Ze p > q + 1 je nutna a postacujici podminka pro
to, aby mensi kofen rovnice ¢x* + px + 1 = 0 splnioval
nerovnost x% + px 4 ¢ < 0. B

Resil Rudolf Svarc,

3. F SVVS J. Fudika, Plzefi

3b. Je dan Ctyfstén ABCD, jehoZ sténa ABC je ostro-
uhly trojuhelnik a jehoZ vyska spusténa z vrcholu D ma
patu uvnitf stény ABC. Vysetite geometrické misto pra-
seCikt télesovych uhlopficek takovych kvadra, které lezi
v Ctyfsténu ABCD, jejichZ jedna sténa leZi v roviné ABC,
jedna hrana v roviné ABD a zbyvajici dva vrcholy v ro-
vinich BCD, CAD. (8 bodu)

RESENI. Nejdfive uvedeme konstrukci jednoho
z kvadra XYZTX'Y'Z'T’, ktery ma Zadané vlastnosti.
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Necht jeho sténa XYZT lezi v roviné ABC, jeho hrana
X'Y' v roviné ABD a vrcholy Z’, T’ po fadé€ v rovinach
BCD, CAD. Rovina ¢ = (X'Y'Z’") protne Ctyfstén v troj-
thelniku A'B'C’ (A’ na AD, B’ na BD, C’ na CD) a plati

NA'B'C' ~ NABC. @))
Vzhledem k (1) je A A'B'C’ ostrouhly, X'Y' < A'B’,
Z', T’ lezi po fadé na stranach B'C’, C’'A4’. Situace v pro-
storu je zndzornéna na obr. 24, situace v roviné ¢ na
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Pravothelnik X'Y'Z'T’ sestrojime tak, Ze vedeme
vhodnou pfirku p || A'B’ || AB v roviné p, uréime jeji
pruseliky Z’, T’ s vnitfky tscék B'C’, C'A’ a z bodi Z,
T’ spustime kolmice na A’'B’; jejich paty jsou body X’
Y’. Geometrické misto prasecika S télesovych thlopfi¢ek
vSech kvadrti danych vlastnosti najdeme takto: Zjistime
geometrické misto pruseciki M’ thlopficck pravothel-
nikd X'Y'Z'T’; ur¢ime patu M kolmice spusténé z kaz-
dého takového bodu M’ na rovinu ABC; S je pak zfejmé
stted tseCky MM’ (M je pruscCik whlopfi¢ck stény
XYZT).

Oznatme N’ stfed useCky Z'T’ (obr. 25); vSecky
body N’ lezici v roviné ¢ vyplni vniifek téZnice C'C”
trojuhelnika A'B’C’. Vsecky tyto body M’ vyplni tedy
vnitfek useCky, jejichz krajni body jsou C” a stfed V'
vySky C’'C* spusténé z vrcholu C’ na stranu A’B’ (obr. 26).
Vsecky body C” vyplni vnitfek téZnice DD, stény ABD
(viz obr. 27). VSecky body C* vyplni vnitfek usecky DD,,
kde CD, | AB, D, AB. Protoze je C" V' ||(ABC), vy-
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plni vSecky body V' vnitfek téZnice DD, trojihelnika
CDD, (viz obr. 27). Vsecky usecky C” V' vyplni vnitfek
trojuhelnika A DD,D,. Tento vnitfek je tedy geometrické
misto boda M’ (prasecika uhlopficek stén X'Y'Z'T").
Oznaéme nyni D, patu vysky DD, ctyfsténu ABCD.
Body S vyplni vnitfek trojuhelnika D,D;D;, kde D; je
stied vySky DD, (obr. 28); to snadno zjistime, vedeme-li
v libovolném pravouhlém trojuhelniku XD,D (X na
D, D) vsecky pri¢ky rovnobézné s odvésnou D,D a zjis-
time-li jejich stfedy S. (Ve zvlaStnim pfipadé, lezi-li
bod D, na tuseéce D,D, a je-li X = D,, se redukuje
A XD,D na useCku D,D).

Obr. 28

ZAVER. Geometrické misto stiedtt S ,,vepsanych®
kvadrta XYZTX'Y'Z'T’ je vnitfek trojuhelnika D;D;D5
(viz obr. 28), nebot je i moZno ke kaZdému bodu vnitiku
trojuhelnika D,D,D; sestrojit kvadr poZadovanych vlast-
nosti.
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2. KATEGORIA B

la. Urcite vSetky prirodzené Cisla &, pre ktoré je Cislo
3% + 1 delitelné a) dvoma, b) Styrmi, ¢) dsmimi.

RIESENIE. Tabulka

| . _
\ k 1 . 2 3 ‘ 4 5 l
|

3k 41 4 0 28 i 82 244 ‘

|

nam napovedd, Ze pre neparne k je 3% ++ 1 ndsobkom
Styroch, pre parne & len nasobkom dvoch, ale nie Styroch.

Plati
3¥1 4 1=3¥.341=2.3*4-3*1+1). (1)
Cislo 2 . 3% je zrejme pre kazdé prirodzené % len ndsob-
kom dvoch, ale nie $tyroch. Ak je &islo 3% + 1 tieZ len
nasobkom dvoch, je podla (1) 3%+ ++ 1 ndsobkom §tyroch.
Ak je 3¥ + 1 nasobkom S§tyroch, potom je podla (1)
3k+1 1 ndsobkom dvoch, ale nie Styroch. PretoZe 3! +
+ 1 = 4 je nasobkom S$tyroch, je tym prva a druhd Cast
alohy vyrieSena, a to tak, Ze je potvrdena nasa domnienka:
a, b) Cislo 3% 4- 1, kde % je prirodzené &islo, je vzdy parne,
ale je delitelné Styrmi vtedy a len vtedy, ked % je neparne.
c) Plati
3¥4+1=9.3241=9.3%24+9 8=
=9.(3**+1—8. (2)
Ak by bolo &islo 3% 4 1 pre niektoré prirodzené &islo &
nasobkom O6smich, potom by to podla (2) muselo platit
tiez o Cisle 3% + 1. Opakovanim tejto uvahy dospejeme
k zaveru, Ze bud 3! + 1 = 4 alebo 3% + 1 = 10 je na-
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sobkom 6smich. Toto protireCenie ukazuje, Ze Cislo
3% 4+ 1 nie je delitelné dsmimi pre Ziadne prirodzené k.

1b. Soucet druhych mocnin tfi po sobé nésledujicich
celych lichych cisel je mensi nez 107 a jeho dekadicky
zapis ma vSechny Cislice stejné. Najdéte vSechny takové
trojice Cisel.

RESENI. Oznadime-li x prostfedni ze tfi hledanych
Cisel, pak soudet Ctverct je

s=(x— 22+ 22 + (x + 2)%,

s=3x%+ 8. (1)

PonévadZ x je liché Cislo, kon&i x? nékterou z Cislic

1,5, 9.
Cislo s pak koné&i n&kterou z &fslic

153, 5
Z (1) plyne, Ze s neni délitelné tfemi, takZe Cislice 3 ne-
pfichdzi v Gvahu. Vzhledem k tomu, Ze podle (1) &islo s
maé pfi déleni tfemi davat zbytek 2, zbyvaji pro s jiZ jen
tyto moznosti

tj.

11, 11111,
5, 5555, 5555555.
Dosadime-li tyto moZnosti postupné do (1), zjis&me, Ze
¢islo 11 vede ke trojicim
[_1’ 13 3] > [_33 _1: 1] 5
Cislo 5 555 ke trojicim
[41, 43, 45], [—45, —43, —41],

zatimco pro ostatni tfi ¢isla s nemd rovnice (1) celociselné
feSeni x.

Snadno se ovéri, Ze nalezené Ctyfi trojice skuteCné
spliiuji podminky ulohy. Uloha m4 tedy Ctyfi feSeni.
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2a. Urcete redlnd Cisla a, b, ¢, d tak, aby platilo
x+1 _a c
x2+x—2_x—l—b+x—|—d (0
pro vSecka redlnd x, pro néz neni zadny z jmenovatelt
roven nule.

RESENI. Existuji nejvyse &tyfi &isla x, kterd anuluji
néktery ze jmenovatelt zlomka v (1). Pro vSecka ostatz-
ni redlnd x plati

x+1 _alx+d)+ c(x + b)
®+x—2  (x+bE+d °

).
’ (6 1) (5 + 8 G+ ) =

=2+ x— 2)[(a + ¢)x + (ad + bc)] .
Po upravé dostaneme

%+ x(1 +b+d)+ x(bd + b + d) + bd =

= x%(a + ¢) + x*(a + ¢ + ad + bc) +

+ x(ad + bc — 2a — 2¢) — 2(ad + bc) .
Porovnanim koeficientli u tychZ mocnin x dostaneme

at+c=1 (2a)
9 14+b+d=a+c+ (ad+ ko) (2b)
bd+b+d=(@d+b)—2a+c) . (2)
bd = —2(ad + bc) . (2b)
UtZijeme-li (2a) v (2b) a dile (2a) i (2b) v (2c), vyjde
a+c=1, (3a)
b+d=ad -+ bc, (3b)
bd = -2, (3¢)
bd = —2(ad + bc) . (3d)
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Z (3c¢), (3d) dostaneme

ad + bc = 1 (4)
a dosazenim (4) do (3b)
b+d=1. (5)

Z (3c), (5) vyplyva, Ze b, d jsou kofeny kvadratické rov-
nice 2 — t — 2 = 0; to jsou Cisla 2, —1. Zvolme ozna-
eni tak, aby bylo

b=2, d=—1; (6)
pak (4) zni
—a+2=1. 7
Spojenim (3a), (7) vyjde
2 1
¢ = ?, a= —3—. (8)

Vzorce (6), (8) davaji feSeni tlohy. Zkouskou se snadno
pfesvédcime, Ze je skutecné
1 2

_x+1 N 3 I 3
x24+x—2  x-+2 x—1"
2b. N3jdite vSetky hodnoty parametra a, pre ktoré je

v kartézskej suradnicovej sustave so suradnicami x, y
graf rovnice

Ix + 3 + alyl =1 (D
obvodom pravouholnika.
RIESENIE. Graf rovnice (1) zostrojime zo $tyroch
Casti, ktoré dostaneme uvazovanim o Styroch pripadoch:
Q) x+y=0,y=0; b)x+y=0,y=0; @)
)x+y=0,y=0; dx+y=0,y=0.
Na obr. 29abcd st nalrtnuté a vysrafované uhly, ktoré
su grafickym zndzornenim Styroch dvojic nerovnosti (2).
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Obr. 29abcd

V pripadoch a)—d) nahradime rovnicu (1) v uvedenom
poradi rovnicami

x+ {0 +ay= 1, (2a)
x+(1—ay= 1, (2b)
x+(1—ay=—1, (2¢)
x+ (1 +4ay=—1. (2d)
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Kazda z rovnic (2a)—(2d) je rovnicou priamky. Prvé dve
z tychto priamok pretinaju priamku y = 0 v bode P =
= [1; 0], druhé dve v bode N = [—1; 0].

Uvazujme zvla$t o pripade a = 0. V tomto pripade
davaju styri grafy spolu dve rovnobezky x 4 y = —+1
prechddzajice bodmi P, N (obr. 30).

x+y 0

Obr. 30

Ak je a # 0, pretina kaZdid z priamok (2a) — (2d)
priamku x + y = 0 v uritom bode, a to priamky (2a)

a (2c)vbode Q = [—%, —‘11—] a priamky (2b), (2d) v bode

R = [%, —%] . Body Q, R patria do vySrafovanych
uhlov prave vtedy, ked je a > 0. Pre a > 0 je teda gra-
fom rovnice (1) obvod rovnobeZnika PONR (obr. 31),
pre a < 0 je tymto grafom S$tvorica polpriamok (obr. 32).
Rovnobeznik PQONR je vsSak pravouholnikom prave
vtedy, ked je NP = QR. Plati vSak: NP = 2, QR =
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T
=2t

2]/2

Graf rovnice (1) je teda ob-

vodom pravouholnika prave vtedy, ked a = |/ 2.

Obr. 33
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Obr. 32

3a. Je dan vypukly Cryt-
thelnik ABCD a bod X thlo-
pticky BD tak, Ze pfimka A X
protind stranu CD v jejim
vnitfnim bodé. Pak plati
AX + BX + CX < AD +
+BD+ CD. (1)
Dokazte. Plati vztah (1) i
v pripadé, Ze pfimka AX
prochazi vrcholem C nebo
protind stranu BC?

RESEN{ (obr. 33). a)
Oznadime Y prusecik pfi-



mek AX, CD. Podle trojuhelnikové nerovnosti pak plati
AD 4+ DY > AX + XY (= 4Y),
XY + CY > CX, (2)
BD > BX.

Seftenim téchto tfi nerovnic dostaneme nerovnici (1),
nebot DY + CY = CD.

b) V pfipadé, %e pfimka AX obsahuje bod C, je ¥ =
= C; nerovnice (2) se zméni jen v tom, Ze druha z nich
pfejde v rovnici XY = CX.

Platnost (1) tedy zustava beze zmény.

c) Obr. 34 ukazuje na
deltoidu ABCD, vepsa-
ném kruZnici £ o stredu
X, Ze vztah (1) neplati.
Zde je totiz
AX=BX=CX=DX=

=r, BD=2r. (3)
Body A, C jsou zvoleny
tak, aby platilo

AD + CD <r. (4)
Je tedy podle (3) a (4)
AX + BX 4 CX = 3r,
AD + BD + CD = 2r + &

+ AD + CD < 3r, Obr. 34
tj. (1) neplati.

3b. Uvnitf kruZnice % se stfedem S a polomérem r jsou
dany dva body A4, B tak, Zze A, B, S nelez{ v pfimce.
Sestrojte dvé navzajem kolmé tétivy kruZnice k, které
maji tutéz délku a obsahuji po fadé body 4, B.
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RESENI. Rozbor. Predpoklidejme, Ze tétivy a | b
na obr. 35 spliiuji podminky ulohy. Je tedy moZno napf.
rotaci v kladném smyslu otd¢eni pfenést tétivu b v tétivu

Obr. 35

a = b’; bod B po otoceni
pak pfejde v bod B’ leZici
na ptimce a. Pro B’ # A
tak dospé&jeme k jednoduché
konstrukci tétivy a = AB'.
Protoze o vzdjemné poloze
bodu 4, B’ nemuZeme pie-
dem rozhodnout, provedeme
diskusi:

I. VySetfime nejprve pii-
pad, kdy < ASB je pravy.
Otoc¢ime-li tétivu b prochéze-
jici bodem B kolem stfedu S
o pravy uhel v kladném ne-
bo zédporném smyslu, piejde

v tétivu a prochizejici bodem A (ob& maji totiz tutéz
délku). Otogeny bod B’ leZi tedy také na tétiv€ a. A tu
je tfeba rozeznavat dva pripady:

a) B £ A, b) B' = A (obr. 36ab).
A
&' \ k ﬁ \
N B 4 )
y b s> .
\g, 6
Obr. 36ab
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V piipadé b) mé uloha nekonedné mnoho feSeni: je to
libovolnd tétiva a prochazejici bodem A = B’ a k ni
kolm4 tétiva b prochdzejici bodem B. V pfipadé a) md
dloha jediné feSeni: jsou to
tétivy SA = a, SB = b.

II. Nyni vySetfime prfi-
pad, kdy <t ASB neni pravy
(obr. 36c). Postupujeme jako
v pfipadé¢ I. V tomto pii-
padé nelezi bod B’ na piimce
AS, proto je vidy B # A.
Sestrojime tétivy a; = AB’
a a, = AB"; k nim vedeme
bodem B tétivy kolmé: b, |
1 a5 by | a,. Uloha ma
v tomto piipadé dvé feSeni
(obr. 36c§).

3. KATEGORIA Z

1. Zlomok —lg vyjadrite ako sulet dvoch kladnych
zlomkov s menovatelmi 3, 13 a s celo¢iselnymi Citatelmi.
Néjdite vSetky rieSenia ulohy.

RIESENIE. PodIa textu tilohy mi platit

178  «x y
_ 39 3 130
e 13x + 3y = 178,
kde x, y st prirodzené ¢isla. Upravme tuto rovnicu na tvar
y =59+ 1—313x .
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PretoZe hladame celoCiselné a kladné rieSenia, musime
urdit Cislo x tak, aby zlomok

bolo celé &islo vacsie nez —59.

Pre x =1, 4, 7, 10, 13 nadobuda vyraz V hodnoty
—4; —17; —30; —43; —56, takze

inych moZznosti niet. Vypoctom sa lahko presvedéime, Ze
dany zlomok moZno teda rozloZit takto:

178 1.5 _4 42 _ 7,29
39 3 713 - N

10 16 13 3

3 T 13T 3 T s

D ¢ 2. Je dan ctverec, jehoz
strana ma velikost a. Z jeho
vrchold jsou opsany dovnitf
¢tverce CtvrtkruZnice s polo-
mérem a. Tim se rozdéli
¢tverec na 9 Casti tfi riz-
nych tvaru (viz obr. 37). Vy-
poctéte obsahy téchto Casti.

RESENT. Prasedik oblou-
kd opsanych z bodd A4, B
oznaCme M. Pismeny x, v,
z ozna¢me obsahy vzniklych




ploch tak, jak je uvedeno na obr. 37. Potom plati
#=P— (P, +2P,),

kde P je obsah ¢tverce ABCD o strané a, P, obsah rovno-

stranného A ABM o strané a a P, obsah kruhové vysece

o poloméru a a stfedovém tuhlu 30° (tj. 2P, je soucet
obsaht vyse¢i AMD a BCM). Tudiz

1 — 30
— 02 __ " 2 . 2 T
2=a 4a.V3 Zna.360,
tj.
2 —
2= {‘2» (12 — 2r — 3)/3) = 0,043a2. (1)
Dile plati

y=P—(P;+ 22),
kde P, je obsah Ctvrtkruhu ABD o poloméru a, tj.

a? —
y =1, (= + 6|3 — 12) = 0,1284*. 2

Pro x plati
‘ x=P— (4y + 42),
tj.

2 Y
x = f;— (3 + = — 3)/3) = 0,315a2. 3)

ReSeni tlohy je déno vztahy (1), (2) a (3).

3. Je dan {tverec ABCD. Stranu CD rozdélte na
n shodnych dila tak, aby na ni existoval délicf bod X
takovy, zZe

KX || YL, 0

kde K je stfed strany BC, L je stfed strany AB a Y je
délici bod na strané AD, ktera je rozdélena na 5 shodnych
dila.

Urcete nejmensi 7 této vlastnosti.
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D::\X:::'C

Xa‘. p
Y=Y, \,\

A L\ B

Obr. 38

RESENT (obr. 38). Ze vztahu (1) plyne

. NALY ~ ACXK,
tj.

AY CK

AL ~ CX" )
Oznadime-li délku strany &tverce a, potom rovnost (2)
nabyvi tvaru

a a

F—
"5 2
P > ®3)

;@
2 ‘n

kde r, s jsou pfirozena Cisla vyhovujici nerovnostem
15r<5, 1=s<mn. ©))
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Vztah (3) po upravé zni
4rs = 5n. %)
Z posledni rovnosti je zfejmé, Ze n je nasobkem 4. Nej-
mensi takové 7 je 4. Pro n = 4 dava (5)
rs=25,

coZ vsak nelze splnit Cisly r, s vyhovujicimi nerovnostem
(4). Pro n = 8 rovnost (5) zni

rs = 10.
Této nerovnosti vyhovuji Cisla r = 2, s = 5, ktera také
splfiuji nerovnosti (4). Potom AY = % a, CX = % a.

V tomto pfipadé skutecné plati (1).
ZAVER. Nejmensi » poZadované vlastnosti je # = 8.

JINE RESENI. Oznaéme Y;, Y,, Y, Y, délici body
na strané AD (viz obr. 38). Ze vztahu (2) plyne

CK.AL & 1

CX=—3y =~ 7% ar

Pro Y, plati

a? 5 5 . .
CX = I L = g%l X by nebyl bodem usecky DC;;
pro Y, je

2
CX=%.75a—=%a, tj. n=8;
pro Y, je
a? 5 5

CX——4— 3_a 12 a, 1 n——12,

pro Y, je
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a: 5 5 .
CX——ZI*.Z;—EG, t). n:16.
Nejmensi # poZadované vlastnosti je tedy n = 8.

4. Je dany Stvoruholnik ABCD, ktorého strany maju
dizky AB = 70 mm, BC = 35 mm, CD = 75 mm,
DA = 65 mm a uhloprietka BD m4i dizku 70 mm. Zo-
strojte Stvoruholnjk ABCD a potom zostrojte rovno-
beznik, ktorého vSetky Styri vrcholy leZia na obvode
Stvoruholnika ABCD a jeho uhlopriecky s rovnobeZné
s uhloprieCkami daného Stvoruholnika. Zostrojte najskor
stred hladaného rovnobeZnika.

Obr. 39

RIESENIE. Zostrojime najskor A ABD a potom
v polrovine opacnej ku BDA zostrojime A BCD (obr.
39). Stred S hladaného rovnobeZnika patri do dvoch
geometrickych miest bodov: do geometrického missta T’y
stredov vSetkych pricCok Stvoruholnika ABCD rovno-
beznych s priamkou AC a do geometrického miesta T
stredov vSetkych prieCok Stvoruholnika ABCD rovno-
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beinych s priamkou BD. Geometrické miesto I'; je
zjednotenim taznic BM, DM trojuholnikov ACB, ACD
bez bodov B, D, geometrické miesto I', je zjednotenim
taznic AN, CN trojuholnikov BDA, BDC bez bodov
A, C. Body M, N su teda v uvedenom poradi stredmi
uhloprie¢ok AC, BD. Geometrické miesta I';, T, maju
jediny spolo¢ny bod. Je to priesecnik S taznic AN, DAM.
Bodom S vedieme rovnobezky s priamkami AC, BD.
Tieto rovnobezky pretni obvod Stvoruholnika 4ABCD
v bodoch X, Y, Z, T, ktoré st vrcholmi hladaného rovno-
beZnika.

Skaska konStrukcie vyplyva z vety: Vypukly Stvor-
uholnik je rovnobeZnikom préave vtedy, ked sa jeho uhlo-
priecky navzdjom delia na dve zhodné Casti.

Z vrcholov X, Y, Z, T vysledného rovnobeZnika lezia
X, Y na strane AD, Z na strane AB a T na strane CD.
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V. Souté&Zni Glohy Ill. kola
kategorie A

1. Necht pro pfirozené éisla a,b plati

R g +p T

kde p je prvocislo vétsi nez 2. Potom p je délitelem &isla a.
Dokazte.

RESENI. DUKAZ. Uvedenim na spoleného jmeno-
vatele (p — l)' vyjde v Citateli 2.3.4 ... (p — 1) +
+1 .4 . (p—1)+124 (p—1)+...

+ 1.2.3 . . (p—2), . soudet soudint prvka
v ko(r;bmacmh (p —2)tiidyz(p — 1) prvka 1, 2, 3, ..
o= 1.
Oznacme tento soucet pismenem s.
Utvorme nyni mnohocleny (p — 2)ho stupné

—2—-30—9...p—@— DI,
-DE—-30C—-9.[p—CE—1I,
—D@—-20—9...[p—@—DI,...
- DE—-2)(—3)...[p—(— 2]

a setéme je. Je to zfejmé zase soudet s, jen jsou s¢itanci
v obraceném poradku [napr prvni mnohoclen (p — 2).
(p —33) ®— 4) ) — (p — 1)] je roven soucinu

.2
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Prosty {len vysledného mnohollenu v p, totiZ
(=2) (~3). ..[~(p — DI +(~1) (~3)...[- (- D]+
(D) (2) () .. T (p— D] atd. ag (—1) (—2).
.(—3) ... [—(p — 2)] je zase, avsak zdporné vzaty sou-
Cet s (poCet zapornych Ciniteld v kaZdém soulinu je
(p — 2), tedy lichy).

Ze vsech ostatnich Clent vysledného mnohoclenu lze
vytknout p. Dostdvame tak rovnici

s=p.M—s5s,
kde M je mnohoClen v p s celistvymi soudiniteli.

Ztohoplyne 2s=p. M a s=p£24—=pM1,

poloZime-li M = 2M,. (M je totiZz sudé {islo.)

Celkem tedy soucet prvnich (p — 1) ¢lentt harmonické
M,
(— 1!
Cinitel v Citateli, at 1ze zlomek kratit nebo ne.

POZNAMKA. Ulohu Ize fesit také pomoci kongruenci
modulu p.

JINE RESENTI. ProtoZe je p prvodislo vétsi ne% 2, je
p liché a podet s¢itanct je sudy. Upravime

fady je . JelikoZ p je prvocislo, ztstdva jako

a__

1 1 1
5 (1+P_1)+(7+'PT2)+...+

1 1
+(P_1—+P+1) o))

2 2
a sedteme jednotlivé dvojice v zavorkach takto:
1 _p—n+n _ P
p—n  nlp—mn)  nlp—mn’

1
=+
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Cely soucet potom je

p P %
p—1) " 2p—2 T T o1 pd
2 7 2
_ SR : )_
1.2... 25 ( . +1)....(p 1)
__p.¢
- .

Citatel ¢ je ptirozené &islo, neni nutno ho vydislovat.
Nyni upravim rovnost (1) s pouZitim (2) a dostdvime:
a.(p—Dl=p.¢&.0b.

(p — 1! v8ak podle zaddni nemuZe byt délitelno p,
tudiZ je a délitelno p, coZ jsme méli dokazat.

Resil Pavel Pudlék,
3. D, SVVS Praha

2. Stény Ctyfsténu
ABCD jsou Ctyfinavzdjem
podobné pravouhlé troj-
uhelniky s pravymi thly
pfi vrcholech B, C. Nej-
delsi hrana Ctyfsténu ma
délku 1. Zjistéte, zda ta-
kovy Ctyfstén existuje.
Urdete, ktera jeho hrana
je nejdelsi, kterd hrana je
nejkratsi a jakou ma délku.

RESEN{. Predpokls-
dejme, Ze existuje Ctyfstén
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Zadanych vlastnosti. Necht stény, které maji pravé ahly pfi
vrcholu B, jsou ABD a BCD (obr. 40). ProtoZe kazda
sténa ma pravé jeden pravy uhel, jsou pravé uhly <t ACB
a L ACD. Oznacme délky hran podle obr. 40 (x = AB,
y=BC, 2= CA, t = AD, u = BD, v = CD) a dile
oznacme ¢ velikost ostrého uhlu <t DAB. Pak plyne
z \ABD

u=1tsinp, XxX=1C0SQ. (D
Pro trojuhelnik A\ ACD méme dvé moZnosti:a)<t CAD =
= ¢, b) <ADC = ¢. V pfipadé¢ a) dostaneme

Z2=1C0S¢Qp, v=1tsing. 2
Z (1) a (2) plyne x = 2, coZ je spor, nebot v pravouhlém
trojuhelniku ABC je x délka pfepony a z délka odvésny.
Pripad a) je tedy nemoZny a nastane pfipad b). Je tedy

v=1C0Sp, Z=¢tsing. (3)

Z (1) a (3) plyne
U=2, v=2=x. 4)

Z (1) a (3) plyne dile % = tg ¢; podle textu ulohy je
- z z
bud N = o8¢, nebo L = sing. Ze vztahu p sin ¢
dostaneme vzhledem k vztahu ;— = tg ¢ vztah cos ¢ =

= 1, coZ je nemozné. Je tedy % = cos ¢, tj. podle (1)
2 =1rcos?p. (5)
Z N\ ABC pak plyne % = sin ¢ (nebot <L ACB je pravy

a —j = cos ¢), tj. podle (1)
y=tsingpcosgp. (6)
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Z (3) a (5) vyjde sin ¢ = cos? ¢, neboli
sinp +sinp —1 =20
a odtud (sin ¢ > 0)

sin @ = %: (J/5 — 1) = 0,618. (7

f—(sin <£) tj
4 (p 2 b ]'

sing < cos @ . (8)

Tak dostaneme z (1), (3), (4), (5) a (6) vzhledem k (8)
usporddani délek hran podle velikosti:

y<u=z2<x=9v<t.

Podle textu ulohy je ¢ = 1; nejkrat$i hrana je BC; jeji
délka je vzhledem k (7), (6)

nebot cos ¢ = Vl — sin% ¢ = VJ/SZ— ! 5 numericky

BC = 0,486. Ze vztahu (7) zjistime, Ze je ¢ = 38°10'.

Existence Ctyfsténu je prokdzana sestrojenim sité,
kterd je na obr. 41. Vyjde se z A ACD (¢ == 38°10’), se-
stroji se A\ ABC a bod D lezi na kolmici vztyené k ro-
viné ABC tak, Z2e BD = u = z.

JINE RESENI. Pfedpoklddejme, Ze takovy Ctyfstén Z
existuje a promitnéme ho pravouhle do roviny ABC.
Bez Gjmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze A\ ABC ma
pravy uhel pfi vrcholu C. Trojuhelnik ACD ma pravy
thel pfi vrcholu C a tento thel se pfi promitnuti zachova.
Obraz D, bodu D musi tedy lezet na pifimce BC. Ob-
dobné A ABD ma pravy thel pfi vrcholu B a ten se pri

Podle (7) je ¢ <
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2
y
t
C v D,
¥
! y
u
¥ .
A 7 X \ B
> u
D,

Obr. 41

promitnuti opét zachovd. Bod D; musi proto leZet i na
piimce r | AB, Ber. Z toho plyne, 2¢ B = D, tudi
BD je kolmé na rovinu ABC a A\ BCD mé pravy thel
pfi vrcholu B.

Ponévadz 4B je odvésnou v A\ ABD, je

AD > AB > AC.
Obdobné je
AD > CD > BD,

AD > CD > BC.
Nejdelsi je tedy hrana AD = 1.
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Z podobnosti A\ ABD ~ )\ DBC plyne

BD BC

4D ~¢D°
takze

BD AD

BC ~cp 1
tudiz

BD > BC.

(Nemuze byt %% = % » nebot by potom bylo AD =

= CD, coz by byl spor s jiz dokazanym AD > CD.)
Obdobné se dokaze, Ze plati A\ ACD ~ A\ BCA a odtud

AC  BC

AD ~ 4B”
takZe

BC AB g
proto

AC > BC.

Nejkrat$i hranou tedy bude BC.

Ponévadz A ABC, /A BCD maji byt podobné, musi
pro jejich odvésny (AC > BC, BD > BC) platit

AC  BD
BC  BC’
tedy
AC = BD.
Podobné z A\ ACB ~ /A DBC vyplyva
AB = CD.
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Ve Ctyfsténu Z tedy mame
AD=1, BC=a, AC=BD =b, AB=CD =c.
Z podobnosti A DBA ~ /A CBD plyne

LA 3
c b’
tedy
b% = ac.
Podle Pythagorovy véty mame
b+ c2=1,
b? + a% = c%.
Z poslednich tfi rovnosti plyne
ac+c¢2 =1,
ac + a* = %,
¢ili

ac=1—¢%,
ac = ¢z — a?.
Srovnanim dostaneme

= 2
o — l_gﬁg,
coZ dosadime do rovnice ac + ¢2 = 1:
1+a 1 — 1+a
2 o 2 7

a:Vﬁ—z (1)

a pak muZeme téZ vypocitat

c:Vl_;az >a. (2)

131




DokéZeme nyni, Ze na$ Ctyf'stén Z existuje. Z pfedcho-
ziho je jasné, Ze pravoﬁhl}'r trojuhelnik ABC s <t C =
= 90° je jednoznaéné urlen odvésnou BC = a a pfe-
ponou AB = ¢ (viz vzorce (1), (2)). K roviné¢ ABC pak
vztyéime kolmici v bodé B a sestrojime na ni usecku
BD = b. Z Pythagorovy véty pak CD = ¢. Ponévadz
AC | BC, AC | BD, je také AC | CD, takze i troj-
uhelnik ACD je pravouhly (<x C = 90°) a plati

ADY =B 4 ¢ = (¢ — a?) + ¢ =
=22 —a?=1+a®>—a%2=1.
Podobnost vSech Ctyf stén je pak zajiSténa vzdjemnym
pomérem hran.
Tim je Gloha vyfeSena; Ctyfstén existuje, nejdelsi hrana

je AD =1 a nejkrat$i BC = V]/§ —2.
Resil Jiti Ttama,
III. ro& SVVS, Pisek

3. Ni4jdite vSetky redlne Cisla x, pre ktoré plati

1 1 1

e —— o — 1
x+]/p—x2+x—]/p—x2_P’ M)
kde p je dané kladné ¢&islo. Urobte diskusiu.

RIESENIE. Ak redlne &slo x vyhovuje nerovnosti (1),
potom musi pren platit p — x* = 0 Cize

—Vp=x=<lp )
a sttasne (x + |/p — &%) (x — |/p — &%) # 0 &ize
P ?
X £ — 5 x #£ ]/—2— 3)
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Nech platia vztahy (2) a (3). Po zltleni zlomkov na lavej
strane nerovnosti (1) dostaneme

2x 1
e P e
2x2 — p - p * (4)
a) Nech 2x* — p > 0 CiZe
bud x < — %’ anebo x > 1/12)— (5)

Potom je nerovnost (4) ekvivalentnd s nerovnostou 2x* —
— 2px — p = 0, z Coho postupne dostaneme

(~2) =Lro+2,

1 —— 1 e
5 -1 +2) sx= 56+ +2). 6
e 2
Pre p > 0 zrejme plati (V% + 1) > % + 1, z Coho
postupne dostaneme

» /2
[ I
? I 3 [voranry
au%P2>2Vﬂp+m,
p _1 P
= 7<7(P_VP(P+2)): (7
z Coho vyplyva, Ze Ziadne z Cisel vyhovujacich Iavej ne-

rovnosti vo vztahu (6) nespliiuje prva z nerovnosti (5).
Pretoze pre p > 0 zrejme plati

5 <5 @+ 1pp +2),
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nerovnostiam (5) a (6) stcasne vyhovuju vsetky tie x,
pre ktoré plati
e 1 o
V§<x§5%r+W@+m% (8)

Cisla uréené vzfahom (8) spliiujii viak podmienku (2)
vtedy a len vtedy, ked plati

1 S -

5 0+ 10 +2) = p ©)

Gze |p(p +2) = 2|/p — p, z &oho postupne dostaneme
P20 =4 — 4l + 92,

0<p=<-; (10)

obratenim postupu sa vSak lahko presved¢ime, Ze kazdé
¢islo urcené nerovnostou (10) vyhovuje tieZ nerovnosti (9).

Zistili sme teda, Ze ak x vyhovuje nerovnosti (1) za
podmienky a), potom musi platit:

Ak 0<p=-, je

,_:43
Ve <s=terieTm, ®
ak p>%, je l/%<x§]/§. (11)

Obratenim postupu lahko zistime, Ze pre Cisla x urcené

2
vztahmi (8'), resp. (11), plati: (x — %) = % p(p + 2),
2x2—2px—P§0,

¢o je za podmienky a) ekvivalentné s nerovnostou (4) a
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teda aj s nerovnostou (1) pri¢om podmienky (2) a (3) st
zrejme splnené.

b) Nech 2x* — p < 0 CiZe

— ——<x<l/_ (12)

Cisla uréené vztahom (12) zrejme spltiujti podmienky (2)
a (3) a za uvedeného predpokladu je nerovnost (4) ekvi-
valentni s nerovnostou

2x* — 2px — p =0, z ktorej postupne mame

P\ 1 s ,
X = g—p(p—i—Z) ¢ize bud

x <+ (p— Vp(p T 2)) (13)

l|
N

alebo

g~@+%@+m (14)

Vzhladom na (7) je mnoZina Cisel sucasne spliiujicich
(12) a (13) vzdy neprdzdna a urdend vztahom

- . -
—V§<x§7(p—Vp(p+2)), (15)
zatial ¢o mnoZina Cisel saéasne vyhovujucich vztahom (12)
a (14) je pre kazdé p > 0 zrejme prazdna.
Obratenim postupu sa opit lahko presvedCime, Ze
Cisla uréené vztahom (15) za podmienky (12) vyhovuja
nerovnosti (4) a teda aj nerovnosti (1).

ZAVER. Nerovnosti (1) vyhovuju pre 0 < p =

»hlr—l nhl»—-

vSetky Cisla x urené vztahmi (8") a (15) a pre p >

vietky Cisla x urcené vztahmi (11) a (15).
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4. Po mofi (jeho hladina je povaZovdna za rovinu)
pluly dvé lodi stalymi rychlostmi pfi stilych kursech.
Jejich vzijemnd vzdalenost Cinila v 9.00 h 20 ndmofnich
mil, v 9.35 h 15 mil a v 9.55 h 13 mil.

a) Zjistéte, jakou funkci ¢asu je druhd mocnina jejich
vzdalenosti.

b) Zjistéte, kdy si byly lodi nejbliZe a jaka byla pfitom
jejich vzdalenost.

RESENT. a) Snadno se ukaZe, e &tverec vzdalenosti
obou lodi je kvadratickou funkci Casu.

Budte 4, B polohy lodi v okamZiku ¢ = 0, u, v vek-
tory jejich rychlosti. Polohy v okamziku z tedy budou
A + tu, B + tv. Ctverec vzdalenosti d2(r) je skaldrni
Civerec vektoru

(A— B)+w—1v,
tedy
a@2@t)=A—B,A—B)+2t(u—v,A— B) +
+ 2 (u—v,u—v),
coZ je skute¢né kvadratickd funkce Casu z.

b) Zvolime-li za zaCatek Casové osy Cas 9.00h a za
jednoka ¢asu 5 minut, mame najit n.inimum kv.dratické
funkce

d(t) =ar* + bt + ¢,
zname-li jeji hodnoty

() 20| 15| 13

169

d2r) | 400 | 225
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Maiame tedy ¢ = 400
a pro a, b soustavu rovnic
49a + 76 = —175
121a + 116 = —231,
jejimZ feSenim je a = 1, b = —32.
Je tedy
d(r) = 12 — 32t + 400 .
Hledané minimum nastane pro ¢ = 16 a ¢ini
d*(16) = 256 — 512 + 400 = 144,
tzn. d(16) = 12.
Obé¢ lodi si tedy byly navzajem nejbliZe v
9% + 16.0% = 10%°
hodin a byly od sebe vzdédleny 12 ndmofnich mil.
5. V rovine st dané dva rézne body S, 4 tak, e SA =
= 1, a je dané redlne Cislo k. Bod A otoc¢ime okolo stredu S

o orientovany uhol velkosti ¢ do polohy A4’, k bodu A’
zostrojime jeho obraz 4" v rovnolahlosti so stredom S a

s - . Ked na-
cos ¢ — ksin g

dobuda ¢ vsetky hodnoty, pre ktoré cos ¢ — ksin ¢ 7# 0,
vyplnia body A" priamku prechadzajucu bodom 4. Do-
kazte.

RIESENIE. Oznaéme %', ¥’ kartézske stradnice bodu
A’y x"y y" kartézske stradnice bodu A” v suradnicovej
sustave, ktord ma pociatok v bode S a bod 4 ma v nej
sturadnice [1; 0]. Potom plati

x'=cos¢p, y =sing,
Y cos ¢ ” sin ¢ (1)

= cosp — ksing’ Y= cosp — ksing

s koeficizntom rovnolahlosti
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VySetrujme najskor tie hodnoty ¢, pre ktoré je cos ¢ # 0,
sin ¢ 5~ 0, cos ¢ — ksin ¢ # 0. Z (1) vyplyva
" _ 1 , 1
* 1 —kige’ ¥ ~ cotgp —k° )
Za uvedenych predpokladov pre ¢ je podla (1) x” # 0,
y" # 0 a z (2) dostaneme

®)

Po vynasobeni oboch rovnic zo vztahu (3) a jednoduche;j
uprave dostaneme

Ry —x"4+1=0, 4)
¢o je rovnica priamky prechadzajicej bodom 4 = [1; 0].

1
k.tgg =1— PO

Zo vztahu (1) je vidiet, Ze aj v pripade, ked bud cos ¢ =
= 0 alebo sin ¢ = 0, leZi prislusny bod A" na (4).

Obratene zvolme bod [x”,y"] priamky (4), pre ktory
je x” % 0, y" 7 0. Z druhej rovnice (3) urlime ¢. Plati
preit cotg ¢ 7 0, pretoZe inak by z druhej rovnice (3)
vyplyvalo ky” + 1 = 0 a v dosledku toho zo (4) x” = 0.
PretoZe podla druhej rovnice (3) je cotgp — k& # 0, je
tiez cos ¢ — ksin ¢ # 0. Z existencie cotg ¢ a z nerov-
nosti cotg ¢ %~ 0 vyplyva sing # 0, cos ¢ = 0. Tym
sme na$li hodnotu ¢, ku ktorej prislucha zvoleny bod
[x”, "] priamky (4).

Zostava;u eSte tie body pr1amky (4), pre ktoré je bud
x" = 0 alebo y” = 0. Pre y” = 0 dostaneme x" = 1, t. j.
bod A", ktory zodpovedd hodnotim ¢ = 2nrw alebo
¢ = m + 2nw. KedZe k& # 0 (inak by nemohlo byt x” =

= 0), dostaneme pre x”" =0 zo (4) y" = — —]];; . Bod
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[0, — —]H zodpovedd hodnotim ¢ = g— -+ 2nm  alebo
Q= % 7w + 2nrw.

Tym je veta Gplne dokdzand.

INE RIESENIE. Zvolme kartézsku suradnicovi su-
stavu tak, aby S = [0, 0] a 4 = [1, 0]. Bodu S priradime
komplexné Cislo s = 0 a bodu 4 komplexné Cislo a = 1.
Bodu A’ priradime &islo a’, bodu A" ¢islo a”.

KedZe otoceniu o uhol ¢ odpoveda nasobenie ¢islag = 1
komplexnou jednotkou s amplitidou ¢, dostaneme

a =cosep+ising.
Cislo a” dostaneme tak, ked &islo @’ vyndsobime redlnym

Cislom : Cize
co

sin @
cosp — ksing

"o Cos .
a = i +l

cos ¢ — ksin ¢

Ak oznadime a” = ai + iaj, kde ai, a; su redlne strad-
nice bodu A” v nami zvolenej suradnicovej sustave, do-
staneme

, cos sin

ai — kay = P — k P =1
cos ¢ — ksin g cos ¢ — ksin g

dize ai — kay = 1.

Body A" prisluchajuce jednotlivym hodnotdm ¢ leZia
teda na priamke urcenej rovnicou x — ky = 1. Na tejto
priamke leZi vSak aj bod A, pretoZe jeho suradnice vyho-
vuji danej rovnici.

Dokazme teraz, Ze aj obratene kazdy bod tejto priamky
je nejakym bodom A”. Lubovolny bod tejto priamky ma
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suradnice [1 + &y, ¥,]. Musime dokazat, Ze existuje taky
uhol ¢, Ze

sin @,
CoS o — k sin ¢y’
t. j. ¥ COS @y — kY, sin @, = sin @, a cos ¢, — & sin ¢y 7#
# 0. Pre y, = 0 existuje ¢, = 0. Ak y, 7% 0, musi byt aj
sin ¢y % 0 a pre hladané ¢, madme rovnicu

Yocotg ¢o — Ry, =1 Cize

Yo =

1
COtg(Po:I“{“k- ©)

PretoZe funkcia cotg ¢ nadobuda vSetky redlne hodnoty,
uhol ¢, existuje pre kazdu hodnotu y, # 0. PretoZe
cotg ¢, 7~ k, dostaneme z rovnosti (5) obritenym po-
stupom, Ze

sin ¢,
cos g, — ksin ¢

Yo =
Potom vSak

Xo=14+kyo=1+  sin o

cos @, — k sin ¢, -

oS @,
cos o — ksin g
Tym je tloha vyrieSena.

Riesil Stefan Sakalos,
2. D, SVS Prievidza

6. Najdéte vSechna redlnd x, pro néZz plati
Vtg x — 1 [logi, (2 + 4 cos?x) —2] = 0. (D

RESENI. Levé strana nerovnice (1) m4 podle definic
druhé odmocniny a logaritmické funkce smysl pro vsech-
na x, pro néz souCasné plati
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tgx—1=0,
tgx >0, tgx#1,
2+ 4cos?x >0.
VSechny tyto nerovnosti jsou soulasné splnény, pravé
kdyz je
tgx >1. 2)
Za toho pfedpokladu je nerovnice (1) ekvivalentni ne-

rovnici
logie, (2 + 4 cos?x) = 2. 3)

Nerovnice (1) je tedy ekvivalentni soustavé tvorené ne-
rovnicemi (2) a (3). Podle (2) je zaklad logaritmu v ne-
rovnici (3) vét$i nez 1, a proto soustava nerovnic (2)
a (3) je ekvivalentni soustavé nerovnic

tgx >1,
24+ 4cos?x =1g2x. 4)
Dosadime-li do druhé nerovnice soustavy (4)
1
tg2x +1°
coz plati pro vSechna x, pro néZ je definovdna funkce
tg x, dostavame nasledujici soustavu nerovnic

tgx >1, (5)
gty —tg2x—6=0,
ktera je ekvivalentni soustavé (4).
Upravujme postupné druhou nerovnici soustavy (5). Do-

cos? x =

stavame
1\>_ 25
2 . < 7
e 1) =2
Vzhledem k tomu, Ze tg x > 1, je tedy

tgix =3,
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tj.
—Vgé tgx = V§
Prihlédneme-li k prvni nerovnici soustavy (5), mdme
1l <tgx = ]/§ 5
odkud jiz plyne feSeni soustavy nerovnic (5), a tedy také
nerovnice (1):

T T
4+k7c<x_ 3 + k.

kde % je libovolné celé ¢islo.
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VI. Zprava o Xll. mezindrodni
matematické olympiadé

1. ORGANIZACE A PRUBEH SOUTEZE

Tato soutéZ pro Zaky stfednich $kol se konala ve dnech
9. az 21. Cervence 1970 z vétsi Casti v mésté Keszthely
u Balatonu v MLR. Zudastnilo se ji z pozvanych 17 stati
jen 14; Itdlie odfekla pro nevyhovujici Casovy termin,
Belgie a Finsko pro nepfipravenost. Vedouci delegaci,
ktefi s pracovniky poradatelské zemé tvofi mezindrodni
jury, se sjeli dne 8. 7. 1970 v Budapesti, odkud pristi den
rdno odjeli autobusem do ldzefiského mésteCka Hévizu;
zde se po Ctyfi dni vénovali vybirdni soutéZznich uloh a
pfipravé soutéZe. Mezinadrodni jury pfedsedal na téchto
jednanich akademik G. Hajds, ktery se vSak pro nemoc
neudastnil zavéru soutéZe; zastupoval jej prof. J. Surdnyr,
ktery byl pfedsedou pfipravného vyboru. Rizeni schuzi
se zucastnil i dlouholety pracovnik mezinarodnich mate-
matickych olympiad a hlavni sekretaf pfipravného vyboru
prof. E. Hddl.

SoutéZzni ulohy se vybiraly z 12 uloh, které ze zaslanych
navrhi predem pripravil pfipravny vybor a ke kterym
pripojil 1 stru¢na feSeni. Jednani zacalo oficidlné 9. 7.
o 16. hodiné.

Akademik G. Hajos vzpomnél zesnulého spoluzakla-
datele mezindrodnich matematickych olympidd Rudolfa
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Zelinky. Pak byly rozdiny navrhy soutéZnich tloh; jako
obvykle méli delegati pomérné malo Casu na prostudo-
vani tloh (moZnosti riznych feSeni) a tak se stalo, Ze vy-
brané ulohy nebyly pravé nejvhodnéjsi a také jejich ohod-
noceni body nebylo zcela priléhavé. Témata uloh byla
z tradiCni stfedoskolské matematiky, coZ nevyhovovalo
zejména zdpadnim statim. Nesmirné potiZe ptsobila for-
mulace texti. KdyZ byl kone¢né stanoven definitivni text
ve Ctyfech jednacich jazycich (angli¢tina, francouzstina,
némdina a rustina), preloZili jej delegati do narodnich ja-
zyka a pripravili jako obvykle obdlky s texty uloh pro oba
dny soutéZze (viz pfilohu).

Na vypracovani kazdé prace byly stanoveny jako ob-
vykle 4 hodiny Cistého Casu. Delegiatim ani zakim ne-
byly predem oznameny zasady a pozadavky, které budou
uplatiiovat madarsti koordinatofi pfi sjednocovani klasi-
fikace feSeni, coZ se stalo pozdé¢ji pfedmétem rady nedo-
rozuméni. Zaci také neznali bodové hodnoceni uloh.

Druzstva jednotlivych statd se sjizdéla se zastupci ve-
doucich v Budapesti béhem 10. Cervence. Po pfenocovéni
v internatu — hotelu Universitas odcestovali 11. 7. do
Keszthely, kde byli ubytovani v internité¢ — hotelu Ju-
ventus a mé€li téméf dva dni volné na rekreaci a koupani
v Balatonu; pocasi bylo prekrisné.

Vliastni soutés probihala v Keszthely dne 13. a 14. Cer-
vence. Slavnostni zahdjeni se konalo v aule Vysoké Skoly
zemédélské (nejstarsi v Evropé, zaloZené r. 1779). Pro-
mluvil vedouci odboru ministerstva skolstvi MLR Mikls-
svary Sdndor a prof. J. Surdnyi. Zahijeni se zucastnili
vedouci delegaci, ktefi pfijeli rdno autobusem z Hévizu
(vzdélenost je jen asi 6 km). Také druhy den soutéZe byli
pfitomni vedouci delegaci na zacatku soutéZzz; po oba dni
jim byl povolen asi na 5 minut vstup do sali, kde Zaci
pracovali; proti tomu vznaSela jak madarskd strana, tak
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i néktefi Clenové jury namitky. Teprve dne 14. 7. se pie-
stéhovali delegati z Hévizu do Keszthely, kde byli ubyto-
vani v témz internaté jako Zaci. Tim skoncila izolace dele-
gata od Zaku i jejich pedagogickych pravodcu. Toto fe-
seni se ukazalo nevyhodné, nebot delegiti tu neméli dosti
klidu pro opravovani uloh a pro koordinovani. Proti pu-
vodnimu pldanu byl na korektury vyhrazen jen jeden pul-
den (!), takZe se opravovalo 14. 7. az do 2. hodiny nocni.
Naproti tomu pro koordinaci oprav byly stanoveny dva
dni (15. a 16. 7.).

Koordinace byla znacné ostrd; nejvice se ohrazovali de-
legati proti tomu, Ze Zakdm byly ubirdny az dva body za
to, ze vyslovné neuvedli trivialni usudky a véty a Ze
o tomto pozadavku nebyli pfedem informovani ani oni,
ani opravujici delegati. Vecer 15. 7. uspofadal Zupnj vybor
v Keszthely recepci pro delegaty i Zadky, promluvil na ni
predseda Zupniho vyboru Bask Sdndor. Dne 16. 7. byla
dokoncena koordinace oprav zbyvajicich uloh; Cs. delegat
mimoto musel koordinovat 4. Glohu domaéciho madar-
ského druZstva a byl pfizvan ke koordinovani 4. alohy
(&s. pavodu) k jinym druZstvam, kde, vznikly rozpory.
Z4ci byli bez programu, nebot pocasi se velmi zhorsilo
a planované koupani v Balatonu i hry odpadly. V patek
17. 7. za chladného, vétrného a destivého pocasi podnikli
vSichni Gcastnici XII. MMO dvéma motorovymi lodmi
po rozboufeném Balatonu vylet do Badacsony, ktery se
pfesto celkem vydatil. V téchto dnech si vyménily dele-
gace tradi¢ni upominkové darky.

Mimo spole¢né exkurze se zZaky méli delegati samostat-
nou exkurzi dne 13. 7. Prohlédli si krasny kostel v Siimegu
i zficeniny stejnojmenného hradu. Po silnici pochazejici
z fimskych dob dojeli do Sarvaly, kde v krdsném prostredi
v myslivné poobédvali. Pak navstivili krasovou jeskyni
v Tapolce a po koupani v Balatoné se vratili do Hévizu.
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Bouflivd a dlouhd byla obé posledni zaseddni jury dne
18. 7.; zavérelné zasedani skoncilo az ve 23.15 h. ObtiZzné
bylo zejména stanovit hranice pro I., II. a III. cenu (na-
konec se urcily hranice 37, 30 a 19 z dosazitelnych 40 bodua
pro zaka). Dale byla obtiznd uloha rozhodnout o udéleni
zvlastnich cen za vynikajici feSeni. Byly ustaveny zvlastni
komise, ale pfi rozhodovani se navrhy komise pro 4. tlohu
znovu prezkoumadvaly. Ukdzalo se nakonec, Ze 1., 2. a
5. uloha neposkytovaly Zadnou pfilezitost k elegantnimu
feSeni, 3. uloha byla pfili§ obtiZzna a nevhodna. 6. tloha
obtizna, ale vhodna. Nejvice bylo diskusi kolem 4. tlohy.
Vysledek jednani byl tento: byla udélena jedna zvlastni
cena za 3. Ulohu, 4 zvlastni ceny za 4. Glohu (mezi nimi
jedna Cs. uCastniku Cernému) a 2 zvlastni ceny za 6. ulohu.
V zdvéru zasedani prednesl Cs. delegat na zdkladé pisem-
ného piislibu obou ministerstev $kolstvi CSSR pozvdni
na XIII. MMO do CSSR na rok 1971. Zaroven rozdal
vSem pritomnym delegatim ndorh nového statutu, podle
kterého ma byt XIII. MMO organizovana. V Zivé diskusi,
ktera se rozvinula v no¢nich hodinach, se ukazalo, Ze bude
tfeba poslat vSem ucastnickym zemim XII. MMO, ale
i Belgii, Finsku a Itdlii novy, podrobnéjsi vysvétlujici
dopis o nové koncepci olympiad, zejména o volitel-
nosti uloh. Je tfeba podotknout, Ze mezindrodni jury
jednohlasné piijala pozvdni CSSR a celkem se vyslovila
kladné k chystanym zméndm ; definitivni stanovisko k né-
vrhu statutu mély sdélit jednotlivé zemé poradatelské ze-
mi (tj. CSSR) do 31. 10. 1970.

Dne 19. 7. se pfemistili vSichni ucastnici vlakem (Ba-
laton-expresem) do Budapeiti a ubytovali se vSichni
v internaté — hotelu Universitas. 20. 7. rano byla pro-
hlidka mésta pro delegaty, jejich zastupce i Zaky, vecer
byla velmi pusobiva projizdka osvétlenou Budapesti
(zejména Margitin ostrov s vodotryskem, Buda, kralovsky
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zamek a citadela se sochou Svobody). Jinak bylo dne
20. 7.1 21. 7. (aZ do 16 h) volno na prochazky a nakupy.

V 16 hod. usporadal v technické université naméstek
ministra Skolstvi Lugossy Jend malou recepci pro dele-
gaty a pak nasledovala zavérecnd slavnost za pfitomnosti
vSech ucastnikd (anglické druZstvo se vSak nezucastnilo,
nebot pfedcasné odjelo) XII. MMO a dalsich hosti. Za-
hajil ji prof. Surdnyi, promluvil ndméstek ministra, ktery
zduraznil spolecensky vyznam olympiad pro porozuméni
mezi narody a upeviiovani miru. Pak osobné rozdal dip-
lomy (ceny) vitézum; kaZdy ucastnik dostal upominkovou
obrazovou publikaci. Za delegaty pak podékoval vedouci
Cs. druzstva, prfipomnél vyznam védecké analyzy mate-
matického nadani pro soucasnou spolecnost i pokrokové
ideje ¥. A. Komenského o demokratizaci vzdélani, které
realizuji zejména socialistické staty. V zavéru opakoval
pozvani vsech uclastnickych zemi do CSSR na XIII.
MMO.

Vecer 21. 7. se konala spolecnd vecefe vsech tiCastnikd,
ktera vyznéla v opravdu pratelskou besedu mezi delegaty,
jejich zastupci 1 zaky.

Réno dne 22. 7. se pocaly delegace rozjizdét. Jako jedna
z prvnich odjela v 7.50 h. rychlikem Hungaria ¢s. dele-
gace; 22. 7. vecer byli uz vsichni Cs. ucastnici XII. MMO
ve svych domovech.

Pfi celkovém hodnoceni je tfeba uznat, Ze soutéz byla
dobfe piipravena, a to po strance odborné i spoleCenské.
Zaroven se vSak ukazalo, Ze maji-li se MMO udrZet, bude
asi tfeba pfipustit volitelné ulohy, nebot koncepce $kol-
ské matematiky se v mnoha zemich velmi rozchazeji.

Pokud jde o vysledky druZstev, dava neoficialni ,,zebricek*
toto poradi zemi (v zavorce jsou polty dosaZenych bodi):

1. Madarsko (233), 2. a 3. SSSR a NDR (221), 4. Jugo-
slavie (209), 5. Rumunsko (208), 6. Velka Britanie (180),
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7. a 8. Bulharsko a CSSR (145), 9. Francie (141), 10.
Svédsko (110), 11. Polsko (105), 12. Rakousko (104), 13.
Holandsko (87), 14. Mongolsko (58).

Celkem bylo udé¢leno 65 cen, a to 7 prvnich, 11 dru-
hych, 40 tietich a 7 zvlaStnich. Rozdéleni cen mezi jednot-
livé staty ukazuje tabulka 1 (stity jsou oznaleny mezi-
narodnimi zkratkami a uvedeny abecedné):

Tabulka ¢ 1
Sut | ABG|CS|D| F|GB H|MNL|PL|R | § SUYU
Lo |—|—|=|1|=|1]|3]|=|=|=|=]|=]2]=
R NN
mL |13 4|4l4al6|3|1]1|1]al2]|3]3

Z byvale »silné pétky se stala ,,silnd Sestka*: patfi do
ni tyto staty: NDR, GB, H, R, SU, YU. Ceskoslovensko
vede s Bulharskem slab31 skupinu (vS$imnéte si rozdilu
poctu bodu mezi V. Britanii a %SSR') Staty silné¢ Sestky
ma11 lepe pfipravené zaky. Z rozhovorus delegéty je patrné,
ze vyznamnou roli hraji matematické skoly (mkoh t¥idy),
kde v ufebnim planu je 10 hodin matematiky i vice a kde
vyucuji hlavné vysokoskolsn ucitelé. Takovéto $koly uz
zavadi 1 Bulharsko. Pro nds z toho vyplyvéd jednoznalné
poucent: zfidit v CSR i SSR aspoii po jedné matematické
skole, a to co nejdfive.

Tabulka 2 vysledkt naseho druZstva ukazuje jasné, Ze
mame nadé&jné talenty mezi mladsimi Zaky, ale Ze se tito
74ci memohou rozvinout, nebot droven vyucCovéani je
i v tzv. specidlnich tfidach pomérné nizka.
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Pro

uplnost uvadime je$té seznam clent mezindrodni

jury, tj. seznam téch ucastnikd, ktefi méli pravo hlasovaci
(bohuzel se piili§ Casto hlasovalo):

1.
2.

10.

11.
12.

13.

14. &

15.

16.
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Akademik Hajés Gyorgy, predseda

Prof. Surdnyi Janos, doktor Akademie, mistopted-
seda

Vedouct delegaci ucastnickych stdti:

. Thomas Miihlgassner, prof. redl. gymnasia Eisen-

stadt, A

. Kiril Docev, docent mat. fakulty university v Sofii,

BG

Jan Vysin, docent mat.-fyz. fakulty UK v Praze, CS
Dr. hab. Helmut Bausch, Ném. akademie véd, NDR

. André Warusfel, profesor lyceg Louis le Grand,

Patiz, F b
Dr. Bryan Tfwvaites, Westfield College, London, GB

. Hodi Endre, technicky poradce Mad. optickych za-

voda v Budapesti, H

UrZincerendijn SanZimjatov, Mongolska statni uni-
versita v Ulanbatoru, M

Ary van Tooren, inspektor stfednich $kol, Haag, NL

Andrzej Makowski, lektor Matematického tstavu
university ve VarSavé, PL

Gleb Simionescu, ustfedni inspektor min. Skolstvi
v Bukuresti, R

ke H. Samuelsoon, Matematicky ustav university
v Goteborgu, S

Michail Ilji¢ Serov, Karelsky pedagogicky institut
v Petrozavodsku, SU

Dr. Milenko Stekovid, profesor strojni fakulty uni-
versity v Sarajevu, YU



2. RESENf SOUTEZNICH ULOH

Proni den soutéZe (13. Cervence 1970)

(Doba uréend pro vypracovani jsou 4 hodiny)

1. Uvnitf strany 4B trojuhelnika ABC je dédn bod M.
Oznaéme ry, 7y, r poloméry kruZnic vepsanych po fadé
trojuhelnikim ACM, BCM, ABC. Oznac¢me dale g, 0y, 0
poloméry kruznic, které jsou po radé vné vepsdny tymz
trojuhelnikim a které lezi v ahlu <t ACB. DokaZte, Ze plati

8.4 RS N (Polsko; 5 bodi)

o e e |
RESENI{. Situace je znizornéna na obr. 42 a,b. Pti

oznaceni z obr. 42a dostaneme

c

|

|
N/
\|/ ‘
Xr K

Obr. 42a
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Obr. 42b

p

AT:rcotg%, BT — rcotg—%,

AU = p cotg (%—%) = @tg%,

_ ™ By, el
BU—gcotg(2 2)—\gtg2.
Protoze AB = AT + BT = AU + BU, je
o
LA . (1)

cotg * B
g 2 -+ cotg 5
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Vzorec (1) upravime podle souctovych vzorcl pro sinus

sin — sin ﬁ
r 2 2 o
T2 2 _gliegl. @
¢ cos % cos B
2 2

Oznadime-li <t AMC = 6, je <x BMC = = — 6 a podle
(2) vyjde

__rL_._t it_éq i—t ﬁt nwém
91—g2g2: Qz_gzg 2 -
o)
=tg%.c0tg7. (3)

Vynasobime-li podle (3) a pfihlédneme k (2), dostaneme
vyslednou formuli.

2. Budte a, b, n ptirozend Cisla vétsi nez 1. Cisla a, b
jsou zéklady dvou Cciselnych soustav. Cisla 4,, B, maji
totéZ vyjadieni

XpXp—1 « + « X1X0
v obou dCiselnych soustas&échd.q zékladech a, b; pfitom
X0s X15 « + o Xp_15 X jSou Cifry a plati x, ; # 0, x, # 0.
Cisla, ktera dostaneme z A4,, B, vynechinim cifry x,,
oznacime po fadé A4, ;, B, ;. MG

Dokazte, Ze je a > b pravé tehdy, kdyz plati -
Auws _ B,y

4, =B,

RESENTI. K zapsani &isel A,, By, A, 1, By, uZijeme
polynomickych funkci. Ozna¢me
f(@) = xpt™ + % "1 ...+ 22 + X
8t) = Xp " P Xy o™ 2 L x X

(Rumunsko, 7 bodtr)
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Je tedy
An =f(a): B, = f(b)3 An——l = g(a)a

By = g(b) . (D
Miéme dokazat oboustrannou implikaci
8() _ &)

>Sbe < oo - 2

A O NN (O %

ProtoZe pro ¢ > 0 je f(r) >0 a g(r) >0, je i f(a) >0,
g(a) > 0. Dukaz implikace (2) je tedy ekvivalentni s di-
kazem implikace
a > b < g(a) f(b) — f(a) g(b) < 0. 3
Diikaz muZe pokracovat takto:
ProtoZe je f(r) = g(t) + x,t", je
8(2) f(6) — f(2) g(6) = xn(g(c) . b" — g(b) . a"). (4
Dokazeme snadno, Ze pro kazdé %k << n plati pro
a>b>0
akb™ — bka™ < 0.
Skute¢né
akb" — b¥a" = a*pk(b"* — q"*) < 0.
Z toho plyne, Ze g(a)b™ — g(b)a™ < 0 a podle (4) je véta
. dokézana.
3. Posloupnost redlnych Cisel ag, ay, gy « oy apy oo
spliluje podminky
l=g=ag,=a,=...=Za,=.... €))
Posloupnost {b,} je definovdna vzorcem

b,,:Z(l——a";—:). V%;. n=1,2..)

k=1

I. DokaZte, Ze pro vSecka pfirozena Cisla # plati
0=b,<2.
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II. Je-li ¢ &islo z intervalu 0 =< ¢ << 2, pak lze najit ta-
kovou posloupnost {a,} splitujici podminky (1), Ze v od-
povidajici posloupnosti {b,} plati b, > ¢ pro nekonecné
mnoho indexti #. DokaZte. (Svédsko, 8 bodtr) |

RESENI. I. Protoze _“2;1 <1,je b, = 0 pro viecka n.
k

Oznalme | a; = 2 a provedme tuto upravu

(1- ) Lt (L 1)
o o o« o
S (L 1) (L 1)
A Xgp—1 23 -1 Xk

2
= () s - w) =2l - 2)
x k Og—1 293 Og—1 Oy

tedy pro kazdé pfirozené Cislo % plati

(1 — f‘_z,.@z—i)L <2 (-,‘ L ,1_) .
o /oox X1 73

Selteme-li tyto nerovnosti pro k=1, 2, ..., n, dosta-
neme

bngz.(L__lv | :2(__1:__~._L_) <2.

%o %n l/ao Van

II. Zkusme zvolit za a, rostouci geometrickou posloup-
nost.

Zvolme (Cislo d, pro které plati 0 << d << 1 a poloZme
ar = d ¥, neboli a, = d2*. Pak je

2 2—-2k
(1— “’H)i - (1-%).%:(1—412).&

0‘% Oy
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a tedy

by ——Z(l—d2)d"——(1—d2)2d’“

k=1
—a-a.a. =L

neboli
by =d(l +d)(1 —ad"). (1)

Je-li 0 = ¢ < 2 a ma-li platit b, > ¢, musi byt
dl+d)(1 —d") >c,

tj.

c

l—d" > ra

tj.

" . Cc
ar < 1 R 2

Je jesté tieba dokazat, Ze ke kaZzdému c¢ z intervalu 0 <
=< ¢ < 2 lze zvolit takové d z intervalu 0 < d < 1, Ze

c . .
&islo 1 — m J€ kladné.
Podminka 1 — d(l ) > 0 je ekvivalentni s pod-
c .
minkou F(E)) < 1 neboli s podminkou
a2+d>c. 3)

Funkce y = d? + d je zndzornéna grafem na obr. 43.
Tento graf je parabola, ktera protina osu d v bodech
[—15 0], [0,0] a prochazi bodem [1; 2].

Z grafu je patrné, Ze pro kazdé 0 = ¢ << 2 protind pfimka
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[1.2]

|
|
1
| -
|
|
|
|
|
|

1
LI
N
I
Il
L
L
|
L

[10] ~——| 0] (0]

Obr. 43

= ¢ parabolu v bod¢, jehoZ soufadnice d, je z intervalu
< d < 1. Je to dislo

b=5 (TH&—D <, (T+42-1D=1.

Zvolime-li d tak, %e d; < d < 1, je nerovnice (3) splnéna
a protoze {d"} je nulova posloupnost, spliiuji vSecky jeji
Cleny od urditého poclinaje nerovnost (2), tj. pro vSecka
pfislus$nd » plati b, > c.

y
0

Druhy den soutése (14. Cervence 1970)
(Doba uréend pro vypracovani je 4 hodiny)
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4. Urlete vSecka pfirozend Cisla n, kterd maji tuto
vlastnost: MnozZinu {n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5}
Ize rozloZit ve dvé podmnoZiny bez spole¢ného prvku tak,
Ze soulin vSech prvki jedné z téchto podmnoZin je roven
souCinu vSech prvktl druhé podmnoziny.

(CSSRy 6 bodi)

RESENI. Oznatme E = {n, n+1, n42, n+3, n-t+4,
n+5}, E;, E, obé hledané podmnoZiny. Ziejmé je E; +#
+ 0, E, 0, E; n E, = 0, E; UE, = E. Zadna z pod-
mnoZin E,, E, neni jednoprvkova, nebot pro nejvétsi
¢islo z E, tj. pro » 4 5 plati

m+2)y(n+3)—(n+5) =
=n2+4dn+1>0.
Lze tedy hovofit o soucinu vSech prvka E, i E,.

BudiZ p prvodlinitel &isla a € E; pak existuje aspori
jedno Cislo b € E (b # a), jehoZ prvocinitelem je p. Pro-
toze 5=la—bl=p.k je p =5, t.

pje 2 nebo 3 nebo 5 .
Je zfejmé, Ze 5 muZe byt prvocinitelem jediné Cisel 7,
n + 5 (jinak by E neobsahovala dva ndsobky pé&ti).
Mnozina

F= {nt+l,n+2, n+3, n+4}
obsahuje tedy jediné {isla tvaru 2* 3, Mnozina F vSak
obsahuje zfejmé dvé Cisla sudd a dvé lichd. Obé licha
Cisla z F muZeme tedy napsat ve tvaru
37, 39.

Avsak |37 — 3% < 4; protoze 37 — 3% je &islo sudé, je
|37 — 3% = 2. Zvolime-li oznadeni tak, aby bylo y > 4, je
3 —3=3.N=2;
pfitom N je pfirozené {islo; to je vSak nemoZzné.

Uloha je tedy nefesiteln4.

158



5. Pata E vySky DE Ctyfsténu ABCD je prisecik vysek
trojuhelnika ABC; dale je BD | CD. -

Dokazte, Ze plati
(AB + BC + CA)* =< § AD?* + BD?* + CD?).
Urcete vsecky Ctyfstény, pro které nastane v pfedchozim
vztahu rovnost. (Bulharskos6 bodit)
RESENT (obr. 44). Plati (DE | AB) A (CE | AB);
proto (CDE) | AB a odtud déle
CD | AB. (1)

D
<l

a (]

Obr. 44 B

Vztah (1) plati i v pfipadé, ze E = C, tj., ze body C, D, E
neurcuji rovinu, nebot pak je CD = DE.
ProtoZe AB | CD podle (1) a BD | CD podle pfed-
pokladu, je (ABD) | CD. Odtud plyne
CD | AD. (2)
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ProtoZe v (l)k;i v predpokladu lze vyménit body B, C,
plati to i v (2), tj.
BD | AD.
Ctyistén ABCD mi tedy viecky tfi sténové thly pii
vrcholu D pravé. Podle Pythagorovy véty (pro A ABD,
BCD, CAD) dostaneme
AB? 4+ BC? + CA* = 2(AD? + BD? + CD?)

nebo pfi obvyklém oznaceni stran A ABC

6(AD* + BD? + CD*) =3(a*+ b2+ ¢¥). (3)
Dile 3a® + 362 + 3¢ — (@4 b+ ¢)*> = (a — b)? +
+ (b — ¢ + (c — a)% tj. podle (3)

6(AD? + BD? + CD?) =
=(@a+b+cP+(a—0b)2+ (b— )2+ (c— a3

Odtud plyne tvrzeni obsazené v textu ulohy. Rovnost
nastane, pravé kdyz a = b = c.

6. V roviné je diano 100 bod?, z nichZ Zadné tii neleZi
v pfimce. VySetfujeme viecky trojhelniky, jejichZ vSecky
tf1 vrcholy jsou nékteré z danych bodd. — o~

DokaZte, Ze nejvyse 70 %, vSech téchto trojihelnikil jsou
trojihelniky ostrouhlé.
(SSSR, 8 bodi)

RESENI{. Oznatme T, pocet viech trojuhelniki, da-
nych systémem #z nekolinedrnich boda, O, poclet vSech
ostrotthlych trojihelnikti danych tymz systémem:.
DokaZeme lemmu

O, =aT, = Oy <aTyy,.
Ze systému z + 1 bodd vynechdme po fadé 1., 2. az
(n + 1)-ty bod; pfislusné polty vSech trojahelnika
(ostrouhlych trojuhelnikd) v téchto » + 1 systémech
o n bodech oznalime T,; Ok =1, 2, ..., n+ 1).
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Pak plati
Tnl + Tnz + o e + Tn, n+1

T?H'l == n — 2 5
°n+1 = onl ‘|“ onzn“ll:—z . + on, n+1 s (1)

nebot kazdy trojuhelnik (ostrouhly trojahelnik) je za-
hrnut do (n 4+ 1) — 3 = n — 2 systémid. Podle pfed-
pokladu plati O,, < aT,, specidlné

onkéaTnk, k:1,2,...,n+1. (2)
Dosadime z (2) do druhého vzorce (1) a dostaneme

T+ Tt oo+ Town g

n—2 n+l ¢

O1=a
Tim je lemma dokazangy)

Protoze je T, =4, O, =3,

o, .
<
T = 0,75 tj.

4
a = 0,75. Dale je T; = 10, a teda podle lemmy O, <
= 0,75.10 = 7,5, neboli O; < 7, $5 = 0,7 &ili 709,
tj.a <70 9%,.
Indukci se dokédZe pro libovolné 7 (tedy také » = 100).

5
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Priloha 1

POMOCNA STUDIJNI LITERATURA

Edice ,,Skola mladych matematika* (vyddva nakla-
datelstvi Mlada fronta)

. Hradecky — Koman — Vysin: Nékolik uloh z geometrie jednodu-

chych téles (3 Kés)

. Jifi Sedlatek: Co vime o piirozenych &islech (1,50 K&s)
. Jaroslav Sedivy: Shodnd zobrazeni v konstruktivnich wlohdch

(2,60 K¢&s)
Miroslav Sisler — Jifi Jarnik: O funkcich (1,80 K&s)
Franti$ek Vesely: O nerovnostech (2,50 K¢s)

. Rudolf Vyborny: Matematickd indukce (2 K<s)

. Jaroslav Sedivy: Podobnd zobrazeni (3 Kés)

. Jifi Vana: O rovnicich s parametrem (2 K¢&s)

. Jan Vy8in: O konvexnich utvarech (3 K&s)

. Jiri Sedlacek: Faktoridly a kombinacni Cisla (3 Ks)

. Josef Holubat: Geometrickd mista bodu v prostoru (2 Kcs)

. Karel Havli¢ek: Prostory o vice dimensich (3 K¢s)

. Miroslav Sisler — Josef Andrys: O fefeni algebraickych rovnic

(4 K¢s)

. FrantiSek Vesely: O délitelnosti Cisel celych (4 K&s)
. Milan Koman: Geometrickd mista vySetiovand metodou souradnic

(3,50 K&s)

. Stanislav Hordk: KruZnice (4 K¢s)

. Jaromir Hronik: Ulohy o maximech a minimech funkci (3 K&s)
. Karel Havli¢ek: Analytickd geometrie a nerovnosti (4 Kés)

. Jiti Jarnik: Komplexni Cisla a funkce (3,50 Kés)

. Bruno Budinsky — Stanislav Smakal: Goniometrické funkce

(4,50 K&s)
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21.
22,
23.
24.

25.
26.
27.

©O 00 N o U

10.
11.
12.
13.
14.

Alois Apfelbeck: Kongruence (6 Ké&s)

Tibor S%lét: Dokonalé a spriatelené isla (4 K&s)

Jaroslav Moravek — Milan Vlach: Oddélitelnost mnogin (6,50 K¢s)
Jan Gatial — Milan Hejny: Stavba Lobaclevského planimetrie

(7 K¢&s)

Leo Bukovsky — Igor Kluvanek: Dirichletov princip (6 Kis)
Karel Hrusa: Polynomy v moderni algebie (8 K¢s)

Stanislav Horak: Mnohostény (8 K<s)

Ve vydaviani téchto svazecku se pokracuje.

. Knizky dalsich nakladatelstvi
. Hru$a — Kraemer — Sedld¢ek — VyS$in — Zelinka: Prehled ele-

mentdrni matematiky (vydalo Statni nakladatelstvi technické litera-
tury, cena 25 K¢s)

. Medek — Misik — Salat: Prehlad stredoskolskej matematiky (vy-

dalo Slovenské vydavatelstvo technickej literatury, cena 13,20 K&s)

. Kraemer a kol.: Sbirka feSenych iiloh z matematiky pro 6. a2 8. roé-

nik (vydalo Statni pedagogické nakladatelstvi, cena 7,50 K¢s)

. BroZury matematické olympiddy, kterych dosud vyslo 19, obsahuji

vzdy texty a feSeni tloh z jednoho ro¢niku soutéze. V brozurich na-
jdete fadu zajimavych uloh, jejichZ feSenim si jednak prohloubite
své védomosti, jednak se sezndmite s riznymi metodami feSeni.

. Hru$a — Sedlagek: Resené wlohy z matematiky (vyd. Statni nakla-

datelstvi technické literatury, cena 6,70 K¢&s)

. Jarnik — Sisler: Jak ¥esit rovnice a jejich soustavy (vyd. Statni na-

klad. technické literatury, cena 9,40 K¢&s)

. Sedlacek: Nebojte se matemariky (vyd. Statni naklad. techn. litera-

tury, cena 5,50 K¢&s). Tato knizka vysla letos znovu.

. Hrusa a kol.: Uvod do studia matematiky (vyd. Statni ped. naklad.,

cena 8,40 K¢s)

. J. B. Dynkin — V. A. Uspenskij: Matematické besedy (vyd. Stat.

naklad. techn. literatury, cena 20,50 K¢s)

Lidskij a kol.: Ulohy z elementdrni matematiky (vyd. Stat. pedagog.
naklad., cena 19,50 K¢s)

Juraj Bosék: Rovnice a nerovnosti (vyd. Slov. pedagog. nakl., cena
4 K¢s)

Jiti Kast: Sférickd trigonometrie (vyd. Stat. pedagog. nakl., cena
9,50 K¢s)

Petr Benda a kol.: Sbirka maturitnich piikladic z matematiky (vyd.
Statni pedag. nakl., cena 6 K&s)

Miroslav Mensik: Geometrické zdklady fotogrammetrie (vyd. Statni
pedagogické naklad., cena 9,50 Kés)
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Mimoto upozoriiujeme na knizky sovétského autora
Perelmana ,,Zajimava aritmetika‘, ,,Zajimava algebra‘c,
»Zajimava geometrie, které vysly v cCeském prekladu
v nakladatelstvi Mlada fronta; jsou zvlasté vhodné pro
porddani matematickych besed a vecert. Z pfirucek o dé-
jinach matematiky uvadime:

1. I. Depman: Besedy o matematice (¢esky preklad vyd. Stat. peda-
gog. naklad., cena 5,70 K¢s)

2. Fr. Balada: Z dé&jin elementdrni matematiky (vyd. Stitni pedagog.
naklad., cena 12 K¢&s)
3. Dirk J. Struik: Dé&jiny matematiky (vyd. Orbis, cena 11 K¢&s)
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P¥iloha 2

SEZNAM EXPERIMENTALNICH
MATEMATICKYCH SKOL

ZDS, Praha 8-Karlin, Ly&kovo ndm. 6,
ZDS, Praha 3-Vinohrady, Jifiho nam. 8,
ZDS, Brno, t¥. kpt. JaroSe 14,

ZDS Brno-Lesna, Hakenova 24,

ZDS Brno, Stanikova 14,

ZDS Liberec I, Lesni 14,

ZDS§, Brat151ava, Kosicka ul.,

ZDS, Bratislava, Kvacalova 18,
Gymnasium, Praha 3-Zizkov, Sladkovského nam. 8,
Gymnasium, Brno, tf. kpt. Jarose 14,
Gymnasium, Bratislava, Novohradska.
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Priloha 3

SEZNAM EXPERIMENTALNICH
MATEMATICKYCH TEXTU¥)

Hrusa: Navrh modernizace, pro 1.ro¢., Kés 5,40 (4,—)

Hrus$a: Navrh modernizace, pro 2. roc., K¢s 5,40 (4,—)

Hrusa: Navrh modernizace, pro 3. ro¢., Kés 8,— (6,—)

Hrusa: Pracovni listy, pro 1. ro¢., K& 15,80 (11,80)

Hrus$a: Pracovni listy, pro 2. roé., K& 19,20 (14,40)

Hrusa: Pracovni listy, pro 3. ro¢., Kés 22,— (16,60)

Taisl—Kast: Matematika, pro 4. roc., Kés 13,60

(10,20)

Taisl—Koman: Matematika, pro 5. ro¢., K& 23,20

(17,40)

Vys$in: Uvod do mnoZ. matematiky I., K& 28,80

(21,60)

. Vysin: Uvod do mnoZ. matematiky II., K& 29,60
(22,20)

11. Koman— Tai$l: Matematika, pro 6. ro¢., I., K& 34,—

(25,40)

12. Koman: Matematika, 6. ro¢., II., K& 20,80 (15,60)

13. Koman: Kombinatorika, Ké&s 9,40 (7,—)

14. Dlouhy: Relace, Ké&s 17,60 (13,20)

15. Hijek a kol.: Zlomky, Kés 21,40 (16,—)

16. Vysin: Zobrazeni, K¢s 18,— (13,60)

17. Dlouhy: Matematika, pro 7. ro¢., I., K& 19,— (14,20)

18. Vysin a kol.: MnoZiny a relace, K& 20,40 (15,40)

19. Vysin: Nezapornd raciondlni ¢isla, Kés 14,20 (10,60)

Y ® NoukBNbe

p—t
(=]

*) Uvedené texty mozno objednat na adrese: Kabinet pro moderni-
zaci vyucovani fyzice CSAV, Zitna 25, Praha 1-Nové Mésto. Clenové
JCSMF mohou uplatnit slevul
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. Vysin: Rovnice, K& 10,80 (8,—)

. Cech— Blazek: Obrazce, Ké&s 9,20 (7,—)

. Dlouhy: Redlna ¢isla, Kés 24,— (18,—)

. Hrusa: Operace v mnoziné reéln}’rch disel, Kés 18,40

(13,80)

. Vysin: Mnoziny bodu a grafy relact, Kés 22,80(17,20)
. Vysin: Stereometrie, K¢s 18,— (13,60)

. Vysin: Grupy, K& 12,60 (9,40)

. Vysin: Funkce, K&s 10,40 (7,80)

. Sedivy: Matematika pro 1. ro¢. g., I., K& 12,80 (9,60)

. Sedivy: Matematika pro 1. ro¢. g., II., K¢ 13,40
(10,—)

. Sedivy: Zobrazeni, funkce a operace, I., K& 12,20
(9,20)

. vyt. Algebraické struktury, text pro zaky, Kcs 7,20

(5,40)

. vyt. Algebraické struktury, pro ucitele, Kcs 13,40

(10,—)

. Vysin: Aritmetika a logika

. Vysin: Geometrické struktury I.

. Vysin: Metoda soufadnic

. Dlouhy: Matematika pro sedmy ro¢nik, II.
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