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Predmluva

Mili mladi ptatelé,

jako kazdoro¢né pouZzivame i letos pfedmluvy, abychom
si s Vami pohovorili o nékterych zdvaznych otazkich
matematické olympiady.

1. Komentarie. V této broZufe jsou zpracovana poprvé
feseni pfipravnych i soutéznich dloh I. kola pro kategorie
Z a B novym zpusobem. Navazujeme tim na komentafe,
které dostali Vasi ulitelé a pracovnici MO a které —
strucné feCeno — obsahuji nékteré ndvrhy, jak uvést Zdky
do feSeni uloh. ProtoZe nasi broZuru budou &ist i Zici
a ucitelé, ktefi se nesezndmili s komentdfi v prubéhu
XX. ro¢niku MO, otiskujeme je v upravené formé v této
brozufe. Komentdfe obvykle neobsahuji pfimo feSeni
uloh; vénuji se spiSe otdzce ,,jak na to?* a obsahuji vie-
lijaké uvahy kolem pfislusné ulohy: jaké mohou byt jeji
varianty (obmény), zobecnéni, jak se sestrojuji ulohy
podobného typu, co je principem feSeni apod. Pro upl-
nost je komentaf ke kazdé tuloze I. kola kategorii Z a B
doplnén feSenim — ovSem uZ jen zcela struénym.

Doufdme, Ze se tato novinka osvédcli, Ze ji pfivitaji
Zaci 1 ucitelé. Prosime Vis, abyste nam o tom napsali
své minéni.

2. Kategorie C. Na ziklad¢ fady podnétl z fad pra-
covniki matematické olympiddy byla obnovena pocinaje
XXI. ro¢nikem karegorie C soutéze MO urlend pro Zaky
1. roéniku vybérovych $kol II. cyklu. Toto rozhodnuti
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winil UVMO na svém podzimnim zaseddni r. 1970
s odivodnénim, Ze je takika nemoZné vybrat soutéZni
ulohy tak, aby vyhovovaly zarovenl zkuSenéj$im a pokro-
Cilejsim zakum II. ro¢niku a ,,prviiaCkim* gymnasu
a odbornych 3kol, ktefi nedévno pr1sh ze ZDS a jestd
si ani nezvykli na nové zpusoby prace a abstraktnéjsi
charakter studia. PfiliSnd narocnost uloh kategorie B je
odrazovala od soutéZe a tomu chceme zabranit.

Jsme si oviem védomi, Ze obnoveni kategorie C samo
nezachrani situaci. Zici 1. ro¢niku $kol II. cyklu potifebu-
ji v studijnim I. kole pomoc svych ucitelii a nemusi se sty-
dét se ji doZadovat. Z této potifeby vznikly komentére,
o kterych jsme hovofili na zacitku.

3. Mezinarodni olympiada. Vysledky naSich repre-
zentantQ na XIII. mezindrodni olympiddé, ktera se konala
v r. 1971 v Ceskoslovensku (v Bratislavé a Ziling), jsou
zcela neuspokojivé. Jak je vidét ze zpravy na konci
broZzury, dopadli jsme velmi Spatn€ — nase druistvo
ziskalo jen 55 bodd, tj. ztratilo proti roku 1970 téméf
100 bodda. Ulohy XIII. MMO byly sice tezke, ale presto
je vidét pfi podrobném rozboru Zakovskych feSeni a vy-
sledkd, Ze péce o matematické talenty neni u nds na takové
vysi jako napf. v MLR, NDR nebo v SSSR a také, Ze nasi
studenti nemaji vzdy dost vile a vytrvalosti bojovat. Po
vzoru jinych socialistickych stati budeme pravdépodobné
usilovat o zfizeni matematickych $kol, které by mohly
zlepsit nasi situaci.

4. ,,Vy$si matematika“. Tato Cast pfedmluvy souvisi
s predchézejici. Pfirozenou touhou mladého ¢lovéka je,
aby se co nejdfive vyzul z détskych stfevicki a obul si
sedmimilové boty, které ho ponesou rychle kupiedu.
Tak je tomu také v matematice, bohuZel nékdy ke §kodé
spéchajiciho. Vime a chdpeme, Ze Vias nebavi stdlé pfemi-
lani stfedoskolské matematiky — ale neni jiné pomoci,
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naucit se ji musite, dokonce i mnoha partiim latky zcela
tradi¢ni. Uvédomte si, Ze i v ,,staré®, tradiéni matematice
je mnoho problémi jednoduse formulovanych, velmi
zajimavych, ale Casto velmi obtiZnych k feSeni. Naproti
tomu se i tzv. moderni matematika muze stat, ,,otravnou‘s,
kdyz se ji uci $patné; totéz plati i o tzv. vysSich partiich
matematiky. Uvédomte si, Ze kaZdy, kdo chce matemati-
ku dale studovat nebo aplikovat, musi mit jisté vieobecné
matematické vzdélani. Je trapny pohled na stfedoSkolaka,
ktery chce uZit k feseni $kolského problému parcidlnich
derivaci, ale véty o nich neovladd a nedovede aplikovat,
nebo na ucastnika MO, ktery ztroskotd na zcela jedno-
duché stereometrické uloze. UV MO se snaZi vyjit
vstfic Vasi touze naudit se nélemu novému; v knignici
SMM vychézeji svazeCky tzv. ovybérové fady, které
zna¢né vybocuji ze stfedoskolského uciva jak obsahem, tak
metodami. Ale prosime Vas: nepfehliZejte a nepodceiiujte
stfedoSkolskou matematiku, ani tu tradicni, a nepouZzivej-
te zejména pii soutéZich aparatu, ktery bezpecné neznate
a ktery neumite aplikovat. Chcete-li studovat néco dalsiho,
poradte se se svym ucitelem matematiky nebo se obratte
na UV MOj;sami si téZko vyberete vhodnou moderni
a pfistupnou knihu.

5. Matematicka logika. Posledni dobou pronikly
a pronikaji do vSech vybérovych, a dokonce i nevybéro-
vych $kol v zahraniCi i u nds elementy matematické logiky.
Tato skutecnost byla vynucena situaci, Ze malad exaktnost
diivejsiho vyucovani nestadi ani matematice samé, ani
jejimu eventudlnimu pouZiti. Precizovat mysleni v mate-
matice znamena bezesporu studovat asponi zaklady mate-
matické logiky. Nékdy se ovSem vyklad o logice vulgari-
zuje trividlnimi ilustraénimi pfiklady, déle se poznatkt
z logiky nikde nevyuZije a celd takova partie je pak pro
posméch. To nas vSak nemuZe odvratit od wsili naudit
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Z4ky, a zejména ty nadangjsi, v matematice pfesné myslit.
Ze 1 zdanlivé nevinné otazky v sobé mohou skryvat
zéludnosti a mohou byt podnétem k vdZnému zamysleni,
o tom svéd¢i dvé otazky, které predloZil na mezindrodnim
setkdni udliteld matematiky v Krakové v srpnu 1970
prof. Freudenthal. Otazky znéji:

a) Je totéZz: ,,nejstar$i malif mezi (Zijicimi) basniky*
jako ,,nejstarsi basnik mezi (Zijicimi) malifi®?

b) Je totéZz: ,,nejvétsic (ve smyslu proslulosti) malif
mezi (Zijicimi) basniky jako ,,nejvéts$i basnik mezi
(Zijicimi) malifi®?

6. Spoluprace SSM. V zivéru pfedmluvy konstatuje-
me s potéSenim, Ze spolupraice UVMO se Socialistickym
svazem mlddeZe se rozviji velmi slibné¢, mnohem lépe neZ
spolupriace s byvalou mlddeznickou organizaci. SSM
velmi pomohl pfiorganizaci XIII. MMO po strance orga-
nizaéné spoleCenské, odméiiuje vynikajici feSitele zvlast-
nimi rekrealnimi pobyty; jeho vydavatelstvi Mladd
fronta vydava a bude i nadéle vydivat pomocnou studijni
literaturu (SMM). Svaz pomahd zajistit soustfedéni
olympionikt, poméhd pfi propagaci MO v prostiedcich
hromadné komunikace, spolutcastni se vybérové soutéze
MO ve znalosti cizi studijni literatury apod.

Mili pfatelé, zminili jsme se tu o nékolika aktudlnich
otdzkich MO; vime, Ze mate mdalo ¢asu a mnoho z4jmu
i mimo matematickou olympiddu, vime vSak, Ze jisté
madte i mnoho dobrych nédpada. Budete-li mit n€kdy chut
a chvilku volného &asu, napiSte ndm o nich.

UV MO



I. O pribé&hu XX. ro¢niku
matematické olympidady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Pofadatelem soutéZze XX. rolniku byla ministerstva
$kolstoi CSR a SSR s Matematickym ustavem CSAV
v Praze (MU CSAV ) a Fednotou &. matematiki a fyzikil

JCSMF) za spoluprice s orgny Socialistického svazu
mlddege (SSM). Také XX. roCnik se Fidil statutem
uvetejnénym ve Véstniku MSK, ro¢. XIX, str. 126, 127,
smérnice 37 ze dne 30. IV. 1963.

Ministerstva Skolstvi CSR i SSR prodlouZila funkéni
obdobi tustiedniho vyboru matematické olympiddy
(UV MO ) jmenovaného v roce 1966 do konce roku 1970.
V lednu 1971 obé ministerstva vyslovila (aZ na jediny
pfipad) souhlas s ndvrhem YCSMF na sestaveni nového
UV MO pro dalsi funkéni obdobi a vydala prislusné
dekrety.

Zaci opét soutézili jen ve tfech kategoriich: v kategorii
A Zici I11. a IV. ro¢nika $kol II. cyklu, v kategorii B Zici
I. a II. roéniki kol II. cyklu a v kategorii Z Zaci IX. ro¢-
niku ZDS§. Bylo oviem moZné, aby Zak souté?il i v kate-
gorii vyss$i, nez do které studijné patfi; toho vyuZila fada
Zéka predevSim v kategorii 4.

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU MATEMA-
TICKE OLYMPIADY

Novy tstfedni vybor matematické olympiddy schvaleny
ptipisem ministerstva $kolstvi CSR ze dne 18. ledna 1971
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a ministerstva Skolstvi SSR ze dne 3. XII. 1970 pracoval
v tomto sloZeni:

Piedseda: Jan Vysin, CSc., docent matematicko-fyzi-
kélni fakulty KU v Praze

I. mistopiedseda: dr. Jozef Moraviik, CSc., odb.
asistent VSD v Ziliné

II. mistoptedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
vedouci védecky pracovnik MU CSAV v Praze

I. jednatel: Viastimil Machdéek, cdb. asistent pedago-
gické fakulty KU v Praze

II. jednatel: Ji# Mida, odborny asistent pedagogické
fakulty KU v Praze

Clenové:

Zastupce MS CSR: Faroslav Ldnik, tGstfedni $kol.
inspektor MS CSR, Praha

Zistupce MS SSR: Michal Zildy, tsttedni 3kol.
inspektor MS SSR, Bratislava

Zastupce UV SSM: Yana Pomazalovd, prof. gymna-
sia, Brno

dr. FrantiSek Béloun, vedouci matematického kabinetu
KPU v Praze

Milos Franek, profesor gymnasia, Prievidza

dr. Jozef Gruzka, Matematicky ustav SAV, Bratislava

dr. Milan Hejny, CSc., docent PF UK, Bratislava

FrantiSek Hradecky, odb. asistent MFF KU v. v., Praha

prof. dr. Milan Kolibiar, DrSc., profesor PF UK, Bra-
tislava

dr. Ivan Korec, odb. asistent PF UK, Bratislava

akademik Josef Novdk, vedouci vedecky pracovnik
MU CSAV v Praze

Vitazoslav Repds, feditel gymnasia, Bratislava

dr. Jiti Sedldcek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze

Fi#i Sidlo, zastupce feditele gymnasia, Praha
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Miroslav Smerda, ucitel ZDS, Bilovice nad Svitavou

FrantiSek Vesely, odb. asistent v. v., Praha

dr. Frantisek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze ,

iy

Dal3imi ¢leny UV MO byli pfedsedové krajskych
vybort matematické olympiady:

prof. dr. Viclav Pleskot, profesor CVUT v Praze

Ludmila Tréglovd, profesorka gymnasia, Ri¢any

Dr. Ing. Lada Variatovd, profesorka gymnasia, Stra-
konice

Véra Rddlovd, profesorka gymnasia J. Fulika, Plzefi

Karel Hnyk, odb. asistent ped. fakulty, Usti nad Labem

Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky KPU,
Hradec Kralové

Petr Benda, odb. asistent VUT FE, Brno

Josef Andrys, docent ped. fakulty, Ostrava

Viadimir ~ jJodas, odb. asistent PFUK, Bratislava

dr. Ladislav Berger, odb. asistent VSD, Zilina

Kwveta Honéarivovd, odb. asistentka PF UPJS, Kosice

Pracovni ptedsednictvo UV MO (PUV MO)
tvofili (v abecednim potadi): prof. dr. M. Fiedler, DrSc.;
VI. Machdéek; JF. Mida; dr. F. Moraviik, CSc.; dr.
J. Sedldiek, CSe.; 5 doc. §. Vysin, CSc.; dr. Fr. Zitek,
CSc. a zastupci MS.

3. SCHUZE UV MO

Plenédrni zaseddni ustfedniho vyboru MO, ktery fidi
tuto soutéZ, se konalo tradi¢né béhem XX. ro¢niku dva-
krat. Na proni schizi UV MO v Praze dne 10. a 11. pro-
since 1970 se seSel jesté stary UV MO. P¥i hodnoceni
priabéhu XIX. rolniku byl konstatovin velky ubytek
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soutézicich v kategorii B, a to pfedevsim z fad Zzaka
I. ro¢nikd. Po diskusi bylo vétSinou hlasi rozhodnuto
obnovit od XXI. ro¢niku soutéz v kategorii C. Usneseno
bylo rovnéZ centralné evidovat konani III. kol soutéZe
v kategorii Z; organizace i naplii soutéZe ziustava zcela
v rukou krajskych vybort MO. Mimo obvyklé body
programu (edice Skola mladych matematikii, hodnoceni
prazdninovych soustfedéni, konkurs YCSMF na tlohy
pro MO, zajisténi III. kola kategorie 4 apod.) projednalo
zasedani ptipravu XIII. mezindrodni matematické olym-
piddy, stav pfipravy jubilejni broZury k 20 letim MO
v CSSR a dalii organizadni zajiiténi pribéhu MO (jako
je jmenovani nového UV MO, finan¢ni zajisténi akcf).

Byla provedena téZ recenze modelii soutéZe MO v kate-
goriich A, B a Z. Tyto modely sestavily komise. UV MO
praci komisi ocenil kladn& a navrhl ji JCSMF k odméné-
ni. Projednany byly téZz ndvrhy na odmény za praci
v MO, které udéli MS v uplynulém roéniku i v jubilejnim
XX. ro¢niku, kdy by méla byt vyhlaSena poprvé i Zelin-
kova cena.

Druhd schize UV MO, ktera byla prvni schiizi nov&
jmenovaného orgdnu, se konala 7. a 8. kvétna 1971
v Pardubicich u piileZitosti III. kola kategorie 4. Jedndni
se tykalo pfedeviim pfipravy XIII. MMO v Ziling
(referoval dr. Berger), spoluprace s UV SSM (pfitomen
¥. Repis), zajisténi jubilejniho tisku a publikaci SMM
1 soustfedéni kategorie B v Rajnochovicich (referoval
dr. Fuka) a ptipravného soustfedéni pfed XIII. MMO
v Brandyse n. L. Byla ustavena komise UV MO pod
vedenim dr. Fr. Bélouna, ktera podle navrhi z KV MO
sestavi ndvrh odmén za prici v MO pro ob& MS. Byly
stanoveny rovnéZz terminy pro odevzdini feSeni tloh
v 1. kole XXI. ro¢niku.
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4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

ReSeni p¥ipravnych dloh I. kola odevzdivali souté%ici
vSech kategorii do 30. XI. 71; terminy odevzdéni souzéZ-
nich uloh 1. kola byly uspofadany tak, aby KV MO mohly
1épe zvladnout agendu a aby ve I1. kole (klauzurnim) byla
umoZnéna tdast soutéZicim i ve dvou kategoriich. Druhé
kolo kategorie A se konalo v sobotu 6. bfezna 1971,
kategorie B v sobotu 3. dubna 1971 a kategorie Z ve stie-
du 7. dubna 1971. Podminky pro pozvani soutéZicich do
II. kola byly stejné jako v XIX. ro¢niku. V kategorii Z
byla doba ¢tyf hodin k feSeni tloh II. kola rozdélena
prestavkou na dvé dvouhodinové casti.

Z priloZzenych tabulek je vidét v kategorii A4 jisty
pokles poctu ulastnikt I. kola; ve II. kole je tento pokles
jen nepatrny. V kategorii B (spojené i s byv. C) je celkovy
pocet tlastniki v XIX. i XX. roéniku prakticky stejny,
avSak znaCné niZ8i, nez byl v XVIII. rocniku soulet
poc¢tu ucastniki kategorii B a C.

Poté&sitelny je staly vzrust poctu uclastnikii soutéZe
v kategorii Z, kde komentidfe k tloham velmi mnoho
pomohly udlitelim pfi ziskdvani a pripravé soutéZicich.

Celostdtni I11. kolo kategorie A se konalo 7. a 8. kvétna
1971 v Pardubicich. Bylo vyhlaSeno 8 vitézl a 12 Gspé&s-
nych fesitela (viz piiloha B). VSichni vitézové a uspésni
feitelé III. kola obdrZeli od MS ceny a diplomy (jejich
seznamy byly zaslany vSem vysokym S$kolam); UV SSM
je odménil tydennim rekreanim pobytem v srpnu
v Tatréach.

Obtizny byl vybér ulastniklt pro pripravné soustiedé-
ni pted XIII. MMO, které se konalo od 21. do 28. Cerv-
na 1971 v Brandyse n. L. Tti z téch, ktefi pfichazeli
v uvahu, dali totiz pfednost ucasti na mezindrodni fyzi-
kélni olympiddé v Sofii. O XIII. MMO v Ziliné vydal
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organizalni vybor zvla$tni zpravu; jeji upravené znéni
je v kapitole VI. '

V réamci ptisobnosti KV MO bylo uspofadano III. kolo
kategorie Z v téchto krajich: v Praze, ve Vychodoleském,
Zdpadoslovenském a Stiedoslovenském kraji. PoCet Glast-
nikd, ktefi byli vitézi okresnich II. kol MO kategorie Z,
se pohyboval od 20 do 46; KV MO rovnéz vyhlaSovaly
vitéze a uspésné fesitele, které ve spolupraci se Skolskou
spravou i vhodné odménily.

5. POMOCNE AKCE

Skoleni ulastnikti kategorie A, urCené jako pfiprava
pred MMO, probihalo v Praze podle pfikladového mate-
ridlu ze svycarskych _olympiad, dopliiovaného vedoucimi
¥. Zemdnkem z MU CSAV a dr. M. Komanem, CSc.,
z pedagogické fakulty KU. Z téchto materidli Cerpala
i ostatni stiediska (Brno, Ostrava, Ttebi¢, Kosice, Plzen,
Zilina, Bratislava).
Soustiedéni uspésnych reSiteli MO a FO kategorie B
konalo se v Rajnochovicich od 13. do 28. ervna 1971
a bylo tedy Casové velmi zkracené. Rozdéleni do tfid M,
MF a F bylo rovnomérné.
V matematické tiidé piednaseli:
a) dr. Oldfich Odvdrko, odborny asistent MFF UK:
Booleovy algebry,

b) dr. Yaroslav Mordvek, MU CSAV: Algoritmy
a sloZitost uloh,

) dr. Petr Liebl, MU CSAV: Linedrni transformace
v roviné,

d) dr. Milan Koman, CSc., odborny asistent PF UK:
Metoda souiadnic v geometrii.

Ve tfid¢ matematicko-fyzikdlni se konaly pfednaSky
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b) a d); veCer pak bylo nékolik besed s matematickym
obsahem.

Soustfedéni probéhlo uspéSné, avsak jeho Casové
zkraceni a rozsifeni poCtu vyuCovacich hodin ze 4 na 5
v jednom dni nepovazu)e UV MO za tinosné. Pro poslu-
chale matematiky ve tfidich M a MF byla uspofddana
anonymni anketa zabyvajici se problematikou soustiedéni,
matematické naplné pfednasek a besed, zajmu jednotlivcd
i vztahu k MO.

Nazory studentt jsou velmi zajimavé a Casto zcela
bczprostfedni Lze fici, Ze hlavni pfednost soustfedéni
vidi v tom, Ze si rozsifili rozhled, ziskali nové poznatky
a impulsy a zejména dalsi povzbuzem k samostatnému
studiu matematiky. Ziskané védomosti pry se viak jen
malo bezprostredne uplatni v' MO (FO). Né&kteti studenti
ocefiuji i to, Ze se mohli sezndmit ,,s mnoha lidmi podob-
ného zaméfeni®, ,,s konkurenciou® apod. Citujeme na
ukazku tento hlas: ,,Setkani s chytrymi mladjfmi lidmi
z celé republiky je opravdu krésné (i kdyZ to zni frzovit€).*
Cenné jsou i pfipominky, tykajici se 1ednot11vych pied-
nasek i organizace soustfedéni, i kdyZ jsou Casto proti-
chiudné. Organizatofi matematické Casti soustfedéni se
budou snazit reagovat na vSechny poznatky, ziskané
v anketé, i kdyZ to nebude snadné zejména pro znalné
rozdilnou Groveni matematické pfipravy ucastnikii soustfe-
déni z jednotlivych kraja a skol.

6. STUDIJNI LITERATURA

Letaky s ulohami byly vyddny celkem bez zpoZdéni
(pro kat. A4, B 5000 kusti celostatné, pro kat. Z Cesky
i slovensky zvlast). Vcas byly ulohy publikoviny v Roz-
hledech matematicko-fyzikdlnich; v Matematice a fyzice
ve Skole vysly opozdéng.
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Po ukondéeni ro¢niku vysly v SPN Praha dlouho pfipra-
vované a olekdvané sborniky Vybrané ulohy z matematické
olympiddy, a to jak pro kategorii Z (autofi: doc. J. Vysin,
V1. Machdcek), tak pro kategorie B, C (autofi: prof. dr. Mi-
loslav Zedek, Berta Darikovd, dr. Alena Hartmanovd,
dr. Karel Holes, dr. FrantiSek Krutsky, Jana Petlachovd
a dr. Yarmila Sedldckovd).

Prvni kladny ohlas moZno dedukovat z toho, Ze prakticky
ihned po vyjiti byla znac¢na ¢ast nakladu rozebrana.

V nakladatelstvi Mladd fronta vySky dal§i dva svazky
edice SMM:

&. 28: Smakal — Budinsky: Vektory v geometrii;
. 29: FrantiSek Zitek: Vytvotujici funkce.

Dalsi dva rukop1sy jsou jiz také ve Vyrobe, tfi dal$i po
recenzich ma k dispozici redakéni krouZek pti PUV MO.

7. KONKURS JCSMF NA NAVRHY ULOH
PRO MO

V roce 1971 uplynulo 5 let od vyhlaseni tohoto nepie-
trzité probihajiciho konkursu. Od jeho zvefejnéni v roce
1966 do 30. zari 1971 bylo zaslano celkem 671 tloh,
pfi¢emZ recenzni fizeni bylo skonéeno u 615 uloh, z nichz
bylo pfijato a odménéno 390 uloh. BohuZel autorsky
okruh je znacné tizky — ulohy zaslalo pouze 76 autord.

V olympiddé se v soucasné dobé zadavaji témét vyhrad-
né ulohy ziskané konkursem. Ve XX. ro¢niku MO bylo
zaddno celkem 50 uloh, pfiCemZ pouze 4 neprochdzely
konkursem.
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Priloha A

PORADI USPESNYCH RESITELU II. KOLA
KATEGORIE B VE XX. ROCNIKU MO

(pokud neni uveden typ Skoly, jde o gymnasium, resp.
SVVS

Praha-mésto

Petr Hejl, 2. ro¢. Praha 1, Stépanskd; Jan Frynta,
2. rol., Petr Slacilek, 1. ro¢. a Miron Tegze, 2. roc.,
vSichni Praha 2, ul. W. Piecka; Jan Trlifaj, 1. roC. Praha 3,
Sladkovského; Dalibor Volny, Daniela Cepickd, Franti-
Sek Drasnar a Petr Jarolim, vSichni 2. ro¢., Praha 2, ul.
W. Piecka; Petr Dvoiék, 2. ro¢. Praha 3, Sladkovského;
Vladimir Komdérek a Ondfej Steffl, 2. rod., Praha 2, ul.
W. Piecka.

Stitedolesky kraj

Tom4$ Fiala, 2. ro¢. Pfibram; Jaromir Kukal, 2. rod&.
BeneSov; Petra Novotnid a Marie BarabaSovd, 2. rol.
‘Kladno; Vladimir Meier, 1. ro¢. Mlada Boleslav; Karel
Nalimédnek, 2. ro¢. Kutnd Hora; Ludmila Novotn4,
2. roC. Brandys; Miroslav Bartak, 2. ro¢. Kladno.

Fihocesky kraj

Karel Hordk, 2. roC. Strakonice; Pavel Kindlmann,
1. roé. a Zbynék Neumann, 2. ro¢. Ceské Budg&jovice;
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Josef Voldfich, 9. ro&. ZDS Stachy; Ludmila Hlava&ov4,
2. roC. Strakonice; Martina Liskovcovd, 2. ro¢. Téabor;
Pavel Novak a Josef Urban, 2. ro¢. Ceské Budéjovice.

Zdpadolesky kraj

Magda Foitova a Svatopluk Machalka, 2. roC. Plzei;
Jiti Zymak a Ladislav Peksa, 1. ro¢. Plzen; Karel Tesaf,
1. ro¢. Mar. Lazné; FrantiSek Zdk a Blanka Hnilicovi,
2. rol. Plzeni; Hubert Hasler, 1. ro¢. Plzen.

Severolesky kraj

Jiti Svoboda, 2. ro¢. Teplice; Helena Korbova a Vladi-
mir Spur, 2. ro¢. Liberec-Horni RiZodol; Jiti Hora,
2. roC. Zatec; Jan Holub, 2. ro¢. Teplice; Michal Eben,
2. ro¢. Usti nad L.

Vychodolesky kraj

Jaroslav Kucera, 2. ro¢. Pardubice; Ale§ Verner,
2. ro¢. Dobruska; Ladislav Solc, 2. ro¢. Broumov; Lud-
vik Bartosek, Jifi Mezina a Jifi Svoboda, 2. ro¢. Pardu-
bice; Jifi Limpuch, 2. ro¢. Hradec Kralové; Josef JeZek,
1. ro¢. Pardubice; Jan Fridrich, 2. ro¢. Chrudim; Zdenék
Dréabek, 1. ro¢. Lanskroun.

Jihomoravsky kraj a Brno-mésto

_ Miroslav Kmosek, 2. ro¢. Brno, tf. kpt. Jarose; Pavel
Sandera, 2. rol. Brno, Kienovi; Vitézslav Tichacek,
2. ro¢. KroméfiZz; Milan Jelen, 2. ro¢. Brno, Kfenovi;
Jifi Horék, 2. roé. Krométiz; Josef Mejzlik, 2. ro&. SPS
strojni, Ttebid.

Severomoravsky kraj

Jaromir Simsa, 1. ro¢. Ostrava, Smeralova ul.; Véclav
Janis, 2. ro¢. Roznov pod Radh.; Antonin Otdhal, 1. rod.
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Ostrava-Zabieh; Miroslava Foltynkova, 2. roC. Bilovec;
Petr Bulirsch, 2. ro¢. Ostrava, Smeralova ul.; Tomas
Zdrahal, 2. ro¢. Olomouc-Hej¢in; Jifi Hrano$, 2. roc.
Hranice; Vladimir Polach, 2. ro¢. RoZnoy pod Radhos-
t¢m; Tomas Divdk, 2. rol. Ostrava, Smeralova ul.;
Jifi Sobek, 2. ro¢. a Jifi Fuka, 1. ro¢. Ostrava-Zabteh.

Zdpadoslovensky kraj a Bratislava

Milan Lehotsky a Milan Kolibiar, 2. ro¢. Bratislava,
Novohradska ul.; FrantiSek Sindler, 2. ro¢. Zlaté Morav-
ce; Peter Hro$So, 1. ro¢. Topolcany; Lubor Kollar,
1. rol. Bratislava, Novohradskd; Jan Kafuk, 1. roé
Malacky; Pavel Zlatos, 1. ro€., Peter Dobrota a DuSan
Prctach, 2. roC. Bratislava, Novohradskd; Ivan TKka&,
2. ro¢. Bratislava, Metodova.

Stiedoslovensky kraj

Imrich Vrto, 2. ro¢. Rim. Sobota, Jozef TvaroZek,
2. rol. thna, Ivan Kulich, 2. roc. Lucenec, Miroslav
Sykora, 2. roc. Zlhna, Stefan Balaz, 2. ro&. PrleV1dza,
Vlastimil Vrto, 1. ro¢. Rim. Sobota; Juraj Lanko, 1. roc.
Prievidza; Kamil Hanuliak, 1. ro¢. Zilina-Hliny; Jana
Stevkovd, 1. ro. a Eva Sivikovi, 2. rol. Zvolen.

Vychodoslovensky kraj

Tibor Lefkovi¢, 1. ro¢. a Karol Pelikdn, 2. ro¢. Kosice,
Srobarova; Ivan Baca, 2. roé. SPS el., Kosice; Danica
]akublkova, 2. ro¢. Kogice, Srobirova; Amalie Gombi-
1igva, 2. ro¢. Stropkov; Zoltan Loderer, 1. roé. SPS el.,

osice.
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Priloha B

SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU
III. KOLA KAT. A VE XX. ROCNIKU MO

Vitézové

1. Jan Brychta, 3.a, gymnasium PraZaCka, Praha 3

2. Stefan Sakalo$, 3.d, SVS, Prievidza

3.—5. Pavel Dusek, 3.g, gymnasium, ul. W. Piecka,
Praha 2 ~

3.—5. Fan Francii, 3.b, SVS J. Hronca, Bratislava

3.—5. Miroslav Kmosek, 2.a, gymnasium, ul. kpt. Jarose,

- Brno

6.—17. Anton Cerny, 3.b, SVS J. Hronca, Bratislava

6.—7. Andrej Kugler, 3.g, gymnasium, ul. W. Piecka,
Praha 2

8. Miroslav Siira, 3.b, gymn., ul. Arabska, Praha 6

Uspésni FeSitelé
9.—12. Ladislav Misik, 3.b, SVS J. Hronca, Bratislava
9.—12. Vidclav Holy, 3.s, gymnasium, ul. Kfenova 36,
Brno
9.—12. #i¥i Némec, 3.s, gymnasium, ul. Kfenova 36,
Brno
9.—12. Imrich Vrio, 2.a, gymnasium, Rim. Sobota

13.—16. fi Binder, 3.b, gymnasium, Moravské Budé-
jovice
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13.—16. Karel Hordk, 2. ro¢. gymnasia, Strakonice

13.—16. Firi Ivdnek, 3.b, gymnasium, Novy Bohumin,
okr. Karvind

13.—16. Lubo§ Pospisil, 3.s, gymnasium, ul. Kfenové 36,
Brno

17.—19. Petr Filip, 3.g, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2

17.—19. Ivan Gabas, 3.g, gymnasium, ul. W. Piecka,
Praha 2

17.—19. Helena Husovd, 3.g, gymnasium, ul. W. Piecka,
Praha 2 .

20. Pavel Hanula, 3.b, SVS J. Hronca, Bratislava
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Tabulka & 2

Prehled po&tu Géastnikt I. kola podle kraji v kategorii Z — XX, roé&.

Kategorie Z
KRA]J P Z toho U Z toho
divek divek
Praha -mésto 987 412 737 314
Stiedodesky 619 307 523 257
Jihod&esky 656 345 472 234
Zéipadocesky 482 262 398 205
Severocesky 775 361 498 223
Vychodoéesky 752 367 609 291
Jihomoravsky 1571 776 785 375
Severomoravsky 1029 491 681 281
Zépadoslovensky 1187 619 942 489
Stfedoslovensky 1168 612 962 473
Vychodoslovensky 1140 552 769 395
Celkem 10366 5104 7376 3537
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Tabulka &. 4

Piehled po¢tu ucastniki II. kola v kategorii Z — XX. ro¢nik

Kategorie Z

KRAJ P Z toho U Z toho

divek divek
Praha -mésto 693 278 509 195
Stiedocesky 431 206 316 144
Jihodesky 440 213 151 60
Zapadodesky 288 148 159 74
Severocesky 424 193 263 113
Vychododesky 570 278 483 229
Jihomoravsky 741 353 420 176
Severomoravsky 620 285 395 173
Zapadoslovensky 935 485 435 212
Stredoslovensky 888 449 328 152
Vychodoslovensky 740 379 348 167
Celkem 6770 3267 3807 1695
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Il. Pripravné dlohy I. kola

1. RIESENIA ULOH KATEGORIE A

1. V obore redlnych Cisel rieste rovnicu

Z(x—{—i)(xl—}—i—{— 1)=x(x—i—1)(x—}—2)...(x+n)+

n—1
+x(x—}—n——l)’

kde n = 2 je dané prirodzené &islo a x je neznama.

RIESENIE. Prekazdéx + 0, —1, —2,..., —(n — 1)
plati

1 1 1
G+ox+it+t1) x+i x+i+1
G=0,1,...,n—2),

takze
n—2
1 _r v
Z(x—i—i)(x—l—i—i—l)_x x+n—1"
p=9 - n—1
Tx(x+n—1)°

Pre hladané Cisla x teda plati
x(x+ Dx+2)...(x +n)=0.

Z korefiov tejto rovnice vyhovuje vSak danej rovnici len
x = —n. Uloha m4 teda jediné rieSenie x = —n.
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POZNAMKA. Uvedené rieSenie zostane v platnosti
dokonca i v obore komplexnych ¢isel.

2. Najdéte vSechny dvojice realnych cisel x, y, které
spliiuji soustavu rovnic

cos x 4 cos ¥y = cos (x + ¥),
sin x + siny = sin (x + y).

RESENI. Druhou rovnici ekvivalentné upravime

. x—l—y -y _ x+y x4y
2 sin co 2 = 2 sin 2 cos 2
+y( -y X+
sin ) cos 3 cos 2 =0,
sin -}—y sm— sml-:O.

2 2

Tato rovnice je splnéna pravé tehdy, nastane-li néktery ze
tfi ptipada

[1] x_2|_y=kn, tj. x +y = 2kn;

_ : _ . vSude % je
(2] - Y. % =2kn; celé &islo.

—2'
[3] % —kr, tj. y=2kn.
KaZdou z téchto moZnosti dosadime do prvé rovnice.
[1] Je-liy = —x + 2km, pak dostavame
cos x + cos (—x + 2kx) = cos 2k,
2cosx =1,

cosx———l—
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Odtud nalézédme feSeni (x,, ¥;) a (x5, ¥,), kde
%= t5 + 2%, g = Fg + 2,

pfi¢emz &, / jsou libovolna cela &isla.
[2] Zde méame

cos 2kn + cos y = cos (y + 2kn),
¢ili
1=0,
coz vSak neni moZné. Podobné ani [3] nevede k feSeni.

ZAVER. Hledan4 &isla x, y jsou pravé tato:
x=§—+2kn, Yy = —%——{—2171

x=——%—i—2kn, y=—;£——l—21n,

kde %, / jsou libovolna cela Cisla.

r polomér kruZnice jemu opsané. Pak plati
AT? + BT? + CT2>%r2.
Dokazte.

RESENI. P#i obvyklém oznateni mime s pouZitim
kosinové véty:

t§=%(a2+ b?) ~—%c2,

PR VPSP U
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=B+ &) — .

Seltenim dostaneme
2+ + 122—2—(a2+b2+02).
Ponévadz
0= AT? + BT? + CT? = %(r?, + 1+ 12,
plati
o= %(a2 + b2 + c%).
Jak zndmo a = 2r sin « atd., tedy
o= —‘;— r? (sin? « + sin? § + sin? p).

Nyni provedeme vypocet
2 (sin o + sin? g + sin? y) =
=3 —(cos2a + cos2f + cos2y) =
=3 — [2cos (« + pB) cos (e« — B) + cos 2 (« + B)] =
=3 —[2cos («+ ) cos(ex — )+ 2cos®(« + p) — 1] =
=4 — 2 cos (« + f) [cos (¢ — B) + cos (& + B)] =
=4 —2cos(x+ f).2cos a.cosf,tj.
sin? o + sin%? § + sin? y = 2 4 2 cosa . cos 3. cos y.
Ponévadz trojuhelnik je ostrouhly, plati
coso.cosf.cosy >0,

takze
sin® « + sin? § + sin? y > 2.

Nakonec vychizi ¢ > —g— r2, c. b. d.
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4. Nech M je vnuitorny bod trojuholnika ABC a py,,
P> P s v uvedenom poradi plo$né obsahy trojuholnikov
BCM, CAM, ABM. Potom plati

— — —
pAMA + pBMB + PcMC = O,
kde O je nulovy vektor. DokéZte!

C

Obr. 1

RIESENIE. Vedme bodom A rovnobeZku s priamkou
MB a oznalme D jej prieseénik s priamkou MC.
Potom zrejme plati (obr. 1)

ADt MB, DMt MC*)
a dalej

*) Symbol 44 oznacuje stthlasnd rovnobeZnost vektorov (orientovanych
usediek).
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1
ap _ a4, 2MC-A4
I

MB ~— BB, L yc. BB, TP
3 .

kde A,, resp. B, je pita kolmice spustenej z bodu A4,
resp. B na priamku CM. Mdme teda

AD =22 mB. (1)
A
Dalej plati
1
DM B oh __obsah A DBM _ pc
MC 1 " obsah A MBC ~ p,°

5MC . BB,

Vzhladom na to, Ze AD || MB, je totiz obsah A DBM =
= p¢. Z poslednej rovnosti mame

pMm = 2<. . )
y
Pouzitim vjsledkov 1), (2) dostévame
pa.MA +ps. MB + pe. M
= b, (MA +§BMB 4 ﬁCMC

Q\Ir
I

\_/
Il

0&
I

— pa(MA + AD + DM) = p, o,

¢o sme mali dokazat.
2. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE B

(Komentéafe byly urleny hlavné pro Zzaky 1. ro€nikt
gymnasii a stfednich odbornych §kol.)

1. Kolik neprazdnych podmnoZin md mnoZina skldda-
jici se z deseti prvka?
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KOMENTAR. Je to vlastné tloha z kombinatoriky,
kterou Zici 1. a 2. ro¢nikti gymnasii neznaji. Tuto ulohu
by hravé rozfesili Zaci pokusnych ZDS, kde se kombinato-
rika probird (v omezeném rozsahu) uz v 7. roéniku.
Ulohu lze nejpohodingji rozfedit vtipnym obratem, ktery
souvisi s dvojkovou soustavou. NeZ vSak tento obrat
prozradime, nechdme vis experimentovat: vyhledat
vSechny neprazdné podmnoZiny tfiprvkovych, Ctyi-
prvkovych a pétiprvkovych mnozin. Do vypsani pod-
mnozin je tfeba ovSem vnést urCity systém, opirajici se
tfeba o uspofaddni prvka. Tak napi. pfi Ctyfprvkové
mnoziné M = {a, b, ¢, d} postupujeme takto: podmno-
Ziny budeme zapisovat tak, aby prvky kazdé podmnoZiny
byly v abecednim pofddku. Dostaneme tak vycet:

{a}a {aa b}’ {a: C}> {as d}s {as b, C}, {a, b, d}: {a> ¢ d},
{a, b, ¢, d}, {b}, {b, c}, {b,d}, {b,¢,d}, {c}, {c, d}, {d}.

Dobfe se zndzorni podmnoZiny na tzv. stromu logickych
mozZnosti:

fa} bf T [
_ /\ 0\

{a b} {ac) fa.d} (bc} (b} {c,d}

V grafu chybi podmnoZina {b, c, d}. Dopliite ji.
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Poéty neprazdnych mnoZin se zapisi do tabulky:

Pocet prvki
v M 1 2 3 4 5
Pocet jejich
neprizdnych 1 3 7 15 31
podmnozin

Nyni pravdépodobné vyslovite domnénku, Ze hledany
pocet podmnoZin je 2” — 1, kde n je pocet prvki mnozi-
ny M.
A nyni ,,trik*, ktery dovoli prehledné registrovat
v§echny podmnoZiny mnoZiny M. Zapiseme prvky z M
abcd

a pod kazdy z nich zapiSeme bud 0, jestlize tento prvek
nendlezi dané podmnozing, nebo 1, ndlegi-Ii ji. Podle této
umluvy jsou napf. podmnoziny {a, ¢}, {b, ¢, d} charak-
terizovany Ctveficemi 1010 a 0111. Nyni uz snadno sami
vypocitate pocet vSech n-tic sloZzenych z nul a jednicek; je
jich 2.2..... 2 = 2" Ale n-tice sloZenda vesmés z nul

n-krat
je vyloucena (proc?).

Muzete rozieSit jesté néjakou ulohu, kde se uplatni
obdobné dvojkova soustava. Napf. v ¢tvercové siti se ma
5»projit po stranach ¢tverct z vrcholu A do vrcholu B
(viz obr. 2). Je dovoleno postupovat jen zleva doprava
a’zdola nahoru. Otdzka"zni: Kolik je’'moZnych riaznych
cest z A do B? Postup o jednu stranu doprava zapiSeme
znakem 0, postup o jednu stranu nahoru znakem 1.
Tlusté vytaZzend cesta je registrovana zapisem 001110100
0010110. Kazdy zapis musi obsahovat 16 znakd, z toho
9 nul a 7 jednicek (pro¢?). Tato tloha je oviem podstat-
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né t€Z8i nez dana uloha o podmnoZinich, nebot je jesté
tfeba uvaZovat viechna moZznd umisténi nul a jednicek.
Situace se zjednodusi, zvolime-li misto ¢isel 9, 7 mensi
pfirozend disla, napf. 4, 3 apod. ,,Cestdm* miZeme pfe-

B

AT

9
Obr. 2

depsat dal$i podminku, napf. aby prochazely danym bo-
dem C apod. Jak je vidét, nejde tu o jednotlivou tlohu,
ale o cely komplex uloh, Cili o tzv. problémovou situaci.

RESENI{. Ka’dou podmnoZinu A dané mnoZiny M
muZeme jednoznaéné urlit tim, Ze kazdému jejimu
prvku pfifadime 1, zatimco ostatnim prvkam z M\ A pfi-
fadime 0. Pocet vSech podmnoZin nas$i mnoZiny je tedy
219 = 1024; neprazdnych je o jednu méné, tj. 1023.

2. Najdéte vSechny trojclenné aritmetické posloupnosti
prvodisel s diferenci 1970.

KOMENTAR. Tato tloha vyZaduje elementirni
znalosti z teorie Cisel. Pravdépodobné bude tfeba vy-



svétlit nejdfive nazev ,,trojClennd aritmetickd posloup-
nost, coz dava ptilezitost vyslovit obecnou definici
aritmetické posloupnosti; je to véc zcela pfistupna,
ilustrujeme-li ji nékolika pfiklady.

Prvni impuls pro feSeni bude asi tento: ZapiSeme
troj¢lennou aritmetickou posloupnost

X, x +dy x + 2d

a budeme ji zkoumat (pokud jde o délitelnost jejich
Clenu), a to ve dvou pfipadech:

a) diference d e nasobkem tfi;

b) diference d neni ndsobkem tfi.

Vysledky zkoumani se zapisuji do tabulky tohoto tvaru:

¥ v
d 4 5 7 3 2 10 6
x 5 _2_ 1 11 31 67 3
x+d 9 7 8 14 33 77 9
x + 2d 15 12 15 17 35 87 15

Co vypozorujeme a jakou domnénku vyslovime? Je-li
diference d nasobek tfi, pak posloupnost bud neobsahuje
zadny nasobek tfi (sloupec 4), nebo obsahuje samé nasob-
ky tii (sloupec 7). Neni-li diference d nasobkem t¥i,
pak aspon jeden ¢len posloupnosti je nasobkem tfi,
a tedy neni prvocislem, pokud je vétsi nez 3.

Cislo 1970 = 3. 656 + 2 neni nasobkem tii. Je-li
spravnd vyse vyslovend domnénka, pak hledand posloup-
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nost musi obsahovat Cislo 3 a jedind moZnost je
3, 1973, 3943.
Je oviem jesté tieba:
a) zjistit z tabulek (nebo jinak), zda &isla 1973, 3943
jsou prvocisla;
b) dokazat vyslovenou domnénku.
Ukol b) splnime tak, Ze &isla d, x rozloZime vzhledem
k Cislu 3; je tedy
x = 3y, nebo x = 3y 4+ 1 nebo x = 3y + 2,
d = 3k + 1 nebo d = 3k + 2;
(d neni nasobek tfi!). Ve vsech Ctyfech pfipadech, kdy x
neni ndsobkem ti, vypolteme x + d a x + 2d. Napf.
pro x = 3y + 1, d = 3k + 2 dostaneme
x+d=3p+k+3=30+k+1),
x +2d=3(y + 2k) + 5.
Cislo x + d je skutedné nasobkem t¥i.

v,

Za nejpodstatnéjsi impuls zde poklddame vyzvu k expe-
rimentovani, které vede po sestaveni piehledné tabulky
k vysloveni hypotézy.

RESENT{. Snadno nahlédneme, Ze z &isel

P, p+ 1970, p + 2.1970

je vZdy jedno délitelné tfemi. Nutné tedy p = 3 a dosta-
vame jediné feSeni: 3, 1973, 3943 (viz tabulky).

3. N3jdite mnoZinu vSetkych bodov, ktorych pravo-
uhlé stradnice x, y splilujui sustavu nerovnic

[¥| = 27, [y] = 2,

x2
tg x =0, tg( ~T)20.
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KOMENTAR. Tato uloha je pfeva’né poltaiskd;
k jejimu feSeni je tfeba znat definici goniometrickych
funkci pro vSechna redlna Cisla x.

Rada, kterou ddvame feSitelim, je tato: VySetite
oddélené kazdou z mnoZin bodt s analytickym vyjadienim

a) x| = 27, b) [yl = 2=,
c) tgx=0, d) tg(y—%z)go

a pak stanovte prunik vSech ¢tyf mnoZin bodu.
Ptipady a) a b) jsou trividlni, rovnéZ i pfipad c);

piipad d) je nejobtiznéjsi. Zde je tfeba zjistit, Ze dani
nerovnice je ekvivalentni s nerovnicemi

2
knsy— T <hkat .

A pak je tieba probrat vSechna cela Cisla %, ktera pFichaze-
ji v tvahu; dostaneme tak zakfivené ,,pasy* omezené
parabolami (pozor na hranici!). Vysledek se dostane jako
prunik pdsi roviny s t€mito zakfivenymi pésy. Cely graf
lezi ve Ctverci, jehoZ vrcholy jsou [+ 27, 4- 27].

Uloha je pracnd, vyZzaduje pozornost, ale je v podstaté
bez vtipu; je urlena jako zachytnd uloha. Lze ji vSak

. . . 3 ., 7
modifikovat: Nerovnici a) nahradime nerovnici |x| = 20

nerovnice b), c¢) vypustime a nerovnici d) nahradime
nerovnici

x2
Ogtg(y—z)él.

RIESENIE (obr. 3). RieSenie nerovnice tgx =0
tvori polopasy

krn < x < kn + % (% celé &slo). (1)
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Obr. 3

2
RieSenie nerovnice tg (y - %) = 0 tvori polopasy s pa-

rabolickymi hranami
x2 x? 7 A
z—+kn§y<z+kn+7- (k celé &islo). (2)

Hladand mnoZina sa sklada prave z tych bodov Stvorca
|| = 27, |y| = 2,
ktoré leZia sucasne v (1) i (2); na obr. 3 je vySrafovana.

4. Uhlopriecky AC, BD konvexného Stvoruholnika
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ABCD st navzajom kolmé prave vtedy, ak plati AB? +
+ CD? = BC? 4+ AD?; dokazte.

KOMENTAR. Ctvrti tloha je trividlni, ¥eSime-li ji
kosinovou vétou. Kosino-
vou vétu lze viak snadno
obejit. Prvni ¢ast — dikaz
nutné podminky — zaleZi
v prostém pouziti Pytha-
gorovy véty. Oznacime-li
délky stran a useCek na
uhlopfickach podle obr. 4,
plati pro w = 90°: % =
= 2% 4 2% 2 =92 + 12
b = y? + 22, d2 = x% +
+ 22, a tedy a® + 2 =
= b* + d2. Postalitelnost
této podminky dokaZeme
takto: Je-li w + 90°, je
a® + ¢ £ b® + d? Zde je
tfeba provést jistou ivahu
o tzv. kontraponovanych Obr. 4
vétach podle schématu:

(A = B) pravé kdyZ (non B = non 4),
(B = A) pravé kdyZ (non 4 = non B).

Dukaz postacitelnosti podminky je pak druhd z uvede-
nych implikaci. [4 je vyrok (vyrokova forma) v = 90°,
B je vyrok (vyrokova forma) a? + ¢ = b2 + d2.]

Druhy impuls pro feSeni implikace non A4 = non B
zélezi v tom, Ze si pfipomeneme vétu, kterd se da jako
uloha odvodit z Pythagorovy véty: Jsou-li x, y, 2 délky
stran trojuhelnika a je-li vnitfni thel proti strané z ostry
(pravy, tupy), pak plati x% 4 y% > 22 ( = 2%, < 2?).

Zvolime oznaCeni tak, aby bylo o < 90°, je 180° —
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—o > 90° a uZitim pfedchozi véty dostaneme
a4 ¢t < b+ d2

RIESENIE. Ak je AC | BD, vyplyva uvedena rov-
nost zo Stvorndsobného pouZitia Pythagorovej vety.
Pri dokaze obritenej vety moZeme pouZit toto tvrdenie:
Ak je v AAXB uhol < AXB ostry, plati AB? < AX? +
-+ BX?(a analogické tvrdenie pre tupouhlé trojuholniky);
i tieto pomocné tvrdenia sa daju dokazat bezprostrednym
pouzitim Pythagorovej vety. Je moZné rieSit tieZ kosinu-
sovou vetou.

3. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE Z

1. Soudet druhych mocnin tii po sobé jdoucich lichych
Cisel je &tyfciferné Cislo, jehoZ vSechny Cislice jsou stejné.

Najdéte vSechny takové trojice lichych &isel.

KOMENTAR. U pti &teni textu narazime na pojem
liché ¢islo. Licha Cisla jsou cela &isla, liché Cislo mizZe byt
tedy i Cislo zdporné. Kazdému matematikovi je znamy
»»trik®, jak vyjadfit tfi za sebou nasledujici ¢leny aritme-
tické posloupnosti. Zpravidla se osvédCuje vyjadfeni
a—d, a, a+ d. Kdybychom pouZili nesymetrického
vyjadieni b, b + d, b + 2d, byl by vypocet asi sloZit&jsi.
Reseni tlohy je poloexperimentilni, nebot situace nds
pfimo vybizi k tomu, abychom prozkoumali postupné
vSechna Cisla s dekadickym zdpisem yyyy a &isla k nim
opaénd. Doporucujeme obménit podminku b) na troj-
cifernd a péticiferna Cisla; zajimavé jsou tu davody, proé¢
je tloha nefeSitelnd. Mimoto je cenna sama ta okol-
nost, Ze se setkivime s nereSitelnou tdlohou.

RESENT. Je-li x prostfedni &islo hledané trojice, mdme
(x — 224+ 22 + (x + 2)2 = 3x%2 + 8 = (yyyy), kde
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ye{l,...,9}. PonévadZ 3x% 4 8 je liché C¢islo, musi
byt v lichd &slice. Cislo 3x2 4 8 se tedy nutn& rovni
n&kterému z &isel 1111, 3333, 5555, 7777, 9999, naleZ
3x2 se rovnd nékterému z Cisel 1103, 3325, 5547, 7769,
9991. Z nich pouze 5547 je délitelné tfemi, takZe 3x% =
= 5547, tedy x? = 1849 = 432 Ponévadz

412 4 432 + 45% = 1681 4 1849 + 2025 = 5555,
jsou pravé dvé vyhovujici trojice: 41, 43, 45 a —45, —43,
—41.

2. Ozubené pedilové kole¢ko jizdniho kola (bicyklu)
ma 48 pievodnich zubii: malé pfevodni kole¢ko na zadnim
kole md 20 zubl. Primér zadniho kola bicyklu je
72 cm. (Uvédomte si, Ze vzdalenost dvou sousednich
zubtl u obou kolecek je taz.) Cyklista jede po vodorovné
silnici stdlou rychlosti 25 km za hodinu na plny zabér
(Slape rovnomérneé).

a) Kolikrdt musi $ldpnout za jednu minutu, aby si
udrZel stdlou rychlost 25 km za hodinu?

b) Kolikrat musi $ldpnout na trati dlouhé 4,5 km?

KOMENTAR. Uloha je zna¢n& idealizovina; muZe
byt proti_ni oprdvnénd ndmitka, Ze se takto na kole
nejezdi. Uloha predpoklada jistou znalost o pievodech.
Pokud ji fesitel nema, snadno si obstard pfislu$né ndzorné
vysvétleni. Zde bychom doporucovali opustit numerické
udaje a pocitat algebraicky. Maji-li peddlové a pfevodni
kole¢ko po fadg z;, 2, zubu a jsou-li po fadé ny, n, polty
jejich otacek, plati

M2 = Ny2y. V)

Méli bychom roziesit nékolik tloh na vyuZiti vzorce (V).
Tento vzorec je 1 kli¢em k feSeni dané tlohy. Vidy je
tieba nejdfive odvodit vzorec, podle n&¢hoZ budeme
pocitat. Napf. ma-li cyklista ujet v metru1 a je-li polomér
jeho zadniho kola » metrt (pozor na jednotky!), je pocet
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potiebnych otolek pedalového kola
_ Y%
T 2mrzy

m (v, r v metrech). (A)
Vzorec (A) miZeme upravit pro situaci, Ze v je dano
v kilometrech a » v centimetrech : Citatele nasobime tisicem
a jmenovatele délime stem; celkem tedy nasobime zlomek
103. 10% = 10° a dostaneme

2arz

Takovouto Gpravu, jako je vzorec (B), pokladdme za velmi
ucelnou pro aplikace.

Také bychom si méli vysvétlit, pro¢ ddvame piednost
algebraickému vypoltu pied numerickym (napf. moz-
nost kraceni, co nejvétsi vyuziti tabulek apod.).

I pii zodpovédéni otdzky a) je tfeba spravné a obratné
manipulovat s jednotkami (minuty— hodiny).

Celkem je tento piiklad jen obtiznéjsi a rozsdhlejsi
$kolska uloha.

RESENTI. Otodi-li se pedilové koletko jednou, otodi se

nl — 105

(v vkm, r v cm). (B)

zadni kolo %% = 2,4krat; na to, aby se pedédlové kolecko

otoCilo jednou, musi cyklista $ldpnout dvakrat.
Pfi jednom S$ldpnuti ujede zadni kolo driahu délky
(v cm)
nd . 2,4  3,14.72.2,4
2 2
kde d jsme oznacili prumér zadniho kola bicyklu.

Na draze 25 km = 2 500 000 cm cyklista $lapne toli-
krat, kolik je 2500 000 : 271; to je pfiblizné 9 225. Za
jednu hodinu tedy $ldpne 9225krat a za jednu minutu
9225 : 60 = 153,75 tj. ptiblizné 154krat.

= 271,296 = 271,
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Pomér drah 4,5 km a 25 km je = %, .V témZe poméru se

25°
zménf i polet Slapnuti, tj. Cislo 9225; dostaneme
9225. 455 = 369 . 4,5 = 1660,5 = 1660.

Na drize 4,5 km musi cyklista §ldpnout asi 1660krat.

3. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané délky
8 cm. Dile je dan pravidelny Sestithelnik KLMNOP
o strané délky 4 cm tak, Ze vrcholy 4 a K v zdkladni poloze
splyvaji a vrchol L lezi na polopfimce AB. Oba tutvary
lezi v opacnych polorovindch vytatych piimkou AB.

Sestithelnik KLMNOP se kotéli po obvodu trojihel-
nika ABC.

a) Vysetite drahu vrcholu K.

b) Vypoctéte obsah itvaru ohrani¢eného drahou bodu K.

KOMENTAR. Abychom dobfe porozuméli textu
ulohy, méli bychom si vystfihnout z lepenky trojihelnik
i Sestitthelnik a s modelem provést popsany pohyb, expe-
rimentalné zjistit a zakreslit drahu bodu K. Pak provede-
me konstrukci pfesné pravitkem a kruZzitkem. Pf1 vypoctu
jde a) o aplikaci vzorci pro délku oblouku kruZznice
a obsah vysece, kdyZ je ddn polomér a velikost stfedového
uhlu; b) o vhodné rozdéleni vzniklého obrazce na troj-
uhelnlky a vysece Uloha je zcela b&Zn4, vyzaduje spise
Cas a trpélivost pfi pocitdni nez vtip.

I tato tiloha miZe byt ovSem vychodiskem k problémo-
vé situaci o kotdleni jednoho obrazce po obvodé druhého.
Zkuste napf. v dané uloze nahradit bud pevny trojahel-
nik, nebo pohyblivy Sestithelnik Ctvercem, ktery mé
stranu téze délky.

RESENI (obr. 5). Dréha bodu K se sklidd z péti
kruznicovych obloukl, jak je naznaleno na obrizku.
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Obr. 5

Obsah utvaru ohrani¢eného drdhou bodu K vypoclteme
jako soulet obsaht celkem deseti obrazct, z nichZ je pét
trojihelnika a pét kruhovych vysedi (viz. obr. 5). Obsah
obrazce oznaleného Cislem 7 bude P;vem? (¢ = 1,2,...,
10). Obsah rovnostranného A ABC je

P, = 16132.]/4—3 =16.]/3 = 27,68. (1)
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Dile plati P, = Py, takZze
Py+ Py=2. (—%-4-4123-) =8.]3=1384. (2
Podobné P, = P;, takze
1
P, + Ps=2 (7 .
Kruhovi vyse¢ oznafend na obr. 5 &islem 7 mé polomér

roven NK = 8 cm a stiedovy thel 60°, jeji obsah tedy je

P7=—é—-n.64i33,60. 4)

Dile Py = Py = %n(41/§)2 = 24, takZe

4.4.]/3) =16.)3=27,68. (3

Pg + Py = 48 n = 150,72. 5)
Nakonec Py = Py, takZe

Py + Py = 2(—61~.n.42) - 16-%i 16,80. (6)

Sectenim vysledka (1), (2), (3), (4), (5), (6) dostaneme
P+ Py + ...+ Pyy=270 cm?,
coZ je hledany obsah.

4. Je dana velikost s stfedni pfic¢ky a velikost v vySky
lichobéZnika ABCD, jehoz uhlopficky jsou k sob& kolmé.
Priseciky uhlopficek se stfedni pfiCkou lichobéZnika
ABCD déli tuto stfedni pfi¢ku na tfi shodné tsecky.

Sestrojte lichobéznik ABCD.

KOMENTAR. Mezi impulsy pro feSeni této tulohy
patfi bezesporu uvaZovani o tom, zda se mohou protinat
uhlopficky lichobéZnika na jeho stfedni pficce. (Ziejmé
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nemohou, nebot by se pak navzijem pilily a obrazec by
byl rovnobéznik.)

Dile provedeme rozbor dané konstrukéni ulohy. Je to
uloha nepolohova; prvni otdzka je vzdy, jak tuto tlohu
slokalizovar®, tj. ktery z danych prvku pevné umistit.
V nasem pfipadé to bude asi stfedni pficka EF lichob&z-
nika ABCD, nebot

a) zname jeji velikost;

b) zndme jeji vzdalenost od pfimek, v nichZz lezi z4-

kladny;

c) vime, kterymi jejimi body prochdzeji uhlopficky.

Vyjdeme-li ze stfedni pticky EF a jejich bodt G, H
(EG = GH = HF), pak prusetik L obou uhlopfitek
zfejmé leZi na kruZnici 2 sestrojené nad primérem GH

T TmNe
// \ B \\ T
Lol e
N2 N R
| /// \ \\
2\
! 5 2s B\ 3 €<
N
Obr. 6 \

(obr. 6). Mimoto vime, Ze vrcholy 4, B a C, D leZi na

dvou rovnob&Zkich s EF vedenych ve vzdalenosti % v
(v je dana vyska).
Zde se asi zarazime: Nevime jesté, ktery bod kruZnice %
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mame zvolit za prase¢ik L obou tuhlopfi¢ek. Na prvni
pohled situace vypada tak, jako by uloha méla nekone¢né
mnoho feseni. Zvolime tedy bod L na %, pak narysujeme
lichobéZnik ABCD a provedeme zkouSku; specidlné si
ovéfime (tfeba grafickym séitanim), zda plati

AB + CD = 2EF.

Tu se ukaze, Ze pfi libovolné zvoleném bodu L na % neni
podminka b) splnéna. To znamena4, Ze vzdalenost bodu L
od pfimky EF neni libovolna. '

Dalsi impuls je zkoumat t¥i podobné trojuhelniky ABL,
GHL, CDL. Jejich vySetfovanim se zjisti, Ze vzdalenost

bodu L od ptimky EF je —é—v. Tim je vlastné teprve

dokoncen rozbor ulohy a zkouska pak vyjde. Zaroven
je tim také oteviena cesta k diskusi, v niZ je tfeba rozli-
Sit ptipady v <s, v = s, v > s (kde s znaci délku stfedni
pricky EF).

Tato uloha je pomérné nejtéZzsi z ptipravnych uloh, ale
je velmi instruktivni.

Kdyz jsme se ,,potrapili s pfedchozim pomérné sloZi-
tym feSenim, muZeme uZit urcitého triku: doplnit
trojuhelnik BCD na rovnobéznik BDCE,. Tak vznikne
pravouhly trojuhelnik AE,C, jehoZ pfepona méd délku
AE, = 25 a vy$ka je v. Zustane vam vSak jeSté ledacos
k dokazani a tvaze (vyjadfit délku CD a tedy i BE,
pomoci s atd.).

Také z této ulohy bychom se mohli dopracovat k fadé
variant, a tim k jisté problémové situaci. Napf. misto dané
vySky v muZeme pozadovat, aby byl lichobéZnik rovno-
ramenny, misto podminky EG = GH = HF muZeme
pozadovat 2EG = GH = 2HF apod.

RESENT (obr. 6). Pfedpokladejme, %e ABCD je hleda-
ny lichobéZnik, a na prodlouZeni jeho vétsi zdkladny AB
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za bod B sestrojme bod E, tak, aby BE, = DC. Pak bude
AE, = 2, piitem’ AB= 3 s(z AABC) a BE =

=DC=-§—s (z ABCD). Ponévadz E,C||BD, je

X ACE, = 90°. V pravouhlém trojihelniku ACE, znime
tedy délku pfepony AE; = 2s a velikost pfislu$né vysky v.

Proto nejprve sestrojime pravouhly trojuhelnik ACE,
s pfeponou AE, = 2s a s piisluSnou vyskou v. To prove-
deme wuZitim Thaletovy véty: Nad pramérem AE,
opiSeme polokruznici (jejiZz polomér tedy bude s) a najde-
me jeji spolecny bod C s pfimkou vedenou v téZe poloro-
viné rovnobézné s AE, ve vzdalenosti v. Na pfeponé E, A4
pak sestrojime bod B tak, aby bylo AB : BE, =2 :1
(vime totiZ, Ze musi byt AB = %s, BE, = % s). Troj-
thelnik ABC nyni jiz snadno doplnime na hledany licho-
béznik ABCD (bude CD = BE),).

Proveditelnost celé konstrukce zavisi pouze na existen-
ci bodu C. V pfipadé » > s tento bod neexistuje, takZe
uloha nema feSeni. V pfipadé v =s bod C existuje
(jeden nebo dva), takZe tloha ma feSeni (jedno nebo dvé)
zfejmé soumérnd podle osy usecky AB.

Jedinou podminkou feSitelnosti ulohy je tedy splnéni
nerovnosti v = s.
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I1l. SGtaZné dGlohy I. kola

1. RIESENIA ULOH KATEGORIE A

1. V obore redlnych Cisel rieSte rovnicu

S = 307 56)

kde 7 je dané prirodzené ¢islo a x;, X, . . . , X, SO nezndme.

RIESENIE. Matematickou indukciou vzhladom na »
dokéZeme, Ze pre redlne Cisla ag, @y, @y ..., a0, (n = 1)
plati nerovnost

ay + (711) a+ ...+ (:) ail =2 [a0a1 + (n T l)alaz +

+ (" ; 1) axas + ...+ (n B 1) an—lan] > M

n—1

priCom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a, =
=) =g = ... = dy,

Pre n = 1 naSe tvrdenie plati, pretoZe potom sa (1)
redukuje na zndmu nerovnost af + a} = 2a,a,.

Predpokladajme teda, Ze naSe tvrdenie plati pre nejaké
n=1 a uvazujme o Iubovolnych redlnych Cdcislach
Qg Qyy Agy - « .« 5 Ay Apyy. Podla indukéného predpokladu
plati okrem (1) tieZ nerovnost
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a -+ (’ll)ag + ...+ (:)a?m =2 [a1a2 + (n —1— 1)a2a3—}—

+ (n ; 1)43‘14 + ...+ (Z : i)ananﬂ] s )

priCom vieme, Ze rovnost v (1) nastane prave vtedy, ked
Ay =a, = ...= a, av (2) prave vtedy, ked a; = a, =
= ...= ay = auy. SCitdnim (1) a (2) dostaneme Ziada-
nu nerovnost

o+("+1) 1+("+1) %+...+(”ii)anﬂ>

=2 [aoa1 + (rll)ala2 + ...+ (:)ananﬂ],

v ktorej plati rovnost prave vtedy, ked a, = a; = a, =
= = Ay = Apyq.
Tym je nase tvrdenie dokazané. Z neho bezprostredne

vyplyva, Ze jedinym rieSenim danej rovnice st Cisla
Xx=Lx,=2,...,%, =mn.

2. Najdéte vSechna pfirozend Cisla, kterd neni moZno
vyjadfit jako soulet aspoil dvou, ale méné nez 1970, za
sebou nasledujicich pfirozenych Cisel.

RESENI. Hledan4 &isla jsou

(1) vSechny celé nezaporné mocniny cisla 2;

(2) dcisla tvaru 1024 .2°. M, kde ¢ je celé nezaporné
Cislo a M je souCinem prvocisel vétSich nez 1970.

Dikaz. I. Necht N = 2%, « je celé nezaporné, a necht

2“:N=Z(n+j)=%r(2n+r—l)
i=0
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je vyjadfenim Cisla N ve tvaru souctu r (= 2) s¢itancu 7,
n+1,...,n+r— 1 Je tedy

22 =¢(2n+r—1);

avsak jedno z &isel r, 2n -+ r — 1 je nutné liché a vétsi nez
nez 1.

II. Necht N neni mocninou 2; budiZ p nejmensi prvo-
&islo ve&t3i ne¥ 2, které je délitelem &isla N. Cislo N lze
tedy psat ve tvaru

©) N = 2°pm,

kde > 0, « = 0 (cela Cisla), a m je bud 1, nebo soudin
prvocisel vétsich nez p. Takové Cislo N lze vyjadrit ve
tvaru

@ N= @t

i=0
kde 7 je pfirozené a r = min [2**1, p].
A. Necht 2**1 < p, tak¥e r = 2=+1, Cislo
Pﬂm . 2rx+1

je nutné liché (pm je liché) a kladné; oznaéme je 2n — 1,
n = 1. Pro toto pfirozené n pak mame

n—1
Z(n +7) = %r Cn—14r)= %2°‘+1(pﬁm — 20+
) + 2441) — 2%Pm = N,
B. Necht p < 2%, tak¥e r = p. Cislo
2a+lpﬂ—1m . p

jenutné iché (« 4 1 > 1, p jeliché) akladné (p#1m = 1);
oznatm je 2n — 1, n = 1. Pro toto pfirozené n pak
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mame

Z(n—kj):—;—r(Zn— 1+7r)=

j=0
= —;—p@““pﬁ‘lm —p+p)=2pm=N.

C. M¢jme N tvaru (3) a vyjadiime je ve tvaru (4) s né&ja-
kym pfirozenym r,r» = 2; dokdzeme, Ze r = min [2*1, p].
C. a) Necht r je sudé,

r—1

2°pFm = Z(n +7) = %r(Zn +r—1;
i=0
Cislo 2n + r — 1 je pak liché, takZe z rovnosti
224 phpy —= r(2n + r — 1)
plyne r = 2%l = min [2**1, p].

C. b) Necht r je liché, a tedy nutné délitelné néjakym
prvocislem ¢ > 2. Je

r—1
NZQ“PﬂmZZ(" +]')=%-r(2n+r—- 1.

j=0
Také Cislo N je tedy délitelné prvocislem g, takZze ¢ =
= p = min[p, 2*™].

Cisla N tvaru 1024.2°. M tedy nelze vyjadfit ve
tvaru souctu méné neZ 1970 po sobé nésledujicich pfi-
rozenych Cisel, nebot i 2048 i délitelé Cisla M jsou vétsi
nez 1970.

Naopak ¢isla N, kterd nejsou tvaru ani (1), ani (2) bud
nejsou délitelnd Cislem 1024, takZe ve vyjadfeni (3) je
2211 < 1024 < 1970, anebo jsou délitelna prvocislem p,
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2 < p < 1970; v obou ptfipadech je
r = min [2**1, p] < 1970

a N lze vyjadfit podle toho, co bylo dokdzano pied C ve
tvaru (4).

3. N4jdite mnoZinu vietkych bodov v rovine, ktorych
pravouhlé sdradnice x, y vyhovuji sdstave nerovnosti

lx| + Iyl <3,
sinn(x+y+—;—)go, sinn(x—y-}—%)go.

SIS
97102050% %62 %0%

< G O, e «,I'ii/i':’. N
00"'305,,,5:::%:%’:0""0' 5.
KRAKRN
o0 %%
>
X

Obr. 7
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RIESENIE. Nerovnost sin z (x +y+ %) >0 je
splnend prave vtedy, ked plati

anén(x—i—y ~l—-;—) < 2kn +nm
CiZze
1
—x + 2k — 5
kde % je celé dislo.

Sys-—x+2ta, O

Podobne nerovnost sin = (x —y+ —;—) = 0 je splnend
prave vtedy, ked plati

sy=x+2m+ 5, @)
kde m je celé Eislo.

Hladand mnoZina bodov je potom prienikom Stvorca
|| + [y < 3 a pasov (1) a (2); pozri obr. 7.

4. Jsou dana kladna ¢isla a, b, ¢, d. Sestrojte Ctyfuhelnik
ABCD s AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d tak, aby
jeho obsah byl co nejvétsi. Najdéte podminku fesitelnosti.

RESEN{. Nutnou podminkou, aby existoval viibec
néjaky Ctyifuhelnik danych rozméra, je, aby nejvétsi
z Cisel a, b, ¢, d bylo mens$i neZ soucet tfi zbyvajicich.
Budeme proto pfedpokladat, Ze tato podminka je splnéna
(a nakonec uvidime, Ze je i postalujici pro existenci hleda-
ného Ctyfuhelnika). Mame tedy

a<b+t+c+d,
b<a-+t+c+d,
c<a-+b+d,
d<a-+b+c.

M
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(Jedna z téchto nerovnosti pravé vyjadfuje nasi podminku

a zbyvajici tfi jsou pak trividlné splnény.)
Predpoklddejme, Z¢ ABCD je c(tyruhelnik danych

rozméru; ozna¢me S jeho obsah, « resp. y velikost jeho

vnitiniho thlu pfi vrcholu 4, resp. C, p = %(a + b+
+ ¢ + d). Pak plati
§ = 5 (adsina + besin ),

4S8 = 2(ad sin « + bc sin 7).
Z dvojiho vyjadieni BD? podle kosinové véty plyne
a® +d*—b*— 2 =2adcosa — 2bccosy. (3)
Vztahy (2), (3) umocnime dvéma
1652 = 4a2d? sin® « + 8abcd sin « sin y + 4b3%c? sin? y ,
(@ 4 d2 — b2 — )2 =
= 4a?d? cos 2x — 8abcd cos o cos y + 4b%c? cos? y
a pak seCteme.
1652 = 4a%d* + 4b%* — (a® + d? — b% — ¢?)? —
— 8abcd cos (« + y).
xt v
2

2

Dosadime sem cos (x + y) = 2cos? — 1 a dosta-

neme
1682 = 4(ad + bc)?* — (a® + d% — b — 22 —
— 16abed cos2® Y.
Upravime
4(ad + bc)® — (a® + d® — b2 — c?)2 =
= (a® + d? — b* — ¢ + 2ad + 2bc) .
(—a® — d? + b% + ¢ + 2ad + 2bc) =
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=[(@a+d)* — (b —¢)].
Jo+cr—(@—adPl=@+d+b—c).
.fa+d—b+c)b+ct+a—d)b+c—a+d)=
=16(—a)@p—b@—9k—4d.

Odvodili jsme tedy vzorec

5= V(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)—abcdcosz‘%’l.
4)

Uloha bude rozfeSena, sestrojime-li (za ptredpokladi
(1)) tétivovy Ctyfthelnik ABCD s AB = a, BC = b,
CD = ¢, DA = d a dokdZeme-li, Ze existuje jediny takovy
tétivovy Ctyfahelnik. V ném bude « + y = 180°, takze
podle (4) bude jeho obsah vétsi neZ obsah kazdého jiného
(tedy netétivového) Ctyfthelnika danych rozméri.

Sestrojme A ABD s

AB —a, AD —d, BD=V<ab+

cd) (ac + bd)
ad + bc )

(Dvojim uzitim kosinové véty snadno plyne, Ze uhlo-
pficka BD tétivového Ctyftuhelnika ABCD musi mit
tuto velikost.) Je ziejmé, Ze useCku BD lze sestrojit
eukleidovskymi konstrukcemi; musime vSak ovéfit troju-
helnikové nerovnosti. To provedeme metodou ekvivalent-
nich Gprav:

(ab + cd) (ac + bd)
ad + bc ?
(a® + 2ad + d*)(ad + bc) > (ab + cd)(ac + bd),
add + 2a%d?® + ad® 4 a®bc + 2abcd + bed? >
> a?bc + ac®d -+ ab*d + bcd?,
a? + 2ad + d? + 2bc > b% + ¢,

a-+t+d>
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0<(a+dP?—(b—cp,
O<(@+b—c+da—b+c+ad),
coZ podle (1) plati. Podobné
ab + cd) (ac + bd
i¢=2] <]/( ad)+( e 2
(a® — 2ad + d*)(ad + bc) < (ab + cd)(ac + bd),
a?d — 2a%d? + ad® + a?bc — 2abcd + bed? <

< a%bc + ac®d + ab%*d + bed?,

a* — 2ad + d? — 2bc < c® + b2,
0<®+cP—(a—ay,
O<(@+b+c—d(—a+b+c+4d),

coz opét plati podle (1).

Nakonec v poloroviné opatné k BDA sestrojime troj-
thelnik BCD s BC = b, CD = c: jeho existence plyne
analogicky z (1).

Podle kosinové véty vypolteme

(ab + cd) (ac + bd)] _

cosoch[az—l—dz—

2ad ad -+ bc
_ ) a®d+-ad®+a*bc+bcd®— a?bc — ac’d — ab®d — bed®
" 2ad ad + bc -

2 2 __ Hh2 . 2
=_;_.a +jd - lgc ', analogicky
1 B4 ct—a®— d?

cosy =75 ad + bc
Je tedy cos « = — cos y, takze ABCD je tétivovy Ctyi-
thelnik.

Dokazali jsme, Ze uloha ma jediné feSeni, jakmile je
splnéna podminka vyslovena na zacatku.
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5. Je dan Ctyfstén ABCD a jeho vnitini bod M; objemy
Ctyfsténdt MBCD, MACD, MABD, MABC oznalme
po fadé V4, Vi, Vi, V. Dokaite, Ze plati

Vi.MA-+Vg.MB+Vs.MC+Vy,.MD=0.

1)

Obr. 8

RESENI. Vedme bodem A ptimku p || MB a oznaé-
me X jeji prusecik s rovinou MCD. Budte A4,, B; pravo-
hlé pruméty boda A, B do roviny MCD (obr. 8). Plati

AX _AA Vs
BM BB, V,°
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Ponévadi rovina MCD oddéluje body A4, B, jsou vektory
AX MB souhlasné rovnobéZné a mame

Ax =V a3 (1)
Va
Vedme dile bodem X pfimku ¢ || MC a oznatme Y

jeii prﬁsec':ik s rovinou MBD. Budte C,, X;, A, pravouhlé
praméty bodi C, X, 4 na rovinu MBD. Ponévadz
AX || MB, mameXX1 AA,. Nyni plati

XY XX, A4, V¢

CM_ CC]__ CC]_—VA.
Ptimka p (a tedy i jeji bod X) leZi v poloprostoru MBDA,
takZe rovina MBD oddé¢luje bodyX, C a miZeme psit

— —
xv="Ye. amc. @)
Va
Ptimka ¢ leZi v roviné MCD, nebot v této roviné leZi jeji
bod X (podle konstrukce) a je g || MC. Proto i bod Y
(pfimky ¢) lezi v roviné MCD. Avsak (podle konstrukce)
Y lezi také v roviné MBD. Z toho plyne, Ze Y leZi na
pfimce MD. Oznaéme nyni D,, Y, X,, A; pravothlé
pruméty bodt D, Y, X, A na rovinu MBC.Body X, Y
uréuji pfimku q|| MC, je YY; =XX, a protoZe p =
= AXﬁ MB, je také XX, = AAs; z toho plyne, Ze
YY, = AAj;. Ponévadz body Y, M, D lezi na jedné pfim-
ce, plati

YM YY, AA, V,

DM — DD, DD, V,'

— —

JelikoZ vektory AX, MB jsou souhlasné rovnobéZné, lezi
oba body X, B v témZ poloprostoru uréeném rovinou
MAC, tj. v MACB. Proto i ptimka ¢ || MC lezi v tomto
poloprostoru, takZe jeji bod Y na MD je oddélen bodem
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M od D. Tak mtizeme psat
var— V2. b, 3)
Va
Vzhledem k vysledkim (1), (2), (3) nakonec dostdvame
Vi MA+ Vy.MB+ Vo. MC + Vj. MD =

=VA.(MA+ MB+V°‘MC+ A/TD)

— V,.(MA + AX + XY + YM);

avSak vektor v posledni zavorce je zfejmé nulovy. Tim je
dikaz hotov.

POZNAMKA. Rychlejsi dikaz se dostane uZitim
tzv. Carathéodoryho véty (dokonce pro simplex v E,).

6. Je dana jednotkovd kocka ABCDA’B'C’'D’. Z vrcho-
lov A a C vylezt sucasne dva chrobdky. Jeden z nich
lezie po hrane AD a za asovu jednotku dolezie do bodu
D. Druhy je rychlejsi a za ta isti Casovi jednotku sa
dostane po telesovej uhloprie¢ke CA’ do bodu A’. Zisti-
te, kedy si buda oba chrobédky najbliZsie a akd bude v tom
okamihu ich vzdialenost, ak predpokladime, Ze sa pohy-
buja rovnomerne.

RIESENIE. Zvolme v priestore kartézsku stiradnicova
sustavu tak, %2¢ A= (0,0,0), D= (0,1,0), A =
= (0,0,1), C=(1,1,0) (obr. 9). Rychlost prvého

—_

E)hrobéka je v = (D — A4) = (0, 1, 0), rychlost druhého

v, = (A" —C) = (—1, —1, +1) (prislusnych jednotiek).
V okamihu 7(0 =<7 =1) sa prvy chrobdk nachadza
v bode

—
A—}—[.V:l:(o,l,())
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z
D' C
| /r,
, |
Al B
\‘i\ ///
I-A\'/«/T\VZ
| = s
ok’ L TS)e
v,
A B

a druhy chrobédk v bode
C+z.72=(1—t,1~r,t).
Stvorec ich vzdialenosti d(z) v &ase ¢ teda je
) =0A—2+[1—0)—tP+2=62—61+2=

1\* 1
=6(t-5) +7-
Této kvadratickd funkcia nadobida minimum zrejme

pret = —;—, ¢o je hodnota z intervalu (0, 1), na ktorom

o nej uvazujeme. Chrobaky budu teda k sebe najbliZSie
v okamihu

t = —

2
. . . , 1 /2
a ich najmensia vzdialenost bude d 5) = 5
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2. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE B

(Komentafe byly urleny hlavné pro Ziky 1. ro¢niku
gymnasii a stfednich odbornych $kol.)

1. Jestlize a, b jsou kladna c¢isla mensi neZ 1, plati
nerovnost

a—p < WNeT=—D— Vo —a)l
~ Vel =) + (1 —a) °

dokazte. Zjistéte, kdy nastane rovnost.

KOMENTAR. Prvni tloha je v podstaté &ast feseni
nerovnice o dvou proménnych; tloha je usnadnéna tim,
Ze se neZadaji vSechna feseni dané nerovnice; mé se
provést jen zkousSka pro udana feSeni

O<a<l 0<b<])

MiZeme pohliZet na tlohu také tak, Ze dand nerovnice se
ma fesit v oboru

{l[a,]eR X R; 0 <a<l1l, 0<b<1}.

Timto omezenim je usnadnéno feSeni, nebot muZeme
celkem snadno provést rozbor tlohy. DuleZitd jsou tato
fakta:

e Dana nerovnice je soumérnd v a, b; proto miigeme
volit oznaleni tak, Ze je napf. a = b. Tim dosdhneme
zjednoduSeni pfi praci s absolutnimi hodnotami. Bylo
by ovSem tfeba uvést jesté jiné pfiklady, tieba oznaleni
thlu v trojihelniku podle rostouci velikosti apod.

e Je tieba zjistit, zda vSechny vyrazy maji v daném
oboru smysl, nebot jsou tu zlomky a odmocniny. Z ptfed-
pokladii vSak skutecné plyne

0<l—a<l, 0<1l—-b<1.

)
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e Volbou oznaleni a, b zmizi z dané nerovnice abso-
lutni hodnoty, nebotjea — b = 0ia(l — b) = b(1 — a),
tj. JJa@ — ) = |/b(1 — a). (MiZeme oviem postupovat
obvyklym zptsobem, tj. napf. umocnénim. Sami pak
budeme hledat obratnéj§i zplsob, abychom se vyhnuli
komplikovanym vypoctiim; tim dojdeme nendsilné k vol-
bé oznacdeni.)

e KdyZ se rozborem urila vSechna moZna feSeni
ulohy, tj. viechny dvojice [a, b], pro néZ plati 0 <a < 1,
0 <b <1, provede se zkouSka obracenim postupu
z rozboru, nebot jde o nekonetné mnoho dvojic
Cisel.

e Nerovnice -

0< (JJall — a) — |61 —B))°,

ke které dojdeme naznatenym zpusobem, umoZiiuje
i vysSetfit, pro které dvojice [a, b] plati rovnost. Tyto
dvojice jsou feSenim rovnice

Ja(@ — a) = |/6(1 — b)

neboli rovnice
(a—b)(l —a—b)=0. €))
Z (1) plyne buda = b,neboa + b = 1.

MiuZeme tak poklddat a, b za ortonormdlni soufadnice
v roviné a prozkoumat feSeni dané rovnice graficky.
Jako tvodni ulohu miZeme porovnat aritmeticky, geo-
metricky a harmonicky primér dvou kladnych &isel u, v.

Je a=u-{2—v’ g:VE, h=u2—{zfvv; porovnanim

dostaneme
az=zg=h;

rovnost plati jen v pfipadé u = v.
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RESENI. Za danych piedpokladi 0 < a < 1,0 < b<
< 1 maji zfejmé vSechny vyrazy v nerovnosti (1) smysl.

Pro a = b vztah (1) plati, dokonce v ném nastiva
rovnost.

Vysetfime ptipad, kdy a # b. Vzhledem k tomu, Ze
vyrazy na obou stranach nerovnosti (1) jsou soumérné
Vv a, b, miZeme oznacleni a, b volit tak, Ze

0<b<a<l 2

Oznacme r rozdil pravé a levé strany nerovnosti (1). Pak
vzhledem k (2) plati

r:]/a(l_b)_l/b(l_a) —(a—b) (3)
Va(@ =) + Vo1 — a)
ProtoZe je a # b, miZeme zlomek v rovnosti (3) rozsifit
vyrazem ([/a(1 — &) — |/6(1 — a)). Po daliich tpravich
pak dostaneme

_ (Ja@ =) — V(1 —5))*
r= 25 a—b ) @)

Ze (4) plyne, Ze pro kaZzdou dvojici isel a, b spliujicich
(2) plati

r=20,

tj. také nerovnost (1). Tim je platnost nerovnosti (1)
dokazéana pro vSechna kladn4 ¢isla a, b mensi nez 1.

Zbyva vysetrit, kdy v (1) nastavd nerovnost. Je tfeba
zjistit, zda maZe v (1) nastat rovnost i pro néjakou dvojici
a, b splitvjici podminky (2). Pak by bylo r = 0, tj.

a(l —a) =5b(1 — b),
(@a—b(Q—a—>b)=0.
Vzhledem k (2) je a — b =+ 0, takze
a+b=1 ®)

tedy
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Dosazenim do (1) se snadno piesvédcime, Ze pro kladna
Cisla a, b spliyjici (5) plati v (1) skute¢né rovnost. Ovéfi-
me jesté pripad a = b, ktery jsme béhem uprav vyloucili.
Po dosazeni do (1) zjistlme, Ze 1 pro a = b plati ve vztahu
(1) rovnost. Zavér tedy zni:

Rovnost v (1) nastavd pro dvojici kladnych &isel a, b
mensich nez 1 prévé kdyz

a=0b nebo a-+b=1.

2. Necht 7 je ptirozené ¢islo a f(x) polynom jedné pro-
ménné x s celoCiselnymi koeficienty. Pismenem M
ozna¢me mnozinu v§ech celych Cisel x takovych, Ze n déli
f(x). Rozhodnéte, zda se pocet prvka mnoziny M muze
rovnat ¢islu 1970 nebo 1971.

KOMENTAR. Na scesti nds mohou zavidét urditd
Cisla 1970 a 1971 (soucasné letopolty), kterda jsou vsak
pro feSeni ulohy nepodstatné.

OsvédCend je metoda fedit nejprve problém pro specidl-
ni pfipady, tj. nejprve experimentovat, pak vyslovit
hypotezu a dokazat ji popf. metodou, které jsme uzili
pii experimentovani. Jako prvni pfipad zvolime linedrni
polynomické funkce.*) Necht je tedy f(x) = ax + b,
a # 0. Impuls zni zkoumat hodnotu polynomické funkce
pro x -+ kn (kde % je celé Cislo). Plati

flx + kn) = a(x + kn) + b = (ax + b) + akn =
= f(x) + (ak).n. 2
Z (2) vyplyva pro linedrni polynomické funkce: Je-li
x € M, je také x + kn € M. Z toho plyne dale:
Je-1i M + &, je M mnoZina nekonecna. (V)
Dal$im krokem bude zkoumdni, zda véta (V) plati

*) Nebudeme ovSem volit numerické koeficienty, specializujeme jen
stupen.
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i pro polynomické funkce druhého stupné. Je-li f(x) =
=ax*+bx +c¢ a=+0, je
fx + kn) = a(x + kn)? + b(x + kn) + ¢ = ax® +
+ bx + ¢ + (2akx + ak*n + bk)n = f(x) +p.n, (3)
kde p je celé Cislo. Z (3) odvodime (jako z (2)), Ze
1 pro polynomické funkce druhého stupné plati véta (V).
Snad nyni uZz lze vyslovit hypotézu o obecné platnosti
véty (V); muZeme se o tom vSak jesté pfesvédCit na
nékterych zvlaStnich polynomickych funkcich vys§iho
stupné, napf.
fix) =x% + 1, g(x) = ax* + bx + ¢ apod.
Dtikaz hypotézy (bez znalosti binomické formule) se
muze opfit o vztah platny pro kazdé ptirozené a
(x+kn)"=x+kn).(x+kn). ... .(x+ kn) =
a-krat
=x*4+ C.n,

kde C je celé cislo.

Problémem zustdvd umély obrat (trik) zkoumat vztah
mezi funkénimi hodnotami f(x) a f(x + %n) nebo jedno-
duseji mezi f(x) a f(x + n). Toto zkoumani lze navodit
(v souvislosti s vySetfovanim linedrnich funkci) otazkou,
zda dovedeme z jednoho znadmého prvku mnoZiny
urcit né&jaky jeji dalsi prvek.

Z véty (V) ovSsem plyne na otdzku ulohy zaporna
odpovéd.

RESENI. Bud x celé a % ptirozené &islo. Uvédomme
si nejprve, Z¢ (x +n)* = x¥* +n.C, kde C je celé
&islo. Proto f(x + n) = f(x) + n.F, kde F je jisté celé
Cislo. Jakmile tedy x € M, pak také x + ne M. Z toho
plyne, e mnoZina M je bud prizdnd, anebo nekone¢nd.
Polet prvkd nasi mnoziny M se tedy nemiZe rovnat
¢islu 1970 ani 1971. Tim je Gloha vyfeSena.
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3. Najdéte nejvétsi pfirozené Cislo # s touto vlastnosti:
MnoZinu &isel 1, 2, 3, . .., 7 lze rozdélit na dvé Casti tak,
Ze Zadna z nich neobsahuje troj¢lennou aritmetickou
posloupnost s kladnou diferenci.

KOMENTAR. V textu tlohy mé byt misto ,,rozdé-
lit, ,,rozlozit* nebot jde skuteCné o nalezeni dvou
disjunktnich ¢asti M, M, tak, Ze

MUM,={1,2,3, ...,n}.

Pfedné asi bude tfeba vysvétlit si termin troj¢lenni
aritmetickd posloupnost. Podle textu ulohy se maji
viechna pfirozena &isla 7 roztfidit do dvou skupin:

Skupina I obsahuje vSechna takova n, Ze existuje aspoii
jeden rozklad mnoziny {1, 2, ..., n} v Casti M;, M,
tak, Ze ani M,, ani M, neobsahuje Zadnou trojélennou
aritmetickou posloupnost.

Skupina II obsahuje vSechna takova n, Ze kazdy roz-
klad mnoZiny {1, 2, ..., n} v &sti M;, M, mid tu
vlastnost, Ze bud M,, nebo M, obsahuje néjakou trojélen-
nou aritmetickou posloupnost. Koneénym tkolem je
najit nejvétsi &slo ze skupiny 1.

Predné je zfejmé, Ze vSechna Cisla n < 6 patii do sku-
piny L. Dale se pokusime zjistit, do které skupiny patfi
Cisla 6, 7, 8. Zkusmo snadno zjistime, Ze patfi do skupiny
I Je totiZ

{1,2,3,4,5,6} = {1,2,4} U {3, 5, 6},
{1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,5} U {3,4,6, 7},
{1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,3,6,8} U {2,4,5, 7}

Dal$im “"podnétem pro feSeni ulohy miZe byt tato
otazka: Zdd se, Ze im vétsi bude n, tim bude nesnadnéjsi
najit takovy rozklad mnoZiny 1, 2, ..., n ve dvé &dsti
tak, aby Zddnd z nich neobsahovala #ddnou trojélennou
aritmetickou posloupnost. Ptame se tedy: Kdyz &islo n
naleZi do skupiny II, nalezi tam také n + 1?
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Odpovéd je kladna ; tvrzeni se dokaZe ,,skrytou‘ mate-
matickou indukci. Vyjdeme z mnoziny {1,2,...,n,
n + 1} (to je velmi podstatné, v tom asi budeme chybo-
vat!); pfedpokladame, Ze M,, M, je jeji libovolny rozklad
ve dvé Casti, tedy

{L,2,...,n+1} =M UM, MNM,=0.

Cislo # + 1 se vyskytuje v jediné z ¢asti M,, M,; zvolme
oznaleni mnozin M,, M, tak, aby bylo n + 1 € M,. Pak
mnoziny M,;, M, N\ {#n + 1} tvofi rozklad mnoZiny
{1, 2, ..., n}. ProtoZe Cislo n patfi do skupiny II, obsa-
huje aspoil jedna z mnoZin M;, M, \ {n 4 1} trojélen-
nou aritmetickou posloupnost; totéZ tedy plati i o mno-
Zinach M,, M,, a tim je tvrzeni dokazano.

Tato Cast feSeni je obtizna a vyZaduje vydatnou pomoc.

Zbyva vysetfit piipad n = 9. Ukaze se, Ze 9 patii do
skupiny II, a Ze tedy 8 je nejovérsi Cislo ze skupiny 1.
Fakt, Ze 9 nalezi do skupiny II, se dokaZe experimentalné.
Necht je

{,2,...,9y=MUM,, MNM,=20.

Nejprve zkoumdme pfipady, kdy M, je mnoZina
o jednom nebo dvou prvcich; pak najdeme v M, vidy
troj¢lennou aritmetickou posloupnost s diferenci 1,
nebot M, vznikne z M, vynechdnim jednoho nebo dvou
Cisel.

Dile zkouméame pfipady, kdy M, i M, obsahuji aspon
tfi prvky; oznafeni mnoZin M,, M, zvolime tak, aby M,
obsahovalo vice prvkt nez M,; M, tedy obsahuje 6 nebo
5 prvka.*)

Zabyvejme se nejprve piipadem, kdy M, obsahuje
6 prvkt. Uspotfiddame téchto 6 Cisel vzestupné a dostane-
me sled s kladnymi diferencemi:

dy, dy, ds, dy, ds. 4)

*) Zde je jind volba oznadeni M, M, neZ pfi pfedchozim dikazu indukci.
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Probereme pfipady, kdy nejvétsi z Cisel (4) je postupné
4,3,2,1, a vidy dokdZeme, Ze existuje v M, troj¢lenna
aritmeticka posloupnost. Bylo by sice moZné prozkoumat
experimentalné vSechny moZné rozklady mnoZiny
{1,2,...,9} ve dvé d{asti, z nich? kazdd obsahuje
3 az 6 prvka (3 4+ 6 nebo 4 + 5),avSak téchto rozkladi
je (g) + (Z) = (12 4 18) . 7 = 210; toto primitivni
feSeni by bylo umorné. Takovéto situace ospravedlnuji
deduktivni pfistup.

Vratme se ke zkoumdni sledu (4). Plati d, + d, +
+ d; + d, + d;, = 8 (proc?); proto kazdé z Cisel dy je
rovno nejvyse ctyrem Je-li n&které z Cisel d; rovno Cty-
fem, jsou ostatni Ctyfi rovna jedné a Zadana posloup-
nost (s diferenci 1) je nalezena. Stali totiz, aby dvé sou-
sedni diference byly sobé rovny. Je-li nejvétsi z Cisel d;
rovno tfem, je nejvyse jedno ze zbyvajicich rovno dvéma
a ostatni tfi jsou rovna jedné. Pak je tfeba zkoumat moz-
nosti sledu (4) a dokazat, Ze vzdycky dostaneme trojclen-
nou aritmetickou posloupnost. Zafadéni clenti této po-
sloupnosti ukazuji znaky ®, napf. v téchto pifipadech:

113,11, 2 12,1381,

Obdobné probihd zkoumdni, jsou-li vSechna d; sledu
(4) rovna jedné nebo dvéma a v pfipadé, kdy mnoZina M,
je jen pétiprvkova, tj. kdy sled (4) obsahuje jen Ctyfi
kladné diference.

Uloha 3 vlastné nepredpoklddd Zidné matematické
znalosti. Je tézkd, ale jejim feSenim ziskime mmnoho
uzite¢nych matematickych dovednosti.

RESENI. Znizornime viechny mo¥né rozklady mnoZi-
ny Cisel {1, 2, 3,...,n} na dvé Cisti tak, aby Zadni
z nich neobsahovala trojélennou aritmetickou posloup-

Ve v v

nost s kladnou diferenci. Pti feSeni nasi tilohy se zfejmé
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muzeme zabyvat jen disjunktnimi rozklady. Pismeno a,
resp. b, napsané na 7-tém misté zleva v pfisluSné n-Clenné
posloupnosti (viz niZe), bude znamenat, Ze Cislo ¢ patii
do prvé, resp. druhé skupiny rozkladu, ktery tato po-
sloupnost znazorfiuje. MuZeme je$té pfedpokladat, Ze
Cislo 1 bude patfit vidy do prvé skupiny. Sestavime si
nyni schéma (obr. 10), v jehoZ n-tém fadku shora jsou

n=1 a\

n-2 aa/ 2

n-3 ac’zb aba/\ab<

n=4 aaba aabb abaa abab abba
Obr. 10

vypsany vSechny moZné pfipustné rozklady mnoZiny
Cisel {1,2,3,..., n}. Tyto rozklady se vidy najdou
uzitim pfedchoziho (7 — 1)-ho fddku: ma-li se totiZ
mnoZina disel {1,2,3,...,n} dat rozdélit na dvé
(disjunktni) ¢asti, z nichZ Zddna neobsahuje troj¢lennou
aritmetickou posloupnost, pak totéZ pochopitelné musi
platit i pro podmnoZinu {1,2,...,n — 1}; posledni
Cislo n pak pfiddvame bud k prvé, nebo k druhé skupiné
kazdého rozkladu uvedeného v (» — 1)-ém fadku,
pfi¢emZ ovSem dbame na to, aby ze Zadné z nové¢ vznika-
jicich skupin nebylo moZno vybrat trojclennou aritmetic-
kou posloupnost s nenulovou diferenci. Tak se ukazuje,
Zze v osmém fadku naSeho schématu vyjdou pravé tfi
mozZnosti: aabbaabb, ababbaba, abbaabba; z nich uZ
viak nelze pokracovat na devatém fadku.
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ODPOVED: Hledané &islo je n = 8.

POZNAMKA: ReSeni tlohy 3 bylo v komentaFi
podrobné naznaleno; uvadime zde proto dal$i moZné
feSeni.

4. Ze vsech Ctyfuhelnikd, které maji dany obvod, mé
nejveétsi obsah Ctverec; dokaZte.

KOMENTAR. a) Jako priipravu pro feSeni &tvrté
ulohy by bylo vhodné fesit tzv. izoperimetricky problém
pro pravouhelnik. Oznaéme s polovi¢ni obved pravo-
uhelnika, x délku jedné strany. Pro jeho obsah y plati

y=x(s—x)=sx—x2=%2—(x—-;—)2- ®)

Funkce y (obsah) nabyva svého maxima, pravé kdyZ je

s . s
x—7=0, t. x=7

b) Druhd Cist feSeni je zkoumdni libovolného Ctyi-
uhelnika ABCD. Uvodem by méla byt Gvaha, Ze ke kaz-
dému nekonvexnimu Ctyfahelniku existuje konvexni Ctyi-
thelnik téhoZ obvodu a vétsiho obsahu. Staci tedy zabyvat
se 1lionvexnimi Ctyfahelniky. To je druha pfipravna
uvaha.

. Pravothelnik je pak &tverec.

c) Treti pfipravany krok je tento: Zkoumejme obsah
trojuhelnika, jehoZ dvé strany maji konstantni délky
p, ¢ a thel jimi sevieny mid proménnou velikost w.
Bez trigonometrie je patrné, Ze obsah je maximadlni,
pravé kdyZz je maximélni vySka na stranu p, tj. kdyz je
?lag

d) Nasleduje vlastni feSeni tlohy. Impuls je ve vyzvé:
cdhadnéte pomoci délek stran d&tyfahelnika ABCD
(AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d) obsahy trojthel-
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nikt 4ABC, ADC, ABD, CBD; vyjde

AABCg—;—ab, A ADC é—;—cd,
(6)
AABDé%ad, ACBD§—;—bc.

Seétenim vyjde pro obsah P Ctyfuhelnika ABCD:

2P < b+ d) + b+ d) =5 (a+ ) (b + d).

Oznadime-li 25 obvod (délku obvodu), a + ¢ = x, dosta-
neme

4P < x(2s — x) = §* — (s — x)2. @)
Maximum funkce (7) dostaneme (viz odst. a)) pro x = s,
tj. a + ¢ = b + d. Spojime-li tento vysledek se skutec-
nosti, ze v (6) plati rovnost, pravé kdyZz je Ctyfthelnik
ABCD pravouhelnik, dostaneme a = b = ¢ = d. Ostat-
né pak shleddme, Ze vztah (7) nebylo tfeba cdvozovat,
nebot je to repriza odvozeni a vyuziti vztahu (5). Obé
avahy se ztotoZni, jakmile si uvédomime, Ze ¢tyruhelnik
ABCD s maximilnim obsahem musime hledat mezi
pravouhelniky.

RESENT. Bud ABCD libovolny &tyfuhelnik se stranami
AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d. Pak plati

obsah A ABC < —;—ab,

[e—

obsah A BCD = — bc,

- N

obsah A CDA < —cd,

obsah A DAB < %da.

[\S)
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Seétenim dostaneme

2. obsah ABCD < - (ab +bc + cd + da) —

=@+ B+d),

tedy

omwABaxg“jfﬁgf. (1)

Ptritom je jasné, Ze rovnost v (1) plati pravé kdyz ABCD
je pravouhelnik. Dale mame

a+c+b+d
-l/a—l—c'b+d< 2 2  a+btc+d
2 2 = 2 - 4 ?
il
2
a—z}—c_b—zi—dé(aJ;—b—Zc—l—d) @

s rovnosti pravé kdyZ a + ¢ = b + d. Z (1), (2) kone¢né
dostdvime

2
obmhABCD;;(iiliglliﬁ)

s rovnosti pravé kdyz ABCD je Ctverec. Tim je véta
dokazana.

5. Stény Ctyfsténu jsou Ctyfi navzdjem podobné rovno-
ramenné trojuhelniky; nejkrat$i hrana ma délku 1.
Urcete vSechny takové Ctyfstény.

KOMENTAR. Tato tloha je v podstaté zkoumani
siti hledaného Ctyfsténu. Je tfeba rozlisit dva pfipady:
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Nejkratsi hrana*) je a) zakladnou rovnoramenného troj-
thelnika, b) jeho ramenem.

V ptipad€ a) vychdzi zkoumdni z rovnoramenného troj-
thelnika o stranich (1, a, @), kde a = 1. S pouZitim
podobnosti snadno dokdZeme shoonost viech Ctyf stén,

2 X

sit Ctyfsténu je nakreslena na obr. 11. Je pak jest¢ tieba

0
a
M S X
1
a
Obr. 11

dokézat existenci Ctyfsténu, coZ je ryze stereometrickd
uvaha; uZije se tu otdeni bodu X kolem osy o, bod X

vyplni kruZnici % se sttedem S a polomérem l/a2 — —i—

a na ni lezi vrchol V Ctyfsténu ve vzdilenosti MV = 1.
Obdobné se postupuje v pfipadé b): Zde je vSak tieba
rozli$it dv& moZnosti (viz obr. 12). Pfedpokléadime a > 1,
nebot pfipad, kdy vSechny stény jsou rovnostranné
trojuhelniky, je zahrnut v a): A)b=c=1, B)b=a,

*) Vysvétlime si i termin ,nejkrat$i“: znamend to, Ze Z4dnd jind
hrana nemaé mensi délku.

\
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¢ = a®. Pripad B) se pfivede ke sporu (a =1 A a > 1),
pfipad A) da Ctyfstén, jehoZ sit tvofi ¢tyfi shodné tupo-
hlé rovnoramenné trojihelniky. V pfipadé A) je ovsem
také tieba dokdzat existenci Ctyfsténu jako v odst. a).

Obr. 13

RESENI{. Rozlisime dva typy &tyfsténii: I. Nejkratsi
hrana je zdkladnou nékteré stény (tj. rovnoramenného
trojuhelnika); II. nejkrat$i hrana je ramenem nékteré
stény.

Ad I. Sténa, kterd je rovnoramennym trojuhelnikem
se zakladnou délky 1, necht ma rameno délky a; podle
textu ulohy je a = 1. Zalnéme rysovat sit Ctyfsténu
(obr. 13). Vychazime z vySrafované stény a k ni pfipoji-
me trojuhelnik o strandch délek 1, b, ¢. Tento nevySrafo-
vany trojuhelnik ma bud za zdkladnu zakladnu vysrafova-
ného trojuhelnika, a pak je vzhledem k jejich podobnosti
b = ¢ = a, nebo ma za zakladau napf. stranu c, a pak je

1
e Odtud plyne b=1, c=7§_ 1.
ProtoZe nejkrats$i hrana md délku 1,jec = 1,2 = 1l aoba
trojuhelniky z obr. 13 jsou tedy opét rovnoramenné se
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spole¢nou zékladnou délky 1; vzhledem k své podobnosti
jsou shodné (obr. 14). Pfipojime dal$i dva trojahelniky
(vysrafované) o strandch délek a, a, d. Vzhledem k podob-
nosti viech stén je d = 1 a definitivni tvar sité je na obr.15.
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Existenci Ctyfsténu, jehoZ sit je na obr. 15, dokdZeme
pro a =1 snadno. Otacime-li vySrafovany trojihelnik
kolem osy o, opisuje bod X kruZnici &, ktera lezi v roviné
kolmé k ndkresné a vedené pfimkou p, kterd md stfed S

a polomér r = |/a?® — % . Na kruZnici % leZi dva body,

které maji od bodu M vzdalenost 1, nebot plati

1<V§§V4a2—1=2.|/a2——‘11—,

coZ je prumér kruZnice k. Tyto dva body jsou vrcholy
hledanych étyfsténi.

Ad II. Sténa, kterd je rovnoramennym trojihelnikem,
m4é ramena délky 1 a zakladnu délky a, pro kterou plati

l<a<2 (1)

(nerovnost a < 2 plyne z trojihelnikové nerovnosti).
Jako v pfipadé I. zaCneme sestrojovat sit (obr. 16). Bud
je strana délky a zakladnou nevysrafovaného trojuhelnika,
a pak je b = c¢ =1 (pfipad A), nebo je napf. strana ¢
zakladnou nevysrafovaného
trojihelnika, a pak je b = a,
¢ = a® (ptipad B).

V piipadé A pokralujeme
déle podle obr. 17. Vzhledem
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k podobnosti obou vySrafovanych trojuhelniki je d = a
a definitivni tvar sité ukazuje obr. 18.

Existenci Ctyfsténu, jehoZ sit je na obr. 18, vySetfime
jako v ptipadé I. Ctyfstén vznikne pravé tehdy, leZi-li

Obr. 18

na kruZnici % sestrojené nad prumérem MX bod Y, pro
ktery plati MY = a, tj. plati-li

2
a<2.V1—%=V4—a2. )
Upravou nerovnice (2) je
1<a<]2 (3)
coZ je zuZeni podminky 1.
Pripad B. Doplnime zaCitek sité¢ z obr. 16. Zadny

z vysrafovanych trojihelniki na obr. 19 nemuZe mit
zékladnu 1 (jinak by mél vzhledem k podobnosti stén

76



rameno délky » < 1, coZ neni moZné, protoZe nejkratsi
hrana mé délku 1). Protojed = 1,02 =d = 1,tj.a = 1;
to je viak ve sporu s pfedpokladem a > 1. Pfipad B
nemuZe tedy nastat.

Obr. 19

ZAVER. Existuje jen jediny typ hledanych &ty¥sténi.
Jeho sit je na obr. 15, kde je a = 1, nebo na obr. 18, kde je

1 <a < ]/2. V obou ptipadech jsou viechny &tyti stény
Ctyfsténu shodné trojuhelniky.

6. V roviné jsou diny dvé navzijem kolmé primky
> g abod S, ktery neleZi na Zddné z nich. K libovolnému
trojuhelniku ABC sestrojime trojuhelnik A4,B;C, s nim
sdruZeny podle pfimky p, k trojahelniku 4,B,C; sestro-
jime trojuhelnik 4,B,C, s nim sdruZeny podle stiedu S
a k trojuhelniku A,B,C, trojihelnik s nim sdruZeny
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podle pfimky g. DokaZte, Ze trojihelnik Ay3B;C; miZeme
dostat posunutim trojuhelnika ABC.

KOMENTAR. Uloha je snadnym piikladem na skl4-
déni zobrazeni. Impuls: V podstaté 1ze postupovat dvojim
zpusobem: 1. ,,ryze geometricky* tak, Ze rozloZime sou-
mérnost podle stfedu S ve dvé soumérnosti podle os
~ rovnobéznych s pfimkami p, g; 2. analyticky — metodou
soufadnic — tak, Ze zvolime pfimky p, ¢ za osy soufadnic,
vyjadfime analyticky vSechna tfi zobrazeni a jejich sloZeni
provedeme vypoltem. Pfi prvnim zpusobu feSeni je
tfeba dokazat rozklad stfedové soumérnosti ve dvé osové
soumérnosti s osami navzajem kolmymi. Tato véta a véta
o sklddani dvou soumérnosti s rovnobéZnymi osami
v translaci je vam snad znama. Je ovSem také tieba
zdiaraznit, Ze obricené slozenim kaZdych dvou soumér-
nosti s navzdjem kolmymi osami vznikne soumérnost
podle stfedu. Pak uZ jde feSeni hladce. Metoda soufadnic
(pje osay, qje osa x) vede k tomuto analytickému vyjadie-
ni soumérnosti:

Xy = —Xoy Y1 =Yo5 %o =2k —x, yy=2m— y;
X3 = Xg5 Y3 = —Vo. (8)

Pfitom xg, Vo3 X15 V15 X5 Va5 X35 V3 jSOU proménné soutadni-

ce vzoru a obrazi; &, m jsou konstantni soufadnice bodu

P P

| o
[~/

B
(%]
3

J;T # q
% Obr. 20
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S. SloZenim vSech tfi zobrazeni (postupnym dosazenim
v (8)) vyjde x3 = x¢ + 2k, y3 = yo — 2m, coZ je analy-
tické vyjadfeni posunuti ¢ili vektoru (2k; —2m).

RESENTI. a) Soumérnost podle sttedu S se da sloZit
ze soumérnosti podle pfimky 7 kolmé k p vedené bodem
S a pfimky p’ rovnobéZné s p vedené bodem S (obr. 20).
Ale soumérnosti podle pfimek p, m navzijem kolmych
skladaji soumérnost podle sttedu R, ktery je pruse¢ikem
pfimek p, m. Soumérnost podle pfimky p’ a soumérnost
podle pfimky ¢ (p’ | ¢) vSak skladaji soumérnost podle
sttedu T, ktery je pruseCikem piimek p, g.

b) Trojuhelnik 4;B;C; miZeme tedy sestrojit takto:
Sestrojime nejprve trojuhelnik 4’B’C’ soumérné sdruze-
ny s trojuhelnikem ABC podle stiedu R a pak trojihelnik
A"B"C" soumérné sdruzeny s AA'B'C’ podle stiedu
T; ztejmé trojuhelniky A’B"'C"" a A3B;C; splynou.

X
,P\\
‘ o
/ e
~
/I \\
7
R4 sl
AN =
’ S b
J ~ o
/ ™ h ™
’ . ~
/ ~ ~_
~ ~
’——————-—~-————————\o —————————————————— i
X T X
Obr. 21

Je-li X’ bod soumérné sdruzeny s libovolnym bodem X
podle stfedu R a X" bod soumérné sdruZeny s X’ podle
sttedu 7, vznikne X'’ posunutim bodu X ve sméru RT,
ve smyslu RT; velikost posunuti XX’ je 2RT. Toto tvrze-
ni je zfejmé z vlastnosti stfedni pFi¢ky trojihelnika
XX'X", jak ukazuje obr. 21, ale d4 se snadno dokézat
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i v pfipadé, Ze body R, T, X, X', X" lezi v pfimce (viz
napf. obr. 22, XX =XX' +XX" = 2RX + 2TX'=

N —r—

X R X———T——X
Obr. 22

= 2RT). Jinak se da toto tvrzeni dokézat rozloZenim
soumérnosti podle sttedd R, T v soumérnosti podle os
a, b, b, ¢ (viz obr. 23). )

Obr. 23

JINE RESENI{. Zvolme p, ¢ ptimky za osy kartézskych
soufadnic. Bod S necht mi soufadnice [k, m], bod A4
soufadnice [x, y], bod A4, soufadnice [x;; y;], bod A4,
soufadnice [x,; y,], bod A soufadnice [x3; ys] (obr. 24).
Podle formule pro soufadnice stfedu usecky je x; = —x,,
V1= o5 ¥a = 2k — X3, Y5 = 2m — 15 X3 =Xp, Y3 = —Ya.
Postupnym dosazenim dostaneme

X3 = Xo + 2k, Y3 =y, — 2m.

Bod A3 vznikne z 4 posunutim danym pocatkem sourad-
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nic a bodem [2k, —2m]. Totéz plati pro body B;, B
a C,; C.

p
A=[x0,) A, :[x1 /}’1}
o————F———-a_
\\
 S=[kim]
\? '42=[X2i )’2]
0 i g
AJZ[XJ ;)’3]
Obr. 24

3. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE Z

1. Je dan zlomek
a? — ab — ac + bc
a® — a%b — a*c — a2d + abc + abd + acd — bed *

Urdete, pro kterd Cisla a, b, ¢, d

V =

a) ztraci tento zlomek smysl, a pak ho zkratte;
b) je dany zlomek rovny nule;
c) je dany zlomek kladny, popf. zdporny.

KOMENTAR. Prvni souté?ni tiloha je typicka rutinni
uloha. Prvni jeji otdzka se tykd uréeni tzv. maximdalniho
defini¢niho oboru dané funkce V' o ¢tyfech proménnych
a zjednoduSeni dané funkce; je to tGloha na postupné
vytykani. Pfipomeiime si, Ze kaZdy zdpis rovnosti dvou
vyrazll s proménnymi je tfeba doplnit idajem, pro které
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hodnoty proménnych rovnost plati (jde tedy vlastné
o0 rovnici); napf.
x2—1
x—1

=x+ 1 pro vSechna x + 1.

Postupné vytykani pfipomene tieba ukdzka:

a® 4 ab — ac — bc = a(a + b) — c(a + b) =
= (a + b)a — o). 0

Vztah (1) plati pro vSechna realna ¢isla a, b, c.

Ulohy b) a ¢) se mohou fesit soucasné. Jde ptitom
o uziti vét: Soucin (podil) je kladny, pravé kdyZ oba
Cinitelé (délenec a délitel) jsou oba Cisla kladna nebo oba
Cisla zdpornd — a obdobnych dal$ich vét. Pfipomenime
si, Ze zde zlomkova Cara je znakem pro déleni — nejde
o zlomky ve smyslu aritmetickém (uspofddané dvojice
celych cisel), nebot a, b, ¢, d mohou byt racionalni
a iraciondlni.

Podnétna ukédzka pro vysetfovani je tato:
a®*+ab—ac—bc (a—c)(a+b) a—c @)
ab+b>+ac+b (B+c)lat+b b+
Vztah (2) plati pravé kdyz b + —c, a + —b. Pii vy-
Setfovani, zda V> 0, V=0, V < 0, tedy pfedpoklada-

me, Ze jsou tyto podminky splnény, a uZijeme schématu
zvaného strom:

V:

| |
la—c>0’ ‘a—c:Ol ]a—c<0’—
— | |
lb6+c>0[|b+c<0] b+c>0|[b+c <0

®)
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Ve schématu (3) je tlusté zakreslena jedna z péti moZnych
cest. Zkoumani zapiSeme piehledné takto:

ea—c>0b+c>0 .. . ... . ... V>0
ea—c>0,b+c<0 . . ... ... .. V<0
ea—c=0 ... V=
ea—c<0,b+c>0 .. .. ... ... V<0
ea—c<0,b+c<O0 . ... ... ... V>0

RESENT. Citatele i jmenovatele daného zlomku vhod-
nym vytykanim rozloZme v Cinitele:
a® —ab —ac + bc =ala—b) —cla—b)=(a—0b).
.(a—o¢)
a® — a®b — a?c — a?d -+ abc + abd + acd — bed =
= a3 — a%b — a% + abc — a2d + abd + acd — bcd =
= a*la — b) — ac(a — b) — ad(a — b) + cd(a — b) =
= (a — b)[a* — ac — ad + cd] = (a — b)[ala — ¢) —
—d(a— ¢)] = (@ — b)a — c)a — d) .
Pro zlomek V tedy plati
v (a—b)(a— o)
T (@a—ba—c)(a—4d)’
takZze ma smysl pro vSechna takova cisla a, b, ¢, d, pro

ktera je jmenovatel rtizny od nuly, tj. @ musi byt rtzné
od kazdého z Cisel b, ¢, d.

Za tohoto predpokladu lze dany zlomek V psat ve
tvaru

Odtud vidime, Ze dany zlomek se nikdy nerovna nule;
v ptipadé a > d je kladny, v pfipadé¢ a < d zaporny.

83



2. Hraci kostka m4 tvar krychle; jeji stény jsou oznaleny
oky v poctu 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, Ze soucet poCtu ok na dvou
protéjsich sténach je vidy tyz.

K hraci kostce prilepime dalsi dvé stejné hraci kostky
z téhoZ materidlu vZdy celymi sténami. Jak kostky slepit
a pak slepenec poloZzit na stdl asponi jednou sténou tak,
aby pocet viditelnych ok byl a) maximalni; b) minimalni?

(Za viditelné povaZujeme vSechny stény slepence, které
nepfiléhaji ke stolu.)

KOMENTAR. Druh4 tloha nepotiebuje témét 24dné
matematické znalosti; je snadnou kombinaci pfedstavi-
vosti, jednoduchych asudkd, napf. systematického vyctu
vSech moZnosti apod. Je moZno ji uvést jednodussi obmé-
nou (dvé hraci kostky) a pfipad tfi kostek fesit jako druhy.

Postup feSeni se sklada asi z téchto Casti:

zjisténi, Ze soucet poltl ok na dvou protéjsich sténdich je
M+2+34+4+5+6=21,21:3=17];

zjiSténi tvaru vSech moZnych slepencti ajejich postaveni ;

roztfidéni dvojic stén krychli slepence na dvojice, kde
vidime

o) obé stény,

B) jedinou sténu,

y) Zadnou sténu.

i

|
I i
1

|
iy
/

/ /

/

84



Uvodni tlohu s dvéma hracimi kostkami fe§ime takto:
O souétu viditelnych ok rozhoduji jen dvojice stén «, B.
Dvé krychle tvofi vzdy slepenec tvaru pravidelného hrano-
lu étyi"bokého. Je-li kvadr poloZen na jednom étverci,
existuji Ctyfi dvojice Ctvercl druhu « a jediny Ctverec
druhu B, je-li kvadr poloZen na dvou &tvercich, jsou Ctyfi
&tverce druhu B. Celkem jsou tedy moZné tyto pfipady
(obr. 25):

Pocet dvojic Pocet dvojic
gtin o Soudet ok stén B Soucet ok
I. Kvadr
spociva
najednom 4 28 1 x
&tverci
II. Kvéadr
spociva na
dvou 2 14 4 y
&tvercich

Snadno zjistime meze pro x a y. Je totiZ 1 < x =6,
6 = y = 22; viditelné stény obsahuji totiZ v p ade II

aspox‘iz.l—[—2.2=6okaneiv3"§e2.5+ 6 =22
ok. Pro celkovy soucet ok tedy plati:
v pfipadé I

29 <28+ x =< 34, (1)

v ptipadé 1I

200=14+y=36. (2)
Z nerovnic (1) a (2) vyplyva, Ze minima i maxima dosdhne-
me v piipadé II; pocty ok jsou 20 a 36.

Je samoziejmé, Ze nemusime zapisovat odhady nerovni-
cemi (1) a (2), ale miZeme prosté v kazdém z pfipada
I, II stanovit vypo¢tem horni a dolni mez poétu viditel-
nych ok.
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V pripadé tfi kostek vzniknou dva tvary slepencu
(obr. 26), u kazdého z nich je tfeba uvaZit rtizné jeho
polohy.

RESENT. Jsou mo#né dva riizné tvary slepence a cel-
kem pét moZnosti, jak tyto utvary postavit na stil;

Pt

/' !
ot

a & :
/%—_ /)___/J___-

Obr. 26

téchto pét moznosti je zniazornéno na obr. 27. Prozkou-
mame-li nejvétsi, resp. nejmensi moZny pocet viditelnych
ok u jednotlivych soustav, dochdzime k zavéru, Ze nej-
vétsi pocet viditelnych ok muZe byt 52 (u sestavy podle
obr. 27¢) a nejmensi 26 (podle obr. 27d).

3. Je dan trojuhelnik ABC o stranich AB = 9 cm,
BC =5 cm, CA = 8 cm. VepiSte mu kruZnici £ a na
kruZnici % sestrojte vSechny body X této vlastnosti:
Pfimka p rovnobéznia s AC vedend bodem X protind
strany AB, BC po fadé¢ v takovych bodech Y a Z,Ze X je
stfedem usecky YZ.

KOMENTAR. T¥eti tiloha je snadn4 typova konstruké-
ni Gloha. Hledany bod X néilezi dvéma mnoZindm bodu:
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b)

a)

c)

Obr. 27
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kruZnici £ a mnoZiné M stieda viech usetek YZ || AC,
jejichZ krajni body Y, Z leZi po fadé¢ na stranich AB, BC.
Uvodem do této ulohy by mohlo byt, Ze bychom kruZnici
k nahradili pfimkou, useCkou nebo jinou kruZnici. Takto
obménéna tloha miiZze byt sloZitéj$i nez tloha soutéZni,
nebot pfi diskusi se muZe objevit i pfipad s jedinym
feSenim nebo piipad nefeSitelny. Naproti tomu soutéZni
uloha ma vzdy pravé dvé feSeni, coZ je tieba ovSem doka-
zat.
Kli¢em k feSeni ulohy je vySetfeni mnoZiny M. Expe-
. rimentédlné se zjisti, Ze M
je téinice BB, kde B,
znali stied strany AC.
Tento  experimentalné
zjistény fakt se musi do-
S R kazat. Jde v podstaté
N LT o tzv. harmonickou
5 vlastnost lichobéZnika:
e N Je-li PQRS lichobé&Znik
= o se zdkladnami PQ, RS,
/P / Q pak spojnice pruseciku
PRNQS a PSNQR
Obr. 28 ptli kazdou z obou za-
kladen (obr. 28). Zname-
li tuto vétu, mizeme z ni vyjit. Jinak siji mizeme doka-
zat takto:
Harmonicka vlastnost lichobéZnika se dokazuje obycejné
pomoci stejnolehlosti, ale je obecné zndmo, Ze kazdy
dtkaz opirajici se o podobnost lze prevést na dukaz
zaloZeny na obsazich obrazct (trojuhelnikd); tato druha
cesta je intuitivnéj$i a pfistupnéjsi. V nasem piipadé by
mohla byt vychodiskem véta o situaci nalrtnutd na obr.
29. Zde jsou p, g, r tfi rovnobézky, A ACB’ je rovno-
ramenny se zdkladnou AC. Pomoci obsaht nejprve
dokaZeme sporem, Ze plati

88



Obr. 29

YZ=YZ. (1)
Pfedpokladejme, Ze je napf. Y'Z' > YZ; pak plati pro
obsahy trojthelnikt a lichob&Zniki:

/NACZY < /"\NACZ'Y',
AYZB < AY'Z'B'.
Sectenim pfedchozich vztaht vyplyne

Obr. 30

89



A ACB < A ACB,
coZ je ve sporu s piedpokladem r || p.
Nyni stai na obr. 29 pfikreslit body X, X’ jako pru-
seCiky pfimky ¢ a té€Znic BB,, B'B, (B, je stfed strany
AC). Pouzitim pfedchozi véty, tj. vztahu (1), dostaneme

XY =XY =X7=XZ.

RESEN{ (obr. 30). MnoZina stfedi viech tsedek
rovnobéznych se stranou AC, jejichZ krajni body leZi na
stranach AB, BC, je vnitfek té€Znice BB, a bod B,. Hle-
dané body X jsou dva: jsou to pruseciky kruZnice &
s téZnici BB,.

4. Jsou dény dva razné pravidelné Sestithelniky
ABCDEF a KLMNOP, které maji spoleCnou stranu
(A=K, B=1L).

a) Urlete drahu, kterou opiSe vrchol K Sestitthelnika
KLMNOP, ktery se kotali vné po obvodu Sestithelnika
ABCDEF.

b) Vypoctéte délku této drahy.

KOMENTAR. Ctvrtd tloha v podstaté nepotiebuje
navod. Navazuje na pfipravnou tlohu 3 kategorie Z. Je
to konstrukéné poletni tloha. Drdha bodu K se sklada
z péti obloukd kruZnic tfi raznych polomért. Nanejvys
snad je tfeba pfipomenout, Ze musime urlit stfedy
i poloméry kruZznic, po nichZ se bod K pohybuje, a dile
velikosti stfedovych whla pro pfislusné oblouky. Nary-
sujeme si opét Sestithelnik ABCDEF, vystfihneme si
z kreslici Ctvrtky Sestithelnik KLMNOP a na tomto
modelu si skuteéné provedeme kotaleni druhého Sesti-
uhelnika.

RESENT. Driha bodu K se skldd4 z p&ti kruZnicovych
oblouku, jak je naznaeno na obr. 31; &, k,, k3 znali
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délky pfislusnych obloukld. Kazdému z péti obloukd
odpovidd stfedovy tuhel velikosti 120°. Oznadime-li a

délku strany daného Sestiuhelnika, budou pfislus$né
poloméry

rn=a, rz—a]/3, rs = 2a
Je tedy
27y 2
kl-— 312'3—7Za,
2nr 2 5
ky = 5 —3—1/3 na,
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k3 = 273tr3 — ‘g"‘na.

Celkova délka drahy bodu K je tedy
d == 2k1 + 2k2 + k3 = %na(z + Vg).

Je-li napt. a = 4 cm, vychazi d = 62,3 cm.
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IV. StitaZné dlohy Il. kola

1. RIESENIA ULOH KATEGORIE A

1a. Nech 7 > 1 je prirodzené &islo, @ = 1 realne ¢&islo
anech pre redlne Cisla x;, , £ = 1,2, ..., n plati:

x=1, x;—;lza—}—ock, E=1,2...,n—1; (1)

pri¢om Cisla oy, vyhovuji nerovnosti

1
< — — —
o = gy A= b%eor—1. @
n—1
Potom plati:  |/x, <a + n—il ;  dokaZte.

(PouZite znamu nerovnost: Pre [ubovolné neziporné
redlne Cisla by, by, . . . , by, plati:

vy Wl i b"'.) (5 bodov)

m

RIESENIE. Z (1) jednoduchym vypoétom dostaneme
Xn=0(a+0)...(a+ ay). ©)
KedZe z (2) pre kazdé £k = 1,2, ...,n—1 vyplyva

a+op=1-— >0,

1
k(k + 1)
dostaneme z (3) na zéklade vety o geometrickom a arit-
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metickom priemere

n—1

V= Jatm  Grads
(n— 1Da+ :2;05,‘

n—1

lIA

Cize
n—1

1
S‘k(k -7

Vep<a+ 2=t . (@)

n—1

n—1

Zrejme vSak plati
n—1

n—1

Dt ) - -k
RE+1) E k+1)] >

k=1

na zéklade ¢oho uZ zo (4) vyplyva nerovnost, ktorej
spravnost sme mali dokazat.

1b. Vysetfete mnoZinu vSech bodt v roving, jejichz
pravouhlé soufadnice x, y splituji soustavu nerovnic

x| <2, |yl <2, (1)

cos nxy = 0, 2)

cos nt(x? — y?) = 0. 3)

Naértnéte obrazek. (5 bodu)

RESENI. A) Mnoinou viech bodii, pro které je splné-
no (1), je vnitfek Ctverce, ktery omezuje pfimky

x=2, x=-2, y=2, y=—2.
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B) Z nerovnice (2) plyne
2k + 7 <y §2kn+—g—n,
tj.
1 3
2k+—2—§xy =2k + 5,
kde % je celé Cislo. MnoZinou vSech bodd, pro které je

splnéno (2), jsou vSechny body leZici mezi rovnoosymi
hyperbolami

xy = 2k + %, xy = 2k + i, k celé cislo, (4)
a na téchto hyperbolach.
C) Z nerovnice (3) plyne
2+ 5 < (et — 3) < 2kn + %n,
tj.
2k—i——l—<x2—y2<2k—i—i
2 = = 2"

kde % je celé Cislo. Mnozinou vSech bodd, pro které je

splnéno (3), jsou vSechny body leZici mezi rovnoosymi
hyperbolami

x2—~y2:2k—+—%, x? — y* = 2k + -, k celé ¢islo,
, 5)
a na téchto hyperbolach.

D) Hledana mnoZina je prinikem mnoZin nalezenych
v A), B), C). Na obr. 32 je vysrafovdna. Pfi urfovani tohoto
pruniku staci v pfipadé B) uvaZovat jen body mezi hyper-
bolami (4) a na nich pro

k= —2, —1, 0, 1, nebot pro k2 =2 (k= —3) plati
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N
[22]
F2, —5J/ LZ,\-ZJ

Obr. 32

xyg%(xy§—%),takie je |x| > 2 nebo [y > 2.

Podobné v ptipadé C) stali uvaZovat jen body mezi
hyperbolami (5) a na nich pro 2 = —2, —1, 0, 1, nebot

pok22(ks —Djest—y =2 (2 —yrs - 2),
takZe |x| > 2 nebo |y| > 2.

2a. Je didn A\ ABC. Sestrojte viechny takové body X,
které maji tu vlastnost, %e ¢tyfahelniku s vrcholy A4, B, C,
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X lze opsat i vepsat kruZnici. Konstrukci provedte
eukleidovsky (tj. kruZitkem a pravitkem).
(6 bodtr)

RESENI{. Rozbor (obr. 33). BudiZ % kruZnice opsani
A ABC. Hledané body X potom lezi na k. Necht tyi-
thelnik ABCX, jehoZ vrchol X leZi uvnitf oblouku AC

Obr. 33

neobsahujici bod B, spliluje podminky ulohy. ProtoZe
jde o Ctyfahelnik tenovy, plati

AB 4+ CX = BC + AX
¢ili '

AB—BC=AX—-CX=d, €))
coZ je konstanta.
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a) Jestlize
AB = BC,
je
AX — CX =0,

tj. bod X leZi na ose tiseCky AC. V pfipadé a) je tedy
KONSTRUKCE bodu X jednoducha: Bod X je pruse-
¢ikem osy usecky AC s vySetfovanym obloukem AC, a to
ziejmé vzdy jedinym.

b) Necht napt. 4B > BC, potom body X, pro néZz
plati (1), leZi na té vétvi hyperboly s ohnisky 4, C a s hlav-
ni osou d, ktera obsahuje bod B. Urceni pruseciku
prislusné vétve hyperboly s uvazovanym obloukem by
byla jen priblignd konstrukce.

Bod X je vSak vrcholem trojuhelnika ACX daného
stranou AC, thlem < AXC = 180° —  a rozdilem
sttan AX — CX = d. Tuto pomocnou #lohu vyteSime
nejprve:

Predpokladejme, Ze trojuhelnik ACX na obr. 33 je
feSenim této pomocné tulohy. Rozdil AX — CX =d
sestrojime jako tse¢ku AR = AX — XC. Potom troj-
uhelnik RCX je rovnoramenny; jeho thly pfi zdkladné

RC maji velikost & = [180° — (180° — )] = 5-f.
Potom thel <t CRA = 6 = 180° — 7[3 je tupy, usecka

AR = AX — CX je men§i neZz AC (z trojuhelnika
ACX). Je tedy bod R sestrojitelny podle Ssu v pomocném
obrazku nebo jako prisecik kruznice m = (4; d) a men-

$iho oblouku .pfislusného whlu 6 = 180° — %/3 nad

tétivou AC, ktery leZi v poloroviné opacné k poloroviné
ACB. Bod X je pak spoleCnym bodem uvaZovaného
oblouku AC a osy o tsecky RC. Z toho vyplyva KON-
STRUKCE:
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Sestrojime kruZnici & opsanou A ABC.

Sestrojime kruZnici m = (A; d) a oblouk » pfislusny
ahlu d (viz rozbor).

R = m N n v poloroviné¢ opaéné k poloroviné ACB.
Sestrojime osu o use¢ky CR.

X=o0nAC (na k v poloroviné opatné k ACB).
ABCX je hledany Ctyfahelnik.

ZKOUSKA. Obracenim vypoltu z rozboru vyplyva, Ze
X AXC = 180° — pfatedy ABCX je tétivovy Ctyruhelnik.
Podle konstrukce je AB — CB = d = AR = AX — CX,
a tedy AB + CX = AX + CB, ¢ili ABCX je te¢novy
¢tyfahelnik.

DISKUSE. V uvedené konstrukci ma kazdy krok
pravé jeden vysledek, takZe na uvaZovaném oblouku
dostaneme jediny bod X. Obdobnou konstrukci i pro
zbyvajici oblouky AB a BC dostaneme po jednom bodu
X. Celkem mad tedy tloha tfi feSeni.

Obdobné tfi feSeni dostaneme i v pfipadé a).

SRS e

2b. Je dany pravouhly trojuholnik ABC s preponou
AB. Na odvesne AC zvolme bod X, na odvesne BC
zvolme bod Y. V rovine ABC zostrojme KkruZnicu
s priemerom XY.

Urcite mnoZinu P vSetkych bodov vSetkych takto zo-
strojenych kruZnic. (6 bodov)

RIESENIE. I. Oznaéme K mnoZinu vietkych kruZnic
roviny ABC, ktoré boli zostrojené podla textu ulohy.
Dokazeme, Ze mnoZina stredov vSetkych kruZnic z K je
pravouholnik CDFE bez bodu C, pricom D, E, F su
v uvedenom poradi stredy strin AC, BC, AB (obr.
34a, b).

Skutocne, ak je Y pevny bod odvesny BC a ak prebieha
X odvesnu AC, prebieha stred Z useCky XY usecku
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)

a) Obr. 34 b)

UV || AC, kde U je bod odvesny BC, V bod osi o
useCky AC. Ak je Y = G, je treba vyludit pripad X = C.
Ku kazdému bodu Y odvesny BC je teda priradend jedind
useCka UV (obr. 34a) a vsetky tieto useCky UV vyplnia
pravouholnik CDFE bez bodu C. Tuto skuto¢nost mozno
jednoducho dokéazat tieZ metdédou stradnic, ak zvolime
za stiradnicové osi kartézskej sustavy suradnic priamky
AC, BC.
I1. Stredom kaZdej kruZnice & z K je teda nejaky bod Z
z pravouholnika = CDFE
B - (mimo C) a pre jej polomer
k CZ plati (obr. 35)
CZ<BZ, CZ=<AZ,

E F pretoZe priamky DF, EF st
%7 v uvedenom poradi osi strdn
/ AC, BC. Preto kruZnica %

% pretina tuse¢cku AC i BC
C g A (pokial sa priamok AC alebo

- BC v bode C nedotyka)
Obr. 35 okrem bodu C este v jej
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vnutornom bode. Analogické tvrdenie plati pre jej prie-
seéniky s preponou 4B, ak ovSem existuju.

Intuitivne zistime: Hladanou mnoZinou P je obrazec
O, ktory sa sklada z trojuholnika ABC a z troch polkru-
hov zostrojenych nad priemermi AB, AC, BC (obr. 36).
Tieto polkruhy st ohrani¢ené kruZnicami z K, ktoré

P

%7

maja stredy v bodoch D, E, F. DokdZeme teraz, Ze
kazdy bod kaZdej kruZnice % z K patri do obrazca O. Ak
kruZnica % nelezi v AABC, potom ta jej Cast, ktora
lezi napr. v polkruhu P; (obr. 37), je polkruZnica alebo
men$i oblik nad tetivou CY, ktord je Castou prislusnej
strany trojuholnika ABC, t. j. odvesny BC. Ak je M
Tubovolny bod tohto oblika kruZnice %, je ¢ CMY pravy
alebo tupy a patri preto do polkruhu P; zostrojeného
nad priemerom CY a teda aj do polkruhu P;. Analogicka
uvaha plati pre polkruhy P, a P,.

III. Zostava dokazat, Ze kaZzdy bod M obrazca O patri
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asponi jednej kruZnici 2 z K, t. j. kruZnici, ktord pre-
chidza bodom C a jej stredom je niektory bod Z pravo-
uholnika CDEF (okrem bodu C). K tomu sta¢i dokizat,
Ze os p useCky CM (predpokladime C + M), mé s pra-

Obr. 37

vouholnikom CDEF aspoii jeden spolocny bod Z. Pre
hrani¢né body obrazca O nie je treba ni¢ dokazovat. Pre
kazdy iny bod M polkruhu P, a AABC (ktory lezi
v doplitkovom polkruhu) plati MF < CF. Preto medzi
bodmi C, F lezi asponi jeden bod osi p.*) Os p obsahuje
teda vZdy aspoii jeden bod pravouholnika CDFE.

ZAVER. Hladani mnozina P je mnoZina vietkych
bodov obrazca O (pozri obr. 36).

POZNAMKA. Nie je vyhodné riesit tito ilohu meté-
dou suradnic, pretoZe vysledny obrazec nemd v suradni-
ciach jednoduché vyjadrenie.

3a. Mé&me posloupnost celych Cisel
*) Analogicky pre kaidy nehrani¢ny bod polkruhu P; (P,) plati

ME < CE (MD < DCQC) a preto medzi bodmi C, E (C, D) lezi asponi
jeden bod osi p.
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Qg Qys Aoy o v v 5 Ay s v vy ()
v niZ pro vSechna » = 1 plati :
Api1 + Apq = @18y . » (2)

a) MiZe byt takovd posloupnost posloupnosti arit-
metickou?

b) Urcete nutné a postacujici podminky pro to, aby
v takové posloupnosti platilo

Anik + Anx = Axay 3)
pro viechnan, k,n = £ = 0.

c) Jestlize a, = 2, pak existuje komplexni Cislo =z

takové, Ze pro vSechna n = 0 je
a, = 2"+ z7"; (4)
dokazte. (7 bodi)

RESENI. a) Ano, mtZe. Nap#. posloupnost (1), ve
které je a, = 0 pro vSechna n = 0, je aritmeticka (s dife-
renci 0) a vyhovuje (2). Kromé toho také vSechny po-
sloupnosti (1) splitujici (2), v nichZ je a; = 2, jsou aritme-
tické, jak je ihned vidét, napiSeme-li (2) ve tvaru

Ap+1 — Qp = Qp — Qp—1 -

POZNAMKA. Lze dokazat, Ze toto jsou také vsechny
aritmetické posloupnosti vyhovujici (2).

b) Vztah (3) plati pro vSechna n =k =0 pravé
tehdy, jestlize je bud a, = 0 pro vSechna » = 0, anebo
a, =

DUKAZ. I. Jestlize je a, = 0 pro viechna n = 0,
plati (3) trividlné.

II. Necht a, = 2. Potom (3) plati pro vSechna n = 0
ak = 0. Pro 2 = 1 je viak (3) totéZ co (2). Obecnou plat-
nost (3) dokdZeme nyni indukci. Pfedpokladejme, Ze (3)
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plati pro 2 =0, 1,...,m, kde m = 1, a dokdZeme, Ze
plati také pro £ = m + 1. Jest
Anim+1 T An-m-1 = Apimn + Gnim-1 — Gnim—1 +
+ @p-m-a + Cn-my1 — Ap-mt1 =
= (@n+mi1 + nim-1) T @n-ma + CGp-mir) —

— (@nim— + Gn-mi1) -
Na prvni dvé zavorky aplikujeme (2), na tfeti zdvorku
pak 3)prok =m — 1
Dostaneme
Wanim + MAn-m — Am10n = &(@nim + Anm) — Am-10n -
Znovu uZijeme (3) pro £ = m a mame

Ay — Ap18n = An(G18m — A1) -

Avsak podle (2) je

40m — Ap-1 = Am41>
takZe celkem

Animir T Cn-m-1 = Ani1Gn >

coZz jsme méli dokdzat. Vztah (3) tedy pfi q, = 2 plati
pro vsechna n = %k = 0.

III. Necht plati (3) pro vSechna » = k2 = 0 a necht
neni a, = 0 pro vSechna n = 0. BudiZ m takové, Ze
ap =+ 0. Polozime-li v (3) n = m, k = 0, dostaneme

20y = Am + AGp = Apio + Am—o = Qelm
a tedy nutn¢ q, = 2.
¢) Vezméme kvadratickou rovnici
x—ax+1=0. (5)
Soudin jejich kofend je roven 1, jejich soulet je a.
Oznalme 2z jeden z téchto kofenii; druhy kofen bude

pak z7'a bude
2+ 2l=aq.
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PonévadZ pak zfejmé 2° = 1, (271)° = 1, a tedy
R+ 20=2=aq,,
vidime, Ze — pfi této volbé &isla 2 — plati (4) pron = 0, 1.
Indukci dokaZeme, Ze pak plati pro vSechna n = 0.
Predpoklidejme, Ze (4) plati pro vSechnan = 0, 1,2, ...,
m;m = 1, a dokdZzeme, Ze plati i pro n = m + 1. Podle
(2) méme
Amy1 = $Hm — Am—1
atedy podle (4) pron =man =m — 1 jest
Apy = (@ + 2"+ 2™ — (2™ 14 21 =
— zm+1 + gm—1 + gl-m + g m1 __ zm—l — zl—m —
— zm+1 + z—m—l,
coz jsme méli dokdzat. Plati tedy (4) pro vSechna » = 0,
jestlize za 2z zvolime jeden (kterykoli) kofen rovnice (5).

3b. Je dany Stvorsten ABCD. Vo vnutri jeho steny
ABC zvolte bod M a vedte nim priamky MC, || CD,
MB, || BD, MA, || AD, kde C,, B,, A, su priese¢niky
s rovinami ABD, ACD, BCD.

a) Dokazte, Ze pre kazdy taky bod M plati

MA, . MB, , MC, _
4D " BD tep — b M

b) Vyjadrite pomer objemov S$tvorstenov A;B,CiM
a ABCD len pomocou velkosti useiek AD, BD, CD,
MA,, MB,, MC,.

c) Zistite, ako treba zvolit bod M, aby objem Stvor-
stena A;B,C;M bol maximalny. (7 bodov)

RIESENIE. Body A4,, B;, C, leia na priesedniciach
rovin AMD a BCD, BMD a ACD, CMD a ABD.
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(Pozri obr. 38.) Oznalme velkosti useliek M4, = ay,
MBl == bl’ MCI = (:1, AD = a, BD — b, CD = C.
a) Stvorsteny MBCD, ABCD maju spoloénii podstavu

a preto ich objemy st vpomere velkosti ich vySok, t.j.
objem MBCD a,.sine  a

objem ABCD ~ a.sine ~ a (22)

kde ¢ je odchylka AD a BCD. Pre $tvorsteny MACD
a MABD analogicky dostaneme

objem MACD _ b, objem MABD ¢ (2b, ¢)
objem ABCD, b’ objem ABCD ¢ ?

Séitanim rovnosti (2a, b, ¢) dostaneme
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G b oa
a+b+c——1:

¢o je uZ rovnost (1).

b) Plati

X AMB, = X ADB =y, < A,MC,= <X ADC,

X C;MB, = <X CDB

a moZno preto zostrojit §tvorsten M’A;BiC; zhodny so
Stvorstenom MA,;B,C;, prifom M’'= D, Aj, B;, Ci
leZia v uvedenom poradi na polpriamkach D4, DB, DC
(obr. 39).

D=pM

Obr. 39

Nech v je vyska $tvorstena ABCD z vrcholu C na stenu
ABD a v’ vySka Stvorstena AiBiCiM’' z vrcholu C;
na stenu M’'A4;B;. Potom

2’ c : c
— =2, tj v=".0.
v c c

Objem V S§tvorstena ABCD je

1/(1 .
V= ?(7a.bsmy) .0,
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objem V"’ §tvorstena A1BiCiM’ a teda tieZ $tvorstena
AlBlclM je

V' = %—(%albl sin y) % .0,
t. j.
| 4 _ 4. by .c
vV a.b.c’
c) Objem V'’ bude maximélny préve vtedy, ked bude
maximilny stdin 71 : % . % . Ked?e sulet vsetkych

troch faktorov sa rovnd jednej, zo vztahu medzi aritme-
tickym a geometrickym priemerom nezapornych (isel

a b oo vyplyva nerovnost %'b_lﬁ = 17 B

b’ ¢ b ¢ =2
1
<
V= > v,
priCom rovnost nastane prave vtedy, ked %1- = b .
_a_1 g
- lize pre

MX MY MZ 1

AX BY CZ 3
(pozri obr. 38). Z rovnolahlosti useiek AB a XY so
stredom rovnolahlosti M a koeficientom —2 vyplyva, Ze

X, Y sua stredy stran BC, AC, takZe bod M je taZisko
trojuholnika ABC.

ZAVER. Objem V" §tvorstena 4,B,C,M je maximélny
prave vtedy, ked bod M je taziskom trojuholnika ABC.
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2. RESENI ULOH KATEGORIE B

1a. Necht p, ¢ jsou prvoéisla vétsi neZ 3. Potom d&islo
p*+7¢*— 23 ¢Y)
neni prvodislem; dokaZte. (5 bodu)

RESENT{. Dosadime-li do vyrazu (1) n&kolik dvojic
prvocisel p, ¢ vétSich neZ 3, dostaneme vidy &islo vétsi
neZ 3 a pfitom délitelné 3. Nabizi se ndm domnénka, Ze
pro kaZdou dvojici prvodisel p, ¢ vétSich neZ 3 je &islo (1)
vétsi neZ 3 a délitelné tiemi. DokdZeme-li ji, znamen4 to,
Ze Cislo (1) neni prvodislo.

Prop > 3ag> 3jeislo

PP+ 742 —23>9+63—23> 3. (2)

ProtoZe p, g jsou prvocisla vétsi neZ 3, neni Zadné z nich
délitelné 3, a proto je lze psat ve tvaru

p=3k +1, g=23l4+1,
kde p, g jsou vhodnd pfirozend &isla. Plati
PP+T7¢2—23=03k £ 12 +7031 +1)?—23 =
=9k £ 6k+1)+7.(92 +6l+1)—23 =
= 3.(3k% 4+ 2k + 2112 + 141 —5). 3)
Podle (2) a (3) tedy ¢&islo (1) neni prvodislo.

JINE RESENI{. Ka?dé prvodislo v&t$i ne% 3 je tvaru
6k 4 1 nebo 6% — 1. Necht tedy p = 6k + 1,9 = 6m 4+
=+ 1. Potom ¢islo

P+ 7¢* — 23 = (36k 4+ 12k + 1) +
+ 7.036m? 4+ 12m + 1) — 23 =
=12.(3k% + k +21m® 4 Tm) — 15

je zfejme& délitelné 3, a_tedy vzhledem k (2) neni prvo-
Cislem.
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1b. Su dané Styri rézne body 4, B, C, D v priestore.
Pre kazdy bod X priestoru plati

AX + BX + CX + DX >
>3(4B + AC + AD + BC + BD + CD).

Dokézte. (5 bodov)

RIESENIE. Ak je X Iubovolny bod priestoru, potom
podla trojiholnikovej nerovnosti plati:

AX + BX = 4B, (a)
AX + CX = 4C, (b)
AX + DX = AD, ©
BX + CX = BC, )
BX + DX = BD, @)
CX + DX = CD. (f)

Rovnost v nerovnosti (a) nastava prave vtedy, ked je X bo-
dom useCky AB a analogicky je tomu v ostatnych pripa-
doch. KedZe body 4, B, C, D st podla predpokladu na-
vzijom rdzne, nemdZe v nerovnostiach (a) — (f) nastat
rovnost vo vSetkych sucasne. Ich s¢itanim preto dosta-
neme
3(AX + BX+ CX + DX)> AB + AC + AD +
+ BC + BD + CD,

. ’ ' 4 1 ~ ’ 3 el
skadial po vynasobeni = uZ dostdvame nerovnost, ktore;j

spravnost sme mali dokédzat.

2a. Nech 7n je dané prirodzené Cislo. Najdite vSetky
skupiny siedmich za sebou nasledujucich prirodzenych
Cisel tej vlastnosti, Ze sulin vSetkych Cisel skupiny je
mensi nez n’. (6 bodov)
RIESENIE. Su&in prvych siedmich prirodzenych
Cisel za sebou nasledujucich je 1.2.3.4.5.6.7 =
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= 5040. Je zrejme vial8i nez 27 = 128 i ako 37 = 2187,
ale je mens$i neZ 4" = 16 384. Najmens$im prirodzenym
Cislom 7, pre ktoré ma dana uloha rieSenie, je teda Cislo 4.
Vzhladom na to, Ze najblizsi vicsi suin siedmich za
sebou nasledujucich prirodzenych &isel je 2.3.4.5.
.6.7.8 =40320 > 47, je to aj rieSenie jediné.
Ukéazeme, Ze pre lubovolné prirodzené Cislo n > 4 ma
dana uloha prave tychto n — 3 rieSeni:
[13 2, 3: 43 5’ 6’ 7]: [2: 3: 4, 53 69 73 8]3 .. -[n - 3,
n—2,n—lLyn,n+1,n+ 2,n+ 3]. (€))
K tomu staci, aby sme ukazali, Ze salin vSetkych Cisel
poslednej skupiny je men$i neZ »? ale sudin vSetkych
Cisel skupiny
[n—2,n—1,nyn+ 1,n+ 2,n+ 3,n+ 4],
ktora je nasledujtcou skupinou prichadzajicou do uvahy,
je uz vacsi nez n’.
Plati vsak
(n—3)n+3)=n—9 <n
(n—2)(n+2)=n*—4 <n?
m—1Dr+1)=n—1<n
n= n;
z Coho vyndsobenim lavych a pravych strdan nerovnosti,
resp. rovnosti, dostaneme
(n—3)n—2)(n— D nn+ D(n+ 2)n+ 3) <n’.
Na druhej strane pre » > 4 plati:
(n— 2)(n+ 4) = n®> + 2n — 8 > n?,
(n—1)n+3)=n*+2n—3>n
(n+ 2)(n + Dn = nd + 3n% + 2n > nd;
z Coho opit vynasobenim lavych i pravych stran nerov-
nosti mame

(n—2)(n— Dn(n 4+ D(n + 2)(n + 3)(n + 4) > n".
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ZAVER. Uloha mi pre n =4 prive n — 3 rieSeni
uvedenych v (1). Pre » = 3 uloha rieSenie nema.

2b. Je din pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami
AC = 4, BC = 3. KruZinice ky, k,, k3 maji stiedy ve
vrcholech A, B, C a kazdé dvé z nich maji vnéjsi dotyk.
a) Vypoctéte poloméry kruznic %,, k,, k5 a sestrojte je.
b) Vypoltéte polomér kruZnice, kterd ma s kazdou
z kruznic &y, k,, k3 vnéjsi dotyk. (6 bodit)

-

Obr. 40

RESENI. a) Oznatme r, ry, r; poloméry kruZnic
kyy Ry, ky. Pak je (obr. 40)

rntro=c¢ rot+rs=a, rg+r=>= (1)
Protozea = 3,b = 4,c = Va2 + b* = 5, dostaneme z (1)
rtro=5mnrn—ri,=b—a =1
adile r, = 3, r, = 2, r; = 1. KruZnice k&, ktera se dotyka

obou odvésen v bodech 4! B’ (viz obr. 40), md polomér
A’'C = B'C = 1. Ponévadz kruZnice vepsand trojahelni-
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ku ABC ma také polomér o =1 (obsah A ABC je
P = —;—3 4 = 6, polovi¢ni obvod je s = —;—(3 + 4+
L

D=0, 0= —I—:— = 1) a dotyka se také obou odvésen

v bodech A’, B, je k
kruZnice vepsana troj-
thelniku 4 BC. Pomoci
vepsané kruZnice & se-
strojime tyto body do-
tyku A’, B’, C' kruz-
nic &y, ky, ks.

b) Oznacme &, kruz-
nici, kterd ma s kazdou
z kruZnic ky, k,, kg
vn€jsi dotyk, S jeji
stted, r jeji polomér.
Pak je podle obr. 41

Xty =10 +rP (4—xP + =03+

3—y)2+x2—(2+r) ()
Po upravé (dosazeni za x® + y* z prvni rovnice (2))
r r
x:l—7, y:I——?. 3

Dosadime-li nyni za x, y z (3) do prvni rovnice (2), vyjde
po tprave kvadratickd rovnice pro r
232 4 132r — 36 = 0. 4)
Jediny kladny kofen rovnice (4) je
—132 4+ J132° - 4.36.23 6
46 T3

3a. V obore realnych cisel rieste stistavu rovnic
x* + xy = a® 4 ab, (1)
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¥? + xy = a® — ab, (2)
kde x, y st nezname, a, b reilne parametre. Urobte
diskusiu. (7 bodov)

RIESENIE. Ak dvojica [x, ¥] vyhovuje danej sustave,
potom pre Cisla x, y dostaneme séitanim oboch rovnic

(x +y)* = 2a® 3
a od¢itanim (2) od (1)
" x% — y2 = 2ab
Cl1Ze
(x — )(x + y) = 2ab. @

V pripade, ked a # 0, vyplyva zo (4) po umocneni na
druhu a vyuZiti rovnosti (3)

(x — ) = 20 ©)

Z (3), (4), (5) vsak po jednoduchej tprave dostaneme
(2x) = [(x + ») + (x — »)]* = 2(a + b)*, resp.
() =[x +3) — (x — »)I* = 2(a — b)* z Coho

o) = L2l + b, ©)

|yl = V~ la —b|. Q)

Zistili sme teda, Ze v prlpade, ked a + 0, mdZu danej
sustave vyhovovat len tieto $tyri dvojice redlnych cisel:

[Vz(a—{—b), sz a—b)] (8a)
(V20 ), (5b)
2+ 05 — -], (80)
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[— V—Zi(a +b); — Vg(a* b)] . (8d)

Dosadenim sa presvedlime, Ze ststave (1), (2) vyhovuja
len dvojice (8a) a (8d), ktoré su pre a =+ 0, navzijom
rozne. (Z rovnosti oboch dvojic vyplyva totiza + b = 0,
a — b = 0 a stadial priamo a = 0.)
Ak a = 0, m4 dan4 sustava tvar

x>+ xy=0,

yV+xy=0
a mé zrejme nekone¢ne mnoho rieSeni tvaru

[k: _k] > (9)

kde % je IubovoIné redlne Cislo.

ZAVER. Pre a + 0, b Tubov. ma dané ststava dve
rozne rieSenia dané vztahmi (8a) a (8d); pre a =0,
b Iubov. mé nekoneéne mnoho rieseni tvaru (9).

POZNAMKA. V pripade a + 0 mo¥no rieSenie
sustavy (1), (2) dostat tiez rieSenim stistavy

lx -+ 31 = lall 2,
v — 31 = 1Bl 2,
ktord dostaneme odmocnenim rovnic (3) a (5).

3b. V roviné je diana pfimka p a uvnitf jedné poloroviny

s hranici p dva rtizné body 4 a B. Dile je dino kladné
¢islo #. Na pfimce p sestrojte body X a Y tak, aby XY =
= u a aby délka lomené ¢iry AXYB byla co nejmensi.
(7 bodu)

RESEN{ (obr. 42a). Bedem B sestrojme piimku
g||p a pfimkus | p. Na pfimce'q sestrojme bod B, tak,
aby BB; = u a aby B, lezel v téZe poloroviné vzhledem
k ptimce s jako bod A4; lezi-li bod A na pfimce s, sestro-
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jime na g oba body B; a B, tak, ¢ BB, = BB, = u
(obr. 42 b).

K bodu 4 sestrojime bod A’ soumérné sdruZeny podle
pfimky p. Hledany bod X je priselik pfimky A’B,

a) Obr. 42

s pfimkou p, pfislusny bod Y je pruse¢ik pfimky p
s rovnobézkou s A'B, bodem B. V pfipadé, Zze bod A
leZi na pfimce s, vede i prusecik X’ ptimky A’'B, s pfim-
kou p k feSeni.

K dikazu KONSTRUKCE budeme uZivat pro délku
lomené Cary C symbolu d(C). Necht tedy X; a Y; jsou
libovolné body na pfimce p takové, ze X,Y; = u. Rozli-
$ujme dva pfipady (obr. 42a):

a) X,Y,BB, (v tomto pofadi) je rovnob&Znik. Pak
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d(AX,Y,B) = d(AX,B,B) = d(A'X,B,B) = d(A'B,B) =
= d(A'XB,B) = d(AXYB), a pfitom rovnost nastane,
pravé kdyz X, = X.

b) X,Y:BB, (v tomto pofadi) je rovnob&Znik, kde
B, + B, (obr. 42b) je bod pfimky ¢ takovy, ze BB, = u.
Potom d(AX,Y\B) = d(AX,B,B) = d(A'X,B,B) =
= d(A'B,B) = d(A'B,B) = d(AXYB). V nerovnosti
d(A'B,B) = d(A'B,B) nastane rovnost, pravé kdyz bod
A leZi na pfimce s. Potom je d(AX,Y,B) = d(AXYB),
pravé kdyz X, je prusecik piimky A'B, s pfimkou p
a body A4, B lezi na pfimce s | p.

ZAVER. Uloha m4 jediné feleni, neni-li pfimka 4B
kolma4 k pfimce p; je-li kolmd, ma tGloha dvé feSeni.

3. RESENI ULOH KATEGORIE Z

1. Zavory na ZelezniCnim pfejezdu se spoustéji
2 min. pfed pfijezdem vlaku, spustény zustavaji celkem
3 min. Vlak jedouci primérnou rychlosti 60 km/h je
12 km pfed piejezdem. Po silnici jede auto, které je
v téZe dobé pred pfejezdem 14 km. Vypocltéte nejmensi
a nejvétsi prumérnou rychlost auta, pii které spusténé
zévory auto zadrZi.

RESENI{. Ptedstavme si, ¢ jsme zmé&kli stopky
v okamziku, kdy je vlak 12 km a auto 14 km od piejezdu.
Kdyz vlak pfijede k pfejezdu, bude na stopkach

12 .
g(—)(h) = 12(min.)
Prejezd tedy bude uzavien od okamZiku, kdy stopky

ukazuji ¢as 10 min., do okamzZiku, kdy je na stopkich
¢as 13 min. Pfijede-li auto v tomto Casovém intervalu,
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zavory je zadrZi. Dobé& 10 min. odpovida nejvétsi pri-
mérnd rychlost

14
%0 =70 = 84 (km/h)
60
a dobé 13 min. nejmensi primérnd rychlost
14 14.60 8
Vig = ﬁ = T = 641—3—(km/h) .

60
Zavory zadrzi auto, bude-li jeho prumérnd rychlost
aspon 6418—3 km/h a nejvySe 84 km/h.

POZNAMKA. Pro praxi nem4 vlastn& smyslu otézka,
zda auto projede nebo nikoli, bude-li jeho primérnd

rychlost ,,pfesné 64—% km/h, nebot zdvory se nespousté-

ji okamZit¢ a téZ prumérnd rychlost je jen pomocny
abstraktni pojem. Podobné pro hodnotu 84 km/h.

2. Je dany $tvorec ABCD so stranou diZky 6 cm. Dalej
je dany pravidelny Sestuholnik KLMNOP so stranou
diky 4 cm tak, %e vrcholy 4 a K splyvaja a vrchol L
lezi na polpriamke AB. Obidva obrazce leZia v opacnych
polrovinach s hranicou A4B.

a) Zostrojte drahu, ktora opiSe vrchol K Sestuholnika
KLMNOP, ktory sa zvonka odvaluje po obvode $tvor-
ca ABCD.

b) Vypoditajte dizku tejto drahy.

RIESENIE. Driha bodu sa skladd zo 7 kruhovych
obliikov, ako je naznadené na obr. 43. Dizky jednotlivych
oblukov su %, &, . . . , k;. Plati
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=—;—n1/16 + 4 -2 — a7,

k3=k5=;’gg-60=%—n.KM:%n.V82~42:
4 -
=§—T6.l/3,
Ay - 87z. ~@
ko= Tob 150 = =150 = T

Celkové di?ka drihy bodu K je teda
d:2k1+2k2+2k3+k4:

= (.g— + 2]/7 + %]/3 -+ %Q)n = 19,27 = 60,4 (cm).

3. Trojciferné Cislo » mé v dekadickém zdpise aspon
dvé cifry stejné. Jeho Sestindsobek je Ctyfciferné dCislo,
jehoz dekadicky zdpis obsahuje a) nulu a b) tfi stejné
cifry. Urlete vSechna Cisla » téchto vlastnosti.

RESENI. a) ProtoZe je #n < 1000, je 67 < 6000;
jedind nenulova cifra Cisla 6z je tedy 1, 2, 3, 4 nebo 5.
Obsahuje-Ii Cislo 6n tri nuly, plati 6m = 3000, nebot
¢isla 1000, 2000, 4000, 5000 nejsou nasobky Sesti. Mame
tedy jedno feSeni ulohy:

n, = 500, 61, = 3000. (1)

b) Obsahuje-Ii (islo 6n jedinou nulu a je-1i jeho nenulova
cifra 1, 3, 5, je nula na misté jednotek, nebot 67 je sudé.
Délime-li ¢isla 1110, 3330, 5550 Sesti, dostaneme po
fadé 185, 555, 925. Dostavame tedy dal$i feSeni tlohy:

ny = 555, 6ny = 3330. 2)

c) Obsahuje-li ¢islo 6% jedinou nulu a je-li jeho nenu-
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lova cifra 2 nebo 4, je tfeba prozkoumat 6 moZnych pfi-
padu; vysledky jsou uvedeny v tabulce:

6n 2022 | 2202 | 2220 | 4044 | 4404 | 4440

n 337 | 367| 370| 674| 734| 740

V této tabulce jen prvni sloupec dava feSeni Glohy:
7’!3 = 337, 6”3 - 2022 . (3)
Uloha m4 tedy celkem 3 feseni (1), (2), (3).

4. Je dany lichobeznik ABCD so zikladtiami AB,
CD. Urcite taky bod X uhlopriecky AC, aby priamka ?
rovnobeznd s AB vedend bodom X pretala rameni
AD, BC v uvedenom poradi v bodoch Y, Z, pre ktoré
platl XY = XZ. Vyjadrite dizku XY pomocou] a=
= AB, ¢ = CD.

RIESENIE. a) Uréime mnoZinu vietkych bodov™T,
pre ktoré plati: Y lezi na AD, X leZi na AC, X je stredom
useCky YT, priamka? XY je rovnobeZnd s AB. Zostrojme
bod E tak, aby vrchol C bol stredom tsecky DE (obr. 44).

Obr. 44

121



Potom v trojuholniku ADE je vnftitro taznice ACabod C
mnoZinou stredov vietkych useciek rovnobeZnych so stra-
nou DE, ktorych koncové bedy U, T leZia v uvedenom po-
radi na stranach 4D, AE. Hladany bcd X dostaneme jedine
v pripade, ked bod T splynie s priese¢nikom useciek

BC, AE.
b) Zo vztahu A ZCE oo A ZBA vyplyva
EZ ¢
AZ " a
a dalej podla (1)
1_4_E'=AZ+E£:1+_C_:a+c
AZ AZ a a
Zo vztahu A AXZ co A ACE vyplyva
XZ AZ
CE =~ AE’
Podla (2) je
AZ ac
XZ=ZE-CE—a+C,
a teda
ac
XY =XZ= Py
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V. Re¥eni sout&¥nich dGloh Ill. kola kategorie A

1. Necht a, b, ¢ jsou redlnd Cisla. DokaZte, Ze existuji
nezdpornad Cisla x, y, 2, ne vSechna rovna nule, kterd
spliiuji nerovnosti

cy —bz=0,
az —cx =0,
bx —ay =0.

RESENI{. Je zfejmé, Ze cyklickou ziménou &isel
a, b, ¢ a zdroven x, y, z se soustava nezméni. Lze se tedy
v feSeni omezit na tyto pfipady:

l.a=b=c=0 neboa=05b=0,c + 0, pak

x=1y =0, 2 =1 je feSenim;

2. a =0, bc # 0, pak

prob> 0,c> 0jex = 0,y = 1, 2 = 0 fedeni,
prob> 0,c <0jex =1,y = 0, 2 = 0 feseni,
prob <0,c> 0jex =0,y = 1, 2 = 1 feseni,
prob <0,c <0jex =0,y = 0, 2 = 1 feSeni.

3. abc + 0, pak

proa> 0,b> 0,c> Oneboa < 0,6 <0,c <0
x = |a|,y = |b|, 2 = |c| feSeni,

proa> 0,6> 0,c <0jex=1,y=0,2=0
feSeni,
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proa> 0,b <0,c <0jex=0,y=0,z2=1
feSeni.

JINE RESENI. Zavedeme oznaleni:
a=rky b=Fk, c=ky
X=1lp Yy=1t, =1,
Maime soustavu
koty — kity = 0,
Rty — Roty = 0
kity — koty =
kterou lze po zavedeni umluvy, Ze pro kazdé celé &islo
7 poloZime
kis=rhy a tig=1,
psat v jednotném tvaru
kit — Ritiyn = 0. 1)
1. Pfedpokladejme, Ze Cisla &y, &, k, jsou vSechna bud

neziporna, nebo nekladnd, pfiCemz nejsou vSechna rovna
nule. Pak existuje feSeni soustavy (1)

. i = |k 5
protoZe pro kazdé :

. kilkil — kilkia| = 0.
Plati totiz

ko - VRl — Rilkia| = Ry Riyy osgn ke — Rikyyy . sgn Ry =
= kikiyy (sgn &y — sgn k) = 0%),
nebot a) jsou-li k;, &y, Cisla riznd od nuly, pak podle
pfedpokladu sgn k; = sgn &y, ;
*) Funkce (signum, tj. znameni) je definovdna pro kaZdé redlné ¢&islo
takto:
1, je-li x>0
sgn x = 0, je-li x=0

—1, je-li x<O.
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b) je-lijedno z Cisel &;, k;,, rovno nule, pak kk;,; =0.
2. Necht nenastane pfipad 1. Pak nutné existuje
takovy index j, Ze k; = 0 a pfitom %;,; < 0.
Nyni volme
=0, 43,=0, #,=1.
Pak ze soustavy
Ritya — kjat; = 0,
kj+1t]' - kjlj+1 2 O,
ki gty — Rjtyq = 0.
Po dosazeni za ¢, t;,,, t;_; dostdvime
k=0, —ky=0,
coz plati. Tim je diikaz proveden i v pfipad¢ 2.

Resil Miroslav Kmosek,
2a. gymnasium, tf. kpt. Jarose, Brno

2. K trojuhelniku ABC jsou na pfimce AB sestrojeny
body D = BaE + Atak, z2e DA = BE = AB.

Urclete nutnou a postacujici podminku pro délky
useCek a = BC, b = AC, aby existoval takovy trojiihel-
nik ABC, Zze uhel DCE je pravy.

RESENT (obr. 45). Necht <t DCE je pravy. Oznaéme
CD = u, CE = v, A4, patu kolmice z bodu 4 na pfimku
CD, B, patu kolmice z bodu B na pfimku CD. ProtoZe
AA, = %v, BB, = %v, A,C = %u, B,C = -;—u, plyne
z Pythagorovy véty pro pravouhlé trojahelniky BB;C,
AA,C a DEC, ze

1 4

azziuz—{-—g—vz, €))

125



Nyni je
4a2=—‘-1—u2+}9§‘02> b?
a obdobné
16 4
2 — 42 — 2 2
4p% = g ¥ -+ 5 ? > a?.
Celkem
a
'2—<b<2(1

4)

UkaZme, %e podminka (4) je i postalujici. Spliuji-li
totiz kladni C&isla a, b pcdminku (4), ma kladné feSeni

u, v soustava rovnic (1) a (2):

3
u = -5—(4b2 — a%),
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0? = %(an2 — bY).

Je-li ¢ kladné ¢islo ze vztahu (3), 1ze sestrojit trojuhelnik
DEC o stranach délek DE = 3¢, CD = u, CE = v,
a plati, Ze < DCE je pravy. Bedy A a B, které déli
stranu DE na tii stejné Casti (DA = AB = BE = ¢),
tvofi s bodem C trojuhelnik, ktery md strany a, b, jak
plyne opakovénim @vahy ze zatitku feSeni.

ZAVER. Podminka (4) je nutnd a postadujici. Lze ji
také psat ve tvaru

max(a, b) < 2 min(a, b).
INE RIESENIE. Ozna¢me

— - — - — — — — — -
BA=¢, AC=a, CB=b, DC=u, CE=v
Potom
— - — —
AD =c¢, EB=c.
a a b v
D ¢ A I3 B I3 E

Obr. 46

Predpokladajme, ¥e existuju také dizky usediek a, b,
aby existoval A ABC tej vlastnosti, Ze <t DCE je pravy.
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Potom plati (obr. 46)

>
u.v=20.
Zrejme plati:
—> —> — - - =
U= a—C, V= b — C,
- —> — —
a+b-+c=o,
kde o je nulovy vektor. Podla (1), (2a), (2b) plati
2. b—c(a+b)tc.c=0
Podla (2c) je
a+b=—c
Cize
SE-Ll@T a0 %
Po dosadeni zo (4) a (5) do (3) dostaneme teda
5¢c.c=a.a+b.5
Cize
5¢2 = a? + b%.

(1

(2a, b)
(2¢)

@)

C)
®)

(6)

Naopak, ak v A ABC plati (6), potom sa obratenim postu-

pu presved¢ime, ze <¢ DCE = 90°.

Aby sme mohli zostrojit A ABC pozadovanych vlast-

nosti, musi platit

la—bl <c<a+b,
t.j.
a? -+ b% — 2ab < c® < a® + b% + 2ab

a vzhladom na (6) stcasne

1
= 5 (@ + ).
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Stadial. mame
a? + b% — 2ab <%—(a2+b2) < a? 4 b2 + 2ab
Cize
4a® 4 4b%2 — 10ab < 0,
4a? -+ 4b% + 10ab > 0.

Druhé z tychto nerovnosti je pre kazdé kladné a, b splne-
nd. Po Gprave prvej nerovnosti na tvar

2(—‘;-)2—5.(%)+2<0

1 a .
> <3< 2. @)
KedZe vsetky Gpravy, ktorymi sme dostali podmienku
(7), boli ekvivalentné, stali splnenie tejto podmienky
k tomu, aby existovalo ¢ tak, Ze

o la—bl<c<a+b a 52=at4 P,
tj., Ze trojuholnik ABC moZno zostrojit a uhol DCE

je pravy.
Hladanou nutnou a postacujicou podmienkou je teda
splnenie nerovnosti (7).

dostaneme

Riesil Stefan Sakalog
3. d, SVS Prievidza

POZNAMKA. K rovnosti (6) lze samoziejmé dojit
také bez uZiti vektorového pocltu.
Oznalme S stfed useCky AB. Bod C zfejmé leZi na

Thaletové ptlkruznici nad pramérem DE, a proto
(viz obr. 47).
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Podle kosinové véty v A ASC
plati

1 9 3
2 2 2 2
b ——4c +—4c—20 COoS o 4
obdobné v A BCS
1 9 3
2 2 2 2
at = ¢ + i¢ +——2ccosoc,
takZe
a’ + b? = 5¢%,

Tato podminka je nutnd a posta-
Cujici, aby téZnice 7, v A ABC

méla velikost%c, tj. aby <t DCE

c S jfc B

Obr. 47 byl pravy.

3. Jsou déna pfirozena Cisla 2, 3, 4, 5,...,n— 1, n,
kde » = 96. Rozdélime-li je libovolné do dvou skupin,
pak vzdycky aspoii v jedné z nich je moZno najit dvé
(rtznd) cisla a soucasné jejich soucin. DokaZte.

Naleznéte priklad, ktery ukazuje, Ze véta neplati pro
n = 95,

RESENI. Nejprve se budeme zabyvat ptipadem
n = 96. Abychom odvodili spor, budeme pfedpokladat,
ze Cisla je moZno rozdélit do dvou skupin A a B tak, Ze
Zadna z nich neobsahuje soucasné dvé Cisla i jejich soudin.
Bez Gjmy obecnosti 1ze predpoklidat, Ze &islo 2 patii
do A. Nyni rozliS$ime Ctyfi pfipady.

I. Cislo 3 a 4 patti té% do A. Pak soudiny 2.3 = 6,
4=8 a 3.4=12 jsou ve skupiné¢ B. Souliny
8 = 48 a 8. 12 = 96 nalezi tedy do A. Avsak 2, 48
96 nemohou soucasné byt v 4 a to je spor.

2
6
a
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I1. Dale probereme pfipad, Ze 3 je ve skupiné A a 4
v B. Potom sou¢in 2.3 = 6 je v B, souin 4.6 = 24 je
v A. Kam patfi Cislo 82 Rozhodné ne do A, nebot je
3.8 = 24; leZi tedy v B. Soucin 6 . 8 = 48 ukazuje, Ze
by 48 mélo byt v A4, avSak 2.24 = 48 — to je spor.

III. Pfipad, Ze 3 je v B a 4 je v A, se fesi podobné.
Soulin 2.4 = 8 patii do B, soudin 3.8 = 24 do A.
O disle 6 nyni snadno rozhodneme, Ze musi patfit do B,
nebot 4.6 = 24. Zase je tu spor, nebot 6.8 = 48,
2.24 = 48.

IV. Kone¢né necht &isla 3 a 4 obé patii do B. Pak
3.4 = 12je v A aislo 6 musi byt v B. Rovnosti 2. 12 =
= 24 a4 .6 = 24 ukazuji znova spor. Dtikaz pro n = 96
je tedy podan.

Pro n = 95 tvrzeni neplati. Rozdélme cisla napf. tak,
Ze do prvni skupiny ddme
2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17,19, 23, 25, 29, 31, 32, 37,
43, 47, 48, 49, 53, 54, 56, 59, 60, 61, 66, 67, 70, 71,72,73,
78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 88, 89, 90,

a do druhé

6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 28,
30, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 41, 42, 44, 45, 46, 50, 51, 52,
55, 57, 58, 62, 63, 64, 65, 68, 69, 74, 75, 76, 77, 85,
86, 87, 91, 92, 93, 94, 95

74dna skupina neobsahuje dvé Cisla a soulasné jejich
soucin.

4. Dokazte, ze existujt realne Cisla A, B tak, Ze rovnost

n

Dtgk.tgk—1)=A.t1gn+ B.n

k=1
plati pre kazdé prirodzené Cislo 7.
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RIESENIE. Zo znimého vzorca tg (x— f) =
_ tga—tgf
T l+tga.tgp’
uhlov o, B, pre ktoré je definovand funkcia tangens,

ktory plati pre vsetky také dvojice

priom o« — f =+ —;— + mm, kde m je celé &islo, vyplyva
tgle — B) + tg(e — p) . tgex . tg f = tg « — tg f, z Coho

tg(x—p). tga.tgf=1tga—tgp —1tg(x—p). (1)
Pre kaZzdé prirodzené &islo & zrejme plati: &2 + (2m + 1) .
% » kde m je celé Cislo, pretoZe Cislo na pravej strane je

iraciondlne. Pre kazdé prirodzené Cislo % je teda tg %
definované a ak v (1) zvolime $pecidlne « = &, = k — 1,
dostaneme:

tgl.tgk.tg(k—1)=1tgk—tg(k—1)—1tgl. (2)
Ak teraz v (2) volime postupne 2 = 1,2, 3, ..., n a viet-
ky takto ziskané rovnosti s¢itame, dostaneme:
tgl.s,=(tg2—tgl —tgl)+ (t1g3 —tg2 —tgl)+

+ ...+ (@gn—tgln—1)—1tgl), kde

n

o= D tgk.tgk—1),

k=1
Cize tgl.s,=tgn—tgl—(m—1)tgl, =z <Coho
(vzhladom na to, Ze zrejme tg 1 + 0) mame
1
s,,—tg—l-tgn—n. 3)

Spravnost (3) pre kazdé prirodzené Cislo nIahko dokaZeme
matematickou indukciou:
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a) Pre n=1je s, =tgl.tg0=0a z 3) mame
1
tg1
b) Nech (3) plati pre nejaké prirodzené ¢islo m. Potom

§ = ‘gl —1=0.

ctgm —m +tglm + 1).tgm =

1

Sm+1 = tgl

_tgm+ttgl.tgm 4 1).tgm

o tg 1
a s pouZitim (2) pre £ = m + 1 dalej plati
_tgm+tgm+ 1) —tgm—tgl
o tg 1

1

= 7 8+ D= (m 1),

¢o dostaneme taktieZ z (3) pre » = m + 1. Tym je ddkaz
skondeny.

POZNAMKA. Uspésni fesitelé této tlohy postupovali
vétsinou tak, Ze predpoklddali, Ze poZadovand redlnd
éisla A, B existuji, a za tohoto predpokladu je urdili ze
soustavy rovnic:

1
Ztgk.tg(k:— )=A4.tg1+"'B,

k=1

2
Stgk.tg(k—1)=A.1g2 + 2B.

k=1
Pomoci vypoctenych &isel 4, B, pak z rovnosti uvedené
v textu ulohy ziskali vzorec

ﬁ:tgk.tg(k——l)z

k=1

Sm+1

1

Eé—T-tgn——n,
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ktery pak dokazali pro kazdé pfirozené &islo 7 stejné jako
v autorském feSeni matematickou indukci.

JINE RESENI. Pfedpokladejme nejprve, e existuji
takova redlnd Cisla A, B, Ze rovnost

n

Ztgk.tg(k~1)=A'f.tgn—[—B.n (1
k=1
plati pro jisté pfirozené Cislo n. Ma-li (1) platit pro tdz
Cisla A, B, téZ pro n + 1 musi byt spravna rovnost
n+1

A.gn+D+Br+1)=2wk.tgk—1)=

k=1

tgk.tglk—1)+tgn.tg(n+ 1),

1

k=
¢ili musi platit
A.tgn+ 1)+ Bn+ B =
=A.tgn+Bn+tgn.tg(n+1). (2)
Cislanan + 1jsou pfirozend, a proto jsou jejich tangen-
ty vzdy definovany. Upravou rovnosti (2) dosazenim ze
znamého vzorce

tgn +tgl
tg('HLI):IEtg i'_gta
dostavame
Agn+1gl)+ B(1 —tgl.tgn)
1—-tgl.tgn o
A —-A.tgl.tgnttgn+tgl).tgn
o 1—tgl.tgn

a protoze tg (n + 1) je definovan, je 1—tgl.tgn + 0,
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a tedy lze posledni rovnost upravit na tvar
(l—A tgl).tg’n+ (tgl + B.tgl).tgn —
—(A.t1g1 +B)=0. 3)
Ma-li vztah (3) platit™pro vSechna #, tj. pro vSechny
piisludné tg n, stali, aby vSechny koeficienty v mnohocle-
nu proménné tg 7 na levé strané rovnosti (3) byly nulové,

tedy
A.tigl=1 a B=—1

Takové A4 existuje, nebot tg 1 = 0.

Nyni si ovéfime, zda s témito koeficienty A a B plati
rovnost (1) i pro n = 1. Pak skuteéné plati, nebot

tgl.tg0=0
a
A.tigl+B.1=1—1=0.

ZAVER. Pro reilné koeficienty 4 — tgl—l a B=—

plati vztah (1) podle principu matematické indukce pro
vSechna 7, nebot plati pro n = 1 a z platnosti pro pfiroze-
né &islo n, jak bylo vySe dokdzino, plyne platnost (1)
pro ¢islo n + 1.
Resil Andrej Kugler
3. g, SVVS, ul. W. Piecka, Praha

5. Je dany trojuholnik ABC. Zvolime bod X tusecky
AB abod Y + X polpriamky AC a zostrojime v roviné
ABC rovnostranny trojuholnik XYZ. VySetrite mnoZinu
M vrcholov Z vSetkych takto zostrojenych trojuholnikov
XYZ,ked bod X prebieha use¢ku AB a bod Y polpriamku
AC. Vysetrite tiez pripad, ked <t BAC = 60° .

RIESENIE. Ka#dy bod Z vznikne otofenim bodu Y
okolo bodu X o 60° v kladnom alebo zdpornom zmysle
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(obr. 48). Pretoze vsetky body Y vypliiuju polpriamku
AC, vyplnila body Z mnoZzinu vsetkych bodov vsetkych
polpriamok AxCy a AxCx, ktoré vznikni otolenim
polpriamky AC o 60° v kladnom alebo zapornom zmysle
okolo vSetkych bodov X useCky AB.

////

Obr. 48

Oto¢ime najskdor bod A okolo bodu X do poldh
Ax, A%. Body Ay, A% st zrejme vrcholy rovnostrannych
trojuholnikov AXAy, AXAY%. Pretoze bod Ay vznikol
otoCenim bodu A4 okolo X o 60° v kladnom zmysle, vzni-
kol bod A% otofenim bodu A4 okolo X o 60° v zdpornom
zmysle. Mnozinu vSetkych bodov Ay dostaneme ako
obraz AAp tseCky AB v otoCeni okolo stredu 4 o 60°
v zadpornom zmysle. Teraz uZ lahko doplnime polpriamky
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AxCyx. Ich mnoZina vyplni akysi ,,polpds* roviny (je to
prienik pasu roviny s istou polrovinou; na obr. 48 je
vyznaleny tucne a vySrafovany).

Analogicky dostaneme druhy ,,polpds. Je to mnoZina
vietkych bodov vietkych polpriamok A%Ck, ktoré
vznikli otoenim polpriamky AC okolo X o 60° ale

Obr. 49

v zépornom zmysle. Koncové body Ak polpriamok
A%CY% vyplnila tseéku AAp. VySetrovand mnoZina M
je v pripade, ked <t BAC + 60° zjednotenie oboch
»polpasove, ale bez bodu 4.

Ak je <t BAC = 60°, je nahradeny jeden z ,,polpasov*
polpriamkou so zaliatkom v Ay (na obr. 49 je to AzCp)
a bod A4 potom patri do mnoZiny M.

Ak je <x BAC = 120°, je tiez jeden z ,,polpdsov*
nahradeny polpriamkou, ale bez jej zaciatoéného bodu 4
(obr. 50).
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Obr. 50

6. Je dan Ctyi'stén ABCD a libovolny jeho vnitini bod O.
Bodem O vedeme pfi¢ky rovnobéZzné s jeho hranami
(jejich krajni body lezi ve sténich Ctyfsténu). Pak plati,
Ze soulet poméru délek téchto pfitek a délek s nimi
rovnobéZnych hran Ctyfsténu je roven 3. DokaZzte.

RESENI. Vedme bodem O pficku 4D, || AD, 4,
leZi‘ve sténé ABC, D, ve sténé DBC; C;, D, jsou kra;m
body prlcky vedene bodem O a rovnob&né s CB; C,
lezi ve sténé ACD a B, ve sténé ABD. Ctyrsteny
O(BCD), A(BCD) maji spole¢nou podstavu BCD, a tudiz
pomé&r jejich objem1 se rovnd poméru délek jejich vysek
Vg : 0,4 Ale z podobnych trojahelnikit AADQ ~ AOD,Q’
plyne (viz obr. 51) v,: v, = OD;: AD. Je tedy

objem O(BCD) _ OD, W
objem A(BCD) AD’ :
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Obr. 51

Ctyistény O(ABC) a D(ABC) maji spole¢nou podstavu
ABC a jejich objemy jsou v poméru
objem O(4BC) 04, W)
objem D(ABC) AD*
Seétenim (1) a (1’) dostaneme
objem O(BCD) + objem O(ABC)
objem A(BCD)
_OD, + 04, _ 4,D, @)
AD AD
Vyménou vrcholt 4 < C, B < D dostaneme z (2)
objem O(ABD) -+ objem O(ACD) _ B,G, @)
objem A(BCD) BC

139



Sectenim (2) a (2) mame

soucet objemu étyfstént [O(ABC)+ O(BCD) +
+ O(CDA) + O(4BD)] _
objem Ctyfsténu A(BCD) o

AIDI _+_ Blcl . 1 . (3)

Podobné vztahy plan pro dalsi dvojice protéjsich hran
Ctyfsténu

A2BZ CZD2 ’
B A C3 . ”n
y Toll 1. (3"
Secétenim (3), (3'), (3”) dostaneme
4,D, 3101 4B, | CyD, BaDa % Ca _
4D " BC " 4B "Ccp " BD T =3

JINE RESENi (obr. 52). Vedme bodem O pficku
A4, || AD. Potom rovina uréend body 4, D, 4,, O, A,
protne hranu BC v bodé X. Z podobnosti trojuhelnikii
A XA, 4,, N\ XAD vyplyva

4,4, _ XA, 0
AD XA°
Vedme nyni pfimku OX a jeji prusecik s hranou AD
ozna¢me X;. Z podobnosti trojuhelnikl vyplyva

X4, XO
XA XX
a ze vztahu (1) dostdvame
4,4, XO
4D XX, @
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Jedin4 hrana Ctyfsténu, kterd je mimobéZna s hranou 4D,
je hrana BC. Vedme bodem O pfi¢ku E,E, || BC. Rovina
uréend rovnobézkami E,E, a BC obsahuje ziejmé také

Obr. 52

body O, X, a proto i bod X;. Z podobnosti trojihelnikil
AXE\E,, A\ X,BC plyne

EE, X.E,
BC  X,B’
protoze X.E X0
B XB XX}
dostavame EE, X0 @
‘BC XX’
Sedtenim rovnosti (2), (3) dostaneme
AIA2 _ X0+ X0 _
+ XX = 1. 4)

141



e e . . . A1A, E.E,.
Dokazali jsme, Ze soucet pomeéri 4D a BC je roven 1.

Podobné dokiZeme tento vztah pro dalsi dvé dvojice
pficek a hran, tj. Ze

pficka rovnob. s BD n pricka rovnob. s AC —1, 5)

BD AC
pti¢ka rovnob. s CD | pficka rovnob.s AB
CD * AB =1 ®

Seftenim rovnosti (4), (5), (6) dostdvame tvrzeni, které
jsme méli dokazat.

Resil Milo§ Paledek
3.S. gymnasium, Kfenova ul., Brno
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VI. Sprava o XIlll. medzindrodnej matematickej
olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

XIII. medzindrodnd matematickd olympidda (MMO )
sa konala v CSSR pri prilezitosti XX. ro¢nika domdce;j
matematickej olympiady. Jej usporiadatelom bolo Mini-
sterstvo Skolstva SSR, a to predovSetkym preto, Ze IV.
MMO, ktord bola r. 1962 v Ceskoslovensku, sa konala
cel4 na izemi dne$nej CSR. Pripravny vybor XII1. MMO,
ktory zacal svoju ¢innost v juni 1970, pracoval v zloZeni:
akad. Stefan Schwarz, predseda; akad. Fosef Novdk,
podpredseda; tstr. $kol. in§pektor Michal Zildy, zastup-
ca MS SSR; ustr. $kol. in§pektor Faroslav Ldnik,zéstupca
MS CSR; Valéria Baratkovd (UV SZM), prof. dr.
Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Jdn Gatial, CSc., prof. dr.
Michal Gregus, DrSc., doc. dr. Milan Hejny, CSc., prof.
dr. Milan Kolibiar, DrSc., dr. Jozef Moravéik, CSc.,
doc. fan Vysin, CSc., dr. Frantisek Zitek, CSc. a dr.
Ladislav  Berger, ktory bol tajomnikom pripravného
vyboru.

MS SSR pozvalo na XIII. MMO celkom 16 statov,
z ktorych sa Belgicko a Taliansko ospravedInili, takZe sa
sutaze zucastnil spolu s CSSR rekordny pocet 15 krajin.

Za miesto konania sutaze bola pripravnym vyborom po
zrelej avahe vybrana Zilina s tym, %e miestom prichodu
i odchodu zahrani¢nych hosti bude hlavné mesto Sloven-
ska — Bratislava. Veduci delegacii, ktori spolu s pred-
sedom a podpredsedom pripravného vyboru tvorili
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medzindrodna jury sutaZe, sa schddzali do Bratislavy
v priebehu stredy 7. 7. Veduci delegicii Bulharska, NDR
a Rumunska sa o jeden defi oneskorili a veduci delegicie
Franciuzska pricestoval vlastnym autom aZ 10. 7. a na
prvej Casti prace jury sa nezucastnil.

Prvym oficidlnym podujatim XIII. MMO bola sldvnost-
na vecera, ktoru poriadal 7. 7. minister §kolstva SSR
s. prof. Ing. Stefan Chochol, CSc., na privitanie veducich
delegacii v hoteli Carlton. Okrem s. ministra na vederi
prehovorili akad. Schwarz a zo zahraniénych hosti veduci
sovietskej delegicie doc. Skvorcov. Vo Stvrtok 8. 7.
popoludni odcestovali Clenovia jury a ¢lenovia komisie
pre vyber uloh: prof. dr. Fiedler, DrSc., doc. dr. Hejny,
CSc., doc. Vysin, CSc., dr. Zitek, CSc. do hotela Partizdn
na Téloch, ktory bol uréeny za miesto pobytu jury pocas
prvej etapy jej prace. Cestou se zastavili v Banskej
Bystrici, kde si so zaujmom prezreli expoziciu pamétnika
SNP.

Na prvom zasadnuti jury, ktoré sa konalo hned po
prichode na Téale, obozndmil predseda jury veducich
delegicii s programom XIII. MMO a ¢lenovia komisie
pre ulohy im rozdali pripravené a rozmnoZené materialy.
Komisia spracovala celkom 55 uloh z 11 krajin (Mongol-
sko a Francizsko tlohy neposlali, zastupca Rumunska
ich priniesol so sebou a CSSR ako usporiadatel tlohy
nenavrhovala). Z nich vybrala 17, ktorych texty dostali
delegéti s upravenymi autorskymi rieSeniami v niektorej
z rokovacich redi (angli¢tina, franchzStina, nemdina,
rustina), do ktorych boli preloZené. Okrem toho dostali
vedci delegécii tieZ texty vSetkych 55 navrhovanych tGloh
v tom jazyku, v ktorom ich prislu$nd krajina poslala.

Na §tidium materidlov bolo vyhradené celé predpolud-
nie v piatok 9. 7. Ukdzalo sa vSak, Ze to v krasnom letnom
pocasi, ktoré panovalo po cely ¢as pobytu na Taloch,
bolo malo a viacSina®Clenov jury se nechala ovplyvnit
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vyberom komisie a hlavne zdanlivou jednoduchostou fiou
predlozenych rieSeni. Po zdlhavom rokovani vybrala
jury z predloZeného navrhu tychto 6 uloh:

ULOHY PRE PRVY DEN SUTAZE — 13. 7. 1971

\ '. / \,_’/vk'ﬁ af ]
1. Dokazte, Ze tvrdeme A 0| e,

| L]
5 Pre Tub olné’ realne isla ay, ay,. .., a, je splnend
nerovnost’ﬁ — ay)(a, ~ as3) ... (4, — a,) + (a; — ay)-
(az — ay ‘az)+ ---+(an‘“a1)(an_‘a2)-

ay — Ap_q) =
}C pra\?dlve Sre n= 3an = 5 anie je pravdivé pre %iadne
iné -prirodzené n > 2. (Madarskos5 bodov)

2. Nech je dany konvexny mnohosten P;, ktory ma
prdve devit vrcholov: 4,, 4y, ..., A, Ozname Py,
(1=23,. 9§

bodu 4,1 = 2,3,...,9.
Dokézte, Ze aspon dva z mnohostenov P, P,, . .., P,,
maju aspofi jeden spolo¢ny vnutorny bod.
(ZSSR, 7 bodov)

3. Dokazte, Ze postupnost {2" — 3} (n = 2, 3, 4,...)

mnohosten, ktory : sa dostane z P, rovno- L"
beinym posunut1m, pri ktorom sa bod A, premiestni do ) i

\¢

|
|

44
I\.

obsahuje nekoneCne mnoho Cisel, z ktorych kazdé dve \M".,

st nesudeliteIné. (Polsko, 9 bodov)

ULOHY PRE DRUHY DEN SUTAZE — 14.7. 1971

4. Vsetky steny Stvorstena ABCD st ostrouhlé troj-
uholniky. UvaZzujme o vsetkych uzavretych lomenych
Siarach XYZTX, ktoré st definované nasledu]umm
spésobom :



VAR

X je bod hrany AB rozny od 4 aj od B. Analogicky
Yol su vnutorne body hran BC, CD, DA x-uvede-

_ Dokazte, ze
a) ak <x DAB + < BCD — L ABC — < CDA + 0,
potom medzi tymito lomenym1 c1aram1‘_1estvu1e naj-
krats$ia; et
b) ak < DAB + < BCD — < ABC — < CDA —
= 0, potom existuje nekoneCne mnoho lomenych Ciar

minimalnej dizky a tito dizka je rovni 24AC /sin =,

kde « = < BAC 4+ <X CAD + < DAB.
(Holandskos 6 bodov)

L '(m‘-,vL

!

5. Dokaite, Ze pre kazde prirodzené &islo m existuje ‘
neprizdna kone¢nd mnoZina S bodov v rovine s—teu

vl&stnostou, 7e ku kazdému bodu 4 € S emstu)e v S
prave m bodov, ktorych vzdialenost od A sa rovnd jedne;j.
ﬂ (Bulharsko, 7 bodov.

X
)

6. Uvazujme o Stvorcovej tabulke
Q11 G1g .« O1g
Q91 Ay« « Qop
anl anZ . anm
ktord je zostavend z nezdpornych celych Cisel a vyhovuje

nasledumce] podmienke: ak a” = 0, potom plati nerove
nost

ail—%—am—i—...—l—am+a1j+...+awgn.
Dokazte, %e pre suet s vSetkych Cisel tabulky plati:
s = —;— n2. (Svédsko, 8 bodov)
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V zatvorke za textom ulohy je uvedena krajina, ktora
ulohu navrhla a maximédlny pocet bodov, ktory bolo
mozno ziskat za jej tplné rieSenie.

Neumerne dlha Cast rokovania jury bola venovana
formuldcii vybranych dloh v rokovacich jazykoch. Na
rieSenie kazdej trojice uloh boli urené — ako obvykle —
4 hodiny cistého Casu.

V piatok 9. 7. usporiadal veCeru pre ¢lenov jury pod-
predseda KNV v Banskej Bystrici s. Jozef Baldé. Pred-
stavitelia Stredoslovenského KNV obdarovali kazdého
ucastnika vecere vkusnou vazou z kriStalového skla s vy-
rytym emblémom XIII. MMO z dielne sklarov v Kata-
rinskej Hute.

Na ceste z Tdlov do Ziliny v nedelu 11. 7. 1971 popolud-
ni sa vSetci Clenovia vypravy =zulastnili prehliadky
Demdnovskej jaskyne Slobody. V nedelu 11. 7. vecer sa
veduci delegicii stretli v Zilinskom hoteli Metropol, kde
sa na cely tyzden ubytovali, so svojimi zastupcami.
Zastupcovia veducich priviedli v priebehu soboty 10. 7.
vypravy Zziakov do Bratislavy, skadial v nedelu predpo-
ludnim spolo&ne odcestovali do Ziliny. Cestou sa zastavili
v Piestanoch (prehliadka kapelov) a v Trendine (prehliidka
mesta).

V priebehu 12. 7. prelozili veduci delegacii a ich zastup-
covia (dalej kratko delegati) texty uloh do nédrodnych
jazykov Ziakov a rozmnozili ich v prisluSnom pocte.

Miestom konania sutaZe i pracoviskom ¢lenov jury po
cely Cas zilinského pobytu bola nové, moderne zariadena
budova Strednej priemyselnej $koly stavebnej v Ziline,
v ktorej mala kazda delegdcia vyhradend miestnost. O to,
aby v nej nasla vSetko potrebné pre svoju pracu sa postaral
technicky $tdb olympiady, ktory pracoval pod vedenim
dr. Bergera a pozostaval prevazne z pracovnikov Katedry
matematiky a deskriptivnej geometrie fakulty SET
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VSD v Ziline. V jeho praci vydatne poméhal tie% riadite
SPSS s. ing. Jozef Krdl.

V pondelok 12. 7. popoludni podnikli delegati vylet
do Vrdtnej doliny, kde si pri vrcholovej stanici vytahu
na Chleb uctili pamiatku byvalého dihoro¢ného tajom-
nika UV MO Rudolfa Zelinku. Jeho uslachtily charakter
a nezabudnuteIné zasluhy o rozvoj matematiky u nas
pripomenul v kratkom preslove doc. Vysin, CSc. Bolo
to na mieste, kde s. Zelinka v m4aji 1965 nahle zomrel.

Ziaci v ten defi absolvovali vylet do Bojnic, kde si
prehliadli zdmok, zoologickd zahradu a osviezili sa kapa-
nim v rieke Nitre.

Sldvnostné zahdjenie sttaZe sa uskutocnilo v wutorok
13. 7. v aule SPSS v Ziline za G¢asti ndm. ministra §kol-
stva SSR s. prof. dr. Gregusa, Dr. Sc., ktory mal kratky
prejav. Pritomni boli aj zastupcovia politickych a Statnych
organov mesta i okresu Zilina a Stredoslovenského kraja.
Po zahéjeni sa Ziaci odobrali do miestnosti urenych pre
sutaz. Do 10 min. od otvorenia obilok s textami tloh,
ktoré nasli na svojich stoloch, mali moZnost vyjst na
chodbu a spytat sa veducich delegécii na pripadné ne-
jasnosti v texte. Predseda jury prisne dozeral, aby sa ich
odpovede obmedzili len na stru¢né vysvetlenie. Rovnaka
procedura sa opakovala i na druhy den, ked Ziaci zasadli
k rieSeniu druhej trojice uloh.

13. 7. delegdti absolvovali vylet autobusom do Bojnic
s rovnakym programom ako den predtym Ziaci. Popo-
ludni po sutazi mali Ziaci po oba dni voIno, ktoré vyuzivali
na $portové hry v areali internatu, kipaniz na Zilinskej
krytej plavarni, resp. na prehliadku mesta. V stredu 14. 7.
vecer pre nich usporiadal OV SZM v Ziline stretnutie so
Zilinskou mladeZou.

Delegati sa v stredu 14. 7. uZ plne venovali opravam
a hodnoteniu Ziackych rieseni. Najskor veduaci delegacii
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a ich zastupcovia posudili rieSenia ¢lenov svojho druZstva
a navrhli poCty bodov za jednotlivé rieSenia. Koordindciu
hodnoteniu vsetkych druzstiev okrem CSSR robila skupina
koordinatorov pod vedenim dr. Zitka, CSc.: doc. dr.
Bukovsky, CSc. (2), doc. dr. Cerny, CSc. (4), dr. Franek
(5), dr. Gruska, CSc. (6), doc. dr. Hejny, CSc. (4), dr. Jar-
nik, CSc. (1), doc. dr. Kufner, CSc. (1), dr. Liebl (6),
doc. dr. Rieéan, CSc. (5), dr. Rohn (2), dr. Vrba (3),
dr. Zitek, CSc. (3) — v zatvorke za menom je uvedené
Cislo ulohy, ktorej hodnotenie menovany koordinoval.
Hodnotenia rieSeni Ceskoslovenskych Ziakov koordinovali
vedaci delegacii tych krajin, ktoré navrhli jednotlivé
ulohy. Hodnoteniu rieSeni a koordindcii bol venovany aj
cely Stortok 15. 7. a takmer cely piatok 16. 7.

Vo §tortok 15. 7. podaval veleru na pocest zahrani¢nych
hosti predseda ONV v Ziline s. Ing. Perkovic. Okrem
neho na veceri prehovorili rektor VSD prof. Ing. Ponec,
predseda MsNV v Ziline dr. Kovdlik, akademik Schwarz
a za zahrani¢nych delegitov veduci sov. delegdcie doc.
Skyorcov a veduci holandskej delegécie prof. van Tooren.
Posledne menovany vo svojom vystipeni zvlast ocenil
Sformu patrondtov jednotlivych zdvodov z okresov Zilina,
Povazska Bystrica a Martin nad jednotlivymi druzstvami,
ktord sa v historii MMO realizovala po prvy raz. Jej
inicidtorom bol dr. Berger a je chvalyhodné, Ze jeho
netnavné usilie naslo porozumenie vo vedeni zdvodov,
ktoré sa po cely Stvrtok 15. 7. vSestranne starali o zverené
druzstva.

V diloch 16. a 17. 7. podnikli Ziaci autokarovy zjazd
po Slovensku, pocas ktorého navstivili Strecno, Martin,
Dolny Kubin, Oravsky zdmok, Rufomberok, Lipt. Miku-
ld$, Demdnovski jaskyriu Slobody, Svit, Poprad (noclah),
Tatranské Lomnicu, Stary Smokovec s vystupom na
Hrebienok a k vodopadom, Strbské Pleso s prehliadkou
Aredlu snov a Podbanské.
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Delegdti sa v piatok 16. 7. po skonceni koordinicie zi§li
na zdvere¢nom zasadnuti jury, ktorého planovany zaciatok
(14,00) bol posunuty o 4 hodiny pre nesuhlas niektorych
delegacii s koordinaciou. RieSenie nezrovnalosti sa stalo
viac neZ trojhodinovym prolégom zasadnutia. To nepriaz-
nivo ovplyvnilo dalsi priebeh porady, ktora sa skoncila
az okolo 02,30 hod. rdno. Jury sa snaZila zmiernit ¢iasto¢-
nu vlastnu vinu, ktorej sa pri vybere tloh nechtiac do-
pustila tym, Ze pripustila pomerne narocny celok a —
ako ukazali vysledky Ziackych rieSeni — nie prave naj-
vhodnejsi pre takiato sutaZ. Ako ukazuje tab. ¢. 3, bodovy
zisk prevaznej vacSiny riesitelov bol velmi nizky a tak sa
napokon stalo, Ze po zamietnuti ndvrhu na udelenie
4. ceny, resp. pochvalného uznania sa vacsina unavenych
&lenov jury zhodla pred ziverom zdihavého rokovania
na tom, aby hranice pre udelenie cien boli: I. 42— 35,
II. 3423, III. 22—11 bodov. K tomu treba pozname-
nat, ¢ v minulosti sa dolnd hranica pre udelenie cien
pohybovala velmi blizko polovi¢nej hodnoty celkového
dosaziteIného poctu bodov.

Jury udelila celkom 48 cien, z toho 7 prvych, 12 dru-
hych a 29 tretich, Co je pri 115 ucastnikoch aj napriek
velmi nizkej dolnej bodovej hranici pomerne malo.

O udeleni zvldstnych cien za eleganciu rieSeni jednot-
livych tloh, resp. za ich zovSeobecnenie sa tentoraz
dlho nerokovalo. Boli udelené tri zvli$tne ceny za 2. Glohu
a po jednej za 3. a 4. tlohu. Za 1., 5. a 6. tlohu nebola
zvlaStna cena udelend vobec. Za zmienku stoji skuto¢nost,
Ze dve zvlaStne ceny (za 2. a 3. tlohu) dostal madarsky
Ziak Ruzsa Imre, ktorého moZno nazvat absolitnym
vitazom XIII. MMO, pretoZe jediny ziskal plny pocet
42 bodov.

fV soboru 17. 7. sa uskutoCnil pre delegatov autokarovy
vylet do Vysokych Tatier, ktorého ucastnici sa vyviezli
lanovkou na Lomnicky S§tit a prezreli si tamojSie praco-
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visko Astronomického ustavu SAV. Niektori zahraniéni
ucastnici (delegati ZSSR, Polska, Bulharska a Mongol-
ska) dali prednost odpolinku po prediskutovanej noci
pred ldkavou exkurziou do slovenskych velhér. Na
spiatonej ceste sa vyprava zastavila na Strbskom Plese
a prezrela si Aredl snov.

V nedelu 18. 7. popoludni sa vSetci uCastnici XIII.
MMO rozlidili so Z}i)linou a odcestovali do Alavného
mesta Slovenska, kde delegatov ubytovali v hoteli Carlton
a ziakov vo vysoko$kolskom internite Mladd garda.
(Pocas pobytu v Ziline byvali Ziaci vo vysoko$kolskom
internate VSD.)

V pondelok 19. 7. predpoludnim usporiadal nam.
ministra Skolstva SSR prof. dr. Gregus, DrSc. koktail
pre delegitov, kym Ziaci sa v tom Case pod patronitom
SUVSZM zoznamovali s pamétihodnostami Bratislavy.
Este pred slavnostnym zakoncenim sutaze v aule UK
prijal delegatov rektor UK prof. MUDr. Emil Huraj, CSc.

Na zavereCnej slavnosti sa okrem castnikov olympiddy
zuCastnili tieZ pozvani predstavitelia politického a verej-
ného Zivota z Bratislavy, Ziliny i Stredoslovenského kraja,
¢lenovia konzuldrneho zboru, zastupcovia tlate a dalsi
hostia. V jej tvode informoval strune akad. Schwarz
o priebehu a vysledkoch XIII. MMO. Potom podpredse-
da jury akad. Nowdik odovzdal diplomy odmenenym
Ziakom. Vitazi dostali zdrovefi hodnotné ceny venované
viacsinou podnikmi zo Zilinskej oblasti. Prof. dr. Gregus,
DrSc., vo svojom slavnostnom prejave vyzdvihol vyznam
matematiky a MMO a podakoval v§etkym, ktori prispeli
ku zdaru XIII. MMO. Za zalastnenych Ziakov organi-
zatorom podakoval madarsky Ziak Ruzsa Imre. V mene
zahrani¢nych hosti sa s poriadateImi XIII. MMO rozladil
veduci polskej delegicie doc. Mgkowski, ktory na zaver
pozval vSetky zalastnené krajiny na XIV. MMO do
Polska.
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Veder o 19,00 hod. sa v miestnostiach hotela Carlton
konala slavnosma zdverecnd wveclera, ktori pre vsetkych
Gicastnikov XIII. MMO podéval na rozla¢ku UV SZM.
Zucastnili sa jej aj zastupcovia konzuldrnych zborov.

So spolo¢enskou a kultirno-politickou strankou olym-
piddy mozno vyslovit spokojnost i napriek niektorym
drobnym nedopatreniam v organizicii, ktorym sa pri
takomto podujati sotva moZno vyhnat. Organizacny
vybor vyslovil podakovanie vSetkym pracovnikom, najmé
zo Stredoslovenského kraja, ¢lenom komisii, za obeta-
vost, s akou sa venovali praci pri priprave a organizanom
zabezpeleni celého priebehu XIII. MMO.

Pri rozbore matematickej stranky podujatia ndm vela
slov usetri zvyCajny Statisticky prehlad.

Tabulka &. I

Clenovia medzmarodne1 jury a zastupcovia veducich delegicii
Predseda jury: Akademik Stefan Schwarz
Podpredseda jury: Akademik Josef Novak

" Veduc1 delegécxe - Zastupca
Krajina Clen jury veduceho
Raktsko (A) Thomas Miihlgassner, | Wolfgang Ratzinger

prof.re4l. gymn. Eisenstadt

Bulharsko (BG) | Kiril Doc¢ev, docent mat. | Dimo Serafimov
fakulty univerzity v Sofii | Angelov, hlavny
$pecialista matema-
tiky min. $kolstva

Kuba (C) Luis Davidson, ustredny -
in$pektor min. $kolstva,
Havana

CSSR (CS) RNDr. Jozef Moraveik, | Jifi Mida

CSc.,0db. asistent KMDg
Fakulty SET Vysokej $ko-
ly dopravnej v Ziline
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Krajina

Veduci delegicie —
¢len jury

Zastupce
vediceho

NDR (D)

Francuzsko (F)

Velk4 Britdnia

(GB)

Madarsko (H)

Mongolsko (M)

Holandsko (NL)

Polsko (PL)

Rumunsko (R)

Svédsko (S)

ZSSR (SU)

Juhoslavia (YU)

Dr. hab. Helmut Bausch,
prof. vysokej $koly
v Berline

André Warusfel, prof.
lycea Louis le Grand,
Pariz

Prof. Frank Budden,
Royal Grammar School
Newcastle

Hodi Endre, techn. porad-
ca Mad. opt. zavodov

v Budapesti
Urzincerendijn SanZimja-
tov, docent Mongolskej
$tatnej univerzity v Ulan-
béatore

Ary van Tooren, in§pektor
strednych $kol, Haag
Andrzej Makowski, docent

Matematického ustavu
univerzity vo Varsave

Nicolae Mihaileanu, prof.
Matematického ustavu
univerzity v Bukuresti

Kjell-Ove Widman, Mate-
maticky ustav univerzity
v Uppsale

Valentin Anatoljevi¢
Skvorcov, docent MGU
v Moskve

Vladimir Miéi¢, docent
univerzity v Belehrade

Dr. hab. Gustav
Burosch, (Manfred
Mithner, ped. ved.)

Denis Gerll, prof.
lycea

Prof. Peter Reynolds

Dr. Reiman Istvan

Dambyn Sadgar,
kand. mat. — fyz.
vied

Artur Hoogendoorn

Dr. Maciej Brynski

Prof. Constantin
Ottescu

Lars Wahlbin

Ivan Semjonovi¢
Petrakov, metodik
min. $kolstva

Jovan Vukmirovi¢
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Tabulka &, 2
Poéty ziskanych cien

g;i; ABGCCSD FGBH MNLPL R S SUYU
L |— =1 - - 4 — — 1 - 1 —
Im” (- - - -1 -1 4 - — — - 5 —

II1. 4 — — 1 4 — 4 — — 2 4 2 2 2

Tabulka ¢. 3
Poéty ziskanych bodov
Poclet ziskanych bodov St Sucet bodov
e e - ucet ~
Krajina Ziaka Cis. Bodov druZstva na
1 23 456 7 8 XII. MMO
A 41119 51413 6 10 82 104
BG 310 3 6 8 1 4 4 39 145
C 41 31— — — — 9 na MMO po
prvy raz
CS 11 8 9 6 4 7 2 55 145
D 73823 818 21 11 16 142 221
F 7.1y 9:-5 1 6 3 38 141
GB 17 6 62025 717 12 110 180
H 27 37 24 39 38 25 23 42 255 233
M 3912530 3 26 58
NL 4 1 2 12013 2 5 48 87
PL 6 9 417 18 38 11 15 118 105
R 2271321 7 91516 110 208
S 01212 3 8 3 5 — 43 110
SU 26 24 18 35 27 32 31 12 205 221
YU 3 2 92110 41012 71 209
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POZNAMKA: Kedze MMO je sutazou jednotlivcov,
treba povaZzovat posledné dva stlpce za neoficidlne a Cisto
informativne. Ich vzajomnym porovnanim ziskame aspoil
relativne meritko na potvrdenie zvySenej obtaZnosti
tohtorolného vyberu uloh. Z tabulky taktieZ vidno, Ze
druzstvd Kuby a Svédska prisli na XIII. MMO ne-

kompletné.

Tabulka ¢. 4

Prehlad o uspe$nosti podanych rieSeni

J y Pocet Celkovy pocet bodov L
& | Potet bodov | podanych | 73 riefenie ulohy |70 Uspes-
S | za upl. ries. uplnych , nosti
i=) rieSeni dosiahnut;'r| mozny

1 5 18 284 575 49,4

2 7 14 222 805 27,6

3 9 17 194 1035 18,7

4 6 9 269 690 38,9
5 7 25 225 805 27,9

6 8 12 157 920 17,1

2. RIESENIA SUTAZNYCH ULOH

RIESENIE 1. ULOHY

Pre n = 3 ma lavd strana danej nerovnosti tvar
(a1 — ay) (@, — a3) + (a2 — ay) (@y — a3) + (a5 — ay) .
-(as —a,),

z ktorého po vyndsobeni a jednoduchej tiprave dostaneme
pre kazdu trojicu a,, a,, a; redlnych Cisel:
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at + a + a} — a0, — aya3 — aya3 =
1
= “2“[(‘11 — ap)? + (@, — a3)* + (a3 — a3)?],

¢o je zrejme Cislo nezaporné.
Pre n = 5 dostivame na lavej strane uvaZovanej ne-
rovnosti vyraz

(a1 — ap) (a1 — as) (@, — a) (@, — a5) + (3, — ay) .

. (as — as) (ay — ag) (ay — a5) + (a5 — a,) (a5 — ay) .

(a5 — aq) . (a3 — a5) +- (as — ay) (as — a5) (a4 — ay) .

- (a4 — a5) + (a5 — a1) (a5 — ap) (a5 — a;) (a5 — a4) »
ktory je zrejme symetricky vzhladom na Cisla ay, a,, as,
a3 a5, tj. nezmeni sa, ak v flom Iubovolné dve z nich
navzijom zamenime. MoZeme preto predpokladat, Ze
plati napr.:

ay = ay = a3 =4y = a5
V tomto pripade vsak je

a—ay=—(a, —a)) =0, a —a;=a,— a3 =0,

a4 —ag=a—a;, =0, ay—as=0a, —as =0,
takZe plati

(‘11 — ay) (ay — a3) (@, — ad) (a1 — a5) + (@, — ay) .

ay — as) (az — ag) (@, — a5) = 0.
Analoglckym sposobom dostaneme, Ze tieZ
(as — ay) (a1 — a5) (@, — as) (a3 — a5) + (a5 — ay) .
.(as — ay) (a5 — az) (a5 — ag) = 0.
PretoZe sacin
(a3 — ay) (a5 — ay) (a5 — aq) (a5 — as)
je sucinom dvoch nekladnych a dvoch nezdpornych ¢ini-
telov, je tiez nezaporny, z Coho uZ vyplyva spravnost
dokazovaného tvrdenia aj v tomto pripade.
K tomu, aby sme ukazali nespravnost daného tvrdenia
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pre vietky ostatné prirodzené n > 2, stali ndjst n-ticu
realnych Cisel ay, ay, . . . ,a, tak, Ze uvaZovana nerovnost
nebude pre ne splnend.

Pre n = 4 ma tuto vlastnost kazda Stvorica Cisel, pre
ktoru plati: a, = a, = a3 > a4, pretoze pre iiu ma lava
strana nerovnosti hodnotu (a; — 4,)%, €o je zrejme Cislo
zaporné.

Pre n = 6 stali zvolit napr. a, = a, = a3 > a3 > a5 =
=...=a, vpripade pirnchoza a, = a, = a5 < a, <
< ag = ...= a, v pripade neparneho 7, pretoZe vtedy
ma4 fav4 strana nerovnosti hodnotu (a, — a,)%(ay — a5)"4,
¢o je zrejme v oboch pripadoch zéporné Cislo.

RIESENIE 2. ULOHY

Ozna¢me P’ mnohosten, ktory dostaneme z mnohoste-
nu P, pri rovnolahlosti H so stredom A, a s koeficientom
2. Dokézeme, ze pre kazdé Py, 1 =1, 2,..., 9, plati
pP,CP.

Pre 1 = 1 je toto tvrdenie zrejmé. Ak je X Iubovolny
bod mnohostena P;, 1 =2,3,..., 9, zvolme YeP,
tak, Ze X je obrazom Y pri rovnobeZnom posunuti, pri

Obr. 53
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ktorom sa bod A4, premiestni do bodu A4;. Potom vSak
useCky A4,X, A;Y maja zrejme spoloCny stred Z (pozri
obr. 53). Z konvexnosti mnohostena P; vSak vyplyva, Ze
useCka A;Y leZi cela v P,, teda Ze P, a preto Xe P’
ako obraz bodu Z pri rovnolahlosti H.

Ozna¢me V(P) obsah mnohostena P. Zrejme plati
V(Py) = V(Py) = ...= V(Py), V(P)=2?V(P) =
= 8V(P,). Ak by Ziadne dva z mnohostenov P;, i = 1,
2,..., 9, nemali spolo¢ny vnutorny bod, muselo by na
zaklade vysSie dokdzaného platit

9V(P,) = V(P,UP,U...UPy) < V(P) = 8V(Py),

o je spor.

RIESENIE 3. ULOHY

Tvrdenie dokaZeme zostrojenim vybranej postupnosti
s uvedenou vlastnostou pouZitim matematickej indukcie.
Predpokladajme, Ze kazdé dve z prirodzenych Cisel

a,=2m—3,a,=2m—3,...,a,=2"—3, (1)
kde 2 = n, << n, < ... << m; st nesadelitelne a zostroj-
me dislo ap,, = 2"#+1 — 3 nestdelitelné s kazdym
z ¢isel (1) nasledujacim spdsobom:

Oznalme s = a, @, . ..a Spomedzi s 4 1 Cisel 29,
21, ..., 2* mozno vzdy vybrat asponi dve také, ktoré pri
deleni cislom s maja rovnaky zvySok. Nech su to 2%,
2« > p). Potom vSak plati

2« —26=p.s (p— prir. Cislo). (2)

Z (2) dostaneme (24— 1)2# — p . 5, z Coho, vzhladom

na to, %e s je Cislo nepérne, vyplyva, Zze 2% — 1 je nim
delitelné Cize

29 —1=gq.s (q— prir. Cislo). 3)
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Na zédklade (3) dostaneme
20°F2 3 =4 ,29F —3=4(gs+1)—3=4¢s+ 1.

Stai teda vziat np, =a — [+ 2, ap, = 4g9s + 1.
KedZe zrejme plati ay., > ay, je tieZ n;,, > n, a cela
kon$trukciu méZeme neohranicene opakovat.

RIESENIE 4. ULOHY

a) Predpokladajme, Ze napr. body X, Y, Z st pevne
zvolené na useCkich AB, BC, CD (pozri obr. 54). Ak
trojuholnik ACD sklopime do roviny ABD (obr. 55),

hned vidime, e stdet dizok ZT 4 TX moZno zmensit
zmenou polohy bodu 7, ak plati <t ATX + < ZTD.
Z tejto uvahy vyplyva, Ze ak existuje lomend Ciara

minimalnej dl?ky, potom musia byt splnené nasledujuce
nutné podmienky:

X DAB =57 — L ATX — < AXT,

XABC =7 — < BXY — < BYX =n —

— X AXT — < CYZ,
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X BCD =n— << CYZ— < CZY,
X CDA=na— <DTZ— << DZT = n —
— X ATX — < CZY,
z ¢oho hned dostaneme
<X DAB + < BCD — <. ABC — < CDA = 0. (1)

b) Nech teraz plati (1). Rozrezme povrch Stvorstena
ABCD pozdiz hran AC, CD a DB a rozvitime ho do rovi-
ny. Dostaneme rovinny atvar P = AC’D’BDC zloZeny
z trojuholnikov AC’D’, ABD', ABC, BCD, ktoré su
vSetky podla predpokladu ostrouhlé. Pri vhodnom ozna-
¢eni vrcholov §tvorstena (ak treba zamenime A za C, B
za D a obraitene) dosiahneme, Ze P je konvexny (4-, 5-
alebo 6-uholnik). Priamky CB, C’'D’ st rdznobezné

Obr. 56

a pretinaju sa v nejakom bode M (obr. 56). Zo §tvoruhol-
nika ABMD’ v$ak vzhladom na (1) dostaneme hned, Ze
X BMD' = < BCD, ¢o znamend, %e useCky CD a C'D’
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st rovnobezné a suhlasne orientované. RovnobeZnik
CDD'C’ lezi zrejme cely vo vnutri konvexného ob-
razca P.

Kazdej usetke ZZ' rovnobeznej s CC’ (a teda aj s DD")
odpovedd lomend ¢iara XYZTX minimdilnej dizky
Z rovnoramenného trojuholnika ACC’ vyplyva, Ze jej

dizkaje 2. AC. sm—;—oc.

RIESENIE 5. ULOHY

Pre m = 1 je takou mnoZinou S dvojbodovda mnoZina

s bodmi, ktorych vzdialenost je 1. Nech m = 2 je dané
prirodzené ¢islo. Matematickou indukciou podla m sa
- = -

lahko ukaZe, Ze v rovine existuje systém Vi, Vo, ..., Vp,
—
vektorov tychto vlastnosti (|v| znamen4 diZku vektora v):

- 1 .
|V‘l=7, 1:1,2,...,7}1; (1)
- e - 1
0+ ]clvl —|—02V2+ . +Cmvml + —2—~ (2)

pre Tubovolné &isla ¢y, ¢, . . . 5 ¢y, ktoré nadobuidaju len
niektord z hodnét —1, 0, 1, ale aspoii dve z nich rézne
od nuly.
UkdZeme, Ze poZadované vlastnosti md mnoZina S
pozostdvajiica z 2™ bodov, ktori moZno popisat takto:
Ak B, je lubovoIny bod danej roviny, potom do mnoZi-
ny S patria vSetky body B uréene predp1som

B = B, + £1V1 + t~:2v2 + ... emvm ,
kde gy = + 1,1 =1,2,.
Z (1) a(2) vyplyva, Ze ak ne]aky bod AeS (pnslucha mu
uritd kombindcia znamienok 81: 82, sen s sm), potom v S
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existuje prave m bodov, ktorych vzdialenost od A sa
rovnd jednej. Su to prave tie body, pre ktoré prislusna

~ ~
kombindcia znamienok sa lisi od &, &,..., &, prave
na jednom mieste.

RIESENIE 6. ULOHY

Utvorme sucty vSetkych ¢isel v jednotlivych riadkoch
a v jednotlivych stipcoch a oznaéme p najmensi z tychto

a4 1 a4 v ’ Yr
suctov. Ak p = - 1> potom pre sucet s vSetkych Cisel

tabulky zrejme plati
1
?ﬂ

2

v

s

v

np
a tvrdenie je pravdivé.
1 : . s Ay

Nech teraz p < 5 Bez ujmy na v§eobecnosti moZe-
me predpokladat, Ze prave prvy riadok ma sucet p a prave
¢isla na prvych g miestach v fiom st rézne od nuly. Potom
viak stdet &sel v poslednych n—g stipcoch sa rovna
aspoit (n — p) (n — q), zatial Co sulet vSetkych Cisel
v prvych ¢ stipcoch bude najmenej pg. Plati teda

s=m—p)(n—q) +pg=n*—n(p-+q) + 2pg =

1, 1 1,
S o —2p) (n — 29) > 5 n*,

pretoze n > 2p = 2gq.

3. UCAST CESKOSLOVENSKEHO DRUZSTVA
Vediicim Ceskoslovenského druzstva bol RNDr. Jozef

Moravcik, CSc., odb. asistent Vysokej Skoly dopravnej
v Ziline, podpredseda UV MO a jeho =zdstupcom bol
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s. fifi Mida, odb. asistent Pedagogickej fakulty Karlovej
university v Prahe, tajomnik UV MO. Clenovia drusstva
boli vybrani na zaver sustredenia 12 Ziakov v Brandyse
n. L. na zaklade vysledkov v II.aIIl. kole XX. ro¢nika
MO a na zéklade hodnotenia pracovnikov, ktori viedli
jednotlivé semindre na sustredeni. Podrobné vysledky
Ceskoslovenskych ucastnikov XIII. MMO podava
tabulka na str. 164.

Ako z tabulky vidno, poradili si naSi Ziaci ako—tak
len s 1. a 4. dlohou, ktoré boli veobecne oznafované za
najlahSie. Rozhodne viac sa od nich Cakalo v 2. a 5.
ulohe, ktoré ¢o do ndroCnosti nemuseli byt nad ich sily.
Vysledok v 3. a 6. tlohe je uplne zdrvujuci, ale da sa
Ciastolne vysvetlit tym, Ze tieto ulohy boli opravdu
naro¢né a nie celkom vhodné pre takato sutaZ, pretoZe
ich rieSenia sa zakladali na obratoch nie celkom beznych
pre stredoskolakov.

Kvdli uplnosti treba poznamenat, ze vyber drufstva
bol staZeny tym, Ze traja z uspeSnych riesitelov III. kola
XX. rotnika MO dali prednost atraktivnejSej ceste
do Sofie na V. medzinirodnu fyzikdlnu olympiddu. ISlo
o ziakov, ktori sa v III. kole XX. roénika MO umiestnili
na3.,6.—7.a9.—12. mieste. Je vSak otdzne, ¢i by v pripa-
de svojej ucasti na XIII. MMO boli dosiahli lepSie vysled-
ky nez ich ndhradnici. SkutoCnost, Ze druZstvo CSSR
skonCilo v dolnej polovici neoficidlneho poradia nie je
totiZ ndhodnd a treba s flou pocitat za sticasného stavu
1 pre najbliz§iu budicnost. V tejto stvislosti stoji za
zmienku, ze v Madarskej ludovej republike slGzZi pre
vychovu matematickych talentov o. i. 7 §kol so Specidlny-
mi matematickymi triedami, v ktorych je az 12 hodin
matematiky tyZdenne, pricom osnovy matematiky v tych-
to triedach st iné neZ v ostatnych triedach. (U nas v Spe-
cidlnych triedach, ktoré mame v celej CSSR tri, je
maximdlne 6 hodin matematiky tyZdenne a osnovy
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matematiky su v nich prakticky rovnaké ako v ostatnych
triedach.) Podobne ako v MLR sa o matematické talenty
staraju aj v ZSSR a v NDR. Tak napr. v Kyjeve, Moskve,
Nowvosibirsku a inych sovietskych univerzitnych mestdch
su velmi kvalitné stredné $koly, nad ktorymi maja po
odbornej stranke patrondt prisluSné univerzity. Ucia
na nich d{iastoéne vysokoSkolski ucitelia. Podobne sa
o vychovu talentov stard napr. Humboldtova univerzita
v Berline. Uvedena Cinnost plne podporovand minister-
stvami Skolstva nesliZi samozrejme len priprave repre-
zentantov pre MMO, ale ma zna¢ny vyznam pre pripravu
stredoskolakov pre vysokoskolské Stadium.

Ako ukazali diskusie so zahraniénymi delegatmi,
podobna cielavedoma a centrdlne riadend Cinnost pri
vychove matematickych talentov sa rozbicha tieZ napr.
v Bulharsku, Rakisku, Juhosldvii, a vo Velkej Britdnii.
Preto, ak nechceme trvale zaostat nielen na MMO, ale
hlavne v urovni vychovy matematicky nadanych Ziakov,
bude treba, aby naSe ministerstva Skolstva prijali ¢im
skor ucinné opatrenia v tomto smere. Niektoré doporuce-
nia im predloZil jednak organiza¢ny vybor XIII. MMO
a jednak UV MO pri hodnoteni celkovych vysledkov
XIII. MMO. Treba duafat, Ze tieto hlasy buda Coskoro
vypoluté a po postupnom cielavedomom realizovani
predloZenych ndvrhov sa dosiahne Zelatelnd naprava.
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