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Predmluva

Mili mladi pratele,

otvirate novy svazek o XXIIIL ro¢niku matematické
olympiady a jste mozna zvédavi, co nového tento ro¢nik
pfinesl ve srovnani s predchazejicimi léty.

Zvlasté to bude zajimat vas starsi, ktefi soutézite v nej-
vyssi kategorii, nebot k ur€itym zménam doslo pravé pii
pripravé na mezinarodni matematickou olympiadu a v pfi-
pravnych kursech zakt nejvyssich ro¢nikti gymnazii.

Usttedni vybor MO po dlouha léta usiluje o to, aby
se v souvislosti s matematickou olympiadou rozvijela
a zintenziviiovala 1 pée o matematické talenty. Ovsem
7zadna z pomocnych akci nemuze nahradit systematické
vedeni nadanych zak, jaké jim muze poskytnout jen dobie
organizovana §kola. Proto UV MO byl jednim z iniciatori
zfizeni tzv. matematickych gymnazii, Skol podobnych tém,
kter¢ jiz byly zfizeny v fadé socialistickych zemi. Idea pod-
chytit pomoci internatnich skol i ty studenty, ktefi neziji
ve velkych méstech, zajistit jim dobrou vyuku, studijni
literaturu i1 péci vysokoskolskych uciteli v sidle skoly, je
bezesporu zdrava a mohla by pfinést mnoho uzitku jak
zaklim, tak vysokym Skolam i reprezentaci naseho statu
na mezinarodnim foru.



V zati 1974 byly otevieny na &tyfech mistech v CSSR
tFidy se zaméfenim na matematiku, které maji tuto myslenku
uskute€nit. Doufejme, Ze po pfekonani pocateénich obtizi
s vydavanim ulebnich textl, s ubytovanim v internatech
apod. se prace plné rozvine a Ze tyto tfidy ovlivni i umisténi
naSich olympioniki na mezinarodnich matematickych
olympiadach. Dosavadni pfiprava druzstva pro mezina-
rodni matematickou olympiadu je prozatim stale odkazana
na seminafe ve velkych méstech a na $koleni jednotlivch
vedena v obdobném stylu v né€kterych mensich stiediscich.

Zminme se jeSté o jedné nové pomocné akci, kterou
navrhl doc. dr. Jozef Morav¢ik uz pro Skolni rok 1974/75.
Jde o korespondencni semindf, uréeny zejména nadéjnym
zakim bydlicim mimo hlavni centra. Je to tedy jista obdoba
znamé sovétské ,,zaoCné §koly“.*)

Ugastnici se neziskavaji naborem, ale jsou vybirani
jednak z podnétd UV MO, jednak KV MO. Registrovani
ucastnici dostavaji postou listy s ulohami z ur€itych témat.
V stanoveném terminu se zaslana feSeni opravi a opravené
ulohy se zodpovédénymi dotazy se vrati feSitelim s pfi-
sluSnymi ptipominkami. Pro korektory Gloh — coz jsou
vét§inou védelti pracovnici nebo vysokoskolsti ucitelé —
je tato prace velmi Casové i didakticky naro¢na, ale dou-
fame, Ze tato forma bude pfedstavovat aspont maly krucek
vpied v péi o nadané zaky a v ptipravé druzstva pro mezi-
narodni olympiady; a to aspon v obdobi, nez se po¢nou
projevovat vyrazné&ji G¢inky zfizeni matematickych tfid.

*) Jde o jakési studium fizené na dalku, pfi némz si dopisuji ucastnici
s vedenim akce.
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Pisemné $koleni je vzdy téZkopadnéjsi a namahavéjsi
neZz obvykla forma vyuky, hlavné protoze schazi osobni
styk mezi ucitelem a zakem; ale pravé tato okolnost ma
také svou dobrou stranku. Obé strany (ucitel i Zak) si musi
vice davat pozor na sviij pisemny projev, dbat o to, aby byl
uplny, pfesny a srozumitelny. Pro korigujiciho je to jakasi
Skola didaktiky, pro zaka — eventualniho ¢lena mezina-
rodniho druzstva — je to dobra priprava pro mezinarodni
olympiadu. Mimoto koresponden¢ni seminaie maji cha-
rakter individualni péce, a to je také vyznamny klad.

Myslime, Ze bychom mohli a méli vyuzit této nové
formy studia i k feSeni technicky naro¢nych uloh, které
neztrati svilj vyznam ani pfi intenzivnim nasazeni prostied-
k@i moderni vypoctové techniky. Jde napf. o algebraické
vypo¢ty na prvni pohled namahavé, nudné a zdlouhavé,
které se vS§ak nemohou provadét strojem, nebot jde v pod-
staté o sestavovani programu. Pracnost a zdlouhavost vy-
poctu primitivnim zplisobem podnécuje Fesitele k tomu,
aby hledal G¢inné&j$i metody. Budeme-li takové ulohy za-
fazovat tfeba i do koresponden¢niho seminafe, budeme
tim snad asponi trochu potirat onu ,kondicionalni mate-
matiku®, ktera se v posledni dobé ve $kolach tolik rozmaha:
dospéje-li se do situace, ktera vyzaduje dlouhy, nudny vy-
pocet, obétuje se radéji vysledek, popfipadé i diskuse o ném,
a fekne se prosté, ze ,,by se dale postupovalo tak a tak“
(napf. Ze by se rozfesila soustava linearnich rovnic s péti
parametry) ,,a tloha by byla rozfesena“.



Uvedeme nékolik piikladii tiloh tohoto druhu z fran-
couzské knizky o problémovém vyulovani*), a to z kapi-
toly o ,,technickych tkolech®.

A 7 D
3 H__P M
0 - K
G | J
B 7 C Obr. 1

Prvni je jedna ze Steinhausovych**) iloh. Jednotkovy
étverec ABCD je rozdélen podle obr. 1 na sedm pravo-
thelnikd téhoz obsahu (). Mame zjistit, zda je uloha fe-
Sitelna, kolik ma feSeni a vypocitat délky stran vSech sedmi
pravouhelnikd. Oznadi se napf. BE = x; z 12 rovnic, které
nejsou linearni, dojdeme po eliminaci neznamych k jediné
rovnici pro x:

x*—3x* + 3%x —15=0.

*) Le Livre du Probléme, fasc. 1, vydal IREM Strassbourg v naklada-
telstvi CEDIC, Lyon—Paris 1973.

**) H. Steinhaus je vyznaény polsky matematik.

6



Vzhledem k podminkam
i<x<$, =x=*%
dostaneme jediny mozny kofen

x =147 + J19),

ktery skute¢né vyhovuje, jak zjistime zkouskou. Vypocet
stoji za trochu pfemysleni.

2. Jiny piiklad: Mame vypocitat soucin vsech 16 ¢isel
1+./2+/3+./5+/7, ktera dostaneme viemi 16 moz-
nymi volbami znamének. Primitivni vypocet by trval
mnoho hodin. Jednoduché pouziti formule a®> — b* =
= (a + b)(a — b) ho podstatn& zkrati. Ulohu lze zobecnit
pro libovolny pocet Elenti.

3. Mame vypogitat desatou (n-tou) derivaci funkce

1y . . .
x»—>exp(— i g x> e~ ¥ Vime-li, e n-ta derivace
X

bude mit tvar

X

1 1
WP,,(x).exp -

kde B(x) je polynomicka funkce stupn& n — 1, je tfeba
najit rekurentni vzorec pro P, a pocitat prislusné koefi-
cienty. Vysledek je
Po(x) = 1024 — 69 120x + 1820 160x* —
— 24111 360x> + 173033 280x* —
— 676 257 120x° + 1377 129 600x° —



— 1317254 400x” + 479 001 600x® —
— 39916 800x° .

Je jasné, ze tento vysledek vybizi k sestaveni ucinného
programu pro vypocet; uloha se oviem nesmi pfedkladat
feSitelim jako ryze rutinni, cvina.
Zkuste si roziesit uvedené tfi tlohy ,,mimo soutéz“.
Doufame, Ze pribéhem doby se najdou i dalsi typy
uloh vhodnych pro koresponden¢ni seminafe a Ze se tim
zvysi tvofiva prace jejich Gcastniki.

UstFedni vybor matematické olympiddy



I. Pribéh XXIIl. roéniku matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Potadatelem soutéze XXIII. ro¢niku matematické olym-
piady byla opét ministerstva $kolstvi CSR s SSR s Mate-
matickym tstavem CSAV v Praze (MU CSAV) a's Jednotou
Cs. matematikii a fyzikii (JCSMF) za spoluprace s organy
Socialistického svazu mlddeze (SSM). ProtoZe ptipravovany
novy statut MO nebyl dosud schvalen, fidila se soutéz
XXIII. roéniku MO opét podle statutu, ktery byl uvetej-
nén ve Veéstniku MSK, roé. XIX, str. 126, 127, smérnice 37,
ze dne 30. IV. 1963.

ZAci soutéili celkem ve &tyfech kategoriich: kategorie A
je urCena pro zaky III. a IV. ro€nikt kol II. cyklu, kate-
gorie B pro zaky II. ro€niku a kategorie C pro zaky I. ro¢-
nika té€chto $kol. V kategorii Z soutézi Zaci zakladnich
devitiletych $kol, pfedev§im zaci 9. ro¢nikd. Bylo oviem
mozné, aby Zak souté€zil i ve vy$§i kategorii, nez do které
patfil.

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

Funké&ni obdobi UV MO, schvaleného MS CSR 18. led-
na 1971 a MS SSR 3. prosince 1970, skonéilo 31. prosin-
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ce 1974. Do této doby pracoval UV MO v tomto sloZeni:

Piedseda: doc. Jan Vysin, CSc., védecky pracovnik
MU CSAV, Praha

I. mistopfedseda: dr. Jozef Moravéik, CSc., docent VSD,
Zilina

II. mistoptedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
vedouci védecky pracovnik MU CSAV

I. jednatel: dr. Viastimil Machdcek, odborny asistent
pedagogické fakulty KU, Praha

II. jednatel: dr. Jifi Mida, odborny asistent pedagogické
fakulty KU, Praha

Clenoveé:

Zastupce MS CSR: Viclav Siila, Gstiedni $kol. inspektor
MS CSR, Praha

Zastupce MS SSR: Michal Zoldy, ustiedni $kol. inspektor
MS SSR, Bratislava

Zastupce UV SSM: Jana Pomazalovd, profesorka gymna-
zia, Brno

dr. FrantiSek Béloun, vedouci matematického kabinetu
KPU, Praha

dr. Milo§ Franek, feditel gymnazia, Prievidza

dr. Jozef Gruska, CSc., védecky pracovnik MU SAV, Bra-
tislava

dr. Milan Hejny, CSc., docent PF UK, Bratislava

Frantisek Hradecky, odborny asistent MFF KU v. v., Praha

prof. dr. Milan Kolibiar, DrSc., profesor PF UK, Bratislava

dr. Ivan Korec, CSc., odborny asistent PF UK, Bratislava

akademik Josef Novdk, feditel MU CSAV, Praha
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Vitazoslav Repds, teditel gymnazia, Bratislava

dr. Ji¥i Sedlaéek, CSc., védecky pracovnik MU CSAYV, Praha

JiFi Sidlo, zastupce feditele gymnazia, Praha

Miroslav Smerda, uéitel ZDS, Bilovice n. Svitavou

Frantisek Vesely, odborny asistent v.v., Praha

dr. FrantiSek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV,
Praha

Daliimi ¢leny UV MO byli piedsedové krajskych
vyborl matematické olympiady:

prof. dr. Vdclav Pleskot, profesor CVUT, Praha

Ludmila Tréglovd, profesorka gymnazia, Ri¢any

ing. dr. Lada Vanatovd, profesorka gymnazia, Strakonice

Véra Rddlovad, profesorka gymnazia, Plzen

Karel Hnyk, odborny asistent pedagogické fakulty, Ustin.L.

Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky KPU, Hradec
Kralové

dr. Petr Benda, odborny asistent VUT, Brno

Josef Andrys, docent pedagogické fakulty, Ostrava

Katarina HajtdSovd, odborna asistentka PF UK, Bratislava

dr. Oliver Ralik, odborny asistent pedagogické fakulty,
Nitra

dr. Ladislav Berger, odborny asistent VSD, Zilina

Kveta Honcarivovd, odborna asistentka PF UPJS, Kogice

Pracovni pfedsednictvo UV MO (PUV MO) tvo-
fili (v abecednim potadi): prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.;
dr. Vlastimil Machdcek; dr. Jifi Mida; doc. dr. Jozef Mo-
ravcik, CSc.; dr. Jifi Sedldacek, CSc.; doc. Jan Vysin, CSc.;
dr. Frantisek Zitek, CSc. a zastupci MS CSR a SSR.
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V 1. 1974 pusobili jako pfedsedové v KV MO Severo-
Ceského kraje Viadimir BlaZek, odborny asistent pedago-
gické fakulty v Ustin. L., v KV MO Vychodo&eského kraje
Josef Kubdt, odborny asistent VSCHT v Pardubicich
a v KV MO Severomoravského kraje prof. dr. Miloslav
Zedek z PF UP v Olomouci.

Od 1. ledna 1974 pievzal funkci I. jednatele Petr Fabinger,
odborny asistent pedagogické fakulty UK, Praha.

Do konce &ervna 1974 nebylo sloZeni nového UV MO
schvaleno ani MS CSR ani MS SSR.

3. SCHUZE UV MO

Ve skolnim roce 197374 se konalo jedno plendrni zase-
ddni UV MO ve dnech 10. a 11. prosince 1973 v Praze.
Pfi hodnoceni XXII. roéniku poukazala vétSina ptitom-
nych pfedsedi KV MO na rist po¢tu ucastniki MO
v L. kole. Vétsina KV MO potada pro olympioniky pra-
covni pfednasky (zejména v podzimnim obdobi), v 1ét&
pak soustiedéni pro Gcastniky kategorii B a C. Tato sou-
sttedéni trvaji obvykle jeden tyden.

Pfi téchto pfednaskach a soustiedénich by se mélo vice
pouZivat svazki edice SMM. Pro uéitele ZDS poradaly
KV MO spoleéné s KPU instruktaZe vénované tuloham
kategorie Z. Bylo konstatovano, ze v nékterych krajich se
tézko ziskavaji pracovnici pro MO, nebot nékteré skolské
organy patfi¢né ulohu soutéze-neocenuji.

Dale bylo zhodnoceno tydenni pfipravné soustfedéni
na XV. MMO, které se konalo koncem Cervna v primyslové
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Skole v Praze-Malesicich. Soustiedéni ucastniki katego-
" rie B a C se konalo ve Zdaru nad Sazavou v druhé poloving
Cervna a zaCatkem Cervence.

Dale byla projednana zprava komise pro SMM. Dopo-
ruuje, aby edice byla rozdélena na dvé fady, zakladni a vy-
bérovou. Je potésitelné, ze se objevuji i rukopisy slovenskeé,
které ptjdou r. 1974 do tisku. Trva vSak nedostatek autort
pro zakladni fadu.

Zasedani vénovalo pozornost i blizicimu se 25. vyroci
MO. Byl schvalen navrh vydat v edici SMM zvlatni sva-
zek, vénovany jubileu MO. Dale bylo navrzeno zhotovit
Zelinkovu medaili, ktera by byla poprvé udélovana k 25. vy-
ro¢i MO zaslouzilym pracovnikim této soutéze.

Ve §kolnim roce 1974/75 budou otevieny tfidy se zamé-
fenim na matematiku. Na zasedani byla prodiskutovana
otazka vybéru zaku pro tyto tfidy a organizaéni otazky
spojené s otevienim téchto tfid.

Bylo jednano i o novém statutu MO.

Zasedani ve Strakonicich, které se konalo u pftilezitosti
celostatniho kola MO, se zGcastnili jen né€ktefi ¢lenoveé
UV MO, nebot definitivni slozeni nového UV MO nebylo
jesté znamo, jak ostatné jiz bylo podotknuto. Byly pro-
jednany opét otazky SMM a jejiho poslani, soustiedéni
olympionikd, pfiprava na MMO a jubilea MO. Matema-
tické tfidy budou otevieny na gymnaziu v Praze 2, ul.
W. Piecka, na gymnaziu v Bilovci u Ostravy, v Bratislavé
na gymnaziu v ul. Cervenej armady a v Kosicich na gymna-
ziu ve Smeralové ulici. Velkou pozornost vénovalo zasedani
organizaci prace nového UV MO. Byl schvalen navrh na
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ustaveni komisi pti UV MO, jejichz tikolem by bylo recen-
zovat tlohy doslé do konkursu JCSMF a JSMF, sestavit
z nich soutéZni ulohy pro jednotliva kola soutéze, dbat
o SMM a soustiedéni olympioniki a pfipravit vydani
rocenky MO.

Jarni zasedani UV MO se konalo ve zvlaté slavnostnim
ovzdusi, nebot okresni i méstské organy statni i stranické
vénovaly pfipravé celostatniho kola znaénou pozornost
a pripravily jak pracovnikim UV MO, tak i sout&zicim
srde¢né pfijeti a velmi dobré pracovni podminky. Kulturni
veCer, na némz ucinkovali mj. Prdcherisky soubor pisni
a tancii a 7aci LSU se svymi ugiteli, dlouholeti pracovnici
MO hodnotili jako nejkrasné;jsi vecer v historii MO.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéze nebyla ve XXIII.
rocniku MO nijak podstatné zménéna; byly pouze upra-
veny dil¢i terminy odevzdani loh, resp. posunuty terminy
II. kola.

I. kolo, tzv. studijni, prob&hlo opét ve dvou etapach.
Ctyfi piipravné ilohy odevzdavali sout&Zici viech kategorii
svym ucitelim (referentim MO) do 15. listopadu 1973.
Ulohy byly opraveny, ale neklasifikovany, takze kazdy zak
mél mozZnost se zacastnit soutézni ¢asti prvniho kola. V této
soutéZzi, koncici pro kategorii A 15. ledna 1974 a pro kate-
gorii B a C 15. unora 1974, museli zaci podle vlastniho
vybéru vyfesit ze 6 tloh asponi 3 na znamku aspon ,,dobrou®,
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aby mohli byt navrzeni do II. kola. V kategorii Z bylo
podminkou pro navrzeni do II. kola vyfeSeni aspon tfi
uloh ze ¢tyf na znadmku aspoti ,,dobrou®.

I1. kolo se konalo v jednotlivych kategoriich v téchto
terminech:

kategorie A: 2. biezna 1974
kategorie B a C: 30. bfezna 1974
kategorie Z: 6. biezna 1974

Celostatni I11. kolo kategorie A se konalo ve Strakonicich
3. a 4. kvétna 1974.

Nékteré KV MO zorganizovaly krajské III. kolo v ka-
tegorii Z. Na Slovensku se konalo toto kolo v jednotném
terminu pro vSechny slovenskeé kraje s jednotnymi ptiklady.

Podrobné udaje o vysledcich soutéze v jednotlivych ka-
tegoriich a kolech podavaji tabulky 1 az 4.

Proti poslednimu ro¢niku se pocet zaku, ktefi zacinaji
soutézit, prakticky neméni u kategorii A a B nebo dokonce
zvySuje u kategorii C a Z. Zarazi vSak skutecnost, Ze pro-
cento uspésnych fesitelt klauzurnich kol je proti lofiskému
ro¢niku podstatné mensi. Vysvétleni tohoto jevu obtiznosti
priklada II. kola je jist€ netplné a bude nutno hledat i pfi-
Ciny dalsi.

5. POMOCNE AKCE

Teziste pripravy vybranych Gspésnych fesitelt MO jako
moznych reprezentanti na XVI. MMO spocivalo opét v se-
minafi, ktery se konal na gymnaziu v Praze 2, ul. W. Piecka.

15
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Na tomto Skoleni ptednasel prof. dr. M. Fiedler, DrSc.,
doc. J. Vysin, CSc,, dr. J. Sedlacek, CSc., dr. Fr. Zitek, CSc.
a dr. J. Hojdar, vsichni z MU CSAV, a doc. dr. Zb. Nadenik,
DrSc. z CVUT. K piednaskam byly vypracovany sylaby
s texty uloh, které byly davany k dispozici KV MO pro
Skoleni v jejich stfediscich.

Od 17. do 22. €ervna 1973 se konalo pfipravné soustie-
déni 12 nejuspésnéjsich fesiteld I11. kola kategorie A. Z nich
vybralo PUV MO na své schiizi 22. éervna 1974 osmi¢lenné
reprezentaéni druzstvo pro XVI. mezinarodni matematic-
kou olympiadu v Erfurtu (NDR). Na soustfed&ni byla pro-
brana tato témata:

dr. VI. Machacek: Vybrané ulohy z geometrie

dr. J. Hojdar: Nerovnosti a nerovnice

dr. A. Vrba, CSc.: Posloupnosti, kombinatorika, mate-
maticka indukce

doc. dr. J. Moravcik, CSc.: Teorie Cisel

L. Herrmann: Funkce

Sousttedéni uspéSnych fesitela MO a FO kategorie B
a C se konalo od 17. €ervna do 6. Cervence 1974. Byly opét
vybrany tfi tfidy — matematicka, fyzikalni a matematicko-
fyzikalni. Matematicky obsah 8koleni tvotily pfednasky:

a) Dr. Josef Hojdar: Analytickd geometrie a linearni
-algebra

b) Dr. JiFi Jarnik, CSc.: VySetftovani vlastnosti realnych
funkci

¢) Doc. dr. Alois Kufner, CSc.: Elementarni nerovnosti

d) Doc. dr. Zbynék Nddenik, DrSc.: Geometrické nerov-
nosti
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e) Dr. Ivan Korec, CSc.: Velka &isla
f) Dr. Antonin Vrba, CSc.: Princip matematické indukce,
jeho vyuZiti a postaveni v matematice

6. STUDIJNI LITERATURA

Letdky MO vysly v CSR v zafi, na Slovensku o néco
pozdgji. Texty uloh MO uvefejnily ¢asopisy Rozhledy ma-
tematicko-fyzikalni a Matematika a fyzika ve $kole.

V Mladé fronté pokracovalo vydavani edice Skola mla-
dych matematiki; vysly tyto dalsi svazky:

¢.34 (na obalce knihy uvedeno myln& 33) Ladislav
Rieger: O grupach

€. 35 Alois Kufner: Co asi nevite o vzdalenosti

¢. 30 Milan Koman - Jan Vysin: Maly vylet do moderni
matematiky (reedice)

Dalsi svazky jsou v recenznim fizeni nebo v tisku.

KONKURS JCSMF A JSMF
NA NAVRHY ULOH PRO MO

Behem své existence od roku 1966 se stal tento nepfetr-
zité probihajici konkurs organickou sou¢asti MO. Bez uloh
ziskanych jeho prostiednictvim by se jen s velkymi obtizemi
sestavovaly ulohy pro jednotliva kola.

Podminky konkursu jsou od XXIII. ro¢niku uvetejiio-
vany v letacich s ulohami.
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V obdobi od 1. zati 1973 do 31. srpna 1974 doslo do
konkursu celkem 97 tloh od 24 autord. Ve XXIII. ro¢niku
MO bylo pouzito 60 uloh ziskanych konkursem.

Tabulka 1
Vysledky kategorie A
Kolo
Kraj I IL 111

S U S U S U
Praha 104 88 81 43 23 12
StiedoCesky 78 61 54 7 2 1
JihoCesky 81 47 41 9 2 2
Zapadocesky 60 53 48 8 2 0
SeveroCesky 63 St 51 9 3 0
Vychodoc&esky 65 64 59 8 7 l
Severomoravsky 72 58 58 23 13 3
Jihomoravsky 186 123 113 45 13 0
Bratislava 37 36 36 17 7 2
Zapadoslovensky 133 112 108 12 "1 1
Stiedoslovensky 79 72 72 13 5 |
Vychodoslovensky 18 10 9 4 1 0
Celkem 976 775 730 198 79 23
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Tabulka 2

Vysledky kategorie B
Kolo
Kraj I 1L

S U S U
Praha 76 63 60 27
Stfedocesky 67 61 51 3
JihoCesky 42 30 27
Zapadocesky 48 33 27 2
Severocesky 78 48 41 13
Vychodoclesky 44 37 30 10
Jihomoravsky 89 60 56 17
Severomoravsky 75 56 51 6
Bratislava 4 32 32 13
Zapadoslovensky 134 91 90 18
Stredoslovensky 95 73 73 4
Vychodoslovensky 46 17 16 3
Celkem 798 601 554 120




Tabulka 3

Vysledky kategorie C
Kolo
Kraj I 1L

S U S U
Praha 126 93 86 24
Stiedocesky 122 91 65 13
JihoCesky 85 75 58 17
Zapadocesky 069 53 32 11
SeveroCesky 113 70 58 17
Vychodo&esky 154 144 122 24
Jihomoravsky 204 152 141 27
Severomoravsky 128 105 102 31
Bratislava 101 59 56 8
Zapadoslovensky 176 138 135 47
Stfedoslovensky 145 120 115 8
Vychodoslovensky 141 92 S1 3
Celkem 1564 1192 1021 230
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Tabulka 4

Vysledky kategorie Z
Kolo
Kraj L IL

S U S U
Praha 1274 683 577 177
StfedoCesky 791 446 359 122
Jihocesky 511 310 286 79
ZapadoCesky 444 228 217 41
SeverocCesky 749 462 367 116
Vychodocesky 694 467 436 b5
Jihomoravsky 1278 745 680 152
Severomoravsky 930 540 487 136
Bratislava 685 456 443 47
Zapadoslovensky 1553 1170 1146 237
Stiedoslovensky 1313 774 648 112
Vychodoslovensky 1111 768 766 190
Celkem 11333 7049 6412 1561
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PRILOHA A

PORADI USPESNYCH RESITELU
II. KOLA VE XXIII. ROC. MO

V seznamu je uvedeno nejvyse prvnich deset ispésnych
fesiteld. Pokud neni uveden typ $koly, jde o gymnazium.

HLAVNI MESTO PRAHA

Kategorie A

Pavel Ferst, 4.d, Sladkovského n., Praha 3; Martin Bauman,
S1s, Uénovsky zavod CKD Praha 9; Anna Pudldkovd, 4.e,
W. Piecka, Praha 2; Michael Valdasek, 3.d, W. Piecka,
Praha 2; Alena Vencovskd, 4.b, Stépanska, Praha 1; JiFi
Méska, 4.d, Sladkovského n., Praha 3; Viclav Salac, 4.a,
Ohradni, Praha 4; Jan Hugo, 3.c, Sladkovského n., Praha 3;
Richard Giirtler, 3.d, W. Piecka, Praha 2; Alexandr Fuchs,
4.a, Pripotoc¢ni, Praha 10.

Kategorie B

Viclav Kotésovec, W. Piecka, Praha 2; Tomds Kotrba,
Stépénské, Praha 1; Karel Suchomel, Stépénské, Praha 1;
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Pavel Komdrek, W. Piecka, Praha 2; Lenka Svobodova,
Nad §tolou, Praha 7; Magda Volkeovd, Leninova, Praha 6;
Vladimir Danék, W. Piecka, Praha 2; Marek Spinka,
W. Piecka, Praha 2; Daniel Vyhnalik, Sladkovského n.,
Praha 3; Mirko Eisler, W. Piecka, Praha 2.

Kategorie C

Jiti Kolafa, W. Piecka, Praha 2; Josef Moural, Stépanska,
Praha 1; Irena Hegerovd, W. Piecka, Praha 2; Jan Dvoidk,
W. Piecka, Praha 2; Milo§ Mrkvicka, Stépanska, Praha 1;
Otto Volf, W. Piecka, Praha 2; Jii'i Peterka, Nad Turbovou,
Praha 5; Anna Cermdkovd, Stépanska, Praha 1; Oskar Ha-
rousek, Leninova, Praha 6; Martin Kalina, nam. Lidovych
nilici, Praha 9.

STREDOCESKY KRAJ

Kategorie A

Vlaiimir Meier, 4. r., Mlada Boleslav; Vlastimil Klima, 2. 1.,
BereSov; Jan Prochdzka, 3. r., Mlada Boleslav; Jifi Somer,
3. r. Nymburk; Pavel Tuvrdik, 3. r., Kolin; Tomas Frajer,
3. 1.,SPS, Caslav; Karel Karlik, 3. r., Caslav.

Kategorie B

Vlastisil Klima, 2. r., BeneSov; Vojtéch Zadrazil, 2. r.,
CeskyBrod; Hana Janouskovd, 2. r., SedICany.
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Kategorie C

Jan Bdzler, 1. r., Mlada Boleslav; Eduard Feireisl, 1. r.,
Nove Straseci; Josef Blazek, 1. r., Mnichovo Hradisté;
Karel Jencik, 1. r. SPS, Kutna Hora; Viadimir Cervenka,
1. ., Kutna Hora; Jiii Sobotka, 1. r., Nymburk; Karel Zdk,
1. r., Beroun; Iva Solarovd, 1. r., BeneSov; Josef Holda,
1. r., Mlada Boleslav; Martin Tucek, 1. r., Kladno.

JIHOCESKY KRAJ

Kategorie A

Josef VoldFich, 3. r., Vimperk ; Pavel Kindlmann, 4.a, Cesk:
Budéjovice; Miroslav Vacha, 3.b, Tabor; Jan Teska, 4.1,
Milevsko; B. Jovanovié, 3.a, Ceské Bud¢jovice; Zd. Be-
vidovd, 3.c, Tabor; Pavel Novdk, 4.a, Ceské Budgjovic:;
Zdenék Petrds, 4.a, Ceské Budgjovice.

Kategorie B

Martin T¥estik, 2. r., Pisek ; Jaroslav Tiser, 2.b, Strakoiice;
Josef Metli¢ka, 2.c, Strakonice; Jaroslav Ploutar, 2.a, ’ra-
chatice.

Kategorie C

Jind¥ich Trnka, 1.c, Tabor; Otakar Prochdzka, 1. r., Hunpo-
lec; Jan Kdbrt, 1.b, Jindtichiiv Hradec; Helena Jilkou, 1.a,
Ceské Bud&jovice; Jifi Had, 1.a, SPS, Strakonice;Jaro-
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slava Jardtovd, 1.b, Tyn nad Vltavou; Zdenék Sykora, 1.a,
Ceské Budgjovice; Viadimir Ko¢ma, Sla SPS stav., Ceské
Budgjovice; Petr Divoky, 1. r., Trhové Sviny.

ZAPADOCESKY KRAJ
Kategorie A

Vaclav Vesely, 4.a, Klatovy; Jan Klaschka, 4.a, Mar. Lazn¢;
Michal Svréek, 3.b, Karlovy Vary; Jifi Zymdk, 4.a, nam.
Odborariu, Plzen; Emil Pelikdn, 4.a, nam. Odboraiu, Plzen;
Viclav Bouberle, 4.a, Klatovy; Vaclav Kohout, 4.a, Blovice;
Vladimir Krasny, 3.a, nam. Odboraiu, Plzei.

Kategorie B

Daniela Rezni¢kovd, 2.a, nam. Odborata, Plzei; Milan
Studeny, 2.a, Mar. Lazné.

Kategorie C

Jiri Koukol, 1.a, SuSice; Ivan Novdk, 1.a, nam. Odboraiu,
Plzeni; Vladimir Tumpach, 1.a, nam. Odborait, Plzen ; Alena
Petiikovd, 1.a, Karlovy Vary; Pavel Ettler, 1.a, ul. Pionyri,
Plzeir; Petr Panzner, 1.a, ul. Pionyrd, Plzefi; Hana Svarcovd,
1.b, SES K. Gottwalda, Plzei; Petr Kopfiva, 1.a, nam.
Odborarii, Plzen; Jifina Hrbkovd, 1.a, Ostrov.
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SEVEROCESKY KRAJ

Kategorie A

Tomds Novotny, 4.a, Teplice; Emil Vlasdk, 3.d, SPS stroj.,
Usti n. L.; Martin PeSek, 4.b, Teplice; Josef Kaldb, 3.b,
Teplice; Jaroslav Kotas, 3.b, Ceska Lipa; Martin Miiller,
3.a, Dé&Cin; Jaroslava Pejznochovd, 3.b, Ustin. L.; Jan Maly,
3.a, Litométice; Otto Bergner, 4.a, Teplice.

Kategorie B

P. Vondrdk, Usti n. L.; I. Zizka, Usti n. L.; M. Dragoun,
Teplice; M. Vancl, Usti n. L.; I. Benda, Litomé&tice; J. Cer-
vinek, Teplice; M. Oktdbec, Teplice; P. Hordk, Usti n. L.;
J. Holomek, Liberec; M. Kecvara, Liberec.

Kategorie C

V. Novotnd, Teplice; V. Havlena, Rumburk; I. Perschovd,
Rumburk; M. Sopr, SPS stroj., Liberec; E. Formdnkovd,
Liberec; J. Ulmanovad, Liberec; P. Strejc, Teplice; L. Peter-
kova, Liberec; J. Chaloupek, Liberec; D. Malkovd, Teplice.

VYCHODOCESKY KRAJ

Kategorie A

JiFi Hilka, 3.g, Hradec Kralové; Jiii Hostinsky, 4.a, Pardu-
bice; Tomds Blazek, 3.a, Pardubice; Dobroslav Kindl, 4.a,
Pardubice; Josef JeZek, 4.a, Pardubice; Josef Pavel, 1.a,
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Rychnov n. KnéZnou; Ludék Némec, 3.a, Pardubice; Jaro-
slav Dobias, 3.a, Poli¢ka.

Kategorie B

Petr Novdk, 2.a, Pardubice; Josef Novotny, 2.c, Ceska Tre-
bova; Zdenék Rudolf, 2.a, Trutnov; Milos Ferjencik, 2.a,
Pardubice; Jan Sugl, 2.a, Rychnov n. Kné&*nou; Renata
Cermdkovd, 2.a, Pardubice; Libor Jelinek, 2.a, Pardubice.

Kategorie C

Libor Hnyk, 1.g, Hradec Kralové; Richard Liska, 1.a, Par-
dubice; Jiii Dobes, 1.a, Pardubice; Ivo Havlas, 1.g, Hradec
Kralové; Vladimir Hulec, 1.a, Pardubice; Milan Novdk, 1.a,
Vrchlabi; Petr Skuta, 1.e, SPS el., Pardubice; Jiii Kalousek,
1.a, Pardubice; Josef Kuridk, 1.a, Rychnov n. KnéZznou;
Rupert Leitner, 1.a, Semily.

JIHOMORAVSKY KRAJ

Kategorie A

Vladimir Drasil, 4.a, tf. kpt. JaroSe, Brno; Jaromir Trubelik,
3.a, Krométiz; Pavel Bartdk, 4.a, Konévova, Brno; Martin
Kolinek, 4.c, Elgartova, Brno; Lubomir Vldcil, 3.a, Prosté-
jov; Ludék JancdF, 4.a, Uhersky Brod; JiFi Sykora, 3.a,
Jihlava; Libor Obrdlik, 4.b, Ttebi¢; Jaromir Novdk. 4.a.
Konévova, Brno; Stépdnka Koldrovd, 4.a, K¥enova, Brno.

27



Kategorie B

Jiii Pendz, 2.b, tf. kpt. Jarose, Brno; Alice Kapunovd, 2.a,
tf. kpt. JaroSe, Brno; Hana Kovaiikovd, 2.a, Jihlava; Michal
Marvan, 2.a, Konévova, Brno; Petr Jezek, 2.a, Prostéjov;
Zdenék Ondrdk, 2.c, Tiebi¢; Miroslav Pavel, 2.a, Jihlava;
Eva Pivnickovd, 2.b, Znojmo.

Kategorie C

Jiii Svoboda, 1.a, tf. kpt. Jarose, Brno; Ludék Klimes, 1.a,
Blansko; Zdenék Bures, 1.b, TiebiC; Jifi Zlatuska, 1.c, tf.
kpt. Jarose, Brno; Martin Cadek, 1.a, tf. kpt. Jaro$e, Brno;
Petr Bolek, 1, OUEZ, Zastavka u Brna; Jaroslav Sustr,

1.b, Blansko; Jiifi MartiSek, 1.a, Kroméfiz; Renata Holz-
bachova, 1.c, Lerchova, Brno.

SEVEROMORAVSKY KRAJ

Kategorie A

Jaromir Sim3a, Zdar n. Saz.; Jifi Navrdtil, Olomouc-Hegj¢in;
Antonin Otdhal, Volgogradska, Ostrava; Lubomir Balanda,
Cesky T&in; Miroslav Sedivy, Pterov; Miroslav Lycka,
Vsetin; Ivo Semrdd, Opava; Vladimir HruSka, Valasské
Meziti¢i; Nikos Pupakis, Ostrava-Poruba; Jaroslav Dvoidk,
Volgogradska, Ostrava.

Kategorie B

Jifi Navrdtil, 1.a, Tomkova ul,, Olomouc-Hej¢in; Oskar
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Linkesch, 2.a SPS Ostrava-Hrabuvka; Kristian Walach, 2.b,
Volgogradska, Ostrava 4-Zabteh; Miroslav Sedivy, 2.b,
Komenského, Pterov; Jan Macejovsky, 2.a, Smeralova ul.,
Ostrava 1; Viclav Kelar, 2.b, ul. Pionyrt, UniCov, okr.
Olomouc. ’

Kategorie C

Jan Kozina, 1.b, Al. Hrdlicky, Ostrava-Poruba; Tomads
Cuik, 1.a, J. G. Tajovského, Havifov II; Rostislav Urban,
IX. ZDS, Skrobalkova, Ostrava-Kunéicky; Helena Svozi-
lovd, 1.b, Tomkova ul., Olomouc-Hej¢in; Petr Jancar, 1.c,
Komenského, Opava; Miroslava Karpalovd, 1.a, J. G. Ta-
jovského, Havifov II; Eva BartoSovd, 1.c, Komenského,
Prerov; Jitka Jelinkova, 1.c, Komenského, Pierov; Martin
Petrdk, 1.a, nam. Rudé armady, Ostrava-Hrabtvka; Vidclav
Sosna, 1.b, Novy Bohumin, okr. Karvina.

BRATISLAVA

Kategorie A

Jozef Siran, 4.b, Novohradska ul.; Pavol Zlatos, 4.b, No-
vohradska ul.; Lubor Kollar, 4.b, Novohradska ul.; Jdn
Krajcik, 3.b, Novohradska ul.; Pavol Meravy, 4.b, Novo-
hradska ul.; Jdn Slodi¢ka, 3.b, Novohradska ul.; Ivan Ja-
netka, 3.b, Novohradska ul.; Ivan Tkdé, 4.a, Metodova;
Stefan Olejnik, 4.a, Novohradska ul.; Jdn Brodniansky, 4.b,
C. armady.
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Kategorie B

Juraj Walner; Viktor Birnsein; Pavol Kossey; Pavol
Krchndk; Ondrej Ndther; Ondrej Blaho; Igor Brilla; Jozef
Kiss; Robert Simonéi¢; Milos Blandrik. (V§ichni Z gymnazia
v Novohradské ulici.)

Kategorie C

Martin Barto, Novohradska ul.; Jdn Banko, Vazova ul.;
Augustin Mrdzik, Novohradska ul.; Juraj Koza, Novo-
hradska ul.; Terézia Gonovd, Novohradska ul.; Igor Remza,
Novohradska ul.; Roman Zdhorec, Toméasikova ul.; Viera
Turéanovd, C. armady.

ZAPADOSLOVENSKY KRAJ

Kategorie A

Jan Nizhansky, 4.b, Trenéin; Milo§ Mikula, 3.b, Trenéin;
Stefan Knutelsky, 4.a, Nitra-Parovce; Branislav Mactich,
4.a, Nové Mesto n. Vahom; Tibor Fiilop, 4.a, Nitra-Pa-
rovee; Katarina Valdaskovd, 4.b, Nové Mesto n. Vahom;
Vladimir Dzurdk, 4.a, Nové Mesto n. Vahom; Pavol Ma-
saryk, 3.a, TopolCany.

Kategorie B

Vladimir Drienovsky, 2.c, Zlaté Moravce; DuSan Uhrin, 2.c,
Nitra - E. Gudernu; Jdn Kolnik, 2.c, Nitra - E. Gudernu;
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Svetozdar Malinari¢, 2.a, Nitra-Parovce; Jiri Krdl, 2.b,
Tren&in; Maro§ Martinkovi¢, 2.e, Trnava; Daniela Cunder-
likovad, 2.a, Nové Mesto n. Vahom; Daniel Madleridk, 2.c,
Nitra - E. Gudernu; Eleonéra DuriSovd, 2.a, Nitra-Parovce;
Pavol Rieger, 2.d, Trencin.

Kategorie C

Jozef Legény, 1.a, Partizanske; Ludovit Selc, 1.b, Malacky;
Anna Mircovd, 1.a, Nové Mesto n. Vahom; Jdn Suchdnek,
1.d, Tren€in; Juraj Bojnansky, 1.d, Hlohovec; Eva Javor-
kova, 1.g, Trnava; Erich Hulman, 1.e, Trnava; Tibor Gérecz,
1.a, Bratislava; Olga Kopovd, 1.a, Pezinok; Ivan Fiala, 1.a,
Senec.

STREDOSLOVENSKY KRAJ

Kategorie A

Vlastimil Vrto, 4. r., Rim. Sobota; Valter Petrii, 4. ., Zilina -
H. Val; Emil Bordk, 3. r., Prievidza; Pavol Makovicky, 2. r.,
Zilina - H. Val; Jdn Borsik, 3. r., Liptovsky Hradok; Peter
Takaé, 1. r., Rim. Sobota; Peter Malicky, 3. r., Prievidza;
Jozef Kordik, 3. r., Prievidza.

Kategorie B

Pavol Makovicky, 2. ., Zilina - H. Val; Frantisek Chovdnek,
2. 1., SPS el., Tvrdosin; Karol Pekdr, 2. r., Ruzomberok;
Stefan Bracok, 2. r., Ruzomberok.
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Kategorie C

Igor Besse, 1. 1., Prievidza; Pavol Quittner, 1. r., Prievidza;
Peter Takac, 1. r., Rim. Sobota; Anna Berndtovd, 1. r.,
Martin; Ivan Pavlicek, 1. r., Zilina, Hliny; Peter Meciarik,
1. r., Prievidza; Igor Bohm, 1. r., SPSS, Zvolen; Pavla
Olb¥imkova, 1. r., Martin.

VYCHODOSLOVENSKY KRAJ

Kategorie A

Imrich Harbula, Se€ovce; Jaroslav Jaros, Poprad; Jdn Sme-
rek, Humenné; Mdria Sevecovd, Smeralova ul., Kogice.

Kategorie B

Ondrej Cako, Smeralova ul., KoSice; DuSan Malenéik, Sme-
ralova ul., Kosice; Juraj Kavecansky, Srobarova ul., Kogice.

Kategorie C

Stanislav Filip, Srobarova ul., Kogice; Peter Jaros, SPS
hutnicka, Garbanova, Kogice; Vdclav Ocelik, Srobarova ul.,
Kosice.
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PRILOHA B

SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU

III. KOLA KATEGORIE A

VE XXIII. ROCNIKU MO V ROCE 197374

o o

Vitézové

Navrdtil Jifi, 1.a, gymn., Olomouc-Hej¢in

Ferst Pavel,4.d, gymn., Praha 3, Sladkovského nam.
Valasek Michael, 3.d, gymn., Praha 2, W. Piecka 2
Baumann Martin, S1s, Ué. zavod CKD, Praha 9,
Podébradska 12

Trlifaj Jan, 4.d, gymn., Praha 3, Sladkovského nam.
Pavel Josef, 1.a, gymn., Rychnov n. Knéznou
Sim$a Jaromir, 4. r., gymn., Zdar n. Sazavou

Sirani Jozef, 4.b, gymn., Bratislava, Novohradska
Kindlmann Pavel, 4.a, gymn., Ceské Budgjovice,
Sramkova 29

Balanda Lubomir, 3.b, gymn., Cesky Té&in, Fry-
decka 30

Vencouskd Alena, 4.b, gymn., Praha 1, Stépanska 22

Dalsi uspésni Fesitelé

Sala¢ Vaclav, 4.a, gymn., Praha' 4, Ohradni
Stérba JiFi, 3.d, gymn., Praha 2, W. Piecka 2
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14.—16.
14.—16.
14.—16.
17.—18.
17.—-18.
19.—-20.
19.—-20.

21.-23.

121.-23.
21.-23.
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Meéska Jiri, 4.d, gymn., Praha 3, Sladkovského nam.
Niznansky Jan, 4.b, gymn., Trencin, 1. maje 2
Pudldkova Anna, 4., gymn., Praha 2, W. Piecka 2
Voldrich Josef, 3. r., gymn., Vimperk

Makovicky Pavol, 2.a, gymn., Zilina - Horny Val
Fiala Jaroslav, 3.d, gymn., Praha 2, W. Piecka 2
Roubicek Tomas, 3.d, gymn., Praha 8, U libefiského
zamku

Hrnéii EvzZen, 3.a, gymn., Praha 7, Nad S$tolou 1
Klima Vlastimil, 2.b, gymn., BeneSov u Prahy
Krajcik Jan, 3.b, gymn., Bratislava, Novohradska



Il. Pripravné ulohy l. kola

KOMENTARE

K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE A
I. KOLA

A-P-1

Necht o/ je kone¢na mnozina s k prvky, (k > 1), necht 22
je mnozina vSech kone¢nych posloupnosti prvki z 7.
Jsou-li o, B dv& posloupnosti z 2, a = {a;,a,,...,a,}, p =
= {by, b,, ..., b,}, fekneme, Ze o je usekem B, jestlize n <m
aag=>b proi=12..,n

Necht £ je kone€na ¢ast mnoziny £ s touto vlastnosti:
ke kazdé posloupnosti o€ 2, ktera neni usekem Zzadné
posloupnosti z &, 1ze v # nalézt pravé jednu posloupnost,
ktera je isekem posloupnosti o.

Jestlize v Z je r posloupnosti, kolik existuje v £ posloup-
nosti, jeZ jsou usekem a) pravé jedné, b) alesponi jedné po-
sloupnosti z Z?

KOMENTAR

Formulace tlohy je zna¢né sloZita a budete s ni mit asi
potize. Je tieba ji vénovat dost ¢asu a absolvovat tak uzited-
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[ 24

né cviCeni v pochopeni komplikovanéjsiho matematického
textu.

Oznaéme r pocet posloupnosti mnoziny £. Doporudu-
jeme, abyste si situaci znazornili stromem napf. pro k = 2,
r = 8. Je-li o = {a, b}, zakreslime schéma

R = {aaa, aaba, aabb, ab, ba, bba, bbba, bbbb} .

Posloupnosti z £ jsou zobrazeny ve stromu vSemi ces-
tami (jsou kone&né i nekone&né, ale mnoZina je nekonecna).
Posloupnosti z # jsou zobrazeny ve stromu r koneCnymi
cestami (na obr. 2 jsou pfislusné cesty ukon&eny okrouzko-
vanymi pismeny). Na kazdé cesté lezi pravé jeden ,,okrouz-
kovany bod*; to vyplyva z vlastnosti, kterou je v textu cha-
rakterizovana mnozina Z£. Jak patrno, vyjadiovali jsme se
v pfedchazejicich vétach geometricky; doporuujeme, abyste
si stale uvédomovali korespondenci geometrickych a arit-
metickych fakta.

Zavedeme jesté jeden parametr; impuls k jeho zavedeni
vyplyne dale z rozhodnuti nalézt odpovéd na otazku b)
pomoci stromu. Oznaéime s nejvétsi pocet Clent, vyskytujici
se v posloupnostech z £, v pfikladé na obr. 2 je s = 4.

Nyni miZzeme zodpovédét bezprostiedng otazku a). Kazda
posloupnost z £ je usekem sama sebe; posloupnost aeZ
je jedinym usekem o, ktery je usekem jen jediné posloupnosti
z R (totiz o). Nebot kazdy ,,pravy“ Gsek posloupnosti o je
usekem jesté jinych posloupnosti z £, jak ukazuje vétveni
stromu. Tak napf. na obr. 2 je posloupnost bb tsekem
posloupnosti bba € &, bbba e R, bbbb e R ; naproti tomu
posloupnost bba (ktera je z #) neni usekem Zadné jiné
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a b
.
a ® @ b
2 ——A—————R-—--"-""A ————— R
3 _@ / b_*_a b a b @ b
4~a_b_a-bﬁa_b_a_ba baf \6@ \®
Obr. 2

posloupnosti z £, jak plyne z charakteristické vlastnosti
mnoziny Z.

Jadrem ulohy je otazka b). Probirejte nejprve jednotlivé
cesty (posloupnosti) z 2 a urdujte, kolik cest z 2 (posloup-
nosti z #) kazda z nich obsahuje. Pfi tomto zkoumani
rozloZime # v s skupin: v cesty (posloupnosti) jednoprv-
kové, atd. azZ v cesty s-prvkové; jejich poCty oznalime
A1y A2, ..., 4. Na obr. 2 je tento rozklad dan ,arovnémi*,
na kterych cesty z # konci; jetedy 4, = 0,4, =2, 43 =2,
Ay = 4. Pro aroven 1,2,...,s vypocitame, kolika ,body*
cesty z otazky b) prochazeji, v kolika z t&chto bodt kon&i
a v kolika pokraluji. Dostaneme tabulku (T):
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Pocet bodii Z toho

Uroveti lezicich asponi kon- r%c;no(?z(i) h
na jedné cesté covych P ¢
1 k Ay k— 2y
2 (k= Ak =k — Ak As k* — Ak — 4,

(k* — Ak — A)k =

B e A K — Ak — Aok — s

Vzhledem k s-tému fadku tabulky je

ks_llkS"l '—/{‘zks_z—...—ls_lk=is. (1)
Mimoto plati zfejmé
Al + . A =r. (2)

Ovéite si tabulku na piikladé z obr. 2; moznd, ze by
bylo vhodné sestavit nejprve tuto tabulku pro situaci z obr. 2




(k=24 =0, =23 =2, A =4, s =4), pak ji zobecnit
a jesté ovéfit pro situaci z obr. 3 (k =3, 4, =1, 4, =4,
Jy=6,5=23).

Na tomto obrazku nejsou oznaceny prvky mnoziny .o ;
ziejmétujepodle (2) r=4; + A, + Az =1+4 + 6 =11

Tabulka ma v tomto pfipadé¢ tvar:

Uroveii Celkem Kon¢i Pokracuje
1 3 1 2
2 6 4 2
3 6 6 0

Vysledny pocet posloupnosti je 3 + 6 + 6 = 15. Tabulka
situace z obr. 2 je:

Uroven Celkem Kon¢i Pokracuje
1 2 0 2
2 4 2 2
3 4 2 2
4 4 4 0

Vysledny pocet posloupnosti je 2 + 4+ 4 + 4 = 14.

Po této experimentalni pfipravé muzete zpracovat ta-




bulku (T); je to prace ryze algebraicka. Je zfejmé, Ze polet
o viech posloupnosti z otazky b) je dan soudtem wdaji
v prvnim sloupci v s fadcich tabulky (T). Je tedy

o=k+Kk +.. +k)—Lk+K+.. . +k)—... -
- s—1k9
tj.

kBt —1 k-1
=(——<—1)-1 Y, 3
: <k—1 > ‘(k—l )
kK —1
— A -1,
sl<k_1 >

1

g = m(ks."l - lllks T oees T As_lkz) +

1
+ m(il Fot Ao =) =1+ (A + o+ A—y).
Upravime pouzitim (1), (2):

L +r—/1s—1 1+r—-2
R T F
Po uprave |
k(r — 1)
TTh—1 G)

coz je vysledny vzorec. Ze vzorce (3) je patrno, Zze k — 1 déli
r — 1. Ze vzorce (3) dostaneme pro k = 2, r = 8 vysledek
o = 14 (obr. 2), pro k = 3,r = 11 vysledek ¢ = 15 (obr. 3)
jako dtive.
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A-P-2

Je dan rovnostranny trojihelnik o strané délky 1. Kazdou
stranu rozdélte na k stejnych dilt. Sestrojte vSechny usecky
rovnobéZné s prislusnymi stranami; jejich krajni body jsou
délicimi body na stranach daného trojuhelnika. Vznikne
tak sit sloZena z rovnostrannych trojuhelnikd. Urcete pocet
vSech trojuhelniki, které lze v této siti najit.

KOMENTAR

Zatneme experimentovanim. Impulsem pro fesitele by
mohlo byt nalezeni rekurentniho vzorce pro pocet s, po-
psanych trojuhelniki. Rekurentni vzorec bude mit tvar

Skv1 =S+ @,

kde ¢ je pocet trojuhelniki, které vzniknou tim, Zze pfidame
jeden pas“; na obr. 4 je k =5, k + 1 = 6 a pfidany pas
je vysSrafovan. Nové vzniklé trojuhelniky budou dvojiho
druhu:
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a) jednak ty, které vzniknou z daného trojihelnika po-
sunutim nebo stejnolehlosti s kladnou konstantou; jejich
pocet oznacime @ ; ‘

b) jednak ty, které vzniknou z daného trojuhelnika stej-
nolehlosti se zdpornou konstantou; jejich pocet oznacime ¢,.

Snadno odvodite vzorec
pr=k+1)+k+k-1)+..+1=3+1)(k+2). (4

Pti pokusech vyjadrit @, se zjisti, Ze je tfeba rozlisit k liché
a k sudé; proto je vhodné nakreslit mimo obr. 4 jesté dalsi
obrazek, napft. pro k = 6.

Je-li k liché, dostaneme

A=3(k+1)
@,=14+3+..+k= ) (k+2-20)=4k+1)>.
A=1
| (5
Je-li k sudé, dostaneme
A=1k

P, =2+4+ ... +k=2) i=4kk+2). (6

A=1

Oba vzorce (5), (6) se odvodi pomoci obrazki intuitivng;
exaktni dikaz vyzaduje opé€t matematickou indukci.

Nyni upravime rekurentni vzorce pro k liché i pro k sudé
podle (4), (5), (6).

Pro k liché je
Sk+1 =Sk+%(k+ 1)(k+2)+%(k+ 1)2,
tj.
Sevr =S + 4k + 1)k + 5) =5, + 13k + 8k + 5). (7)
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Pro k sudé dostaneme

Sevr =5 + 3k + 1) (k + 2) + 3k(k + 2),

tj.

Serr = Sk + Mk +2)(3k + 2) = 5 + 23k + 8k + 4). (8)

Dalsi impuls: rekurentni vzorec je vzhledem k odliSnosti (7)
a (8) tfeba upravit tak, aby ,krok* byl nikoli 1, ale 2, tj. je
tteba odvodit vztah mezi s, s;+, pro k liché i sudé.

Pro liché k dostaneme s pouzitim (7) a (8) pro k + 1
S+2 = Sg+1 + %(k + 3)(3k + 5) =
=5 + 4k + 1)(3k + 5) + 4k + 3)(3k + 5),
§.
Sk+2=sk+%(3k+5)(k+2) (9)

Pro sudé k dostaneme s pouzitim (8) a (7) pro k + 1 misto k:

Ser2 = Siv1 + 4k +2)(3k + 8) =
=5 + #k + 2)(3k + 2) + ik + 2)(3k + 8),
tj.
Sevz = S + 3k + 2)(3k + 5). (10)

S pot&Senim konstatujeme, Ze vzorce (9) a (10) jsou totozné;
proto miZzeme vypracovat tabulku diferenci:
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k 1 2 3 4 5 6 7

(T4)
He+2)Bk+5) |12 |22 [35 |51 [70 |92 | 117

Cisla v druhém fadku tabulky tvofi aritmetickou posloup-
nost 2. fadu, jak ukazuje schéma diferenci

12 22 35 51 70 92 117 ...
10 13 16 19 22 25 sieias
3 3 3 3 K

Protoze vime, Ze je s; = 1, s, = 5, miZeme sestavit s po-
uzitim tabulky (T,) tabulku (T,)

k 1 2 3 4 5 6 7

(T2)

Sk 1 5 13 27 48 78 | 118

(Napk. s3 = sy + dy, kde d; = 3(k + 2)(3k + 5) pro k =1,
ti.dy =12,s3 =1+ 12 =13)

Nepokladame za nutné odvozovat ze vzorce (9) a z po-
CateCnich hodnot s; = 1, s, = 5 obecné vzorce pro s;; je
to v podstaté bezduché pocitani s aritmetickymi fadami
vyssich fadu.

Pro uplnost uvadime, Ze pro k liché vyjde

se = Mk + 1) (k% + 3k — 1),
pro k sudé

s = sk(k +2)(2k + 1),
coZ je v souhlase s tabulkou (T).
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A-P--3

Ak su x, y, z vntitorné uhly v trojuholniku (tj. ich velkosti)
aak je V=tgxtgy +tgytgz + tgztgx, potom nutna
a postaCujica podmienka, aby trojuholnik bol ostrouhly,
znie: V' > 0 a aby bol tupouhly: V < 0.

KOMENTAR

Tato uloha je zalozenad na trividlnej uprave vyrazu, ak
pouzijeme vhodny trik. Azda mozno rieSitelov nechat, aby
»S1 lamali hlavu®, popripade aby sutazili o najkratSie rie-
Senie ulohy. Je cely rad rieSeni, zda sa, Ze najkratSia je
uprava, ktora dosledne vyuziva cykli¢nost. Oznaéme p =
= COS X .COS y.Cos z,potom je 2pV = 2sin x.sin y.cos z +
+ 2siny.sinz.cosx + 2sinz.sinx.cos y, tj. (vyuZijeme
trik nasobenie dvomi)

(
(

+ sin z(sin x cos y + cos x sin y) =

2pV = sin x(sin y cos z + cos y sin z) +
+

+ sin y(sin z cos x + cos z sin x)
= sin?x + sin?y + sin’ z,

pretoZe napr. siny.cosz + cosy.sinz = sin(y + z) =
= sin (t — x) = sin x. PretoZe sin® x + sin® y + sin®z > 0,
je V> 0, prave vtedy, ked je trojuholnik ostrouhly a V' < 0,
ked je tupouhly.*)

*) Pravouhly trojuholnik je vyludeny, pretoze tangenty x,y,z podla
predpokladu existuju.
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A—-P—-4
Vo vypuklom §tvoruholniku ABCD su stredy useciek 4B,
BC, CD, DA oznaCené za radom K, L, M, N. Dokazte, ze
odchylky dvojic priamok AC, BD a KM, LN su si rovné
prave vtedy, ak

2KM.LN = AC.BD.

KOMENTAR

Impulz: pretoze ide o vlastnost odchyliek, bude asi vhodné
pouzit vektorové urCenie smerov. Na obr. 5 je naértnuta
situacia.

Oznalme t=B — A, u=C — A, v=D — A. Potom
smerové vektory priamok AC, BD su vektory u, v —t
s velkostami AC, BD. Dalej je
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N
(]
-

I
NN
+ +
t\éb—‘

=A+B-A)+3C—-B)=A+t+3u—t)=

=A+3Hu+t);

M=A4+ (- A)+3C-D)=
=A+v+iu—v)=4+3u+v).

K
N
L

Priamky KM, LN teda maji smerové vektory u+ (v —t),
u+t—v=u-—(v—t)s velkostami 2KM, 2LN.

Na obr. 6 je znazornena situacia (velkosti vektorov su
pripisané v zatvorkach). Oba vyznalené uhly st zhodné
prave ked plati APQR ~ ASQP, Cize

2KM _ AC
2BD 2LN’
Cize
2KM.LN = AC.BD. (11)

Obr. 6
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Prave tak sa odvodi, Ze ¥ QPR = X PSR prave vtedy, ked
plati (11).

Myslime si, Zze impulz ,,vektorové rieSenie“, by mal stadif.
Riesenie ulohy je pekna aplikacia vektorovej algebry a za-
rovenn ukaze vyhodu vektorového aparatu proti inym me-
todam, ktoré st v podstate jeho obchadzanim.
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KOMENTARE

K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE B
I. KOLA

B-P-1
a) V oboru realnych ¢isel feste graficky soustavu nerovnic

y< —x?—2x+1 ()
y> —1+sign(x + 1).

b) Naleznéte graficky 2 N 2, kde £ je obor pravdivosti
soustavy vyrokovych forem (1) a 2 = {[x,y]eé&; x &;;
y<(x+1)?—1+sign(x + 1)]}. (&, je mnoZina viech
realnych &isel.)

¢) Je dana soustava nerovnic

y<x2—-2x+1,
, ()
y= —1 +sign(x +1).
Naleznéte 2 N %, kde Z je obor pravdivosti soustavy (2)
s realnymi proménnymi x,y a & = {[x,y]e & x &;
y=<(x+ 1) —1+sign(x + 1)}.

Poznamka: Sign x (Cti signum x) je funkce realné pro-
ménné definovana takto:

1, jelli x>0
sign x = < 0, jelli x=0
—1, jelli x<O

49



KOMENTAR

Ve XXII. roéniku MO se v soutéznich tlohach vyskytlo
nékolik uloh s tematikou ,cela ¢ast“. Ve XXIII. ro¢niku
jsou ulohy, v nichz se vyskytuje jiny pfipad schodové funkce:
funkce sign (signum).

Vhodnou pripravou by bylo probrat nékolik funkci typu
sign f(x), kde f je jednoducha funkce: linearni celistva nebo
kvadraticka nebo linearni lomena. V prvnim stadiu bude
vzdy cilem sestrojit graf. Doporucujeme zakreslit vzdy do
téhoz nacrtku graf funkce f'i funkce signum f.

Na obr. 7—11 jsou nacrtnuty grafy f a sign f pro tyto funk-
ce f:

XX, Xx 41, x—3x -1,
2x

x> —x2 4+ 2x + 2, X T
X —

f
s :
1
sign f . signf !
/]
0
0 : signf ¢ ;
v 1.1 7_
Pix—>x f: x—>x+1 f:x— 3x-1
Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9
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obr.10 | Obr. 11 i K
f | si
—_— LS/gnf'
o
— e b
|
-1
sign f |
|
[
I
2x
f: x—> -x2+2x + 2 f:)(b—>ﬂ-

Po takovéto pripravé snadno roziesite ulohy a), b), c).
V uloze a) je grafem prvni nerovnice vnitfek ¥~ paraboly p,
grafem druhé nerovnice €ast roviny £; jejich prunik je
vySrafovana plocha na obr. 12. Je tfeba upozornit na to,
7e se ma podrobné popsat utvar ¥ N £. Které body hra-
nice k nému nalezeji a které nikoli?

Obdobné se fesi Gllohy b) a ). V uloze b) sestrojime nejprve
graf funkce x — (x + 1)*> — 1 + sign (x + 1).

-2

%5\;?:2

1

1-2

Obr. 12
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Muzeme postupovat tak, jako se postupuje pii feSeni
rovnic a nerovnic s absolutnimi hodnotami: pro sestrojeni
grafu vyjadiime tuto funkci jako sjednoceni tti funkci v mno-
Zinach

Iy =(-00; -1), F,={-1}, F3=(-1;0).
Dostaneme:

xefy: x> (x+ 17 -2
xefy x(x+1P2 -1, tj. —1——1
xefy: x-(x+ 1)

Piislu§né grafy jsou na obr. 13. Vysledny graf se sklada
z obou tlusté vytazenych obloukii parabol (bez bodi A, B)
a z izolovaného bodu C = [—1; —1]. Odtud snadno od-
vodime graf nerovnice y < (x + 1)*> — 1 + sign (x + 1).
Prunik grafti z obr. 12 a 13 je na obr. 14; je ovSem tfeba
prunik pfesné popsat, zejména pokud jde o hraniéni a izo-
lované body. Uloha c) je variantou pfedchozi tlohy b),

Obr. 13
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v niz se ma vysetfit, jak se zméni graf po pfipusténi rovnitka;
to ma vliv na pfislusnost hrani¢nich bod.

B-P-2
V oboru pfirozenych &isel feste soustavu rovnic
ac —bd=p,
ad — bc =0,

kde a, b, c, d jsou neznamé a p je dané prvocislo, p > 2.

KOMENTAR

Text ulohy by mél znit radgji takto: Je dano prvocislo

p > 2. Ur&ete vSechny &tvefice pfirozenych Cisel a, b, c,d,
pro které plati

ac—bd=p,

ad — bc =0.

(1)
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Autorské feSeni pouZiva triku: prvni rovnice (1) se umocni
na druhou a leva strana se upravi pomoci druhé rovnice (1):

(ac — bd)* = a*c* + b*d* — 2abcd =
= a’c* — (bc) (ad) + b*d* — (bc) (ad) =
=a’c* — b*c® + b*d* — a*d* =
= X — b?) - d(a® — b?) =
— @ - ) ),
§.
(a+b)(a—Db)(c+d)(c—d)=p*. (2)

V souginu na levé strané (2) jsou vSichni &tyfi ¢initelé kladni.
Z druhé rovnice (1) plyne totiz

()

Ul o

a
b

Kdyby bylo napf. a < b, plynulo by z (3) ¢ <d a dale
ac < bd, coz je ve sporu s prvni rovnici (1). Je tedy a > b
apodle(3)ic>d,a—b>0,c—d>0.

Z (2) plyne, ze pravé dva ze Gty Ciniteld na levé strané
jsou rovni p; jsou to a + b a ¢ + d. Zbyvajici dva jsou
rovni 1. Je tedy

a+b=p, a—b=1,
odtud

a=¥p+1), b=ip-1). (4a)
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Obdobné¢ vyjde
c=Hp+1), d=Xp-1). (4b)

Zkouska ukaze, ze (4a), (4b) je jediné FeSeni soustavy (1).
Je viak mozné pfirozenéjsi feSeni. V soustavé (1) jsou
Styfi neznamé a, b, c,d; piirozeny postup je vyjadfit dvé
znich — napf. ¢,d — pomoci a, b, p. Jednoduchym vypoctem
dostaneme
ap Q= bp
a? — b?’ a* — b*’

(5)

C =

Ze vzorci (5) ihned vidime, Ze je a > b a zaroved ¢ > d.
Z rovnic (5) lze dostat novou jednoduchou soustavu pro
¢, d jejich seCtenim a odectenim:

14
o d = , —d= . 6
ewdscny ¢ a+b (6)

(Také z téchto rovnic je bezprostiedn& patrné, Ze je a > b,
¢ > d.) Z rovnic (6) vyplyva, ze a — b i a + b dé&li p; pro-
tozejea—b<a+b,jea—b=1a+ b= p;odtud pak
plyne (4a) a (4b).

K rovnicim (6) viak miZeme dospét trikem jednodussim:
se¢tenim a ode¢tenim rovnic (1). Trikovost tohoto postupu
muizeme zmensit tim, Ze jej vyloZzime jako pokus zavést
misto ¢, d nové neznimé ¢ + d, ¢ — d. Ostatng rovnice (6),
at se k nim dopracujeme jakkoli, pfedstavuji nahrazeni pa-
vodni soustavy (1) s neznamymi a, b, ¢, d novou soustavou
s neznamymi a + b, a — b, ¢ + d, ¢ — d.
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Tento vyklad umoziiuje poznat podstatu Glohy; jde v pod-
staté o dva rozklady prvocisla p v sou¢in 1.p=p.1. Po
tomto rozboru by bylo vhodné roziesit zobecnénou sou-
stavu (1):

Je dano ptirozené ¢islo N > 1. Urcete vSechny Ctvefice
ptirozenych Cisel a, b, ¢, d, pro néz plati

ac —bd =N,

7
ad —bc=0. ()

Pfi feSeni soustavy (7) se budou diskutovat rozklady &isla N
v souin dvou ¢&initeld (v kazdé dvojici (a — b, a + b),
(¢ — d, ¢ + d) musi byt &isla téZe parity) a z t&chto rozkladi
dostaneme vSechna feSeni soustavy (7). Tak napf. pro
N =15 a N = 24 je postup feseni i vysledky v tabulkach.
Ptitom se vychazi z rovnic (8), které byly odvozeny ze sou-
stavy (7).
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(@a=b)(c+d =N, (a+b)(c—d=N. (8
a—bh 1 1 1 3 3 5

a+b 3 5 15 5 15 15—

c—d 5 3 1 3 1 1

c+d 15 15 15 S 5 3

N=15

a 2 3 8 4 9 | 10

b 1 2 7 1 6 5

c 10 9 8 4 3 2

d 5 6 7 1 2 1
a—>b 1 2 2 2 4 4 6 8
a+b 3 4 6 12 6 12 12 24
c—d 8 6 4 2 4 2 2 1
c+d 24 12 12 12 6 6 4 3

N =24

a 2 3 4 7 5 8 9 16

h 1 1 2 5 1 4 3 8

¢ 16 9 8 7 5 4 3 2

d 8 3 4 5 1 2 1 1
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B-P-3

V rovine st dané dva rozne body 4, D. Dalej je dané
také &islo r, Ze r > $AD. Urlte geometrické miesto priese-
¢ikov uhlopriecok vsetkych rovnoramennych lichobeZnikov
s ramenom AD a s polomerom opisanej kruZnice r.

KOMENTAR

Tato uloha je Skolska uloha z konstrukénej geometrie,
ktoru by ste mali vedet rozriesif samostatne — mozno az
na diskusiu.

Najprv treba zostrojit lubovolny bod X hladanej mno-
Ziny. Zostroji sa kruznica k zo stredom S, s polomerom
r > 34D, prechadzajuca bodmi A4, D (takéto kruZnice st
dve, simerne zdruzené podla priamky AD); AD nemdze
byt priemerom kruZnice k, pretoZe je AD < 2r (pozri obr. 15).
Lichobeznik ABCD je sumerny podla spolo¢nej osi zakladni
AB, CD, ktora prechadza stredom S. Bod C (i B) lezi teda
na tom obliku AD kruznice k, ktory lezi v polrovine ADS.

Obr. 15
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Zvolime teda bod C € k, doplnime lichobeznik ABCD a zo-
strojime bod X.

Vsimnime si obvodové uhly. Je x ACD = o, X AXD = 2ua
(je to vonkajsi uhol rovnoramenného & CDX). Toto méze
byt dal§i podnet, ktory vedie k deduktivnému vySetreniu
mnoziny vSetkych bodov X.

Zaver je: kazdy bod X hladanej mnoziny . patri teda
k obluku kruznice »x nad tetivou 4D s obvodovym uhlom
velkosti 2a, ktory lezi v polrovine ADS; k obluku » nepo-
¢itame jeho krajné body A4, D.

Uplny dokaz zaleZi vo vy3etreni, &i plati rovnost dvoch
mnozin »x = /. Pretoze inklizia .# < » bola dokazana,
staci zistit, ¢i je x < .

Obr. 16

Tuto inkluziu mézeme vysetrit pomocou obr. 16. Tu je
zakreslena kruZnice k aj oblik %, ktory obsahuje S (preco?).
Zvolime bod X € x, zostrojime polpriamky AX, DX
a ich priese¢iky C, B s kruznicou k. Pretoze je £ ACD =
= ¥XABD =1 X ASD = 1X AXD, je aj xCDX = £ ACD =
= XABD; preto je AB//CD a ABCD je rovnoramenny
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lichobeznik alebo pravouholnik. Tento druhy pripad nastane
iba pre X = S. Teda neplati ¥ = .4 MnoZina .# je obluk x
bez bodov A4, D, S.

Odporucame, aby ste si narysovali mnozinu .# aj pre
pripad, ked je sice AD < 2r, ale ked sa obe dizky malo
lisia (napr. AD = 7r).

B—-P—-4
Urcete objem Ctyfsténu, jehoz kazdé dvé protéjsi hrany

maji tutéz délku; délky hran v té€chto dvojicich jsou a, b, c.

KOMENTAR

Pfedné je tieba nakreslit nacrtek, do kterého se zapisi
délky hran pismeny a, b, c. Z tohoto nacrtku je patrné, Ze
stény &tyfsténu jsou Etyki shodné trojuhelniky (obr. 17).

Obr. 17

Dale je zcela ptirozené sestrojit patu P vySky v spusténé
z vrcholu D na rovinu ABC. Pomoci obsahu trojuhelnika
ABC a pomoci vy§ky v je totiz mozné vypocitat hledany
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objem. Patu P sestrojime tak, Ze sklopime stény ABD,
BCD, CAD kolem pfislusnych hran AB, BC, CA do ro-
viny ABC (obr. 18). Bod P je prisetikem vysek trojuhel-
nika D;D,D5; ptitom ABD;, BCD{, CAD, jsou sklopené
pobocné stény Ctyfsténu ABCD. Z obr. 18 je vidét, Ze bod P
nemusi lezet na zadné vySce AABC; kdo zna asponi trochu
teorii Ctyfsténu, ihned pozna, ze Etyfstén ABCD nemusi byt
ortocentricky, ale Ze mohou byt kazdé dvé jeho vysky mi-
mobeézné.

Odbocka: Je-li a = b = ¢, je Etyistén ABCD pravidelny,
a tudiz ortocentricky. Je otazka, zda i mimo tento pfipad
muze byt Ctyistén ABCD ortocentricky. Analytickd vivaha
zni takto: Je-li Ctyf'stén ABCD ortocentricky, je bod P orto-
centrem trojihelnika ABC; proto body P, D, lezi na vySce
v, trojuhelnika ABC; protoze je D;B = D;B, je tato vyska
osou usecky DD, a je tudiZ D;D, = D;D, neboli 2¢ = 2a.
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c Obr. 19

Vyménou pismen vyjde a = b = c¢. Jediny ortocentricky
CtyFstén mezi Etyfstény ABCD je tedy ¢tyfstén pravidelny.

Vypocet objemu ¢Ctyisténu ABCD pomoci bodu P by byl
svizelny a zdlouhavy. Proto pouZzijeme malého triku, ktery
je vlastné znam z odvozovani vzorce pro objem jehlanu.

Impuls zni: Dopliite ¢tyistén 4 BCD na trojboky hranol!
Doplnéni znazoriiuje obr. 19; je tu AD J/ BE J/CF, AC // DF,
BC //EF, AB//DE. Hranol ABCDEF lze rozdélit v jehlany
ABCD a BCFED. Ctytboky jehlan BCFED lze rozd&lit
na dva Ctyfstény

BCFED = BCED + FECD.

Oba tyto Ctyfstény maji tyZ objem, nebot maji spoleny
vrchol D a jejich prot&jsi stény jsou shodne, totiz
ABCE =~ AFEC.
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Pfitom Ctyistény ABCD a DEFC mayji tyZ objem, nebot maji
shodné podstavy (AABC =~ ADEF) a sob& rovné vysky
(vzdalenost rovin ABC, DEF). Hledany objem V je tedy
roven jedné poloviné objemu jehlanu BCFED.

Podstava jehlanu BCFED je koso¢tverec BCFE o strané
délky a (obr. 20). Jeho pobotné hrany maji délky CD =
= ED = ¢, BD = FD = b; proto pata vysky spusténé
z vrcholu D je. prusecik Q uhlopticek BF, CE. Ozna¢me
QE =QC =x, QB = QF =y, OD = z. Pythagorova véta
pak dava:

x* + 22 =¢2,

Obr. 20

Z rovnic (9) plyne
2x2=a%> +c*—-b%, 2y*=a’+b*-c?,
222 =0+ * - a*. (10)

Mimoto je
V=4xyz.
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Ozna¢me je§té (analogie s postupem pti odvozeni Heronova
vzorce) 20 = a® + b* + ¢*; pak je

x? =0 — b?, yE=0—c?, 2 =0 —a?,

a odtud

V= %\/(a—az)(a—bz)(a—cz). (11)
Vzorec (11) je oviem vysledek ziskany jen formalnim vy-
poctem.

Prodiskutujte logickou strukturu feSeni ilohy B—P—4:

Existuje-li ¢tyfstén zadanych vlastnosti, lze jej doplnit na
trojboky hranol a z n€ho lze oddélit symetricky jehlan Ctyf-
boky, jehoz podstavou je kosoétverec. Pro délky jeho tihlo-
pricek 2x, 2y a pro jeho vysku z plati rovnice (9), jejichz
feSenim jsou vzorce (10). Pravé strany t&chto vzorci musi
byt kladna &isla. To znamena, Ze ¢isla a, b, ¢ nejsou libovolna,
ale Ze pro n¢ plati

a?+b*—-c*>0, b2+c?2—a*>>0,
c2+a>-b2>0. (12)
Nerovnosti (12) vyjadtuji nutnou podminku pro existenci
Ctyfsténu uvedenych vlastnosti. Obracenim postupu se da
dokazat, ze podminka (12) je také postadujici.
Jaky je geometricky vyznam nerovnosti (12)? Nerovnost
a? + b? — ¢? > 0 plati pravé tehdy, je-li thel ¥ ACB < 90°.
To vyplyva z kosinové véty

c2=a?+ b% — 2abcosy.
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Bez pouziti kosinové véty se da tato véta dokazat napf.
pomoci vzorce pro vzdalenost dvou bodi (Pythagorovy
véty). Soustavu soufadnic zvolime podle obr. 21. Dostane-
me u® +v? =b?, (u—a)® +v* = c?; spojenim téchto dvou
rovnic vyjde

2au = a* + b* - c* >0,

tj.u>0,t. XxACB < 90°. Viechny stény daného Etyfsténu
jsou tedy ostrouhlé trojuhelniky.

y
A=[uy]

a

g X Obr. 21
C= [010] B =Ia,0_]
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KOMENTARE
K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE C
1. KOLA

C-P-1
Dokazte, ze pre vSetky kladné Cisla q, b, ¢ plati:

b(2a—c)+c(2b—a)+a(2c-b)<£+@+bc

a b c b c a

Kedy plati rovnost?
KOMENTAR

Dokazovana nerovnost patri do série kvadratickych
identit“ — rovnosti, ¢i nerovnosti — s tromi alebo viace-
rymi premennymi, kde obor pravdivosti je zvyajne mno-
zina #*, R (mnoZina vietkych kladnych, resp. nezapor-
nych realnych ¢&isel), pripadne £ (mnozina vsetkych realnych
&isel). Zda sa, Ze by bolo uZitoénejsie Studovat systematicky
tieto identity a ich obmeny, nez robit rézne Gpravy vyrazov
Casto dost bizarnych, ktoré sa v matematickej ,praxi
vyskytuji malo.

Vychodzou ulohou by mohlo byt dokazovanie nerovnosti:

Vx,y,zeR; (x2+y*+z22 —xy—yz—2zx)20. (1)

Rovnost nastane prave vtedy, ked x = y = z.

Ak oznadime V, =x?>+ > +2z2 —xy—yz—zx, je
W =(x—yP+ -2+ (z—x7>

QOdtial plynie pravdivost tvrdenia.
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Z vety (1) Tahko odvodime napr. vetu (2) (pre riesenie
nasej tlohy viak nie je nutna):

Vx,p,ze #:3(x* +y* +2°) —(x+y+2?20. (2
Rovnost nastane prave vtedy, ak x = y = z.
D4 sa lahko ukazat, ze odhadovany vyraz je prave 2V;.

Nech st a, b, ¢ tri realne Cisla rézne od nuly a ozna¢me

Vz=@+E€+c_a_b(2a—c)_c(2b—a)_a(2c—b).
c a b a b c

Po uprave

b be ¢
V2=2<a—+—c+g>—2(a+b+c)=
c a b

2ab I:(l N 1 N 1 1 N 1 N 1
= 2a U [ T —
‘N T2 ab  bc  ca

|2
Ak pouzijeme pre a > 0, b > 0, ¢ > 0 vetu (1), je 2—;— =0
abc
1

1 1
(dosadzujeme S=X =y o= >, a preto aj V; 2 0.
a C

1 1 1
Rovnost nastane prave vtedy, ked — = A =-,Cizea=b=c.
a c

C—-P-2
Ktoré Stvorciferné Cislo delitelné 36 sa da zapisat ako
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sucet tretich mocnin dvoch bezprostredne po sebe nasledu-
jucich neparnych prirodzenych Cisel?

KOMENTAR

Jeden impulz k rieSeniu by mohol byt v rozprave, ako
matematicky vyjadrit podmienky a), b), ¢) a v akom poradi
ich uplatnit:

Ak uplatnime podmienku c), zapi§eme (kazdé) hladané
¢islo vo tvare

(2n — 1> + (2n + 1)* = 16n> + 12n,

kde ne A" (A je mnoZina vietkych prirodzenych &isel). Pod-
mienku a) uplatnime pomocou nerovnosti

1000 < 16n° + 12n < 10000 .

Cislo 16n® + 12n = 4n(4n* + 3) je delitelné Styrmi; je de-
litelné Cislom 36 prave ked je delitelné deviati, Co nastane
prave ked je n delitelné tromi. (Ak je 4n* + 3 nasobok
troch, jé n nasobok troch a obratene.) Podmienka b) sa
teda uplatni tym, Ze sa n zapise vo tvare n = 3k, ke N

Matematicka formulacia tlohy C—P —2 teda znie: Naj-
dite vSetky &isla k € A pre ktoré plati

1000 < 36k(12k* + 1) < 10000. (3)

Nerovnosti (3) upravime
27,7... S k(12k* + 1) < 277,7. . .. (3)
Cislo k(12k* + 1) s rastacim k velmi rychlo rastie; zostav-
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me tabulku (to méze byt dalii pokyn k rieSeniu, ak sa chceme
vyhnat manipulacii s nerovnostami).

k 1 2 3

k(12k* + 1) 13 98 327

Dalej nemusime tabulku zostavovaf; vzhladom k (3') je
jasné, ze vyhovujuce jeiba k = 2. Potomje n =6,2n—1 =11,
2n + 1 = 13. Naozaj Cislo

113 + 13* = 3528 = 36.98

vyhovuje vietkym trom podmienkam a), b), c).

Uloha C—P—2 sa da réznym spdsobom obmenovat,
napr.: Uréte vSetky Stvorciferné &isla delitelné Cislom 48,
ktoré st stctom tretich mocnin troch po sebe bezprostredne
nasledujucich prirodzenych &isel.

Lahko sa presved¢ime, Ze trojica musi obsahovat prave
jedno parne €islo a ze ma teda tvar

2n—1,2n,2n+1.
Stcet tretich mocnin je
12n(2n* + 1). (4)

Pretoze 2n® + 1 je neparne &islo, musi byt n nasobkom
Styroch, tj. n = 4k = a z (4) dostaneme nerovnosti

1000 < 48k(32k> + 1) < 10000

a dalej postupujeme pomocou tabulky ako v sutaznej Glohe.
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C—-P-3

Jsou dany dva rtizné body A, B a kladné ¢islo b. Urlete

geometrické misto téZist vSech trojihelnikit ABC takovych,
ze AC = b.

KOMENTAR

Nejprimitivnéjsi feSeni této Glohy se muze opirat o obr. 22.
Zde je M stfed strany AB, T tézisté trojuhelnika ABC,

Obr. 22

A /D M B
/

D bod usecky AM, pro ktery plati AD = 2DM. Protoze je
(z AACM) DT | AC, DT =3$AC, lezi bod T na kruznici k
se sttedem D a polomérem 3b. Ozna&ime .# mnoZinu vsech
t&zist T prozatim jsme dokazali inkluzi .# < k. Pokus do-
kazat obracenou inkluzi k = .# ukaze, Ze neplati; je totiz
tieba vyloudit oba prise¢iky piimky AB s kruznici k. Uvahy
o rovnosti dvou mnozin, ktera je zajisténa dvéma inkluzemi,
jsou nepostradatelné.
vySetfovat mnozinu t&€Zi§f T vSech trojuhelniki AXC, kde
X probiha polopfimku p opacnou k BA a zaroven C pro-
bih4 kruznici (4; b), s vyjimkou jejich prasetikd s pfim-
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%
-
kou AB. Dostaneme utvar naértnuty na obr. 23 a vyznadeny
Srafovanim. Zde ziskate cennou zkuSenost, jak v takovém
pfipadé zachazime s dvéma proménnymi: jednu z nich
(bod X) zvolime pevné a vySetfime mnoZinu .#, pro promén-
ny bod C. Pak zkonstruujeme mnoZinu .4 jeZ je sjednoce-
nim vSech mnoZin .4, kde X probiha polopfimku p.
Prim&fen&jsi je Fesit ulohu stejnolehlosti: kruznice (D; 3b)
je obrazem kruznice (4; b) ve stejnolehlosti se stiedem M
a koeficientem 3.

Obr. 23

C—P—4

Je dan obdélnik ABCD a M je jeho libovolny vnitfni nebo
hraniéni bod. Dokazte, ze plati

MA? + MC? = MB? + MD?.
Plati tato rovnost i pro body M roviny obdélnika, které

lezi v jeho vnéjsku?

KOMENTAR
Také tato loha je velmi primitivni. Situace vola po za-
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y
o-f04] ——rc=[at)
/=[]
/
/ X
A=[00] B=[a0] obr.24

vedeni soustavy ortonormalnich soufadnic (obr. 24). Pak se
vypocte podle znamého vzorce

AM?> + CM? =x>+ y* + (x —a)’ + (y — b)* =
= BM? + DM*. (5)

Je zfejmé, Ze (5) plati pro kazdy bod M roviny. Lze oviem
obejit soustavu soufadnic a vzorec pro vzdalenost dvou bodii
a pouzit jen Pythagorovy véty; upozoriiujeme vSak na to,
Ze pfi tomto postupu musime diskutovat polohu bodu M
vzhledem k bodim A4, B, C, D, Ze néktery z potfebnych pra-
vouhlych trojihelnikti mize ptejit v useCku nebo bod, prosté,
Ze feseni se stava téZkopadné. Naproti tomu pouziti vzorce
pro vzdalenost dvou bodu vyfidi vSechny mozné ptipady
naraz. V tom je cenné pouceni o ucinnosti metody soutradnic.

Dokazovana rovnost plati ov§em také pro ¢tverec ABCD,
tj. pro kazdy pravouhelnik. Zato pro rovnobéznik, ktery
neni pravouhly, véta neplati. Umistime soustavu soufadnic
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tak, aby vrcholy rovnobéZznika ABCD mély soufadnice

A=[0;0], B=[a;0], C=[a+u;c],
D = [u; c].
Vypocteme
4 = AM? + CM?* — (BM? + DM?).

Po vypocttu vyjde
4 =2au. (6)

Protoze a # 0, je 4 = 0, pravé kdyZz u = 0, tj. kdyZz bod D
lezi na ose y, tj. kdyz <xDAB = 90°.

Problém muZeme je§t€ zobecnit: miZeme formulovat
otazku, pro které &tyFuhelniky (konvexni & nekonvexni)

plati
AM?* + CM?* = BM* + DM? (7)

pro viechny body M roviny. Metoda vysetfovani je stejna:
zvolime soustavu soufadnic tak, aby pro vrcholy A4, B, C, D
Styfuhelnika platilo A = [0; 0], B =[a; 0], C =[b; c],
D = [d; e]
Z podminky (7) dostaneme
b%? + ¢* — 2bx — 2cy =
= a® + d* + e* — 2ax — 2dx — 2ey.

Porovnanim koeficientd a absolutnich ¢lentt dostaneme

b=a+d, c=e, b*+F=d"+d*+e*. (8)
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Stiedy dvojic AC a BD maji soufadnice
[ia +d), 2e],  [3b; 3]

podle (8) tedy oba stiedy splynou a &tyfihelnik ABCD je
rovnob&znik. Z posledni rovnice (8) plyne

b* =a® + d*;
protoze b=a+d a a+0, je d=0,t. xDAB = 90°,

Shrneme vysledky: Je-li ABCD rovnobéZnik, pak pro
vSechny body M jeho roviny plati 4 = konst. Tato kon-
stanta (2au) je rovna nule pravé tehdy, kdyz je rovnobéznik
ABCD pravouhly.

Tim vsak neni situace vyCerpana;zcela pfirozena je otazka,
jakych hodnot pro body M nabyva vyraz 4, je-li ABCD
¢tyfuhelnik, ktery neni rovnob&Znik. Po pfedchozich zku-
Senostech mizete uZz postupovat samostatné. Zvolite sou-
stavu soufadnic jako dfive tak, Ze 4 = [0; 0], B = [a; 0],
C = [b; c], D = [d; e] a vypottete 4:

=2a+d—b)x+2e—c)y+
+ (b + 2 —a*—d* - ?). 9)

Protoze ABCD neni rovnobéznik, nejsou oba koeficienty
pfi x, y, v (9) rovny nule. Z (9) lze vy¢&ist toto: Vyraz 4 na-
byva téz hodnoty k (libovoln& zvolené) pro nekone&n& mnoho
bodii [x; y], jejichz soufadnice splituji rovnici 4 =k, tj.
které vyplituji pfimku o rovnici 4 = k. Mohlo by se zjisto-
vat, jakou polohu ma tato pfimka (resp. osnova pfimek pti
proménném k) vzhledem k bodim 4, B, C, D apod.
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Zkoumani vyzaduje hlavné tii poznatky analytické geo-
metrie. Jsou to: vzorec pro vzdalenost dvou bodi, soufadnice
sttedu Gsecky a rovnice pfimky. Tim tyto pfipojené ulohy
uZ znaéné vybocuji z naplné€ osnovy pro prvni ro¢nik, ale
poskytuji pé€kny pfiklad problémové situace pro star$i olym-
pioniky.
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KOMENTARE
K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE Z
I. KOLA

f=F=l

Sachovy krouZek uspotadal turnaj, v ndmz kazdy z ka-
maradu, Jirka, Karel, Tonda, obsadil pravé jedno z prvnich
tfi mist. UrCete pofadi chlapct v Sachovém turnaji, vite-li,
Ze z vyroku

a) Jirka je tieti,

b) Tonda neni druhy,

c) Karel neni tfeti,
je pravé jeden pravdivy.

KOMENTAR

Uloha dava prileZitost k procviovani negaci vyroki a je-
jich pravdivostnich hodnot, i kdyZ neni tieba o nich expli-
citn& hovotit. Reeni bude asi v kazdém ptipadé experimen-
talni. Jedna moZnost je vypsat vSechny permutace tfi prvkt
J (Jirka), K (Karel), T (Tonda) a vybrat z nich ty, které
vyhovuji podmince. Toto je metoda dosti primitivni, ale
vede spolehlivé k cili. Pfitom musime prozkoumat jen 3! =6
permutaci.

Této metody se da zcela dobfe pouzit i pfi Etyfech prvcich;
podet permutaci je pak 4! = 24. Casové naroénéjsi je zkou-
mani viech permutaci 5 prvki, kterych je 5! = 120. Na V. me-
zinarodni matematické olympiadé v Polsku v r. 1963 byla
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dana tloha tohoto druhu; jeji experimentalni feSeni trvalo
jen asi 35 minut a bylo krat$i i jednodussi neZ feSeni, které
pouzivalo pomocné véty z kombinatoriky.

Vratme se k nasi uloze. Sest moznych permutaci (potadi)
tfi kamarada bylo:

1. JKT, 2. JTK, 3. KJT, 4. KTJ, 5. TIK, 6. TKJ.
Pro permutace 1 a 3 jsou pravdivé vyroky b, ¢, proto nejsou
feSenim ulohy. Pro permutaci 2 jsou nepravdivé vSechny
tfi vyroky a, b, ¢, pro permutaci 4 jsou pravdivé vyroky a, c,
pro permutaci 5 je pravdivy jen vyrok b, pro permutaci 6
jsou pravdivé viechny tfi vyroky a, b, c. ReSeni je tedy jediné:
je to permutace 5.

Jiné experimentalni FeSeni vychazi z pravdivosti ¢i ne-
pravdivosti vyroki a, b, c; z nich se sestroji Zddana permu-
tace. Pfi tomto postupu lze pouzit tabulku:

Ptitom p (n) znadi pravdivost (nepravdivost) pfislu$ného
vyroku.

Jsou tedy mozné tfi ptipady, charakterizované tfemi
sloupci tabulky (1). Pfipomefime je§t€, Ze je-li vyrok ne-
pravdivy, je jeho negace (popfeni) pravdiva, a Ze jen jediny
z vyroki a, b, ¢ je pravdivy. Tfi moZné piipady pak zapi§eme
slovné:
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I. Jirka je tieti. I1. Jirka neni tFeti. III. Jirka neni tfeti.
Tonda je druhy. Tonda neni druhy. Tonda je druhy.
Karel je tfeti. Karel je tieti. Karel neni treti.

Pripad I je nemozny (Jirka 1 Karcl nemuze byt tieti). Také
ptipad III je nemozny (Jirka i Karel by museli byt prvni).
Zbyva jen piipad II, ktery vede k poradi TJK jako pfi
prvnim zpusobu feseni.

Varianta tlohy pro ¢tyfprvkovou mnoZzinu je tato: Z cifer
1, 2, 3, 4 ma byt sestaveno Ctyfciferné Cislo tak, aby

a) pravé dvé cifry staly na mist&, které udavaji (napk. 2
na druhém misté zleva);

b) byly pravé tii dvojice, kde by vétsi z &isel 1, 2, 3, 4 stalo
pied mensim (napf. 3 pted 1).

Prozkoumanim viech 24 permutaci v mnozin& {1,2, 3,4}
zjistime, Ze podmince a) vyhovuje jen Sest permutaci

1243, 1324, 1432, 2134, 3214, 4231.
Poéty dvojic, v nichZ je vétsi ¢islo pfed mensim, jsou po fadeé
, 1, 3 1, 3, 5.

Regenim jsou tedy &isla 1432 a 3214.

7Z-P-2

RuciCky hodin ukazuji ptesné 12 hodin. Oto¢ime velkou
rui¢kou stokrat po sto stupnich. Kolik hodin pak budou
hodiny ukazovat? Udejte s piesnosti na minutu.
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KOMENTAR

Tato uloha je jednak $kolskym cvitenim na tzv. ptevody
mér thlovych na miry ¢asové, jednak cvienim na rozsifeni

algoritmu ,,déleni se zbytkem“ ¢ili méteni na rozklad dan¢ho
Cisla vzhledem k nékolika délitelam.

Ptedpokladame, Ze otadeni velkou rucickou neprovadi
ni¢itel hodinovych stroji, tj. Ze se otaceni déje ve smyslu
pohybu hodinovych rudi€ek. Oto¢i se o 100.100° tj.
o 10000 thlovych stupiit. Jedné ¢asové minuté je na cifer-
niku hodin pfitadén thel 6°; provedenému otoceni je tedy
pfifadén &as £. 10000 = 1 667 Easovych minut, tj. 27 hodin
47 minut, nebot 1667 = 27.60 + 47. Je tedy

10000° — 1 den + 3 hodiny + 47 minut . (1)

Hodiny budou ukazovat 3"47™" (s presnosti na jednu
minutu).

Domnivame se, Ze by se v8ak méla fesit téz uloha obecna
(otogeni o n stupiiii) a m&l by se sestavit vzorec

n = 8 640a + 360b + 6¢ + z, (2)

kde a, b, ¢ jsou nezaporna &isla, b < 24, ¢ < 60, a z je celé
takové Cislo, Ze plati

lz2| < 3. (3)
Pritom a znaci pocet dni, b pocet hodin, ¢ poCet minut.
Vzorce (2) uzijeme takto: &islo n délime &islem 8 640 a vyjde

pocet dni a. Zbytek tohoto déleni délime dale &islem 360
a vyjde pocet hodin b. Zbytek druhého déleni d&lime Cis-
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lem 6, ale tak, aby novy zbytek mél absolutni hodnotu mensi
nez 3; tak vyjde pocet minut.
V naSem pfipadé:

10000 = 8640. 1 + 1360,
1360 = 360. 3+ 280,
280 = 6.47 — 2.

Obdobné vzorce lze konstruovat napf. pfi prevadéni hodin
na hodiny, dny, tydny, mé&sice apod. Pozménéné ,,déleni,
kde absolutni hodnota zbytku je nejvySe rovna poloving
délitele, se da dobfe vysvétlit pomoci Eiselné osy (obr. 25),
napft.

17=6.3-1, |-1] <3$.3. (4)

Z—-P-3
Pravidelny osemuholnik ma byt vpisany do §tvorca s jed-
notkovou stranou.

a) Popiste konstrukciu.
b) Vypotitajte dizku strany osemuholnika.
¢) Vypotitajte dizky vietkych uhloprie¢ok osemuholnika.
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KOMENTAR

Formulacia ,,vpisat pravidelny osemuholnik do §tvorca“
nie je jednozna¢na; malo by sa diskutovat o jej interpretacii.
Obdobna formulacia ,,vpisat trojuholnik do kruZnice* zna-
mena, Zze kazdy vrchol trojuholnika leZi na kruznici, obdobné
v nasej ulohe budeme pozadovat, aby vsetkych osem vrcho-
lov pravidelného osemuholnika leZzalo na hranici $tvorca
ABCD (obr. 26). Osemuholnik vznikne oddelenim vysrafo-
vanych trojuholnikov od §tvorca ABCD.

Z obr. 26 mdzeme lahko odvodit konstrukciu, ak si po-
v§imneme, 7Ze X KSA = X ASL = 22°30'; pritom je S stred
$tvorca ABCD. Dalsia konstrukcia podla obr. 27; tu st oba
vysrafované trojuholniky zhodné (pre¢o?). Ak osemuholnik
doplnime v tieto $tyri trojuholniky, ktoré leZia mimo $tvorca,
vznikne novy §tvorec A'B'C’'D’, zhodny s pévodnym. Aj ked
nepoznate zo $kolskej geometrie otocenie okolo streda, mo-
zete [ahko ,,objavit™, Ze Stvorec A'B’C’'D’ vznikne zo §tvorca

CI

A N,
/ AN
D< ,43 ;Ef
\ | /
\\ // /’
N /
A | /
A \\ ! A
N/ B
1
Obr. 26 Obr. 27 A
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ABCD oto€enim o uhol velkosti 45° v kladnom zmysle
okolo stredu S (S je stred §tvorca ABCD). Tento $tvorec
A'B'C'D’ sa da Tahko zostrojit, pri jeho konStrukcii zaleZi
velmi na presnosti rysovania, tak ako pri prvom sposobe.
Da sa povedat, ze kontrola zistenim zhodnosti vSetkych
stran a vSetkych uhlov vysledného osemuholnika je naroc-
nou sktikou presného rysovania. Za jednotku dizky volime
asi 6 cm.

Druha a tretia ¢ast ulohy je cviCenim na pouzitie Pytha-
gorovej vety a na vypoéty s odmocninami. Vypocty sa sice
daji previest uplne numericky, ale bolo by velmi cenné
porovnat eleganciu a presnost ,algebraického postupu®
s tazkopadnostou bezduchého numerického vypoctu.

R Q@
N
2%A
\ U [
\ | /

\ i '
\\!//
Y
\ \ xf Obr. 28
M

Pre vypoget dizky strany pouzijeme obr. 28. Dizku strany
osemuholnika oznadime x; potom je

KL =LM = MN = x, AL=BM=%,

teda

X X
+Xx +

MR R ©
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g.
X x=1, xJ24x=1, x2+1)=
‘\/2 xX=1, — %o -

1

RETS

(6)

V predchadzajicich vypodtoch mdzeme pracovat's /2 ako
s parametrom r; prevadzat algebraické Upravy a pouzivat

2 2\/2

pri nich stale vztah r* =2 (napr. je ﬁ —==/2).

Vzorec (6) je nepohodiny, pretoZe v jeho menovateli nie je
celé &islo. Preto prevedieme znamu upravu (tzv. rozsirenie)

1 _ r—1 r—1
r+1 (r +1)(r—1) 21

X =

‘/2 S=y2-1.

Az teraz dosadime napr. /2 = 1,414 a vyjde
x = 0,414.

Numericky vypocet by vysiel od vycislenej rovnice

=1

1414 1 1a1a

a dospel by k rovnici

3414x = 1,414
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a odtial by sa po neprijemnom pocitani ur¢ilo x numericky.
Dizky uhloprieSok MP, MQ, MR (kazda ina uhloprietka

pravidelného osemuholnika je zhodna s niektorou z nich)

vypocitame pomocou Pythagorovej vety. Vyjde

x\ [x :
MP* = (75) + (:/3 + x) = x*2 + 4/2),
MQ =1,
MR?* =1+ x*.
Po tprave (dosadenie za x zo (7)) dostaneme
MP*=2- 2, MR*=4-2/2.

Ak sem dosadime \/2 = 1,414, m6zeme pomocou tabulky
druhych mocnin vypocitat MP a MR.

Ako cvi¢nu ulohu odporucame ,,vpisat do jednotkového
pravidelného $estuholnika pravidelny dvanastuholnik® a vy-
pogitat dizku jeho strany (obr. 29). Pri konstrukcii pouzijeme
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ta skuteCnost, Ze ¥ PSB = ¥BSQ = 15° alebo otolime
dany jednotkovy pravidelny Sestuholnik okolo jeho stredu S
o 30°. Pri vypocte postupujeme takto: Oznacime PQ = x,

pretofe ¥ PQB = 30°, ¥SBQ = 60°, j¢ BQ = % Zo
vztahu BQ + QR + RC =1 plynie

Cize

QOdtial vypocitame
x=2./3-3=0464. (8)

Tiez v tejto cvitnej tlohe je vhodné nahradit /3 para-
metrom r. Vypocet ma potom tito podobu:

X X
-+-+x=1,
r r

2
x+rx=1

¥

R+r)x=r,
n2—r)
+r@2-71)

2

2r —r
x = 4 — r2 : (9)
Ak sem dosadime r = (/3 a r? = 3, vyjde (8). Stoji azda
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za pozornost, Ze pri dosadeni r = /2, r* = 2 do (9) vyjde (7).
To naznaduje, Ze vzorec (9) mé obecnejiu platnost. Ulohou
zostava vypoet dizok uhloprie¢ok dvanastuholnika. Pri zo-
bectiovani ulohy sa uplatni miesto Pythagorovej vety jej
zobecnenie — kosinova veta.

Z—P—4

Jsou dany dv& kruZnice ky(Sy; ry), kao(S,; r2), které se
protinaji v bodé Q, ptiCemz je ry + r,, £S:0S, = 90°. Dale
je dano kladné ¢islo d. Bodem Q vedte pfimku tak, aby na
ni kruZnice ky, k, vytaly dvé nepfekryvajici se tétivy, jejichz
délky maji soucet d. Provedte diskusi feSeni ulohy.

KOMENTAR

Uloha Z—P—4 otvira tematiku ortogonalnich kruZnic:
ptimka QS; (QS,) se v bodé Q dotyka kruznice k, (k,);
protoze je QS; L QS,, protinaji se kruznice k4, k, v bod€ Q
ortogonalng (obr. 30).
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Do postupu feseni ulohy vnikneme upozornénim na sku-
te¢nost, ze Py P, = 3d (Py, P, jsou paty kolmic spuiténych
z bodi S,, S, na ptimku m). Pfimka n vedena bodem S,
rovnob&zng s piimkou m (pfedpokladame r, > r,) protne
useCku S,P; v bodé R. Pravouhly trojuhelnik S;S,R ma
pfeponu délky ¢ = S,S, a odv&snu délky S,R = id; maze
se oviem redukovat na Gsetku S,S,, je-li S;S, = 3d. Z pra-
vouhlého trojihelnika S,S,Q plyne

=r+nr. (10)

Body Q, R lezi na polokruznici » sestrojené nad primérem
S:S,. Trojuhelnik S,S,R udava smér (S,R) ptimky m. To
je druhy pokyn pro feseni tlohy.

Diskuse je pomérné obtizna. Je tfeba zajistit sestrojitel-
nost bodu R; podminkou pro to je vztah 4d < S,S,, neboli
podle (10)

d* S 4r1 + rd). (11)

Dale je tieba uplatnit podminku, Ze obé tétivy 0,0 a Q0,0
se nepfekryvaji. Zde asi budou fesitelé zkouset a k vysledku
dojdou cestou vzdy trochu intuitivni, nebot jde o otazku
uspofadani. Pravd&épodobné zkousenim objevi (nutnou a po-
stalujici) podminku 3d = r, neboli

dz=2r,. (12)
To vyplyne ze sledovani polohy bodu R na obloucich S,0Q,
S,0 polokruznice ». Spojenim podminky r; > r, s podmin-

kami (11) a (12) dostaneme tzv. podminku fesitelnosti v sou-
¢asné platnosti nerovnosti

87



rn>ry,  d22r,,  d2S 4 +r3).
Délka d tedy naleZi intervalu
2r, £d <2 Jr? + 1.
Zbyva vysettit ptipad ry = r, (i kdyZ ho znéni textu ulohy

vylutuje). Vzhledem k choulostivé diskusi by bylo asi nej-
vyhodnég;jsi fesit tlohu metodou soufadnic.
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lll. Soutézni alohy . kola

KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE A
I. KOLA

A-1-1

Budte x4, x,, x5 tfi kladna ¢isla. Budte y,, y,, y3 tfi kladna
Cisla, ktera lezi mezi nejvéts§im a nejmensim z Cisel xy, x5, x3
a necht plati

Xy + X+ X35y +y2t+ s (1)

Dokazte, Ze pak je

X1X2X3 = Y1Y2)3» )
X1Xp + X3X3 + X3X1 = y1¥2 + V2V3 + Yays - (3)
KOMENTAR

Podminky (1), (2), (3) se tykaji tzv. elementarnich symetric-
kych funkci proménnych x;, resp. y;. Oznaéme:

51 =X; + X3 + X3, oy =Yy1+Yy2+Ys,
53 = X1X3 + X3X3 + X3Xy, 0y = Y1Y2 + Y2V3 + yays,
S3 = X1X2X3, 03 = V1)2)3 -
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Symetrie téchto funkci umoziiuje zvolit oznaceni tak, aby
platilo

Xy Sx;Sx3, Yy Sy Sys, (4)
takze z pfedpokladti ulohy

X = )1, V3 S Xx3. (5)

Volbu oznaceni mizeme povazovat za proni impuls pro fe-
Seni ulohy.

Druhym impulsem je zji§téni, Ze stai dokazat tvrzeni pro
pfipad, Ze v (1) nastane rovnost: snadno se ovéti, Ze vzdy
existuji kladna &isla yi, 5, y5 tak, Ze yi <y, < y5, dale

X1 V1, V3= X3,
a konecné

iy, i=123,
a pritom

Xy + X3+ X3=Y; + Y+ ;5.

Dokazeme-li nerovnosti (2) a (3) pro v, y5, s, pak (2) a (3)
plati tim spiSe pro y,, y,, ya-

TFetim impulsem, ktery uleh¢i feSeni, je zavedeni polyno-
mickych funkci

f1)) = (¢ = x1) (t — x2) (t — x3)

g(t) = (¢ = 1) (t = y2) (t = v3)-
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Po vynasobeni totiz dostaneme
ft) =13 — 5,2 + 55t — 53,
glt) = —a,t* + 03t — 03.

Dvojiho vyjadteni funkei f(t) a g(t) uZijeme pfi dosazeni
t=x; at=Xxj Je totiz

Jlx1) = flxs) = 0, (6a)

zatimco z (5) vyplyva
glxs) 20, (6b)
glx:) £ 0. (6¢)

Nyni je jiz v8e ptfipraveno k dikazu. Pfedpokladejme, Ze
v (1) nastane rovnost. Odecteme f{t) a g(¢): vysledna funkce
r(t) je linearni (nebo konstantni):

rt) = (s2 — ;) t — (s3 — 03). (6d)

Mame dokazat, ze

Dosadime-li do () jednak ¢ = x,, jednak t = x,, dostava-
me podle (6a) aZ (6c)

rx)) 20, rx;)<0
neboli
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Tyto nerovnosti davaji po odeéteni
(s2 = 2) (x5 — x;) £ 0.
Je-li x3 > x; (vzdycky je x5 = x,), dostavame
52 S0,
a z prvni z nerovnosti (7)
3 = 03,

jak jsme méli dokazat. Pfipad x; = x; v tomto studiu k cili
nevede, ale vratime-li se na zaatek uvahy, zjistime, Ze z (5)
a (4) pak vyplyva rovnost viech &isel x; a y;, takZe s, = 0,
a s3 = 0;. Redeni je tplné.

A-1-2

Jsou-li dana libovolna ¢tyfi riizna realna Cisla, 1ze oznacit
vzdy jedno z nich x a ostatni tfi pak y, z, w tak, aby platila
nerovnost

|x* = x*(y + z + w)| < |[x(yz + zw + wy) — yzw|; (8)

dokazte.
KOMENTAR

Snad nejpfirozenéjsi je diikaz nepfimy. Jsou-li dana &isla
ve vzestupném uspofadani

a<b<c<d, 9)
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|
pak zvolime-li kterékoli z nich za x, neplati nerovnost (8),
ale jeji negace; plati tedy zaroven (9) a nerovnosti

ala — b ¢ —d| 2 |abc + abd + acd — bcd|, (10a)
b’b —a—c —d| = |abc +7zbd + bed — acd|, (10b)
*le —a — b —d| 2 |abe + acd + bed — abd|, (10c)
d*ld —a — b — c| 2 |abd + acd + bed — abc|. (10d)

Ze systému nerovnosti (9) a (10) mame odvodit spor.
Protoze podle (9) je (b — a)(b — ¢)(b — d) > 0, je
b*(b —a — ¢ — d) + (abc + abd + bcd — acd) > 0.  (11)
Spojenim (10b) a (11) dostaneme
b—a—-c—-d>0. (12)
Obdobné je podle (9) (¢ <a)(c — b)(c — d) <0, a tedy
c*c —a—b —d)+ (abc + acd + bed — abd) < 0.  (13)
Spojenim (10c) a (13) dostaneme
c—a—-b—-d<0. (14)
Z (12) a (14) odvodime
b—c>a+d, b—-c>—(a+d),
t.
b—c>la+d=0.
Avsak nerovnost b — ¢ > 0 je ve sporu s (9).
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Obdobn¢ jako (12) a (14) lze odvodit z nerovnosti
(@a—b)la—c)la—d)<0a(d—a)(d—b)d-c)>0 ne-
rovnosti .

b+c+d-a>0 a d—a—-b—-c>0, (15

kterych vSak nelze vyuZit k odvozeni sporu.

Odvodi-li Fesitel viechny &tyfi nerovnosti (12), (14) a (15),
zalezi na jeho kombinac¢nich schopnostech, aby vyhledal ty
dvé z nich, které vedou ke sporu.

A-1-3

Je dana konetna mnozina &, oznaCme 4, .#, dve jej
Tubovolné neprazdne podmnoziny, s,,, di, nech si pocty
prvkov mnoZin 4 U M, (My O M)\ (M, N M) a pre-

d12 .

hlasme ¢&islo —= vzdialenostou mnozin .4, .#,. Dokazte,
S12

Ze pre tuto vzdialenost plati trojuholnikova nerovnost.

KOMENTAR

Tato tloha poskytuje niekolko prilezitosti k rozsireniu
znalosti Zziakov v mnoZinovej tématike. Cislo d,, je zrejme
polet prvkov tzv. symetrického rozdielu mnozin 4, 4,:
oznaéme ho .#,V .#,. Pomocou Vennovho diagramu
(obr. 31), kde 4, V .4, je vysrafovany, lahko odvodime:

AN M, = (¢”1\-/”2)U(~/”2\M”1) =
= {xedly U My; (xE M N x¢ M)V
\2 (X¢e/”l A xee/”z)}.
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Obr. 31

V potenénej mnozine 2% koneénej mnoziny &, ktora je
tieZ kone¢na*), zavedieme podla textu Glohy vzdialenost

d
Q(=/”1,'/”2)=‘E pre +0v i, +0

12
a ¢(0,0) = 0.
Zrejme je
v, M, eP?; Q(e/”l, -/”z) =0;
VM, My € PT; o( My, M) = oMy, My)
V,/ﬂl,,,ﬂzegbﬁ'; Q(v/”l,'/”z) =0 M = M,.

Ak dokazeme, ze pre vzdialenost ¢ plati eSte neostra troj-
iholnikova nerovnost, bude dokazané, Ze Struktura (227, o)
je metricky priestor a zobrazenie 2% x 2% - R, tj.
[, 4] — oM, #,) je metrika.

PretoZe rieSitelom su najbliZ§ie operacie N, U, vyjadrime
d,, pomocou p,,, S;,; z definicie operacie V vidno, ze

*) Potentnd mnoZina 2% je mnoZina vietkych podmnoZin zakladnej
mnoziny & v&itane mnoziny @. Ak ma & n prvkov, ma 2% 2" prvkov.
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di; = 512 — P12,

a teda
diy P12

L N

S12 S12

Teda mame dokazat, Ze pre vietky trojice 4, M,, My e P*
plati nerovnost

A=<1-?—‘3>+<1—@>—(1—-’3§1>go,
S12 523 S31

1

$12523831

¢ili
A =
. (512523531 — DP12523531 — P23512831 + P31512523) =

_ o

$12523531

v

0. (16)

Z (16) plynie, Ze 4 > 0 prave vtedy ak & = 0. Sistredime
sa na dokazanie nerovnosti 6 = 0.

Za predpokladu, Ze rieSitelia su zoznameni zo symetric-
kym rozdielom dvoch mnoZin a s pojmom metrického prie-
storu (to viak nie je nevyhnutelne nutné), mozu sa dopracovat
nerovnosti 4 = 0 samostatne. Pre zjednodusenie dalSieho
postupu snad e¥te doporucime, aby pouzili indukciu, tym
sa vyhnu zdihavym vypo&tom.

Indukcia méZe postupovat s rastucim poftom prvkov
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Obr. 32 M, (M,uM,)

mnoziny 4, \ (4, U ), ktora je na obr. 32 hrubo ohra-
nic¢ena.

Predpokladajme, Ze pre mnoziny 4, .#,, #; plati ne-
rovnost 6 = 0 a nahradme mnoZinu .4, mnoZinou .4, tak,
e k mnoZine 4, \ (#, U .#;) pridame dal§i prvok. Cislo
¢’ prislu§né mnozinam .#,, .#,, .#, dostaneme tak, Ze Cisla
S12, 823, ... nahradime podla tabulky:

S12 523 S31 P2 P23 [}

s;2+ 1 S23 + 1 S31 P12 D23 P31

Dostane sa tak

0 =0 + 553531 + S12831 +
+ (s31 + P31523 + Pa1S1z + P31) — P12S31 — P2sSats
tj.
& Z 0 + 534(S33 — Pas) + 53u(s12 — P12) 2 0,
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pretoze S;3 — p3 20, 53, — pyp = 0. Na tieto odhady
mozu riesitelia prist sami, ak budu skumat vyjadrenie ¢’
pomocou 9.

Indukcia bude prevedena, ak plati 6 = 0 pre
M\ (M O M) = 0. Nerovnost 6 = 0 dokazeme pre pri-
pad 4, \ (4, U M) =@ indukciou pre rastici podet
prvkov mnoziny #; \ (.4, U 4#,). Ak sa prevedie induk&ny
krok, potom zalezi iba na tom, ¢i nerovnost 4 = 0 plati
v pripadé M\ (M U M) = M\ (M O M) = 0. Toto
v8ak dokazeme tretiou indukciou, a to pre rastuci pocet
prvkov mnoziny ., \ (.#, U .#;). Nakoniec teda musime
zistit, ¢i nerovnost 6 = 0 plati v pripade

My \(’”z u./l3) = M\ (M, Uv/”l) =
= -/”3\(eﬂ1 Ue/”z) ot @.
To je ale evidentné (pozri obr. 33), tu je s;, = S;3 = 533 = 5.
Oznacme p pocCet prvkov mnoziny 4 N M, N 4. Potom

z (16) plynie 6 = 2s*(p5, — p), a teda 6 =2 0. Tym je veta
z Glohy A —1—3 dokazana.

Obr. 33
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A=1-4

Zistite vietky realne « z intervalu (0, ), pre ktoré plati

sino (6 — sin’a) — 1 <!
sin 20t cos o =127
KOMENTAR

Uloha ptipomina staré &asy, kdy jadrem stiedoskolské
matematiky bylo feseni rovnic v§eho druhu a jejich soustav
ve vyumélkovanych ulohach, jejichz feseni vyzadovalo na-
ucenych trikd. I kdyz je uloha A—1—4 formulovana jako
nerovnost, vznikla z rovnice, v niz koeficienty jsou voleny
tak, aby vySly kofeny racionalni a aby se feSitel vyhnul
komplikacim — napf. rovnici 4. stupné, kterou by neumél
fesit. Ale snad neskodi, kdyz se v olympiadé vyskytne jedna
uhlazena uloha z dob verneovek.

Je samoziejmym napadem pouzit ,substituce” sin o = x;
tim se rovnice, ktera méla lehky goniometricky nadech, pre--
vede na ulohu algebraickou, zvlasté kdyz si vS§imneme vy-
hodné okolnosti, ze

sin 2 cos a = 2sin o cos® o0 = 2x(1 — x?).

Protoze je a€(0, i), je x€(0, 1); to ma za nasledek ne-
rovnost 2x(1 — x*) > 0, a tim uleh¢eni dalsiho postupu.

Danou nerovnici znasobime kladnym &islem 2x(1 — x?);
po upraveé vyjde

6x* — 7x* = 36x? + Tx + 6 2 0. (17)
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Zabyvejme se nejprve rovnici
6x* —7x> —=36x* + Tx + 6 =0; (18)

jeji feSeni nam umozni rozlozit polynom na levé strané
v soucin tzv. kofenovych Cinitelil.

Koeficienty pti x*, x° a x3, x jsou ¢&isla s tymiz absolutni-
mi hodnotami; rovnice (18) je tzv. poloreciprokd; vime, ze
jeji kofeny (Etyfi) jsou po dvou pfevricena &isla aZ na zna-
meni. PouZijeme znimé upravy (triku) a sdruZime &leny
takto:

(6x* + 6) + (—7x*> + 7x) — 36x* = 0. (19)

Rovnici (19) délime x* (tim neztracime Zadny kofen, nebof
rovnice (19) nema kofen x = 0); vyjde

1 1
6<x2+?>—7(x—;>—36=0.

Provedeme novou substituci
1

y=x- S ; (20)
z (20) dostaneme x?* + % = y? + 2. Po dosazeni a upravé
nabude rovnice (19) podoby:
6y> — Ty — 24 = 0.

Znamym zpsobem rozloZime levou stranu v soulin kofe-
novych ¢initeli; pak piejdeme k nerovnici
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(3y - 8)(2y +3) 2 0. (21)

Ptipominame, Ze tento postup je pfipustny, nebot jsme dfive
délili kladnym &islem x*; pomoci (20) se vratime k piivodni
neznimé x; po vynasobeni kladnym &slem x* dostaneme

(3x* —8x —3)(2x* +3x —2) 2 0.

RozloZime-li oba kvadratické trojcleny v kofenové Cinitele,
vyjde kone¢né

(x=3)0Bx+1)(x+2)@x-1)20. (22

Dva z &initeld (22) jsou tedy neziporni, dva nekladni nebo
jsou vSichni ¢tyfi nezaporni.

Pro zjednodus$eni prace se obratime ke geometrickému
znazornéni na Ciselné ose (obr. 34). Grafem nerovnic
x—320, x—3=0 jsou dvé polopfimky s poCatkem
v bodé 3; obdobné je tomu u ostatnich dvoj¢lent. Protoze
feseni mé4 padnout do intervalu (0, 1), jde o polopfimky

x+220, 3x+1=20, x—3=<0.

Ctvrta poloptimka musi byt podle pfedchoziho 2x — 1 <0.
Pro feseni tedy dostavame interval (0, 3), ktery je prinikem
intervali (0, 1) a (— o0, 3). MoZnd FeSeni jsou dana nerovni-
cemi

S i -t b Il l é

T 1 T T )4

2 -1 [0 [ 12 3

obr.3s -2 -3 % 3
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O<sina<i, t. 0<a<30°.

Obracenim postupu je tieba dokazat, Ze vSechna tato &isla
jsou skute¢né feSenim ulohy.

A-1-5

V roviné je dana piimka p a uvnitf jedné poloroviny uréené
touto primkou jsou dany dva rtizné body 4, B. Dale je dan
uhel velikosti a, kde 0° < o < 180°, a useCka velikosti d.
Uvnitf poloroviny opa¢né k poloroviné pA urcete vSechny
body C takové, ze ¥ ACB = o a Ze prunik tohoto uhlu
s pfimkou p je usecka délky d.

KOMENTAR

Snad by se mohla dat na uvazenou jina textace tlohy:
Je dan trojuhelnik ABC a piimka p jeho roviny, ktera
oddéluje body A4, C i body B, C; dale je dano kladné ¢islo d.
Sestrojte vSechny body X poloroviny pC, pro néz plati za-
roven:
(I) <xAXB = XACB;

(IT) usetka p N AAXB ma délku d.

Pokladejme tuto ulohu za podnét k tomu, abychom si
zopakovali celkem klasické schéma postupu feSeni kon-
strukéni Glohy a matematické ulohy vubec. Proni faze je
rozbor Cili analyza, v kterém se snazime odvodit nutné pod-
minky feSeni s hlavnim zamérem, abychom zachytili v§echna
feSeni; zdvérem rozboru je vysloveni hypotézy, tj. konstruk-
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¢niho predpisu, kterym se dostanou vsechna feSeni ulohy.
Druhou fazi je zkouska Cili kontrola; tou se zjisti, ktera
z moZnych teseni jsou skuteéné feSenimi ulohy. Vyskytuji-li
se v textu ulohy parametry, tj. jde-li 0 mnozinu uloh, prove-
deme jeji klasifikaci podle poctu feSeni; tato faze se tradicné
nazyva diskusi.

Obr. 35 ukazuje situaci v konstrukéni uloze A—1-5.
Uloha je polohova, ma tfi neznamé body, X, A’, B'; bod X
se sestroji jako pruasecik pfimek AA’, BB'. Polohova uloha
s dvéma neznadmymi body se fesi tak, Ze se jeden z téchto
bodii eliminuje. V naSem piipad€ pouzijeme k eliminaci bodu
B’ translace 7, ktera ma velikost d, smér (p) a smysl takovy,
ze ptevede B’ v A'. Translace 7 pievede bod B v bod D;
pritom je ziejm&€ < AA'D = X AXB = X ACB, ktery je dan.
Pro bod A’ mame tedy dvé podminky:

A€ep; XAA'D = XACB.

Bod A’ vyjde tedy jako prisecik pfimky p a oblouku a
sestrojen¢ho nad tétivou AD s obvodovym uhlem velikosti
o = ¥ ACB. K bodu A4’ pak snadno sestrojime bod B'. UZije
se inverzni translace k translaci, jez pfevadi bod B v bod D.
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Na tomto misté¢ bychom mohli ukongéit rozbor; doporu-
Cujeme vSak feSitelim, aby v rozboru, tj. ve vyhledavani
nutnych podminek, jes$té pokracovali, nebot tim si usnadni
zkousku a diskusi. Obecné;jsi pouceni zni: rozbor miZeme
ukoncit v podstaté kdekoli, ale tim zkomplikujeme zkousku.
Stru¢né: ¢im kratsi a snazsi je rozbor, tim delsi a kompliko-
vangjsi je zkouska.

Pokra¢ovanim rozboru zjistime tyto dvé dalsi nutné pod-

minky:
7

piimky AA’, BB’ musi byt riznobézné
(aby vznikl bod C);

poloptimky A’A4, B'B se nesméji protnout
(aby bod C nelezel v poloroving pA).

(23)

Je celkem ziejmé, ze bod C, ktery byl sestrojen popsanym
zpuisobem jako prisecik ptimek AA’, BB, je feSenim Glohy.

Stanovit podminky fesitelnosti je kol velmi kompliko-
vany; uloha ma totiz pét parametrii: napi. velikost uhlu,
ktery sviraji pfimky p, AB, vzdalenosti QA, OB (kde Q je
prusecik p, AB) a konecCné disla a, d. Proto diskusi omezte
na ureni maximalniho poctu feseni a na sestrojeni jednoho
pripadu, kdy tloha ma maximalni pocet feSeni.

I. Na obr. 36a je znazornéna situace, kdy AB || p. Trans-
lace 7 ma danu jen velikost (d) a smér (p); proto miZe mit
dvoji smysl. A tak dostaneme dva body D,, D,. Nad kazdou
z tétiv AD,, AD, lze sice sestrojit dva oblouky a s obvodo-
vym uhlem velikosti «, ale vZdy jen jeden lezi v polorovingé
ABp. Dostaneme tedy nejvySe &tyfi body A’, k nim &tyfi
body B’ a nejvyse &tyfi body C. (Lze viak dokazat, Ze jsou
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Obr. 36a

nejvySe dvé feSeni — viz obr. 36a; jsou to body Cj, C,.)
II. Na obr. 36b je znazornéna situace, kdy je AB k p; je
zvoleno AB 1 p a oznaCeni bodl A, B je takové, Ze plati

QA < QB (24)

Obr. 36b
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(Q je prusecik ptimek p, AB). Dostaneme opét dva body
D, D, a Ctyfi oblouky ay, a,, a3, a, nad tétivami AD,, AD,
sobvodovym uhlem velikosti . Kazdy z obloukt ay,a,,a3,a,
protne v tomto ptipadé pfimku p; dostaneme tedy osm
bodi A’, oznalenych A'; az A%, a k nim osm boda B,
az By, tj. osm dvojic A'B’. K feseni nevedou ty dvojice,
v nichz kazdy z bodu A4', B’ lezi na jiné polopfimce s po-
catkem Q a dale ty dvojice, pro které plati QB < QA’;
v obou pfipadech totiz neni splnéna druha podminka (23).
Zbyvaji tedy nejvyse Ctyfi feSeni; na obr. 36b jsou to feSeni
Cia: Cy3, Ca3, Cag

A—-1-6

Je dan Ctyistén ABCD. Je-li X libovolny bod prostoru,
ozna¢me d(X) soutet druhych mocnin viech &tyf vzdalenosti
bodu X od stén daného &tyfsténu. Dokazte, Ze minimum
funkce d(X) 1ze vyjadfit jako funkci vySek daného &tyfsténu.

Odvodte ptislusny vzorec.

KOMENTAR

I. Geometricky nazor muize fesitelim napovédét domnén-
ku, Ze funkce d(X) miiZe nabyt minima jen pro néktery bod X
v Ctyisténu ABCD. Pti dikazu této domnénky budeme hledat
ke kazdému bodu X vnéjsku Ctyfsténu ABCD bod Y ¢&tyi-
sténu ABCD tak, aby platilo d(Y) < d(X). Jestlize X nena-
lezi ¢tyfsténu ABCD, pak nenalezi aspoii jednomu z polo-
prostort ABCD, BCDA, CDAB, DABC; necht je napi.
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Obr. 37

X ¢ BCDA. Usetka AX ma pak s rovinou BCD spoleény
jediny bod Y. Ozna¢me po tad& uy, uy, uz, ug (t1, t2, 3, t)
vzdalenosti bodu X (Y) od rovin BCD, ACD, ABD, ABC.

Ziejmé je t; = 0, a proto

tly >ty (25)

Na obr. 37 je situace v roviné ¢ L ABC vedené pfimkou AX:
m je prusecnice rovin ¢, BCD, n je prusecnice rovin ¢, ABC.
Protoze Y lezi mezi body A4, X, je

Uy 2ty (26)

(bod X miZe lezet i na pfimce n). Spojime-li (25), (26) a dv&
dalsi obdobné nerovnosti, dostaneme

dX)=ui+ui+ul+ui2t+3+15+1t;=dY).
Tim je domnénka dokazéana.

II. Jako dalsi impuls by snad bylo vhodné seznamit se
s Lagrangeovymi identitami. Mizeme uvést tyto tfi tvary:

(@ + b?) (2 + B?) — (ax + bB)* = (aP — ba)* ;
(@* + b* + *)(«® + B> + 7%) — (ax + bR + ¢y)* =
= (ap — ba)* + (by — cB)* + (cx — ay)*;
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(@ +b*+c*+d*) (e + P2+ 9>+ 8% -
— (ax + b + ¢y + do)* =

= (ap — ba)* + (ay — ca)® + (ad — da)?* +

+ (by — cB)* + (b6 — dB)* + (c6 — dy)*.

Z t&chto tii specialnich pfipadd, které se jednoduSe oveéri

vypoctem, uhodnete jisté obecné znéni Lagrangeovy identity

(pro 2n proménnych):
(@+ad+..+a)oi+a3+...+a2)—

— (a10 + az0, + ... + a,0,) =

= > (a; — ajo)*.
=1, ni<j

Tato obecna formule se da dokazat napt. matematickou
indukci; pro n = 2,3 ma jednoduchy geometricky vyznam,
pokladame-li (ay, ay, ..., a,), (o5, %5, ..., ®,) za vektory dané
soufadnicemi.

IIL. Oznadime p,, p,, p3, ps Obsahy stén tetraedru ABCD,
vy, U,, U3, V4 k nim ptisluiné vysky, V objem tetraedru ABCD,
X libovolny jeho bod a uy, u,, us, u4 jeho vzdalenost od stén
tetraedru. Pak je

Pity + pauy + paus + paug = 3V. (27)
Podle Lagrangeovy identity je
(P} + p3 + p3 + pd) (Ul + u3 + u} + u3) —
— (p1uy + pauy + pauz + pauy)’ =
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= (p1tz = pat)* + (prts — paws)? + (prug — paus)® +
+ (paus — pata)® + (p2tts — patta)* + (P3a — patis)® .
(28)
Vypolteme-li z této rovnice d(X) = u} + uj + uj + ui,
vidime, Ze d(X) je minimalni pravé tehdy, jsou-li viechny
¢leny na pravé stran& rovnice (28) rovny nule. Pak je podle
(27) a (28)
9y?

- . 29
pi+p3+p3+0; (2)

d(X)

3V
Pouzijeme-li formule p; = —, dostaneme z (29)
v

1 1 1 1\7!
o=+ g+ h)

coz je zadany vzorec, ktery miiZzete na zakladé Lagrangeovy
identity odvodit samostatné,

Vhodnym tGvodem do tlohy A—1—6 je jeji rovinna va-
rianta.
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KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE B
1. KOLA

B-1-1

a) Dokazte, ze nasledujuca Gloha nie je riesitelna: Mame
zostrojit dve také neprazdne podmnoziny .7, 28 mnoziny £
vsetkych realnych Cisel, aby £ = o/ U 4, aby aspon jedna
z mnozin R \ o4, R\ A nebola prazdna a aby pre [ubo-
volné Cisla ae o/, a' € o/, be B, b’ € A platilo

a+des, (1)
a+be, )]
b+bes. (3)

b) Dokazte, ze ak vo formulacii ulohy a) nahradime mno-
zinu # mnozinou € vsetkych celych Cisel, potom existuje
prave jedna dvojica mnozin .o/, 4 s pozadovanymi vlast-
nostami. Najdite ju.

KOMENTAR

Text tejto Glohy, prave tak ako text ulohy B—1-3, je
dost dlhy a pomerne zloZity, je tu najlepsia prileZitost, aby
sa rieSitelia naudili pracovat s komplikovanej$imi textami.

Odporucame, aby zacali s ulohou b) a aby si ju vyslovili
uplne ,,inymi slovami* asi takto:

MnozZinu % vsetkych celych ¢isel mame rozdelit do dvoch
neprazdnych podmnozin o/, 4 tak, ze nic je .o/ = B = 6.
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Pritom sudet dvoch &isel z tej istej podmnoZiny (o7 alebo %)
ma patrit do o/; sucet dvoch cisel z r6znych podmnozin
(o4 a #8) ma patrit do 4.

V texte Ulohy sa neZiada, aby boli mnoziny o/, 4 dis-
junktné, tj. aby ,rozdelenie” € = ./ U # bol rozklad.

Druhé odporucanie riesitefom: ,Najdite jednu dvojicu
o/, 98 vyhovujicu danym podmienkam.” Bez velkej namahy
zistite, Ze podmienkam vyhovuje dvojica mnozin & (viet-
kych parnych &isel) a & (vietkych neparnych &isel). Naozaj
je

L =%, L *+EC, L +€

stcet dvoch parnych &isel je parne &islo, (1)
sucet parneho a neparneho &isla je neparne &islo, (2')

sucet dvoch neparnych &isel je parne &islo. (3)

Ak je pravdiva veta b), musi byt moZné dokazat, Ze
o N B =0, pretoze Gloha b) ma jediné riesenie o/ = &,
B =L Treti krok teda je: Dokazme nepriamo, Ze
o N B =, &ize rozdelenie na mnoZiny ./, % je rozklad
mnoziny 6.

Predpokladajme, Ze existuje celé Cislo p e .o/ N £ a zvol-
me [ubovolné &islo x € 6. Mo6zu nastat dva pripady: bud
x — pe«sf alebo x — pe A.

Ak je x — pess, je podla (1) a (2) xe.o/ N B, pretoze
x=p+(x-p)

Ak je x — pe A, je podla (2) a (3) xe .o/ N B, pretoze
x=p+(x~-p)
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Dokazali sme, ze € <A NRB, tj. €= =22,
E\ oA =6\ B =0,ato je spor s predpokladom.

Za §tvrté dokazeme, ze o = . Nech y je Tubovolné
parne &islo; pretoze y = 3y + 3y, je ye.o/ bud podla (1)
alebo podla (3) — ¢&islo 3y je totiz celé. Tym je dokazana
inklizia & < /. Miesto toho, aby sme dokazovali druhu
inklaziu of < & a z toho usudili, Ze plati rovnost & = &,
dokazeme nepriamo, Ze </ neobsahuje ziadne neparne Eislo.
Pripustme, Ze z, je neparne Cislo a Ze plati z, € .«/. Pre kazdé
neparne Cislo z plati

z=12zy+ Y, (4)

kde y je vhodné parne &islo. Z (4) plynie podla (1), Ze z € o,
tj, Lcod tj €=oA, o RB+0, o nemdze nastat, ako
sme dokazali. Tym je uloha b) rozrieSena.

Zostava tuloha a). Disjunktnost mnoZin o/, # sa dokaze
prave tak ako v Glohe b). Neexistencia takého rozkladu sa
dokaze tym istym ,trikom“, aky sme pouZili pri rieSeni
Glohy b). Nech r je Tubovolné realne &islo. Z rovnosti
r=4r + 3r plynie res/, ked jreof podla (1) aj ked
3re & podla (3). Teda je # < o/, a teda # = /. Je ale

(B+ONA=R)=>ANB+0,
o nie je mozné. Tym je rozrieSena i uloha a).

Uloha B—I—1 je dost tazka. Aj ked tvrdenia a), b) nie
su prili§ prekvapujica, ich dokaz ma svoju hodnotu a urcxte
stoji za to, aby sa uloha vyrieSila.
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B-1-2

Oznaéme pro prirozené Cislo n a pro realné Cislo x
n
flx) =3 sign(x —i).
i=0

Necht je p dané kladné Cislo. Najdéte vSechna pfirozena
&isla n takova, aby platilo

fdp) = 0.

(Poznamka. Funkce x> signx je definovana na mnozi-
né Z viech realnych &isel takto: Je-li x > 0, je signx = 1,
je-li x =0, je signx =0, je-li x <0, je signx = —1.)

KOMENTAR

Pro feSeni této ulohy by se mohl dat jediny pokyn:
sestrojovat kartézské grafy funkci. Funkce signum vnasi
do soutéze — jak uZ jsme se zminili v komentafi k pfi-
pravnym tloham — rozSifeni tematiky o schodovych funk-
cich.

Na obr. 38—40 jsou naértnuty funkce x > sign x,

x> sign x x> s{q'n (x-1) x'—l sign(x-2)
[ — 17 O [+ o
0 o 7 of 1 2
—-1I 7] B ==
Obr. 38 Obr. 39 Obr. 40
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x > sign (x — 1), x > sign (x — 2); pfitom jsme uZili tech-
niky:

® (plny krouzek)  — bod nalezi grafu;

O (prazdny krouzek) — bod nenalezi grafu.
S pomoci téchto obrazku lze snadno popsat graf funkce

x > sign (x — i), kde i je libovolné pfirozené &islo.
Na obr. 41 jsou grafy funkci fy, f; (fo je funkce sign x —

3t Ommm—
2+ Omem— @ 24 .
1T e 17 oo
o] 1 2 of 7+ 2 3
-19 ~1 Quemmao

_3 1
Obr. 41 |

viz obr. 38), tj. funkci xr>signx + sign(x — 1) a
x - sign x + sign (x — 1) + sign(x — 2). Tyto dva grafy
reprezentuji dva druhy funkeci f,: pro n liché ma tato funkce
nekone¢né mnoho nulovych bodu, pro n sudé¢ ma jediny
nulovy bod. Tuto druhou domnénku potvrzuje i funkce f;,
prvni domnénku potvrzuje graf funkce f; na obr. 42. Ma-
tematickou indukci pro suda a pro licha n se snadno dokaze
(s pomoci grafii), ze pro k = 0,1,2.3,... jsou nulové body
funkce fy;, 4+, viechna &isla otevieného intervalu (k, k + 1),
- funkce f,, ma jediny nulovy bod -- &islo k.
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4+ U
3T °
2 O
11 °
of + 2 3 4 |
- ° 5 9
Y ) 4
-3¢ 3
) 2
-4
1
Obr. 42 I

Obr. 43 0 17 2 3

Regeni ulohy je nejlépe znazornit opét grafem. Obr. 38
az 41 a prislu$na uvaha nas presvédCuji, Ze ty Casti graft
funkci fy, f1, f3, ..., které nalezeji ose x, jsou navzajem dis-
junktni a jejich sjednoceni je kladna poloosa x. Proto ke
kazdému p > 0 existuje jediné prirozené Cislo n takove,
ze f,(p) = 0; dostavame tedy funkci @:

¢: (p—n; f(p)=0).

Jeji graf je na obr. 43. Jeho popisem odpovime na otazku
ulohy.

Je-li p prirozené E&islo, je ¢(p) = 2p; neni-li p pfirozené
&islo, je o(p) = 2[p] + 1. Piitom [ | znagi funkci ,cela
cast z*.
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B-1-3

Funkce f splituje tyto podminky:

1. je definovana pravé pro vSechna realna ¢isla x = 0;

2. f(nx) = f(x) pro vSechna pfirozena na x = 0;

3. flx + 1) = f(x) pro vSechna x = 0;

4. 10) < 0;

5. pro kazdou dvojici &isel x =0, y 2 0 plati f(x) + f(y) =
2 flx +y)

a) Dokazte, e pak pro kazdou trojici pfirozenych &isel

k, 1, m plati ] ]
(k)2 +1(2)
m m

b) Ukazte na piikladg, Ze existuje funkce vyhovujici pod-
minkam (1) az (5), ktera neni identicky rovna nule v intervalu
<0, ).

KOMENTAR

Tato uloha je ukazkou problému, kdy nékolika funkénimi
rovnicemi ¢i nerovnicemi je ur€ena jista mnoZina (rodina)
funkci 2. V nasem pripadé mame dokazat, Ze kazda funkce
feZ ma jistou vlastnost (Giloha a)) a ze X\ (x—0) + 0
(aloha b)).

Doporucujeme vypustit nejprve podminky 3 az 5 a po-
uzit jen podminek 1, 2. Z podminky 2 dostaneme pro x = 1

Vne A f(n) = f(1) .*)

*) A, 2" znadi mnoZinu viech pfirozenych, resp. kladnych racional-
nich ¢isel.
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Oznatime f(1) = a a dosadime do podminky 2 n=m, -

1
x = —; vyjde
m
Yme N f( ) a.
1
Dale dosadime do podminky 2 n = I, x = —; vyjde
m’
(1 1
VimeN: f|— —
m m
neboli
Vxe2*: flx) =a. (5)

Dokazovana nerovnost z ulohy a) pak zni podle (5)

aza+a,
neboli
a<0. (6)

Kdybychom do textu tlohy k podminkam 1, 2 pfipojili (6)
misto podminek 3, 4, 5, platilo by tvrzeni z ulohy a). Zada-
nym piikladem funkce fe 2 je funkce Dirichletova §, de-
finovana takto:

. 0 Vx = 0 racionalni;
0! Xt o
1 Vx = 0 iracionalni.

Funkce ¢ spliiuje i podminky 3 az S z textu ulohy, jak se
snadno piesvédCime; pfi ovéfeni podminky 5 se proberou
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tfi pfipady: x,y racionalni, x,y iracionalni, x racionalni
a y iracionalni.

Vyjdéme pii dokazovani vlastnosti a) z podminek 3 az 5.
Podle podminky 3 je (pro x = 0) f(0) = f(1) = a. Podle
podminky 5 je (pro x =0, y = 1) 2a 2 a, tj. a 2 0. Spoji-
me-li tuto nerovnost s podminkou 4, dostaneme a = 0. Pak
ovSem plati evidentné dokazovany vztah

(e zw ()

a to dokonce se znakem rovnosti.

B-1—-4

Urcete mnozZinu vSech bodii v roving, jejichZz pravouhlé
soufadnice x, y maji tu vlastnost, Ze existuji cela Cisla m, n
takova, Ze plati

Ix—2m|+|y—2nl§1§

< |(x = 2m) + (v — 20)] + [(x = 2m) — (v = 20)]. (7)

KOMENTAR

Nejprve snad poradime feSitelim, aby si text ulohy
trochu pieformulovali: Zvolme bod se sudymi soufadnicemi .
[2m,2n] a sestrojme mnoZinu 4, viech bodi [x; y],
jejichz soufadnice splituji nerovnice (7).

Mame vysetfit sjednoceni viech mnoZzin £, ,, kdyz m, n
probihaji mnozinu vSech celych Cisel. Z této formulace je
patrno, Ze kliCem k feSeni ulohy je prozkouméani jedné
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mnoziny ,,,; ostatni z ni dostaneme pfemisténimi (jsou
s ni shodné). Za tuto vzorovou mnozinu zvolime Z, .
Nerovnice (7) pak zn&ji

X[+l =1,
|x+y|+]x—y|_2_1.

®)

Prvni nerovnice (8) ma jako graf mnoZinu .# viech bodi
v roviné, jejichZ ,,orto-vzdalenost” neboli ,,poStacka vzda-
lenost vzhledem k osam x, y od po&atku [0; 0] je rovna
nejvyse jedné. Tato mnoZina je — jak znamo — uzavieny
Stverec 2 s vrcholy [1; 0], [0; 1], [—1; 0], [0; —1].

To se dokaze napft. vySetfenim priniku hledané mnoziny
se vSemi kvadranty. Tak tieba pro tieti kvadrant plati
x £0, y <0 a prvni nerovnice (8) zni —x — y < 1. PHi-
slusny priinik je prinikem polorovin

xs0, y=0, x+yz2-1

a je to trojuhelnik vySrafovany na obr. 44.

1lo1]
\<+y 2-1

l [19] ]

01'1]

Obr. 44
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Snad by bylo vhodné pohovofit si pii této prileZitosti
o ,,postackeé” vzdalenosti, seznamit se s pojmem metrického
prostoru, ovétit, ze ,,postacka“ vzdalenost spliiuje axidmy
metrického prostoru, Ze jde tedy o model abstraktni struk-
tury. Zvlast je tfeba zddraznit, ze ,poStacka“ vzdalenost je
zavisla na urcité soustavé ortonormdlnich soufadnic, tj. pra-
vouhlych soufadnic se shodnymi jednotkovymi tseCkami
na obou osach.

Dale pokraCujeme ve vySetfovani mnozZiny &, ,, tj. grafu
soustavy nerovnic (8) Vime uz, ze £, < 2; nyni budeme
zkoumat graf druhé nerovnice (8). Jsou rizné moznosti.
Bud rozli§ime &tyfi pripady:

Lx+y=2z0Ax—-y=0;
IL x+y=0Ax—-—y=0;
. x+y=0Ax—y=0;

IV.x+y=0Ax—-—y=0;

nebo pouzijeme transformace soufadnic (otofeni o 45°
v kladném smyslu) a transformacnich rovnic

x+y —-x+y
= 5 f = . 9
SN I N ®)
Tak napt. v ptipad€ II. zni druha nerovnice (8) y = %
a hledany graf je prinik polorovin x +y =0, x — y 0,

y = 4, ktery je vyznaen na obr. 45.

Pfi druhém feSeni uzijeme opét ,postacké™ vzdalenosti,
ale vzhledem k osam x — y =0, x + y = 0. Dostaneme
uzavieny vnéjsek Ctverce

120



x-y <0

0,0) [1.0]

x+y20

x+y=0\

Obr. 45

k+y+x—y21,

neboli podle (9)

=+l 2

J2

‘5—9

ktery je vyznalen na obr. 46 tlustym vytazenim hranice.
Na obr. 46 je viznafena mnoZina £, , Srafovanim; hranice

nalezi k této mnozZing.

F4-]
E1o

[_?"3

Obr. 46

o,
J

il
q
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(24

Obr. 47

Hledané sjednoceni |J#,, vytvoii jekysi ornament
m,n

v roving, ktery je zakreslen na obr. 47.

Uloha B—I—4 nevyzaduje vtip. ale poskytuje dobrou
prilezitost promluvit o ,,postacké* vzdilenosti, o metrickych
prostorech a o transformaci ortonormdlnich soutadnic.

B—-1-5

Je dany trojuholnik ABC; jeho strany maji dizky a, b, c.
Ur¢te bod trojuholnika, ktory ma minimilny sicet druhych
mocnin vzdialenosti od jeho vrcholov. Vyjadrite tento sucet
pomocou dizok stran trojuholnika.

122



KOMENTAR

Aj cena tejto ulohy je skor v prilezitostiach k pouceniu,
ktoré poskytuje nez v jej vlastnom rieSeni; tu to je otazka
volby suradnic a jej vyhody a geometricka interpretacia
vysledku ziskaného vypoctom.

Zvolime ststavu ortonormalnych suradnic tak, aby vrcho-
ly trojuholnika mali siradnice A4 = [0; 0], B = [c; 0],
C = [xo; yo)- Ortonormalne suradnice volime preto, Ze
budeme pracovat so vzdialenostami. Vyhoda metody si-
radnic je v tom, Ze si nemusime v§imat, ¢i je A\ABC ostro-
uhly, pravouhly ¢ tupouhly, Ze nemusime zohladiovaf
polohu bodu M trojuholnika ABC vzhladom k vrcholom,
dokonca ani to, ¢i bod M roviny ABC patri k trojuholniku
ABC ¢i nie, vietky tieto situdcie sa odbavia jedinym vypoc-
tom.

Oznacime suradnice premenného bodu M = [x; y]; este
si uvedomime, Ze nekolinearnost bodov A4, B, C je ekviva-
lentna s podmienkou y, # 0. Vypocet budeme samozrejme
sprevadzat naértkom (obr. 48).

y
C= [x, ' Yo
b a
X
Obr. 48 AF[00] ¢ B=[c,0]

Funkcia premennych x, y, ktorej] minimum mame vyse-
trovat, je
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o =(x*+y%) + [(x = ¢ + ] + [(x — x0)* + (v = ¥0)*],
po uprave
o = 3x* + 3y® — 2xo + ¢)x — 2yoy + x5 + ya + ¢. (10)

KIacom k dalSej uprave je poziadavka, aby sa premenné
x,y vyskytovali iba v mnoho¢lenoch, ktoré su zakladmi
druhych mocnin; toto dosiahneme upravou (10):

SNENLET) SN

2 2
—(—{O—gﬁ-%+xé+yé+cz. (11)

Tato funkcia nadobudne minimum o, prave ak plati

x0+C
=0, —-—=0. 12
. y-3 (12)

Toto minimum je podla (11)

(xo +¢* 3
SR N (E

Geometricka interpretacia vysledkov (12), (13). Cisla
x = ¥(xo + ¢), ¥y =3y, su aritmetické priemery suradnic

vrcholov. AABC [x =30 + xo + ¢), y =30 + 0 + yo)];
preto je hladany bod M s minimalnym o taziskom AABC.

6o = X5+ y3 + ¢ —

Z rovnic x3 + y§ = b%, (xo — ¢)* + y& = a* vypotitame
2cxo = b? + ¢ — a®
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a dalej (xo + ¢)* = (xo — ¢)* + 4cxo =
=2b%* + 2¢* - a* — y}. (14)

Po dosadeni z (14) do (13) po Gprave dostaneme

0o = 3a* + b* + ).

B—-1-6

V rovine je dana kone¢na mnozina .# bodov, z ktorych
kazdé dva maju vzdialenost | < 1. Dokazte, ze existuje pra-
videlny osemuholnik A;4,... Ag s polomerom vpisanej
kruznice ¢ = % tak, Ze Sestuholnik, ktory je prienikom
polrovin

AgA A, N AjA, A3 N Ay A3Ay N A3 ALAs 0

N AyAsAg N AgA7Ag,
obsahuje vSetky body mnoziny ..

KOMENTAR

V suvislosti s rieSenim ulohy B—I—6 by bolo uzito¢né
zoznamit rieSitelov s elementarnymi geometrickymi pojma-
mi a vyslovit obecny problém, ktorého zvlastnym pripadom
je uloha B—I—6. Struény vyklad je v ¢lankoch L, IL, IIL

L Ak je .# konetnid mnoZina bodov (na priamke, v ro-
vine alebo v priestore), nazveme najvadsiu zo vzdialenosti
dvojic jej bodov priemerom mnoziny .#; teda

d = max XY.

X, Yedl
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Obr. 49

Podla tejto definicie ma jednobodova mnozina priemer 0,
priemer dvojbodovej mnoziny {A, B} je vzdialenost AB,
priemer trojbodovej mnoZiny {4, B, C} vrcholov trojuhol-
nika je diZka jeho najvi&ej strany atd.

Il. Ak je dana mnozina .# v rovine a ,vzorovy“ obra-
zec ¥” taky, Ze sa da zostrojif obrazec ¥, pre ktory plati
¥ >~ a V" oM, povieme, Ze obrazec ¥~ pokryva mno-
zinu .# a Ze obrazcom ¥~ se da pokryt mnozina ..

Pomocou tejto fraze sa niektoré situacie daju popisat
struénejsie. Tak napriklad obr. 49 sa da popisat vetou:
Jednotkovym S§tvorcom sa da pokryt trojuholnik o strane
dizky 1. Obrazec (Sestuholnik) x, o ktorom sa hovori v texte
tilohy B—1—6, je vysrafovany na obr. 50. Uloha B—1—-6
sa teda da formulovaf takto: Sestuholnikom x sa da pokryt
kazda kone¢na mnozina .# v rovine o priemere d < 1.

III. V prvej polovici XX. storocia vyslovil franctzsky
matematik Lebesgue (Citaj Lebeg) tzv. tabulkovy problém;
tabulkou nazyval Lebesgue rovinny obrazec, ktorym sa daju
pokryt vietky mnoziny bodov o priemere 1. Problém znie:

Ur¢it tabulku s minimalnym obsahom.
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Tento problém zatial nie je rozrieSeny. Su znime nie-
ktoré tabulky napr. tzv. Jungov kruh o polmere /3 (obsah
1,047...), jednotkovy Stvorec (obsah 1), pravidelny Sest-
uholnik o strane dizky 4./3 (obsah 0,866. . .). V poslednych
desatroCiach sa ziskali zmenSovanim pravidelného Sest-
uholnika dalSie tabulky. Minimalna tabulka doposial zo-
strojena ma obsah 0,844. . .. Pre obsah P minimalnej tabulky
mame i odhad zdola: je P > 0,825.

Po tomto vyklade mdZeme eSte raz znovu formulovat
ulohu B—I—6: mame overit, ze Sestuholnik z obr. 50 je
Lebesgueovou tabulkou.

IV. Doporucujeme Citatefom, aby najprv dokazali, ze
jednotkovy Stvorec je tabulkou. Zvolia priamku p a vSet-
kymi bodmi mnoziny ved rovnobezky s priamkou p. Vsetky
body mnoziny .# lezia v pase roviny, ktoré¢ho hranice st
priamky p; | p, p, | p. Vzdialenost priamok p;,p, sa na-
najvysie rovna 1 (ina¢ by body mnoziny .# leziace na priam-
kach py,p, mali vzdialenost vid¢siu nez 1). Ak zopakuji
tento postup pre priamku g L p, najdu pravouholnik (prie-
nik dvoch pasov roviny), ktorého strany maja dizku najvyse
rovnu 1. Tento pravouholnik sa d4 lahko zvacsit na jednot-
kovy Stvorec, ktory je tabulkou.

Teraz vpiseme do jednotkového Stvorca pravidelny osem-
uholnik (obr. 51). Ak vo vnitri jedného z vySrafovanych
trojuholnikov lezi bod X € .4 neméZe vo vnutri vySrafova-
ného trojuholnika naproti lezat ziadny bod Ye .4, pretoze
by potom bolo XY > 1. Preto sa da aspon jeden z vySrafo-
vanych trojuholnikov oddélit od $tvorca ABCD a zbyvajaci
patuholnik zostane tabulkou. Ak zopakujeme rovnaky po-
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S
D c D Z_ ¢ __
S
N L
./ s 1
7
X < / \ /7;—
A B A s B
V2
Obr. 51 Obr. 52

stup s trojuholnikmi pri vrcholoch B, D, zistime, Ze sa od
stvorca ABCD daju oddelit trojuholniky pri dvoch sused-
nych vrcholoch §tvorca a zbyvajuci Sestuholnik zostane
tabulkou.

Obsah tejto tabulky vypocitame pomocou obr. 52. Zrejme

je % + s+ % =1 (sje dizka strany pravideIného osem-
uholnika, vpisaného do jednotkového $tvorca), tj. s = /2 — 1.
Obsah jedného z oddelenych trojuholnikov je

1<\/2- 1>2=(¢2— 1P _3-242

2\ 2 4 4

Obsah tabulky teda je

~2.J2
1—2.3—-4—‘—/—= 1-(1,5-2) =/2-05=0914. ...
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KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE C
1. KOLA

C-I-1

Urcte vsetky Stvorciferné Cisla, z ktorych kazdé ma sa-
Casne nasledujuce vlastnosti:

a) je siétom druhych mocnin troch bezprostredne po sebe
nasledujtcich parnych prirodzenych ¢isel;

b) je delitelné &islom 28.

KOMENTAR

Hladané ¢islo ozna¢me N, potom existuje prirodzené ¢islo
n = 2 tak, ze

N =(2n—2)* + (2n)* + (2n + 2)?, (1)
Cize
N = 4(3n* + 2). (2)
Rovnica (1) dava najvyhodnejsi tvar vyjadrenia sutu
druhych mocnin troch bezprostredne po sebe nasledujtcich
parnych prirodzenych Cisel.
Podla predpokladu je N = 28N’; z (2) plynie potom
3n* +2="1N’,

urCte vSetky celé Cisla n, pre ktoré je prirodzené (islo
3n* + 2 nasobkom siedmich.
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Mnozina Cisel n, ktoré su rieSenim tejto ulohy, je zrejme
nekone¢na. Je vidiet, ze bude treba zistit, do ktorych zbyt-
kovych tried modulo 7 budu patrit hladané n; povedané
jazykom 8koly: aké zbytky pri deleni ¢islom 7 budu davat
prislusné cisla?

Odpoved na tato otazku sa najde experimentalne. Zo-
stavi sa tabulka:

n 0 1 2 3 4 5 6
Zbytkova trieda | n° O] 1[4 | 2]2]4]1
(Ty y
mod 7 ¢isla 32 0 3 5 6 6 5 3
3 +2| 2 5 0 1 1 0 5

Teda je bud n = 7k + 2 alebo n = Tk + 5, kde k je celé
Cislo. Ak je n = Tk + 2, je 3n* +2 = 3.49k* + 3.28k + 14,
tj. podla (2)

N = 28(21k* + 12k + 2). (3)

Ak je n=Tk+5, je 3%+ %=3.49> + 3.70k + 77,
tj. podla (2)
N = 28(21k? + 30k + 11). (4)

Vzorce (3) a (4) davaju vietky mozné rieSenia ulohy bez ob-
medzenia na Stvorciferné ¢isla. Naozaj, ked dosadime do (3)
alebo (4) Tubovolné celé &islo k, dostaneme nasobek &isla 28.
Iste nevadi, ak rozrieS§ime najprv tto trochu vSeobecnéjSiu
ulohu.
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Teraz uplatnime obmedzenie na Stvorciferné Cisla, tj. po-
ziadavku 1000 < N < 10000. Podla (3), (4) dostaneme
jednak sustavu nerovnosti

1 000 10000
— <21k + 12k + 2 , 5
g = + +2< % (5)

jednak ststavu nerovnosti

1 000 10000
PO 1k 4 30k 4+ 11 < —2 6
gy =2 F e < ©)

Sustavu (5) upravime na tvar

35 < 21k* + 12k + 2 < 358. (7)

Zostavime tabulku:

k ~5|—4|-3|-2|-1l0|1|[2]|3]4
(T2)

21k* + 12k + 2 467|290 155| 62 | 11| 2 | 35 |110|227| 386

Stipce —4, —3, —2 vyhovuja sice nerovnostiam (7), ale
vzorec n = 7k + 2 dava zaporné n. Dalej vyhovuja nerov-
nostiam (7) stipce 2, 3*); prisluiné hodnoty n st 16 a 23.

Sustavu (6) upravime na tvar

35 < 21k + 30k + 11 < 358. 8)

*) Pre kazdé k > 3 alebo k < —4 nie je splnena nerovnost (7) ani ne-
rovnost (8); to-vyplyva z priebehu kvadratickej funkcie.
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Zostavime opit tabulku:

k —5(—-4|-3|-2|—-1]{0 |1 |2 3|4

(T3)
21k% + 30k + 11 |386(227 {110 35| 2 | 11 | 62 [155(290|467

Stipce —4, —3 vyhovuju sice nerovnostiam (8), ale vzorec
n =Tk + 5 dava zaporné n. Dalej vyhovujii nerovnostiam (8)
stipce 1,2, 3; prislusné hodnoty n su 12, 19, 26.
Dostavame teda 5 rieSeni; su to Cisla 8 120, 4 340, 1 736,
3080 a 6 356. Vsetky tieto Cisla su delitelné ¢islom 28 a plati:
8 120 = 50% + 52 + 542,
4340 = 36 + 382 + 407,
1736 = 222 + 242 4 262,
3080 = 30% + 32% + 342,
6356 = 44% + 46% + 482,
Riesenie tlohy je ¢asove dost naro¢né; z ¢asti je deduktivne,
z Casti experimentdlne (opiera sa o zostavenie tabuliek

(Ty), (T), (Ts). Zakladnou myslienkou je najst zbytkové
triedy modulo 7, do ktorych patria hladané ¢isla n.

C-1-2

Jsou dany tii koneéné mnoziny 4, .#,, 4, pro néz plati
MMMy, = My My = My M, * (. Oznalme po Fade
D, S12, S23, S31 poCty prvkQ mnozin My N My N M,
My O My, My O My, MO M. Je-li kazdé 7 Cisel sy, 553, 531
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vetsi nez p, pak lze sestrojit trojuhelnik, jehoz strany maji
délky '

L N T 9)
S12 $23 S31
Dokazte.
KOMENTAR

Ackoli je myslenka diikazu zcela jednoducha, vyzaduje
vypocet trochu zamysleni. Je jasné, Ze je tieba dokazat, ze
Cisla (9) splituji trojuhelnikové nerovnosti; to je nutna i po-
staCujici podminka pro sestrojitelnost trojihelnika, jehoz
strany maji délky

le—i, y=1—i, z=1—L.
523 S31 S12

Dukaz lze provést v podstaté dvojim zpliisobem:
I. Dokazese,zeplati x + y >z, y+z>x,z + x > ).

1L Cisla x, ¥,z se uspotadaji, necht je napf. z = y = x;
pak stac¢i dokazat z < x + y.

Tato dvé& kritéria (postadujici podminky) pro sestrojitel-

M,

Obr. 53 1 n
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nost trojuhelnika ze tfi stran by si méli fesitelé pfi této pii-
lezitosti pfipomenout.

Zavedme oznaceni po¢tu prvki podle Vennova diagramu
na obr. 53; mnozina .#, je tu vyznalena tlustou &arou;
obdobné by se mohly vyznacit mnoziny .#,, .#;. Podle
obr. 53 plati

S12 =hy +ny +p, Sp3 =Ny +n3 +p,
S31=n3+n1+p.

Postup 1. Doporudujeme feSitelim, aby si pro formalni
zjednoduseni vypoc¢tu zavedli znaleni n; + n, = ¢,
n, +ny=a,ny+n =b Pakjea+p=n,+n;+p=
= $,3 > p, tj. a > 0 a obdobné b > 0, ¢ > 0. Dale je

S;12=C+p, S;3=a+p, ss1=b+p,
a b ¢

= —F z = .
# b+p c+p

x (10)

—3 a + p 5
Dokazme nyni nepfimo tieba nerovnost x + y > z. Pfed-
pokladejme, Ze plati x + y < z, tj. podle (10)
a b c
+ .
a+p b+p cH+p

A

Odtud dostaneme po Upravé
p*(a+ b —c) + 2pab + abc £ 0. (11)

Protoze a + b — ¢ = 2n3 2 0, 2pab > 0, abc > 0, dava (11)
spor.*)

*) Diikaz lze provést i bez zavedeni proménnych a, b, c.
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Postup I1. Zvolme oznaleni tak, Ze je n; = n, = nj. Pak
plati
zZy2x,
nebot
n
ny + n, . + n3

_n1+n2+p=n1+n3+p_

z

b

jak zjistime z nerovnosti
(ny + ny)(ny + ns + p) = (ny + n3)(ny + ny +p).
Obdobné dokazeme y = x.

Nyni sta¢i dokazat nerovnost x + y > z. Kdyby platilo
x + y < z, bylo by

n, + nj - ni + ny < ny + n;
n,+nys+p ny+n+p-n+n+p

(12)

Je-li ny + 0, dostaneme

ny + ny ny + ny ny
= > ,
ng+ny+p ng+n,+p ny+n,+p (13)
n2+n3 > n2+n3 . n,
ny,+ny+p n+ny+p ng+n,+p

Spojenim (12) a (13) vyjde

ny + n, ny + ny,
>

n+n,+p n +n,+p’
coz je spor. Je-li ny = 0, zni (12)
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ny n, ny + n,

+ < .
ng+p ny+p ng+n,+p

(14)

ProtoZe je sy3 > p, 523 > p, je ny > 0, n, > 0; z (14) pak
plyne
ny +n n n
1 2 > 1 + 2 ,
n1+n2+p n1+n2+p n1+n2+p

coZ je opét spor.

Uloha C—I—2 je pomérn& dosti obtizna, nebot Fesitelé
kategorie C nemaji zpravidla zb€hlost v praci s nerovnostmi.
Rozdil mezi postupem I. a II. je v tom, Ze v I. se zbavujeme
zlomkd, v II. s nimi pracujeme. Oba dikazy jsou nepfimé,
v obou musime vyuzit pfedpokladu s;, > p, 5,3 > p, 531 > p,
z néhoz plyne, ze nejvyse jedno z Cisel ny, n,, n3 mize byt
rovno nule (pfi postupu IL je to ns, které je nejmensi). Pi
postupu 1. nemusime $tépit nepiimy diikkaz na dva ptipady
jako pfi postupu II., kde rozeznavame piipady n; + 0
a ny = 0. Postup L je asi méné ,trikovy* nez postup IL.,
a proto pristupnéjsi.

V kazdém pripadé by si mél kazdy fesitel tlohu ,,ohmatat*
tim, Ze by si volil ¢iseln€ pocty prvki n,, n,, ns, napt. podle
obr. 54. Pfitom by zaroven hned jisté vyloucil moZnost
n, =ny = 0.

Obr. 54 v
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C-1-3

Cestovna kancelaria organizovala 4 typy tyzdennych re-
kreacii, z ktorych sa ziadne dve ¢asove neprekryvali; oznac-
me ich A4, B, C, D. Pracovnifka cestovnej kancelarie zistila:

Na rekreacie 4, B, C, D sa za radom hlasi 195, 203, 106,
329 o0s6b, pritom sa nikto nehlasi na prave tri z tychto
rekreacii. Na prave dve rekreacie sa hlasi 267 Tudi, a to na
rekreacie 4 a B 64 [udi, na rekreacie 4 a C 58 [udi, na re-
kreacie B a C 32 oso0b, na rekreacie C a D 14 0sdb a na
rekreacie B a D 51 osob. Na vsetky $tyri rekreacie sa pri-
hlasili dvaja Tudia.

Moze pracovnicka z tychto udajov zistit:

a) kolko Tudi sa prihlasilo na prave jednu z tychto re-
kreacii;

b) kolko Tudi sa celkom prihlasilo na organizované re-
kreacie?

KOMENTAR

Uloha C —I— 3 prave tak ako uloha C —I—2 ma tematiku
z tzv. modernizovanej $kolskej matematiky. Ked na jednej
strane uloha C—1—2 vedie vlastne na algebraick(, tlohu
(manipulacia s nerovnostami), uloha C—I—3 na druhe;j
strane podstatne vyuziva Vennove diagramy a tym obchadza
rieSenie sustavou linearnych rovnic, ktoré by bolo zbyto¢ne
zdihavé a Ginavné.

Ugastnici prihlaseni na jednotlivé rekreacie tvoria Styri
mnoziny .o/, A, 6,2 (oznatime ich suhlasne s rekreaciami)
a poradime riesitelom, aby si pripravili zakladni schému
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(Vennov diagram pre ich prieniky a zjednotenia napriklad
v tomto tvare (obr. 55). Ozna&enie jednotlivych oblasti &isla-
mi v dvojkovej ststave je vyvhodné a lahko zrozumitelné:

/
A B

1000 {4100 \ 0100

1010 | 1110 | 0110 | 5010 \C

1011 1 o111 | 0011

D
1001 | 1101 | oto1| 0001

Obr. 55

napr. oblast 1011 vyznacena na obr. 55 hrubou hranicou je
prienik o "B N E N2, kde £’ je mnozina doplitkkova
k 4. Udaje o poéte prvkov jednotlivych oblasti zapiSeme
podla textu do nasledujucej tabulky:

(Ta)

1000{0100{0010{0001 11001010 {1001|0110{0101|{0011|0111{1011|1101|1110{1111

64| S8 321 51 14 0 0 0 0 2

267

Podla textu je sticet Cisel v stipcoch 1100, 1010, 1001, 0110,
0101 a 0011 rovny 267, sucty vietkych &isel v stipcoch, ktoré
maju na prvom (druhom, trefom, §tvrtom) mieste jednotku,
su za radom 195, 203, 106, 329. Aj tieto zdznamy by mali
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rieitelia previest, lebo v nich je vlastne matematizacia situa-
cie danej v slovnej ulohe.

Prvym impulzom je pokyn nahradit v schéme z obr. 55
dyadické oznacenia poli ¢islami, ktoré znamenaji pocty ich
prvkov. Potom vyjde ako vysledok obr. 56. Ulohou je do-
plnit vSetky prazdne polia na obr. 56; potom budeme moct
zodpovedat vSetky mozné otazky, teda i otazky ulohy.

Poslednym impulzom méze byt pokyn, v akom poradi
sa maji polia vypliovat. M6Ze to byt napr. (podla obr. 55):

a) 0100 (2 ma 203 prvkov);
b) 1001 (vid horeni tabulku (T,));
¢) 1000 (o ma 195 prvkov);
d) 0010 (¢ ma 106 prvkov);
e) 0001 (2 ma 329 prvkov).

Takto vyplneny diagram je na obr. 57. Odpoved na obe
otazky znie: Na prave jednu rekreaciu sa prihlasilo 291 osob,
vietkych prihlasenych os6b bolo 560. Je to suéet &isel v po-
liach 1000, 0100, 0010, 0001 a sucet vsetkych Cisel vSetkych
poli.

64 - 23 (64 54
C
58| 0 | 32 58| 0 |32 |0
ol21]o0 0] 2| 0 |14
0| 51 48 | 0 | 51 |214
D
Obr. 56 Obr. 57
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Postup, ktory v predchadzajucom odporucame, sa mozno
zda byt zbytocne rozvlekly, myslime si ale, Ze je didakticky
velmi vhodny. To by sa najlepsie ukazalo, keby sme riesili
ulohu pre 7—8 mnozin; potom by bolo ale lepSie nahradit
schémy na obr. 55, 56, 57 tabulkami obdobnymi k (T,).

Cc—1-4

Je dany trojuholnik, ktorého Ziadna strana nema dizku
vacsiu nez 1. Dokazte, Ze ho mozno umiestnit do kruhu
o polomeru % ,/3.

KOMENTAR

Tato dokazova uloha patri k ulohdm o tzv. ukladaniu (La-
gerung), ktorymi sa zaobera diskrétna geometria, geometria
konvexnych utvarov i kombinatoricka geometria. Ide tu
zrejme o odhad polomeru prislu$ného kruhu.

Nepatrné experimentovanie da hypotézu, ze dokaz je
velmi jednoduchy pre tupouhly a pravouhly trojuholnik.
Jeho najdlhsia strana — oznaéme ju AB — ma dizku AB< 1
a protilahly uhol je <ACB = 90°. Vnutraj$ok kruhu ¢
zostrojeného nad priemerom AB je mnozina vSetkych bo-
dov X v rovine daného trojuholnika, pre ktoré plati

90° < xAXB = 180°,

teda je Ce A . Teraz stadi zostrojit kruh 4 o polomere
1/3 sustredny s A" Pretoze je 3./3 > % 2= 34B, je
ANABC ¢ A < A",
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Zostava vySetrit ostrouhly trojuholnik. Najva&si z jeho
uhlov ma vzdy velkost >60°; ak by bolo a < 60° A f <
< 60° A y <60° bolo by o+ f+ y < 180° a to nie je
mozné. Zvolme oznacenie tak, aby bolo « = 60° a oviem
zaroven a < 1. PouZijeme znamy vzorec

a=2rsina, (15)

kde r je polomer kruznice opisanej danému trojuholniku
ABC. Vzorec (15) vyplyva z pravouhlého trojuholnika BMS,
kde M je stred strany BC, S je stred kruZnice k opisanej
trojuholniku ABC (obr. 58). Zo vzorca (15) vyplyva

a 1 _\/3'

BT
2

2sin o

lIA

pretoze 90° > o = 60°, tj. 1 > sin«
Kruh so stredom S a polomero
trojuholnik ABC.
Hranicu §./3 pre polomer kruhu nemozno dalej znizit,

233
m 3./3 obsahuje teda

Obr. 58
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pretoze medzi vySetrované trojuholniky patri aj rovnostran-
ny trojuholnik o stran& dizky 1. Najmensi kruh, ktory tento
trojuholnik obsahuje, je kruh obmedzeny kruznicou opisa-
nou a ta ma polomer 3.7./3 = §./3.

Zamyslime sa e$te nad predchadzajucim dokazom. Za-
kladnou myslienkou bolo pouzitie kruznice opisanej troj-
uholniku a jeho nejvacsieho uhla. Na prvom mieste teda
mal byt pripad ostrouhlého trojuholnika ABC. Ak je vSak
trojuholnik ABC pravouhly alebo tupouhly, neda sa uve-
deny postup s opisanou kruZnicou pouzit a musi sa previest
uvaha, s ktorou sme zacali.

Ponuka sa eSte moznost pouZzif najmensi uhol trojuhol-
nika ABC, aby sme nemuseli §tépit dokaz na dva pripady.
Najprv nepriamo ukazeme, Zze najmensi uhol ma velkost
<60° a potom vyuzijeme obr. 59, kde oznacenie je zvolené
tak, aby y bol najmensi uhol.

PretoZe je AC £ 1, BC £ 1, lezi (vysrafovany) trojuholnik
ABC vo vyseCi CPQ, kde CP = CQ =1, £xPCQ = 60°.
Teraz staci ukazat, ze tato vyseC lezi v kruhu obmedzenom
kruznicou opisanou rovnostrannému trojuholniku CPQ;
tato kruznica ma polomer 3./3.

Obr. 59
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V tychto zdovodneniach, kde ide vlastne o konvexitu,
bude asi v rieSeni vZdy nieco intuitivne. Myslime, Ze sa s tym
mozeme uspokojit, pretoze dolezitejsia je myslienka dokazu.

C—-1-5

Dany je rovnostranny trojuholnik ABC a lubovolny jeho
vnutorny bod M. Pity kolmic zostrojené bodom M na strany
AB, BC, CA oznacte postupne P, Q, R.

Obr. 60 = )
A P vy B
a) Dokazte, ze sucet PB + QC + RA je rovny polovic-
nému obvodu trojuholnika ABC.

b) Plati vlastnost uvedena v odseku a) i pre body M le-
ziace na obvode trojuholnika ABC?

KOMENTAR

Reseni. Situace je na obr. 60. Pravdépodobné kazdy fe-
Sitel zacne pocitat s pouzitim Pythagorovy veéty na Sest
pravouhlych trojuhelniki, které vidi na obr. 60. Jakysi vtip
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je snad jedin€ ve vhodnych tpravach. Oznacime-li a délku

strany trojuhelnika ABC, dale x, y,z a x4, y;, z; délky use-

¢ek podle obr. 60, dostaneme rovnice:
x24+xi=(a—y?+i,
V4+yi=(a-zP+, (16)
22 +z1 =(a — x)* + xi.

Rozvedeme-li druhé mocniny dvojclent a seCteme-li vSechny

tfi rovnice (16), dostaneme

X+y+z=3a.

Tento postup zastava v platnosti i tehdy, kdyz nékteré
z pravouhlych trojuhelnikti degeneruji v tisecku nebo bod,
tj. kdyz bod M lezi na hranici AABC. (Napi. kdyz je
M=A4,jex=0,y=a,z=13a)

Tim jsme odpovédéli na ob¢€ otazky tlohy.

Uloha C—1-S5 poskytuje piilezitost zabyvat se podrob-
néji situaci z obr. 60. Pomoci obsahi AABM, ABCM,
ACAM odvodime pro &isla xy, yy,z; vztah

Xy + Y1+ 2 = 3a./3; (17)
v = 3a./3 je délka vysky AABC, vzorec (17) se da odvodit
také pomoci obr. 61.
Zde je
MQ = MN + NQ, MN = MP = iMT,
NQ=TU =TQ',
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Obr. 61

Cl

a tedy
MR + MQ + MP = MR + $MT + TQ' + MP =
=MR +MT+ TQ =RQ =v.

Kazdému bodu AABC je prifadéna jedina trojice nezapor-
nych &isel [xy, yy, z |, ktera splje (17) — obracené kazdé
takové trojici je pfifadén jediny bod M trojuhelniku ABC.
Tim jsou zavedeny tzv. trilinedrni soufadnice bodu M =
=[x, ¥y, 2, ], které oviem nejsou nezavislé a z nichz kazda
se pohybuje v intervalu <0, v). Tyto soufadnice lze rozsifit
na celou rovinu, pfipustime-li za né€ i €isla zaporna a cisla
Vetsi nez v.

Druha poznamka: Zkoumejme, zda a jak se da uloha
C—1-5 rozsifit na libovolny ostrouhly trojuhelnik. Rov-
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nice (16) se zméni tak, Ze se v nich misto a budou vyskytovat
po tad¢ délky stran a, b, c¢. Vysledna rovnice pak bude

bx + cy + az = ¥a* + b* + ¢?).

Tato rovnice by mohla byt vychodiskem pro zavedeni dal-
Sich soufadnic.

C-1-6

V roviné jsou dany dva rtzné body A4, D. Dale je dano
Cislo r takové, ze r > 3AD. Urdete geometrické misto prii-
seCiku uhlopricek vSech rovnoramennych lichob&znikt
s ramenem AD a s polomérem opsané kruznice r.

KOMENTAR

Jde o dost fadni konstrukéni ulohu s tematikou ,,obvodovy
Gthel“. Nad tétivou AD sestrojime kruZnici k = (S, r); body
A, D ji rozdéli na dva neshodné oblouky, zbyvajici vrcholy
B, C kazdého z hledanych lichobéznik lezi na vét§im z téch-
to obloukt; oznaéme jej o,. Na obr. 62 je nacrtnut jeden
z rovnoramennych lichobéznikit ABCD: Na zakladé vlast-

Obr. 62




Obr. 63

nosti obvodovych thli je £« ACD = ¥ ABD = w, vzhledem
k symetrii je ¥ ACD = <BDC =w, XxABD = ¥xCAB=w.

Pro trojuhelnik ADP tedy plati
y=180° —a — f = 2w,

nebot je (¢ + w) + (8 + w) = 180° (AB || CD). Bod P tedy
nalezi tomu oblouku o) kruZnice k' sestrojené nad tétivou
AD a urCenému obvodovym uhlem 2w, ktery lezi v polo-
_rovin& ADo; (obr. 63).

Kazdy bod P # A,D oblouku o} je prusefikem uhlo-
pric¢ek nékter¢ho lichobézniku ABCD vepsaného kruznici k;
tento lichob&znik se sestroji podle obr. 63. Vyjimku déla jen
stted M oblouku 0}, kdy pfislusny lichob&éznik ptejde v. pra-
vouhelnik 4B,C,D (viz obr. 63).

Hledana mnozZina pruse¢ika P (geometrické misto) je tedy
oblouk 0 bez boda 4, D, M.
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Uloha C—1—6 snad nepotiebuje pokyny k feseni, jediné
snad pokyn: ,,v§imni si uhlu < APD"“. OvSem i tento pokyn
je zbytecny, sestroji-li fesitelé — jak se slusi — nékolik
lichobézniki ABCD a bodd P a z nazoru odhadnou, ze
hledané geometrické misto je oblouk kruznice; pak je cel-
kem jasné, ze se tvrzeni bude dokazovat pomoci obvodového
uhlu. :
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KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE Z
1. KOLA

Z-1-1

a) Ak dosadime za n celé ¢isla do zlomkov

18n+ 13 5Sn+7 24n+ 13
1ln+ 8 12n+ 17 39n + 21°

dostaneme vzdy zlomok v zadkladnom tvare. Dokazte!

b) Plati to isté pre zlomky
2n4+7 291+ 31 79n + 25 5
19n + 15" 32n+ 41" 24n+ 7

KOMENTAR

Tato uloha je jednoduché a originalna aplikacia elemen-
tarnej Ciselnej tedrie na aritmetiku racionalnych &isel. Cast
a) aj Cast b) obsahuje po troch tlohach toho istého druhu,
ktorych presna matematicka formulacia znie:

A) pre vietky ne € plati D(18n + i3, 11n + 8) = 1;
resp.

B) pre vietky ne® su &isla 18n + 13, 11n + 8 nestdelné.

Pritom € oznaGuje mnozinu vietkych celych &isel, D(x, y)
je najvacsi spolocny delitel Cisel x, y.

Ak zostavime formulaciu A), mame uZ prvy impulz k rie-
Seniu vSetkych Siestich diel¢ich uloh.
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Druhy impulz moze byf tento: Ak mame dokazat, ze
Vne® je D(18n + 13, 11n + 8) = 1, budeme skumat viet-
kych spolo¢nych delitelov &isel 18n + 13, 1ln + 8, a to
pre kazdé cislo n. Uvedené tvrdenie plati prave vtedy, ak
sa ukaze, ze kazdy spolo¢ny delitel je bud 1 alebo —1.

Nech teda je 6 spolo¢ny delitel Cisel 18n + 13, 11n + 8;
potom plati

18n + 13 = ba, 1ln + 8 = 6b, (1)
kde a, b su &isla z €. Z rovnic (1) vylagime n

11(18n + 13) — 18(11n + 8) = §(11a — 18b),
t. j.
143 — 144 = §(11a — 18b),
t. j.
o(11a — 18b) = —1. 2)

Predchadzajici vypocet je analyza lohy.

Teraz je treba vyuZit rovnicu (2). pretoze 11a — 18he®,
plynie z (2), ze 6 = +1, 11la — 18b = +1. Dokazali sme
teda: Vne € plati: Ak je 6 spolo¢ny delitel Cisel 18n + 13,
I1n + 8, je 6 = +1, tzn. obe Cisla su nestidelné a zlomok
M je v zakladnom tvare.
11n + 8

Podobne sa riesia dalSie dve ulohy v oddeleni af.

Analyza pri rieSeni Gloh oddelenia b) bude rovnaka. Napr.
prvy zlomok da sustavu

12n + 7 = da,

abe%. (3)
19n + 15 = 6b .
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Po vyluéeni n dostaneme

7.19 -12.15= 5(19a — 12b),
t. zn.
—47 = 6(19a — 12b).

Pretoze 47 je prvodislo, moZe byt 6 = +1, 6 = +47
a odtial plynie 19a — 12b = F47, 19a — 12b = F1. Sku-
majme teda, pre ktoré a, be € plati

19a — 12b = +1. ‘ . (4a)

Vypocet urobme skusmo: Napiseme postupnosti nasob-
kov ¢isel 12,19 a vykladame nasobky, ktoré sa liSia o 1.

Dostaneme:

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, ...
19, 38, 57, 76,95, 114, 133, ... .

Teda je
19.5-12.8=—1. (4b)

Po porovnani (4a), (4b) zvolime a = 5, b = 8 a z ktorejkolvek
rovnice (3) vypocitame n = 19. Pre n = 19 naozaj je

12.19+7 235 47.5 5

19.11+15 376 47.8 8’

12n + 7
t. J. zlomok —
197 + 15

Tym sme nashi protipriklad: nasli sme aspon jedno n
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12n + 7

(n = 19), pre ktoré nie je zlomok T zakladnom
tvare. Pre iné n oviem moze byt tento zlomok v zakladnom
12.1+7 19

tvare; napriklad pre n =1 dostaneme —— =—
19.1+15 34

a to je zlomok v zdkladnom tvare. Upozornime na rozdiel
struktury rieSenia Gloh skupin a) a b):
skupina a) skupina b)

Musime dokazaf, ze pre Musime najst aspon jedno
vetky ne € su Ccitatel a ne %, pre ktoré je Citatel
menovatel zlomku nesadel- zlomku stdelny s menova-
né Cisla telom.

Obdobne sa riesia druhé dve ulohy skupiny b).

Predchadzajice rieSenia su ,,prili§ algebraické™ pre riesi-
telov kategorie Z. Ukazeme iné primitivnejsie rieSenia, ktoré
maju v podstate ta ista logickt Struktiru. RozrieSime tretie
ulohy z oboch skupin.

Predpokladajme, ze ¢isla 24n + 13, 39n + 21 maju pre
niektoré n istého spolo¢ného delitela. Potom tento delitel
maju dvojice

39n + 21, 24n + 13

24n + 13, 15n+8 =(39n + 21) — (24n + 13),
15148,  9n+5 =(4n+13)— (151 + 8),
O + 5, 6n+3 =(15n+ 8) — (9n +5),
6n + 3, 3n+2 =(9n+5)—(6n+3),

3n + 2, = (6n + 3) — 2(3n + 2).
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Posledné dve &isla ale maju pre kazdé n len spolo¢nych
delitelov +1. Preto su ¢isla 39n + 21, 23n + 13 pre kazdé n
nesudelné.

Predpokladajme, ze Cisla 79n + 25, 24n + 7 maju pre
niektoré n istého spolo¢ného delitela. Potom tohto delitela
maju dvojice:

79n + 25, 24n + 7,

24n + 7, Tn+ 4 = (79n + 25) — 3(24n + 7),
n + 4, 3n—5=24n+7) - 3(7n + 4),
3n -5, n+14=(Tn+4)—203n-5),
n+ 14, —47 = (3n — 5) — 3(n + 14).

Posledna dve ¢isla ale maji tiez spolo¢ného delitela 47,
napr. pre n = 33. Skutocne plati:

79.334+25 2632 56.47 56
24.334+7 799  17.47 17

Nasli sme teda aspon jedno n, pre ktoré¢ nie je zlomok

79n + 25

———— v zakladnom tvare.
24n + 7

Z-1-2

Jsou dana kladna ¢isla a, b, ¢, d, pro ktera plati

a+b+c+d=1.
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Dokazte, ze pak plati

abc + abd + acd + bed < L,

A+ ++dd<1.

KOMENTAR

Zakladni myslenka pro tyto jednoduché odhady je vy-
hledat pfislusny vyraz v rozvedeni (a + b + ¢ + d)* a odtud
odvodit pfislusnou nerovnost. K tomu nepotiebujeme znat
vzorce pro umoctiovani polynomu; mocnina se nahradi
prosté souinem:

(@+b+c+dfa+b+c+dffa+b+c+d. (5

Zname algoritmus pro nasobeni dvou mnoho¢lenti ; vtom-
to ptipadé vsak roznasobeni nebudeme provadét. Ukazeme,
7e bychom tak dostali nepfehledny sled 64 (4°) ¢lenii, co?
samo o sob¢ je kombinatoricka uvaha.

Nyni pouZijeme ,triku“; pro uastniky MO je nesporné
ziskem, kdyz se s timto ,,trikem* seznami. Budeme urcovat,
kolikrat se ve vyslednych 64 ¢lenech vyskytne napf. soucin
abc. Nevahejme sestavit tabulku, v niz bude zachyceno,
z kterého z Ciniteld (a + b + ¢ + d) soucinu (5) je vybrano q,
z kterého b, z kterého c¢. Tabulka bude vypadat asi takto:
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Cinitelé
soucin “ b ¢
abc 1 2 3
acb 1 3 2
bac 2 1 3 (6)
bca 3 1 2
cab 2 3 1
cha 3 2 1

ProtoZe nasobeni je komutativni a asociativni, dostaneme
soutin abc s koeficientem 6. Sestaveni tabulky (6) byla jedno-
ducha kombinatoricka tivaha o permutacich Sesti prvku.

Stejnou uvahu jako pro soucin abc miizeme provést i pro
soudiny abd, acd, bed; vlastné jde jen o zaménu pismen.
V souginu (5) dostaneme po roznasobeni mimo ¢leny
6abc + 6abd + 6acd + 6bcd dalsi kladné Eleny (a, b, ¢ jsou
&isla kladnd); jejich soucet oznacime k. Je tedy

(a+ b+ c+d)?=6(abc + abd + acd + bed) + k,
tj. vzhledem k podmince a + b + ¢ +d = 1

6(abc + abd + acd + bed) =1 — k < 1
a odtud
abc + abd + acd + bed < t.

Obdobng, ale jednoduseji se ziska odhad a° + b + ¢ +
+d? < 1.
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Pro uvedeni do tlohy Z —I—2 muizeme pouzit obdobnych
odhadu, napr.

Ya,b,ce R ; a+b+c=2=ab+ bc+ ca<?2,
Ya,be R a+b=1=abla® +ab + b?) <}

apod. Pfitom £, #;§ znati mnozinu viech kladnych, ne-
zapornych realnych ¢isel. Tyto tlohy lze pochopitelné for-
mulovat ve stylu tradi¢ni matematiky, napf.: pro viechna
nezaporna cisla a, b, ¢ plati: je-li a + b + ¢ = 2, pak je
ab + bc + ca < 2.

Z-1-3

Pravouhly trojahelnik ABC ma odvésny AB =4, BC = 3.
Opiste mu Ctverec APQR tak, aby vrcholy B, C lezely po
fadé na stranach PQ, QR.

a) Popiste konstrukci.
b) Vypoctéte délku AP.

KOMENTAR

Je to uloha opsat Gtvar %, (étverec APQR) danému utva-
ru %, (pravouhlému trojuhelniku ABC), ktera navazuje na
ptipravnou ulohu ,vepsat pravidelny osmithelnik danému
&tverci“. Ulohy ,,vepsat® a ,opsat* jsou v euklidovské geo-
metrii ekvivalentni: aplikujeme-li totiz vhodné podobné zo-
brazeni, pfevedeme utvar %", vepsany danému utvaru %',
v dany uatvar %, a zaroven dany utvar %) v utvar U,
opsany danému utvaru %/,. Vysvétlime tuto myslenku pfi
feseni ulohy Z—1-3.
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Budeme se zabyvat ulohou: Vepiste do ¢tverce APQR
(ponechavame oznaceni z ulohy Z—1-3) pravouhly troj-
uhelnik ABC s pfeponou AC tak, aby pomér jeho odvésen
BC: AB bylo dané¢ &islo k < 1 a aby vrcholy B, C lezely
po tadé na stranach PQ, QR.

Proniimpuls: Pro sestrojeni trojuhelniku i pro vypocet dé-
lek jeho stran postaci, budeme-li znat napt. pomér AP : BP.

Druhy impuls: Pro urCeni tohoto poméru pouzijeme dvou
podobnych trojuhelniki (obr. 66)

AAPB ~ ABQC. (7)

Jejich podobnost je zarucena shodnosti jejich vniténich ahl.
Protoze je

) BC =k.AB,
je vzhledem k (7)
BQ =k.AP. (8)
Dale je podle (8)
BP _PQ-BQ  BQ . k.AP_
AP PQ PQ AP '
i.
BP
— =1=k. 9)
AP

Je-li napt. k = 2, je BP = AP, odtud snadno sestrojime
bod B, pak i C a zkouskou — obracenim postupu — se pie-
svéd¢ime o tom, zZe sestrojeny AABC spliiuje podminky
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ulohy. Vypocet délek jeho stran z délky AP a z Cisla k se
provede pouzitim Pythagorovy véty.

Mame-li naopak opsat pravouhlému trojuhelniku ABC
¢tverec APQR, jak 7ada uloha Z—1-3, vepiSeme libovol-
nému Ctverci A'P'Q'R’ pravouhly trojuhelnik A'B'C’ tak, aby
platilo BC' = A'B' =3 a vysledny obrazec zvét§ime (zmen-
sime) a pfemistime tak, abychom dostali feSeni dané ulohy.

Vypocet délky strany AP = x je jednoduchy; pomoci
Pythagorovy véty pro AAPB dostaneme

x2
24 (=) = AB*.
¥\

17
Protoze je AB =4, vyjde EXZ =16, tj. x=
16 /17
17
Kdybychom nechtéli pouzit podobného zobrazeni, vysli

16
J17°

, Ciselné x = 3,89.

4
bychom z daného AABC; vypocetli bychom BP = —— =

J17
4. /17 4.413 16,52
2y = = = 0,97 a bod P bychom sestro-
17 17 17

jili na Thaletové polokruznici nad primérem AB tak, aby
bylo BP = 0,97.

Oddéleni a) ulohy Z—1-3 je specialnim pfipadem znamé
ulohy, kterou lze fesit pomoci véty Thaletovy. Uloha zni:

V roviné jsou dany Ctyfi riizné body K, L, M,N. Mdame
Jimi vést dvé dvojice rovnobézek tak, aby tyto CtyFi piimky
omezily tverec (obr. 64).
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Obr. 64 Obr. 65

Ndstin FeSeni: Rovnobézné posunuti (M — K) pfevede
body M, N po fadé v body M’ = K, N’, ptimky p, g v pfim-
ky p', ¢, které spolu s pfimkami r, s omezi ¢tverec s jednim
vrcholem K. Z jeho prot&jsiho vrcholu X (obr. 65) je vidét
useCku LN’ pod thlem 90°, GiseCku KN’ pod thlem 45°
Odtud vychazi konstrukce. Obdobného postupu lze pouZzit
i pfi feseni oddéleni a) Glohy Z—1—3. Neznamy vrchol Q
obr. 66) sestrojime pomoci podminek XxBQC = 90°,

Qs R
B
Obr. 66 p b )
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¥ BQA = 45°. Obtiznéjsi a méné piehledna je tu zkouska
i konstrukce nez pfi diive uvedeném feSeni.

y A o

Je dany obdiznik ABCD, pre ktory plati AB = 2BC. Uréte
geometrické miesto takych bodov X obdiznika ABCD, ze
pre obsahy trojuholnikov plati

ANABX = ABCX < ANADX .

KOMENTAR

Predpoklad AB = 2BC nedava podstatné zjednodusenie
a preto ho pri rieSeni vynechame.

Situaciu chapeme mnozinove: ak oznacime .#; mnozinu
vietkych bodov X obdiznika (pravouholnika) ABCD, pre
ktoré je AABX = ABCX a .#, mnoZzinu vietkych bodov X
obdiznika ABCD, pre ktoré je ABCX < AADX, potom
hladané ,,geometrické miesto bodov* je prienik 4% N 4,.

Pri skumani obsahov trojuholnikov samozrejme vychad-
zame zo znamej formule o polovicnom sucine strany a k nej
prislusnej vysky. Tak zistime, Ze nielen priese¢ik M uhlo-
prie¢ok obdiznika ABCD, ale aj kazdy bod X uhloprietky
BD s vynimkou bodu B patria k mnoZine .#,. Pretoze troj-
uholniky ABX, BCX maju spolocnu stranu BX a vzdiale-
nosti vrcholov 4, C od priamky BD su rovnaké (obr. 67).
Zostava dokazat, ze ziadny bod Y obdiznika ABCD leziaci
mimo priamky BD k mnozine .#; nepatri. Tu pripominame
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X - /
—~ /
- /
/ -~
/ -M /
/ P
/7
//
Obr.67 A B

dve moznosti ako sa da dokazat rovnost mnozin .#; a u
(u je uhlopriecka BD bez bodu B). Nech uz to urobime
s mnozinovym aparatom alebo bez neho, dokazujeme vlastne
dve inkluzie

uc My a M cu.

Prvt inkluziu sme uz dokazali, miesto druhej dokazujeme
tvrdenie s fiou ekvivalentné: (ABCD \ u) N .#, = (. Ziadny
bod obdlznika ABCD leziaci mimo u nepatri k mnozine ..

Nech je Y e (ABCD \ u). Ak lezi bod Y napriklad vo vnu-
trajsku polroviny BDC (obr. 68), zostrojime priesecik Z
useCky BD a usecky AY a uvazime, ze priamky AX, BC

D Cc
~ .
\\\ --//f/‘
o ,/‘<_/___C
R <l AN
obr.68 A "B
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sa pretinaji v polrovine ABC, preto ma bod Y menSiu
vzdialenost od priamky BC nez bod Z. Teda je

ABCZ > ABCY

a dalej z tejto nerovnosti

NABY= NABZ + \BYZ > \NABZ = \BCZ > ABCY.
Teda je Y¢ ..

Ina¢ je mozno ur¢it mnozinu .4 takto: ak oznacime
v, U, vzdialenosti bodu X € .4, od priamok AB, BC, potom
plati 34B.v, = 3BC . v, t.].

v, BC

v. AB’

Mnozina vSetkych bodov roviny ABC, ktorych vzdiale-
nosti od priamok AB, BC st v pomere BC : AB, je priamka
BD bez bodu B. Teda je .#, = ABCD n (priamka BD\ {B}).

Mnozinu .4, moéze urcit Citatel samostatne; je vidiet,
e to je mnozina vietkych bodov obdiznika ABCD, ktoré
lezia vo vnutrajSku polroviny oB, kde o oznacuje spolo¢nt
os useciek AB, CD.

Prienik .4, n ., je tedy vnutrajSok usecky BM (M je
priese¢ik uhloprie¢ok AC, BD).
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IV. Soutézni alohy Il. kola

RESENI ULOH KATEGORIE A
II. KOLA

A-II—1a

Je dan libovolny trojihelnik ABC. Pro libovolny bod X
roviny ABC ozname d(X) nejvétsi ze vzdalenosti AX, BX,
CX. Najdéte takovy bod X, pro n&jz je d(X,) minimalni.

RESENI

PRVNI ZPUSOB. Dokéazeme nejprve tuto pomocnou
vétu:

Je-li A;A,A; ostrouhly trojuhelnik a S jeho vniténi bod,
pak S je jediny bod priniku kruht #°, N A", N A 5, kde
kruh 2°; ma stied A; a polomér 4,S,i=1,2,3.

Ditkaz. Vnitini bod X trojihelniku lze charakterizovat
napf. tim, Ze kazda oteviend polopfimka z X vychazejici
protne hranici trojuhelniku.

Piedpokladejme, ze bod X # S je bodem priuniku
H | NA , N A 5. Protoze S je hraniénim bodem kruhu 4",
a X dalS$im bodem kruhu ¢, je thel 4,SX ostry. Svira
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tedy poloptimka SX ostry uhel s polopfimkou SA4; a ob-
dobné s polopfimkou SA4, i SA3;.

Oznatme ¢* uzavienou polorovinu obsahujici bod X
takovou, Ze jeji hranice prochazi bodem S a je kolma k SX.
Podle pfedchoziho lezi viechny tii vrcholy A4; v ¢*, tedy
cely trojuhelnik 4,4,A45 lezi v ¢ . Proto nemiiZe mit otevie-
na polopfimka opa¢na k polopfimce SX spoleény bod
s hranici trojuhelnika A,A4,45, coz odporuje charakterizaci
vnitfniho bodu uvedené na zacatku dukazu.

Nyni pfejdeme k vlastnimu feSeni ulohy. Budeme rozli-
Sovat dva pfipady:

A. Trojuhelnik ABC je ostrouhly.
Ukazeme, ze pak o stfedu X, kruznice opsané trojuhel-
niku ABC plati, Ze d(X,) < d(X) pro kazdy bod X # X,:

Jak znamo, v piipadé ostrothlého trojuhelnika je X,
vnitini bod tohoto trojihelnika. Je-li nyni bod X ruzny
od X,, pak X neni podle uvedené pomocné véty obsazen
v alespoti jednom z tfi kruht o stiedech 4, B a C a stejnych
polomérech d(X ). Tedy d(X) je vétsi nez d(X ).

V tomto piipadé je tedy jediny bod X, s minimalnim
d(X,), a to stfed kruznice danému trojuhelniku opsané.

B. Trojuhelnik ABC neni ostrouhly. Ukazeme, ze stied
X, nejdelsi strany trojuhelnika ma vlastnost, Ze d(X o) < d(X)
pro kazdy bod X # X,. Mizeme pfedpokladat, Ze oznaceni
je zvoleno tak, Ze AB je nejdelsi strana, takze X, je stied
Gsecky AB a d(X,) = 34B. Je-li X + X,, je ziejmé

dX)z XA, d(X)= XB,
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tedy takeé
d(X) = {XA + XB) 2 4B = d(X,).

Pfitom d(X) se nemiZe rovnat d(X,), nebof pak by
d(X) = XA, d(X) = XB, a také

XA+ XB = AB,

tj. bod X by splynul s X,.

V tomto ptipadé je tedy stfed nejdelsi strany trojuhelnika
jedinym bodem X, pro ktery je d(X,) minimalni.

Uloha je roztesena.

DRUHY ZPUSOB. Cislo d(X) je zfejmé polomér nej-
mensiho kruhu se stfedem X, ktery obsahuje cely trojuhel-
nik ABC. Nejmensi kruh viibec obsahujici cely trojuhelnik
ABC ma proto stfed X, pro ktery je d(X,) minimalni.

Z nazoru je patrné, ze takovy nejmensi kruh existuje
‘(dokazat to ptesahuje moznosti tohoto fedeni). Oznadme A~
tento kruh, X, jeho stfed a K hrani¢ni kruznici kruhu 2.
Kruznice K ziejm¢ prochazi alesponi jednim z vrchola
A, B, C, napt. bodem A. Kdyby neprochazela ani B, ani C,
pak malou zménou bodu X, do nového bodu X; na usecce
XA bychom dosahli toho, Ze d(X,) = AX, < AX, =d(X,),
coz odporuje minimalnosti d(X,). Tedy K prochazi alespofi
dvéma z vrcholi A4, B, C,napi. A a B. Pak X leZi na ose
strany AB. OznaCme S stied usecky AB. Je-li X, + S a ne-
prochazi-li K bodem C, lze d(X,) op&t zm&nit malym po-
sunutim X, na usecce X,S.

Jsou tedy dvé moznosti:
Bud'je X, = S, takZe K je Thaletova kruznice s primérem
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AB, a pak £ ACB = 90°, anebo je X, + S, a kruZnice K
je opsana kruznice trojihelniku ABC. V tomto piipadé
je ABC ostrouhly trojihelnik, nebot jinak lze opét d(X,)
zmensit.

Zavér. Je-li ABC ostrouhly trojuhelnik, je bod X, stied
kruznice opsané trojuhelniku ABC. Je-li ABC pravouhly
nebo tupotuhly, pak X, je stied nejdelsi strany trojuhelnika
ABC.

A-JI-1b

Dokazte, ze pro libovolna realna isla a, b, x, y plati

|asin x + bsiny| < \/a® + b® — 2abcos(x + y).

Kdy nastane rovnost?

RESENI

PoloZzme A =asinx + bsiny, B =acosx — bcosy;
bude potom

A* + B* =a® + b*> — 2abcos(x + ).
Ponévadz ziejmé B* = 0, je A> < A% + B?, a tedy také
|4 = /A4* + B,

coz je pravé dokazovana nerovnost.
Rovnost zde nastane, pravé kdyz je B = 0, tzn. kdyz

acosx =bcosy.
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A—1II—-2a

Dokazte, ze pre vSetky prirodzené n plati

N DN |
27T 2+ 14

RESENI

Ziejmé plati pro kazdé ptirozené Cislo k:

1 1 1 1
Qk+ 1P 42+ 4k+1 akk+1) 4k 4k+4

a tedy

LIS SR
T en -1 (2n+ 1)

327 52

<1 1+1 1+ " 1 1+1 1
4 8 8 12 7 4n—4 4n 4n dn+ 4

Snadnou upravou dostaneme

1 N 1 . 1 <1 1 <1
30582 7 (2n+1P 4 4n+4 &
coz jsme méli dokazat.
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A-11-2b

Je dan Ctyistén ABCD, jehoz hrany 4B, BC, CD jsou po
dvou navzijem kolmé. Vyjadiete pomoci délek a, b, ¢ hran
AB, BC,CD polomér r kulové plochy vepsané &tyfsténu
ABCD.

RESENT

Stied S kulové plochy Ctyfsténu vepsané je vnitini bod
Ctyisténu. Proto je objem Ctyfsténu ABCD roven soutu
objemi Ctyt Ctyisténd SABC, SABD, SACD a SBCD, které
maji stejnou vysku z vrcholu S, rovnou poloméru r vepsané
kulové plochy. O objemech plati (obr. 69):

Viscp = sabce, nebot CD je vyska &tyisténu ke sténé ABC,
ktera je pravouhly trojuhelnik, dale
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1
Vsasc = srab,

Vsacp = #7¢+/ a’ + b?,

1
Vseep = stbe,

Vsasp = &ra ¥ b* + 2,

nebot hrana AB je kolma ke dvéma ptimkam BC, CD roviny
BCD, tedy i k pfimce BD, a trojuhelnik ABD je proto pravo-
uhly.

Celkem dostavame

Labe = Yrab + tre \/a* + b* + trbe + Era /b + ¢,

odkud

a konecné

abc
——

_a(b+,/b2 + )+ (b + /& + b7

A—I1—3a

V téze roving lezi kruznice ky, ky, ..., k, (n = 1).

a) Najdéte vzorec pro nejvétsi mozny polet a, oblasti,
na které tyto kruznice rozdéli rovinu. Popiste konstrukci n
kruznic, které rozdé€li rovinu na tento pocet a, oblasti. Jaky
ma odvozeny vysledek vyznam pro Vennovy diagramy?

b) Budiz n = 4; popiSeme symbolem (1010) kazdou
z oblasti, ktera lezi uvnitt ki, k3 a vné k,, k,, symbolem
(0100) kazdou z oblasti, ktera lezi uvniti k, a vn& ky, ks, kq
a obdobné dale. Ukazte, ze je mozné zvolit kruznice tak, ze
déli rovinu na a, oblasti a kazda z nich ma jiny popis.
Narysujte obrazek.
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RESENI
a) Pro a, plati rekurentni vzorec
4y =a,_; +2(n—1). (1)

Nebot zvolime-li n-tou kruZznici tak, aby protinala kazdou
z predchozich n — 1 kruznic ve dvou bodech, dostaneme
“na ni maximalni poget, tj. 2(n — 1) prasecikd. Tim vznikne
na k, 2(n — 1) obloukd, z nichz kazdy rozd&li nékterou
z piedchozich a,_, oblasti na dvé. Vzhledem k tomu, Ze je
a; = 2, je podle (1)

a,=2+21+2+..+n-1),
po upravé
a,=n*—n+2. (2)

Pro n = 4 je a, < 2", proto pro znazornéni vSech prinikt
n mnozin a jejich doplitkkd nemtizeme kreslit kruhové Ven-
novy diagramy. Pro n = 1,2, 3 jsou kruhové Vennovy
diagramy znamé obrazce; viz obr. 70.

Zbyva dokazat, ze pro kazdé n > 3 je maximalni pocet
oblasti a, dosazitelny pti vhodné volbé kruznic ky, k,, ..., k,,.

Obr. 70
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1000 1100

1010 o1 1 1101

Obr. 71

Dokazeme indukci lemma: V roviné Ize sestrojit pro kazdé
n =2 n kruznic tak, Ze prinik vSech jejich vnitikii je ne-
prazdny a zZe kazdé dvé se protinaji ve dvou bodech.

Predpokladejme, ze véta plati pro n — 1. V priniku 2
vSech vnitikt kruznic ky, ..., k,_, zvolme bod A, vné vSech
kruznic zvolme bod B. Body A, B vedme takovou kruz-
nici k,, aby neprochazela zadnym z prisecikii kruznic
ki,...k,—1. Kruznice k, ziejmé protne kazdou z kruZnic
ky,...k,—1 ve dvou bodech a prunik jejiho vnitiku s mno-
Zinou £ je neprazdny. Protoze lemma plati pro n = 2, je
dokazano.

b) V roving sestrojme situaci podle obr. 71; kazdou
z oblasti, na néz rozdéli pfimky x,x, a kruznice x3, x4
rovinu, popi$me podle obdobné umluvy, jaka je v textu b) —
zavorky jsou vynechany.
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Na obr. 71 je 14 riznych popist ze 16 moznych; chybéji
jen 0110 a 1110.

Promitneme situaci z obr. 71 na kulovou plochu I' z né-
kterého jejiho bodu (stereograficky), dostaneme na kulové
plose I' 4 kruZnice x4, %5, %5, x4, které tam omezi 14 oblasti
s vesmés riznymi popisy. Promitneme-li do roviny kruznice
®', ®5, #3, %, z bodu kulové plochy I', ktery nelezi na zadné
z téchto kruznic, dostaneme kruznice ky, k,, k3, k4 Zadané
vlastnosti. Situace je na obr. 72.

A-II-3b

V roviné je dano 3n bodi A, A4,, As,.., A3, (02 1),
z nichz 7adné tfi nelezi v jedné pfimce. Potom je mozno
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sestrojit n trojuhelnikd, z nichz zddné dva nemaji spolecny
bod a takovych, Ze vSechny vrcholy téchto trojuhelnikii lezi
v bodech A;. Dokazte.

RESENI

Je-li n = 1, je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni
je uz dokazano pro nékteré piirozené Cislo n a uvazujme
3n+ 3 body A,,A,,...,As,+3, z nichz zadné tfi nelezi
v jedné pfimce. Sestrojme nejmensi vypukly mnohouhelnik,
ktery obsahuje viechny body A4; (i = 1,2,...,3n + 3). Dejme
tomu, Ze tento vypukly mnohouhelnik, jemuz se téz fika
konvexni obal uvedené mnoziny bodl, ma k vrchold, jez
bez Gjmy obecnosti lze po fadé oznalit A,, 4,, As,..., A
Usetka A,A; je pro k > 3 uhlopfitkou mnohouhelnika,
pro k=3 je to jeho strana. VSimnéme si trojuhelnika
A,A,A; a rozliSuyme dva pfipady.

Pruni ptipad je ten, Ze uvniti trojuhelnika A, A, A5 nelezi
zadny bod A; (pro i=k+1,k+2,...,3n+ 3). Pak pfimka
A, A5 rozdéli rovinu na dvé poloroviny tak, Ze uvnitt jedné
lezi bod A,, uvnitf druhé je 3n bodi Ay, As,..., A5, 3.
Podle indukéniho predpokladu Ize ve druhé poloroving se-
strojit n trojuhelniki, jez spliuji pozadavky tlohy. Pfipo-
jime-li k nim jesté trojuhelnik A,4,A;, je tim sestrojen
n+ 1 trojuhelnik a druhy indukéni krok je hotov.

Ve druhém pFipadé ptipustme, Ze uvnitf trojuhelnika
A, A,Aj lezi nékteré body A; (pro i=k+1,k+2,...,3n+3).
Sestrojme uhly 4;4,A4, a vyberme z nich ten, ktery ma nej-
mensi velikost. Ozna¢me tento bod bez ujmy obecnosti 4, . ;.
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Bod A, ., je uren jednoznacn€, nebot zadné tii body A;
nelezi v jedné pfimce. Nyni ptimka 4,4, ., oddéli bod 4,
od zbyvajicich 3n bodi 4;. Podle indukéniho piedpokladu
sestrojime tedy v jedné poloroviné n trojuhelniki poza-
dovanych vlastnosti a pfipojime k nim jes$t¢ trojuhelnik
A;AA, 4. Tim je dikaz podan.
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RESENI ULOH KATEGORIE B
II. KOLA

B-II—-1a

V rovine je dana tGseCka AB a bod M, ktory na nej nelezi.
Nech p, g st TubovoIlné dve priamky tychto vlastnosti:

1. Aep, Beg;
2. ziadna z nich neobsahuje Gse¢ku AB ani bod M;
3.plg

Nech P, Q st v uvedenom poradi pity kolmic z bodu M
na priamky p, g. UrCite mnozinu taZisk vSetkych trojuhol-
nikov MPQ.
RESENI

Prusecik pfimek p a ¢ ozna¢me R. Ponévadz p L ¢, lezi
body R na Thaletové kruznici k s primérem AB (obr. 73).

Trojuhelnik PMQ je pravouhly s pravym thlem pfi vrcho-
lu M, obrazec MPRQ je obdélnik. Stiedy vsech takto vznik-
lych obdélniki lezi na kruznici h, stejnolehlé s k podle
sttedu M a koeficientu 3. Ponévadz t&zist€¢ T trojuhelnikt
MPQ lezi na Gsetce SM a plati MT = $MS = 4RM, plyne
odtud, Ze mnozinou t&€Zist vSech trojuhelnikt PMQ je kruz-
nice t, ktera je stejnolehla s kruznici k podle stfedu stejno-
lehlosti M a koeficientu stejnolehlosti k = 4.

Je-li T’ libovolny bod kruznice t, je tento bod t€zistém
trojuhelnika, ktery sestrojime takto:
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M

’ ,L’

A % B\

K bodu T’ sestrojime bod R’ na ptimce MT’, aby
MR’ = 3MT’; bod R’ lezi zfejm& na kruZznici k. Na piim-
kach AR’ a BR’ sestrojime paty P’,Q’ kolmic z bodu M
na tyto pfimky. Trojuhelnik MP'Q’ ma své tézisté¢ bod T'.

Je tudiZ kruznice t hledanou mnozinou bodu, t&€Zist vSech
trojuhelnik, které spliiuji podminky ulohy.

B-—II—-1b

Zistite, pre ktoré dvojice realnych &isel x, y z intervalu
{=2m,2n) je splnena nerovnost:

tg3(x + y) + cotg 3(x + y) = 2.
Vysledok znazornite graficky v pravouhlom suradnicovom
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systéme. Pre ktoré dvojice realnych cisel x,y z daného
intervalu plati rovnost?

RIESENIE

Dana nerovnost nie je definovana pre tie dvojice x, y,
prektoré je y = —x + km, kde k je celé Cislo, pretoze funkcia
tangens nie je definovana pre uhly, ktoré si neparnym na-
sobkom 37, teda v naSom pripade pre y = —x + (2k + 1) m,
kde k je celé &islo, a funkcia kotangens nie je definovana
pre uhly, ktoré st parnym nasobkom ¢&isla 3m, teda pre
y = —Xx + 2kn. Spojenim defini¢nych oborov jednotlivych
funkcii dostavame defini¢ny obor celej nerovnosti. Danému
intervalu {—2m,2n) Cisel x, y zodpovedaju tie k, pre ktoré
je |k[ < 4. Dant nerovnost mdzeme pisat aj v tvare:

sin }(x +y) cos¥x + y)

2.
cos3(x + y)  sin 3{x + y)

v

Po jednoduchej Gprave dostaneme

[sin¥(x + y) — cos 3(x + y)]?
sin 3(x + y).cos 3(x + y)

=0.

Dana nerovnost je teda splnena pre vsetky dvojice x,y,
pre ktoré je:

sin 3(x + y).cos{(x + y) > 0.
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Kedze je sin3(x + y).cos 3(x + y) = §sin(x + ), stadi zis-
tit, kedy je sin(x + y) > 0. Tak tomu je pre vietky dvojice
realnych &isel, pre ktoré plati:

2kn < x +y<2km+m.
Odtial je:
—x+2kn<y< —x+(2k+1)n.

Lahko sa presved¢ime, Ze danému intervalu vyhovuju tieto
Cisla k: —2, —1,0,1. Grafickym znazornenim nerovnosti
dostavame 4 pasy Stvorca (vySrafované), do ktorych spa-
daja‘dvojice Cisel x, y, pre ktoré je dana nerovnost splnena
(obr. 74).

Je zrejmé, Ze rovnost nastane vtedy, ak sinj(x + y) =
= cos 3(x + y). PouZitim vety o doplnkovych uhloch
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a vlastnosti periodicity funkcie sinus je: sin(x + y) =
= sin [2kn + 41 — 3(x + y)]. To znamena, 7e 3(x + y) =
= 2kn + 4n — 3(x + y). Odtial je y = —x + 2kn + 3m.
Pre dany S$tvorec je k: 1,0, —1, —2. Su to stredy pasov
(na grafe zvyraznené &iary). Ak dosadime do povodnej rov-
nice za y = —x + 2kn + in, dostaneme:

tg (kn + in) + cotg (kn + 4m) = 2,

¢o skutocne plati.

B—1I1—2a

Je dan &tyiboky jehlan V(ABCD) se &tvercovou podsta-
vou ABCD a na jeho hrané VC bod E; pomér délek VE: VC
necht je g, 0 < g < 1. Rovina ABE protne hranu VD
v bod¢ F. Urcete pomér objemu téles VABEF a AFDBEC,
na néz rovina ABE dany jehlan rozdéli.

RESENT

PRVNI ZPUSOB. Ozna¢me a délku strany &tverce ABCD
a v vy8ku jehlanu V(ABCD). Objem celého jehlanu je tedy
1.2
3av. ’

Pongvadz AB || CD, je také EF || AB, takZe také
VF : VD = q. Vzdalenost pfimky EF od (rovnob&zné) roviny
ABCD je pravé (1 — g)v. Kromé toho je také EF:CD =g,
a tedy EF = aq.

Nyni vypo¢teme objem télesa AFDBEC. Bodem F vede-
me rovinu rovnobéznou s rovinou BEC; ta protne useCku
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AB v bodé G a usecku CD v bodé H, ptitemz BG = CH =
= EF = aq. T¢leso BECGFH je tedy trojboky hranol;
jeho objem je 3aaq(1 — g) v = 3a*vg(1 — q). Téleso FAGHD
je Gtyiboky jehlan s objemem 3a(l — g)a(l — gq)v =
= 3a*u(1 — g)®. Objem celého t&lesa AFDBEC dostaneme
seCtenim

Saug(1 ) + 31 g = dau{1 ~ ) 3 + 21 ~g)] =
=4a’v(1 — q)(q + 2).

Odettenim od objemu 3a®v celého daného jehlanu V(ABCD)
ziskame objem jehlanu V(ABEF):

ta*v — §a®v(1 — q)(g + 2) =
=ta*v[2 — (1 — q)(q + 2)] = sa’vq(1 + q).

Hledany pomér objemt téles VABEF a AFDBEC je tedy

sa’vg(l +4q) gl +4q)

sl —q)(g+2) (1-q2+q

DRUHY ZPUSOB. Uvedme je§té struéng jiné feseni za-
loZzené na vyuZiti Cavalieriho principu, resp. na vypoctu
objemu télesa ,,rozfezanim na tenké hranolky*.

Ozna¢me opét v vySku daného jehlanu a a délku strany
&tverce ABCD. Jehlan protneme rovinou @ rovnobéznou
s podstavou; vzdalenost ¢ od V necht je hv, 0 < h < 1.
Rovina ¢ protne jehlan ve Ctverci o strané ah. Je-li h < g,
rovina ¢ neprotne téleso AFDBEC. Je-li h > g, protne ¢
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h—
téleso AFDBEC v obdélniku o stranach ah, a N q.
-4
Nyni nasleduje ono ,roziezani télesa AFDBEC na tenké
hranolky®, coZ neni nic jiného nezli vyjadfeni objemu télesa
AFDBEC integralem

1
h—
jaha quh.

q I —gq

Snadnym vypoctem zjistime vysledek
sa*v(l — q)(2 + q).

Dalsi postup je stejny jako v pivodnim feSeni.

B-—I1—-2b

Reste v oboru realnych &isel rovnici
x4+ (a+ 1)x +a=sign[x*+ (a + 1)x] (1)
0 neznamé x, pricemz a je realny parametr. Provedte diskusi.
RESENI
V dané rovnici se vyskytuje funkce signum, a proto je tieba

rozlisit tfi pfipady.

1. Jestlize
X2 +(@+1)x=0, (2)

pak rovnice (1) nabyva tvaru

Y +@+1)x+a=0. (3)



Soustava rovnic (2) a (3) mdZe mit zfejmé& feSeni jen tehdy,
je-li
a=0.

V tomto ptipad¢€ feSeni existuje. Kofeny jsou 0 a —1.

2. Jestlize
x>+ (a+1)x >0, (4)

pak rovnice (1) nabyva tvaru
x*+@+1)x+(@—-1)=0. (5)

Soustava tvofena nerovnici (4) a rovnici (5) je zfejm& ekvi-
valentni s rovnici (5) doplnénou podminkou

a—1<0. (6)
Rovnice (5) ma feSeni v oboru realnych &isel, pravé kdyz
D=(a+1?—-4a-1)20,

coz pro kazdé a spliiujici podminku (6) plati. (Dokonce pro
kazdé &islo a plati D = 0, nebof D = (a — 1)* + 4.) Tedy
pro a < 1 ma rovnice (1) kofeny

X1, =3—(@a+1)+Jla—17+4].

3. Jestlize
x*+(@+1)x<0, (7)

pak rovnice (1) nabyva tvaru
x>+ @+ 1)x+(@+1)=0. (8)
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Soustava tvotena nerovnici (7) a rovnici (8) je ekvivalentni
s rovnici (8) doplnénou podminkou

a+1>0. 9)
Rovnice (8) ma feseni v oboru realnych ¢&isel, pravé kdyz
D=(a+1?—-4a+1)20,
t.
(@a+1)(a=3)=0,
coz vzhledem k tomu, Ze plati (9), nastane, pravé kdyz
a—320. (10)

Podminky (9) a (10) jsou spln&ny, pravé kdyz plati nerov-
nost (10). Pro a = 3 ma rovnice (1) kofeny

x12=3-(@+ 1)+ /la+1)(a-3)].

Vsechny moZnosti pro feseni rovnice (1) v oboru realnych
¢isel jsou zachyceny v nasledujici tabulce:

Parametr a Kofeny
(—o0,1) Xy, =3[—(a+ 1)+ (a—1)?+4]
{1,0) neexistuji
0 x;=0,x,=—1
(0,3) neexistuji
3 Xy, = —2
(3, ) x12=3[—(a+1) £ /la+1)(a-3)]
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B—1II—3a

Je dana kruZnice k a pfirozené Cislo n. Zjistéte nejvétsi
a nejmensi pocet Casti, na které lze vnitfek kruznice k roz-
délit n tétivami.

RESENI

Nejvétsi pocet dilti vznikne, kdyz se kazdé dve tétivy bu-
dou protinat uvnitt kruhu, nejmensi pocet ¢asti pak vznikne,
kdyz té€tivy nemaji uvnitt kruhu Zadny spole¢ny bod.

1. Ozna¢me q, nejmensi pocet Casti vnititku kruznice k,
které lze urcit n tétivami t,, t,, ..., t,. Ziejmé a; = 2,a, = 3
atd. (n + 1)-ni t&tivu musime vést tak, aby neprotla zadnou
z tétiv ty,1,,13,...,t, Ta pak rozdéli jedinou z existujicich
Casti na dvg, takze plati:

an+1 e a,, + 1 (1)
pro kazdé pfirozené n. Podle (1) urime snadno a, jako
funkci n:

anzan—1+l=an—2+1+1=an—2+2:
=a,,_(,,-1)+n—l=a1+n—1.
Avsak a, = 2, takze
a,=n+1. (2)

2. Oznacme b, nejvétsi pocet Casti vnititku kruznice k,
kterého lze dosahnout n tétivami ¢y, t,, ..., t,. Ztejmé by =2,
b, =4 atd. (n+ 1)-ni tétivu t,,; musime vést tak, aby
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protla kazdou z tétiv ty,f,,....t,. Je pak jimi rozdélena

na n + 1 GseCek. Kazda z nich rozdéluje nékterou z existu-

jicich ¢asti na dve, takze ptibylo n + 1 ¢asti. Plati tedy
byy1 =b,+n+1, (3)

pro kazdé n = 1.
Stejnym postupem jako v odst. 1 vypocteme b,,:

b,=b,_y +n

b,=b,_,+2n—1

by=by i1 +n—Dn—(1+2+3+..+(n-2)
by,=by+(n—1)n—3n-1)(n-2)
b,=2+3%n—-1)(n+2) (4)

Tento vztah mizeme jesté dale upravit na konecny tvar:

b,=3nn+1)+ 1. - (4)

B—-II—-3b

Necht .4 = {X,, X5, ..., X,} je mnozina bodii v prostoru
takova, ze X;X; <1 pro vSechna i,k = 1,2,...,n, pfiCemz
X X, = 1.

Dokazte:

a) Existuje kvadr, jehoz vSechny hrany maji délku nej-
vySe rovnou 1 a ktery obsahuje mnozinu ..

b) Kazdy kvadr, ktery obsahuje mnozinu .4 ma aspon
jednu hranu délky vétsi nez 0,57.
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RESENT
a) Mnozina .# ma nasledujici vlastnost: Zvolime-li libo-
volnou rovinu g, pak existuje rovinova vrstva s hraniénimi
rovinami rovnob&éznymi s rovinou ¢ a o vysce nejvyse 1,
ktera obsahuje mnozinu .

Diikaz. Necht g je libovolna rovina. V mnoZiné .#zvolme
libovolny bod, napt. X ;. Vedme bodem X, rovinu g, rov-
nob&Zznou s rovinou g. Rovina ¢, pak urCuje dva polo-
prostory. Body lezici v roviné o, povazujeme za body patfici
do kazdého z téchto poloprostord. Necht .#" a .#" jsou
po fadé mnoziny vSech bodi z mnoziny ., které lezi v jed-
nom a ve druhém z uvaZovanych poloprostori. MnoZiny
M'a M" jsou neprazdné, nebot X,e#' a X, e #".V kazdé
z mnozin /' a " nalezneme bod, ktery ma od roviny g,
maximalni vzdalenost. Necht v mnoziné¢ .#’ je takovym
bodem bod X; a v mnozin€ 4" bod X;»Nyni rozli§me dvé
moznosti.

«) Necht X €0, a X,€g,. Pak zfejm& 4 < g,. Tudiz
M lezi v rovinové vrstvé s hraniénimi rovinami g, a o', kde
0| ¢ a vzdalenost rovin ¢’ a g, je 1.

B) Necht X;¢ o, nebo X, ¢ ¢,. Pak roviny g; a g, které
jsou rovnobé€Zné s rovinou @ a prochazeji po fadé body
X; a X, ur€uji rovinovou vrstvu obsahujici vSechny body
mnoziny .4 Protoze X;X, <1, je vyS8ka rovinové vrstvy
urené rovinami @; a g, mensi nebo rovna 1.

Vyse uvedena vlastnost mnoziny .# je zcela dokazana.

Zvolme v prostoru tfi roviny 7, v, 4, které jsou po dvou
k sobé kolmé. Pak existuji rovinové vrstvy obsahujici mno-
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Zinu ., jez maji hrani¢ni roviny po fadé rovnobézné s ro-
vinami 7, v, u a jejichZ vysky jsou mensi nebo rovné 1. Pri-
nikem téchto tii rovinovych vrstev je kvadr, jehoz existenci
jsme méli dokazat.

b) Toto tvrzeni dokaZzeme nepfimo. Necht existuje kvadr
A, ktery obsahuje mnozZinu .4 a pfitom zadna jeho hrana
neni vétsi nez 0,57. Zvolme dva libovolné body U, V kva-
dru A". Zvolme ortonormalni soustavu soufadnic s pocat-
kem v jednom z vrchol kvadru . Kazda z os soutadnic
necht obsahuje jednu hranu kvadru 2. Necht

U = [uls Uz, u3] ) V= [vl, U3, 03] g

Pak pro kazdé i = 1,2,3 je
|u,. — v,~| <0,57.

Tudiz

3
Uy = \/Z(u,. —v)? £./3.057%,
i=1
tj.
UV <./3.03249 < 1.
Tedy v kvadru 24" nelezi body X, a X,, nebot X, X, =1.
Dospéli jsme tedy ke sporu s predpokladem, ze .4 < A.

Tim je tvrzeni b) dokazano.
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RESENI ULOH KATEGORIE C
II. KOLA

C—II—1a

V roviné je dana koneCna mnozina bodt, z nichz kazdé
dva maji vzdalenost nejvySe 1. Dokazte, Ze existuje jednot-
kovy Ctverec, ktery danou mnozinu obsahuje.

RESENI

1. Je-li dand mnozina bodi prazdna, pak ziejmé dokazo-
vané tvrzeni plati.

2. Necht je dana mnozina bodt neprazdna. Kazdym bo-
dem dané mnoziny vedeme pifimky libovolného sméru p
a sméru ¢ k nému kolmého. Krajni pfimky obou osnov
oznaCme py, p, 4 ¢y, q,. Yzdalenost pfimek py, p, i pfimek
qi,q, je nejvys 1. Tyto Ctyfi pfimky urCuji pravouhelnik
(ve zvlastnim pripad® useCku nebo bod) o stranach délky
d £ 1, takze ziejmé existuje jednotkovy Ctverec, ktery jej
obsahuje.

C-Ji—1b
Najdéte vSechny trojice pfirozenych Cisel a, b, ¢ takovych,
Ze zaroven plati:
(1) a* +b*> =%
(2) cislo ¢ je délitelné Cislem a i Cislem b.
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RESENI
Podle (2) existuji takova dv& pfirozena &isla m,n, Ze

¢c=ma a c = nb.
Dosadime-li do (1) dostaneme

il
g
z ¢ehoz vyplyva
1 1
w Tl

a tedy

Tato rovnice v§ak nemize platit, nebot by muselo (n* — 1)
byt délitelem n?, coZ je mozné jen pro n* = 2 a tedy pro
n = /2, coz neni piirozené &islo. Uloha tedy nemaé feSeni.

C—1I1-2a

Je dan pravidelny Sestithelnik ABCDEF se stfedem S.
Urcete mnozinu té€zist vSech rovnostrannych trojuhelnikt
XSY, kdyz bod X probiha obvod daného Sestitthelniku.

RESENI
Teziste A\ASB je bod M, tézisté ABSC je bod N. Jestlize
bod X probéhne usetku AB a Y useCku BC, pak tézisté

uvazovanych trojihelnik@i XSY vyplni asecku MN. Uhly
¥ XGS a ¥ XPS jsou pravé a ¢tyfuhelnik XGPS je tétiy'ovy
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S

B~Y_H C Obr. 75

a ponévadz ¥ XSP = 30°, je ¥ XGP = 150° (ozna&eni viz
obr. 75, 76). Odtud plyne, Ze stfedy stran XY leZi na usece
GH, ktera s useCkou AB svira uhel 30°.

Téziste¢ T trojuhelniku XYS pak odpovida bodu P ve
stejnolehlosti podle stfedu S a s koef. 2. Ponévadz body P
vypliiuji ase¢ku GH, vypliiuji body T useC¢ku MN, ktera je
stejnolehla k useéce GH v uvedené stejnolehlosti.

Je-li obracené T libovolny bod usecky MN, snadno se-

M

Obr. 76
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bodé¢ sestrojime useCku XY L SP s krajnimi body na ob-
vodeé Sestiahelniku. Dokazeme, ZzZe XY = XS = SY.

Z tétivového Ctyfuhelniku XGPS plyne, Ze < XSP =
= 180° — 150° = 30°, z tétivového C¢Ctyfuhelniku PSHY
plyne, 72 ¥ PHY = 30° = ¥ PSY (obvodové uhly nad tymz
obloukem kruZnice &tyFuhelniku opsané). Z vlastnosti (thlu
X XSP, jehoZ velikost je 30° pak plyne: SX =2.XP =
=2.PY a dale je XP = PY. Je tudiz trojuhelnik takto

¥ vt

sestrojeny rovnostranny a jeho t€zisté je bod T. Je-li velikost

2 a a
iseCky AB = a, je velikost usecky MN = -.—-./3 = —.
usecky a, je v ise¢ky 3 2\/ NE
Hledanou mnozinou vsech t€Zist trojuhelniki spliujicich
podminky ulohy je pravidelny Sestithelnik MNPQRU,

¥t

jehoZz vrcholy jsou t&zi§t€ rovnostrannych trojuhelnikt
SAB, SBC, SCD, SDE, SEF, SFA.

C-I1-2b

Urcete vSechny dvojice ptirozenych &isel 4, B s témito
vlastnostmi:

1. Obg jsou dvouciferna (v desitkové soustave), pfiemz
B vznikne z A vzajemnou zaménou cifer.

2. Cislo /A% — B? je ptirozené.

RESENI
Danou ulohu lze pievést na tuto alohu: Uréete takova
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gisla x,ye {1,2,..., 9}, Ze existuje ptirozené ¢islo a, pro ktere
plati
a® = (10x + y)* — (10y + x)*.

Po upravé dostavame
a® =99(x* — y?) =32 1l(x + y)(x — y). (1)
Odtud vyplyva, ze
X>y. (2)

Z rovnosti (1) dale plyne, Ze aspoti jedno z &isel x + y, x — y
je nasobkem ¢isla 11. ProtozZe je

x—y<9-1=8,

muzZe byt nasobkem 11 jediné Cislo x + y. Vzhledem k tomu,
ze
x+y=9+9=18,

dostavame pro hledana Cisla x, y rovnici
x+y=11. (3)
Pro nasi Glohu mohou mit ov§em smysl jen ta feseni (x, y)

rovnice (3), pro n& plati nerovnost (2) a x,ye{1,2,...,9}.
Takovymi feSenimi rovnice (3) jsou pouze dvojice

(9.2), (8,3), (7.4), (6,5). (4)
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Z rovnice (3) a rovnosti (1) plyne pro ¢isla x a y dalsi pod-
minka: Cislo x —y musi byt druhou mocninou n&jakého
pfirozeného &isla. Tuto podminku splituje z dvojic (4) jeding
dvojice (6, 5). Resenim ulohy mohou tedy byt jeding &isla
A =65 a B = 56. Skutetné

65% — 56 = 9.121 = 332,

Zavér: Uloha ma jediné feSeni 4 = 65, B = 56.

C—II-3a

Je dan rovnoramenny A\ ABC se zdkladnou AB. Sestrojte
body P, Q lezici po fadé na stranach AC, BC, pro které plati

CP =PQ = QB. (1)

Provedte diskusi vzhledem k velikosti tuhlu ¥ ACB.

RESENI
Nejprve zjistime, zda mtize platit P = C. V tomto pfipadé
by bylo CP = 0, takze z (1) by plynulo Q = B. Pak by vSak
bylo PQ = CB # 0, tj. viechny rovnosti (1) by neplatily.
Tedy P + C. Dale je tieba zjistit, zda je mozné, aby bylo
P = A. Pak z (1) a z toho, Ze AC = BC plyne, Ze musi byt
Q = C. Pak PQ = AC, takZe jedno feSeni je nalezeno:

P=4 a Q=C. 2)
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Obr. 77

A
Toto teSeni vzdy existuje. Hledejme feSeni, kdy bod P lezi
uvniti strany AC.

ROZBOR (viz obr. 77). Oznaéme y thel ¥ ACB. Podle
podminek ulohy je CP = PQ a tedy také

XPCQ = XPQC =y.
Dale je PQ = QB, a tedy
¥QPB = XQBP =7y,

protoze X PQC = y je vn&j§im uhlem rovnoramenného
A PQB se zakladnou PB.

Z rozboru vyplyva konstrukce. V polorovin¢ BCA sestro-
jime polopfimku BT takovou, ze ¥ CBT = }y. Prisecikem
poloptimky BT a vnittku usecky AC je pak bod P. Sestro-
jime kruznici k = (P; r = PC). Jeji spole¢ny bod s usetkou
CB, jenz je ruzny od bodu C, je bod Q.
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ZKOUSKA. Z konstrukce plyne, ¢ body P, Q lez
po fadé na stranach AC, BC. Body C, Q lezi na kruznici k
se stiedem P, a proto CP = PQ. Dale v trojuhelniku CPB
plati

XCPB = 180° — 7y — 4y = 180° — 3y, (3)

v trojihelniku CPQ je
XCPQ = 180° — 2y. (4)
Dosadime-li (3) a (4) do rovnosti

XQPB = ¥xCPB — <CPQ,
dostaneme
¥QPB =3y = <QBP.

QOdtud plyne PQ = QB.

Sestrojené body P a Q maji v§echny vlastnosti pozadované
textem ulohy.

DISKUSE. Uloha ma vzdy feseni (2). Dalsi feseni mize
existovat, existuje-1i spolec¢ny bod vnitiku usecky AC a polo-
pfimky BT. K tomu je nutné a staci, aby platilo

3y < 3(180° — 9).
tj.
y < 90°.
V tomto piipadé téz existuje i prisecik Q + C kruznice k
a poloprimky CB. Zbyva jesté zjistit, zda tento bod Q je
bodem usecky CB. Bod Q je dokonce vnitinim bodem usec-
ky CB, nebot ¥ PQC > X PBC.
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ZAVER DISKUSE. V pfipadé, 7¢ ¥ ACB = y = 90°,
ma Gloha jediné feSeni — feSeni (2). V pfipadé, Z2e ¥ ACB =
=y < 90°, ma Gloha dvé feSeni — mimo FeSeni (2) jeste
dalsi feSeni, které lze sestrojit vyse uvedenou konstrukci.

C—1I-3b
ZAci jedné $koly se zhcastnili bilologické, fyzikalni a che-
mické olympiady. Ucastniki FO bylo dvakrat tolik jako
ucastniktt ChO a ucastniki ChO tfikrat tolik co Gcastni-
kt BO. Jen jedné z téchto olympiad se zacastnilo 12 zaku,
dvou olympiad 4 Zaci, ale FO a zarovein BO zadny; téch,
ktefi fesili jen BO, bylo pravé tolik jako téch, ktefi fesili
zaroven ChO a BO. Urcete, kolik zakt se zacastnilo kazdé
z uvedenych soutézi a kolik bylo vSech Gc€astnikt olympiad
dohromady.
RESENT
Pfi sestavovani podminek ulohy uzijeme mnoZzinového
diagramu, oznaceni viz na obr. 78. Plati tedy:

o

F Ch

Obr. 78
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X+z4+u=12 (1

)

y+t=4 (2)
x+y=2y+z+1) (3)
y+z+t=3u+1 (4)
u=t. (5)

Dosazenim za u podle (5) do zbyvajicich rovnic a upravou
dostaneme:

xX+z+1t=12
y+t= 4, zcehoz y=4—1t

XxX—y—2z2—-2t= 0

y+z-=5t= 0.

Dosadime za y:

X+ z+4+t= 12, z¢hoz x=12—t— 2
x—2z—t= 4
z—6t=—4.

Dosadime za x:

3z+2t= 8
z—6t=—4, zchoz z=6t—4,

takze
20t = 20,
tj.
t= 1.
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Zpétnym dosazenim dostaneme:
z=2, x=9, y =3, u=1.
Zkouskou ovéfime vypocet.

ODPOVED. FO se za&astnilo 12 7ak, ChO 6 zaki a BO
2 zaci; v8ech ucastnikt bylo 16.
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RESENI ULOH KATEGORIE Z
II. KOLA

Z-11-1

Petr a Milan jeli tramvaji do kina, které je v ulici na trati
tramvaje mezi stanicemi 4 a B. Pomér vzdalenosti vchodu
do kina od stanic 4 a B je 3:2. Petr vystoupil na stanici 4,
Milan na stanici B. Sli stejnou primé&rnou rychlosti a ke
vchodu kina pfisli oba v témze okamzZiku.

Vypocitejte, kolikrat byla primérna rychlost jejich chiize
mensi neZ primérna rychlost tramvaje mezi stanicemi 4 a B.

RESENI

Tramvaj ziejmé nejdiive pfijela do stanice 4. Jen tak je
mozné, aby chlapci pfisli v tyz okamzik ke vchodu kina.

Vzdalenost zastaivek A a B v kilometrech necht je Sa
(obr. 79). Pramérnou rychlost chiize chlapct v km/h oznag-
me v. Je-li primérna rychlost tramvaje x-krat vétsi nez pra-
mérna rychlost chiize chlapci, pak je jeji rychlost xv kmjh.

Doby cest chlapcii ke vchodu kina méfme od okamziku,
kdy tramvaj zastavila ve stanici 4. Pak plati

_A K 8

" b -« V-‘—_J
Obr. 79 3a 2a
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ly=—,
v
5a 2a
[B - + -
xv v
Odtud plyne
3a B 5a 2a

>

vooxv v
t.
5 .
3=—+2, takzZe x=25.
X

Snadno ovétime, Ze chlapci pfijdou ke vchodu kina v tyz
okamzik, ma-li tramvaj pétkrat vétsi pramérnou rychlost
nez chlapci.

Zavér. Chlapci sli pétkrat mensi prumérnou rychlosti,
nez byla primérna rychlost tramvaje mezi stanicemi 4 a B.

Z-1-2

Je dan pravy uhel s vrcholem V a jeho vnitfni bod M.
Bodem M je prolozena libovolna pfimka p tak, Ze ob¢ ra-
mena pravého uhlu protind v rtznych bodech 4 a B.
Oznadime-li S;, resp. S,, obsah trojuhelnika VAM, resp.
VBM, potom ¢islo
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je stejné pfi kazdé poloze piimky p uvedenych vlastnostiﬁ
dokazte.

RESEN{
Zavedeme toto oznaleni: a = BV, b = AV, x a y jsou

vyiky trojithelnika BMV (AMV) piislusné stran& BV (4V)
(viz obr. 80). Pak je

Sy =%b)’, S2=%ax
S=S8,+8,=13by+dax =3ab.
Dale plati:

1 1 2 2 2ax+by 2.285 2

S, S, by ax abxy T2S.xy xy

Ale souéin xy nezavisi na volbé pfimky p.

Obr. 80
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Z-11-3

Su dané celé Cisla a, b, ktorych aritmeticky priemer je
celé cislo delitelné troma. Dokazte, ze potom Cislo

a(3a* + b*)(a® — 2b3)

je nasobkom ¢isla 108.

RIESENIE

a+b

PodTa textu tulohy je = 3k, kde k je celé ¢islo. Potom

viak b = 6k — a, a teda
3a* + b* = 3a® + 36k*> — 12ka + a* =
= 4a® — 12ak + 36k = 4(a® — 3ak + 9?),
@ — 2b = & — 2216k° — 108k%a + 18ka® — o) =
= 3(a® — 12ka® + T2k%a — 144K%),
z ¢oho :
a(3a®> + b*)(a® — 2b%)° =
=4.3%(a*® — 3ak + 9k*)(a® — 12ka® + 72k*a — 144K%)?,

¢o je nasobkom 108, ako bolo treba dokazat.

Z-11-4

Je dan trojuhelnik 4ABC, v némz ma strana AB délku a.
Na poloptimce opaéné k poloptimce AB lezi bod D tak, Ze
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DA = na, kde n je dané ptirozené &islo. Nechf E je stied
strany BC a F prusecik ptimky DE se stranou AC. UrCete
obsah trojuhelnika CEF, jestlize obsah trojahelnika ABC
se rovna Cislu P. (Provedte vypocet nejdiive pro n = 1
a n = 2, potom pro libovolné n.)

RESENT
Oznalme H stied strany AC (obr. 81). Usetka HE je pak
stfedni pfickou AABC, jeZ je rovnobézna se stranou AB.
Bod H je tedy vnitini bod tGseCky CF. Obsah AECH je
ziejmé 4P. Pro obsah P’ trojihelnika CEF tedy plati

P =1P+0Q, (1)

kde Q je obsah AEFH. Uloha je tak pfevedena na Glohu
urcit obsah Q trojuhelnika EFH pomoci obsahu AABC.
Protoze vime, ¢ EH = }a, je tieba urdit vysku v’ trojihel-
nika EFH na stranu EH. Ozna¢me v vysku AABC na stra-
nu AB.

Obr. 81
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a) Necht DA = a. Podle véty uu je
AEFH ~ ADFA.

Bod F je tézist¢ém ADBC, a proto pro vysku v, trojihelnika
DF A na stranu DA plati

v, =4
Tedy
HE
=%UE =%U% = év
Pak

Podle (1) je

b) Necht DA = 2a. V tomto piipad€ uZijeme podobnosti
trojihelniki EFH a DEG (véta uu), kde G je stfed strany AB.
Trojuhelnik DEG mé ziejmé na stranu DG vysku Jv. Plati
tedy

Tudiz

takze podle (1)
P' = %P + 3P = 5P.

¢) Necht DA = na, kde n je pfirozené &islo. Podobné
jako v &asti b) z podobnosti trojuhelnikit EFH a DEG plyne
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T e |
T R A S
Tedy
1
_ 11,1
Q=35.2a 202n+1,
takze podle (1)
1 n+1
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V. Reseni soutéznich uloh lil. kola kategorie A

A-TII-—-1
Je dana postupnost kladnych &isel ay, a,,as,... s touto
vlastnostou: Pre kazdé n = 2 plati

Apt1-Ay—1 gar% (1)
OznaCme
b, = (a;a, ... a,)'". (2)

Potom plati pre kazdé n = 2:

bn+1'bn—l gbf; (3)
dokazte.

RIESENIE
Tvrdenie dokaZzeme metédou matematickej indukcie.
1. Pre n = 2 z (1) dostaneme
as.a, = a. (4)
KedZe Cisla a;,i = 1,2,3 st vSetky kladné, dostaneme vy-

nasobenim nerovnosti (4) &islom a,: aya,a; = a3, z &oho
po odmocneni mame
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(aya,a3)'* = a, . (5)

Ak nerovnost (5) vynasobime &islom a, a pouzijeme (2)
pre n = 1,2, 3, dostaneme

bl b3 b2 s
¢im sme dokéazali platnost (3) pre n = 2.

2. Nech teraz (3) plati pre nejaké prirodzené &islo k = 2,

t.j.
k+1 1/(k+1) /k—1 1/(k—1) k 1/k
<Ha,~> .<Hai> g(ﬂﬁ) . (6)
i=1 i=1 i=1

Z nerovnosti (6) po umocneni na k(k — 1) (k + 1) vzhladom
na to, Ze na oboch stranach su kladné &isla, dostaneme

k+1 k(k—1) /k—1 k(k+1) k k2-1
2
i=1 i=1 i=1

Z nerovnosti (7) jednoduchou tpravou dostaneme

k—1 2k2 k=1 K22

i=1 i=1

—_
~J
~

-1 2k2-2
z &oho po vydeleni &islom <na,-> a vynasobeni

2-k2+k

ai vyplyva
k 2
(H“) a2 ®)
i=1
Ak nerovnost (8) vynasobime &islom a’Hk, dostaneme
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i=1

k 2
(1) at a2 (oo™
z &oho vyplyva, ak pouzijeme (1) pre n = k + 1:

k 2
<'l_l1al> aﬁi;" ak+2 =( +1)2k2+2k- (9)
i=

\/

Nerovnost (9) mozno upravit na tvar

£ ) . (k+1)2—(k+1) > (k+1)2+(k+1)-2
Han '(ak+2) =(ak+1) ,

i=1

k 2(k+1)2—
z ¢oho po vynasobeni ¢islom (Hai> a jednodu-
chej tprave mame =1

k 2(k+1)2
k+1)2—(k+1
(n‘h) -(ak+1'ak+2)( FrEED >

i=1

k ASRGE=S 20k+1)2-2
2| [Ja [+ 1)

i=1

k k2 + 3k
Z toho po vydeleni &islom (I—[ai) a jednoduchej
Gprave dostaneme =1

k+2 k(k+1) k (k+1)(k+2) k+1 2k(k+2)
i=1 i=1 i=1

Z poslednej nerovnosti po umocneni na 1/k(k + 1)(k + 2)
vzhladom na (2) dostavame

bisz . by 2 biyy .
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Tym sme dokazali, Ze (3) plati pre n = k + 1.
Vzhladom na 1. a 2. plati nerovnost (3) pre kazdé pri-
rodzené Cislo n ako sme mali dokazat.
Riesil Jozef Siran,
4.b tr. gymnazia Jura Hronca, Bratislava

A—III-2 :
Je dany trojuholnik ABC. Pre kazdy bod X trojuholni-
ka ABC ozna¢me m(X ) najmensiu zo vzdialenosti XA, XB,

XC. Zostrojte vietky body X trojuholnika ABC, pre ktoré
je m(X) maximalna.

RIESENIE

Najskor dokazeme pomocnu vetu: Pre kazdy bod X £ C
trojuholnika ABC plati: AX + BX < AC + BC.

Oznaéme X prieseCnik polpriamky 4X s Gseckou BC
v pripade, ked X je vnutorny bod trojuholnika ABC (pozri
obr. 82). Zrejme plati: AX, < AC + CX,. Z toho priamo

c

X,

Obr.82 A B
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Obr. 83

vyplyva: AX, + BX, < AC + CX, + BX, = AC + BC.
KedZ7e BX < XX, + BXy, je AX + BX < AX + XX, +
+ BX, = AX, + BX,. Z nerovnosti AX + BX < AX, +
+ BX, a AX, + BX, < AC + BC priamo vyplyva sprav-
nost dokazovanej nerovnosti v pripade, ked X je vnutornym
bodom trojuholnika ABC. Pre body X leZiace na obvode
trojuholnika ABC je uvedena nerovnost zrejme splnena.

1. Nech trojuholnik ABC je ostrouhly. Ozna¢me O stred
jeho opisanej kruznice (pozri obr. 83). Nech pre bod X %0
leziaci napr. v trojuholniku AOC plati AX = r a sGcasne
CX =r. Potom aj AX + CX = 2r = AO + CO, ¢o je
v spore s tvrdenim pomocnej vety. Musi preto platit bud
AX < r alebo CX < r. Pre bod O vsak plati AO = BO =
= CO = r. Je teda m(0) maximalne.

2. Nech trojuholnik ABC je tupouhly s tupym uhlom
pri vrchole C (pozri obr. 84). Oznaime b, viSiu zo stran
a, b trojuholnika ABC. Oznaéme M priesecnik osi strany by
so stranou c¢. Pre tupouhly trojuholnik zrejme plati
AM = MC < MB. Je teda m(M) = AM = MC =d. Na
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zaklade pomocnej vety dokaZeme nepriamo, Zze pre [ubo-
volny bod X (X % M) trojuholnika AMC plati CX <d
alebo AX < d.

Nech a, je mensia zo stran a, b trojuholnika ABC. Oznac-
me N priese¢nik osi strany a, so stranou c. Zrejme plati
dy < by

a) Ak je ao < by, je zrejme tiez CN < CM =d abod N
lezi preto vo vnutri kruznice opisanej okolo bodu C s polo-
merom CM =d. Pre body X trojuholnika MNC rdzne
od bodu C je teda CX < d. Na zaklade pomocnej vety
vys§ie pouzitym postupom lahko dokazeme, Ze pre body X
trojuholnika BNC plati bud BX < d alebo CX < d. Ma-
ximalna je teda vzdialenost m(M).

b) Ak plati ay = by, = a = b, je trojuholnik ABC rovno-
ramenny. V tomto pripade je CM = CN. Analogicky ako
v predchadzajucom pripade Tahko dokazeme, Ze funkcia
m(X) nadobuda maximum v dvoch bodoch: M a N.

3. Ak trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom




pri vrchole C, bude m(X) maximalne zrejme pre stred stra-
ny AB, ktory bude stredom opisanej kruznice trojuholnika
ABC.

Zaver: Ak ABC je ostrouhly alebo pravouhly trojuhol-
nik, je hladany bod prave jeden — stred opisanej kruZnice.

Ak trojuncliik ABC je tupouhly nerovnoramenny, je
hladanym bodom bod M, ktorého konstrukcia je popisana
v Casti 2a.

V pripade rovnoramenného tupouhlého trojuholnika st
hladané body dva, M a N — ich konStrukcia je popisana
v Casti 2b. Riesil Jan Krajcik,

3.b gymnazia Jura Hronca, Bratislava

A-I1I1-3

Nech pre kazdé prirodzené ¢islo m, ktoré je v dekadickom
zapise asponl dvojciferné a ma Cislice navzajom rézne, zna-
mena f(m) sidet vietkych prirodzenych &isel roznych od m,
ktoré z &isla m dostaneme zmenou poradia jeho &islic (na-
priklad f(302) = 320 + 023 + 032 + 230 + 203 = 808).

Najdite vSetky prirodzené €isla x, pre ktoré plati

/

f(x) = 138 012. (1)

RESENI

Nejprve ukazeme, Ze ¢islo x splitujici rovnici (1) musi byt
Ctyfciferné. Pro dvojciferné Cislo x = 10x; + x,, x; * X,
mame f(x) = 10x, + x;, coZ nevyhovuje vztahu (1). Pro
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trojciferné &islo x s riiznymi &islicemi Ize f(x) vyjadfit jako
soucet péti prirozenych c¢isel menSich nez 999. Je tedy
f(x) <999.5 = 4995 < 138 012. Kdyby ¢islo x bylo péti-
ciferné nebo mélo jesté vétsi polet (navzajem riznych) &islic,
mohli bychom je vyjadfit jako soucet aspont 119 scitanct
(5! — 1 = 119), z nichz kazdy by byl aspoit 01234. Mé&li
bychom f(x) = 01234.119 = 146 846 > 138 012.

Zbyva probrat Ctyfciferna Cisla x s navzajem riznymi
&islicemi, jeZ vyhovuji vztahu (1). Tuto East feSeni provedeme
zpusobem, ktery pouzil Ivo Semrdd, zak 4.b tfidy gymnazia
v Opave.

Polozme x = 1000x; + 100x, + 10x; + x,. Je vidét, ze
f(x)+x=6(x1+X2+X3+X4).1111, (2)
nebot mezi vSemi permutacemi riznych isel xy, x,, X3, X4
je pravé (4 — 1)! = 6 takovych, které maji na témZ misté
totéz Eislo.
Po dosazeni do (2) dostavame

138012 + x = 6 666(x; + X, + X3 + X4),
tj.
4692 + x

=20 . 3
X1+ Xy + X3 + X4 + 6666 (3)

Cislo x je &tyiciferné, a proto ¢itatel na pravé strané rovni-
ce (3) je mensi nez 15 000, takZe tento zlomek je roven bud 1
nebo 2. V prvnim ptipadé

X' =6666 —4692 = 1974,

td
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v druhém piipadé
x"=2.6666— 4692 =18640.

Rovnici (3) vyhovuje pouze &islo 1 974. Cislo 8 640 rovnici (3)
nevyhovuje, a proto neni feSenim dané ulohy.
Pro &islo 1974 podle rovnosti (2) dostavame, ze

f(1974) = 6.21. 1111 — 1974 = 138012

Cislo 1974 je tedy jedinym feSenim dané ulohy.

A-II1-4
Nech .# je mnozina vSetkych polynomickych funkcii f
stupnia najviac 3
flx) =ax® + bx* + cx + d, (1)
pre ktoré plati
Vxed—1,1); x| <1.
Dokazte, ze existuje kladné Cislo k tak, ze
Vfe #, |a|§k. )
Urcte najmensie kladné &islo k tejto vlastnosti.
RESENI
Pro kazdou funkci fe . plati:
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W =la+brerd st ()
(=1 =|-a+b-c+d <1, 4)
SO =ha+dbrderd st 9
(-3 =|-%a+2b—3c+d 1. (6)

Dale budeme pouzivat véty: Necht x, y, z, v jsou libo-
volna realna ¢isla. Jestlize |x| < z a zaroven |y| < v, pak
x+y<z+w

Z nerovnosti (3) a (4) plyne podle zminéné véty:

2.Ja+ ¢ 22,
tj.
la +c 1. (7)

Z nerovnosti (5) a (6) plyne:

neboli
|—4a — [ 2. (8)

Z nerovnosti (7) a (8) opét podle zminéné véty dostavame

la — 44| <3,
t.
la| < 4.
Tim je dokazana existence &isla k, které ma vlastnost (2).
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Tuto vlastnost ma kazdé Cislo

k=4.

Nyni ukazeme, Ze nejmensi kladné Cislo k poZadované
vlastnosti je k = 4. Je tfteba dokazat, Ze mnoZina .# obsa-
huje aspofi jednu polynomickou funkei (1), jejiz koeficient
a=4.

UvaZujme mnohoclen

g(x) = 4x> — 3x.
Potom
g'(x) = 12x* - 3.

Mnohotlen g(x) tedy miZe mit lokalni extrém v bodech
Xy =% X, = —%
Plati
g'(x) = 24x,

takze g"(3) = 12> 0 a g'(—3) = —12 < 0. V bod¢ x, =
ma mnoho¢len g(x) lokalni minimum, v bod& x, = —
lokalni maximum.

W= D=

Dale plati

Mnohoélen g(x) nabyva v intervalu {—1, 1) nejmensi hod-
noty —1 v bodech + a —1, nejvétsi hodnoty 1 v bodech
—% a 1. Tedy pro kazdé xe (-1 1) je |g(x)| £ L, .

ge ..
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Tim je dokazano, 7e k = 4 je nejmensi Cislo k, jez ma
vlastnost (2). o )

Resil JiFi Navratil,
zak l.a gymnazia v Olomouci-Hej¢iné

A-III-5

Je dana kruznice a do ni je vepsan Sestiahelnik ABCDEF
takovy, Ze

AB = BC, CD = DE, EF = FA. (1)

Dokazte, ze obsah trojuhelnika ACE neni vétsi neZ obsah
trojuhelnika BDF. Kdy plati rovnost?

RESENI

PRVNI ZPUSOB. Bez ujmy na obecnosti Ize predpokla-
dat, ze
AB £ CD £ EF. (2)

Trojuhelnik ACE otoéme kolem stfedu S kruZnice k tak,
aby 4 — B (viz obr. 85); otoCeny trojuhelnik oznaime
A'C'E'. Pak CE \ A'E’, nebot vzdalenost otoCenych vrcholi

EE' = AA' = AB;
podle zadani
AB =BC = A'C,
takze
A'C = EE'.
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Obr. 85

Protoze tyto shodné usecky jsou v jedné poloroving vytaté
piimkou CE, je A’CEE’ rovnoramenny lichobéznik.

Piimka SD je tedy osou tétiv CE i A'E’. Je patrno, Ze pro
obsahy trojuhelnikt ACE, A'C'E’, A'DE’ plati

PACE = PA'C’E’ = PA’DE’- (3)

Trojahelniky A'C'E’ a A'DE’ maji totiz spoleCnou stranu
A'E’" a vySka pfislusna k této stran¢ je v AA'C'E’ mensi
nebo rovna vysce na tuto stranu v AA'DE’.

Nyni sestrojme bod E” soumérné sdruzeny s bodem E’
dle osy usecky A'D. Nad tétivou DE’ jsou dvé tétivy E'E
a ED. Nyni jsou opét nad tétivou A'E” dvé& tétivy, piiCemz
AA' = EE'. Ze shodnosti vyplyva, ze i AE” = DE. Podle (1)
a (2) dostavame AE” < AF. Protoze viak z piedpokladu (2)

218



vyplyva, ze EE' = AB < EF, lze vzhledem k tomu, Ze body
E', E" a F lezi v téze poloroviné uréené pfimkou AE, vyslo-
vit zavér, ze v piipad¢ E' = E" je F = E' = E", v pii-
padé E' =+ E” lezi bod F na oblouku kruZznice & urfeném
body E”, E' a neobsahujicim bod 4. V tomto pfipad¢ je
E'E' | A'D.

Vyska A\ A'DE’ na stranu A'D je tedy mensi nebo rovna
vySce AA'DF na stranu A'D. Tedy pro obsahy trojuhelnika
A'DE', A'DF a BDF plati

Pype = Pypr = Pppr - (4)
Z nerovnosti (3) a (4) vyplyva, ze
PACE é PBDF : (5)

Z postupu je patrno, Ze rovnost v (5) nastane, pravé kdyz
bude »
C=D a E =F,

tedy pijde-li o pravidelny Sestiuhelnik.

Resil J. osef Pavel,
zak 1.a tfidy gymnéazia v Rychnové nad Knéznou

DRUHY ZPUSOB. Bez ujmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze dana kruznice ma polomér 1. Stied dané
kruznice (obr. 86) oznalime S. Dale zavedeme oznaceni
uhla:

X ASB = ¥BSC = «a, ¥xCSD = ¥xDSE =,
XESF = ¥FSA =7y.
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Obr. 86

Ziejmée plati

200 + 2 + 2y = 2m,

neboli
a+p+y=m.

Z toho plyne, Ze Ghly o, B,y lezi v intervalu (0, 7).
Nyni vyjadiime obsahy trojuhelnikit ACE a BDF pomoci
o B, y:
Pyce = 3(sin 2o + sin 28 + sin 2y) =
= 3[sin (« + B)cos(ax — B) + sin(B + y)cos (B — 7) +
+ sin (y + a)cos (y — «)],
Pgpr = 3[sin (¢ + ) + sin (B + 7) + sin(y + «)].

Tyto rovnosti plati pro kazdou polohu bodu S vzhledem
k trojuhelnikim ACE a BDF.
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Mame dokazat nerovnost:
sin (¢ + B)cos (@ — B) + sin (B + y)cos (B — 7) +
+ sin(y + a)cos(y — )] <
< 3fsin(x + ) +sin(f + y) +sin(y + a)]. (1)
Tuto nerovnost prepiSeme do tvaru:
sin (« + B).[1 — cos (x — B)] +

+sin(B+y).[1—cos(B— )]+
+sin(y + «).[1 —cos(y — )] 2 0. (2)

Protoze o, f,7€(0,m) a a + f + y = m, plati
sin(¢ + f) >0, sin(B+7y) >0, sin(y+a)>0.

Vyrazy v lomenych zavorkach na levé stran& nerovnosti (2)
jsou ziejmé nezaporné; to znamena, Ze nerovnost (2) a tedy
také (1) je vzdy splnéna.

Rovnost v (2) a v (1) mizZe nastat tehdy a jen tehdy, kdyz
plati

cos(x — ) =cos(B—y)=cos(y —a)=1.

Protoze vsak o, 8,y € (0, n), nastane rovnost pravé kdyz

UAH

«=f=7y=

]

tj. kdyz Sestiuhelnik ABCDEF je pravidelny.

Resil Jiri Navrdtil,
zak l.a tfidy gymnazia v Olomouci-Hej¢iné
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A—-III-6

V rovin€ ¢ je dan jednotkovy étverec 2. OznaCme 2y
¢tverec, ktery vznikne otocCenim Ctverce 2 kolem bodu X
roviny ¢ o pravy uhel v kladném smyslu. Uréete mnozinu
vSech takovych bodii X roviny g, pro které je obsah sjedno-
ceni 2 U 2y roven nejvyse 1,5.

RESENI
Podminka vyslovena v textu tlohy je ekvivalentni s pod-

~minkou, Ze obsah 2 n 2y je aspon 0,5; pro obsahy plati
totiz — jak znamo — vztah

T+ 3y, =2n2,+20 2.

Klicem k feSeni je vé€ta: Nechf v roviné g lezi ctverce
2 a 2, které nejsou totozné. Pak v roving g existuje takovy
bod X, ze Ctverec 2’ je obrazem Ctverce 2 v otoCeni kolem
bodu X o pravy uhel v kladném smyslu, pravé kdyz existuje
rovnobézné posunuti, které prevadi ctverec 2 ve Ctverec 2.
Tuto vétu si jisté ¢tenaf sam snadno dokaze.

Zvolme soustavu soufadnic tak, aby pocatek byl stfed
Ctverce 2, strany obou Ctverci 2 a 2y rovnobézné s osami
soufadnic. VySetfujme stiedy [&, n] &tverch 2y nejprve
v prvnim kvadrantu. Stied [é, n] uréité nalezi Ctverci 2,
nebot jinak by bylo 2 2y < 0,5 proti ptredpokladu. Je

tedy
(1)

0

I\
NI

S

I\
(S

, 0

I\
=
I\
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Prinik 2 n 24 je pravothelnik o stranach 1 — ¢, 1 — y;
je-li p jeho obsah, plati

-9 -m=p G=sp=s). (2)

Vztahy (1), (2) jsou analytickym vyjadfenim oblouku rovno-
osé hyperboly, ktera ma stted v bod& [1, 1], za asymptoty
ma piimky ¢ = 1, n = 1, vrchol [1 — \/p, 1 — \/p] a osy
soufadnic protina v bodech [0, 1 — p], [1 — p, 0]. Protoze
e p=%je Jp23J2 1 —/p=1—4%,/2 Probiha-li
&islo p interval <3, 1), pak oblouky hyperbol o analytickém
vyjadfeni (1), (2) vyplni obrazec @, vySrafovany na obr. 87.
Z podminek (1), (2) a vySe uvedené véty vyplyva, Ze obra-
zec (), je mnozinou stfedl vSech Ctverci 2y, jejichz stiedy
lezi v 1. kvadrantu. .

Stied My Ctverce 2y vznikne ze sttedu M Ctverce 2 oto-

lIA

’ |
_______________ T[ﬁ]
0O, |
3]  [34] :
l
25 |
M, } X
m-oa 3ol |
a— |
Obr. 87 :
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/ N Obr. 88
AN

¢enim kolem bodu X o0 90° v kladném smyslu. Proto vznikne
bod X zbodu My otofenim kolem stfedu M o 45° v kladném
smyslu a zmen3enim vzdalenosti MMy v pomé&ru ,/2: 1.
Otoceny a zmenseny sektor k sektoru ¢, je naznaCen na
obr. Srafovanim.

Ostatni kvadranty se doplni pomoci symetrii. Mnozinou
vSech bodl X, které maji vlastnost uvedenou v textu ulohy,
je obrazec €, jehoz obvod je na obr. 88 vytazen tlusté.
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VI. Sprava o XVI. medzinarodnej matematickej

olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

O starostlivej organizacnej priprave XVI. MMO najlep-
Sie sved¢i skutoCnost, Ze uz pocas XV. MMO v juli 1973
v Moskve dostali veduci zu¢astnenych delegacii od vedenia
delegacie NDR jej ramcovy program a organizaény poriadok
sutaze. Samotny priebeh XVI. MMO len potvrdil neoby-
¢ajnu pozornost, ktori sidruhovia z NDR jej organizacii
venovali. Poriadatemi sufaze, ktora sa konala od 4. do
17. jula 1974 boli Ministerstvo $kolstva NDR, Matematicka
spolo¢nost NDR (Mathematische Gesellschaft der DDR)
a Ustredny vybor FDJ (mladeznicka organizacia NDR).
Vlastna sttaz sa konala v krajskom meste Erfurte na juho-
zapade NDR a zaver so slavnostnym vyhlasenim vysledkov
bol v hlavnom meste NDR — Berline.

Nielen velmi dobrou organizaciou, ale aj po¢tom zacast-
nenych krajin patrila XVI. MMO medzi najvydarenejsie
z doteraj$ich medzinarodnych stretnuti mladych matema-
tickych nadeji. K druzstvam 16 krajin, ktoré sa zucastnili
XV. MMO v Moskve pribudli ako novi ucastnicic MMO
druzstva USA a Vietnamskej demokratickej republiky. Na
XVI. MMO do NDR vyslalo teda svoje druzstva tychto
18 krajin: Rakusko (A), Bulharsko (BG), Kuba (C), CSSR
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(CS), NDR (DDR), Franciizsko (F), Velka Britania (GB),
Madarsko (H), Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko
(PL), Rumunsko (R), Svédsko (S), Finsko (SF), ZSSR (SU),
USA (USA), Vietnamska demokraticka republika (VN),
a Juhoslavia (YU). S vynimkou Kuby (7 Ziakov) a VDR
(5 ziakov) boli vietky druZstva osemélenné, ako to stano-
voval organiza¢ny poriadok sutaze. Celkem na XVI. MMO
sutazilo teda 140 ziakov.

Predsedom organiza¢ného vyboru olympiady bol pracov-
nik Ministerstva $kolstva NDR, tajomnik Gstredného vyboru
olympiad mladych matematikov NDR a &len predsednictva
Matematickej spolo¢nosti NDR s. Herbert Titze a jeho za-
stupcom s. Gerhard Kleinfeld, pracovnik odboru $kolstva
rady kraja v Lipsku.

Prezidentom medzinarodnej jury sutaze, ktoru tvorili ve-
duci jednotlivych delegacii za¢astnenych krajin, bol prof. dr.
Wolfgang Engel, predseda Matematickej spolo¢nosti NDR
a riaditel sekcie matematiky na univerzite v Rostocku. Jeho
zastupcom boF prof. dr. Helmut Bausch, vedici oddelenia
matematiky a prirodnych vied na Ingenieurhochschule
Berlin-Wartenberg a predseda tstredného vyboru olympiad
mladych matematikov NDR.

Veduci delegacii sa schadzali do Erfurtu vo Stvrtok
4.7.1974. Hned po prichode na Zelezni¢nu stanicu ¢i letisko
ich organizatori odviezli do nedalekého Weimaru (23 km),
strediska nemeckej klasiky a humanistickych tradicii, kde
boli ubytovani v hoteli Elephant. Na zoznamovacej veceri
v reStauracii hotela sa stretavali va¢Sinou stari znami z pred-
chadzajicich MMO.
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Jury pracovala v priestoroch Hochschule fiir Architektur
und Bauwesen vo Weimare. Na prvom zasadnuti v piatok
5. 7. prezident jury prof. dr. Engel privital veducich delegacii
zG¢astnenych krajin, najmé tych, ktoré sa MO zGcastnovali
po prvy raz (VDR a USA), zazelal im Gspe$nu pracu a pri-
jemny pobyt v NDR a informoval, Zze na XVI. MMO bolo
pozvané tiez Taliansko, ktoré aj prislubilo ucast, ale v po-
slednej chvili sa ospravedInilo. Clenov jury v kratkom pre-
jave pozdravil tiez prorektor Hochschule fiir Architektur
und Bauwesen prof. dr. Fritsch. V pracovnej Casti 1. zasad-
nutia podal prof. dr. Engel kratke vysvetlenie k programu
XVI. MMO, predstavil svojich spolupracovnikov z NDR —
¢lenov komisie pre ulohy, prekladatelov a dalSich a preci-
tal text telegramu, ktory ucastnikom XVI. MMO poslal
I. S. Petrakov (ZSSR) — ugastnik vietkych MMO od IV.
po XV. a spoluautor uspe$nej publikacie o MMO, znamej
aj u nas.

Clenovia komisie pre Glohy (prof. dr. G. Geise, prof. dr.
U. Pirl a doc. dr. L. Stammler) vybrali z cca 50 navrhnutych
Giloh doslych do organizatormi stanoveného terminu (15. 4.)
dva varianty po 6 uloh, ktorych texty s rieSeniami dostali
veduci delegacii vo Stvrtok (4. 7.) popoludni. Pri vybere
vychadzali z toho, aby kazdy variant obsahoval ulohy z roz-
nych oblasti matematiky, ktoré by boli pé6vodné a pokial
mozno rdéznej obtaznosti. Do prvého variantu zaradili po-
merne jednoduchy hlavolam (USA), zaujimavi ulohu na
odhad nekone¢ného siétu (PL), netradiénu ulohu o mnoho-
¢lenoch s celotiselnymi koeficientami (S), velmi pekna do-
kazovu dlohu na odhad minima istej konefnej mnoziny
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realnych &isel (SU), obtazne formulovatelna ulohu na dékaz
existencie zhodnych trojuholnikov v istom nekonefnom
systéme trojuholnikov se spolo¢nou opisanou kruznicou
(GB) a ulohu zo 3kolskej tedrie &isel vyuZivajicu urité
prvky kombinatoriky (R). Druhy variant obsahoval doka-
zovu ulohu zo Skolskej teorie Cisel tradiéného charakteru
(PL), Glohu na najdenie mnoZiny hodndt istej homogénne;j
funkcie $tyroch realnych premennych (NL), dokaz identity
zaloZeny na pouziti trigonometrickych funkcii (C), pomerne
jednoduchu ulohu z klasickej planimetrie (SF), zaujimava
a nie velmi naro¢nu tlohu na pokrytie (BG) a koneéne velmi
peknt, ale zna¢ne naro¢nu ulohu kombinatorického cha-
rakteru (SU).

Zakladom pre diskusiu mal byt prvy navrhnuty variant.
Uz v uvode diskusie upozornil v§ak veduci polskej delegacie
prof. Mgkowski na to, ze do neho zaradena polska uloha
bola medzi¢asom publikovana v Gardnerovej knihe, ktorej
preklad vysiel v ZSSR. Na sobotiajsom zasadnuti jury (6. 7.)
precital veduci madarskej delegacie prof. Hodi text Glohy
z madarskej olympiady, ktora bola v podstate zovseobec-
nenim sovietskej ulohy z prvého variantu. Vzhladom na po-
ziadavku pdvodnosti bolo preto nutné polskl a sovietskt
ulohu z prvého variantu vynechat. Kedze viaceri veduci
delegacii namietali proti zaradeniu britskej ulohy, ktora sa
im zdala prili§ obfazna a naro¢na na hodnotenie rieSeni
a vadsina ¢lenov jury sa napokon vyslovila za jej nahradenie
finskou ulohou z druhého variantu, bol po doplneni tohto
vyberu bulharskou a holandskou lohou z druhého variantu
na zaver sobotného predpoludnajSieho zasadnutia jury jed-
nomyselne prijaty niz$ie uvedeny komplex sutaznych uloh.
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Formulacii textov uloh v rokovacich jazykoch (nemcina,
rustina, angliCtina, francuzitina), ktora patri uz tradi¢ne
k najnaro¢nej$im povinnostiam jury, boli venované dve za-
sadnutia jury: v sobotu 6. 7. popoludni a v nedelu 7. 7.
predpoludnim. Pri nej bol podstatne zmeneny najmé po-
vodny text americkej Glohy. Na zaver nedelné¢ho predpo-
ludnajsieho zasadnutia schvalila jury jednomyselne navrh
veduceho Ceskoslovenskej delegacie na rozdelenie Gloh pre
oba sitazné dni ako aj maximalne pocty bodov za uplné
rieSenie jednotlivych uloh. Na rieSenie kazdej trojice tloh
boli stanovené 4 hodiny ¢istého Casu.

S histériou a pamidtihodnostami Weimaru sa ¢lenovia
jury zoznamili v piatok 5. 7. popoludni poc¢as prednasky do-
plnenej premietanim diapozitivov v Goetheho mizeu a pocas
prechadzok po meste vo volnom case. V piatok 5. 7. veCer
podavala pre €lenov jury a organizatorov XVI. MMO ve-
¢eru Mathematische Gesellschaft der DDR. Prehovoril na
nej predseda spolocnosti prof. dr. Engel a za zahrani¢nych
hosti veduci sov. delegacie doc. Skvorcov.

Nedelnajsieho zasadnutia jury sa zGc€astnili uz aj zastup-
covia veducich delegacii, ktori mali svoje druzstva priviest
do Erfurtu najneskorsie v sobotu 6. 7. Ziaci boli ubytovani
v modernom internate Padagogische Hochschule Dr. Theo-
dor Neubauer v Erfurte, zatial ¢o zastupcovia veducich dele-
gacii sa ubytovali spolo¢ne se svojimi vedicimi vo Weimare.
O ziakov jednotlivych druzstev sa po cely ¢as pobytu v NDR
starali okrem tlmo¢nikov aj nemecki sprievodcovia — Cle-
novia FDIJ.

Na vedtcich delegacii a ich zastupcov ¢akala v nedelu
popoludni naro¢na tloha prekladu textov lloh do mater¢iny
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Ziakov a ich priprava na rozmnozenie. Po prvy raz na MMO
bola pri rozmnozeni textov tloh pouzita moderna technika
(xerox).

Slavnostné otvorenie XVI. MMO sa uskutocnilo v pon-
delok 8. 7. rano v aule Pddagogische Hochschule Dr. Theo-
dor Neubauer v Erfurte. Prezident jury prof. Engel na iom
v kratkom prejave privital nam. min. §kolstva NDR Wernera
Engsta a dalsich Cestnych hosti, vedtcich delegacii zu¢ast-
nenych krajin a najmi ucastnikov sutaze, ktorym zaZelal
vela Gspechov pri rieSeni sutaznych uloh.

V dvoch $tvorhodinovych klauzarach ¢akali na nich na-
sledujuce ulohy:

PRVY DEN SUTAZE — 8. JULA 1974

1. Traja hraci 4, B a C hraja hru, pri ktorej pouzivaju tri
hracie karty. Na kazdej z tychto kariet je napisané celé ¢islo:
na prvej p, na druhej g, na tretej r, priComplati 0 < p < g <r.
Pri kazdom kole hry sa karty zamieSaja a kazdy hra¢ do-
stane jednu z nich. Potom kartu vrati a dostane za fiu tolko
guli¢iek, kolko udava na nej napisané Cislo.

Hra trvala N kol, N = 2. Na konci hry mal hra¢ 4 cel-
kom 20 guli¢iek, hra¢ B 10 a hra¢ C 9 guliciek.

Ak viete, ze v poslednom kole hra¢ B dostal r guliCiek,
urcite, ktory z hracov dostal v prvom kole g guliCiek.
(USA, 5 bodov)

2. Oznaéme velkosti vnttornych uhlov trojuholnika ABC
pri vrcholoch A4, B, C v uvedenom poradi a, f3, y.

Dokazte, ze nutnou a postacujicou podmienkou pre to,
aby na usetke AB existoval bod D tak, e dizka Gsecky CD
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je geometrickym priemerom dizek AD a BD je splnenie
nerovnosti
sinosin B < sin?4y.

(Finsko, 6 bodov)

3. Dokazte, ze pre ziadne prirodzené &islo n nie je Cislo

Z": 2n + 1 o3
K=o \2k + 1
deliteIné &islom 5. (Rumunsko, 8 bodov)

DRUHY DEN SUTAZE — 9. JULA 1974

4. Rozdelme Sachovnicu pozostavajicu z 8 x 8 polina p
neprekryvajicich sa pravouhlych rovnobeznikov. Uvazujme
o vietkych takychto rozdeleniach Sachovnice, pre ktoré
platia nasledujice podmienky:

a) Kazdy z pravouhlych rovnobeznikov pozostava z ce-
lych poli a obsahuje bielych poli prave tolko ako Ciernych.

b) Ak a; znamena pocet bielych poli na i-tom rovnobez-
niku, potom plati: a; < a, < ... < a,.

Najdite najvacsie Cislo p, pre ktoré je také rozdelenie
Sachovnice mozné. Pre toto p urcite vSetky postupnosti
a, a,,...,a, pre ktoré mozno také rozdelenie Sachovnice
realizovat. (Bulharsko, 6 bodov)

5. Urcite mnozinu hodndt, ktoré méze nadobudat sudet

S a . b n c " d
“a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d
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ked a, b, c,d su Tubovolné kladné realne &isla. (Holandsko,
7 bodov)

6. Nech P je mnohoclen s celoCiselnymi koeficientami,
ktory nie je identicky rovny konstante, a nech n(P) je pocet
vSetkych navzajem roznych celych &isel k, pre ktoré plati:
[P()]* = 1.

Dokazte, Ze

n(P) — deg(P) < 2,

kde deg (P) znamena stupeti mnoho¢lena P. (Svédsko, 8 bo-
dov)

V zatvorke za textom ulohy je uvedené, ktora krajina
ulohu navrhla a maximalny pocet bodov, ktory bolo mozné
ziskat za uplné rieSenie ulohy. Tieto udaje v8ak Ziakom pri
sutazi oznamené neboli. Pocas sutaze boli Ziaci rozdeleni
do 8 ucebni, v kazdej z nich bol najviac jeden prislusnik
kazdého druzstva. Po oba sGtazné dni najneskor$ie pol
hodiny po obdrZani textov mohli Ziaci predkladat pisomné
otazky na pripadné nejasnosti v textoch. Na tieto otazky
po predchadzajicom prerokovani v jury pisomne odpove-
dali veduci delegacii.

Veduci delegacii a ich zastupcovia sa mohli po otvoreni
sutaze 8. 7. pocas kratkej autokarovej exkurzie aspon Cias-
to¢ne zoznamit s dejiskom XVI. MMO, dvestotisicovym
krajskym mestom Erfurtom, miestom tradi¢nych medzina-
rodnych vystav kvetov. Po nej sa v hoteli Erfurter Hof
zucastnili na obede, ktory pri prilezitosti XVI. MMO po-
daval predseda rady kraja Erfurt s. Gothe. Po navratu do
Weimaru uz na nich v Hochschule fiir Architektur und
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Bauwesen, kde mala kazda delegacia k dispozicii jednu
ucebnu, ¢akali rieSenia prvych troch uloh, aby zacali s ich
korektarami a hodnotenim. Tejto praci, ku ktorej sa v uto-
rok 9. 7. pridruzili korektiry a hodnotenie rieSeni dalSe;
trojice uloh ako aj koordinacia hodnoteni, sa venovali az
do Stvrtku 11. 7. veCer. Pocas korektir a koordinacie sa
jury zi$la na jednom spolo¢nom zasadnuti s koordinatormi
(9. 7. veger), na ktorom sa ujasnili niektoré kritéria hodno-
tenia rieSeni.

Uz pri svojom prichode do Weimaru dostali veduci dele-
gacii presny Casovy plan koordinacie jednotlivych tloh, ktory
sa dosledne dodrziaval. RieSenia kazdej ilohy koordinovala
trojica matematikov NDR (1 — dr. Bartschovd, dr. Rehm,
Schiemann; 2 — doc. dr. Schrider, dr. Sommerfeld, dr. Noac-
kovda; 3 — dr. Liiders, dr. Harnau, dr. Riedewald; 4 —
dr. Drews, Germer, dr. Kummer; 5 — dr. Seifert, prof. dr.
Wintgen, dr. Kiichler; 6 — dr. Zacharias, doc. dr. Rosenbaum,
dr. Schwarz), medzi ktorymi boli aj dvaja Uspe$ni G&astnici
predchadzajucich MMO. Riesenia Ziakov druzstva NDR —
ako je to uz v pripade druZstva poriadajucej krajiny tra-
dicné — koordinovali veduci delegacii tych krajin, ktoré
navrhli ulohy.

Pri koordinacii hodnoteni sa nevyskytli Ziadné vaznejsie
nedorozumenia, takze jury mala pri svojom zavere¢nom
zasadnuti, ktoré sa konalo v piatok 12. 7. predpoludnim,
ulahéenti ulohu. Najskor jednomyselne stihlasila, aby sa
v pripade jedného rumunského ziaka, ktory mal v Case
sufaze uz viac nez 20 rokov, urobila vynimka a aby bol
ponechany v sutazi, ked vedenie rumunskej delegacie ubez-
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pecilo, Ze je ziakom strednej $koly. Potom hlavni koordina-
tori jednotlivych uloh stru¢ne zhodnotili dosiahnuté vy-
sledky. Stanovenie hranic dosiahnutych bodov pre udelenie
cien ulahcilo tentoraz ustanovenie organizaéného poriadku,
podla ktorého nemal poéet odmenenych v zasade prekrocit
polovicu vsetkych Gcastnikov a pocty prvych, druhych a tre-
tich cien mali byt, pokial moZno, v pomere 1:2:3. Vy-
chadzajuc z tohto ustanovenia rozhodla jury o hraniciach
cien takto: I. cena od 40 do 38 bodov, II. cena od 37 do 30
bodov a III. cena od 29 do 23 bodov. Znamenalo to, Ze
10 ziakov dostane 1., 24 1I. a 37 IIL cenu, ¢o je spolu 71
odmenenych zo 140 Gcastnikov XVI. MMO.

Napokon jury prerokovala 4 navrhy na udelenie diplomov
za originalne a zvlat elegantné rieSenia. Jeden z nich (jed-
nému z madarskych Ziakov za rieSenie 2. ulohy) zamietla
a ostatné tri (jednému Ziakovi z druZzstva Svédska za riese-
nie 5. tlohy a po jednom Ziakovi z druZstiev USA a Ma-
darska za rieenie 6. ulohy) schvalila.

V zaveretnom slove podakoval prezident jury prof. dr.
Engel za konstruktivnu spolupracu vietkym ¢lenom jury
a informoval, Ze zatial nie je dorieSena otazka usporiadatela
XVII. MMO. Podla vyjadrenia veducich bulharskej a mon-
golskej delegacie sa moze konat v ich krajinach, v Mon-
golsku v8ak az od 15. 7. 1975, pretoze Mongolska Tudova
republika slavi 11. 7. svoj $tatny sviatok.

V zavere zasadnutia sa prihlasil o slovo veduci rakuske;j
delegacie prof. Miihlgassner. V mene zahrani¢nych delegacii
podakoval usporiadatefom za vybornu organiziciu olym-
piady a za velmi dobré podmienky, ktoré NDR vytvorila
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jej ucastnikom. Potom z poverenia ministerstva Skolstva
svojej krajiny oznamil, Ze Rakusko je ochotné usporiadat
XVIII. MMO v roku 1976. Pozval vSetky krajiny za¢astnené
na XVI. MMO, aby sa na nej zucastnili a poziadal veducich
delegacii, aby ho informovali o stanovisku svojich krajin
k tomuto pozvaniu.

Ziaci od svojho prichodu do Erfurtu (6. 7.) do otvorenia
sutaze sa mali moznost zoznamit s pamatihodnostami mesta.
Navstivili o. 1. aj svetoznamu medzinarodnu vystavu kvetov,
ktora sa v tomto starobylom centre Durinska kaZzdoro¢ne
kona. Popoludnie prvého dna sutaze stravili na $portovis-
kach $tudentského domova, v ktorom boli ubytovani a po
druhej klauztre pre nich usporiadatelia zorganizovali mla-
deznicku zabavu, na ktoru okrem vybornej hudby zabezpe-
¢ili aj dostato¢ny pocet dievcat z erfurtskych strednych skol.
Medzi Géastnikmi XVI. MMO boli totiz len 2 diev¢ata:
Sarah Maria Duyos z Kuby a nasa Alena Vencovska.

Kym sa veduci delegacii a ich zastupcovia vo Weimare
plne zamestnavali korekturami, hodnotenim a koordinaciou
rieSeni, absolvovali Ziaci dve celodenné autokarové exkurzie
do okolia Erfurtu. V stredu 10. 7. navstivili zname stredisko
zimnych $portov Oberhof v Durinskom lese a dejisko ne-
davnych majstrovstiev sveta v $portovej strelbe v Suhle.
Vo stvrtok 11. 7. si mali moZnost pozriet Eisenach a hrad
Wartburg. Vo §tvrtok veer sa v internate po prvy raz od
sutaze stretli so svojimi vedicimi, aby sa dozvedeli niektoré
podrobnosti o programe dalSiecho pobytu v NDR a hlavne
uspokojili svoju zvedavost na vysledky, ktoré pri rieSeni
tloh dosiahli. Vela sa hovorilo tieZ o smutne znamej historii
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Buchenwaldu, ktory sa chystali ucastnici XVI. MMO na-
vitivit nasledujiceho diia popoludni.

Pocas zavere¢ného zasadnutia jury si ziaci prehliadli Wei-
mar, kde navstivili muzea v domoch Goetheho a Schillera
i dalSie pamatihodnosti. Popoludni 12. 7. sa uskuto¢nila
spolo¢na exkurzia vSetkych ucastnikov XVI. MMO na ne-
daleky Ettersberg a do muzea na mieste niekdajSieho kon-
centracn¢ho tabora Buchenwald, v ktorom faSistické jed-
notky SS pocas 2. svetovej vojny povrazdili 56 000 [udi,
prislu$nikov takmer vSetkych eur6pskych narodov. Po pre-
hliadke muzea polozili jednotlivé delegacie kytice kvetov
k pylénu svojho naroda na Ceste narodov v Narodnom
pamitniku v Buchenwalde a poklonili sa pamiatke tych,
ktori zahynuli v boji proti faSizmu pre lepSiu budicnost
dnes$nej mladej generacie a celého Tudstva.

V sobotu 13. 7. rano sa ucastnici XVI. MMO rozluéili
s Durinskom a rychlikom odcestovali do Berlina, kde sa
Ziaci ubytovali vo vysokoskolskom internate Humboldtovej
univerzity a veduci delegacii so svojimi zastupcami v hoteli
Berolina v strede mesta. Kratko po prichode do Berlina
Cakala v pristave v Treptovskom parku na uc€astnikov
XVI. MMO lod Fridrich Wolf zo znamej ,,Weisse Flotte®,
na ktorej podnikli vyhliadkovi plavbu po Spréve a prilah-
lych jazerach. Pozitok z plavby trvajucej celé popoludnie
kazilo dazdivé pocasie, tak typické v juli 1974 nielen pre
Berlin a NDR.

V nedelu 14. 7. 1974 navstivili G¢astnici MMO nedaleké
viac nez stotisicové krajské mesto Potsdam, kde si prezreli
niekdajsi kralovsky letohradok Sanssousi s rozlahlym par-

236



kom a historické miesto konania Postupimskej konferencie
Cecilienhof.

Po pondeliiajsom volnom predpoludni (15. 7.) nasledovalo
popoludni zavereéné slavnostné zhromazdenie v Kongre-
sovej hale na Alexandrovom namesti. V jeho uvode za-
znelo Largo a Allegro z Hiandlovho Concerto grosso, op. 6.
Po otvaracom preslove predsedu organiza¢ného vyboru
XVI. MMO s. Titzeho prehovorili prezident jury prof. dr.
Engel a sekretar min. $kolstva NDR s. Werner Lorenz, ktori
po dozneni 1. vety Beethovenovej Jenskej symfonie odo-
vzdali diplomy odmenenym u¢astnikom XVI. MMO. V za-
stupeni sutaziacich ziakov podakovala potom organizato-
rom olympiady za vytvorenie velmi dobrych podmienok
pre sutaz i bohaty spolo¢ensky program ¢lenka Cs. druzstva
Alena Vencovskd. V mene zahrani¢nych €lenov jury preho-
voril veduci bulharskej delegacie dr. Cukanov, ktory taktiez
vyzdvihol velmi dobru organizaciu olympiady a v zavere
pozval delegacie vSetkych zucCastnenych krajin na XVIL
MMO, o mieste konania ktorej sa rozhodne medzi Bulhar-
skom a Mongolskom pri vzajemnom rokovani na urovni
ministrov $kolstva. Kuriozitou zavere¢né slavnosti bolo to,
ze na nej uCinkoval ako klavirista Wolfgang Burmeister,
uspesny ucastnik niekolkych predchadzajicich MMO, ktory
vysokosgkolské §tidium matematiky absolvoval za tri roky
a teraz pracuje ako ucitel matematiky na Technische Uni-
versitdt v Drazdanoch.

V pondelok (15. 7.) vecer sa opit v Kongresovej hale ko-
nala zavere¢na spolo¢na vecera, na ktorej prehovoril pre-
zident jury prof. dr. Engel. Pred fiou, resp. poc¢as nej, dostali
vietci ucastnici olympiady spomienkové daréeky od jej or-
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ganizatorov. Cely vecer sa niesol v radostnom a priatelskom
ovzdu$i. Mladé matematické nadeje si vymiefiali adresy
a prisluby dalich vzajomnych kontaktov.

Na rozdiel od predchadzajacich MMO sa slavnostnou
spolocnou vec€erou oficialny program XVI. MMO neskon-
¢il. Na utorok 16. 7. dopoludnia naplanovali nemecki hos-
titelia eSte navstevu berlinskej televiznej veze, aby GCastni-
kom olympiady umoznili pohlad na hlavné mesto NDR
z vys8ky 203 m a po nej autokarovi prehliadku Berlina.
Pocas nej navstivili o. i. pamétnik padlych Cervenoarmejcov
v Treptovskom parku a zoznamili sa s dal§imi pamétihod-
nostami hlavného mesta hostitelskej krajiny.

Poslednym oficialnym podujatim v ramci olympiady bol
koktail, ktory v utorok popoludni usporiadal v restaura-
cii hotela Johannishof namestnik ministra $kolstva NDR
s. Werner Engst. Spolu s prezidentom jury prof. dr. Engelom
zotrval pocas neho v kratkom srde¢nom rozhovore s ve-
denim kazdej delegacie.

V utorok 16. 7. popoludni zacali postupne odchadzat
jednotlivé zahrani¢né delegacie do svojich domovov. Dele-
gaciu CSSR odvazala Vindobona z berlinskej stanice Ost-
bahnhof v stredu predpoludnim. Jej ¢lenovia odchadzali
zo susedného socialistického nemeckého Statu bohatsi
o mnohé dojmy a pekné zazitky a ti, ktori maji eSte moznost,
plni predsavzati urobit vietko pre to, aby ich budica cesta
na MMO bola Gspe$ne;jsia.

XVI. MMO sa zapiSe do historie ako jedna z najlepsie
organiza¢ne pripravenych po odbornej i spoloCenskej stran-
ke. Znaénu pozornost jej venovala i doméaca tla¢ a ostatné
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masovokomunikacné prostriedky. VSetci organizatori na
ele s prezidentom jury prof. dr. Engelom a predsedom org.
vyboru s. Titzem sa vyznacovali bezprikladnou pozornostou
a starostlivostou o to, aby vSetko klapalo presne podla
vopred pripravené¢ho planu. VSetci U€astnici olympiady sa
na kazdom kroku presvedCovali o velkej pozornosti, ktort
venuje NDR rozvoju Skolstva, vedy a techniky.

2. VYSLEDKY SUTAZE

NajdolezitejSou a zaroven najtazou Glohou medzinarod-
nej jury MMO je kazdoro¢ne vyber sitaznych uloh. S rastom
poctu zucastnenych krajin narasta jej narocnost hlavne preto,
Ze sa zmensuje prienik mnozin tych partii matematiky, ktoré
sa vyu€uju na strednych Skolach v zi€astnenych krajinach.
V navrhoch uloh, ktoré zaslali jednotlivé krajiny pre XVI.
MMO bolo naviac malo vhodnych tloh z geometrie. Po vy-
nechani peknych a zaujimavych uloh, ktoré¢ sa vSak v pri-
pravenom navrhu ukazali ako neoriginalne, sa napokon
zrodil nie celkom vyvazeny vyber, ktory pozostaval z 2 do-
slovne Tahkych tloh, z 1 pomerne nenaro¢nej Glohy klasic-
kého typu a z 3 uloh, ktoré sa vieobecne povazovali za na-
rocné. Chybali ulohy stredne naro¢né, ako to ukazali aj
ucastnikmi dosiahnuté vysledky. Nasledujica tabulka uka-
zuje, kolko zo 140 ucastnikov olympiady ziskalo ten-ktory
pocet bodov za rieSenie jednotlivych uloh:
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Poterbodoy Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha

1 2 3 4 5 6
8 - - 35 - - 35
7 — - 5 - 27 8
6 - 64 1 90 8 3
5 113 7 1 15 15 5
4 9 18 2 11 13 1
3 6 4 9 10 9 2
2 6 5 7 10 12 7
1 1 14 18 - 22 28
0 5 28 62 4 34 51

Ak vyjadrime pomer udelenych bodov za rieSenie jednotli-
vych uloh k celkovému po¢tu moznych bodov, dostaneme
nasledujuce &isla vyjadrujice relativnu Gspesnost ucastnikov
XVI. MMO pri rieSeni tloh: 1. 90,3 %, 2. 62,7 %, 3. 35,1 %,
4, 84,4, 5. 44,6%, 6. 38,4%. S jednotlivymi tlohami si
najlepsie poradili tieto druZstva: 1. bez straty bodu riesili
CS, DDR, H, PL, SU, USA, VN a YU; 2. VN stratilo 1 bod,
SU 2 body; 3. Rumunsko ziskalo 50 bodov zo 64 moznych;
4. Svédsko a Juhoslavia ziskali po 47 bodov zo 48 moZnych;
5. ZSSR ziskalo 44 bodov z 56 moznych a 6. USA ziskalo
58 bodov zo 64 moznych.
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Celkové vysledky jednotlivych druzstiev ukazuje nasle-
dujuca tabulka:

Krajina e DAp> | Soget N:‘::‘Q an:)?lg.y por. |Pozn.
L | 1 | 1r | spotu| ™ [2°99Y] radie [na XV. MMO
A 1|14] 6 | — |212] 6 |144-3.
BG |—|1|4]| 5 | — [ 171] 11. | 96—12.—13.
C == = =1 6| 17. | 42—16 7%
cs | —|=|2]| 2| - | 18] 122 |149-7.
DDR | —|5|2] 7 | - |236| 4 |188-3.
F 1|13 s | - |194] 8 |153-6
GB |—|1|3] 4| - [18| 9 |164-5.
H Ll3]3) 7| 1|27 3 |215-2
M |—|-|-| =| -1 60| 18 | 65-15.
NL |—|—-|1| 1t | = | 12| 15 | 96-12.—13.
PL | —|—-|2]| 2 | - | 138] 14 |174-4
R 1| 3] s | -] 199] 7 |141-9.
s 1| = 2| 1| 187] 10| 99-11
SE | —|=[1| 1| = || 16 | 86-14
sU |2 Ls 21 7| = [256] 1. |254-1.
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USA |- |53 8 1 243 2. | na MMO po 1.raz

len 5 ziakov
VN 11112 4 - 146 13. na MMO po 1. raz
YU 2112 5 — 216 5. | 137-10.

Velkym prinosom sa ukazali byt druzstva krajin, ktoré
sa MMO zG¢astnili po prvy raz. Druzstvo USA sa vklinilo
medzi uz tradiCne najlepSie druzstva ZSSR, Madarska
a NDR a bolo jedinym druzstvom, ktorého vsetci ¢lenovia
ziskali cenu. Vysledky, ktoré dosiahlo nekompletné druzstvo
VDR, boli pre vsetkych ne€akanym prekvapenim. V po-
rovnani s minulym rokom sa zna¢ne zlepsili najma druzstva
Juhoslavie, Raktska, Svédska, Bulharska a &iastoéne i druz-
stvo Rumunska. Franctzske druZstvo potvrdilo, ze jeho
vlanajsi vysledok nebol nahodny. Necakane slabé vysledky
dosiahlo druzstvo Polska a, zial, aj CSSR. Vysledky ostat-
nych druzstiev su v zhode s doteraj§imi zvyklostami s vy-
nimkou snad len Velkej Britanie, ktorej druzstvo nekleslo
pri svojich doterajsich $tartoch na MMO v neoficialnom
poradi pod $iestu prie¢ku. Celkove mozno povedat, Zze do-
siahnuté vysledky st vyrovnanejsie nez na niekolkych pred-
chadzajicich MMO a aj napriek trom pomerne naroénym
uloham sa naslo aZ 6 ziakov, ktori ziskali plny pocet 40 bo-
dov, a to po jednom z druzstiev Rakuska, Franctuzska, Ma-
darska, Rumunska, Svédska a ZSSR.

Pri rokovani jury sa podarilo vytvorit vdaka velmi dobré-
mu vedeniu zo strany jej prezidenta prof. dr. Engela i jeho
zastupcu prof. dr. Bauscha konStruktivnu pracovnd atmo-
sféru, na ktoru mala zrejme vplyv aj ta skuto¢nost, Ze ¢leno-
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‘via jury boli va¢Sinou stari znami z predchadzajucich MMO, ak to
ukazuje nasledujuci prehlad:

Krajina Veduci delegacie — ¢len jury Jeho zastupca
A Thomas Miihlgassner Wolfgang Ratzinger
Gymnazium Eisenstadt Pidagogische Akademie Linz
BG Dr. Viadimir Cukanov Dimo Serafimov Angelov
Akadémia vied Sofia Min. $kolstva Sofia
C Dr. Luis j. Davidson Felix Recio
Min. $kolstva Havana Univerzita Havana
cs Doc. Dr. Jozef Moravcik, gsc. Dr. Vlastimil Machdcek
VSD Zilina Ped. fakulta UK Praha
DDR Prof. Dr. Gustav Burosch Dr. Hans-Jiirgen Sprengel
Univerzita Rostock Pidag. Hochschule Potsdam
F Prof. Georges Glaeser Denis Gerll
IREM Strasbourg Lycée Louis-le-Grand Paris
GB Robert Cranston Lyness Dr. David Monk
Min. $kolstva Londyn Univerzita Edinburgh
H Endre Hédi Doc. Dr. Istvan Reiman, CSc.
Ped. indtitut Budapest Techn. univerzita Budape$t
M Prof. UrSincerengin SanZmjatav Sagdaraca Gombyn
Univerzita Ulanbator Min. $kolstva Ulanbator




Doc. Ary van Tooren

Dr. Jan van de Craats

AL Univerzita Leiden Univerzita Leiden
PL mgr. Andrzej Makowski Dr. Maciej Brynski
Univerzita VarSava Univerzita VarSava
R Dr. Ion Cuculescu Constantin Ottescu
Univerzita Bukurest Liceul 21 Bukurest
S Doc. Dr. Ake H. Samuelson Stig Westlund
Univerzita G6teborg Stredna $kola Halmstad
SF Matti Lehtinen Jarmo Nystrom
Univerzita Helsinki Stredna skola Pohjois-Tapiolan
SU Doc. Valentin A. Skvorcov Soria 1. Mojsejeva
MGU Moskva Min. $kolstva Moskva
USA Prof. Dr. Samuel L. Greitzer Cecil C. Rousseau
Rutgers University New Brunswick | Memphis State University
VN Le Hai Chan Prof. Phan Duc Chinh
Min. $kolstva Hanoi Univerzita Hanoi
YU Dr. Viadimir Mici¢ Zoran Kadelburg

Univerzita Belehrad

Matem. gymnazium Belehrad
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3. K CESKOSLOVENSKEJ UCASTI
NA XVI. MMO

Druzstvo CSSR pre XVI. MMO vybralo predsednictvo
UV MO na zaver tyzdenného sustredenia 10 Ziakov, ktoré
sa konalo v Prahe od 17. do 22. 6. 1974. Ucastnici sustredenia
boli vybrani na zaklade vysledkov III. a II. kola XXIII. ro¢-
nika MO a pripadnej predchadzajucej G¢asti na MMO.
Z ucasti na sustredeni sa ospravedlnili dvaja, do ktorych sa
vkladali najvi&Sie nadeje: Jaromir Simsa, ktory ziskal uz
na XIV. i XV. MMO tretiu cenu (pre u&ast na sustredeni
maturantov odchadzajicich na jeseit studovat do zahrani-
&ia) a Pavel Ferst, ktory na XV. MMO ziskal dokonca
II. cenu. Za nich bolo nutné povolat nahradnikov, medzi
nimi i Alenu Vencousku, ktora sa napokon v Erfurte ukazala
byt najlepSou ¢lenkou nasho druzstva. Na zaklade poznat-
kov zo sustredenia ochudobneného o skusenych reprezen-
tantov bolo do NDR vyslanych tychto 8 Ziakov (v tabulke
st zaroveti uvedené vysledky, ktoré dosiahli na XVI. MMO):
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Por.| Priezvisko Trieda a $kola Pocet bodov ziskanych za ulohu
¢islo| ameno 112|3]4|5]| 6 |Spolu

1. | Balanda 3.b gymn.
Lubomir Cesky T&sin 514|016 |1[0] 16

2. | Kindlmann | 4.a gymn.
Pavel Ceské Bud&jovice | 5| 6 {3 [ 6 2] 1| 23

3. | Navratil l.a gymn.

Jiri Olomouc-Hejéin | 5| 6 | 0|2 5| 0] 18
4. | Siran 4.b gymn.

Jozef Bratislava,Novoh| 5 | 6 | 1 | 6 [ 4| 0| 22
S. | Trlifaj 4.d gymn.

Jan Pha 3, Sladkovsk.| 5| 6 | 0| 6 | 0| 1 18

6. | Valasek 3.d gymn.
Michael Pha2,W.Piecka | 5| 1|16 0] 1 14

7. | Vencovska | 4.tr. gymn.
Alena Pha I, Stépanska | 5 | 4| 1 [ 6| 5| 8| 29

8. | VoldFich 3. tr. gymn.
Josef Vimperk S16|10|6|0]| 1| 18

Spolu 40 (39 | 6 (44 |17 |12 | 158

Ako vidno, nasi Ziaci si velmi dobre poradili s 1. Glohou
a s vynimkou vitaza XXIIL ro¢nika MO a najmladsieho
Clena &s. druzstva J. Navrdtila aj so 4. ulohou. Za velmi
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dobry mozno povazovat aj vysledok v 2. tlohe, ktort ne-
rieSil s Gspechom len M. Valdsek. Katastrofalne su vSak
vysledky dosiahnuté vo vietkych troch tzv. tazkych ulohach.
Vynimku tvori len jedina Zena v &s. druzstve A. Vencovskad,
ktora velmi vtipne riesila 6. Glohu (i ked s niektorymi drob-
nymi nepresnostami) a pomerne Gspesne aj 5. tlohu. Len to,
Ze v 2. ulohe nedokazala postacujicu podmienku, spdsobilo,
Ze jej o vlasok usla I1. cena. Ku jej cti sluzi fakt, Ze maturovala
v triede s humanitnim zamerenim a pokial ide o matematiku,
mozno ju povazovat do zna¢nej miery za samouka. Ukazala,
¢o dokaze vytrvalost a pevna vola, v Com moze opravdu
slazit prikladom. Uspokojivy vysledok v S. ulohe dosiahli
eSte J. Navrdtil a J. Sirdii, ktorému usla IIL cena len o jediny
bod. P. Kindelmannovi, jedinému z naSich Ziakov, ktory sa
zucastiioval MMO po druhy raz, umoznili zopakovat vla-
najsi uspech a ziskat opit III. cenu pokusy o vyuzitie bino-
mickej vety pri rieSeni 3. ulohy.

Po spolocenskej stranke reprezentovali nasi ziaci velmi
dobre. Tvorili stmeleny kolektiv s velmi slu¥nym vystupo-
vanim. Neutspechy v sutazi ich viditelne mrzeli a treba po
pravde povedat, Ze i pocas exkurzii sa zaoberali matematikou
a rieSenim uloh. Po prvej klauzire nesli na ve€eru dovtedy,
kym sa im nepodarilo najst rieSenie 3. ulohy (je uvedené
niiéie), ¢o medzi drobni¢kami zo XVI. MMO zaznamenal
aj Junge Welt. Ulohy, s ktorymi si pri klauzarach vi&sina
z nich neporadila, boli netradi¢né a pre nasich stredoskola-
kov nezvyklé.

Ak chceme v budicnosti dosahovat na MMO lepsie vy-
sledky, bude treba po cely rok sa venovat priprave druZstva.
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Sirdi vyber by mal byt znamy u v septembri a s nim by bolo
treba pracovat pravidelne, sustavne a cielavedome po cely
§kolsky rok. Takto to robia dnes uz prakticky vo vSetkych
krajinach, ktoré skonéili na XVI. MMO v neoficialnom
poradi pred nami. Seminare poriadané v Prahe pre vybra-
nych ziakov prazskych §koél a tyzdenné sustredenie kratko
pred odchodom na MMO k dobrej priprave rozhodne ne-
postacuju. Cas, prostriedky a energia venované systematic-
kej priprave talentov by urcite neboli samoucelné.
Urcitym prisflubom do budicnosti si 4 gymnazia so $pe-
cialnymi matematickymi triedami (po 2 v CSR a SSR), ktoré
sa od 1.9. 1974 otvaraju z iniciativy UV MO a predovietkym
jeho predsedu doc. Vysina, CSc. Ani od nich vS§ak nemozno
oCakavat zazraky. UZ aj preto nie, ze pri najlepsej voli
nebudi moct samotné podchytit vietky matematické talenty.

4. RIESENIA SUTAZNYCH ULOH

RIESENIE 1. ULOHY

KedZe z Cisel p,q,r sa v kazdom kole kazdé vyskytuje
prave raz, pre celkovy pocet rozdanych guli¢iek zrejme plati:

Np+q+r=20+10+9=39=3.13. (1)

Vzhladom na to, Ze N = 2 a pre navzajom rézne prirodzené
&isla p, g, r urdite plati: p + g + r 2 6, vyplyva z (1):

N=3, p+q+r=13.
KedZe hra¢ B v trefom kole ziskal r guli¢iek a za celi hru
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len 10 guli¢iek (menej nez 13), musel v prvom i druhom kole
ziskat po p guli¢iek. Hra¢ 4 mohol v trefom kole ziskat naj-
viac ¢ guliCiek a kedZe jeho celkovy zisk bol 20 guliCiek
(viac nez 13), musel v prvom i druhom kole ziskat po r gu-
liciek. Z toho vyplyva, ze g guli¢iek v prvom kole ziskal
hrac¢ C.
Na zaklade vyssie vykonanej ivahy mdzeme naviac urcit
i Ciselné hodnoty p, q,r, pretoze plati: 2p + r = 10 (zisk
hrage B) a bud 2r + p = 20, 3¢ =9, alebo 2r + g = 20,
2q+p=9. V prvom pripade dostavame g =3, p +r =10,
r—p=10 &ize ¢=3, r=10, p=0, ¢o podmienkam uwlohy
nevyhovuje. V druhom pripade r=10—-2p <8, ¢ =
=2.(10—-r)24, p=9—29 <1, z toho hned mame p =1,
.r =8, q = 4. Zisk guliiek jednotlivymi hra¢mi vo vsetkych
3 kolach udava teda nasledujuca tabulka:

Kolo
_ 1. 2. % 3
A 8 8 4 20 i
B 1 8 10
C 4 4 1 9

Zaver. V prvom kole ziskal g guli¢iek hra¢ C.

RIESENIE 2. ULOHY

Obr. 89. Nech vo vnutri usecky AB existuje bod D tak,
Ze plati:
CD?> = DA.DB. (1)
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Obr. 89

A B

Oznacme €« ACD = y,, ¥ BCD = y,. Plati zrejme y, + 7, =17.
Pre trojuholniky ADC, BDC zo sinusovej vety vyplyva:

sinog = ——siny,,
AD 71

in CD .

sin ff = —siny,.
BD V2

Priamo z (1) a (2) dostaneme

2

sinasin § = <D BD sin y; siny, = sin y, siny, =
= 3{cos (y1 — y2) — cos (v1 + 72)]
Cize
sinasin f = 3{cos & — cos y), (3)

kde 0 < |y, — 72| = 6 < 9. Zrejme vzdy cosé <1 a z (3)
mame
sinasin B < (1 — cosy) = sin® 4y, (4)

¢o sme mali dokazaf.
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Nech obratene plati (4), t. j.
cosy < 2sinasinf +cosy =1,

pretoze sinasin f > 0. Vzhladom na to, Ze funkcia cos x
je v intervale <0; ©) spojita, existuje aspoii jedna hodnota
8 €<0; y) tak, ze plati:

2sinasinff + cosy = cosd. (5)

Rozdelme uhol y na uhly y,, y, tak, aby platilo |y1 - y2| =0,
t.j. bud y, — y, = ¢ alebo y, — y; = 0. V prvom pripade

n=3r+9), r=3xHr-9),
pri¢om 3y <y, <7, 0 <y, £4y. V druhom pripade
n=3r—=9), r=3:r+9),

pricom 0 <y; <3y, 3y £ y2 <.
Ak oznaCime D prieseCnik usecky AB so spolo¢nym ra-
menom uhlov y,,y,, potom z (2) a (5) dostavame
CD*>  sinasinff
AD.BD siny,siny,

¢im sme dokazali, Ze vo vnutri useCky AB existuje bod D
s pozadovanou vlastnostou.

RIESENIE 3. ULOHY

Ozna¢me pri danom prirodzenom n dany sucet A4,. Zrejme
plati:
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2n + 1 23 "o 2n+ 1
— 2—3/2 3/2\2k+1
Z <2k + 1) ,,Zo <2k + 1>(2 ) ’

¥

Podla binomickej vety plati

(292 4 q)pn+s =2'§1 <2n + 1)(23/2)m
m

m=0
s 2n+1 3/2\2k+1 - 2n+1 3
+ 2 /2\2k =
;<2k+1)2 ) 2o\ o )
=234, + B,,
kde

je pri kazdom prirodzenom n zrejme celé &islo.

Analogicky pouzitim binomickej vety dostaneme
(232 — 1)+ = 2%24, — B,. (1)
Vynasobenim rovnosti (1) a rovnosti
(23/2 + 1)2n+1 = 2324 + B,

dostaneme
2342 - B2 = (23 — 1)2"+1 . (2)

Pouzitim kongruencii mod 5 sa rovnost (2) redukuje na rov-
nost
347 — B} =2(—1)"  (mod5).
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Kedze 0°=0 (mod 5), 1’=4*=1 (mod 5), 2=32=—-1
(mod 5), nebude pre Ziadne n By = +2 (mod 5), o zname-
na, ze 342 0 (mod5) a teda A, % 0 (mod 5) plati pri
kazdom prirodzenom n, ¢o sme mali dokazat.

Iné rieSenie: Zrejme plati:

n (2n+ 1 no2n + 1
4 = 5+ 3)F k 5).
" Z<2k+1>(+) Z<2k+1>3(m°d)

k=0 k=0
OznaCme
5 _i <2n+ 1>3k_(\/3 =+ 1)2n+1 1 (\/3 _ 1)2n+1 B
"Se\2k+ 1) 23 a

(V3 + 1)@ +23F + (3= 1) (4 — 23
23 '

Kedze &isla 4 + 2./3, 4 — 2,/3 vyhovuju rovnici

x> —8x+4=0,
plati zrejme rekurentny vztah
Su+z2 = 85,41 — 48, (3)
pre kazdé celé &islo n = 0. Z (3) hned dostaneme
Sp+2 =8, — 25,41 (mod5). (4)
Dosadenim sa Tahko presvedéime, Ze plati:
So=1(mod5), S;=1 (mod5). (5)
Z (5) a (4) postupne dostaneme
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S, =1-21=4 (mod)H),

Sy =4-23=3 (mod5),

’

Sio=1-22=2 (mod>5),

S; =1—-24=3 (mod5),
Ss; =3—-23=2 (mod5),

S1152_2.2E3 m0d5,

)
)
S¢ =3—22=4 (mod 5),
)
)
)

( (

( (

( S, =2-24=4 (mod5),
Sg =4—-24=1 (mod5 (

( (

( (

)
)
)
S =4-21=2 (mod ),
)
)

S,=2-23=1(mod5), S;3=3-21=1 (mod5),

(6)

Zo (6) a (5) vzhladom na (4) vyplyva, Ze pre vietky k = 0

plati
Sy2+x = S (mod 5).

Kedze S, # 0 (mod 5) pre k = 0,1,...,11, znamena to za-
rovefi, z¢ S, =0 (mod5) pre vietky k=0 &ize A4, %0
(mod 5) pre kazdé prirodzené &islo n, €o sme mali dokazat.

Pozn.: Tymto sposobom riesil 3. Glohu najmladsi Clen
Cs. druzstva J. Navradtil, Zial, az po sutazi.

RIESENIE 4. ULOHY

Predovsetkym si treba uvedomit, ze

M-

a; = 32. (1)

i=1

Z ostrej monotonnosti Cisel a; vyplyva dalej, Zze musi byt
a; =i, i=1,2,...,p, z coho priamo mame
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P+ 1)

)4
Zai
i=1

Y

p
2i=
i=1
Z (1) a (2) dostavame nerovnost

p+1)
2

Il/\

¢ize p(p+ 1) < 64,

ktorej vyhovuju len tie prirodzené Cisla p, pre ktoré plati:
psT.

Pokusime sa overif existenciu rozkladu poZzadovanych vlast-
7

nosti pre najvicsie z nich, t. j. p = 7. Kedze Y i =28, je
i=1
rozklad ¢isla 32 na 7 r6znych s€itancov s najvicsim moznym

s¢itancom

142+3+4+5+6+11. (3)

Z neho postupnym zmen$ovanim najviacsich scitancov
a zvacSovanim vhodnych mensich dostaneme vsetky také
rozklady ¢isla 32 na 7 s€itancov, ktoré vyhovuji pozadova-
nym podmienkam:
1+2+3+4+5+7+ 10, (4)
1+243+4+548+ 9, (5)
1+24+34+4+6+7+ 9, (6)
1+2+3+54+6+7+ 8. (7)

Rozklad Sachovnice na 7 rovnobeznikov s poétom bielych
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poli podla (3) neexistuje, pretoZe rovnobeznik s 22 poliami
by musel mat rozmery 1 x 22, resp.2 x 11, ¢o na Sachovnici
s 8 x 8 poliami nie je mozné. Rozklady Sachovnice na rov-
nobezniky s poétom bielych poli podla (4)—(7) st na obr.
90—94.

Zaver. Najvacsim Cislom p, pre ktoré je mozné rozdelenie
Sachovnice pozadovanych vlastnosti, je teda ¢islo 7 a danym
podmienkdm vyhovuju nasledujice 7-Clenné postupnosti:
1,2,3,4,5,7,10, 1,2,3,4,5,8,9, 1,2,3,4,6,7,9, 1,2,3,5,6,
7,8. V obrazkoch 90—93 su jednotlivé rovnobezniky ozna-
C¢ené tym Clenom prisluSnej postupnosti, ktory sa rovna
poctu bielych poli v nich obsiahnutych.

RIESENIE 5. ULOHY

Pre kazda Stvoricu kladnych realnych Ccisel a,b,c,d
zrejme plati

Obr. 90 Obr. 91
T T T T LA T 1 T 1
- . = 4
%z
a5
B i 5 a, -
a| 9 i i
a 4 (16
| s 4 s _
a,
e a. a. 8 - a a E
a, 2 3 2 3
| il I Nl 1 1 1 4




T T T T T T T
5 i o i
- -4 - 4 05 -5
. as a, a,
’ 6 . - a
7
a4
B - i
L a a, | .9 a i
2 3 2
a|1 Il i L | I q1
Obr. 92 Obr. 93
= - + b +
a+b+c+d a+b+c+d
+ = + d <
a+b+c+d a+b+c+d
a " b .
<
a+b+d a+b+c
+ < + d S <
b+c+d a+c+d
a b c d

-2
“at+batbteracra

Tym sme ukazali, Ze vSetky hodnoty suctu S pre lubovolné
Stvorice a, b, ¢, d kladnych realnych &isel musia leZat v in-
tervale (1; 2).

Pokiisme sa eSte ukazat, Ze sucet S kazdé &islo x e(1; 2)
skuto¢ne pre nejaku Stvoricu q, b, ¢, d nadobuda. Oznaéme
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S(a, b, c,d) hodnotu daného sutu pre $tvoricu a,b,c,d.
Lanko sa vidi, Ze S(ka, kb, ke, kd) = S(a, b, c,d) pre kazdé
kladné realne Cislo k. Staci preto uvazovat len o takych
Stvoriciach a,b,c,d, pre ktoré plati a+b+c+d = 1.
OznaCme a + ¢ =u, b +d = v, kde u,v st také kladné
realne konstanty, pre ktoré plati u + v = 1. Pre také Stvorice
a, b, ¢, d kladnych realnych ¢&isel je

a c b d

+ t——t——=
a+v c¢c+v b+4+u d+u
_ 2ac + uv . 2bd + wv _
Tac+uv + 02 bd 4+ uv + v

S(a, b, ¢, d) =

__2ac+u—uz+2bd+v—vz
C ac+1-—u bd+1—v

Ak a, ¢ su [ubovoIné kladné realne Cisla, pre ktoré a + ¢ = u,

) ) a+c\* u? )
kde u je pevné, potom 0 < ac < > =7 Analogicky

b+ d\* v?
pre b,d, pre ktoré¢ b+d =10 je 0 < bd <|— =v—.
2 2 4

2ac+u—u
ac+1—u

ticou funkciou ac, pretoze S(ac) =

. 2bd + v — v?
a analogicky S,(bd) = ey
-

cou funkciou bd. Z toho vyplyva, 7Ze

Zlomok = S'(ac) je pri pevnom ue(0, 1) ras-

2-—u—-u

0
(ac + 1 —u)? g

pri pevnom v je rasti-

<S. < 2u <5 20
u < —, v < —
'=2-u 2= 2
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a teda
2v 4 — 4uo

+ = .
2—u 2-—v 2 + uv

=u+v<S=

N 4 —duv | . .
Kedze zlomok Si(uv) =-——— je spojitou klesajucou

funkciou uv: 2+w

12 4 — 4w
<0 a =2

Sh(uv) = — ——— 1
s(w) (2 + w)? wo0 2+

nadobuda siget S vietky hodnoty z intervalu (1, 2).

RIESENIE 6. ULOHY

Ak ma celociselné korene len jedna z rovnic
Plx)= 1, (1)
P(x) = —1, (2)

potom zrejme je n(P) < deg (P) a dana nerovnost je splnena.
Nech pre mnohoclen P sicasne existuju celociselné korene
rovnice (1) i rovnice (2). Nech k, m s Tubovolné celé &isla,
pre ktoré plati P(k) =1, P(m) = —1. Potom P(k) — P(m) = 2.
Kedze k—m deli cel¢ &islo P(k) — P(m), musi byt bud
[k — m| =1, alebo |k — m| = 2. To vSak znamena, Ze pre
lubovolny nekons$tantny mnohoclen P, pre ktory maju obe
rovnice (1), (2) celodiselné riesenie, je n(P) < 5. Z toho vy-
plyva, Zze dana nerovnost je splnena pre kazdy mnohoclen P,
pre ktory deg(P) = 3. KedZe pre mnoho€len 2. stupiia je
n(P) £ 4 a pre mnoho¢len 1. stupiia je n(P) < 2, je dana
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nerovnost splnena pre kazdy nekonsStantny mnohoclen P,
_ o sme mali dokazat.

Pozn.: Uvedené rieSenie vzniklo upravou rieSenia naj-
uspesnejsej €s. Gastnicky XVI. MMO A. Vencovskej.
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