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PREDHOVOR

Mili mladi priatelia a pracovnici v matematickej olympidde,

uz po 29. raz sa vam touto cestou prihovdrame, aby sme
vam poskytli zdkladné informdcie o priebehu a vysledkoch
prave skonceného ro¢nika matematickej olympiddy, ktory sa
konal v Skolskom roku 1979/80. Ako zvycCajne, prindSa tdto
roCenka okrem prehladu o organizicii a hodnotiacich tabuliek
vsetky sutazné ulohy s rieSeniami, vyber uloh rieSenych v celo-
stitnom koreSponden¢nom semindri a stru¢nu informdciu
o jeho vysledkoch. Chyba vsak, zial, obvykld sprava o medzi-
narodnej matematickej olympiade, pretoze roku 1980 sa po prvy
raz po 21 rokoch toto medzinarodné meranie sil matematickych
nadeji neuskutoc¢nilo. Dufajme, Ze to bude len ojedineld neradost-
nd epizéda v histérii medzinarodnych matematickych olympi-
4d, na ktord dd coskoro zabudnut dal§i dspe$ny rozvoj toh-
to nesporne velmi uzito¢ného podujatia. Nasvedcuje tomu nielen
pozvanie na MMO 1981, ktord sa md konat 8.—20. jula 1981
v USA, ale aj medzindrodné matematické sutaze, ktoré sa usku-
toc¢nili na niekolkych miestach v juli 1980 ako ndhrada za neu-
skutoénent MMO. Podrobnej$ie o nich piSeme nainom mieste
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V predhovore k roc¢enke 28. roénika MO sme sa zmiefiovali
o gymnazidch s triedami so zameranim na matematiku. Jedno
z nich - Gymndzium Mikuld$a Kopernika v Bilovci - sa zhodou
okolnosti stalo dejiskom celostdtneho kola kategérie A 29. roc-
nika sutaze. Bilovec je tak najmen$im z miest, v ktorych sa
uskutocnilo celostatne kolo MO pocas jej takmer tridsatroénej
histdrie, a bez nadsadzky moZno povedat, ze biloveckym orga-
nizdtorom sa podarilo vytvorit pre sutaz vynikajice podmienky
a nezabudnutelnu spolocenskd atmosféru. Mozno aj vdaka
tomu m4d nasa sttaz v tomto ro¢niku po prvy raz pit absolut-
nych vitazov s rovnakym bodovym ziskom.

Aj tstredny vybor matematickej olympiady nasiel v Bilovci
velmi dobré podmienky pre svoje ndro¢né rokovanie, v ktorom
sa zaoberal dolezitymi otdzkami tykajicimi sa zmeny koncepcie
v organizovani sttaze od 31. rocnika. Odporucal ministerstvam
Skolstva zruSenie doteraj$ej dobrovolnosti rieSenia pripravnych
tloh a zmenu v organizacii Skolského kola sutaze v tom zmysle,
aby sa uspe$né rieSenie vacSiny pripravnych uloh v kategériach
A - C stalo podmienkou pre postup do klauztrnej Casti, ktora
by sa mala konat kazdoroc¢ne v mesiaci decembri, resp. februdri,
na jednotlivych strednych $koldch. Toto Skolské vyvrcholenie
I. kola sutaze by malo byt v jednotlivych kategériach na celom
tzemi $tdtu v ten isty deft a uspech v fiom by sa mal stat
podmienkou pre postup do krajského kola prislusnej kategérie.
Navrhované zmeny vychddzaji zo zistenia, Ze v poslednych
rokoch doteraj$i systém dobrovolného rieSenia pripravnych
uloh neplnil svoje poslanie a klauzurny zdver I. kola sleduje
vdl8iu zainteresovanost $kolskej verejnosti i ziakov na mate-
matickej olympidde. D4 sa sice predpokladat, Ze poklesre pocet
ucastnikov krajskych kol, ale urcite by mala vzrdst ich droven.
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V kategérii Z sa navrhuje len mensia uprava $kolského kola.
Riesitelia budd odovzdavat rieSenie uloh I. kola v dvoch
etapach a uspe$né rieSenie vacSiny z nich bude podmienkou
pre postup do okresného kola sutaze.

Vo vyssich koldch sutaze sa v Ziadnej z jestvujicich kategorn
Ziadne zmeny nepredpokladaju.

Zasadnu zmenu by vSak mala priniest realizdcia doporucenia,
aby sa postupne od 5. ro¢nika zdkladnej $koly zaviedla mate-
matickd olympidda pre ziakov zdkladnych $kol s cielom vcassie
nez doteraz vyhladdvat Ziakov matematicky nadanych, aby ich
talent bolo mozné uz na zakladnej Skole podchytit a cielavedome
rozvijat.

Realizdcia spominanych odporucani predpokladd viac zanie-
tenych ucitelov matematiky na strednych a najmé zdkladnych
Skoldch pre prdcu s talentami a podstatne viac pochopenia pre
tuto ich casove ndro¢nu a spolocensky vysoko uzitocnu précu.

Vedeckotechnicky rozvoj, ktory je neodmyslitelnou pod-
mienkou dalsieho upeviiovania rozvinutej socialistickej spoloc-
nosti, potrebuje stédle viac Ziakov a Studentov s dobrym vztahom
k matematike, s vysokym stupfiom vedomosti a schopnostou
tvorivo ich vyuzivat. Tomu chce stdle ucinnejSie pomdhat aj
matematickd olympidda a vys$Sie spominané zmeny v jej kon-
cepcii by mali k tomu prispiet. Oc¢akdvame, Ze v tomto svojom
usili ndjdeme medzi vdmi dostatok pochopenia a ochoty k spo-
lupriéci.

Ustredny vybor matematickej olympiddy



O prubéhu XXIX. roéniku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradateli XXIX. ro¢niku matematické olympiady byla stejné
jako v minulych letech ministerstva skolstvi CSR a SSR, Mate-
maticky tstav CSAV (MU CSAV), Yednota Eeskoslovenskych
matematikii a fyzikii (JCSMF), Yednota slovenskych mate-
matikii a fyzikii (JSMF) a Socialisticky svaz mlddese
(SSM). Soutéz byla fizena tustfednim vyborem matematické
olympiddy (UV MO) a ddle krajskymi a okresnimi vybory
matematické olympiddy (KV MO, OV MO). Zdci soutézili ve
Ctyfech kategoriich: v kategorii A zici III. a IV. rocnika
stfednich $kol, v kategorii B Zici II. rocnika a v kategorii C
zdci 1. rocniku stfednich S$kol. V kategorii Z soutézili Zdci
8. a 9. tfid zdkladnich $kol. Se souhlasem KV MO muze zak
soutézit i v kategorii uréené pro zaky vy$$ich ro¢nikd.



2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

Ustfedni vybor matematické olympiddy pracoval v pribéhu

jejiho XXIX. ro¢niku ve sloZeni:

piedseda: prof. dr. Jozef Moravéik, CSc., VSDS Zilina

mistopiedsedové: doc. Fan Vysin, CSc., MU CSAV Praha
dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV Praha

jednatelé: dr. Leo Boéek, CSc., MFF UK Praha
dr. Antonin Vrba, CSc., MU CSAV Praha

zastupce MS CSR: dr. Viclav Siila, Praha

zastupce MS SSR: dr. Yilia Lukdtiovd, Bratislava

zastupce UV SSM: Yana Pomazalovd, gymnizium Brno,
tf. kpt. Jarose

ostatni ¢lenové:

dr. Frantisek Béloun, Praha

dr. Ladislav Berger, Zilina

doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptrirodovédeckd fakulta UPJS,
Kosice

dr. Milan Cirjak, KPU Presov

Perr Fabinger, pedagogicka fakulta UK, Praha

prof. dr. Miroslav Fiedler, élen korespondent CSAV, MU CSAV
Praha

dr. Ivan Korec, CSc., ptirodovédeckd fakulta UK Bratislava

dr. Karol Krizalkovié, CSc., pedagogicka fakulta Nitra

doc. dr. Alois Kufner, CSc., MU CSAV Praha

Olga Marikovd, ggmnazium Praha 10, Vodéradska ul.

dr. Milan Maxian, gymndzium A. Markusa, Bratislava

dr. Jivi Mida, pedagogicka fakulta UK Praha

akademik Josef Novik, MU CSAV Praha



doc. dr. Ales Pultr, CSc., MFF UK Praha
Vitazoslav Repds$, gymnazium J. Hronca, Bratislava
Stanislav Rypdcéek, gymnazium Praha 9-Prosek
dr. ¥i¥i Sedldéek, CSc., MU CSAV Praha
ing. Oldfich Skopal, gymndzium Brno, tf. kpt. Jarose
dr. $ivi Sidlo, gymnézium Praha 3, Sladkovského nam.
Miloslav Smerda, Brno
Dile jsou ¢leny UV MO piedsedové krajskych vyborti MO:
Praha: prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., MFF UK Praha
Sttedocesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnazium Ricany
JihoCesky kraj: doc. dr. ing. Lada Vanatovd, pedagogicka
fakulta Ceské Budé&jovice
Zapadocesky kraj: Véra Rddlovd, gymnazium J. Fucika, Plzen
Severocesky kraj: fi7i Slavik, gymndzium Teplice
Vychodocesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymnazium Pardubice
Severomoravsky kraj: dr. Viadimir Vicek, ptirodovédeckd fa-
kulta UP Olomouc
Jihomoravsky kraj: doc. dr. Jaroslav Bayer, CSc., VUT Brno
Bratislava: dr. Tomd$ Hecht, CSc., pfirodovédeckd fakulta UK
Bratislava
Zipadoslovensky kraj: prof. dr. Ondrej Sedivy, CSc., pedago-
gicka fakulta Nitra
Stredoslovensky kraj: doc. dr. Pavel Kriidk, CSc., pedagogicka
fakulta Banskd Bystrica
Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, CSc., piirodo-
védeckd fakulta UPJS Kogice
Pracovni ptedsednictvo UV MO (PUV MO) tvotili (v abe-
cednim pofadi): dr. Leo Bocek, CSc., doc. dr. Lev Bukovsky,
CSc., prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Julia LukdtSovd,
prof. dr. Jozef Morav¢ik, CSc., Jana Pomazalovd, Vitazoslav
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Repds, dr. Jiti Sedla¢ek, CSc., dr. Véclav Sala, dr. Antonin
Vrba, CSc., doc. Jan Vysin, CSc., dr. Frantisek Zitek, CSc.

3. SCHUZE UV MO

V pribéhu XXIX. rocniku MO se konala dvé zaseddni
ustfedniho vyboru MO. Prvni se konalo 10. a 11. prosince
1979 v Praze, na programu bylo zhodnoceni prabé¢hu XXVIII.
ro¢niku MO, zprdava o XXI. mezindrodni matematické olym-
piadé v Londyné a spoluprdce se Socialistickym svazem mld-
deze. Ucastnici zaseddni uctili pamdtku zesnulého profesora
Franti$ka Hradeckého, dlouholetého ¢lena UV MO a jednoho
z nejobétavéjsich pracovnikti matematické olympiddy od doby
jejiho zalozeni.

Jarni zaseddni UV MO se konalo pfi piilezitosti celostdtniho
kola MO kategorie A na gymndziu M. Kopernika v Bilovci.
a novd koncepce MO od jejiho XXXI. ro¢niku. Pfedsednictvo
UV MO se schazelo pravidelné jednou mési¢né a kromé
organizacniho zajisténi MO a edi¢ni Cinnosti projedndvalo
hlavné pfipravu uloh pro II. a III. kolo soutéZe a pro I. kolo
XXX. ro¢niku MO.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE
Organizace jednotlivych kol soutéZe byla opét stejrd jako
v predchdzejicich letech. Termin odevzddni pfipravnych tloh

byl pro vSechny kategorie stanoven na 15. listopad 1979.
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O postupu do druhého kola rozhoduje pouze klasifikace sou-
téznich tdloh I. kola. Termin jejich odevzddni byl 10. leden
198 pro kategorie A a Z, pro kategorie B a C to byl 15. unor
1980. I1. kolo soutéze se konalo v kategorii Z 13. inora 1980,
v kategorii A 23. tinora 1980 a v kategoriich B a C 12. dubna
1980. V tentyz den se uskutecnilo z iniciativy krajskych vybori
MO krajské (I11.) kolo MO kategorie Z ve viech krajich Ceské
socialistické republiky. V Slovenské sccialistické republice se
toto kolo konalo 24. kvétra 1980. Tveri, celostdini kolo MO
kategorie A probéhlo ve dnech 3.—5. kvétna 1980 v Bilovci.
Vedeni gymndzia MikuldSe Kopernika v Bilovei pfipravilo ve
spolupraci s KV MO v Olomouci pro samotny prubéh soutéze
i pro zasedini UV MO ty nejlepsi podminky. Slavnostniho
zahdjeni se zucastnili pfedstavitelé strapickych a stdtnich orgd-
nii Severomoravského kraje, okresu Novy Jicin a mésta Bilovec
soudruzi Leopold Bohd¢, vedouci odboru SmKV KSC, ing. Ale§
Mensik, CSc., vedouci odboru skolstvi SmKNV, ing. 7. Cien-
ctala, tajemnik SmKV SSM a dalsi. Byli pfitomni téZ zdstupci
vysokych $kol Severomoravského kraje, za Univerzitu Palac-
kého v Olomouci jeji prorektor prof. dr. M. Laitoch, CSc.
a dékan prirodoveédecké fakulty prof. dr. L. Sedldéek, CSc.
Po prvnpim dnu soutéZe pfipravili poradatelé pro soutézici
ziky i ¢leny UV MO zdjezd do muzea n. p. Tatra Koptivnice
a na Stramberk, veer stravili soutézici v Zdvodrim klubu
n. p. KOH-I-NOOR. Vedeni gymndzia M. Koperrika, jeho
feditel dr. Ota Hon a zistupce feditele s. Bediich Spacek,
a vSichni pracovnici pfipravili za pomoci orgdr.i okresu a mésta
a patrondtnich zdvodu dobré podminky pro soutéz a hodnotny
spoleCensky program pro volny cas. Patfil jim dik vSech 68
ucastnikt celostdtniho kola matematické olympiddy.

12



5. POMOCNE AKCE PRO MO

K uspé$nému umisténi nasich zaku v domadci 1 mezindrodni
matematické olympiddé napomdhd mnoho akci, porddanych
jak ustfednim vyborem MO, tak okresnimi a krajskymi vybory
MO. Z akci UV MO to byl ptedevsim korespondenéni semindr,
o kterém piSeme podrobné v samostatné kapitole této brozurky,
a ddle to byla tfi celostdtni soustfedéni. Soustiedéni uspésnych
feSitelii matematické a fyzikdlni olympiddy nizSich rocnikt
stfednich $kol se konalo ve Vysokém Myté ve dnech 16. cervna
az 1. Cervence 1980. Zaméstndni z matematiky tam vedli
predeviim pracovnici MU CSAV v Praze dr. Jaroslav Fuka,
CSc., dr. Jaroslav Mordvek, CSc., dr. Antonin Vrba, CSc.
a dr. Karel Hordk. Kromé nich pfednaseli na soustfedéni
dr. Oto Strauch, CSc., z pfirodovédecké fakulty v Bratislavé,
dr. Josef Kubdt z gymndzia v Pardubicich a byvaly tspésny
olympionik, dnes student matematicko-fyzikdlni fakulty, Jan
Kratochvil. Déle se konala dvé soustiedéni pro pripravu na
mezindrodni matematickou olympiddu, prvni zaCdtkem dubna
ve Stifiné a druhé za organizaéni pomoci UV SSM od 8. do
21. cervna 1980 v Kokofiné. Zajimavé predndsky, semindre
a ulohy pfipravili na téchto soustfedénich dr. Ivan Korec, CSc.,
dr. Tomd$ Hecht, CSc. a doc. dr. Jan Cizmar, CSc., z pfirodo-
védecké fakulty UK v Bratislavé, dr. Stanislav Jakubec z MU
SAV v Bratislavé, pracovnici MFF UK v Praze dr. Jan Francu,
CSc., dr. Josef Danes$, CSc., a dr. Rudolf Svarc, CSc. a opét
pracovnici MU CSAV v Praze dr. F. Zitek, CSc., dr. J. Fuka,
CSc., dr. J. Mordvek, CSc., dr. A. Vrba, CSc., dr. K. Hordk
a dr. V. Miller, CSc.
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6. STUDIYNI LITERATURA

Zikladni informacni literaturou pro ucastniky MO jsou
letaky MO, které vydava Statni pedagogické nakladatelstvi
v Praze a Slovenské pedagogické nakladatelstvo v Bratislavé.
Mimo to otiskuji ulohy MO téz Rozhledy matematicko-fyzi-
kdlni. V edici Skola mladych matematiki; (SMM) vydava UV
MO prostiednictvim nakladatelstvi Mlada fronta knizky, urcené
hlavné na$im olympionikim. Z posledné vydanych svazka
uvadime:
svazek 41 - Bohdan Zelinka: Rovinné grafy

42 - Ladislav Beran: Uspofddané mnoziny

43 - %i7i Jarnik: Posloupnosti a fady

44 - Bohdan Zelinka: Matematika hrou i vdzné

45 - Antonin Vrba: Kombinatorika

46 - Jaroslav Sedivy: Shodnost a podobnost v kon-
struk¢nich ulohach

47 - Arnost Niederle: Zajimavé dvojice trojuhelniki

7. KONKURS ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY

JCSMF a JSMF vyhlasily roku 1966 konkurs na tlohy MO,
ktery stdle probihd. Je zdjem hlavné o ptivodni tlohy vhodné
" pro nizsi kategorie, tilohy modernizované matematiky a jedno-
duché ulohy aplikované matematiky. Ndvrhy tloh zasilejte na
adresu UV MO, 115 67 Praha 1, Zitnd 25 ve dvou exemplafich.
Ptijetim tlohy ziskiva UV MO pravo tlohu upravit a autor
na sebe bere zdvazek, ze ulohu utaji.
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Pocty soutéZicich v kategorii Z

{
i
4

Kolo
KRA] 11. II1.
N U S U S U |
| 1
Praha 1065 | 675 | 477 | 243 | 34 24
Stredocesky 799 | 433 | 381 150 35 17
Jihocesky 904 | 419 | 342 147 40 22
Zapadocesky 1150 | 517 | 337 133 24 12
Severocesky 1236 | 446 | 342 160 33 14
Vychodocesky 1155 | 622 448 | 214 52 16
Jihomoravsky 1699 | 1008 | 856 | 319 62 29
Severomoravsky 1099 565 448 186 60 15
Bratislava 818 | 335 | 334 137 37 19
Zapadoslovensky 1681 | 1022 959 282 40 23
Stredoslovensky 1449 750 628 215 33 14
Vychodoslovensky 1901 996 770 323 61 13
Celkem 14956 | 7788 | 6322 | 2509 | 511 218

S — pocet viech soutézicich
U — pocet uspésnych resitela

15



Poéty soutézicich v kategorii C

Kolo
KRA]J 1I.
S U S U
Praha 125 91 85 36
Stredocesky 156 124 117 14
Jihocesky 127 117 108 35
Zapadocesky 87 49 47 11
Severocesky 134 98 84 13
Vychodocesky 138 94 88 23
Jihomoravsky 130 120 120 30
Severomoravsky 168 142 118 40
Bratislava 62 40 38 14
Zapadoslovensky 240 190 178 20
Stredoslovensky 135 106 103 29
Vychodoslovensky 301 250 215 23
Celkem 1803 1421 1301 288

S — pocet viech soutézicich
U — pocet aspésnych fesitela
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Poéty soutézicich v kategorii B

Kolo
KRA] 1I.
S U S U
Praha 81 69 65 26
Stiedocesky 97 83 76 6
Jihocesky 81 74 72 4
Zapadocesky 64 39 39 5
Severocesky 80 66 62 3
Vychodocesky 94 80 74 19
Jihomoravsky 80 72 70 11
Severomoravsky 110 100 95 14
Bratislava 69 46 46 9
Zapadoslovensky 172 161 154 18
Stredoslovensky 91 75 72 16
Vychodoslovensky 186 153 64 23
Celkem 1205 1018 889 154

S — pocet viech soutézicich
U — pocet uspésnych resitelt
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Pocty soutézicich v kategorii A

Kolo
KRA]J II. I11.

S U S U S U
Praha 92 76 64 29 17 13
Stfedocesky 120 101 88 2 1 0
Jihocesky 84 72 71 5 1 1
Zapadocesky 53 37 34 4 1 1
Severocesky E 92 75 66 3 2 1
Vychodocesky 78 59 53 14 5 1
Jihomoravsky 150 132 | 120 5 2 0
Severomoravsky 120 103 99 18 12 5
Bratislava 93 82 76 15 8 7
Zapadoslovensky 182 133 | 128 13 ] 2
Stredoslovensky 75 66 58 8 4 2
Vychodoslovensky 98 81 59 16 10 7
Celkem 1237 | 1017 | 916 132 68 40

S — pocet viech soutézicich

U — pocet uspésnych resitela
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Pocty soutézicich v kategoriich A, B, C dohromady

I. kolo I1. kolo
KRA]J
S U S U
) i
Praha | 298 236 214 91
Stredocesky 373 308 281 22
Jihocesky 292 263 251 44
Zapadocesky 204 125 120 20
Severolesky 306 239 212 19
Vychodocesky 310 233 215 56
Jihomoravsky 360 324 310 46
Severomoravsky 368 345 312 72
Bratislava 224 168 160 38
Zapadoslovensky 594 484 460 51
Stredoslovensky 301 | 247 233 53
Vychodoslovensky | 585 ; 484 338 62
| i
Celkem 4245 | 3456 3106 574
S — pocet vech soutézicich

U — pocet uspésnych resitela
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PORADI VITEZU A USPESNYCH RESITELU
CELOSTATNIHO KOLA KATEGORIE A

Vitézové

1.—5. fozef Bedndrik, 3. a, G A. Markusa, Bratislava )
Petr Couf, 2. d, G W. Piecka, Praha
Crtirad Kliméik, 4. ¢, G Presov, Kon$tantinova
Jiri Mejzlik, 4. c, G M. Kopernika, Bilovec
Miroslav Ploi&ica, 4. a, G Stard Luboviia
6.—9. Pavel Hruska, 3. c, G M. Kopernika, Bilovec
Igor K¥iz, 1. d, G W. Piecka, Praha
Jan Nekovdr, 3. d, G W. Piecka, Praha
Firi Sgall, 1. d, G W. Piecka, Praha
10.—12. Jan Brousek, 4. b, G Klatovy
Ladislav Kubini, 4. b, G Bardejov
Ale§ Nekvinda, 4. b, G Liberec
13.—14. Peter BoZek, 4. a, G A. Markusa, Bratislava
Miroslav Englis, 2. d, G W. Piecka, Praha
15.  Martina Siminkovd, 3. d, G W. Piecka, Praha
16.  Libor Forst, 3. a, G Ceské Budg&jovice, Jirovcova

Dal$ sisp&ind Fefitelé
17.—21. Michal Fetkan, 4. c, G Nové Zamky
Danica Kolibiarovd, 4. ¢, G J. Hronca, Bratislava
Robin Thomas, 4. d, G W. Piecka, Praha
G - gymndzium
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Bofivoy Tydhitdt, 3. d, G W. Piecka, Praha
Ondrej Virdzek, 3. a, G Zilina, Velkd okruzna
22.  furaj Bemiak, 4. a, G A. Markusa, Bratislava
23.—24. Miroslav Straka, 4. a, G Prievidza
Jan Tomsa, 4. a, G Jaromér
25.—26. Viadimir Hudec, 3. a, G Kogice, Smeralova
Martin Kochol, 4. a, G A. Marku$a, Bratislava
27.—28. furaj Filin, 4. ¢, G Tren¢in
Stanmislav Vanélek, 4. d, G W. Piecka, Praha
29.—30. Perr Srp, 4. d, G W. Piecka, Praha
Pavel Srein, 4. d, G W. Piecka, Praha
31.—33. fan Krajiéek, 4. d, G W. Piecka, Praha
Ladislav Kvasz, 4. a, G A. Markusa, Bratislava
Lubica Sedovd, 4. a, G A. Markusa, Bratislava
34.—40. Miroslav Brzezina, 3. c, G M. Kopernika, Bilovec
$i¥i Bursik, 4. a, G Ostrava, Smeralova
Fanusz Drézd, 4., polské G Cesky Té&in
Albin Dzursidk, 3. a, G Kosice, Smeralova
Pavel Kamenik, 3. d, G Praha 3, Sladkovského ndm.
Jozef Kunca, 3. d, G Bardejov
Ladislav Spisiak, 4. f, G Kosice, Smeralova
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NEJUSPESNEFSI RESITELE
II. KOLA MO v KATEGORIICH 4, B, C

Praha
Kategorie A

Jan Nekovdr, 3. d, Igor K¥ig, 1. d, Robin Thomas, 4. d, Fan
Krajiek, 4. d, Miroslav Englis, 2. d, vS§ichni G W. Piecka,
Praha; Zdenko Prochdzka, 4. a, G Praha 7, Nad $tolou; Pavel
Srein, 4. d, Bo¥ivoj Tydlitdt, 3. d, Petr Couf, 2. d, vsichni
G W. Piecka, Praha; Pavel Kamenik, 3. d, G Praha 3, Slad-
kovského ndm.; Sranislav Vanééek, 4. d, G W. Piecka, Praha

Kategorie B

Igor K¥iz, 1. d, Viadimir Lieberzeit, 2. d, Miroslav Englis, 2. d,
Petr Couf, 2. d, vSichni G W. Piecka, Praha; Petr Bocek, 2. a,
G Praha 7, Nad stolou; Martin Trusina, 2. d, JiFi Sgall, 1. d,
Ondiej Cepek, 2. d, Marcela Miillerovd, 2. d, vsichni
G W. Piecka, Praha; Martin Vopénka, 2. d, G Praha 3, Slad-
kovského ndm.; Perr Hordk, 2. e, SPSE Praha 2, Je¢nd

Kategorie C

Igor Kiiz, Jiri SuSicky, Fifi Sgall, Jan Boucek, Michal Vojtek,
vichni 1. d, G W. Piecka, Praha; Vit ¥iza, 8. a, ZDS Praha 8,
Lyckovo ndm.; Petr Marsik, 1. a, G Praha 5, Nad Turbovou;
Dawvid Zdmek, 1. b, G Praha 7, Nad S$tolou; Petr Pazdera, 1. d,
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G W. Piecka, Praha; Viadimir Kejhar, 1. e, G Praha 7, Nad
stolou

Stredocesky kraj
Kategorie A
JiFi Hynek, 4. c, G Kolin; ¥i#i Novotny, 4. b, G Podébrady
Kategorie B
Petr Hovorka, 2. a, G Kolin; Ji#i Podolsky, 2. ¢, G Mlada

Boleslav; Miroslav Simek, 2. ¢, G Mélnik; ¥iri Siminek a Ales
Kisil, oba 2. b, G Kutnd Hora; Lenka Kohoutovd, 2. a, G Caslav

Kategorie C

Martin Dooigk, 1. a, G Céslav; Perr Kubosi, 1. d, G Mladd
Boleslav; Viadimir Ladma, 1., SPS staveb., Mélnik; Fan Gregor,
1. a, G Vlasim; findra Hydnkovd, 1. a, G Kolin; Faroslav
Satransky, 1. a, G Nové StraSeci; Petr Tahal, 1. b, G Kolin;
Jitka Beranovd, 1. a, G SedlCany; Ji¥i Drdbek, 1. b, G Kralupy;
Pavel Palkoska, 1. b, SPS stroj., Kladno

JihocCesky kraj
Kategorie A

Libor Forst, 3. a, G Ceské Bud&jovice, Jirovcova; Lubomir
Prech, 4. a, G K. Satala, Ceské Bud&jovice; Tvo Tom$ovic, 3. c,
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G Strakonice; Miroslav Masojidek, 4. a, G Pisek; Eva Mitasovd,
4. b, G Jindfichiav Hradec

Kategorie B

Petr Husar, 2. d, G Strakonice; Ivo Straka, 2. ¢, G Jindfichav
Hradec; Viadimir Hohne, 2., G Vimperk; Perr Vinkldf, 2.,
G Tébor

Kategorie C

Petr Tyllner, 1. ¢, G Tabor; F. Corékovd, 1. ¢, G Strakonice;
Hana Turkovd, 1. st., SZS Ceské Bud&jovice; Stanislav Wal-
dauf, 1. a, G K. Satala, Ceské Budg&jovice; 8. Horejfovd, 1. d,
G Tabor; Zdenék Kiika, 1. a, G K. Satala, Ceské Bud&jovice;
Petr Demal, 1., G Tyn n. V.

Zapadocesky kraj

Kategorie A
Jan Brousek, 4. b, G Klatovy; Pavel Pokorny, 3. a, G J. Fucika,
Plzen; Perr Laciga, 3. a, G J. Fucika, Plzeni; Pavel PeSek,
3. ST, SPSE Plzeii

Kategorie B
Jan Fiza, 2. a, Bofena Smrhovd, 2. f, Josef Niedermeier, 2. c,
vSichni G J. Fucika, Plzeni; Bohumil T¥iska, 2. b, G Blovice;
Petr Mytina, 2. a, G J. Fuclika, Plzefi
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Kategorie C

Stanmislav Jelen, 1. a, G Karlovy Vary; Marun Chval, 1. b,
G Marianské Lazné; Jaromir Vajgert, 1. c, G Klatovy; Tomds
Holeéek, 1. a, G J. Fucika, Plzeni; Jan Reznitek, 1. ST, SPSE
Plzefi; Petr Novdk, 1. a, G Karlovy Vary; fana MareSovd, 1. a,
G J. Futika, Plzeti; Viadimir Cech, 1. b, G Cheb; Tomds Aloy,
1. g, G J. Fudika, Plzeti; Stépdn Trojan, 1. d, G Cheb

Severocesky kraj
Kategorie A

Josef Hladik, Ale§ Nekvinda, oba 4. b, G Liberec; Ji#i Kubdt,
4. d, G Teplice

Kategorie B

Milan Koldi, M 2, SPS stroj. a elektro, Liberec; Yan Tichy,
2. ¢, G Ceska Lipa; Jaroslav Sindeld¥, 2. b, G Teplice

Kategorie C

Jaroslav Novdk, 1. e, G Liberec; Pavel Vitovec, 1. b, G Litvi-
nov; Faromir Drabek, 1. ¢, G Jablonec; Petr Pavli, 1. d, G
Liberec; Michal Krejtik, 1. a, G Jablonec; Ladislav Busdk
a Lubo$§ Taldcko, oba 1. a, G Louny; Petr Chadim, 1. b, G
Roudnice; Giinther Kletetschka, 1. d, G Litomérice; Viadimir
Koudelka, 1. d, G Usti nad Labem
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Vychodocesky kraj
Kategorie A

Iva Dvordkovd, 3. a a Pavel Kalhous, 3. c, oba G Parduabice;
Ladislav Pecen, 3. b, G Havlickav Brod; fan Tomsa, 4. a
a Martin S tépdnek, 1. a, oba G Jaromét; Milan Hagan, 4. b,
G Semily; Jan Zindulka, 4. a, G Policka; Faroslav Resler, 3. a,
G Lanskroun; Lubo§ Liska, 3. ¢, G Pardubice; Pavel Nosek,
4. b, G Trutnov; Perr Sourada, 4., SPSCh Pardubice

Kategorie B

Richard Scholle a Milan Sourada, oba 2. d, G Pardubice; Petr
Eisler, 2. ¢, G Havli¢ckav Brod; Radek Burda,2.g, G J. K. Ty-
la, Hradec Krédlové; Mirka Machacovd, 2. a, G Rychnov
nad Knéznou; Perr fifitek, 2. a, G Policka; Michal Stembera,
2. d, G Pardubice; Marie Henzlovd, 2. b, G Havlickav Brod;
Viclav Simimek, 2. b, G Semily; Martin Stépdnek, 1. a, G
Jaromér

Kategorie C

Martin Stépanek, 1. a, G Jaromét; Ivo Koreriy 1. g, G J. K. Tyla,
Hradec Kralové; Michal Musilek, 1. c, SPSE Pardubice;
Jiri Votinsky a Jaroslav Rybka, oba 1. d, G Pardubice;
Jifi Hofman, 1., G Hotice; Jaromir Krys, 1. a., G Chrudim;
Zdenék Holy, 1. a, G Vrchlabi; Milos Hort a Zdenék Rez-
nitek, oba 1. e, SPSE Pardubice

26



Jihomoravsky kraj
Kategorie A

Zenon Staréuk, 4. d, G Brno, Konévova; Perr Mikiik, 4. d,
G Krométiz; Petr Sojka, 3. a3, G Brno, Konévova; Viadimir
Babik, 4. b, G Tisnov; Mojmir Kallus, 4. d, G Uherské
Hradisté

Kategorie B

Firi Cerny, 2. b, G Brno, Konévova; Eva Plhdkovd, 2. a, G
Ttebid; Fan Mrdzek, 2. b, G Zdar nad Sdzavou; Pavel Yelinek,
2. ¢ a Marun Jurds, 2. e, oba G Brno, Konévova; Miroslav
Blazek, 2. b, G Brno, tf. kpt. Jaro$e; Marun Orel, 2. c, G
Jihlava; Petr Havelka, 2. a, G Znojmo; Petr Kuchyrnia, 2. a,

Miksik, 2. ¢, G Brno, Konévova

Kategorie C

Brno, Konévova; Pawvel Urban, 1. e, G Uherské Hradisté;
Darina Neumannovd, 1. a, G Brno, Slovanské ndm.; Helena
Holariovd, 1. ¢, G Brno, tf. kpt. Jarose; Petr Srna, 1. ¢, G Brno,
Lerchova; Radek Rezniéek, 1. e, G Brno, Konévova; Martin
Kuril, 1. b, G Kyjov; René Matysek, 1. ¢, G Brno, Konévova;
Martin Koldr, 1. a, G Brno, Kfenova; Pavel Poldk, 1. a, G
Brno, Konévova
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Severomoravsky kraj
Kategorie A

Jiri Mejzlik, 4. ¢, G M. Kopernika, Bilovec; %7 Bursik, 4. a,
G Ostrava, Smeralova; ¥i#i Cihal, 4. c., G M. Kopernika,
Bilovec; Mirko Rokyta, 4. a, G Vsetin; Pavel Hruska, 3. c,
Faroslav Stépdnek, 4. c, Frantisek Slanina, 3. ¢, Miroslav Brze-
2ina, 3. ¢, Ladislav Snevajs, 3. ¢, vSichni G M. Kopernika,
Bilovec; Janusz Drézd, 4., polské G Cesky Té&in

Kategorie B

Martin Zemek, 2. ¢, G M. Kopernika, Bilovec; Perr Lisonék,
2. d, G Olomouc-Hej¢in; Miroslav Havelka, 2. a, G Novy
Ji¢in; Miloslav Grundmann, 2. d, G Ostrava-Poruba; Robert
Krajéa, Libor Pleva, Miroslav Smatera, Petr Tichavsky, vSichni
2. ¢, G M. Kopernika, Bilovec; Miroslav Mandula, 2. b, G
Ostrava, Smeralova; Pavel Trdvniéek, 2. b, G Olomouc, Jifiho
z Podébrad; Ivana Vitoulovd, 2. ¢, G M. Kopernika, Bilovec

Kategorie C

Viadan Pecha, Viastimil Serba, fi¥i Erhart, vSichni 1. ¢, G
M. Kopernika, Bilovec; #i7i Losert, 1. b, G Olomouc, Jifiho
z Podébrad; Tomds Nowvorny, 1. b, G Hranice na Moravé;
Radek Pecina, 1. c, SPS stroj., Karvina; Miloslav Vasicek, 1. b,
G Ostrava, Smeralova; Bronislav Suchy, 1. ¢, G M. Kopernika,
Bilovec; Miroslav Kubitek, 1. d, SPS Lipnik nad Be¢vou;
Marun Pola, 1. b, G Frydek-Mistek
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Bratislava
Kategorie A

Martun Kochol, 4. a, Jozef Bedndrik, 3. a, Juraj Beniak, 4. a,
Ladislav Kvasz, 4. a, Peter BoZek, 4. a, vSichni G A. Markusa,
Bratislava; Danica Kolibiarovd, 4. ¢, G J. Hronca, Bratislava;
Lubica Sedovd a Vladimir Hurta, oba 4. a, G A. Markusa,
Bratislava; Peter Kvasni¢ka, 3. e, G L. Novomeského, Brati-
slava

Kategorie B

Richard Hlubina, 2. e, G Bratislava, Vazovova; Pavol Ralbovsky,
2. a, G Bratislava, Metodova; [veta Augustovd, Iveta Laurincovd
‘a Oleg Rozenberg, vsichni 2. a, G A. Marku$a, Bratislava;
Alexander Galba a Dana Kurkovd, oba 2. a, G A. Markusa,
Bratislava; Lubica Galléovd, 2. d, G Bratislava, Vazovova; Peter
Papdnek, 2. e, G Bratislava, 1. Horvédtha

Kategorie C

Helga JakeSovd, 1. b, G J. Hronca, Bratislava; Xaver Gubds,
Roman Bacik a Monika Béhmovd, vSichni 1. a, G A. Markusa,
Bratislava; Stanislav Krdl, 1. ¢, G A. Markusa, Bratislava;
Daniela Lukdéovd, 1. ¢, G Bratislava, Vazovova; Richard Pul-
mann, 1. b, Peter Borovansky, 1. b, Pavol StriZenec, 1. d,
vsichni G J. Hronca, Bratislava
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Zapadoslovensky kraj
Kategorie A

Juraj Filin, 4. e, G Trenéin; Franusek Mrdz, 3. c, G Malacky;
Michal Feckan, 4. c, G Nové Zamky; Ywveta Danesovd, 3. c,.
SPSE Piestany; Jin Toth, 4. d, G Nové Zamky; Hubert Kluka,
4. b, G Piestany; Peter Drahos, 4. b, G Skalica; Igor KriZal-
kovié, 4. a, G Nitra-Pédrovce; Peter Tarina, 2. a, G Topol¢any;
Ladislav Zsilinszky, 3. d, G Nové Zamky

Kategorie B

Peter Tarina, G Topoléany; Alexander Tomdsek, mad. SPSE
Komadrno; Aba Teleki, G E. Gudernu, Nitra; Frantifek Hor-
mak, G Levice; Viadimir Muzik, G Nitra, Parovskd; Mila
Obuch, G E. Gudernu, Nitra; Anna Bardkovd, G Nové Zamky;
Kldra Ruzickovd, mad. G Komdrno (tfidy neuvedeny)

Kategorie C

Erzseber Szalay, 1. ¢, mad. G Komdrno; Roman Sdiik, 1. c,
G Nitra, Parovskd; Tomas Kmer, 1. b, G Hlohovec; Igor Kravar,
1. a, G Nitra, Pdrovskd; Jozef Rohdé¢, 1. d, G E. Gudernu,
Nitra; fana Trnkusovd, 1. ¢, G Levice; Marian Bartek, 1. b,
G Sered; Hyacint Mircz, 1. ¢, mad. G Galanta; Eva Badikovd,
1. d, G Hlohovec; Roman Kotiers, 1. b, mad. G Samorin;
Dusan Mocko, 1. a, G Nové Mesto n. Vahom
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Stfedoslovensky kraj
Kategorie A

Maridn Moravéik, 4. d, G Zilina, Hliny VI; Ondrej Virdzek,
3. a, G Zilina, Velka okruznd; Miroslav Straka, 4. a, G Prie-
vidza; Pavol Hronsky, 3. a, G Zilina, Hliny VI; Tomds Chabada,
4. c, G Banskd Bystrica, Tajovského; Eduard Gresdik, 3. a, G
Kysucké Nové Mesto; Ribert Krejéir, 3. d, SPS Handlovd

Kategorie B

Peter Dzurenda, 2. f, G Prievidza; Nadeida Fdglovad, 2. a,
G Liptovsky Hrddok; lvan Brozman, Eduard Grolmus, oba
2. a, G Martin; Juraj Lorinc, 2.; G Kremnica; Roman Marto-
#idk, 2. a, G Zilina, Hliny VI; Rébert Mendris, 2. b, G Povazska
Bystrica; Milan Rusko, 2. b, G Banska Bystrica, tr. SNP;
Peter Schwartz, 2. a, G Zvolen

Kategorie C

Milan Kratka, G Prievidza; Pavel Pavlenda, G Zvolen; Martin
Gazo, G Martin; Yaroslav Kostelansky, G Zilina, Hliny VI;
Peter Straka, G Martin; Radim Kafka, G Zilina, Velkd okruz-
na; Jozef Mihdl, G Zilina, Hliny VI; Janka MiZirovd, G
Vratky; Jaroslav Utly, G Puchov (tfidy neuvedeny, vdichni
jsou zdky I. ro¢niku)
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Vychodoslovensky kraj
Kategorie A

Viadimir Hudec, 3. a, G Kosice, Smeralova; Ladislav Kubini
4. b, G Bardejov; Jozef Kunca, 3. d, G Bardejov; Albin Dzur-
7k, 3. a, G Kosice, Smeralova; Ctirad Kliméik, 4. ¢, G Presov,
Konstantinova; Ladislav Spisiak, 4. f, G Kosice, Srobdrova;
ITvan Brovko, 4. ¢, G Spisskd Nova Ves; Alexander Moroz,
3. ¢, G Humenné; Stefan Klembara, 3. a, G Kosice, Smeralova,
Fana Marisovd 3. a, G PreSov, Kons$tantinova; Miroslav Plos-
&ica, 4. a, G Stard Lubovia; Marek Smik, 3. a, G Krompachy

Kategorie B

Peter Spisiak, 2. a, G Kosice, Smeralova; Jdin Hric a Anton
Sedldk, oba 2. e, G Pre$ov, Konstantinova; Lubomir Soliés, 2. a,
G Michalovce; Milan Polaczyk, 2. b, G Kezmarok; Tatiana
Martonovd, 2. e, G Poprad; Katarina Marédkovd, 2. ¢, G Bar-
dejov; Faroslav Hus a Peter Kostka, oba 2. a, G Poprad; Anton
Pisko, 2. a, G Kosice, Smeralova

Kategorie C

Otto Smoldrik, 1. a, G Kosice, Kovdcova; Viadimir Dancik,
1. a, G Kosice, Smeralova; Juraj Vesely, 1. b, G Poprad;
Tatiana RoZaiovd, 1. a, G SeCovce; Marek Hatala, 1. a,
G Kogsice, Smeralova; Maridn Ferenc, 1. f, G Presov, Konstan-
tinova; Peter Karailiev, 1. b, G Michalovce; Maridn Hatrdk,
1. ¢, G Trebisov; Igor Hronec, 1. g, a Peter Kozusko, 1. c, oba
G Kosice, Srobarova; Roman Magda, 1. ¢, G Kosice, Kovicova
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Pozndmka: 7 kazdého kraje je zpravidla uvedeno nejvyse
deset nejuspé$néjSich feitelt v kazdé kategorii. Vétsi pocet
je uveden jen tehdy, ziskal-li jedendcty nebo dvandcty stejny
pocet boda jako desaty.
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Kategorie Z

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA
Z-P-1

Jsou dany dva ruzné body P a Q. Sestrojte Ctverec, ktery
obsahuje body P a Q a md nejmensi mozny obsah.

Reseni. Hledany &tverec je tverec s uhloptickou PQ. Obsah

1
¢tverce s uhlopfickou PQ je totiz roven 2 PQ2. Uvazujme
Ctverec, ktery obsahuje body P, Q,a pfitom PQ neni jeho
uhlopficka. Dokdzeme-li, Ze jeho thlopficka u je pak vétsi nez
1

PQ, budeme hotovi, nebot jeho obsah 2 u? bude pak vétsi

1
nez 2 PQ2. Dokazeme to dvéma zpusoby.

Prvni zpusob vyuziva Pythagorovy véty. Je-li usecka PQ
rovnobéznd se stranou a Ctverce, je PQ = a, kde a je velikost
strany, a tedy

u:al/2_>a§PQ.

Neni-li useCka PQ rovnobézna se stranou ctverce, doplnime ji
na pravouhly trojuhelnik s odvésnami rovnobéZnymi se stra-
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nami Ctverce (obr. 1). Pro odvésny r, s plati r = a,s = a, pfiCemz
alespon jedna nerovnost je ostrd. (Pokud by pro obé platila
rovnost, byla by usecka PQ uhlopricka). Podle Pythagorovy
véty je

PO? =12+ 2 <@+ a=ul

Druhy zpisob je zaloZzen na zndmé vété: V trojuhelniku je
proti vétSimu uhlu vétsi strana. Dukaz provedeme jen pro

S Q
r
P
Obr. 1
p

Q
R

Obr. 2
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usecky PQ, které maji oba krajni body na obvodu uvazovaného
ctverce. (To staci, jinak useCku prodlouzime az k obvodu.)
V pfipadé, kdy jeden krajni bod dsecky PQ lezi ve vrcholu
ctverce, dostaneme (obr. 2) z trojuhelniku POR s tupym (pra-
vym) thlem pii vrcholu Q nerovnost PQ << PR = u.
V ptipad€, kdy bod P ani bod Q nelezi ve vrcholu ctverce,
dostaneme (obr. 3 pro P, Q na sousednich strandch, obr. 4 pro

Obr. 3 Obr. 4

P, Q na protéjsich strandch) z trojihelniku PQS s tupym
(pravym) dhlem pfi vrcholu Q 7e PQ < PS. Use¢ka PS md krajni
bod ve vrcholu ¢Etverce a podle predeslého pfipadu je PS << u.

Ukolem bylo minimélni &tverec sestrojit, coz je snadnd kon-
strukce. Existuje jediny hledany ctverec.

Pozndmka. Uloha byla zatazena v XX VIIL. ro¢niku MO jako
Z-1-4.
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Z-P-2

Do kruznice je vepsin sedmithelnik A1A4243A44A45A46Ax.
Pfimka p prochdzi stfedy stran AsAas, AeA7. Kolik uhlopficek
daného sedmitihelniku pfimka p protind?

ReSeni je zaloZeno na nésledujicim ndzorném faktu:
V roviné je ddna pfimka p a dva rtzné body 4, B, které na
ni nelezi. Potom pfimka p protind usecku AB (tj. prochdzi
jejin? voitfnim bodem), pravé kdyz body A, B lezi v opacnych
polorovinach urcenych pfimkou p. V tuloze lezi v jedné polo-
roviné urcené pfimkou p body A4, As, A a ve druhé body
Az, Ay, Ao, As. Z vrcholu As vychazeji Ctyfi uhlopficky do
¢tyf vrcholtl opacné poloroviny, z vrchold Ay a Ag po tfech
thloprickdch (a jedné strané). Celkem tedy pfimka p protind
44343 = 10 thlopficek daného sedmithelniku. (Vyjdeme-li
od bodi druhé poloroviny, dostaneme 3-3--2--2 dhlopficek.)

Obecné, je-li v jedné poloroviné urcené pfimkou p pravé
k vrcholt n-uhelniku, je pocet protatych thlopfricek roven

2 —k—1)+ (k—2)(n— k) = k(n — k) — 2.
Z-P-3

Urcete dvojici raznych trojcifernych ¢isel, kterd md tyto dvé
vlastnosti:

a) v desitkové soustavé maji Cisla zdpisy xyz a zyx,
b) maji co nejvétsiho spole¢ného délitele.

37



ReSeni. Uloha by se dala fedit tak, 7e bychom sestavili
vSechny dvojice riznych cisel s vlastnosti a), urcili nejvétsiho
spolecného délitele pro kazdou takovou dvojici ¢isel,a pak nasli
dvojici (nebo dvojice), jejiz nejvétsi spolecny délitel je mezi
vSemi ostatnimi nejvétsi. Existuje v8ak 360 dvojic raznych
trojcifernych Cisel s vlastnosti a),a to by dalo pfili§ prace.
Pokusime se tedy zmenSit poCet dvojic, ze kterych budeme
vybirat. Vyuzijeme k tomu zdpisu Cisel v desitkové soustave.
Jsou-1i N, N’ dv¢ trojcifernd Cisla s vlastnosti a), mizeme psat

N = 100x + 10y + 2z, N" = 100z + 10y + «x.
Jejich rozdil ma tvar
(D N - N =99 (x — 2)

MiZeme jesté pfedpoklddat, ze N > N', tedy x > 2.

Je-li D spoleCny délitel dvou dCisel, je D téZz délitelem jejich
rozdilu. Vime tedy, Zze spoleCny délitel cisel N, N’ je také
délitelem c&isla (1). Délitelé Cisla (1) jsou ale pouze Cisla 1, 3,
9,11, 33, 99 a jejich k-ndsobky, kde & je d¢litelem Cisla x — 2 =
= 8. Protoze vSak hledime dvojice vlastnosti a) s nejvétSim
moznym spolecnym délitelem, bude uzitecné nejdrive vyzkou-
Set, jestli existuji takové dvojice Cisel vlastnosti a), kterd jsou
obé délitelnd nékterym vétsim z vyjmenovanych cCisel, tfeba
Cislem 99. VSechny trojciferné ndsobky cisla 99 jsou

198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, 891, 990

a mezi nimi jsou tyto dvojice vlastnosti a):

(198, 891) s nejvétsim spoleénym délitelem 99
(297, 792) s nejvétsim spoleénym délitelem 99
(396, 693) s nejvétsim spoleCnym délitelem 99
(495, 594) s nejvétsim spole¢nym délitelem 99
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Ted musime je$té vyzkoumat, zda neexistuji dvojice Cisel
vlastnosti a), kterd sice nejsou dé€litelnd Cislem 99, ale jsou obé
délitelnd nékterym Cislem vétSim nez 99. Timto spole¢nym
délitelem by muselo byt nékteré z cisel tvaru 33k, protoZe
pro £ = 8 je 9% i 11% mensi nez 99. Pfichdzeji v uvahu pouze
Cisla 4.33 = 132, 5.33 = 165 a 7.33 = 231. (Jsou-li obé Cisla
délitelnd cCislem 8.33, jsou téZ délitelnd Cislem 4.33.) Mezi
vSemi trojcifernymi ndsobky cisla 132, tedy mezi Cisly 132,
264, 396, 528, 660, 792, 924, neni zddnd dvojice Cisel vlastnosti
a) a totéZ plati pro ndsobky Cisla 165 a Cisla 231. Existuji tedy
pravé Ctyfi dvojice Cisel danych vlastnosti, které jsme uvedli
vySe. Kazdd dvojice md za nejvétSsiho spolecného délitele
¢islo 99.

Z-P-4

Dva pfitelé z téze obce potfebuji navstivit blizké mésto.
Prvni jde p&ky a cesta mu trvd hodinu. Druhy jede na kole

km

d-+ — N
i |
cyklista
chodec
i
|
i
1 |
| |
| |
| min
0 5 X 35 60
Obr. 5
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a cesta mu trvd 20 minut. Chodec vysel ¢tvrt hodiny pred
odjezdem cyklisty. Za jakou dobu po svém odjezdu ho cyklista
dohoni, je-li pohyb kazdého z nich rovnomérny ?

Grafické feSeni. Na vodorovné ose bude ¢as v minutdch,
na svislé vzddlenosti v kilometrech. (Obr. 5.) Pohyb chodce
bude zacinat v pocdtku a koncit v bodé (60, d), kde d je vzdéle-
nost mésta od obce (tu nezname, ani nezjistime). Pohyb cyklisty
pak zacind v bodé (15, 0) a konéi v bodé (35, d). Souradnice
pruseciku obou usecek odpovidaji Casu a mistu, kdy a kde
predjel cyklista chodce.

ReSeni porovninim vzdélenosti. Chodec md rychlost
d km/hod. a cyklista 3d km/hod. Ozna¢me x hledanou dobu
(v hodindch). V okamziku setkdni tedy cyklista i chodec urazili

1
tutéz vzddlenost, a to cyklista 3dx km a chodec d (x + 4—)km

1
( mélz h néskok\). Je tedy

1
3dx = d(x+4),
a odtud
1 ' | B
X :8~h (:7Emm).

Pozndmka. V VII. rocniku MO byla tloha zafazena jako
D-II-3. Ve sbirce VySin-Machdéek: Vybrané tulohy MO ka-
tegorie Z je uvedena pod ¢. 56.



SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

Z-1-1

Je dédn ¢tverec ABCD s délkou strany 2. Na jeho strandch
AB, BC, CD, DA jsou postupné zvoleny body K, L, M, N
tak, ze AK = BL = CM = DN = x. Vyjadrete obsah Ctverce
KLMN pomoci x. Pro které x je obsah ctverce KLMN nej-
mensi?

Reseni. Podle Pythagorovy véty snadno zjistime, ze tverec
KLMN ma obsah x2 + (2 — x)2.
V nasi uloze zbyva zjistit, pro které x nabyva vyraz

x24+(2—x2=2[x—12+41]

nejmensi hodnoty, probihd-li x mnozinu <0, 2). Zfejmé je to
pro x = 1. Minimdlni ¢tverec md tedy vrcholy ve stfedech
stran daného Ctverce a jeho obsah je polovina obsahu daného
ctverce.

Z-1-2

Je dan trojboky jehlan ABCV. Rovina protind jeho hrany
AB, BC, CV a neprochazi zadnym z bodu A4, B, C, V. Které
hrany jehlanu rovina jesté protind?

ReSeni. Dand rovina déli prostor na dva poloprostory.
Hrana daného Ctyfsténu je ji protata, pravé kdyz koncové body

lezi v opacnych poloprostorech. Protoze hrany AB, BC, CV
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jsou protaty, lezi v jednom poloprostoru vrcholy 4, C a ve
druhém B, V. Ze zbyvajicich hran tedy rovina protind hranu
AV hrany AC, BV neprotind.

Z-1-3

Je-li N dvojciferné cislo, oznaéme N’ Cislo, které z ného
dostaneme zménou poradi Cislic. Najdéte vSechny dvojice dvoj-
cifernych cisel X, Y, pro které jsou ¢isla XY — 1, X'Y" — 1
ob¢ délitelnd deseti.

Reseni. Ulohu bychom mohli fesit velmi pracné probranim
vsech dvojic dvojcifernych ¢isel. Podobné jako v Z-P-3 radéji
vyuZijeme rozvoje Cisel v desitkové soustave.

Je-li

X =10r + s

Y = 10u + v,
bude

X =10s +r

Y = 100 + u,
a tedy

XY —1=000r +5)(10u +2) — 1 =10(...) +sv — 1
XY —1=10s +7r)(10v +u) — 1 =10(...) +ru — 1

Obé tato ¢isla budou délitelnd deseti, pravé kdyz budou deseti
délitelnd obé Cisla so — 1, ru — 1. Vzhledem k tomu, Ze
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Z cisel 1, 11, 21, ..., 81 jsou souinem dvou cislic jen
1=1.1,21 =3.7a81 =9.9.
Zkombinujeme-1i vSechny moznosti, dostaneme

X=11,Y =11
X=13,Y =17
X=19,Y =19
X=3,Y="11
X=133,Y=17
X=3,Y="3
X =39,V =179
X=91,Y =91
X =93, Y =97
X =99, Y — 99

Vsechna tato feSeni vyhovuji.
Z-1-4
Zjistéte, jestli mohou tfi cestujici stihnout vlak, ktery odjizdi
za 75 minut ze stanice vzddlené 40 km, dokdze-l1i kazdy z nich
bézet prumérnou rychlosti 10 km/hod. a maji-li k dispozici
dvoumistny motocykl, ktery muze jet primérnou rychlosti

80 km/hod.
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Reseni. Nejpohodlnéj§i by bylo, kdyby A odvezl B na
nddrazi a C zatim pockal, neZ se pro néj A vriti a také ho
odveze na nadrazi. Grafické zndzornéni pfepravy je na obr. 6.

km
B

min

Obr. 6

To by ale motocykl urazil tfikrat vzddlenost 40 km, coZ dokdze
nejdfive za 90 minut, takze by cestujicim A4 a C vlak ujel.

Piepravu bychom zrychlili, kdyby 4 odvezl B na nddrazi
a C by mezitim béZel. A by mu pak jel naproti, a az by ho
potkal, odvezl by ho na nadrazi (obr. 7). Vypocéteme, jak dlouho
by pfeprava trvala. Po 30 minutich vyjizdi motocykl z nddrazi
zpét a béZzec ubéhl 5 km. Soucet jejich drah od tohoto okamzZiku
az do setkdni na silnici bude tedy 35 km, béZec z ného urazi

1 8
92 motocyklista 9 (tmérné rychlostem). Tutéz vzddlenost

urazi pak motocykl s obéma cestujicimi od mista setkdni
k nddrazi. Motocykl tedy celkem ujede
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min

Obr. 7
km
40 —— o 4 T
b+—————— -
A
—-———B
R C
=T .
— | ) min
0 30 60
Obr. 8

8 2
40+2.6.352102§km,

coZz mu bude trvat déle nez 75 minut. Ani tento zplisob pre-
pravy neni dostate¢né rychly.
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Zdokonalime ho tak, ze 4 neodveze B az na nddrazi, ale
vysadi ho & km od startu, jesté pred nddrazim. B na nddrazi
dobéhne a A se mezitim vrati naproti C, kterého doveze na
nadrazi (obr. 8). V tomto pripadé¢ zdvisi celkovd doba trans-
portu na b. UrCime ji podobné jako v minulém pfipadé.
V okamziku prvni obrdtky motocykl ujel & km a C ubéhl

7
— km, a je tedy mezi nimi vzddlenost 3 b. Z té urazi moto-

8
l- 8 . 7b bvu 1 . 7b v ., ’ ’
cyklista 9’ tj. o> & béZec 4, tj. g g2 ez se potkaji. Pak zbyva
k nddrazi
%0 b 10 2b
89 8 9
Celkem ujede motocykl
. 7b 0 2b 40 146
Tg T g =0
kilometrt, coZz mu trvd
14
80 2 T9.40

hodin.
) ) b 40 — b
Cestujici B jede na motocyklu 30 hod. a bézi T hod.,

7b
celkem 4 — 30 hod. Existuje-li & tak, aby zdroven
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I
Toa =1

W

) 7b
4’ 8

b |
S

A
® |

umozni uvazovany systém prepravy vSem tfem cestujicim
stihnout vlak. Takovd b skute¢né existuji, jsou to pravé vechna

220 270
o e,
km
40 — L HETT ”///'c
b L —T7
————— : /
\ /
\ 7
\
B ‘ min
0 30 60 90
Obr. 9

Misto obecného rozboru jsme mohli tlohu fesit také tak, Ze
bychom pro tfeti systém ptepravy odhadli nékteré vhodné &
(napf. 35 km), a pro né pak vyfesili ptislusnou pohybovou
tlohu.

Viimnéme si jesté jedné skuteCnosti, ziejmé z grafického
zndzornéni (obr. 9). Vyjdeme ze situace, kdy vSichni t#i cestu-
jici dorazi k nddrazi souasné (plnd &ra). Zvétsime-li b, zpozdi
se ptijezd 4 a C na nidrazi (te¢kovang&). Zmensime-li b, zpozdi
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se prichod B na nddrazi (Cdrkované). Pfipad, kdy vSichni tfi
dorazi soucasné, je tedy nejrychlej$i zptsob dopravy uvazo-
vaného typu. Staci tedy vyfeSit tlohu pro tuto specidlni
situaci. To lze provést timto zpusobem: Oznacme d vzdalenost
k nddrazi, v rychlost béZzce a w rychlost motocyklu (tyto udaje
jsou ddny). Déle ozname b vzddlenost prvni obritky od
startu. Vzddlenost druhé obritky od nddrazi je také b— to je
patrno napiiklad z grafu (obr. 10) ze shodnosti vySrafovanych

km v
40 R e ——
al 7
b
AT S a ._min
0 30 60

Obr. 10

trojuhelnikt. Oznacme jesté a = d — b vzddlenost prvni otacky
motocyklu od nidraZi, coz je také vzdalenost startu od druhé
otdaCky. Vzdilenost obou otacek je pak d —2a =2b —d.
Motocykl urazi celkem b + (2b — d) + b = 4b — d, doba jizdy

4b —d
je P Zbyvéa urcit b. Motocykl potfebuje k ujeti drihy
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b+2b—d

od startu k prvni otdcce a zpét k druhé otacce Cas T
béZzec potfebuje k probéhnuti od startu k druhé otdcce cas
a d—b 5 3b —d d—0b e v 4w
e fot —_— 7
- v Je tedy . 522 proto s

Dosazenim tohoto vysledku do zlomku T dostaneme cel-
+

(o - w) —d (hod.).

Dosadime-li ¥ = 10 km/hod., = = 80 km/hod., d = 40 km,

kovou dobu pfepravy

5
vyjde ¢ cas hod coZ je méné nez — hod., tj. 75 minut — ces-

tujici mohou vlak stihnout.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

Z-1-1
Do pravothlého trojihelniku ABC vepiste obdélnik CUVW
(obr. 11) tak, aby soucet druhych mocnin délek jeho stran
byl nejmensi mozny. Vysledek zdavodnéte.
Reseni. Podle Pythagorovy véty je
S=CU24UV2+ VW24 CW2=2CVP?
Soucet S je tedy nejmensi mozny, pravé kdyz je CV2 nejmensi
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mozné, tj. pravé kdyz je CV nejmensi mozné. Ze vSech bodu
piepony AB ma od vrcholu C nejmensi vzddlenost pata kolmice
spusténé na ni z bodu C. Uloha m4 vzdy jediné feSeni, které
snadno sestrojime (obr. 12).

Obr. 11 Obr. 12

Z-11-2

Je-li N prirozené cislo, oznacme N’ Cislo, které z ného
dostaneme obrdcenim poradi ¢islic. Najdéte vSechna trojciferna
Cisla N, pro ktera je ¢islo NN’ — 3 ndsobkem cisla 10 a zdroven
¢islo N ++ N’ -+ 4 je ndsobkem ¢isla 100.

Reseni. Aby byl sou¢in NN’ — 3 délitelny deseti, musi
soucin prvni a posledni Cislice ¢isla N koncit &islici 3. To
nastane jen v pfipadech 1.3, 3.1, 7.9, 9.7. Kdyby prvni
&islice ¢isla N byla 3 a posledni 1 (nebo obricené), nebyl by
souet N -+ N’ -+ 4 délitelny deseti. Hledané ¢islo N musi
tedy mit prvni Cislici 7 a posledai 9, nebo obricené.
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Druhou dislici ¢isla N ozna¢me x. Posledni cislice jednoho
z Cisel N, N’ je 7 a druhého 9. Pfedstavime-li si, jak bychom
s¢itali N + N’ + 4 »odzadu, vidime, Ze druhd Cislice tohoto
souctu musi byt posledni Cislici ¢isla 2x -+ 2. Ma-li byt cislo
N -+ N’ + 4 délitelné stem, musi jeho druhd cislice byt 0.
Posledni &islice ¢isla 2x musi byt tedy 8, takze Cislice x musi
byt bud 4, nebo 9.

Vsechna hledani Cisla N jsou tedy mezi Cisly 749, 799, 947,
977. Snadno se presvédCime, Zze vSechna tato cisla vyhovuji
podminkdm ulohy.

Z-11-3

Je dian pravidelny 33-thelnik A;As...Ass. Urcete pocet
usecek spojujicich jeho vrcholy, které maji alesponi jeden
spolecny bod s trojuhelnikem A11A420Aas.

Reseni. Z kazdého bodu A; az Ay vychdzi po 23 useckdch
protinajicich dany trojihelnik 411420433, jsou to spojnice zvo-
leného bodu s bOdy Au, AQQ, ey A33. Podobné z bodt Alz
az Ao a Aeg az Ase vychazi po 23 tseckich protinajicich troj-
thelnik. Z bodu A1 vychdzi 32 usecek s druhym koncovym
bodem ve vrcholu 33-thelnika a vSechny maji s uvaZovanym
trojihelnikem spole¢ny bod. Dvojndsobny pocet hledanych
useCek je tedy 30.23 - 3.32 = 786, protoze jsme kazdou
takovou tsecku pocitali dvakrdt. Hledany pocet je 393.

33.
Jiné FeSeni. Celkovy pocetuseCek 4;4; (1 #J)je 5 =528.

Od tohoto poctu odelteme ty udsecky, které nemaji s uvazo-
vanym trojihelnikem zddny spole¢ny bod. Z kazdého vrcholu
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33-uhelniku, az na vrcholy A1y, A2e, Ass, jich vychazi 9, celkem

1
jich je 2 .30.9 = 135. Hledany pocet je 528 — 135 = 393.

Z-11-4

Z Prahy do Bratislavy vyjizdi pfesné v 10 hod. auto znacky
Volha, které jede primérnou rychlosti 100 km/hod. Zasilku
veze z Bratislavy naproti pfijizd&jici volze auto zn. Skoda,
které vyjizdi z Bratislavy také v 10 hod. Jakou nejmensi pra-
mérnou rychlosti musi jet toto auto az do mista setkdni s vol-
hou, aby se volha po prevzeti zasilky vratila do Prahy nejpozdéji
ve 14 hod.? (Vzddlenost z Prahy do Bratislavy je 350 km).

ReSeni. Aby se volha vritila do 14 hod., musi se otodit
nejpozdéji za 2 hodiny po vyjezdu, tedy ve vzdilenosti nejvyse
200 km od Prahy. Skodovka musi za tuto dobu ujet zbyvajici
vzdilenost, tj. aspofi 150 km. Musi tedy jet rychlosti aspoil
75 km/hod. Pfi této rychlosti se auta setkaji pfesné ve 12 hod.

ULOHY III. KOLA V CSR

1. Je dén ¢tverec ABCD o strané s. Oznacme F, G, H, E stiedy
stran AB, BC, CD, DA. Bod M je prusecikem usecek BE,
DF; bod N je pruseCikem dseCek GD, BH. Body M, N
lezi na uhlopficce AC (obr. 13).

a) Vypoctéte obsah ¢tyfihelniku BNDM.
b) Urcete, o jaky Ctyfdhelnik se jednd.
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2. Pro kterd dvojcifernd ¢isla xy, yx (x 5~ y) je nejvétsi spo-
le¢ny délitel jejich souctu a rozdilu nejvétsi?
3. Je dédn pravidelny osmithelnik 4;4243. . .As o strané veli-

kosti a, S je stfed kruZnice opsané osmidhelniku. Sestrojte
a

kruZnici % se stfedem S a polomérem 5"
Urcete pocet tsecek spojujicich vrcholy daného osmithel-
niku, které nemaji s kruznici k£ zZédny spolecny bod.

4. Na piimém useku dvoukolejné trati z 4 do B (vzdélenost
AB je 6 km) jezdi obéma sméry tramvaje rychlosti 20 km/hod
v Sestiminutovych intervalech. Chodec jde podél trati z A
do B rychlosti 5 km/hod.
a) V jakych intervalech bude chodec tramvaje potkdvat

a v jakych intervalech jej budou tramvaje predjizdét?
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b) Jaky nejvétSi mozny pocet tramvaji mize chodec potkat
a jaky nejvét$i mozny pocet tramvaji jej muze predjet
v useku z 4 do B?

ULOHY III. KOLA V SSR

. Je dany obdiznik ABCD. Ak X je bod uhloprie¢ky BD, tak

ozname po rade E, F, G, H pity kolmic vedenych z bodu
X na strany AB, BC, CD, DA. Urcte bod X uhlopriecky
BD tak, aby stcet obsahov obdlznikov AEXH a XFCG bol

najvacsi.

. Automobil sa md dostat z miesta 4 do miesta B vzdialeného

1300 km. Benzin mozno kupovat len v mieste 4. V tomto
mieste mdze automobil tankovat do nddrze, ktorej obsah
je 40 1 a moZe tiez kupovat benzin do 20 | kanistrov, z kto-
rych si po ceste mdze nddrz doplnit. Automobil médze vSak
viezt so sebou najviac tri plné kanistre a moze si tieZ zria-
dovat zdsoby benzinu v kanistroch popri ceste. Zistite, Ci
za predpokladu, Ze automobil md spotrebu 10 I na 100 km,
stai na cestu 195 1 benzinu.

. Uréte najmensie prirodzené cislo, ktorym treba ndsobit

Cislo 1980, aby sme dostali druht mocninu prirodzeného
Cisla.

. Vkruhu je 12 tetiv. Urcte maximalny pocet neprekryvajacich

sa Casti kruhu, na ktoré je kruh rozdeleny danymi tetivami.



Kategorie C

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA
C-P-1

Je din trojahelnik ABC. Oznatme P, Q, R stfedy jeho
stran. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC a PQR maji t€zisté
v tomtéz bodé.

Reseni. Dokdzeme, Ze téznice (pfimky) trojihelniku 4BC

R P

splynou s téZnicemi trojuhelniku PQR; z toho plyne, Ze t&éZisté

C
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obou trojihelnikii splynou. Diikaz provedeme pro téznici CP
(obr. 14). Usecka QR je sttedni pticka trojihelniku ABC, a je
1

tedy QR || AB a QR = 2 AB. Oznatme P’ prusecik usecek
CP, QR. Pak je usecka RP’ stiedni pficka trojuhelniku APC,
nebot prochdzi sttedem R strany AC a je RQ || AP. Z obdob-
ného duvodu je dsecka QP’ stfedni pficka trojihelniku BPC.
Pro bod P’ tedy plati

1 1
RP' = AP = - BP = QP

tj. bod P’ je stfed usecky QR, tj. pfimka CP je téZnice troj-
thelniku POR.

Jiné ¥eeni. Usetka PQ je stfedni pticka trojuhelniku ABC,
je proto PQ = CR a PQ || CR. Body P, Q, C, R tvofi tedy
rovnobéznik. Uhlopticky rovnob&Zniku se pili, ptimka CP
tedy prochazi stfedem usecky QR a je to téznice trojihelniku
PQR.

C-P-2

Je din obdélnik ABCD, v némz AB = 2a, BC = a. Nad
stranami AB, AD jako nad praméry jsou sestrojeny kruZnice,
které kromé bodu 4 maji spolecny jesté bod K.

a) Dokazte, Ze bod K lezi na thlopficce BD.
b) Vypoctéte vzdalenosti bodu K od vrcholu A, B, D.
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Reseni. a) PonévadZ podle Thaletovy véty jsou tihly AKD,
AKB pravé, lezi body B, K, D v pfimce (obr. 15).

D

Obr. 15

b) Podle Pythagorovy véty je BD = a |/5. Oznaéme hledané
vzdilenosti AK = x, BK =y, DK = z. Snadno vypolteme
x — je to vySka na zdkladnu BD v trojihelniku ABD, jehoz

2a
obsah je a2, je x = V;— Z pravouhlych trojuhelnikd ABK,

ADK dostivame podle Pythagorovy véty

V_,z— —xAV:.

Mohli jsme vyuZit také podobnosti trojuhelniku,

Va2

y= Vagz — x2 =

ADAB ~ NAKB ~ ADKA,

které maji shodné odpovidajici si ahly. Poméry velikosti
odvésen jsou
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DA AK DK
AB BK AK’

-

takze

Z

X
y ox

7
Odtud vidime, Ze x = 2z, y = 4z. Ted uZ staci ur¢it nékterou

z veliCin (napfiklad x z pravouhlého trojuhelniku AKB o od-
vésndch x, 2x a pfeponé 2a), abychom dostali ostatni.

Pozndmka. Uloha byla uvedena v XIX. roé. MO jako Z-I-3.
V brozute Vysin-Machdéek: Vybrané ulohy MO — kategorie Z
je zafazena pod €. 33.

C-P-3

Najdéte vSechna trojcifernd Cisla s touto vlastnosti: Napise-
me-li pfed hledané Cislo stejnou cifru, jako je ta, kterd stoji
na misté jeho jednotek, dostaneme ctyiciferné Cislo, které je
o 18 mensi nez sedmindsobek hledaného Cisla.

Reseni. Mi-li hledané &islo v desitkové soustavé zdpis abc,
ma pozménéné Cislo zdpis cabc. Pro Cislice a, b, ¢ pfitom plati
a # 0 (trojcifernost puvodniho &isla), a ¢ 7 0 (Ctyfcifernost
pozménéného ¢isla). Podle podminky ulohy je

1000¢ + 100a + 106 + ¢ = 7 (100a + 106 + ¢) — 18,
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odkud dostaneme

3(100a -+ 10b — 3)
‘- 497 :

Vzhledem k tomu, Ze ¢ je celé Cislo a 497 neni délitelno tfemi,
je nutné 100a - 106 — 3 délitelno 497. Mohou nastat jen dvé
mozZnosti:
(I)  100a + 106 — 3 = 497
(IT) 100a + 106 — 3 = 994
Ptipad (I) vede ke vztahu
10a + b = 50,
kterému vyhovuji jen Cislice @ = 5, b = 0. Hledané Cislo je
pak 503 - snadno ovéiime, Ze spliiuje podminky ulohy. Pfipad
(IT) vede ke vztahu
100a + 106 = 997,

ale ten pro Zddné cislice a, b neplati — pravé strana neni totiz
délitelna deseti.
Uloha mi jediné feseni - &islo 503.

Pozndmka. V XII. ro¢niku byla dloha zafazena jako D-I-2.
V brozute Vysin-Machdéek: Vybrané ulohy MO - kategorie Z

je uvedena pod €. 6.
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C-P-4
Urcete vSechna Cisla a, b, pro kterd plati
(@ + 623 — (@® + 32 = 0.
Zjistéte vsechna a, b, pro kterd nastane rovnost.

ReSeni. Jednoduchymi ekvivalentnimi tipravami p¥evedeme
danou nerovnost na nerovnost

a?b? (3a2 — 2ab + 3b%) = 0.
Vyraz a%? je pro vSechna redlnd Cisla nezdporny, a protoze
3a%2 — 2ab + 3b2 = (a — b)? + 2(a® + b2),

je také vyraz 3a2 — 2ab -+ 3b2 neziporny pro kazdou dvojici
redlnych Cisel a, b. Plati tedy vzdy

3a% — 2ab + 362 = 0, a%% = 0,
a tedy také
a?b? (3a2 — 2ab + 3b%) = 0.

Pro kazdou dvojici redlnych cisel a, b tedy plati také dand
nerovnost. Rovnost nastivd v dané nerovnosti pravé tehdy,
plati-li

a2 [(a — b)2 + 2(a® + b2)] = 0.



V dané nerovnosti plati proto znaménko rovnosti tehdy a jen
tehdy, je-li a = 0 nebo b = 0.

Pozndmka. Uloha byla zafazena v XV. roéniku MO jako
D-II-1. V brozuie Vysin-Machdéek: Vybrané tlohy MO — ka-
tegorie Z je uvedena pod €. 23.

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

C-1-1

V roviné je ddn trojihelnik ABC a piimka p, kterd nepro-
chdzi Zidnym jeho vnitfnim bodem. DokaZzte, Ze soucet vzdd-
lenosti bodu A, B, C od pfimky p se rovnd souctu vzddlenosti
stiedtl stran AB, BC, AC od pfimky p.

Reseni. Nejprve dokdzeme pomocnou vétu, jejimz pfimym
dusledkem bude véta, kterou mdme dokdzat v uloze.

Lezi-li body A4, B v téze poloroviné s hranici p, je vzddlenost
sttedu S usecky AB od pfimky p aritmetickym priamérem
vzddlenosti obou bodti A, B od pfimky p (obr. 16).

Pomocna véta zfejmé plati v pfipadech AB || p nebo AB | p.
Mai-li tsecka AB jinou polohu, oznalme a, b, s vzddlenosti
bodiu 4, B, S od pfimky p. Pfitom je s délka stiedni pfi¢ky
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Obr. 16 Obr. 17

lichobéZnika se zdkladnami a, b (nebo pravouhlého trojiuhelniku,
je-li @ = 0 nebo b = 0). Plati tedy

Pti feSeni ulohy C-I-1 oznac¢ime vrcholy trojuhelniku A4, B, C,
stfedy stran A’, B, C’ a jejich vzdalenosti od pfimky p oznacme
a', b, ¢’ (obr. 17). Podle pomocné véty plati

1 1
d=z@b+e, b=5(C+a), ¢=5(@+b)

a+b+c=a+b+tc
C-1-2

Use¢ka AB délky 12 cm je rozdélena bodem C v poméru
1:2. V jedné poloroviné urcené piimkou AB jsou sestrojeny
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polokruznice s praméry 4B, AC, CB. Vypocitejte polomér
kruZnice, kterd se dotykd vsech tfi polokruznic.

Reseni. Polomér uvazované kruznice oznaéme r a jeji stied
S (obr. 18). Spustime-li z bodu § kolmici na tsecku AB
a jeji patu ozna¢ime D, vidime tfi pravouhlé trojuhelniky,
které maji spoleCnou odvésnu SD a jejichz pfepony uzce
souvisi s poloméry danych polokruznic a s hledanym polo-
mérem r. Budeme se snazit tyto souvislosti vyjadfit rovnicemi
a z nich urdit r. Podle Pythagorovy véty dostdvame, oznacime-li
jesté SD = p, SoD = g,

z ASoSD: P> g2 =16 —r)2
z AS18D: P2+ (4 —qP=(2+1r)2
z \S2SD: P+2+qr=>4+r)
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To je soustava tfi rovnic o tfech nezndmych p, g, r, které sice
nejsou linedrni, ale snadno je vyfe$ime, v§imneme-li, Ze se vkaz-
dé vyskytuje p2 - g2 vlevo a r2 vpravo. Po upravé je dostaneme
ve tvaru

PP+ g2 —r2=—12r + 36
P+ —r= 4r +8qg—12
P+ —r= 8r —44q+ 12

Odtud plyne, porovndme-li pravé strany 1. a 2., resp. 1. a 3.
rovnice

2r+qg=26
5r —q=6.
To uZ je soustava dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych,

kterou snadno vyfe$ime: seCtenim obou rovnic hned dostaneme

12 12
re= Existuje-li popsana kruZnice, md polomér e

Jiné FeSeni. Vyhneme se zavadéni dvou pomocnych ne-
zndmych. Vyjdeme opét z trojuhelniku 81828 rozdéleného
pfickou ve dva trojihelniky 77 = $:180S a T2 = $:285,S
(obr. 19). Pro jejich obsahy plati

T, =2Ts, ™
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2+r 4+r
6-r
31 4 SO 2 32
Obr. 19

nebot maji spole¢nou vysku z vrcholu S na strany S18p = 4,
S2So = 2. Podle znamého Heronova vzorce pro obsah troj-
thelnika

T=Vs(s—a)(s—b)(s — o),
kde s je poloviéni obvod a a, b, ¢ jsou délky stran, dostaneme
T2=12r(4 —r)
T2 =24r(2 —r).
Dosadime-li odtud do vztahu (*), dostaneme
12r(4 —r)=4.247r(2 —7)
neboli
4 —r=8Q2—r),

12

a odtud pro hledany polomér r = =
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Pozndmka. Kruznici, jejiz polomér jsme vypocitali, snadno
sestrojime. Vzddlenost jejiho stfedu S od bodu S; bude

12 12
2+ - od bodu S» bude 4 + -

C-1-3

Kruznice k1 = (81, 1), k2 = (8o, r2) se dotykaji vné v bodé C.
Kromé spolecné te€ny v bodé C maji jesté dalsi dvé spolecné
te€ny. Vezméme jednu z nich a body dotyku téchto kruZnic
na ni oznacme 4, B.

a) Dokazte, ze trojuhelnik ABC je pravouhly
b) Vyjadrete obsah trojuhelniku 4BC pomoci 1 a ra.

Reseni &4sti a). Primky S14 a S2B jsou rovnobézné, nebot
obé jsou kolmé ke spoleéné te¢né. Oznaéme D druhy priisecik
pfimky S18s's kruznici k2 (obr. 20). Trojdhelniky $1.4C, SeBD
jsou podobné, nebot jsou oba rovnoramenné a maji stejné uhly
pfi vrcholech S, S». Proto pfimky AC a BD jsou rovnobézné
a uhly ACB, CBD jsou stejné velké. Podle Thaletovy véty je
thel CBD pravy.

Jiné FeSeni &sti a). Piimky S14 a S»B jsou rovnob&zné.
Je-li tedy o velikost thlu 48;C a f velikost thlu BS:2C, je
o + f = 180°. Didle, protoze trojuhelniky ACS; a CBS: jsou

« p
rovnoramenné, je <L $1CA4A = 90° — 2 a < 8:CB = 90° — 2

Odtud dostaneme

S ACB — 180° — (/90'\;5) ~ (goo_'i) I
; \ 2/ 2 2 -7
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Obr. 20

Reseni &asti b). Zvolme oznaleni tak, aby r; = r2. Na
ptimce S14 najdeme bod D tak, aby ptimka DS; byla rovno-
b&znd s AB. Dostaneme pravouhly trojihelnik S$;S2D a ob-
délnik DS2BA (obr. 21).

Obr. 21
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Podle Pythagorovy véty
AB? = DS? = 818 — DSi? = (r1 + r2 — (r1 — 122 =
= 4ryre.
Déle vedme bodem C kolmici na pfimku AB. Tato kolmice
protne pfimku DSp v bodé E a pfimku AB v bodé F.
Z podobnych trojuhelnikia S;S2D, CS>E dostaneme

CS2.DS1  re(r1 — 12)
SS: rntre

a tedy

ro (7‘1 — 7‘2) i 27’2 r

+re= }
ry+re ry 7

CF = CE + EF =

Obsah trojihelniku ABC je pak

/
2rir2 rire Vrirs

re+re ry+re

1 1
5 ABCF = EV4T17‘2 .

Pozndmka. K feSeni tlohy se nabizi i ndsledujici postup:
Vypocteme AC = 2r; l/ _ ™ BC=2n ]/ o
rLtre | r1Ltre

a AB. To ndm umozni dokdzat pravotihlost ABC pomoci obra-

1
cené Pythagorovy véty a vypocist jeho obsah jako 2 AC.BC.
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Tento zpusob je vSak daleko pracnéj$i nez postupy uvedené
vyse.

C-1-4

Uvazujme vSechny vyrazy, které dostaneme z vyrazu
U—v—x—y—2

doplnénim alespon jedné dvojice zavorek tak, aby se tim ve
vyrazu neobjevilo ndsobeni. [Jeden z téchto vyrazi je napfiklad
u — ((v — x) —y — 2). AvSak napfiklad vyraz (u — v) (— x—
— Y — z) mezi uvazované vyrazy nepatfi, nebot je v ném
nasobeni.] Kolika riznych hodnot mohou nejvyse tyto vyrazy
nabyvat pro jednu pétici Cisel u, v, x, y, 2?

Reseni. At si vezmeme kterykoli z uvaovanych vyrazi,

muzeme vzdy postupné provést upravy, naznacené zavorkami,
a dospét k vyrazu tvaru

u—vaxfyyz,
kde kazdy ze symbold «, 3, y znamena bud -, nebo —.
Vyrazi tohoto tvaru existuje 8. Ukdzeme, Ze kazdy z nich
mizZe vzaiknout uvaZzovanym zpiisobem:

u—v+x+yt+z=u—(w—x—y—2)

Uu—v+x+y—z=u—([O®O—x—y) —=z2



u—v+x—y+ez=u—{O0—x)—(—2)
u—v+x—y—z2=u—(V—%x)—y—2
u—v—x+y+tz=u—v—(x—y—2)
u—v—x+y—2z=u—9v—-(x—y —=2
Uu—v—x—y+z2=u—v—x—(y—2)
u—v—x—y—2=WU—0)—x—y—2

Pro jakoukoliv pétici Cisel x, y, 2, u, v nabyvaji tedy vSechny
vyrazy popsané v uloze nejvyse osmi raznych hodnot. Existuji
vSak pétice, pro néZ nabyva osm naposled uvedenych vyraza
osmi navzdjem rdznych hodnot (napf. u =v =0, x =1,
y = 2, 2 = 3). Hledany pocet je tedy 8.

C-1-5

Pri oslavé svych narozenin Josef zjistil, Ze secte-li Cislice
momentdlniho letopoctu, dostane svlij vék, a odecte-li mo-
mentdlni letopocet od jeho zrcadlového obrazu, dostane Ctyf-
ndsobek svého roku narozeni. V kterém roce naseho tisicileti
Josef provedl vypocet ?

Reseni. Provedl-li Josef vypodet v roce 1000 | 100a +
+ 106 + ¢, bylo mu pravé 1 + a + b + ¢ let a narodil se
v roce 999 + 99a + 96. Rozdil momentdlniho letopoctu
a zrcadlového obrazu je
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(1000¢ -+ 1006 +.10a + 1) — (1000 + 100z -+ 106 + ¢) =
= 4(1000 + 100a + 106 +¢c —1 —a —b —¢).
a po upravé
(*) 37c + 2b — 18a — 185 = 0.

Odtud vidime, Ze Cislice ¢ je nutné lichd, a dostdvime odhad

1 1
57 (185 + 18a —25)= .- (185 4 18.0 — 2.9) > 4.

Cislice ¢ mizZe tedy byt jen 5, 7 nebo 9.

Pro ¢ = 5 se rovnice (*) redukuje na b = 9a,a té vyhovuji
dvé dvojice: (a = 0,6 =0),(a =1, =09).

Pro ¢ = 7 dostdvame rovnici b = 9 (a — 4) — 1,a té vyho-
vuje jedind dvojice: @ = 5,6 = 8.

Pro ¢ = 9 dostavame rovnici 6 = 9 (a — 8) — 2,até vyho-
vuje jedind dvojice: a = 9,6 — 7.

Pfislusné letopocty jsou 1005, 1195, 1587 a 1979. Snadno
se presvédéime, Ze viechny vyhovuji podminkdm tlohy. (Sesti-
lety Josef v r. 1005 mel Vsak neuverltelne matematické schop-
nosti). : '

C-1-6

Plati-li pro povrchy Pi, Ps, Ps tii krychli P3 = Py 4 Ps,
pak pro jejich objemy V1, Vs, V3 je - i

71



i+ Ve<Va< 271 + W)

Dokazte.

Reseni. Uloha je formulovina geometricky, okamzité se viak
prevede na Cisté algebraicky problém.

Text ulohy sugeruje oznacit velikosti hran krychli symboly
a1, a2, ag. Oznacime je vsak radéji a, b, ¢, abychom se vyhnuli
indexdm a vyrazy byly pfehledné;jsi.

Z podminky pro povrchy plyne ¢ = Va2 + # a dosazenim
nabude dokazovana nerovnost tvar

(1) @+ 5 < (Va2 + 828 < V2@ + 83).

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme v oboru kladnych &isel a, b,
je soustava nerovnosti (1) ekvivalentni se soustavou nerovnosti

(@ + B2 < (@ + b2P < 2 (a3 + B2,

Maime vlastné dokadzat, ze pro vSechna kladnd Cisla a, b plati
tyto dvé nerovnosti:

2) (@3 + 632 < (a® + b2
3) (a? + 823 = 2(a® + B3)3
Prvni nerovnost uz jsme dokdzali v uloze C-P-4 (protoze
a > 0, b > 0, plati ostrd nerovnost). Druhd nerovnost je ekvi-

valentni s nerovnosti
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a% — 3a%b? + 4a33 — 3a%b* + b5 = 0.
Vyraz na levé strané je vSak roven
(a? — 2ab + b%) (a* + 2ab + 2ab3 -+ b%)

a pro kladné a, b je vskutku nezdporny.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

C-11-1

V roviné je din trojihelnik 4BC a ptimka p, kterd nepro-
chédzi zddnym vnitfnim bodem trojahelniku. Vyjadfete vzdile-

bodt 4, B, C od ptimky p.

Reseni. Oznaéme vzdilenosti bodi 4, B, C od ptimky p po
fadé a, b, c. Muzeme pfedpokladat, ze bod C ma z vrcholu
A, B, C od pfimky p nejvétsi vzdalenost, tj. ¢ = a, ¢ = b.
Oznacme jesté s a ¢ vzddlenosti stfedu S uUsecky 4B a tézisté
T od ptimky p (obr. 22). Pak je

a-+b c—S
s = ——2— s =135+ ~'~3— . Po dosazeni za s dostaneme

1
zzg(a-er + o).
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Obr. 22

C-1l-2
Urcete, kolik rtiznych souctii mizeme dostat z vyrazu

1—-1+1—-1+...+1—1

1980 jednicek

doplnénim alespoil jednoho paru zdvorek tak, aby vznikl sprdvné
uzdvorkovany vyraz a nedostali jsme pfitom zdpis soucinu,

Reseni. Nejprve dokdzeme, 7e miizeme dostat soucty
—1978, —1976, ..., —2,0,2, ..., 1974, 1976."
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Soucet tvaru —2k pro k& = 989, 988, ..., 1 dostaneme napf.
uzdvorkovanim

1—-(1+D)—(1+D)—...—A+D)—1+1—...+1-1

k part zavorek

Soucet tvaru 2k pro k=0, 1, 2, ..., 988 dostaneme napft.
uzdvorkovanim

1—(1+1—(1+D)—1+D)—. .. —(A+1)—1+... +1-1

k + 1 pdrt zdvorek

Dile dokdzeme, Ze jiné hodnoty dostat nemiZeme. Po
doplnéni zdvorek dostaneme vyraz, ktery lze upravit na vyraz
bez zdvorek s 1980 cleny, ktery se od ptivodniho bude lidit jen
znaménky ¢lend. Je-li v ném a znamének + a b znamének —,
je jeho soucet a — b, a je tedy sudy, protoze a + & = 1980.
Prvni ¢len ma vzdy kladné a druhy zdporné znaménko, takze
soucty —1980 ani 1980 nemohou vzniknout. Soucet ziejmé
nemuze v absolutni hodnoté pfesdhnout 1980. Zbyva dokazat,
Ze nemuze vzniknout soucet 1978.

a) Md-li po odstranéni zdvorek étvrty ¢len znaménko —, pak
alesponl dva cleny (druhy a ¢tvrty) maji znaménko — a soucet
nemuize presahnout 1976.

b) Mi-li étvrty &len znaménko |, znamend to, Ze lezi uvnitf
zavorky, pfed kterou je znaménko —. V této zdvorce lezi
i tieti Clen, a ten pak md v upraveném vyraze znaménko —.
Opét tedy alespont dva ¢leny maji znaménko —.
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C-1Il-3a

Necht P, P2, P3, P4 jsou obsahy ¢tyf ¢tverct a o1, 03, 03, 04
jejich obvody (v tomtéz poradi).

Plati-li
Py Py - P3 — Py,
pak
/
o1+ 02+ 03= 04}
Dokazte.

ReSeni. Oznac¢ime-li velikosti stran ¢tverch a, b, ¢, d, plati
¢)) a? 4 b2 4 2 = 42

Maidme dokéazat nerovnost

©) a+b+c=dl3.
Kdyby
atbtc>dl3,
bylo by
@+b+c2>3d2=3(a?+ b+ c2)
neboli

a? 4 b2+ 2 — (ab + ac + bc) = (a — b)® + (b — ¢)*> +
+(a—C)2<0,

a to je spor.
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C-11-3b

Nad pramérem AB délky 10 cm je sestrojena polokruz-
nice k. Kruznice ki, k2 maji stejné velké poloméry, dotykaji
se vzajemné a obé se dotykaji polokruznice k a praméru AB.
Urcete velikost jejich poloméru.

ReSeni. Zvolme oznaceni podle obr. 23, r je hledany polo-
mér. Je SQ =5 —r, ST = TQ = r a trojihelnik STQ je
pravouhly. Podle Pythagorovy véty je (5 — )2 = 272, tedy
r=52—1)-=201.

Obr. 23
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Kategéria B

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

B-P-1

Je dané kladné ¢islo ¢, rovina a v nej dve rdéznobezky p, g.

a) Uréte mnozinu vSetkych bodov X danej roviny, pre
ktoré je sucet vzdialenosti od priamok p, ¢ rovny c.

b) Urcte mnozinu vsetkych bodov X danej roviny, pre
ktoré sa absolditna hodnota rozdielu vzdialenosti od priamok
P, q rovna Cislu c.

RieSenie. a) Pri rieSeni tlohy vyuzijeme tuto vlastnost rov-
noramenného trojuholnika (obr. 24): Nech ABC je rovnora-
menny trojuholnik so zdkladfiou BC a body 4, A’ st stumerne

C
N

Obr. 24
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zdruzené podla priamky BC. Ak je X lubovolny bod tusecky
BC a M pita kolmice vedenej z bodu X na priamku BA,
prejde pri osovej sumernosti kolmica XM do kolmice XM’
k priamke BA'. Pretoze BA' || CA, je XM' || XN, kde N je
piita kolmice z bodu X na priamku 4AC a plati [ XM| + |[XN| =
=|XM'| +|XN| = |[NM’|, ¢ je dizka vy3ky trojuholnika
ABC na stranu AC.

Nech teraz P, R st také body priamky p, ktoré maju od
priamky ¢ s fiou rdznobeznej vzdialenost ¢ (pozri obr. 25),

Q p' P

o -
o

Obr. 25

a Q, S zasa také body priamky ¢, ktorych vzdialenost od
priamky p sa rovnd c. Na zdklade vyssie uvedenej uvahy ma
kazdy bod hranice pravouholnika PQRS od priamok p, g
sucet vzdialenosti rovny c.

Ak je Y Iubovolny bod roviny réznobeziek p, ¢, ktory
nelezi na hranici pravouholnika PQRS, potom mozno zostrojit
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pravouholnik P'Q’R’S’, na hranici ktorého bude leZat bed Y
tak, Ze bude rézny od pravouholnika PQRS, a preto sucet
vzdialenosti bodu Y od priamok p, ¢ bude rézny od c.

Mnozinou bodov X poZadovanych vlastnosti je teda hranica
pravouholnika PORS.

b) Nech X je Iubovolny bod hladanej mnoziny. Oznaéme
dy jeho vzdialenost od priamky p a d, vzdialenost od priamky
g. Podla podmienok tlohy musi platit: |dp — dq| = Co
znamend, Ze bud d, = d; + ¢, alebo d; = d, + c.

Ak je dp = d, + ¢, je vzdialenost bodu X od priamky p
vidcSia alebo rovnd c¢. Bod X musi preto lezat v niektorej
z polrovin ohraniCenych priamkami p;, resp. p2, neobsahu-
jucej priamku p (obr. 26), pricom p;, p2 st rovnobezky s priam-

\\ //
~ P P1
> ~ P
c AN e c
B A
\></
~ e
R PN - P2
~_ 7
>
s e
- ~ e
e >
e ~N
//
N
e
e

Obr. 26
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kou p, ktoré maji od nej vzdialenost c¢. Ak hladany bod X
lezi v prisluSnej polrovine ohraniCenej priamkou p; vritane
tejto priamky, je dp = dp, | ¢ Cize dp = d,;. Bod X lezi
teda na niektorej z osi uhla priamok p; a g v prisluSnej pol-
rovine.

Obritene, kazdy bod X, ktory lezi na niektorej z tychto
dvoch polpriamok, vyhovuje podmienke d; = d; + c.

Analogickou uvahou sa dokdZe, Zze hladanej mnoZine patria
vietky body osi uhlov priamok ps a ¢ v prislusnej polrovine.

Ak vyjdeme z rovnosti dy = dp + ¢, dostaneme podobnym
sposobom dalsie dve Casti hladanej mnozZiny. Ak totiZ ¢i, g¢o
si rovnobezky s priamkou ¢ vo vzdialenosti ¢, potom hla-
danej mnoZine patria osi uhlov priamok p, ¢i, resp. p, ¢,
v polrovine ohranicenej priamkou g¢;, resp. g2, a neobsahu-
jucej priamku gq.

B-P-2

Na Sachovnici tvaru 20 x20 poli je vyznacenych 31 navzai-
jom rdéznych Sachovnic tvaru 8 x8. Dokdzite, Ze existuje
pole, ktoré patri asponi Siestim z vyznacenych Sachovnic.

RieSenie. Pouzijeme metédu nepriameho dokazu. Budeme
predpokladat, Ze tvrdenie tdlohy neplati, tj. Ze kazdé pole
Sachovnice 20 %20 patri najviac piatim vyznaCenym Sachov-
niciam tvaru 8 x 8.

Oznatme § stcet vSetkych poli 31 vyznaCenych $achovnic,
v ktorom je kazdé pole zahrnuté tolkokrit, kolkym vyznace-
nym Sachovniciam patri. Zrejme plati: S = 31.8.8 = 1984.
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Poktisme sa sicet S odhadnut za predpokladu, Zze kazdé
pole moze patrit najviac piatim vyznadenym Sachovniciam.
Pre polia v rohoch velkej Sachovnice bude vSak tento pocet
eSte mensi, ako ukazuje schéma na obr. 27. Podla toho by malo
platit:

S=4.(142.2+2.3+43.4)+ (400 —4.8).5 = 1932,

Co vsak je spor s vys$Sie uréenou hodnotou suctu S. To zna-
mend, Zze nd$ predpoklad bol nesprdvny a musi existovat
asponl jedno pole patriace Siestim $achovniciam, ako sme mali
dokazat.

51513
5| 4
5

Obr. 27

Iné rieSenie. Zavedme na Sachovnici 20 x 20 sdradnice r, s
poli tak, Ze r bude ¢islo radu pocitané oddola nahor a s ¢islo
stipca pocitané zlava napravo. Vyznamnu tlohu hraji polia
(8, 8), (8, 16), (16, 8), (16, 16). Lahko sa vidi, Ze kazda Sachov-
nica tvaru 8 x 8, ktord mozno vyznacit na Sachovnici 20 x 20,
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obsahuje prave jedno z nich. Kedze 31:4 =7, vyplyva
z toho, ze niektoré z tychto Styroch poli lezi dokonca na 8
z 31 vyznacenych §achovnic.

B-P-3

Ndjdite vsetky redlne Cisla a, b, ¢ také, Ze rovnica
(1) ¥ —ax? +bx —c=0
ma korene a, b, c.

Rie$enie. Nech redlne Cisla a, b, ¢ su koretimi rovnice (1).
Potom Tavu stranu rovnice (1) mozno rozlozit na sucin kore-
novych cinitelov:

(2) ¥ —ax?+bx —c=(x—a)(x—05)(x —o).
Vyndsobenim pravej strany (2) a porovnanim koeficientov pri
rovnakych mocnindch x na oboch stranich takto ziskanej
identicky platnej rovnosti dostaneme:

3 atb+c=a Cize b | ¢ =0,

(4)  ab + ac + bc = b Cize, vzhladom na (3), bc = b,

(5) abc = c.

Ak je ¢ = 0, je podla (3) tiez b = 0. Pre Tubovolné redlne a
md potom rovnica (1) tvar
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x3 —ax2 =0

s korefimi a, 0, 0.

AKk je ¢ # 0, potom je podla (3) tiez b # 0, z coho vzhladom
na (4) vyplyva ¢ = 1. Potom v$ak podla (3) je 5 = —1 a podla
(5) tieza = —1.

Po dosadeni tychto koeficientov do (1) dostaneme rovnicu

—x3—x2+x+1=0,

ktorej Cisla 1 a —1 vyhovujui, pricom Cislo —1 je dokonca
dvojndsobnym korefiom.

Uloha mi teda dve rieSenia: 1) a lubovolné, b = 0, ¢ = 0;
2)a=—1,b=—1,c=1.

B-P-4
V obore redlnych cisel rieSte ststavu rovnic
xX+y=s,
)
ax +2y =0

s neznamymi x, y, pricom a, s sa redlne Cisla. Urobte diskusiu
rie$itelnosti stistavy vzhladom na cisla a, s.

RieSenie. Ak od dvojndsobku prvej rovnice od¢itame druhu,
dostaneme

) 2 —a)x =2s.
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Ak je a = 2, s # 0, rovnica (2) zrejme rieSenie nemd. Pre
a=2, s=0 md nekoneCne mnoho rieSeni tvaru x =,
Yy = —¢, kde ¢ je redlne dislo.

Ak je a # 2, mdze rovnici (2) vyhovovat len &islo x =

=22 ku ktorému z prvej rovnice sustavy (1) Iahko uréime
—a

Dosadenim sa Iahko presved¢ime, Ze tdto dvojica Cisel x, y
sustave (1) skutocne vyhovuje.

SUTAZNE ULOHY I. KOLA

B-1-1

Do kruznice je vpisany 1979-uholnik A1A4243. . .A1979.
Ak lezi stred kruznice vo vnutri 1979-uholnika, potom sucet

1977
uhlov pri vrcholoch Ay, As, A4s, ..., A1977 je mensi nez -

Dokaizte.

RieSenie. Ozna¢me (obr. 28) S stred kruznice, do ktorej
je vpisan)" l979—uholnik, o — {A1979A18, o =— @:AlAzS,
a3 =L A2A3S, ..., wgr9 = LA1978A41970S. Usetky A4S,
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Obr. 28

AsS, ..., Aig79S rozdelia dany mnohouholnik na 1979 rovno-
ramennych trojuholnikov. Z toho vyplyva, Ze vnitorné uhly
pri vrcholoch Ai, As, ..., Aigze 1979-uholnika st v uve-
denom poradi oy + a9, o2 + a3, ..., 1979 -+ 1. Preto pre
sucet s vSetkych vnutornych uhlov 1979-uholnika plati

N :2(0(.1 -{—0(.2 —{— e +o€1979) = 19777:.

Sucet vnutornych uhlov pri vrcholoch Ay, Az, As, ..., A9
v$ak bude

x + % o3 g ... arg7r - 1978 =
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s 1977

= a7y < LT,

8]
\S]

Co sme mali dokdzat.

Pozndmka. Z postupu dokazu je zrejmé, Ze plati nasledu-
juca vSeobecnd veta: Nech z je nepdrne prirodzené Cdislo.
Ak n-uholnik je vpisany do kruZnice, ktorej stred lezi v jeho
vnutri, potom suicet uhlov pri vrcholoch #-uholnika s nepar-

n—2
nymi indexami je mensi nez T Pre n = 3 dostaneme
ako dosledok zndmu vetu: Ak stred opisanej kruZnice lezi

vo vnutri trojuholnika, potom je trojuholnik ostrouhly.

B-1-2

V rovine je dany konvexny uhol a v iom kruZnica. Zostrojte
na kruznici body, pre ktoré je stucet vzdialenosti od ramien
daného uhla minimdlny.

RieSenie. VyuZijeme vysledok casti a) rieSenia ulohy
B - P - 1, podla ktorého je mnoZinou bodov v dutom uhle,
pre ktoré je sucet vzdialenosti od ramien tohto uhla dané
Cislo, tseCka kolmd k osi uhla. Je zrejmé, Ze tento sulet je
tym vacsi, ¢im vidcsia je vzdialenost usecky od vrcholu uhla.
Z tejto uvahy vyplyva, Ze minimum pre vsetky body danej
kruznice sa dosiahne v pripade dotykového bodu, v ktorom
sa dotyka kruZnice priamka kolmd na os uhla, a to blizsia
k vrcholu uhla z oboch priamok tejto vlastnosti (pozri obr. 29).
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Poznamenajme, Ze dotykovy bod T» druhej z oboch pria-
mok je tym bodom kruZnice, pre ktory je sucet vzdialenosti
od ramien daného uhla maximalny.

Obr. 29

B-1-3

Je dany trojuholnik ABC, ktorého vysky oznacime og,
Vb, Ve Zistite, Ci existuje trojuholnik UVW tak, aby |UV| = vy,
[VW| = vy, |[WU|=wv, a aby strany UV, VW, WU boli
v uvedenom poradi kolmé na strany BC, CA a AB trojuhol-
nika ABC.

RieSenie. Predpokladajme, Ze trojuholnik UVW Ziadanych
vlastnosti existuje. Vzhladom na vzajomnu kolmost odpove-
dajudcich si stran oboch trojuholnikov maji oba trojuholniky
rovnako velké odpovedajice si uhly. Z toho vyplyva, Ze
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trojuholnik UVW je podobny trojuholniku ABC. Existuje
preto &islo & > 0 tak, ze pre dizky strin trojuholnika ABC
(pri obvyklom oznaceni) plati

a:k'va,b:k‘vb,czk'vc.
Z toho vyplyva, Ze taktiez plati
aVgq — kﬂuz, bvb = kvbz, CV¢ = k‘vcz.

Lavé strany tychto rovnosti majd vsSetky rovnaka hodnotu -

" dvojndsobok plosného obsahu trojuholnika ABC, ¢o znamena,
Ze sa musia rovnat aj ich pravé strany. Z toho vsak vyplyva,
Ze plati

Uy = Vp = Ve a taktieZ a = b = c.

Tieto vlastnosti vSak mdze mat len rovnostranny trojuholnik.
Na druhej strane je zrejmé, Ze rovnostranny trojuholnik
podmienkam ulohy vyhovuje.

B-1-4

Na Sachovnici tvaru 1000 x 1000 stoji 800 000 figuriek.
Potom na obvode niektorej jej Casti tvaru 8 x8 stoji aspoi
22 figuriek. Dokazte.

RieSenie. Podobne ako pri rieSeni dlohy B - P - 2 pouzijeme

metédu nepriameho ddkazu. Najskor zistime, kolko rdznych
sachovnic tvaru 8 x8 sa da vyznalit na danej velkej $achov-
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nici. Je zrejmé, Ze prvy rad malej Sachovnice mozno umiest-
nit len na lubovolnom z prvych 993 radov velkej Sachovnice
a rovnako tomu je s umiestnenim prvého stipca malej $achov-
nice. Z toho vyplyva, ze na velkej Sachovnici mozno vyznacit
celkom 9932 Sachovnic tvaru 8 x 8.

Kazda Sachovnica tvaru 8 x8 md celkom 28 obvodovych
poli. Z toho vyplyva, Ze nejaké pole velkej Sachovnice moZe
byt obvodovym polom najviac 28 rdznych malych Sachovnic.
Ttto vlastnost vSak majd len tie polia, ktoré leZia aspon na
dsmom rade alebo stipci od okraja velkej $achovnice. Tychto
poli je teda préave 9862. Nazvime ich strednymi poliami a ostatné
polia velkej Sachovnice budeme volat okrajovymi poliami.
Oznacme S pocet figuriek stojacich na obvodovych poliach
Sachovnic tvaru 8x8, v ktorom je kazdd figurka zapocitand
tolko rdz, na obvode kolkych rdznych malych Sachovnic
stoji. Predpokladajme teraz, Ze na obvode kazdej malej Sa-
chovnice stoji najviac 21 figuriek. Potom musi byt

1) 8§ = 9932.21 = 20 707 029.

Nech S; je td Cast suctu S prislichajica strednym 9862 po-
liam. Zrejme

2 S= 8.

Vsetkych figuriek stojacich na velkej $achovnici je 800 000,
okrajovych poli je 10002 — 9862. Na strednych poliach musi
preto stdt aspoii 800 000 — (10002 — 9862) figuriek. Do
suctu S; pocitame kazdd z nich s ndsobnostou 28, Cize plati
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S1 = 28.[800 000 — (10002 — 9862)] — 21 621 488,
¢o je spor s (2) vzhladom na (1).

Pozndmka. Pracnejsim odhadom so zapocitanim aj figuriek
na okrajovych poliach velkej Sachovnice do S; moZno do-
konca dokdzat, ze existuje Sachovnica tvaru 8x8, na obvo-
dovych poliach ktorej stoji aspon 23 figuriek.

B-1-5

Kolko rieSeni md v obore redlnych Cisel sustava rovnic

b
ax + — =1,
y

b = 1
YT L=

s neznamymi x, y? Urobte diskusiu vzhladom na dané redlne
Cisla a, b.

RieSenie. Uvazujme najskor o pripade a = 0. Vtedy sa

b
sustava redukuje na; =1,by = 1. Akje b = lalebob — —1,

ma tdto sustava nekoneCne mnoho rieSeni: y = b, x lubo-
volné. Pre ostatné hodnoty & sustava rieSenie nema.

Nech a # 0. Je zrejmé, Ze pocet rieSeni sustavy sa nezmeni,
ak navzdjom vymenime Cisla a, b. Preto pri & = 0 md sustava
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nekonecne mnoho rieSeni, ak a =1 alebo a = —1, a pri
ostatnych hodnotdch a rieSenie nemad.

Zostava teda vysSetrit pripad ab # 0. Nech x, y je rieSenie
danej sustavy. Potom musi byt x 5= 0, y # 0. Z druhej rov-
nice vyjadrime y:

X —a

a dosadme do prvej rovnice sustavy. Dostaneme po jednoduche;j
uprave, Ze x je koreiiom kvadratickej rovnice

2 - ax? — (a2 — b+ 1)x +a=0.

Obrdtene, ak x je korefiom kvadratickej rovnice (2), po-
tom — ako salahko presvedé¢ime — musi platit: x % 0, x 5 a.
Po vydeleni rovnice (2) ¢islom x — a a jednoduchej uprave
dostaneme

b

ax + ——— = 1.
x—a

bx

Z toho je zrejmé, Ze ak pre kazdé rieSenie x kvadratickej rov-
nice (2) polozime y podIa (1), dostaneme dvojicu x, y, ktord je
rieSenim danej sustavy. Znamend to teda, Ze dand sustava
je ekvivalentnd so stustavou (1), (2), z coho je zrejmé, Ze pocet
rieSeni danej sustavy je zhodny s poctom rieSeni kvadratickej
rovnice (2). Diskriminant D tejto rovnice upravime:
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D=(a>— 0 + 12 —4a2 = (a® — b + | — 2a).
(@—8+14+2)=(@—1—b(@a—1+b)(at+1—b).
(a+1+b).

Z toho vyplyva, Ze v pripade ab % 0 md dand ststava jedno
rieSenie, ak Cisla a, b vyhovuju niektorej z rovnosti @ 4 b =
= -+ 1 a vo vietkych ostatnych pripadoch méd dve rieenia.
Vysledok diskusie zndzornime prehladne v suradnicovej

Obr. 30
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rovine a, b (pozri obr. 30), v ktorej vysSie uvedené rovnosti
uruji dve dvojice rovnobeznych priamok. Pri jednotlivych
priamkach, ich priesecnikoch a v Castiach roviny, na ktoré je
#symito priamkami rozdelend, st vyznacené pocty rieSeni danej
sustavy.

B-1-6

Ndjdite vSetky trojice prirodzenych Cisel x, y, z také, Ze

x3 + 33 + 25 = 1979,
2z = x.

RieSenie. Nech x, y, 2 st prirodzené Cisla, ktoré vyhovuju
obom danym rovniciam. Pretoze 133 — 2 197 > 1979 a 5% =
= 3125 > 1979, vyplyva z prvej rovnice, Zze musi platit

x=12,y =12,z = 4.
Podobne dostaneme z druhej rovnice odhad pre y2:
=y =x= 12,
z ktorého vyplyva, ze y = 3.

Pomocou vykonanych odhadov sa ndm podarilo pocet
usporiadanych trojic prirodzenych cisel, ktoré moézu vyho-
vovat danym rovniciam, obmedzit na 144. Ich preskdsanie
by vSak aj tak zabralo prili§ mnoho Casu. Efektivnejsie bude,

ak postupne preskiimame pripady, ktoré moézu nastat pri
pevnej volbe tej nezndmej, ktord md najmensi rozsah, tj. y.
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Nech y = 1. Potom z druhej rovnice mame x = z a z prve}
rovnice po dosadeni a jednoduchej dprave dostaneme

23 (1 + 2%) = 1978.
Lahko sa presved¢ime, Ze tejto rovnici nevyhovuje ziadne
z prirodzenych Cisel z = 4.

Pre y = 2 z druhej rovnice dostaneme x = 4z a z prvej
rovaice analogicky ako v predchddzajicom pripade

23 (64 + 22) = 1971.
Tejto rovnici vyhovuje 2 = 3, ¢omu odpovedd x = 12. Dosa-
denim sa lahko presvedCime, Ze trojica 12, 2, 3 skutocne
vyhovuje obom danym rovniciam.
Pre y = 3 je x = 9z a z prvej rovnice mdme
23 (729 + 22) = 1952,
¢omu vsak zZiadne z prirodzenych cisel 2z = 4 nevyhovuje.
Podmienkam ulohy vyhovuje teda jedind trojica prirodze-

nych ¢isel:

x =12,y =2,z = 3.
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SOUTEZNI ULOHY II KOLA

B-1I-1

Korefimi rovnice x3 + ax? + bx + ¢ = 0 sd redlne Cisla
X1, X2, X3, korefimi rovnice x3 + Ax2 + Bx 4+ C =10 si
Cisla X1X2, X2X3, X1X3.

Vyjadrite koeficienty 4, B, C pomocou koeficientov a,
b, c.

RieSenie. Mnohoclen na lavej strane rovnice mozno podla
predpokladu rozlozit na siacin korefiovych Cinitelov takto:

x3 + ax? + bx + ¢ = (x — x1) (x — x2) (x — x3).

Z toho po vyndsobeni Cinitelov v suCine na pravej strane
identickej rovnosti a porovnani koeficientov pri rovnakych
mocninach s koeficientami mnohoclena na lavej strane dosta-
neme rovnosti

—a = x3 + x2 + x3, b= x1x2 | x2x3 + X1X3,
(1) —C = X1X2X3.

Analogickym postupom pre koeficienty druhej rovnice dosta-
neme

—A = x1x9 + x2x3 + x1X3,
2 B = x1x22x3 + x12x223 + X1X2%3%,
—C = x12x92x42.



Ak dosadime z (1) do pravych stran (2), dostaneme
A_: —b, B =ac, C = —c%

B-1l-2

Je dany trojuholnik ABC s obsahom P. Nech S, T, U sa
stredy useciek AB, BC, CA.

Ukdzte, Ze existuje trojuholnik KLM tak, ze KL//CS,
LM||AT, MK]/BU, |KL|=|CS|, |[LM|= |AT|, |MK| =
= |BU|, tj. strany trojuholnika KLM su rovnobeZné s taZni-
cami trojuholnika ABC a su taktieZ rovnako velké ako taznice
tohto trojuholnika.

b) Vyjadrite obsah trojuholnika KLM pomocou P.

RieSenie. a) Dopliime trojuholnik ABC na rovnobeznik
ABCD (obr. 31) a oznaéme V stred tseCky BD. Potom su
ASVT a BVCU rovnobezniky, a preto plati: SV//AT, |SV| =
= |AT|, VC||BU, |VC|= |BU|. To znamend, Ze pozado-
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vané vlastnosti md trojuholnik CSV. Stadi preto polozi
K=CL=SM=V.

b) Obsah rovnobeznika ABDK je zrejme 2P. Obsah troj-
uholnikov ALK a KMD sa rovnd P/2. Ozna¢me W strec
useCky LM, tj. prieseCnik priamky LM s uhloprieckou BK
rovnobeznika ABDK. Potom obsah trojuholnika LBW je
Stvrtinou obsahu trojuholnika ABT, teda P/8. Obsah troj
uholnika BMT je rovny zrejme P[4 a obsah trojuholnik:
BMW je jeho polovicou, teda tiez P/8. Preto je obsah troj:
uholnika LBM rovny P/4. Z toho uZ vyplyva, Ze pre obsah P
trojuholnika KLM plati:

P’ = 2P — 2(P|2) — P/4 = 3P/4.

B-Il-3a

Na poliach Sachovnice tvaru 8x8 je rozostavenych 4z
figuriek. Potom na diagondlnych poliach niektorej jej Cast
tvaru 4 x4 stoja aspon Styri figurky. Dokazte. (Diagondlnym:
poliami Sachovnice tvaru 4 x4 rozumieme 8 poli na jej uhlo-
prieckach.)

Riesenie. PouZijeme metédu nepriameho dokazu, ktord
sa nam osvedcila pri rieSeni uloh B-P-2a B -1 - 4.

Najskor si uvedomime, Ze na Sachovnici 8 X8 mozno vy-
znacit celkom 52 = 25 réznych $achovnic tvaru 4 x 4. Oznacme
§ sucet, ktory dostaneme, ak kazdu figurku zapocitame tolko-
krat, na uhloprieckach kolkych Sachovnic tvaru 4 x4 stoji.
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Ak budeme predpokladat, Ze na diagondlach kazdej Sachov-
nice tvaru 4 x4 stoja najviac 3 figurky, musi platit

§=3.25="175.

Zostavme si teraz tabulku, v ktorej pre kazdé pole Sachov-
nice 8x8 vyznaCime, na uhloprieckach kolkych r6znych
Sachovnic tvaru 4 x4 lezi:

1 1 1 2 2 1 l 1 } 1
1 2 3 4 l 4 3 ’ 2 l 1
1 3 5 6 6 5 3 1
2 4 6 8 8 f 6 4 2
2 4 6 8 8 6 4 2
1 3 5 6 6 5 3 1
1 2 3 4 4 3 2 ' 1
1 1 1 2 2 1 1 ’ 1

Je zrejmé, ze S bude minimdlne, ak figurky budu umiestnené
na poliach s najmens$imi hodnotami 1, 2, 3, ktorych je celkom
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40 a na 2 poliach s hodnotou 4. To vSak znamend, ze v kaz-
dom pripade musi byt

§=20.1+12.2 +8.3+2.4=76,
co je spor s (1).
B-11-3b
Nech a, b st dané redlne Cisla. Ndjdite vSetky Stvorice

X1, X2, X¥3, x4 nezdpornych redlnych Cisel, ktoré vyhovuju
rovniciam

¢ X1 — X2 = a,
(2) X3 — X4 = b,
3) x1+x2+x3+x4=vﬂﬁ

RieSenie. Predpokladajme, Ze nezdporné Cisla xi1, x2, x3, X4
vyhovujua sustave (1), (2), (3). Ak do (3) dosadime z (1) za a
a z (2) za b, dostaneme '

%1+ x2 + x3 4 x4 = V(xl — x2)% + (x3 — x4)% ,

z Coho umocnenim oboch strdn na druhd a jednoduchej
uprave dostivame

(4) 4x1x0 + 2x1X3 + 2x1%4 + 2X2x3 | 2x2%4 + 4x3x4 = 0.
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Vsetky scitance na Iavej strane (4) su nezdporné, a teda nu-
lové. Z toho vyplyva, ze z Cisel x4, ¢ = 1, 2, 3, 4 mdze byt
nenulové najviac jedno. Ak by totiZz boli nenulové napriklad
Cisla x1, xo, potom 4x;x2 > 0 a rovnost (4) nemdze byt spl-
nend. Analogicky vyli¢ime ostatné pripady. Z toho vzhladom
na (1) a (2) vyplyva, Ze z Cisel a, b aspoii jedno musi byt rovné
nule. .

1) Nech a = 0. Potom z (1) mdme x; = xo. UvaZujme
najskér o pripade & = 0. Potom z (2) a (3) dostaneme

(5) X3 — X4 = b, 2x1 + x3 + x4 = b.
Z (5) odcitanim prvej rovnice od druhej dostdvame rovnicu
2x1 + 2x4 = 0,

ktorej jedinym nezdpornym rieSenim je dvojica x; = x4 = 0.
Sustave (1)—(3) vyhovuje preto len S$tvorica

x1 = x2 = x4 =0, x3 = b.

V pripade b < 0 z (2) mame x3 — x4 -+ b a po dosadeni
do (3) dostaneme

2x1 + 2x4 + b = b2,
2x1 ++ 2x4 = —2b,
(6) X1 4 X4 = *b.
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Ak méd byt x3 = x4+ b =0, musi byt x4 = —b, z coho
vzhladom na (6) vyplyva x; = 0 a sustava (1)—(3) md opit
jediné nezdporné rieSenie:

x1:x2:x3:0, x4:—b.

2) Nech & = 0. Potom z (2) mdme x3 = x4 a analogickym
postupom dostaneme v pripade a = 0 jediné rieSenie

X1 =a, x2:x3:x4:0
a v pripade a < 0 taktieZ jediné rieSenie

x1:x3:x4:0, X9 = —a.
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Kategorie A

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

A-P-1

]

Obsah P konvexniho ctyfuhelniku se stranami a, b, ¢, d
a dhly « (mezi stranami a, b), v (mezi stranami ¢, d) je ddn
vzorcem

(1)  16P*=4(ab + cd? — (a® + b2 —* — d2)® —

o+

— 16abcd cos?
neboli
1
(19 P2:i-6(—a+b+c+d)(a~b+c+d).

la+b—c+d) (at+b+c—d) —
« + 9y

_ 2
abcd cos 2

Dokazte tento vzorec a odvodte z ného vétu: Pfi pevnych
velikostech stran a, b, ¢, d (a proménnych dhlech «, y) md
konvexni Ctyfuhelnik nejvétsi obsah, je-li tétivovy, tj. lezi-li
viechny jeho vrcholy na kruznici.
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Pozndmka. Uvedena formulacia ulohy pripusta dve mozné
interpreticie. Autor ulohy zrejme pozaduje dokdzat impli-
kdciu Vi: ak S$tvoruholnik md najvicsi obsah, tak je tetivovy.
Uvedena formulicia skor pozaduje dbkaz implikicie Va: ak
je Stvoruholnik tetivovy, tak md najvacsi obsah. Kvoli tpl-
nosti dokdzeme obidve implikdcie. ‘

RieSenie. UvaZzujme konvexny Stvoruholnik ABCD so
stranami a, b, ¢, d a uhlami o, f, y, 4 podfa obr. 32. Use¢ka BD

Obr. 32

rozdeli Stvoruholnik ABCD na dva trojuholniky BCD a ABD
s obsahmi P; a P,. Pre obsah P §tvoruholnika ABCD plati

P=P + Py
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Obsahy P; a P; Tahko vypocitame:

1
P = 2 cd sin p,

1
Py = > ab sin «.
Teda
2 2P = absin o + ¢d siny.

Podla kosinusovej vety pre obidva uvaZované trojuholniky
dostdvame '

BD? = a2 + b% — 2ab cos «,

BD? = ¢2 4 d? — 2cd cos y.

Takze
a? + b2 — 2ab cos a = ¢2 + d? — 2cd cos y.

Qdtial po jednoduchej uprave mame

3) (a® + b2 — 2 — d?)2 = 4a2b? Cos?a +
-+ 4¢%d? cos?y — 8abcd cos o cos .

Vztah (2) umocnime na druhd, ndsobime 4
16P? = 4a%h? sin®a + 4¢%d? sin®y -+
-+ 8abcd sin o sin y

a pripocitame k (3):
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(4) 16P% + (a% 4 b2 — ¢ — d?)?2 = 4a%h? + 4c2d® - 8abcd .
. (sin asiny — cos a €os y).

Z trigonometrie vieme, Ze plati

o «ty
sin o sin p — €os & cos y = —cos (« +7):1—2cos2———2— .

Po dosadeni do (4) dostdvame

16P2 + (a2 + b2 — ¢ — d2)® — 4a%® | 42> -+ 8abed —
o+ y

— 16abcd cos?

a odtial uz bezprostredne vyplyva (1) a (1').
Skér ako prejdeme k dokazom implikdcii V; a Vs, pripo-
menme si zname fakty. Uvazujme kruznicu & so stredom S

N T TN

S

Obr. 33
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a dva rozne body M, N na kruznici k. Nech ¢, ¢ sd polroviny
urcené priamkou MN a bod § lezi v polrovine o (ak S lezi
na priamke MN, tak lezi v obidvoch polrovinich o, ¢) — pozri
obr. 33. Nech ¢ je velkost uhla MSN. Vieme, Ze bod X
polroviny ¢ lezi na kruznici & vtedy a len vtedy, ak uhol MXN

1
je 20> alebo X je niektory z bodov M, N. Podobne bod Y
polroviny ¢ lezi na kruznici & vtedy a len vtedy, ak uhol MYN
1
jerm — 20> alebo Y je niektory z bodov M, N.

Z uvedeného vyplyva, Zze ak vrcholy $tvoruholnika ABCD
lezia na jednej kruznici, tak o + y = 7. Naopak, ak « +7y =,
tak podla vysSie uvedeného bod C lezi na kruznici opisane]
trojuholniku  ABD. Teda Stvoruholnik ABCD je tetivovy
vtedy a len vtedy, ak a 4y = 7.

Pri pevnych velkostiach strdn a, b, ¢, d obsah P je najvacsi
prave vtedy, ked je najvacsie Cislo 16P2. Podla vztahu (1)
najvicsia moznd hodnota Cisla 16P2 je

4(ab + cdP — (a® + B2 — @ — d22,

Ak Stvoruholnik ABCD je tetivovy, tak o +4 y = w. Potom
xt+y R

cos 5 = 0, a teda P nadobuda najviac¢$iu moznu hodnotu.

Tym sme ukazali pravdivost implikdcie Vo.

Ukdzeme teraz pravdivost implikdcie V. K dokazu prav-
divosti implikdcie V; na zdklade uvedeného je potrebné
dokdzat toto: ak a, b, ¢, d su strany (nejakého) konvexného
Stvoruholnika, tak existuje tetivovy Stvoruholnik so stranami
a, b, c,d.
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Predpokladajme, Ze existuje konvexny sStvoruholnik so
stranami a, b, ¢, d. Potom podfla (1) plati

4(ab + cd? — (a2 + b2 — 2 — d?)2 =
x+y

= 16P2 - 16abcd cos?

Odtial vyplyva

4 (ab + cd)?> — (a® + b2 — 2 — d?2 > 0,
a teda
(a2 + b2 — ¢ — 22
4 (ab + cd)?

< L.

Teda existuje Cislo ¢, 0 << ¢ << 7 také, Ze

a2+ —c— a?
2 (ab + cd)

cos @ =

Oznacdime

(5) x — Va2 + b2 — 2ab cos Q.
Potom plati

g éba2+b2_cz_dz
F=atr =2 2ab + 2cd o

NP L ks
= T  2d
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a teda
(5 x2 = 2 + d? — 2cd cos (t — ¢).

Lahko vidiet, Ze moZno zostrojit trojuholniky o stranich
a, b, x a ¢, d, x. Ak ich zostrojime tak, Zze budé mat spolocnu
stranu dizky x a lezat v opaénych polrovinich uréenych touto
stranou, tak ich vrcholy urcuji konvexny Stvoruholnik so
stranami a, b, ¢, d, ktory je podla (5) a (5') tetivovy.

A-P-2

Jsou-li Ay, As, Az vrcholy ostrouhlého trojihelniku, pak
nejmensi kruh, ktery je obsahuje, je kruh omezeny kruznici
opsanou trojihelniku A4;A4243. Nejsou-li body Ai, A2, As
vrcholy ostrodhlého trojihelniku a jsou-li aspoii dva z nich
navzdjem rizné, pak nejmensi kruh, ktery obsahuje body
A1, As, As,je kruh omezeny Thaletovou kruznici nad nejdelsi
z usecek A1A2, AzAs, A1A3. Dokazte.

RieSenie. Najprv upresnime, ¢o znamenaju slovd »naj- .
mensi kruh«. Najmensi kruh (S; r) obsahujuci body A1, A2, A3
je kruh s tymito dvomi vlastnostami: i) kruh (S, r) obsahuje
body Ai, As, As; ii) ak kruh (S’; r) obsahuje body A1, As, 43,
tak bud r < r,alebor =r"a § = §".

Lahko vidiet, Ze to nie je najmensi kruh v zmysle mnoZi-
novej inkluzie.

Najprv predpokladdame, Zze body A;, A2, Az nie su vrcholy
ostrouhlého trojuholnika a aspoii dva st navzdjom rodzne.
Bez Gijmy na vieobecnosti mdzeme predpokladat, ze A 4s je
najdlhsia z useliek A1 As, A2As, A1A4s.

Ak body A, As, Az lezia na jednej priamke, tak bod As
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lezi na useCke AyAs. Potom kruh ohraniceny Thalesovou
kruznicou nad tseckou A;A4s obsahuje aj bod As.

Ak body A, A2, A3 nelezia na priamke, tak tvoria vrcholy
pravouhlého alebo tupouhlého trojuholnika. Pravy alebo tupy
uhol je proti najdlhSej strane A;A4s. Potom zase body A,
Ao, As lezia vnutri kruhu ohrani¢eného Thalesovou kruzni-

cou nad useCkou A;As. Tento kruh md polomer 2 A14s.

Naopak, kazdy kruh obsahujici body Ai, A2, Az obsahuje
tseCku A;A», a teda bud ma polomer vacsi ako % A142, alebo
je ohranieny Thalesovou kruzZnicou nad touto useCkou.

Teraz budeme predpokladat, ze body A1, A2, A3 st vrcholy
ostrouhlého trojuholnika. Nech § je stred opisanej kruznice
tomuto trojuholniku a r jej polomer. Zrejme kruh (8§ ») md
vlastnost 1). Nech kruh (S’; ") obsahuje body A;, A2, As
a je rézny od kruhu (S8; r). Kruznice (S; r) a (S8'; r') sa musia
pretinat v dvoch bodoch X, Y. Tetiva XY nemdze byt prie-
merom kruznice (S; r). Teda deli kruznicu na dva nerovnaké
obluky. Keby bolo " = r, tak krat$i oblik XY kruznice
(S5 r) lezi v kruhu (8’5 r"). Kedze body A1, A2, As lezia na
kruznici (S; r) a v kruhu (§’; '), tak lezia na tomto kratSom
obliku. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze
bod A lezi medzi bodmi A;, As. Potom vSak uhol A1A4243
je tupy, €o je spor s predpokladom. Teda " > r. Ukdzali
sme, ze kruh ma aj vlastnost ii).

Pozndmka. Uloha bola tiez ulohou B - I - 4 28. ro¢nika
Matematickej olympiady. Citatel moze ndjst iné rieSenie tilohy
v prislusnej brozurke.
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A-P-3
Pre kazdé kladné redlné Cisla x1, x2, ..., x5 plati

1 1 1)

T T .
©) (x1+x2+...+xn)(x1+x2+... o)z
Kedy plati rovnost ?

RieSenie. Nerovnost (6) dokdZzeme matematickou indukciou
a suCasne ukdZeme, Ze rovnost plati vtedy a len vtedy, ked
X1 =2X2= ... = Xp.
Pre n = 1 nerovnost (6) vzdy plati:

1
xn.—=1= 12
X1

Pre n = 2 jednoduchymi upravami dostavame

1 1 (%1 + x2)2 (%1 — x2)2 + 4dx1x2
1 +x)\—+— )= =
X1 X2 X1X2 X1X2
. 2
i w s s
X1X2

—4+

Zrejme rovnost plati prave vtedy, ked x; = xo.
Predpokladajme, Ze plati (6). Oznacime @ = x1 + ... + xp,

1 1
R e s LT I et
X1 Xn
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Potom

1 1
(x1+--~+xn+1)(‘+...—f— ):
X1

Xn + 1
)
1 1
=@+ am) bt ) =abtbrmrta—— 41
Xn +1 Xn +1
Podla indukéného predpokladu plati
ab = n?,
a teda
"
b= —.
a
Zo (7) dostdvame
1 1
(8) (x1+...+x”+1)-—+.”+_._ g
*1 Xn +1

1
=nrta ——tbmiitl

Xn +1
Pritom rovnost plati vtedy a len vtedy, ak ab = n2, tj.
X] =X2 = ... = Xn.
Jednoduchou upravou dostaneme
a 1 n a2 +n? x2, 1
;-‘“‘——+“ Xptl1=—"_—"— " =

Xn +1 naxy, +1

m(a—”xn+1)2+2anx,.+1

"NaXn + 1

v

2.
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Rovnost plati prave vtedy, ked a =nxp 11, tj. xp41=

1
= (x1 + ... + xn). Dosadenim do (8) dostaneme

1 1
(x1+...—{—xn+1)( %—...—l———)§n2—|—2n+l=

x—l i Xn +1
= (n + 1)2
Pritom rovnost plati vtedy a len vtedy, ked ab =n2 a a =

=NXp 1, t. X1 = X2 = ... = Xp = Xpn 4 1.

Iné rieSenie. Lavd strana nerovnosti (6) sa dd napisat ako

1
sucet n + o (n — 1) s¢itancov:

X1 Xn X1 X2 Xn -1 Xn
—+...+~+(—+—)+...+( + )
1 X2

Xn Xn -1

Pre 7 # j dostdvame

xi x x4 %2 (i — x5)2 4 2%
— + s e

v

2.
X Xi XiXj XiX.
7 7 j

Rovnost plati prave vtedy, ked x; = x;.
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Teda

1 1
(x1+...+xn)(x—l+...+~‘)3

Xn

1
= n.l —'rin(n—l).2:n2.

Rovnost nastdva prave vtedy, ked x; = x2 = ... = x,.

A-P-4

Jsou dany konecné mnoziny My, Ms, M3, M. Symbolem
M| oznacme pocet prvki mnoziny M. DokaZte, Ze plati

9 M1 U MaU M3 My| = M| + [Mo| + M| + [Ma| —
— My n M| — [My 0 Ms| — [My n M| — M2 M3| —
— [Man My| — |Ms n My| + |My 0 Mz n Ms| +

+ (M1 Mo M| + [Mi 0 Mz My| +

+ Mo~ Mz n Myl — My Masn Mz n My,

RieSenie. Nech m je pocet prvkov mnoziny M; U Mp U
U M3 U Mj. Rovnost (9) dokdzeme matematickou indukciou
podla m.

Oznacime

a = |M| + [Ms| + [Ms| + M,

b = |MinMs| + My 0 Ms| + [Myn My| +
+ (Mo n M| + (M2 n Myl + [Mz n My,
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¢ = |Min Mo Ma| + [My 0 My n My| +
+ My N Ms 0 Ma| + |Ma n M3 n My,
d:‘le\Mg(\M3f\M4}.

Rovnost (9) je potom ekvivalentnd rovnosti
(10) m=a—b+c—d.

Nech m — 1. Potom mnozina M; u Mo u Msu My md
jediny prvok x,a ten patri do ¢ mnozin, ¢ = 1, 2, 3, 4. Lahko
vidiet, Ze plati toto:

Ak 7 =1 (teda x patri len do jednej z mnozin M;, Mz,
Ms, My), tak a =1, b = ¢ = d = 0 a teda (10) plati.

Ak i =2, tak a =2, b =1, ¢ =d = 0 a zase (10) plati.

Ak i =3, tak a =3, b=3, c =1, d =0. Potom 1 =
=3 —3+4 1+ 0a(10) plati.

Ak 7 =4,tak a =4, b =6, c = 4, d = 1 a zase plati (10).

Predpokladajme, Zze m = k + 1 a (9) plati pre mnoziny,
ktorych zjednotenie ma & prvkov. Nech x je Tubovolny prvok
mnoziny M; v My U M3z U M,. Oznacime

M1' e M1 - {x},
le — Mz — {x},
Mg = Mz — {x},
M4’ = M4 = {x}
Dalej ozna¢ime
a’ = |M'1|+ M| +|M's|+| M4,
a podobne &', ¢’, d’.
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Podla indukéného predpokladu plati
(11) k=a —b +c —d.

Prvok x patri do 7 mnozin, 1 = 1, 2, 3, 4.
Aki=1,taka =da' + 1,b =0b',c = ', d = d"apodla (11)

m=k+1=a—b+c—d,
tj. plati (10).

Ak =2, tak a=a +2, b=0b +1, c=c, d=4d
a podla (11) mdme

m=k+1=k+2—1=a—b-+c—d.

Podobne pre 7 =3 mdme a =a +3, b =0 +3, c =
=c +1, d=d. Pre i=4 je a=a +4, b="0b +6,
c=c¢ +4,d=d + 1. V obidvoch pripadoch pomocou (11)
dostavame rovnost (10).

VTR BRI
Pozndmka. Tvrdenie ulohy je $pecidlnym pripadom vse-

obecného tvrdenia, ktoré sa nazyva princip zapojenia a vypo-
jenia alebo princip inklizie a exkldzie. Jeho presnd formu-
ldcia je tato: nech M, Mo, ..., M, st koneCné mnoziny.
Pre Tubovolnd neprdzdnu mnozinu T < {1, 2, ..., n} ozna-
¢ime Mrp prienik vSetkych tych mnozin M;, pre ktoré: e T.
Potom plati

(12) My ... 0 My =35 (—DT 1 | Mpl,
T
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sCitujeme cez vSetky neprdzdne podmnoziny 7 mnoZiny
{112, .

Specidlnym pripadom rovnosti (12) je rovnost (9) alebo
jednoducha rovnost

|d v B| = |4]| + |B| — |4 n B.

Dokaz rovnosti (12) je rovnaky, ako uvedené rieSenie ulohy
(jediny rozdiel: 1 =1, 2, ..., n).

Iny dokaz rovnosti (12) moZno urobit matematickou in-
dukciou podla z. Sta¢i si uvedomit, Ze kaZdd neprdzdna
podmnoZina mnoZiny {1, 2, ..., n 4 1} md jeden z tvarov
T, Tu {n+1}, {n+ 1}, kde T je neprizdna podmnoZina
mnoziny {1, 2, ..., n}.

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

A-1-1

Oznaéme P4 obsah trojuhelniku A;424s a Pgp obsah
trojuhelniku B1BeBs. Jestlize |A;Ax| = |BiBx| pro vsechny
dvojice indexu 1, 2, 3 a v trojuhelniku A;A424s neni Zadny
thel tupy, pak P4 = Pg. Dokazte.

RieSenie. Oznadime
_ |BiBy|
P = 14,4,
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pre kazdu dvojicu i1, k, i # k Cisiel 1, 2, 3. Podla zadania
ulohy plati

0 < Dik § 1.
Bez Gjmy na veobecnosti mézeme predpokladat, Ze p12 = pos,
P12 = pis.

Lahko zostrojime bod C leZiaci v tej istej polrovine urcenej
priamkou B;Bs ako bod Bz a taky, Ze trojuholniky A;A2A43
a B1B>C su podobné. Pre dizky ich strdn plati
|B1C| = pi2 |A1d3], |B2C| = p12 |A243), |[B1Bs| = p12 |A14al.
Obsah P trojuholnika B;B2C je potom

P = p122. Py = Py.

Nech priamka ¢ prechidza bodom Bs a je rovnobeznd
s priamkou B;Bs a r prechddza bodom C a je kolmd na B;Bs.

Obr. 34

118



PrieseCnik priamok BjBs a r oznaCime X (obr. 34). Nijaky
uhol v trojuholniku A4;4243 nie je tupy, teda ani uhly B:B,C
a B1B2C nie su tupé. Z toho vyplyva, Ze bod X lezi na tsecke
B1B;. Nech B's je priese¢nik priamok g a r.

Uvazujme dve polroviny ¢ a ¢ urené priamkou r. Nech
o obsahuje bod B; a g obsahuje bod Bs. Ak bod B3 lezi v pol-
rovine 0, tak |BlB31 2 lBlB3'1. Kedze IBlB3\ = p13 |A1A3[ g
= p12 |A143|, tak mdme |B1B3'| = |B1C|.

Podobne, ak bod Bs lezi v polrovine o, tak |BsBs| = |B2B3'|.
Kedze ]BzB;;l = p23 |A2A31 < P12 |A2A3}, tak dostdvame
|B2B3'| = |B2C|.

V obidvoch pripadoch bod Bjs' lezi na tusetke XC, teda

|XB3'| = |XC|.

Obsah Pg je rovnaky ako obsah trojuholnika B;B2B3', a pre
ten plati

1 1
Py = |BiB:|.|XBy'| < 5 |BiBy| .| XC| = P =< Py.

A-1-2

Najdéte délky stran konvexniho Ctyfihelniku, jehoZ nejdelsi
strana md délku 13 cm a nejkrat$i 3 cm, vite-li, Ze jeho obsah
je 96 cm2.

RieSenie. Vyuzijeme vztah (1) dokdzany v ulohe A - P - 1.
Midme dve moZnosti: bud najkrat$ia a najdlhSia strana sd
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prilahlé, alebo protilahlé. PouZijeme oznacenia z rieSenia
dlohy A-P- 1.

Uvazujme najprv pripad, Ze najkrat$ia a najdlhsia strana
su prilahlé. Oznacime ich a, b. Potom plati

13=b=c=a=3,
13=b=d=a=3.

« -ty
2

Keby bolo ¢ < 13 alebo d < 13 alebo cos # 0, tak

podIa (1) by platilo

1
PP= 1 (-3+ 13+ c+d)B —13+c+a).

o+

BH13—c+d)(3+ 13 +c—d)—3edcos® —

1
=10 +c+d (=10 +c+d)(16 —c+d) .

o + 1
. (16 + ¢ — d) — 39d cos? 71 = (e + dE—109).
o + 1
(168 — (c — ) — 39cd co® —— < 262~ 10%) . 162 =

= 962.

Podla podmienky tlohy md byt P = 96, a tedanutne ¢ = d =
=13aa+fy=m
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Podobne postupujeme v pripade, ak najdlh$ia a najkratsia
strana su protifahlé. Oznacime najkrat$iu stranu a = 3 a naj-
dlhsiu ¢ = 13. Potom plati

PodIa (1’) dostaneme podobne ako vyssie

P2 = 116 (b + d)2 — 102) (162 — (b — d)?) —

o+
— 39bd cos? _5_)’ :

a +
Keby bolo b < 13 alebo d < 13 alebo cos __3_}’ # 0, tak

plati

1
P2 < (262 — 10%).162 = 962.

Kedze P = 96, tak z uvedeného vyplyva, ze b =13, d = 13
«+y .
acos —— =0,t.a+y=m.
Zistili sme, Ze podmienke ulohy vyhovuje jedine tetivovy
stvoruholnik o strandch 3, 13, 13, 13.

Iné riesenie. Tetivovy konvexny $tvoruholnik o stranich
a, b, ¢, d ma podla vztahu (1) dokdzanom v tlohe A - P -1
obsah 96.
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Ukdzeme, Ze je to jediny Stvoruholnik, ktory vyhovuje
podmienke ulohy. Kvdli zjednoduseniu naSich uvah je uzi-
to¢né dohodnidt sa na jednom pojme. Budeme hovorit, Ze
$tvoruholnik md vlastnost @, ak je konvexny, jeho najkratsia
strana md diku 3 a najdihsia strana md dizku 13. Najprv
dokédzeme pomocné tvrdenie: ak $tvoruholnik s vlastnostou @
nemd tri strany dizky 13, tak existuje $tvoruholnik s vlast-
nostou @, ktory md od neho vacsi obsah.

Dokdzeme pomocné tvrdenie. Uvazujme $tvoruholnik 4BCD
s vlastnostou @, ktory nemad tri strany diiky 13. Nech a, b,
¢, d st dizky strin DA, AB, BC, CD. Mézeme predpokladat,
7¢ DA je najkratSia strana, tj. a = 3. KedZe $tvoruholnik
ABCD nemi tri strany dizky 13, tak jedna zo strin AB, BC,
CD je kratsia ako 13 (a jedna je 13). Zrejme staCi uvazovat
pripady 1) b < 13, ¢ =13 aii) b = 13, ¢ < 13.

Oznatime u diZku use¢ky AC (pozri obr. 35). I'ahko vidiet,
ze u <13 + 13 (lebo u < 3 4+ d =3 + 13). Teda modzeme
zostrojit trojuholnik ACB’ o strandch u, 13, 13 a taky, Ze

Obr. 35
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bod B’ lezi v tej istej polrovine urCenej priamkou AC ako
bod B. Lahko vidiet, Ze Stvoruholnik 4AB'CD ma vlastnost @
a obsah vicsi ako Stvoruholnik ABCD (lebo md vidciiu stra-
nu AB v pripade i) a vicsiu stranu BC v pripade i1)). Tym je
pomocné tvrdenie dokdzané.

Predpokladajme, Ze $tvoruholnik ABCD m4d vlastnost Q.
Ak dizky jeho strdn sa 3, 13, 13, 13, tak pre jeho obsah podta
tlohy A - P - 1 plati

P2 ! 6.16.16.16 — 3.133 2a+y
—16.3. .16.16 — 3. cos =

a |
— 962 — 3.133 cos? -2—r—y .

Ak P = 96, tak nutne cos a—; & =0, teda o« +y =m. To
ale znamend, ze ABCD je tetivovy §tvoruholnik. Naviac, ak
je netetivovy, tak jeho obsah je mensi ako 96.

Podla pomocného tvrdenia, ak $tvoruholnik md vlastnost @
a nemd tri strany dizky 13, tak existuje $tvoruholnik s vlast-
nostou @ o strandch 3, 13, 13, 13 a s vid§im obsahom.

Z uvedeného vyplyva, Ze jediny Stvoruholnik vyhovujuci
podmienke ulohy je tetivovy o strandch 3, 13, 13, 13.

A-1-3
V roviné je ddna koneCnd mnozZina bodd. Kazdy z nich je
oznaCen pravé jednou ze tii barev, a pfitom je kazdd barva

pouzita alespoil pro jeden bod. Dokazte, Ze existuje kruh,
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ktery obsahuje po jednom bodu dvou barev a alespoii jeden
bod tfeti barvy.

RieSenie. OznaCime L dand konecnu mnozinu bodov.
Zrejme existuje kruh, ktory obsahuje vSetky body mnoZiny L.
L’ahko vidiet, Ze existuje kruh Ky s tymito dvomi vlastnosta-
mi:

i) kruh K obsahuje aspoil jeden bod kazdej farby;

i1) ak kruh K je taky, ze K n L md menej prvkov ako Ko n L,
tak K neobsahuje body vsetkych troch farieb.

Ukédzeme, Ze kruh K, je hladany kruh, tj. obsahuje len
po jednom bode dvoch farieb.

K doékazu potrebujeme pomocné konstrukcie. Ak kruh K
md stred S a polomer r, tak jeho hranica 4 (K) je kruznica so
stredom S a polomerom r.

Uvazujme kruh K = (§; r). Nech r’ je najvicSie z Cisiel
|SX|, X € Kn L.Potom " = r. Ak K’ = (85 r’), tak zrejme
plati K'n L = K n L a existuje bod mnoziny L na hranici
h(K’). Teda v dalSom bez Gjmy na vSeobecnosti moézeme
vzdy predpokladat, ze & (K)n L # &.

Dokazeme teraz proé pomocné rvrdenie:

Ak K n L ma asponl dva prvky, tak existuje kruh K’ taky, Ze
KnL=K nLah(K')n L mé asponi dva prvky.

Podla vys$Sie uvedeného mézeme predpokladat, Zze % (K) N
NL+# . Nech4Adeh(K)nL,tj. A je bod mnoziny L
leziaci na hranici kruhu K.

Ak bod X patri do kruhu K, X # 4, tak oznatime Sx
prieseCnik osi sumernosti useCky AX s priamkou AS. Lahko
vidiet, Ze bod Sy lezi na uselke AS. Nech Xoe Kn L,
Xo # A je taky, Ze pre kazdé X € Kn L, X #* A plati
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[Sx,S| = |SxS|. Existencia takého bodu Xy vyplyva z toho,
7e mnozina KN L — {A} je kone¢nd a neprazdna (lebo
K n L mid aspoii dva body). Nech §" = Sx, a " = [Sx 4|.
Ukdzeme, ze K’ = (§’, r) mad pozadovanu vlastnost.

Zreime K' < Kateda KnLc KnL Ak Xe KnlL,
tak bud X = A alebo X ## A. Zrejme A € K'. Ak X # A,
tak [ Sy, X| = [Sx,Sx|+[SxX|. Ale [XSx|=[SxA| a|Sx,Sx|+
+ |SxA| = 1'. Teda X € K'. Zrejme |Sx Xo| = r" a teda Xo
lezi na hranici kruhu K.

Dokdzeme druhé pomocné tvrdenie:

Ak A € h(K)n L, tak existuje kruh K’ taky, ze K'n L =
=KnL— {4}

Nech d je najmensie z Cisiel | XS|, kde X € L — K. Potom

d > r. Na priamke A4S zvolime bod S’ taky, aby platilo |[4S| <
=l

< |AS'| < d—zl—r Nech 7’ je najvicsie z Cisiel | XS'|, X +# A4,

X e L n K (ak také X neexistuje, tak staci polozit r' — r).

Ukédzeme, ze K’ = (§’; r) je hladany kruh.

Ak XelLnK, X+# A4, tak |[§'X| < |[SX| + |88 =
= |S4| + |SS§’| = |S'A|. Z toho vyplyva, Ze [S'A| > 71,
a teda A4 nepatri do K'.

Nech X € L n K'. Potom |X§| = |[XS'| + |§'S| =7 +
+ |8'S| < |§'4] + |8'S| = d. Z definicie &isla d vyplyva,
Zze X € K. Ukézali sme, z2e LN K' < Ln K — {4}.

Naopak, nech X € L n K, X # A. Potom podla definicie
Cislar' je | XS'|=r ateda Xe Ln K.

Tym je druhé pomocné tvrdenie dokdzané.

Dokédzeme teraz, ze kruh K, je hladany kruh. Budeme
dokazovat sporom. Predpokladdme, ze kruh K, obsahuje
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aspon po dva body dvoch farieb, napr. aspont dva body prvej
farby a asponi dva body druhej farby. Podla prvého pomocného
tvrdenia mézeme predpokladat, Ze na hranici % (K,) lezia
asponi dva body mnoziny L. Oznacime ich 4, B. Bud su
obidva tretej farby, alebo asponl jeden z nich, povedzme A4,
je jednej z prvych dvoch farieb. V obidvoch pripadoch exis-
tuje v L N Ko bod X £ A, ktory je rovnakej farby ako bod 4.
Podla druhého pomocného tvrdenia existuje kruh K taky, Ze
KnL=KynL— {4}. Kruh K obsahuje body vSetkych
troch farieb, a to je spor s vlastnostou ii) kruhu K.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj mnohymi inymi postup-
mi. Napriklad vhodnou kruhovou inverziou mozno ulohu
previest na hladanie polroviny g, ktord obsahuje po jednom
bode dvoch farieb a aspon jeden bod tretej farby. Najst taka
polrovinu o je jednoduchsie.

A-1-4
Pre kazdé kladné redlne ¢isla x1, ..., xXu, ¥1, ..., Yn plati

(13) — >

Dokazte. Kedy plati rovnost?

RieSenie. Nerovnost (13) je ekvivaleatnd s nerovnostou

n n

% 1
(14) Z (xr + y1)? . S‘ — = 4n2.
—

XkYk
k=1 k
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Zrejme plati

n

(2 — yu)? = Z x4+ D oy —2 D xiyk.
1 k=1 k=1 k=1

0=

>
NI

Teda
2 (=2 ut+ 2w+
k=1 o 1 k=1

+2 > ey >4 D Xk
R=1 k-1

n
Rovnost plati vtedy a len vtedy, ak > (xx — yx)? = 0, tj. ak
k=1
Xp =yrprek=12,...,n
Z uvedenej nerovnosti dostdvame

n n

1
xx -+ yi)? 2454 2 X — .
Z (xx + yx)? . = x KVk - L

k=1

(15)

PodIa nerovnosti (6) z ulohy A - P - 3 plati

1 1
16 2 X . Z - > n2
(16) 4 kYVk ra xkyk

Odtial pomocou (15) uz vyplyva nerovnost (14),a teda aj (13).
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Rovnost v nerovnosti (13) nastdva prave vtedy, ked plati
rovnost v nerovnosti (15) a (16),a to je jedine v pripade x; =
=Y1= ... =Xy = Yn.

A-1-5

Na Skole pracuje 64 Ziakov v piatich zdujmovych krdzkoch.
Kazdy krizok md aspoii 19 ¢lenov. Ziaden Zziak nepracuje
vo viac ako troch kruzkoch, ale kazdé tri kruzky maja aspoii
jedného spolocného ¢lena. Dokdzte, ze existuju dva krizky,
ktoré maju spolocnych aspon pit ¢lenov.

RieSenie. OznaCime K, ..., K5 mnoziny ¢lenov prvého
az piateho krizku. Podla zadania dlohy Ziadne $tyri z mno-
zin Kj, ..., K5 nemaju spolo¢ny prvok.

Oznacime (3, 7,/ = 1,2, ..., 5):
ki = |Kil, kij = |Ki 0 Kjl, ki = |Ki 0 Ky 0 K.

Podla zovseobecnenia (12) ulohy A - P - 4 plati

5
64:[K1U...UK5[:Z/€,7— Z'kijﬁ‘f Z kiji.

i=1 i<j i<j<l
Zo zadania ulohy vyplyva, Ze ki > 1, k; > 19.

Teda

5
S ki > 5.19 = 95,

i=1
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Teda

5
Zkif:Zki+ Z kijp — 64 > 95 4+ 10 — 64 = 41.

i<y i=1 i<jy<l

Keby bolo kazdé k;; mensie ako 5, tak

2 k4jg(;).4:10.4:40.

i<y

To vsak nie je, teda existujd také dva indexy i, j, ze ky > 5.
To ale znamend, Ze krizky K;, K; maju aspon pit spolocnych
Clenov.

A-1-6

Rieste sustavu rovnic s nezndmymi X1, ..., Xp (¢, d sd
redlne Cisla):

—2x + x2 =¢,

X1 —2x2 -+ x3=0¢

a7
Xn—2 —2Xp 1+ Xn =06
Xn -1 — 2Xn +d =c.
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RieSenie. Zo zadania ulohy vyplyva, ze n > 2. Oznacime
Xn + 1 = d. Ak sCitame prvych / rovnic sustavy (17), tak dosta-
neme rovnice

—X1 — X1 + X2 =0,
—Xx1 — X2 + x3 = 2¢,

(18)

—x1— X1+ %141 =Ie,

—X1 — Xp + Xn+1 = NC.
Spocitanim prvych % rovnic (18) dostaneme pre 2 =1, 2, ...
Y &

1
19) *(k+1)x1+xk+1:§k(k—|—l)c.

Pre k = n odtial vyplyva

d 1

X =—"7—=n.

n+1—2

Pomocou (19) dostaneme

1kk k d k 1kk
X =3 (—1)c+nJrl o= (k—1—mn)c+

k d
+n+l
prek=1,2, ..., n
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Skuskou lahko zistime, Ze Cisla
1 k
xk:—2~k(k—1~n)c+;1—l-d, k=1,2,...,n

su rieSenia sustavy rovnic (17).
SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

A-ll-1

Urcete vSechny n-tice redlnych Cisel x1, xo, ..., xn, kterd
vyhovuji rovnicim

x12 — 3x1 + 4 = xo
x92 — 3x3 + 4 = x3

(20)
x2n—1—3xn—1+4=xn
Xn2 — 3%y + 4 = x1.

Riesenie. 'ahko vidiet, Ze n-tica 2, 2, ..., 2 je rieSenim
sustavy (20). UkdZeme, Ze je to jediné rieSenie tejto sustavy.
Nech y = x2 — 3x + 4. Z jednoduchej identity
y—x=2x2—4x +4=(x —2)?
vyplyva, Ze pre x # 2 plati y > x.
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Nech xi, x2, ..., x, je rieSenie sustavy (20). Ak niektoré
x; je rovné 2, potom z i-tej rovnice sustavy (20) vyplyva, ze
% +1 = 2,a z poslednej rovnice vyplyva x; = 2. Podla prvej
rovnice je potom aj x» — 2 atd. Uhrnom: ak niektoré x; — 2,
tak x1 = x2 — ... = xp, = 2.

Predpokladajme teraz, Ze x; # 2. Potom aj x2 % 2, ...,

. xp 7 2. Podla vysSie uvedeného vsak plati

x; < X2,
X2 < X3,

Xn -1 < Xn,
Xn < X1,

co je spor.
Teda n-tica 2, 2, ..., 2 je jediné rieSenie sustavy (20).

Iné rieSenie. Sustavu (20) upravime na ekvivalentnd
ststavu

x12 —4x1 +4 = x2 — x1
x22 — 4x2 + 4 = x3 — X2

(20
Xn-12—4xy -1 +4=2%xp — xn_1
xXn2 — 4x, +4 = X1 — Xa.

Ak spocitame tieto rovnice, po jednoduchej uprave dostaneme
(01 —22 4 (x2 — 22+ ... + (xn — 22 =0.
Riesenim tejto rovnice je jedind n-tica Cisiel 2, 2, ..., 2.

Skuskou zistime, Ze tdto n-tica je aj rieSenim sustavy (20).
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A-il-2

Najdéte vSechny konvexni Ctyfuhelniky, pro které je soucet
délek dvou stran roven 6, soucet délek zbyvajicich dvou stran
je 8 a obsah je 12.

RieSenie. Musime uvazovat dve mozZnosti:
a) sucet diziek dvoch prilahlych stran je rovny 6;
b) sucet diziek dvoch protilahlych stran je rovny 6.

Uvazujme pripad a). Pouzijeme vzorec (1’) z dlohy A - P - 1.
Bez 4jmy na vseobecnosti mdzZeme predpokladat, ze

a-+b=6,
c+d=28.

Potom podla vzorca (1) plati
1
122 = E(—a%b +8)(a—b+8)(6—c+d)

o+ ¥
(6 + ¢ — d) — abed cos? 5

a teda

1 «+y
128 = 10 (8 — (@ — 8)) (6* — (c — d)*) — abed cos> —— .

Cislo na pravej strane tejto rovnosti je vidy mensie alebo

rovné Cislu

1 1
— .82.62 = . .82.62 — 22.62 = 122
686 =, 8.6 -26=12
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Teda musi platit rovnost, atd zrejme nastava jedine v pripade

oty
a~b:0,c~d:0acos—2~:0.

Z toho vyplyva, Ze a=b=3, c=d=4a o +y =m.
Tento Stvoruholnik (deltoid) je rieSenim ulohy.

V pripade b) dostaneme podobnou tpravou (teraz a + ¢ = 6,
b-+d=238):

1 o+ y
122 = 16 (82 — (a — ¢)?) (62 — (b — d)?) — abcd cos? >

ateda a=c=3, b=d=4 a a +y =m. Tento Stvor-
uholnik (obdiZnik) je tiez rieSenim wlohy.

Uhrnom, rieSenim tlohy su dva konvexné $tvoruholniky:
deltoid o strandch 3,4 a obdiznik o strandch 3,4.

A-1l-3a

Trojahelnik o strandch a, b, ¢ md obsah P a trojahelnik
o strandch u, v, w md obsah Q. Dokazte, Ze pak plati

(21) a? (—u? + 02 + w?) 4 b2 (u? — 0?2 + w?) +
+ 2 (U2 + 02 —w?) > 16 PQ.

Pro které trojuhelniky plati rovnost ?

RieSenie. Oznacime y uhol v prvom trojuhelniku leZiaci
proti strane ¢ a ¢ bude uhol v druhom trojuholniku proti
strane w. Potom plati
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1
P = 2 ab sin y,

1
Q:Euvsintp.

Podla kosinusovej vety plati

¢ = a? + b% — 2ab cos y,
u? + v2 — w? = 2uv cos ¢.

Pomocou tychto Styroch identit nerovnost (21) prepiSeme na
ekvivalentny tvar

a® (202 — 2uv cos @) + b2 (2u® — 2uv cos ¢) +
+ (a® + b2 — 2ab cos y) 2uv cos ¢ = 4abuv sin y sin .

Upravou dostaneme nerovnost
2 (a®v? + b%u?) — 4abuv (cos y cos ¢ + siny sin ¢) > 0.

Pouzitim vzorca pre kosinus rozdielu a jednoduchou upravou
ziskame nerovnost

(22) (av — bu)? + 2abuv (1 — cos (y — ¢)) > 0,
ktora je ekvivalentnd s nerovnostou (21).
PretoZze cos (y — ¢) = 1, tak nerovnost (22) vzdy plati.

Tym sme dokdzali nerovnost (21).
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V nerovnosti (22) plati rovnost vtedy a len vtedy, ked
obidva s¢itance su rovné nule, tj.

av = bu
cos(y —¢) =1
To nastdva v pripade y = @ a @ : b = u : v, tj. v pripade, ked

trojuholniky st podobné a a, b, ¢ a u, v, w st odpovedajice
si strany.

A-Il-3b
Nech k, m, n st prirodzené cisla. Potom cislo
Im 4 2m 4 (nk — 1)ym + (nk)m

je delitelné Cislom n* — 1, Dokdzte.

RieSenie. Oznacdime

Ly =1m 4-2m 4 .. 4 (nF — 1)m + (nk)™,

Matematickou indukciou dokdzeme, ze pre kazdé & je Cislo Ly
deliteIné Cislom n¥ — 1,

Pretoze n! ~1! =n0 =1, tak pre k=1 tvrdenie zrejme
plati.

Predpokladdme, Ze Ly je delitelné Cislom n* —1. Upravime
vyraz pre L ,  takto:
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Ly, 1=1m42m . +(n")m+
+ (nk 4 1)m ... + (nk 4 nF)ym 4

(23) + :
A ((n—Dnk D+ o+ ((n— 1) nk - nk)m

Podla binomickej vety plati
(nk +)ym = m |- im*l.jn"(;”) 4. 0. (ynkym (Z) :

Oznalime

Ay=im1.j ('1”) Lim=2_ 2kt ('2") o, j’"(n")m—l(Z) .
Teda

(jnk + )ym = m + Ay .nk.
Sucet v (5 -+ 1)-om riadku vyrazu (23) potom bude

(n* 4+ Lym + ...+ (nF A nkym =1 L (nF)m
-+ nk (A]j + ... + An’fj) = Ly + nk.Bj,
kde
Bj = AU + ... + A",,i.

Uhrnom z (23) dostaneme

Ly ,1=Lg + (Lg +n*By) + ... +
-+ (Lk -+ nkB')z = 1)
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a teda
(24) Ly v =nLp +n¥(By -+ ... + By _1).
Lahko vidiet, Ze By, Bo, ..., By —1 st prirodzené ¢isla. Podla

indukéného predpokladu, Cislo Ly je delitelné Cislom n* — 1,
Z vyjadrenia (24) vyplyva, ze Cislo Ly - 1 je delitelné ¢islom n*.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA

A-1l-1

Dokazte, ze pro kazdé celé nezdporné cCislo £ je soucin
(k+1)(k+2) ... (k+ 1980) délitelny Cislem 1980197,

RieSenie. Rozlozime cislo 1980 na sucin mocnin prvo-
Cisiel:

1980 — 22.32.5.11.
Stadi ukdzat, Ze sacin
Sr=¢k+1)(k+2)...(k+ 1980)
je delitelny Cislami 22-197, 32-197 5197 3 1]197,
Lahko vidiet, Ze Sj je delitelny &islom 2990 (lebo kazdé

druhé d&islo je parne), a teda aj ¢islom 22-197. Podobne Sk je
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delitelné 31%8%:3 — 3660 3 teda aj ¢islom 32-197, Kedze 5.197<
< 1980, kazdé piate Cislo je delitelné Cislom 5, tak Si je
delitelné Cislom 5197,

Z cisiel & + 1, k42, ..., B+ 1980 je prave 1980 : 11 =
= 180 delitelné Cislom 11. Niektoré vSak moézu byt delitelné
aj Cislom 112. Kedze 16.112 = 1936 < 1980, tak asponi 16
z tychto Cisiel je delitelné Cislom 112. Ale aj 113 = 1331 je
mensie ako 1980. Teda aspoii jedno z Cisiel & + 1, ..., & +
+ 1980 je delitelné tretou mocninou cisla 11. Z uvedeného
vyplyva, ze S; je delitelné ¢islom

11180 + 16 +1 — 11197,
To sme chceli dokdzat.

A-lll-2

Najdéte velikosti stran rovnoramenného lichobézniku, ktery
mad nejdelsi stranu 13 cm, obvod 28 cm a obsah 27 cm?. Existuje
takovy lichobéznik, pfedepiSeme-li obsah 27,001 cm??

139



RieSenie. Zo zadania ulohy jednoducho vyplyva, Ze naj-
dlhSou stranou musi byt vicsia zdkladia.

Oznaéime dizku ramena x a diZku kratSej zdkladne y. Zo
zadania ulohy potom vyplyvaji rovnice (pozri obr. 36):

2x +y + 13 =28
(25)

Z prvej rovnice vyjadrime y:
y=15—2x
a dosadime do druhej rovnice. Po tiprave dostaneme
(14 — x).V2x — 1 =27,
a teda
(26) (14 — x)2 (2x — 1) = 272,

KedZe y je kratia zdkladna, tak y = 13, ateda x = 1. Z prvej
rovnice (25) vyplyva, ze 2x < 15. Uhrnom

15
@27) I=sx<5.

Potrebujeme ndjst vSetky rieSenia rovnice (26) vyhovujuce
podmienke (27).

(8
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Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom kladnych cisiel

_ (ﬁfiﬁ)s
U.v.W= 3

médme (podla (27) Cisla 14 — x, 2x — 1 su kladné):

l4vx+l4—x+2x~l)3
5 —

(14 — x2Q2x — 1) < (
(28) — 93 =272,

Rovnost nastdva jedine v pripade 14 — x = 2x — 1, tj. pre
x = 5. Teda jediné rieSenie rovnice (26) je x = 5.

Z uvedeného vyplyva, Ze existuje jediny lichobeZnik vyho-
vujici podmienkdm ulohy a to je lichobeZznik o stranich
13,5, 5, 5.

Z nerovnosti (28) vyplyva, Ze obsah lichobeznika s naj-
dlhSou stranou 13 a obvodom 28 je mensi alebo rovny 27.
Teda neexistuje lichobeznik s uvedenymi vlastnostami a ob-
sahom 27,001.

Pozndmka. Rovnicu (26) mozno riesit aj tak, Ze pomocou
diferencidlneho poctu vySetrime priebeh funkcie y =(14 — x)2.
. (2x — 1) a zistime, Ze v intervale (1, 15/2) md jediné maxi-
mum v bode x = 5.

A-11-3

Mnozina M vznikla z roviny vyjmutim tfi bodt 4, B, C,
které jsou vrcholy trojuhelnika. Jaky je nejmensi pocet kon-
vexnich mnozin, jejichZ sjednocenim je M?
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Obr. 37

RieSenie. Ukdzeme, Ze najmensi pocet konvexnych mno-
zin, ktorych zjednotenie je mnoZina M, je tri. K tomu je
potrebné dokdzat dve tvrdenia: i) mnozina M sa déd vyjadrit
ako zjednotenie troch konvexnych mnoZin a ii) mnozina M
sa nedd vyjadrit ako zjednotenie dvoch konvexnych mnozin.

Dokdzeme najprv tvrdenie i), a to tak, Ze zostrojime tri
konvexné mnoziny K, L, N také, 2z M = Ku L U N.

Nech K je mnozZina vSetkych bodov, ktoré leZia vnutri
uhla ABC alebo vnutri useciek AB, BC (pozri obr. 37). Nech
L je mnoZina vSetkych bodov, ktoré lezia mimo polroviny
ABC alebo na polpriamke opacnej k polpriamke 4B (okrem
bodu A). Podobne nech N je mnoZina vSetkych bodov, ktoré
lezia mimo polroviny BCA alebo na polpriamke opacnej
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k polpriamke CB (okrem bodu C). Lahko vidiet, ze K,L, N
su konvexné mnoziny a Ze ich zjednotenie je mnozina M.

Dokazeme teraz tvrdenie ii) sporom. Predpokladajme, Ze
mnozina M sa dd vyjadrit ako zjednotenie dvoch konvexnych
mnozin P, Q. Na priamke 4B zvolime tri rézne body U,
V, W také, ze bod A lezi vnutri useCky UV a bod B lezi vnttri
useCky VW (pozri obr. 38). Body U, V, W patria do mnoziny

Obr. 38

M a teda aj do zjednotenia P U Q. Potom niektord z mno-
zin P, @ musi obsahovat dva z tychto troch bodov. Nech je
to mnozina P. MéZu nastat tri pripady: a) U, V € P, b)U,
WeP ac)V, We P. KedZze mnoZina P je konvexnd, tak
v pripade a) a b) mdme 4 € P a v pripade c) mdme B € P.
To je vsak spor s tym, ze A, B ¢ M.

A-lll-4

n
Nech a1 < a2 < ... < a, su redlne &isla, f(x) = |x —

i=1
— ail, n parne. Ndjdite minimum tejto funkcie.
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RiesSenie. Pre n = 2 lahko zistime priebeh funkcie f a zostro-
jime jej graf (pozri obr. 39):

O —

KRp———

Obr. 39

f(x) =a1 +a2—2x pre x<a
f(x) =a —a pre a1 = x = ao,
f(x) =2x — (a1 + a2) pre x > ao.

Ak x < a1, tak a1 + as — 2x > a1 + a2 — 2a1 = a2 — ay.
Podobne ak x > ap, tak 2x — (a1 -+ a2) > 2a2 — (a1 + as) =
= ap — a1. Z toho vyplyva, Ze funkcia f nadobuda svojho
minima az — a1 v kazdom bode intervalu {aj, a2).

Ak n je lubovolné pdrne prirodzené cislo, n = 2k, tak
hodnotu funkcie f v bode x vieme vyjadrit ako stucet hodnot %
funkcii:

f(x) =(x —a1] + |x —an]) +(x —a2] + [x —an—-1]) +...

v+ (x — @] + |x — ar 4 1))-
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Kazdd z funkcii [x —a;| + |x — an + 1 - ;| nadobida svoje
minimum a, ;1 -4 — @ ua intervale <{a;, ap .1 _i>. Pre
tieto intervaly plati

lar, an -1y 2 {az, an—-2) 2 ... 2 {ag, ak +1)-

Teda funkcia f nadobida svoje minimum na najmenSom
z tychto intervalov <{aj, ar ;1) a hodnota tohoto minima je
¢islo

k
Z(ak+i“ai)-
i=1

A-llI1-5
Rieste v obore celych ¢isiel sustavu nerovnic

3x2 4+ 2y2 =1 + 2
(29) 3y2 4+ 22x = 1 + 22
322 +2xy = 1 + &2

RieSenie. Ak spocitame vSetky tri nerovnice, po jedno-
duchej uprave dostaneme nerovnicu

(30) R4y +24(x+y+2)2=3
Kazdé rieSenie ststavy nerovnic (29) je aj rieSenim nerovnice
(30). Ak x, vy, 2 je celoCiselné rieSenie nerovnice (30), tak

nutne x| =1L, [y =1L [3/= 1, t.x, 9 3= —1,0, 1. Ak
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|x| =1, tak podla prvej nerovnice (29) je 2yz = 1 —3 +

+ 2= —2+4+ 1= —1. Tedayz = —1. Potom vSak |y| =
= |z| =1 a z druhej a tretej nerovnice (29) podobnym
sposobom dostaneme xz = —1 a xy = —1. To vSak nie je

mozné, lebo potom by bolo
x2y22% = xy.x2z.y2 = (—1® = —L.

Teda x = 0. Podobne sa zisti, ze musi byt y = z = 0. Skus-
kou Tahko overime, Ze 0, 0, 0 je jedinym celoCiselnym rieSe-
nim sustavy nerovnic (29).

A-Illl-6

Nech M je mnozina piatich bodov v priestore, z ktorych
ziadne Styri nelezia v rovine. Nech je dalej R mnozina sied-
mich rovin s vlastnostami:

a) Kazdd rovina z mnoziny R obsahuje aspon jeden bod
mnoziny M.

b) Ziadny z bodov mnoziny M nelezi v piatich rovinich
mnoziny R. ‘

Dokazte, ze existuji také dva rozne body P, Q, P M,
Q € M, 7e priamka PQ nie je priesecnicou ziadnych dvoch
rovin z mnoziny R.

RieSenie. Nech M = {4, ..., 45}. Nech R; je mnoZzina
tych rovin z mnoziny R, ktoré obsahuju bod 4,7 = 1,2,...,5.
Nech Rj; je mnoZina tych rovin z mnoziny R, ktoré obsahuji
body Ai, Aj. Teda Ry = R; n R;. Podobne oznadime Ry =
:RiﬂRjﬂRk, Rijkl = RiﬁRjﬁRkﬁRl, i, j, k, I =
=1,2, ..,5 i#LklLj*kLEFL
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Kedze ziadne S$tyri body mnoziny M nelezia v jednej rovine,
tak Ry = @ pre i <j < k <l Podla podmienky b) mime
IRi|l=4prei=1,2,...,5.

Cislo > |Ryx| uddva pocet rovin, ktoré obsahuji prive

i<j<k '
tri body x]nnoiiny M. Kedze kazdy bod lezi najviac v Styroch
rovindch mnoziny R, tak mdme

3. S Ryl < 4.5.

P

i<j<k
Teda
> |Rik| = 6.
i<j<k

5
~ Podla podmienky a) je ZI{R,- = |R|.

Podla principu inkluzie a exklizie (Gloha A - P - 4) mdme

5
7= 2 IR — > [Ryl + > |Rigl|
i=1 i<<J i< j<k

Z tejto rovnosti vyplyva
5
E fRij\ = Z IR;| + z R”k‘ —7<54+6—-7=19.
i< i1 i) <k

Kedze ( ;) = 10, tak séiténcov na lavej strane je 10 a asponi

jeden musi byt mensi ako 2. Teda existuje dvojica i < j taka,
ze |Ry| < 1. Body A;, A; lezia teda najviac v jednej rovine
z mnoziny R, t.j. priamka A;A4; nie je prieseCnikom dvoch
rovin z mnoziny R.

147



Korespondencni seminai MO

Cilem korespondencniho semindfe bylo ddle zvySovat tro-
ven §pickovych feSitels MO, ktefi nejsou z Prahy ani z Bra-
tislavy a neméli tak moZnost pracovat v tamnich seminafich
pro pfipravu na MO. K tcasti bylo predsednictvem UV MO
na zdkladé vysledkd v MO, ndvrha KV MO a individudlniho
zajmu pozvano asi 50 zdki, z nichz se pfihldsilo a zucastnilo
asi 30. Pravidelné jim byla rozesildna série sedmi pomérné
ndrocnych tloh, které méli béhem 4—5 tydnu vyfesit. Dosla
feSeni byla pak opravena, ohodnocena a spolu s rozmnoZenym
komentafem vrdcena ucastnikim. Uvadime znéni vSech tloh
v korespondencnim semindfi zadanych.

1. Velka &isla
1.1 Najdéte nejvétsi pfirozené Cislo x takové, Ze
(x) ! < 10",

a nejmensi pfirozené Cislo y takové, Ze y! je ndsobkem Cisla
1010°,
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1.2 Dokazte, ze kvadraticka rovnice
85" x2 + 101" .x + 9 =0

ma dva riizné realné iraciondlni kofeny.

1.3 NapiSeme-li za sebou vSechna cisla od 100 do 999,
vznikne dekadicky zdpis jistého ¢isla N. Dokazte, Ze N neni
prvocislem ani mocninou (s pfirozenym exponentem vét$im
nez 1) zaddného prirozeného Cisla.

1.4 Dokazte, Ze existuje mocnina dvou (s pfirozenym ex-
ponentem), jejiz dekadicky zdpis zacind Cislicemi

197919801981

1.5 Najdéte dvé posledni nenulové cislice cisla 1000!.
1.6 DokaZte, Ze pii zddné volbé znamének neni Cislo ,

j:lll i 222 jj o i 595959 :t 6060“

druhou, tfeti, Ctvrtou, pdtou ani Sestou mocninou zidného
celého cisla.

1.7 Dokazte, 7e mezi pfirozenymi &isly men$imi nez 10!
existuje 1010 po sobé ndsledujicich sloZenych cisel.

[

2. Goniometrie
2.1 Najdéte vsechna redlnd x, pro kterd plati
26 sin2 x2 -+ 12 cos 2x -+ 5sin 2x — 13.
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2.2 Najdéte vsechny trojahelniky, pro jejichz vnitfni uhly
A, B, C plati

3
cosA#«cosB+cosC:2—.

2.3 Najdéte vsechna redlna a, pro néz je funkce
f(x) = cos ax + cos x
periodicka.

2.4 Jsou ddna lichd pfirozend Cisla m, n. Najdése vSechna
redlnd x, pro ktera plati

1 1
sin”x + —— = cos”x |+ ——
cos™mx sin”x

2.5 Bez pomoci tabulek, pocitacky a logaritmického pra-
vitka vypoctéte

sin 47° -+ sin 61° — sin 11° — sin 25° — sin 83°.
2.6 Vysetiete prubéh funkce

f(x) = arcsin x + 3 arccos x + arcsin (2x /1 — x2)

s 1.3
V 1ntervalu — 2 > 2 .

2.7 Najdéte vsechna redlna x, pro néz plati

log,, , sin x - log, ,cos x = 2.
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3. Obsahy

3.1 V roviné je dano né€kolik pasu, zddné dva nejsou rovno-
bézné. Posuiite pdsy tak, aby zachovaly své sméry a obsah
jejich praniku byl co nejvétsi. (Pdsem rozumime Cdst roviny
mezi dvéma rovnobézkami. Dané pdsy nemusi mit stejnou
sitku).

3.2 Dva shodné obdélniky jsou v roviné umistény tak, Ze
jejich obvody maji 8 spolecnych bodu. Dokazte, Ze obsah
jejich pruniku je vétsi nez polovina obsahu kazdého z nich.

3.3 Dokazte, ze kazdy trojihelnikovy fez Ctyfsténu md
obsah mensi nez nékterd sténa.

3.4 Jakou polohu md krychle, vrha-1i na rovinu kolmou ke
sméru svétla stin s nejvétsim moznym obsahem ?

3.5 Je ddn trojuhelnik.

a) Umistéte do ného stiedové soumérny mnohothelnik s co
nejvétsim obsahem. ,

b) Umistéte ho do konvexniho stfedové soumérného mnoho-
thelniku s co nejmens$im obsahem.

V obou pfipadech extrémni obsahy vyjadiete pomoci obsahu

daného trojihelnika.

3.6 V jednotkovém cCtverci je obsazen utvar U (ne nutné
souvisly). Pokud v U neexistuji dva body vzdilené 0,001, je
obsah U mensi nez 0,3. Dokazte.

3.7 V jednotkovém ctverci je 102 bodu, Zddné tfi nelezi
v pfimce. Dokazte, Ze jisté tfi z nich jsou vrcholy trojuhelniku
s obsahem nejvyse 0,005.
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4. Obdélnikova schémata

4.1 Cisla 1, 2, ..., n2 jsou zapsana ve Ctvercové tabulce,
jejiz fadky jsou ocislovany indexy 1, 2, ..., n a sloupce také.
Cislo 1 je na libovolném misté; &islo 2 je v fadku, ktery md
stejny index jako sloupec obsahujici Cislo 1; Cislo 3 je v fddku,
ktery md stejny index jako sloupec obsahujici Cislo 2 atd.
Urdete rozdil souctu Cisel v fddku obsahujicim ¢islo 1 a souctu
Cisel ve sloupci obsahujicim Eislo 72.

4.2 V obdélnikové tabulce jsou zapsdna redlnd Cisla. Je
dovoleno soucasné zménit znaménka vsech Cisel v fadku nebo
ve sloupci. Je mozno kazdou tabulku prevést postupnym
provadénim téchto zmén na tabulku obsahujici saméd nezi-
porna Cisla?

4.3 Do ctvercové tabulky 8 <8 je zapsdno 64 nezdpornych
Cisel, jejichz soucet je 1956. Soucet vSech 16 Cisel leZicich
na thlopfi¢kich je 112. Cisla umisténd soumérné podle né-
které uhlopficky jsou si rovna. Dokazte, Ze soucet Cisel je
v kazdém fddku i'v kazdém sloupci mensi nez 518.

4.4 Ve Ctvercové tabulce nxXn je zapsano n? Cisel xpq (tak
znaCime Cislo v p-tém fddku a ¢-tém sloupci). Dokazte, Ze
je-li xi; + xj% + xx = O pro libovolné tfi indexy 7, j, & €
{1, 2, ..., n}, existuji &isla 11, to, ..., In tak, Ze x5 = t; — 5
pro viechny 7,7, € {1,2, ..., n}.

4.5 Ve ctvercové tabulce nxXn je zapsdno n2 Cisel. Vyne-
chame-li jakoukoliv podmnozinu fddkd, kterd neobsahuje
vSechny fddky (vetné prazdné), bude ve zbylé tabulce vidy
néjaky sloupec obsahovat jedinou nulu. Dokazte, Ze at pak
vynechdme jakoukoliv podmnozinu sloupcii, kterd neobsa-
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huje vsechny sloupce, bude ve zbylé tabulce vidy néjaky
fadek obsahovat jedinou nulu.

4.6 Ve ctvercové tabulce 8 <8 je zapsano 64 nenulovych
Cisel. Jediné z nich je zdporné a neni umisténo v rohu. Je
dovoleno zménit znaménka vSech Cisel néjakého fadku nebo
sloupce nebo fady rovnobézné s uhlopfickou (sem patii
i zména znaménka rohového ¢isla). Dokazte, Ze postupnym
provadénim téchto zmén nemuZeme nikdy dostat tabulku
obsahujici samad kladnd ¢isla.

4.7 Ve ctvercové tabulce 8 X8 je zapsdno 64 Cisel. Je dovo-
leno zménit znaménka vSech Cisel v libovolné jeji souvislé
Casti 33 nebo 4x4. Je mozno kazdou takovou tabulku
prevést postupnym provadénim téchto zmén na tabulku
obsahujici samd nezdpornd Cisla?

5. Posloupnosti

5.1 Dokazte, ze pro kazdou posloupnost {ax}, jejiz ¢leny
jsou navzdjem riznd pfirozend Cisla, ktera nemaji ve svém
dekadickém zapise Cislici 0, plati:

Pro kazdé prirozené Cislo % je

1 1 1 1
—+—4 ...+ + —<29.
al az

ak -1 akg

5.2 Je ddna posloupnost redlnych &isel {a,}. Dokazte, Ze
ke kazdému pfirozenému cislu m existuje pfirozené Cislo &
tak, ze

L]

k
| Sa— 3 ai| =max |a|

Ly

=1 =k+1 1si<m
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5.3 Je ddna posloupnost redlnych &isel {an}, kterd ma tuto
vlastnost: Existuje pfirozené Cislo m takové, Ze

a t+as+ ... tam =20
a pro kazdé pfirozené Cislo k je
am + k — Ak.

Dokazte, Ze existuje pfirozené Cislo p tak, Ze pro kazdé celé
nezdporné Cislo k plati

ap +apiy1+ ... +ap+k§0-

5.4 Uvazujme C¢&tyfi posloupnosti redlnych Eisel {an},
{bn}, {cn}, {dn} takové, Ze pro kazdé pfirozené &islo n je

an +1 = an + by Cn+1=2Cn+ dy
bn+1:bn+cn dn+1=dn+an

Dokazte, ze pokud existuji pfirozend Cisla k, m tak, ze

Ak + m = Qm, by +m = bm, Ck +m = Cm, dx +m = dm,
pak je

a2:b2:c‘2:d2=

5.5 Pro posloupnost redlnych &isel {a,} plati, Ze pro kazdé
pfirozené Cislo n je

an + an 12 = 2an 4 1.
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Dokazte, ze pak pro kazdé pfirozené Cislo n je

a+az+ ... +am+1 \az+a4+... + azn
n41 - n

5.6 Jsou ddna pfirozend Cisla ai, as. Pro pfirozend Cisla
n > 2 polozme a, = |an 2 — an —1|. Tak jsme definovali
posloupnost nezdpornych celych &isel {an}. Je-li nejvétsi
clen této posloupnosti 1980, jaky je nejvétsi mozny index
prvaniho nulového ¢lenu ?

5.7 Je ddna posloupnost &islic {an} neobsahujici &islici 9.
Ta urcuje posloupnost {b,}, jejiz ¢leny maji dekadické zdpisy

b1 = (al)

bz = (a1a2)
b3 = (a1(12(13)
atd.

Dokazte, Ze posloupnost {b,} obsahuje nekoneéné¢ mnoho
slozenych cisel.
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MMO?

Na tomto misté byva zpravidla otiSténa zprdava o prubéhu
mezindrodni matematické olympiddy (MMO). V roce 1980 se
vSak MMO nekonala, nebot se nenasla zemé ochotnd ji v tomto
roce usporddat. Zbyvd jen doufat, Ze tim nebude naruSena
tradice, kterd se za uplynulych jedenadvacet let vytvorila.

Ve snaze poskytnout dspé€Snym zdékim alespon ndhradni
moznost mezindrodniho soutéZeni zorganizovaly nékteré zemé
v Cervenci 1980 mezindrodni matematické soutéZe obdobné
MMO.

Jedna z nich se konala ve finském Mariechamnu. Podobné
jako na MMO tam pfijela osmiClennd druzstva z Finska,
Madarska, Svédska a Velké Britdnie — celkem zde tedy sou-
tézilo 32 zdkd. Prvnich deset z nich dostalo ceny. Nejlepsiho
vykonu dosdhl Géza Bohus z Madarska, také v souctu bodu
celého druzstva bylo Madarsko na prvnim misteé.

Druhd mezindrodni soutéZ se konala v Lucembursku ve
mésté Mersch. Zde soutézilo 34 ziku z Belgie (8), Holandska
(8), Jugosldvie (7), Lucemburska (3) a Velké Britdnie (8),
vedle toho byli pfitomni »pozorovatelé«, a to Ctyfi z Alsaska
a dva z Lucemburska.
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Jedinou prvni cenu, kterd zde byla udélena, ziskal K. Schou-
tens z Holandska. Ddle bylo udéleno sedm druhych cen
a jedendct tfetich cen. V souctu bodu byly na prvnich mistech
Velkd Britdnie a Jugosldvie.

Konecné tfeti mezindrodni soutéZ se konala v Krakove za
ucasti polskych a rakouskych zdki; nepodafilo se ndm vSak

vs

ziskat podrobné;si informace.
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Odpovédna redaktorka: Kvétoslava Brazdova
Vytvarny redaktor: Vaclav Hanus$
Technicka redaktorka: Marcela Jirsova
Z nové sazby pismem Plantin vytiskly
Moravské tiskarské zavody, n. p., Olomouc
Format papiru 70 x 100 cm
Pocet stran 160
AA 5,46 (4,85 AA textu, 0,61 AA grafiky) - VA 5,84
Naklad 3550
Tematicka skupina a podskuoina 03/2
1. vydani
Cena brozovaného vytisku Kés 7,50
505/21,825

| 1448182  Kés 7,50 |










matematicka

olympiada

SPN 5-42-14/29
| 14-481-82
03/2 Ké&s 7,50



