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PREDHOVOR

Mili mladi priatelia a pracovnici v matematickej olympidde,

kolekcia roceniek matematickej olympiady (MO) zadina
zvizkom, ktory prdve beriete do ruk, uZz svoju Stvrtd de-
siatku. Ndjdete v fiom ako obvykle prehlad o organizdcii
a vysledkoch 31. ro¢nika MO, ktory sa konal v Skolskom
roku 1981/82, vSetky sutazné tulohy s rieSeniami, vyber
tloh celostitneho kore$ponden¢ného semindra a podrobnid
informdciu o priebehu a vysledkoch 23. medzindrodnej ma-
tematickej olympiddy (MMO) v Madarsku.

Priebeh 31. rocnika MO a jeho vysledky sme sledovali
s eSte vacsim zdujmom neZ v predchddzajicich rocnikoch.
To preto, Ze nds zaujimalo, ako sa osved¢i novéd organizdcia
skolského kola stutaze. Po pitndstich rokoch odpadli vo viet-
kych kategéridch nepovinné pripravné ulohy a v stredo-
Skolskych kategéridch A - C ich nahradila klauztrna sitaZ
na zaver $kolského kola, ktord sa uskutocnila na jednotlivych
strednych Skoldch v kategdrii A v polovici decembra 1981
a v kategéridch B a C vo februdri 1982. PredovSetkym mozno
konStatovat, Ze v porovnani s predchddzajicim rocnikom
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takmer vo vSetkych krajoch vzrdstol pocet gymndzii, ktorych
ziaci sa zapojili do rieSenia uloh Skolského kola sutaze. Zvlast
markantne sa to prejavilo v kategéridch B a C. Kym pocet
Glastnikov Skolského kola kategérie A vzrastol len mierne
(o 11,3 9%,), pocty sttaziacich v kategéridch B a C sa zvySili.
0 54 9, resp. 0 47,2 9,. VysSie ndroky na sutaziacich v klau-
zurnej Casti $kolského kola mali za ndsledok pokles poctu
tcastnikov krajského kola v kategdridch A (o 33,1 9,) a B
(o 14,5 9%,), ale zato sa zvysilo percento uspesnych riesitelov
krajského kola v oboch tychto kategéridch (v kategérii A
zo 14 9, na 24,1 %, a v kategdrii B dokonca z 13,6 9%, na
33,4 9%,). V kategorii C sa situdcia vyvinula inak, ked v klau-
zurnej Casti $kolského kola bolo uspe$nych az 72,3 9, uclast-
nikov, takZe v niektorych krajoch z organizacnych ddévodov
ani nebolo mozné pozvat vSetkych do krajského kola a zu-
¢astnili sa ho len ti, ktori v klauzire Skolského kola nazbierali
najviac bodov, ale v krajskom kole bolo tspeSnych len 7,9 9,
jeho tucastnikov, Co je priblizne na urovni predchddzajiceho
roénika MO (8,2 9,). Pri¢ina tohto javu je pravdepodobne
predovsetkym v tom, Ze rozdiel v ndroCnosti uloh krajského
kola a klauzurnej Casti Skolského kola v tejto kategdrii bol
relativne velky. Ulohy klauztirnej Casti $kolského kola totiz
pomerne tzko suviseli- s ulohami domadcej Casti, zatial Co
tlohy krajského kola i pri tematickej nadvéznosti vyzadovali
od riesitelov nepomerne viac dovtipu.

Vidsia vyrovnanost a vyssia relativna Gspes$nost sa prejavili
aj u ucastnikov celostdtneho kola kategdérie A. Najuspesnejsi
z nich reprezentovali na$u vlast na 23. MMO v Budapesti.
Ich Wucinkovanie na medzindrodnom fére moZno oznacit
za uspe$né a podrobnejsie ho hodnotime na inom mieste.
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Tieto vysledky ukazujd, Ze v podstate sa dosiahli ciele,
ktoré ministerstvd $kolstva a UV MO organizaénymi zme-
nami sledovali. Bolo by v8ak predéasné robit zovSeobectiujice
zavery z jednoroénych poznatkov, a tak si na objektivne
zhodnotenie ‘dosledkov novej organizaénej dpravy budeme
musiet eSte pockat.

V kategérii Z sa novd organizdcia $kolského kola okrem
zrusenia pripravnych uloh prejavila v zvy$eni poctu sutaZnych
tloh I. kola zo $tyroch na $est, ktorych rieSenia Ziaci odovzdd-
vaju po trojiciach v dvoch rdznych terminoch. I tu sa
pocet ucastnikov I. kola mierne zvysil (o 3,4 9%) a pocet
uspes$nych riesitelov poklesol (o 10,5 %), ale pocet uspe$nych
rieSitelov okresného kola vzrdstol o 5,8 9,. Ani pri tejto
kategoérii by vSak nebolo na mieste robit predCasné zévery.

Z iniciativy MS CSR a Jednoty Ceskoslovenskych mate-
matikov a fyzikov (JCSMF) sa koncom augusta 1982 usku-
to¢nil semindr »Formy starostlivosti o Ziakov talentovanych
'na matematiku a fyziku« v Hradci Krilové. Jeho tucastnici
venovali znacnd pozornost problematike ziackych sttazi
vratane MO. Zo zdverov tohto semindra si zvld§tnu zmienku
zasluhuji odpordcania vytvdrat podmienky pre postupné
roz§irenie MO do niz8ich ro¢nikov zdkladnej $koly, poriadat
vo vSetkych krajoch pre rieSitelov jednotlivych kategérii
krajské sustredenia a organizovat krajské koreSpondencné
semindre. Pri tychto i dalSich odporucaniach vychddzali
UCastnici semindra z pozitivoych skusenosti s uvedenymi
formami prace s talentami v jednotlivych krajoch. Prijalo
sa tiez odporucanie navrhnut takd organizdciu sdtazi alebo
hodnotenie Ziakov v MO, ktord by re$pektovala ich réznu
pripravu v matematike. Pokial ide o sttaZ v rieSeni ndroc¢nej-

7



Sich tloh pre ziakov zdkladnych $kél, uskutocnila sa pokusne
v $kolskom roku 1980/81 vo vSetkych krajoch SSR od 5.
roCnika a stretla sa aZ s neCakanym zdujmom Ziakov i ucite-
Tov. V kazdom z 5., 6. a 7. roCnika zdkladnej $koly sa jej
zucCastnilo okolo sedem tisic Ziakov a v okresnych kolich
bolo okolo 1800, v 5. roniku dokonca takmer 2 000 rieSi-
tefov. Pri reprize experimentu v Skolskom roku 1981/82
pocty zikladnych S$kol, ktorych Ziaci sa sutaZe zucastnili,
eSte vzrastli a viac neZ o tisicku sa zvysil pocet riesitelov
Skolského kola v jednotlivych kategéridch totoznych s rocnikmi
zdkladnej Skoly. Pritom pocet ucastnikov okresného kola
v 5. a 6. ro¢niku prekrocil 2 000 a v 7. ro¢niku dosiahol takmer
1900. Uspe$né poznatky z organizicie takejto stfaZe sa
ziskali tiez v krajoch Zdpadoceskom, Stredoceskom a Severo-
moravskom, v ktorom v zdujme zlepSenia vyberu Ziakov
do tried zdkladnej Skoly so zameranim na matematiku a pri-
rodovedné predmety organizovali MO uZ pre Ziakov 4. roc-
nika.

Spominané skusenosti ukazuji, Ze myslienka skorSicho
vyhladdvania matematicky nadanych Ziakov postupne za-
pusta korene aj u nds, ked v zahranici, zvlast v ZSSR, NDR,
Madarsku a Bulharsku, maji v tomto smere uz mnohoro¢né
pozitivne poznatky. Z tychto socialistickych krajin by bolo
mozné uviest i fakty o aktivnom vztahu mlddeznickych orga-
nizdcii k propagicii a organizaénému zabezpeCeniu sutazi
pre vyhladdvanie talentov. Podla platného organizacného
poriadku MO je aj u nds SZM jednym zo spoluporiadatelov.
Jeho podiel na organizicii MO by mal spocivat najmaé v pro-
pagdcii sutaze medzi zvizdkmi na strednych Skoldch a v oce-
fiovani dosahovanych vysledkov. Na zdkladnych Skoldch
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by mali podobnu ulohu plnit zékladné utvary PO SZM.
Na semindri v Hradci Krdlové sa poukazovalo na uZito¢nost
urcitej symbidzy medzi Stredoskolskou odbornou ¢innostou
a MO, resp. Fyzikalnou olympiddou, ¢o vyustilo do odpori-
¢ania prehibit vzdjomnu spolupricu pri zabezpe¢ovani pred-
metovych olympidd a SOC medzi jednotlivymi zlozkami -
$kolskou spravou, JCSMF, SZM a jeho PO - v otizke organi-
zicie, Clenenia, bezpeCnosti a pedagogického dozoru.
Semindr priniesol pre pricu s talentami cely rad cennych
podnetov a chceme verit, Ze jeho odportcania sa v relativne
kratkom case dostani do kaZdodennej praxe na prospech
price s talentami i pre dalsi rozvoj matematickej olympiddy.

Ustredny vybor matematickej olympiddy






O prabéhu 31. rofniku matematické olympiédy‘

Poradateli 31. ro¢niku matematické olympiddy byla stejné
jako v minulych letech munisterstva Skolstvi CSR a SSR,
Matematicky tstav CSAV v Praze (MU CSAV), Yednota
Zeskoslovenskych matematikii a fyziki (JCSMF), Yednota
slovenskych matematikii a fyziki (JSMF) a Socialisticky svaz
mlddeze (SSM). SoutéZ je fizena ustfednim vyborem mate-
matické olympiddy (UV MO) a dile krajskymi a okresnimi
vybory matematické olympiady (KV MO, OV MO).

ZAci soutéi ve &tyfech kategoriich: v kategorii A Zdci IIL.
a IV. ro¢nikd stiednich Skol, v kategorii B Zdci II. rocnikii
a pro zdky I. roénikii je uréena kategorie C. Zdci 8. a 9. tfid
zdkladnich $kol a zdkladnich devitiletych $kol soutézi v ka-
tegorii Z. Se souhlasem KV MO muze Zdk soutézit i v kate-
gorii urfené pro zdky vyssich rocniki.

Po cely 31. roénik MO pracoval ustfedni vybor MO ve
sloZeni:
predseda: prof. dr. Jozef Moravéik, CSc., VSDS Zilina
mistoptedsedové: doc. Fan Vysin, CSc., MU CSAV Praha

dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV Praha
jednatel: dr. Leo Boéek, CSc., MFF UK Praha
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zéstupce MS CSR: dr. Viclav Siila

zéstupce MS SSR: dr. Yulia Lukdtiovd

ostatni Clenové:

dr. FrantiSek Béloun, Praha

dr. Ladislav Berger, Zilina

doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptirodovédeckd fakulta UPJS
Kosice

dr. Milan Cirjak, KPU Presov

prof. dr. Miroslav Fiedler, &len korespondent CSAV, MU
CSAV

doc. dr. Karol KriZalkovié, CSc., Pedagogickd fakulta Nitra

doc. dr. Alois Kufner, DrSc., MU CSAV Praha

Olga Mafikovd, gymndzium Praha 10, Vodéradska

dr. Milan Maxian, gymndzium A. Markusa, Bratislava

dr. Peter Mederly, CSc., MFF UK Bratislava

dr. Ji¥i Mida, CSc., pedagogickd fakulta UK Praha

dr. Jana Miillerovd, CSc., VUP Praha

akademik Josef Novdk, MU CSAV Praha

doc. dr. Ale§ Pultr, CSc., MFF UK Praha

Vitazoslav Repd§, gymndzium J. Hronca, Bratislava

Stanislav Rypdéek, gymndzium Praha 9-Prosek

dr. ¥i¥i Sedld¢ek, CSc., MU CSAV Praha

ing. Oldfich Skopal, gymndzium Brno, tf. kpt. Jarose

dr. §iri Sidlo, gymndzium Praha 3, Sladkovského ndm.

Miloslav Smerda, Brno

zistupce UV SSM: Yana Pomazalovd, gymnizium Brno,
tf'. kpt. Jarose

Dile jsou ¢leny UV MO piedsedové krajskych vybortt MO:

Praha: prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., MFF UK Praha

Stiedocesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnizium Ri¢any
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JihocCesky kraj: doc. dr. ing. Lada Vanatovd, Pedagogicka
fakulta Ceské Budé&jovice

Zapadocesky kraj: dr. Josef Poldk, CSc., VSSE Plzeit

Severocesky kraj: i Slavik, gymndzium Teplice

Vychodocesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymndzium Pardubice

Jihomoravsky kraj: doc. dr. Jaroslav Bayer, CSc., FE VUT
Brno

Severomoravsky kraj: dr. Viadimir Viéek, CSc., prirodové-
deckd fakulta UP Olomouc

Bratislava: dr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava

Zipadoslovensky kraj: prof. dr. Ondrej Sedivy, CSc., Peda-
gogickd fakulta Nitra

Stiedoslovensky kraj: doc. dr. Pavel Kriidk, CSc., Pedago-
gickd fakulta Banskd Bystrica

Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, CSc., ptirodo-
védeckd fakulta UPJS Kogice

Pracovni predsednictvo UV MO (PUV MO) tvotili (v abe-
cednim poradi): dr. Leo Bocek, CSc., doc. dr. Lev Bukovsky,
CSc., prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Julia LukatSov4,
prof. dr. Jozef Moravcik, CSc., Jana Pomazalovd, Vitazoslav
Repés, dr. Jifi Sedli¢ek, CSc., dr. Viclav Sula, doc. Jan
Vysin, CSc., dr. Frantisek Zitek, CSc.

V pritb&hu 31. roéniku MO se konala dvé zasedani UV MO,
prvni 14. az 15. prosince 1981 v Praze, druhé ve dnech 7. az
8. kvétna 1982 v Popradé pii celostitnim kole MO kat. A.
Hlavnimi body programu bylo zhodnoceni priabéhu 30. roc-
niku MO, organizacni zdlezitosti 31. roc¢niku a pfiprava
32. ro¢niku, ddle edicni Cinnost a projedndni Ceskoslovenské
ucasti na mezindrodnich matematickych olympiddach. Pfed-
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sednictvo UV -MO se schdzelo pravidelné jednou mési¢ng,
hlavni ndplni schizi byl vybér uloh pro 31. az 33. ro¢nik
MO.

V 31. ro¢niku MO byla zavedena nova organizace I. kola
soutéZe v kategoriich A, B, C. Proti drivéj$im letim odpadly
tzv. ulohy pfipravné a Zdci fes$i v 1. kole nejdiive Sest dloh
doma a pak tfi ulohy ve Skole formou klauzurni price.
V kategorii Z se v 1. kole fesi pouze Sest uloh doma, nejdfive
odevzdaji Zdci feSeni prvni trojice tloh, pak feSeni druhé
trojice. Organizace II. a III. kola byla stejnd jako v predchad-
zejicich letech. Na III., tedy celostdtni kolo MO kategorie A
se sjelo do podtatranského mésta Poprad vsech 80 pozvanych
zakt, nejuspésnéjsich fesitela krajskych kol. Slavnostniho za-
hdjeni se 6. kvétna 1982 zucastnili dr. Jdn Hudec, vedouci
oddéleni gymnazii MS SSR, s. Karol Kecsey, vedouci peda-
gogického oddéleni Vychodoslovenského KNV, dr. Jozef
Lukaé, tajemnik OV KSS v Popradé, a dalsi zdstupci stra-
nickych a stitnich orgdnti. Za Univerzitu P. J. Safirika v Ko-
sicich byl pfitomen dékan prirodovédecké fakulty prof. dr.
Juraj Daniel-Szabd, CSc., prof. dr. Ernest Jucovié, DrSc.,
a dalsi uditelé této fakulty. S kulturnim programem vystoupil
détsky sbor Okresniho domu pionyri a mlddeZe a lidové Skoly
uméni v Popradé. O velmi dobry pribéh celostitniho kola
MO v Popradé se zvldst zaslouZili dr. Martin Luéivjansky,
krajsky S$kolni inspektor KNV Kosice, reditel gymndzia
v Popradé s. Augustin Kuchdr, okresni metodik dr. Tomds
Svoboda a s. Anna PribiSovd, pracovnice Ustfedniho domu
pionyri a mlddeze Klementa Gottwalda v Bratislavé, dile
pak piedseda KV MO v Kogsicich dr. Martin Gavalec, CSc.,
a jeho, spolupracovnici.

14



Ve vSech krajich se porddaji pro resitele uloh matematické
olympiddy pomocné akce. KV MO Praha porddal pracovni
prednasky pro kategorie B, C v mésicich fijnu azZ prosinci,
tydné 2 hodiny s primérnou ucasti 12 studentt. Podobné
krouzky se konaly i pro kategorii Z. Ve spoluprici s fakultni
organizaci SSM na matematicko-fyzikdlni fakult¢ UK byl
organizovan korespondenéni semindf, Sest sérii uloh feSilo
asi 45 zakt, 30 z nich bylo pozvidno na tydenni soustfedéni.
Dalsi soustiedéni se konalo pro 40 vybranych Zdkd, feitelt
v kategoriich B, C. Stfedocesky kraj konal na osmi stfedisko-
vych $koldch asi 50 pfedndsek s priamérnou ucasti 29 zaku.
Na tyto predna$ky byli zvdni i Zaci odbornych ucili§t. Tyden-
ni soustiedéni pro feSitele kategorii A, B poradal Stfedocesky
kraj v Janové v Jizerskych hordch. Jihocesky KV MO za-
pojil do price kolem MO posluchace pedagogické fakulty,
ktefi v ramci spoleCensko-politické praxe vedli zdjmové
krouzky z matematiky na zdkladnich S$koldch a opravovali
ulohy krajského korespondencniho semindre, jehoz se zucast-
nilo 29 Zika. Jako kazdym rokem porddal KV MO spolu
s KV FO letni $kolu pro uspéSné reSitele kategorii A, B,
v kazdé kategorii se zucastnilo 30 zZdkui. V Zapadoceském kraji
vedli korespondenéni seminaf pro 98 studentli pracovnici
katedry matemafiky VSSE v Plzni. Spolu se svymi kolegy
z Pedagogické fakulty v Plzni konali pfednisky nejen pro
zaky, ale i pro uditele. Krajské soustfedéni uspéSnych reite-
14 II. kola MO kategorii A, B, C se konalo v ¢ervnu v Klato-
vech. Podobné soustfedéni pofddal KV MO kraje Severo-
Ceského pro 108 zdka prvni tyden v Cervenci, program zajisti-
la pobo¢ka JCSMF v Usti n. L. Kromé toho uspotadali 27
oblastnich semindit s pramérnou casti 16 Zika. Ve Vychodo-

15



ceském kraji zorganizovali kromé dvou soustfedéni pro feSitele
také semindi k problematice MO, vénovany rozboru tdloh
MO a organizaci klauzurni ¢dsti I. kola MO. Krajské soustie-
déni MO se neuskutecnilo v Jihomoravském kraji, protoze
se nepodafilo zajistit ubytovadni zdku. Byly vSak uspofadany
semindare pro feSitele v Brné, ve Strdznici a v Ttebici. V kraji
Sttedoslovenském se prdce pro MO organizuje jednak na
VSDS v Ziling, jednak na Pedagogické fakulté v Banské
Bystrici. Krajsky korespondencni semindf pro 58 ucastnikd
je rozdélen na 1. a 2. ligu, po tfetim kole se uskuteCiuji
postupy a sestupy. Tradi¢né probihd koresponden¢ni semi-
ndf i v kraji Vychodoslovenském, jehoz KV MO je priikopni-
kem této formy price s mladymi talenty. UV MO potidal
dvé soustfedéni v ucebnim stiedisku MS CSR pro ptipravu
ceskoslovenského druZstva na mezindrodni matematickou
olympiddu a-spolu s KV MO a KV FO v Praze zajistoval
program celostdtniho soustfedéni pro uspésné feSitele MO
a FO, které se konalo pro 90 ucastniki v Praze 10-Ttebesiné.

Ulohy matematické olympiddy a organizaéni pokyny pro
feditele jsou kazdym rokem obsaZeny v letdcich, které vyddva
Stdtni pedagogické nakladatelstvi v Praze a Slovenské pedago-
gické nakladatelstvo v Bratislavé. Kromé toho byly ulohy
I. kola 31. ro¢niku MO oti§tény v Rozhledech matematicko-
-fyzikdlnich a v Casopise Matematika a fyzika ve Skole, sa-
moziejmé kromé uloh klauzurni ¢ésti. O kazdém roc¢niku
MO vychézi v SPN Praha rocenka, v niZ jsou obsaZeny vSech-
ny tlohy, vétsina i s fesenim. V edici Skola mladych mate-
matikt vyddavd UV MO v nakladatelstvi Mlad4 fronta mate-
matické brozurky, které jsou prospé$né nejen resitelam tloh
MO, nybrz viem zdjemcim o matematiku.
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Vice neZ polovina tloh kaZdého rocniku MO pochézi
z konkursu, ktery vyhldsily JCSMF a JSMF jiZ v roce 1966.
Névrhy tloh do MO miiZe poslat kdokoli ve dvou exempla-
fich na adresu UV MO, ktery md privo pfijatou tlohu upra-
vit a autor mé povinnost lohu utajit.
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Tabulka 1
Pocet st¥ednich $kol zapojenych do 31. ro¢niku MO

L. Ostatni stredni
Gymnazia Skoly
>§ z toho zapojeno zapojeno
Kraj 2

15 . et o | u

é v kategorii 'E§ % v kategorii '5§ &

3| a B clitE aB c 3
Praha 21 11 17 14| 18 11 2 3
Stiedocesky 23 19 21 21| 23 5 7 6 12
Jihocesky 19 9 15 16 16 4 5 8 9
Zipadocesky 15 12 13 15 15 2 4 7 7
Severolesky 21 18 16 19 19 4 2 6 9
Vychodocesky 35 17 17 28 | 31 1 4 4 6
Jihomoravsky 38 22 26 37 38 1 2 2 4
Severomoravsky 39 16 15 24| 32 0 1 10 10
Bratislava 11 8 9 9 9 0 0 0 0
Zipadoslovensky | 38 | 26 31 34| 35 920 31| 31
Stiedoslovensky 37| 27 26 33| 35 5 8 14| 14
Vychodoslovensky | 39 | 26 30 38 | 38 217 37| 38
CSR celkem 211 124 140 174 | 192 1826 45| 60
SSR celkem 125| 87 96 114 | 117 16 45 82 | 83
CSSR celkem 336| 211 236 288 | 309 | 34 71 127 | 143
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Tabulka 2
Pocet zaka soutézicich v I. kole MO

kat. A kat. B kat. C Celkem

Kraj
s U | S U|SsS U|Ss U
Praha 90 41 85 51 122 971 297 189
Stredocesky 121 33 103 37 165 98| 389 168
Jihocesky 71 28 85 52 171 112 327 192
Zapadocesky 43 24 47 37 105 78| 195 139
Severolesky 114 25 95 31 | 240 116 | 449 172
Vychodocesky 52 33 74 47 | 263 180 | 389 260
Jihomoravsky 93 63 | 228 99 | 201 177 | 522 339
Severomoravsky 58 37 69 50 | 139 115| 266 202
Bratislava 86 23 92 42| 105 72| 283 137

Zapadoslovensky 224 86 342 143 | 605 384 1171 613
Stiedoslovensky 141 69 91 72| 223 196 | 455 337
Vychodoslovensky | 145 98 | 260 168 | 532 451 | 937 717

CSR 642 284 | 786 404 | 1406 973 | 2834 1661
SSR 596 276 | 785 425 | 1465 1103 | 2846 1804
CSSR | 1238 560 | 1571 829 | 2871 2076 | 5680 3465

|

S ... celkovy pocet
U ... pocet uspéénych resiteli
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Tabulka 3
Pocdet Zaka soutézicich v II. kole MO

. kat. A kat. B kat. C Celkem
Kraj

S U |sS U |[S U ‘ S U
Praha 39 20 51 36 95 25 I 185 81
Stiedogesky 33 4. 36 6| 90 2 159 12
JihocCesky 26 6 45 12 101 6 | 172 24
Zapadocesky 23 5 31 6 63 9 117 20
Severocesky 25 4 31 15 112 7 F 168 26
Vychododesky 33 6| 40 14| 163 11 @ 236 31
Jihomoravsky 61 9 90 30 153 9 304 48
Severomoravsky 37 17 46 21 109 20 192 58

Bratislava 47 19 40 17 69 19 156 55
Zapadoslovensky 86 18 90 13 209 9 385 40
Stiedoslovensky 64 6 57 22 175 12 | 296 40
Vychodoslovensky | 70 17 78 20 451 13 | 599 50

CSR 277 71 | 370 140 886 89 | 1533 300
SSR 267 60 | 265 72 904 53 | 1436 185
CSSR 544 131 | 635 212 | 1790 142 | 2969 485
S ... celkovy pocet
U ... poet usp&nych feitelt
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Tabulka 4

Pocet ucastniki III. kola MO kategorie A

i Pocet Z toho

Kraj Pocet vSech vy foy s

uspésnych vitézl
Praha 15 10 8
Stiedocesky 2 1 0
Jihocesky 1 0 0
Zapadocesky 4 0 0
Severocesky 3 1 0
Vychododesky 6 1 0
Jihomoravsky 5 1 0
Severomoravsky 10 8 4
Bratislava 16 9 2
Ziapadoslovensky 6 3 0
Stredoslovensky 4 2 1
Vychodoslovensky 8 6 2
CSR 46 22 12
SSR 34 20 5
CSSR 80 42 17
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Tabulka 5
Poclet zakladnich skol, které se zacastnily 31. ro¢. MO - kat.Z

Zucastnilo se
Kraj % | Lkola II. kola | III kola
= »'g’ pocet % pocet % pocet %,

O a

[
Praha 201 165 82 145 72 29 14
Stredocesky 276 185 67 157 57 32 12
Jihodcesky 182 146 80 117 64 35 19
Zipadocesky 216 173 80 149 69 22 10
Severodesky 283 | 208 73 144 51 26 9
Vychododesky 317 233 74 181 57 38 12
Jihomoravsky 453 294 65 273 60 48 11
Severomoravsky 466 321 69 229 49 51 11
Bratislava 87 76 87 76 87 11 13
Zapadoslovensky 479 346 172 321 67 36 7
Stredoslovensky 401 287 172 235 59 30 7
Vychodoslovensky 383 318 86 247 171 45 11
CSR 2394 | 1725 72 1395 58 281 12
SSR 1350 | 1027 76 879 65 122 9
CSSR 3744 | 2752 74 2274 61 403 11

I
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Tabulka 6

Pocet Zakia soutéZicich v kategorii Z

I. kolo I1. kolo III. kolo
Kraj
S U S U S U
-
Praha 1237 1787 588 304 39 8
Stiedolesky 1072 566 | 467 276 36 0
Jihocesky 1365 537 368 153 41 5
Zapadocesky 1341 565 | 375 159 23 2
Severolesky 1330 462 385 177 29 1
Vychodocesky 1588 736 | 530 288 43 3
Jihomoravsky 2219 1255 | 938 416 62 25
Severomoravsky 2219 834 566 251 54 5
Bratislava 825 487 395 126 40 23
Zapadoslovensky 2012 1173 935 379 40 26
Stiedoslovensky 1727 1717 | 624 203 35 16
Vychodoslovensky 2122 1117 765 368 56 23
CSR 12371 5742 | 4217 2024 | 327 49
SSR 6686 3494 | 2719 1076 171 88
CSSR 19057 9236 | 6936 3100 | 498 137

S — celkovy pocet

U — pocet tsp&nych fesiteltn
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VYSLEDKY CELOSTATNIHO KOLA MO
KATEGORIE A4

Vitézové

Poradi, jméno a piijmeni, rocnik, zaméfeni, $kola

1.—3. Petr Couf,4 M, G W. Piecka, Praha 2

® N

Igor Kii¢,3 M, G W. Piecka, Praha 2

Jirt Sgall, 3 M, G W. Piecka, Praha 2

Miroslav Engli§, 4 M, G W. Piecka, Praha 2
Viadan Pecha, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec
Viadimir Lieberzeit, 4 M, G W. Piecka, Praha 2
Lubos Kouba, 4 M, G W. Piecka, Praha 2

Perr Tichavsky, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel fiiza, 4 M, G W. Piecka, Praha 2

10.—11. Milan Kratka, 3 MF, G V. B. NedoZerského,

Prievidza
Petr Lisonék, 4 P, Olomouc-Hej¢in

12.—14. Xaver Gubds, 3 M, G A. Markusa, Bratislava

Milan Kuchta, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Martin Zemek, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec

15.—17. ¥dn Hric, 4 MF, Presov, Konstantinova

24

Stépan Kovapilik, 4 M, G W. Piecka, Praha 2
Igndc Teresédk, 2 P, Michalovce



18.—21.

22.
- 23.—-24.
25.—-217.

28.
29.-31.
32.-33.
34.—309.
40.—42.

Dalsi uspésni esitelé

Viadimir Danéik, 3 M, Kogice, Smeralova
Viktor MartuSovits, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Ondief Petr, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec

Michal Vojiek, 3 M, G W. Piecka, Praha 2

Hana Rie¢anovd, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Martin Stépdnek, 3 P, G V. Lindy, Jaromé&F
Richard Hlubina, 4 P, Bratislava, Vazovova

Peter Spisiak, 4 M, Kosice, Smeralova

Fan Tichy, 4 P, Ceska Lipa

Ludmila Moravéikovd, 3 P; Zilina, Wolkerova
Marcela Foltinovd, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Ji#i Fridrich, 4 P, Ostrava-Poruba

Roman Sdik, 3 P, Nitra, Parovskd

JiFi Podolsky, 4 P, Mladd Boleslav

Richard Pulmann, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Galina Kumiédkovd, 4 P, KoSice, Kovaddéskd

Ales Martinik, 4 P, Ostrava, Smeralova

Ladislav Németh, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Anton Sedldk, 4 MF, PreSov, Konstantinova
Miroslav Smatera, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Peter Tarina, 4 P, TopolCany

Roman Batik, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Viadimir MuZik, 4 MF, Nitra, Pdrovskd

Martin Trusina, 4 M, G W. Piecka, Praha 2

Vsichni byli zdky gymndzia.
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gymnazium

tfidy se zaméfenim na matematiku

tiidy se zaméfenim na matematiku a fyziku

tiidy s orientaci na pfirodovédné pfedméty nebo
s vyucovdnim odbornym piedmétim



NEYUSPESNE$SI RESITELE II. KOLA MO
V KATEGORIICH A, B, C

Z kazdého kraje a kazdé kategorie uvddime nejvyse prvnich

VVVVVV

Praha
Kategorie A

1. Igor K¥iZ, 3 M, Praha 2, W. Piecka
2.—3. Petr Couf,4 M, Praha 2, W. Piecka
JiFi Sgall, 3 M, Praha 2, W. Piecka
4. Miroslav Englis, 4 M, Praha 2, W. Piecka
5. Lubo§ Kouba,4 M, Praha 2, W. Piecka
6.—7. Stépdn Kvapilik, 4 M, Praha 2, W. Piecka
Michal Vojtek,3 M, Praha 2, W. Piecka
8. Pavel fiiza, 4 M, Praha 2, W. Piecka
9. Veronika HruSkovd, 4 P, Praha 7, Nad $tolou
10. Viadimir Lieberzeit, 4 M, Praha 2, W. Piecka

Kategorie B

1.—3. Michal Brajer, P, Praha 4, Budé&jovicka
Vit fiza, M, Praha 2, W. Piecka
Faroslav Stédronsky, M, Praha 2, W. Piecka
4. Pavel Valtr, M, Praha 2, W. Piecka
5. Petr Kos, MF, Praha 3, Sladkovského ndm.
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6.—8. Petra Berdnkovd, P, Praha 2, Boti¢skd
Martin Cerny, M, Praha 2, W. Piecka
Petr Maridlek, P, Praha 4, Ohradni
9. David Vokrouhlicky, MF, Praha 8, Ndhorni

Kategorie C

1. Igor Puzanov, M, Praha 2, W. Piecka
2. Petr Loucky, M, Praha 2, W. Piecka
3. Filip Friedlaender, M, Praha 2, W. Piecka
4. Tomds Otta, M, Praha 2, W. Piecka
5.—9. fan Bartos, M, Praha 2, W. Piecka
Pavel Hrdina, M, Praha 2, W. Piecka
Jan Huéin, M, Praha 2, W. Piecka
Boris Perusi¢é, M, Praha 2, W. Piecka
Fan Sigl, M, Praha 2, W. Piecka

Stfedocesky kraj
Kategorie A
1. %%t Podolsky, 4 P, Mlad4 Boleslav
. Martin Dvoidk, 3 P, Caslav
3.—4. Bohumil Bednd#, 4, SPS Mlad4 Boleslav
Petr Zavadil, 3 P, Ricany

Kategorie B

1.—2. Petr Koli¥, P, Mladd Boleslav
Tomds Vanék, SPS Cislav
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Josef Novdk, SPS Kutnd Hora
Petr Pokrupa, P, Nové Straseci
David Vencour, P, Nymburk
Karel Pryl, P, BeneSov

Kategorie C

1.—2. Yana Krdlovd, P, BeneSov

=W

Tomds Lorenc, P, Kolin
Jihocesky kraj

Kategorie A

. Fatima Corékovd, 3 P, Strakonice

Ales Kuéera, 4 MF, Ceské Budgjovice, G K. Satala
Ludék Kabele, 4 P, Ceské Bud&jovice, Jirovcova
Sdrka Hovejfovd, 3 P, Tabor

. Ivo Moravec, 4 P, Ceské Bud&jovice, Jirovcova

Perr Tiller, 3 P, Tabor
Kategorie B

Bohumir Slddek, SPSE Pisek

Petr Bartdéek, MF, Ceské Budéjovice, G K. Satala
Antonin Masojidek, P, Pisek

Tomd§ Drtina, P, Ceské Budg&jovice, Jirovcova

. Viadimir Bouchal, P, Pisek

Roman Jansa, P, Tdbor
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Kategorie C

1.—2. Stanislav Brabec, P, Jindfichtiv Hradec
Martin Misina, P, Tyn n. Vltavou
3. Petr Petrlik, MF, Ceské Bud&jovice, G K. Satala
4.—6. Zdenék Hanzdlek, P, Sobéslav
Ales Fanii, P, Tabor
Miroslav Suchan, SPS, Bechyné

Zipadocesky kraj
Kategorie A

Marek Vanéata, 4 MF, Karlovy Vary
Marek Hosédlek, 4 MF, Plzeni, G J. Fucika
Bozena Smrhovd, 4 P, Plzei, G J. Fudika
Jan fiza, 4 MF, Plzen, G J. Fucika
Bohumil T¥iska, 4 P, Blovice

T BN =

Kategorie B

Radek Machatka, MF, Plzeti, G J. Fucika
Zbysek Novy, P, Plzeii, ul. Pionyra

Tomas Martinek, P, Ostrov n. Ohri

Marek Uhli#, P, Plzei, ul. Pionyra

Pavel Hajn, MF, Plzen, G J. Fucika
Miroslav Plevny, P, Cheb

SNk
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Kategorie C

Herbert Urbanec, MF, Karlovy Vary
Ladislav Hanyk, MF, Karlovy Vary

. Jan Bican, P, Plzeni, Opavska

Jan Boéek, P, Plzeti, ul. Pionyrt

. Petr Hefman, P, Cheb

Milena Tuchanovd, MF, Karlovy Vary
Ivan Vrzal, MF, Karlovy Vary

. Dominika fanikovd, MF, Karlovy Vary

FJarmila Martinkovd, P, Ostrov n. Ohri
Severocesky kraj

Kategorie A

Pavel Vitovec, 3 P, Litvinov

Fan Tichy, 4 P, Ceska Lipa

Frantisek Burian, 4 P, Usti n. L.

Faroslav Sindeld, 4 P, Teplice
Kategorie B

Michal Brhlik, P, Liberec

. Martin Klazar, P, Louny

Viadimir Smutny, MF, Liberec
Petr Jaklin, P, Usti n. L.
Michal Holoubek, P, DéCin
Ji#i Maier, P, Louny

. Dalibor Lostik, MF, Teplice
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Irena Millerovd, P, Liberec
9.—10. Pavel Kuba, MF, Teplice
Marek Rita¥, P, Frydlant

Kategorie C

1. Pavel Krtous, MF, Liberec
2. Herbert Salov, P, Rumburk
3. Ivana Dvoidkovd, MF, Usti n. L.
4.—6. Roman Bufi&, P, Rumburk
Katetina Denksteinovd, P, DéCin
David Vaverka, P, Litoméfice
7. Pavel Jost, P, Frydlant

Vychodocesky kraj
Kategorie A

Milan Sourada, 4 MF, Pardubice
Frantisek Vencl, 3 P, Ceskd Ttebovi
JiFi Votinsky, 3 MF, Pardubice
Radek Burda, 4 MF, Hradec Krilové,
G J. K. Tyla

Martin Stépdnek, 3 P, Jaromé&f

Fi¥i Hofman, 3 P, Hofice

Lol Sl e

o w

Kategorie B

1. Zbynék Linhart, MF, Pardubice
2. Pavel Sebek, MF, Hradec Krilové, G J. K. Tyla
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1.-2.

3.
4.

5.—6.

7.

Ales Mokren, SPSE Pardubice

Tomd§ Pecina, P, Turnov

Miloslav Koudelka, P, Pfelouc

Stanislav Forejt, SPSE Pardubice

Ales Limpouch, MF, Hradec Krilové, G J. K. Tyla

Kategorie C

Hana DobeSovd, MF, Hradec Krilové, Velkd

Ales Hybner, MF, Hradec Krélové, G J. K. Tyla
i Moser, MF, Pardubice

Ivan Picek, MF, Hradec Krilové, Velkd

Jan Andres, MF, Hradec Krdlové, Velkd

Petra Sekyrovd, MF, Hradec Krilové, Velkd

JiFi Huberidk, MF, Hradec Krilové, G J. K. Tyla

Jihomoravsky kraj
Kategorie A

Jaroslav Smejkal, 3 P, Velké Mezifici
Fi# Suk, 4 P, Zdir n. Séz.

. Tvana C‘apounovd, 4 P, Zastdvka u Brna

Petr Havelka, 4 P, Znojmo
Pavel Felinek, 4 P, Brno, Konévova

. Martin Jurds, 4 P, Brno, Konévova

Petr Kuchyitia, 4 P, Boskovice
Petr Slavik, 3 MF, Brno, Konévova
FrantiSek Jurka, 4 P, Ttebic
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Kategorie B

Petr Nasaréuk, MF, Brno, Slovanské ndm.
Ludék Niedermayer, P, Brno, tf. kpt. JaroSe
Rostislav Mach, P, Tisnov

. Jan Toméik, P, Brno, Konévova

Pavel Zemdik, SPSE Brno, Leninova
Alan Kubéna, SPSE Brno, Leninova

. Michal Benes, P, Jihlava

Zdenék Stesl, P, Boskovice
Radek Hedbdony, P, Ttebic

Kategorie C
Martin Kovdr, MF, Brno, ti. kpt. Jarose

Josef Pail, P, Zdér n. Séz.
Ales Cernik, P, Uhersky Brod

. Pavel Gromus, P, Prostéjov

Yan Chmelai, P, Hodonin
Alena Knéslovd, MF, Brno, tf. kpt. Jarose
Vit Kratochvil, MF, Ttebi¢ E‘?@

. Pavel Bure§, MF, Brno, tf. kpt. JaroSe

Radomir Hala$, P, Prostéjov
Severomoravsky kraj
Kategorie A

Martin Zemek, 4 M, Bilovec
Vladan Pecha, 3 M, Bilovec
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Petr Schiller, 4 M, Bilovec

Perr Tichavsky, 4 M, Bilovec

Ale§ Martinik, 4 MF, Ostrava, Smeralova
Robert Krajéa, 4 M, Bilovec

Ondie Petr, 4 M, Bilovec

Miloslav Grundmann, 4 P, Ostrava-Poruba
Martina Kynclovd, 4 P, Prerov

Petr Lisonék, 4 MF, Olomouc-Hejcin

Kategorie B

Tvo Cermdk, M, Bilovec

Martn Grajcar, M, Bilovec
Dalibor Damborsky, M, Bilovec
Zita Moclkorovd, P, Ttinec

Pavel Krdémar, M, Bilovec

Angel Vargas, M, Bilovec

Fi¥ Bouchala, P, Novy Ji¢in
Jaromir Mrkva, M, Bilovec

Petr Ptdaénik, MF, Ostrava-Poruba
Vliastimil Klapka, MF, Karvina

Kategorie C

Jarmila RanoSovd, M, Bilovec

Viadimir Jasek, SPSE Olomouc, Bozetéchova
Piemysl Dédic, M, Bilovec

Petr Addmek, M, Bilovec

Marek Skotnica, P, Roznov p. Radh.

Daniel Hriviidk, MF, Ostrava, Smeralova
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36

Michal Brychta, M, Bilovec
Ladislav Slddeéek, M, Bilovec
Fi#i Srom, M, Bilovec
Viadimir Tetur, M, Bilovec
Bratislava

Kategorie A

Maridn Neamcu, 3 M, Bratislava, Cervenej armdady

. Peter Borovansky, 3 MF, Bratislava, Novohradskd

Jaroslav Kaiser, 4 P, Bratislava, Vazovova
Viktor MartiSovits, 3 MF, Bratislava, Novohradskd
Richard Hlubina, 4 P, Bratislava, Vazovova

. Peter Papdnek, 4 P, Bratislava, I. Horvédtha

Hana Rieéanovd, 3 MF, Bratislava, Novohradskd
Roman Baéik, 3 M, Bratislava, Cervenej armady
Marcela Foltinovd, 3 M, Bratislava, Cervenej armady

Kategorie B

Fdn Mares, M, Bratislava, Cervenej armady

FJana Kdtlovskd, MF, Bratislava, Novohradskd
Andrej Hoos, M, Bratislava, Cervenej armady
Matej Lexa, M, Bratislava, Cervenej armady
Maridn Hanula, MF, Bratislava, Novohradskd
Tvan Jesik, M, Bratislava, Cervenej armady
Viadimir Hajsik, M, Bratislava, Cervenej armady

. Tomd$ Gedeon, MF, Bratislava, Novohradska

Michal Hejny, MF, Bratislava, Novohradska
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Ondrej Pastva, M, Bratislava, Cervenej armédy

Kategorie C

. Martin Knor, M, Bratislava, Cervenej armady

Maridn Sumiala, M, Bratislava, Cervenej arméady

. Vladimir Kliment, M, Bratislava, Cervenej armddy

Katarina Majlingovd, M, Bratislava, Cervenej armady

. Lucia Danifovd, P, Bratislava, Metodova

Eva Kopeckd, MF, Bratislava, Novohradska
Ingrid Velickd, P, Bratislava, Tomasikova

Jdn Seftik, M, Bratislava, Cervenej armady
Martin Foltin, M, Bratislava, Cervenej armady

Zapadoslovensky kraj

Kategorie A

. Peter Tarina, 4 P, Topolcany

. Roman Sdsik, 3 P, Nitra, Parovskd

. Viadimir MuZik, 4 P, Nitra, Pdrovska

. Aba Teleki, 4 P, Nitra, G E. Gudernu

. Frantifek Horniak, 4 P, Levice

. Anna Jancséovd, 3 P, Komdrno, madarské G
Juraj Viorss, 4 P, Nitra, Pdrovska

Alexander Tomdsek, 4, SPSS Komérno
Dusan Kesicky, 4 P, Nové Zamky,

Anna Bardkovd, 4 P, Nové Zamky
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Kategorie B

. Michal Valent, P, Levice

Tibor Lacza, P, Nové Zamky

. Juraj Michalik, P, Nitra, G E. Gudernu
. Maridn Vidovenec, P, Komdrno

Robert Bartko, P, Trenéin

. Bedta Kondeovd, P, Komdrno, madarské G

. Tibor Hladik, P, Komirno, madarské G

. Adriana Metzlovd, P, Dunajskd Streda, madarské G
. Attila Pasztor, P, Zeliezovce, madarské G

. Aladdr Bidok, P, Dunajskd Streda, madarské G

Kategorie C

. Juraj Hupka, P, Pezinok

. Pavel Babica, SPSE Piestany

. Csaba Viérds, SPSS Komdrno

. Dusan Kusenda, SPSE Piestany

Peter Pldsiovsky, P, Nové Mesto n. Vihom
Lubo§ Bedndrik, P, Nové Zamky

. Ladislav Bielik, P, Levice

. Milo§ Farka$, SPSE Pie$tany

. Madria Medzihradskd, P, Levice

. Andrea Melcsékovd, SPSS Komérno
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1.-2.

3.
4.,
5.

Stiedoslovensky kraj
Kategorie A

Ludmila Morav&ikovd, 3 P, Zilina, Wolkerova
Jana MiZurovd, 3 P, Vritky

Robert Mendris, 4 P, Povéazskd Bystrica
Jana Podhorovd, 4 P, Lucenec

Milan Kratka, 3 P, Prievidza

Gabriel Balogh, 3 P, Filakovo

Kategorie B -

Martin Bezdk, P, Prievidza

. Madria Bartovd, P, Dubnica

Roman Gajdosech, M, Zilina, V. Okruznd
Viktoria Glasndkovd, M, Zilina, V. Okruznd
Stanislav Bedndr, P, Ziar n. Hronom

. Stefan Brisuda, M, Zilina, V. Okruznd

Ludmila Nariovd, MF, Zvolen
Roman Kuéera, M, Zilina, V. Okruznd
Sldvka Polényovd, P, Banskd Stiavnica

Kategorie C

Oto Bajana, M, Zilina, V. Okruzni
Igor Odrobina, M, Zilina, V. Okruznd
Tatiana Kocdkovd, P, Vritky

Roman Rostdr, P, Prievidza

Erich Bielik, P, Dolny Kubin
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6.—17.

9.

1.

40

Ingrid Hudecovd, P, Prievidza
Peter Vestenicky, P, Vriitky

‘Vychodoslovensky kraj

Kategorie A

. Jan Hric, 4 P, PreSov, KonStantinova

Igndc Teresédk, 2 P, Michalovce

. Galina Kumiédkovd, 4 P, KoSice, Kovaéskd

Peter Spisiak, 4 M, Kogice, Smeralova

. Vladimir Danéik, 3 M, KoSice, Smeralova

Lubomir Soltés, 4 P, Michalovce
Stanislav Cabala, 4 M, KoSice, Smeralova

Kategorie B

. Juraj Baldzs, P, KoSice, Kuzmanyho

Igndc Teresédk, P, Michalovce

Fdn Smoldrik, P, Kosice, Kovacskd
Lubomir Maéura, P, KeZmarok
Frantisek Bobenié, M, Kogice, Smeralova
Juraj Smik, P, Krompachy

. Karol Kovdé, M, KoSice, Smeralova

Peter Vargovéik, SPSE Prefov
Jdn Kovdé, P, Poprad, Leninova

Kategorie C

Michal Chromy, P, Humenné



2. Tatiana Csizmdrovd, M, Ko$ice, Smeralova
3.—6. §dn Barger, M, Kosice, Smeralova
Roman Fabidn, P, Poprad, Leninova
Fdn Luzny, SPSE Presov
Dana Svariovd, M, Kogice, Smeralova
7. Dagmar Sotdkovd, P, Kosice, Srobarova

Poznamky: Neni-li uvedena $kola, rozumi se gymnazium - G.

Vsichni uvedeni fesitelé v kategorii B byli zaky 2. ro¢niku,

vsichni uvedeni reitelé v kategorii C byli zaky 1. ro¢niku.
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Kategorie Z

SOUTEZNI ULOHY 1. KOLA
Z-1-1

Tomas se Sasou hraji matematickou hru: Toméd$ zacind -
zvoli si jedno z ¢isel 1, 2, ..., 10 a napiSe je na papir. Pak si
libovolné z téchto Cisel zvoli Sasa a pfipiSe je pod TomdSovo.
Na radé je pak opét Tomds, a tak stfidaveé pripisuji Cisla,
aZ je jich na papiru Sest. Je-li jejich soudet druhou mocninou
pfirozeného Cisla, vyhrdvd SaSa, neni-li, vyhrdvd Tomads.
(Cisla se mohou opakovat.)

a) Poradte Tomasovi, jak ma hrat.
b) Tomas zacal Cislem 1. Jak md SaSa odpovédét?

ReSeni. Piedpoklidejme, %e hra jiz prob&hla. Oznaéme
Se soucet vSech Sesti zapsanych Cisel. Pak je Sg alesponn 6
(kdyby oba hraci volili stile 1, je S¢ = 6, jinak je S¢ v&tsi
nez 6). Zaroveni je Sg = 60, protoze kazdy hra¢ miZe zvolit
nejvyse Cislo 10 a tiikrdt voli Tom4s, tfikrdt voli SaSa. Sasa
vyhrdvd v téch pripadech, kdy se Sg rovnd nékterému z ¢i-
sel 9,16, 25, 36, 49, zbyvajici mozné soulty jsou vitézné pro
Tomaése.

a) Je-li soucet S5 prvnich péti zapsanych ¢isel mensi nez

42



25, miize ho Sasa doplnit poslednim ¢islem na druhou moc-
ninu a vyhrat. Tomd$§ musi proto hrét tak, aby bylo S5 = 25
a pritom takové, aby je SaSa nemohla doplnit na ¢islo 36 nebo
49. Tomads se tedy bude snazit, aby se S5 rovnalo nékterému
z Cisel 25, 36, 37, 38, 49, 50. Sdm vSak miiZe pfipsat nejvyse
3 X 10 = 30, a proto nemulZe zajistit, aby bylo S5 = 36.
Musi proto hrit tak, aby bylo S5 = 25. Toho miZe dosahnout
jen tehdy, je-li 15 = 84 = 24. Bude proto usilovat, aby
83 = 14. K tomu potfebuje, aby 4 = S; =< 13. Na zacdtku
tedy zvoli S; = 3. Pak je 4 = 82 =< 13 a Tomas zvoli dalsi
&islo tak, aby S3 = 14. Soucet S se pak rovnd nékterému
z Cisel 15, 16, ..., 24, podle toho, zda Sasa volila ¢islo 1,
2, ... nebo 10. Tomd§ pak zvoli ¢islo 10, 9, ... nebo 1, aby
nezavisle na tom, jak volila Sa$a, byl soucet prvnich péti
Cisel roven 25. Pak je 26 = Sg = 35, a tedy pii Zddné Sa-
$iné volbé posledniho ¢isla neni soucet S druhou mocninou
pfirozeného &isla. Vitézem je Tomas.

b) Zacne-li Tomds ¢islem 1, pfipiSe Sasa Cislo 2, aby byl
souet prvnich dvou &isel 3, a ddl hraje Sasa tak, jak hrdl
Tomd$ v predchdzejicim pifipadé: po TomdSové volbé je
soucet prvnich tfi Cisel alespoii 4 a nejvyse 13. Sasa voli Ctvrté
Cislo tak, aby se soucet prvnich Ctyf Cisel rovnal 14. Tomds
muZe volit 1, 2, . .. nebo 10 a zvysit celkovy soucet napsanych
Cisel na 15, 16, ... nebo 24. Sasa voli Sesté Cislo tak, aby
vysledny soucet byl 25.

43



Oba postupy jsou zndzornény v této tabulce:

Tomas Sasa Tomas
. .[:
a } S1 =3 4 <= 8§ =13 S3 = 14
b S1=1 S> =3 4<83=13
¥ Sasa Tomis Sasa
\
a ‘ 15 < Ss = 24 S5 =25 26 = Sg = 35
| b Sy =14 15 < 85 =24 Se =25
|
| |

Z-1-2

Najdéte vSechna pfirozend Cisla #, pro kterd plati: Soudin
(n+ 1)(n + 3)(n + 5) neni délitelny Zddnym prvocislem
véts§im nez 3.

Reseni. Vyhovuje-li &slo #» podmince tlohy, pak Z4dné
z Cisel n + 1, n + 3, n + 5 neni délitelné Zidnym prvo-
Cislem vétSim nez 3. Z prvocisel déli tudiz Cislo # + 1 nej-
vySe Cisla 2 a 3, totéz plati pro Cisla n + 3, n + 5. Z Cisel
n+ 1, n+ 3, n+ 5 je vSak tfemi délitelné pravé jedno,
zbyvajici dvé pak musi byt mocninou cisla 2. Pfitom se tato
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dvé ¢isla lisi bud o 2, nebo o 4. Mocniny ¢isla 2 jsou 2, 4,
8, 16, 32, ...,z nich se o 2 li$i pouze Cisla 2, 4, o 4 se lidi
pouze Cisla 4, 8. V prvnim piipadé se trojice n + 1, n + 3,
n -+ 5 rovnd trojici 2, 4, 6, v druhém ptipad¢ se jednd o trojici
4, 6, 8. Je proto v prvnim pfipadé n = 1, v druhém n = 3,
coZ jsou vSechna feSeni ulohy.

Z-1-3

Je din obdélnik ABCD a uvnité n&ho bod X. Usecky,
které spojuji bod X s vrcholy 4, B, C, D, rozdéluji obdélnik
na Ctyfi trojihelniky. Obsahy t#i z nich jsou 31, 54 a 90.
Urcete obsah obdélniku ABCD.

ReSeni. Soudet obsahti trojtihelniki ABX a CDX (obr. 1)
se rovnd poloviné obsahu obdélniku ABCD, protoze oba
trojihelniky maji stejné velké zdkladny AB, CD a soucet
jejich vysek k témto zdkladndm se rovnd velikosti druhé stra-
ny AD obdélniku ABCD. Stejné tak se rovnd poloviné obsahu
obdélniku ABCD také soulet obsahd trojuhelnikit ADX
a BCX. Oznaéme P obsah ¢tvrtého z trojihelniki, na které

D c

Obr. 1
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je obdélnik rozdélen, a Q obsah obdélniku ABCD. Vime,
Ze plati

Q =2(31 + 54) =2(90 + P) nebo Q =2 (31 + 90) =
—2(54 + P) nebo Q =2 (54 + 90) =2 (31 + P).

V prvnim pripadé by bylo Q = 170, ale P = —5. Tento
pripad nemiiZe nastat, protoZze obsahem trojihelniku nemize
byt Cislo zdporné. Obsah obdélniku ABCD se proto rovna
bud dislu 2 (31 + 90) = 242 a P = 67, nebo je Q = 2(54 +
+ 90) = 288, P = 113. Oba tyto pfipady mohou nastat,
tloha ma tedy dvé feSeni: 242 a 288.

Z-1-4
Rozhodnéte, zda pfirozené cislo
110100100010000100000. . . .,

které ma tisic Cislic, je délitelné Cislem 72.

ReSeni. Dané piirozené &islo oznaéme A. Cislo 4 je déli-
telné Cislem 72 pravé tehdy, jestlize je délitelné Cislem 8 a zd-
rovei ¢islem 9. Vime, Ze libovolné pfirozené ¢islo je délitelné
dislem 9 pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
deviti. Cislo je délitelné osmi, jestlize je délitelné osmi jeho
posledni trojéisli.

Vsimnéme si nyni podrobnéji, jak dostaneme zépis Cisla A
v desitkové soustavé: Nejdiive napiSeme Cislici 1, napravo
od ni dvojéisli 10, pfipiSeme zprava trojCisli 100, ctyicisli
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1000 atd. PokraCujeme tak dlouho, aZz dostaneme Cislo,
které md aspoii 1000 &islic. Reknéme, Ze jsme naposled
pfipsali jedni¢ku a # nul. Dostali jsme Cislo

1/10/100/1000|1 .. ./1060... 0],
—
n

které md 1 +2+3+ ... +(n + 1) cislic a konti »
nulami. Vzpomeneme si, jak pry slavny némecky matematik
K. F. Gauss secetl rychle jiz jako Zdk zdkladni $koly vSechna
pfirozend Cisla od 1 do 100. Secetl nejprve prvni ¢islo s po-
slednim (1 + 100), pak druhé s pfedposlednim (2 + 99),
atd. Celkem dostal 50 souétll, kazdy z nich byl 101, celkem
tedy 50.101 = 5050. Tento princip pouZijeme i my a dosta-
neme

(n+1)(n+ 2)

142434 ... +(n+1)= 5

Hleddme nyni nejmensi pfirozené Cislo n, pro které je pred-
chdzejici vyraz aspoil 1000. Zkusmo zjistime, Ze n = 44.

Obdrzené Cislo md

L e

sahuje 45 jedniCek. Z ného dostaneme Cislo 4 Skrtnutim
35 nul na konci. Cislo A tedy koné¢i deviti nulami a v jeho
zdpisu v desitkové soustavé je kromé nul 45 jednicek a Zddné
dali cifry. Cislo A4 je proto délitelné tisicem, a tedy té% osmi,
a protoZe jeho ciferny soudet je 45, je délitelné i deviti. Proto
je Cislo A délitelné Cislem 72.

= 1035 mist, kon¢i 44 nulami a ob-
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Cislo n — 44 jsme mohli najit i bez uZiti vyse uvedeného
vzorce. Je totiz 1+ 2+ ... + 10 =55, a proto 11 +
+124 ... +20=155, 21 +22+ ... +30=255 a
31 + 32+ ... + 40 =355,tedy1 + 2 + ... + 40 = 820.
neme Cislo vétsi nez 999. To nastane pii Cisle 45, tudiz
n + 1 =45,n = 44,

Z-1-5

Kazdy vrchol krychle s hranou dlouhou 6 c¢cm odfizneme
rovinou, kterd protne hrany vychdzejici z tohoto vrcholu
2 cm od vrcholu. Uréete pocet vrcholi, hran, stén, povrch
a objem mnohosténu, ktery tak vznikne.

Reseni. Krychle md 8 vrchold, po odfiznuti dostaneme
misto kazdého vrcholu krychle tfi vrcholy nového mnoho-
sténu (obr. 2), ktery md tudiz 24 vrchold. Krychle md 12 hran,

Obr. 2
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Cast kazdé hrany je i hranou nového mnohosténu. Kromé
nich md tento mnohostén pfi kazdém odfiznutém vrcholu
krychle dal$i tfi hrany, celkem md vznikly mnohostén 36 hran.
Krychle md 6 stén, kazdd rovina fezu urCuje jednu daldi
sténu mnohosténu, ktery md celkem 14 stén. Kazdd z nich je
bud pravidelnym osmithelnikem - takovych stén je 6 - nebo
rovnostrannym trojihelnikem - takovych stén je 8. Osmi-
thelnik vznikne ze stény krychle odfiznutim ¢tyf rovnora-
mennych pravouhlych trojihelnikti o odvésndch délky 2 cm.
Trojtihelnikovd sténa ma podle Pythagorovy véty strany dlou-

— 2.2
hé 2 |/2 cm. Obsah osmithelniku je 62 — 4 . e 28 cm2,
(2 ]/ 22

obsah trojuhelnikové stény je ~— V3 =2 ]/3 cm2,

Povrch vzniklého mnohosténu je S =6 .28 + 8.2 ]/3 =

= 168 + 16 |/3 cm2. Objem tohoto mnohosténu vypolteme,
kdyZz od objemu krychle odefteme objem osmi odiiznutych
jehlant. Podstavou kazdého takového jehlariu je rovnoramen-
ny pravouhly trojihelnik s odvésnou 2 a vyska jehlanu je
4

1
rovnéz 2 (vSe v cm). Objem jehlanu je tedy i 2.2= 3

4 1
objem mnohosténu je 63 — 8 . o 205 ) cm3,
Z-1-6
Je ddn lichobéznik ABCD s pravym uhlem pfi vrcho-
lech A, D a se stranami |AB| =6, |AD| = |CD| = 3. Na

jeho stfedni pficce je ddn bod S ve vzdalenosti 2 od strany AD.
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Sestrojte kosoctverec, ktery ma stied v bodé S a uvniti kazdé
strany lichobéZniku leZi jeden jeho vrchol.

ReSeni. Pii konstrukci kosoétverce vyuZijeme jeho vlast-
nosti, a sice to, ze uhlopfiky kosoctverce jsou na sebe kolmé
a vzdjemné se puli. Ddle vyuZijeme soumérnost kosoctverce
podle jeho stfedu. Ozna¢ime-li M vrchol kosoctverce na
strané AD lichobéZzniku (obr. 3), lezi protéjsi vrchol O nejen
na strané BC lichobéiniku, nybrz i na tusece A'D’, kde
A’y D" jsou body soumérné sdruzené k bodim A, D podle
stiedu S. Sestrojime tedy nejdfive prasecik O useéek BC,
A'D’ a k nému vrchol M tak, aby byly body O, M soumérné
sdruzené podle stfedu S. Zbyvajici vrcholy N, P kosocltverce
lezi na uhlopfi¢ce, kterd prochdzi bodem § a je kolmd na
thlopficku MO. Najdeme je jako pruseciky této kolmice se
stranami AB a CD lichobéZniku.

D
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SOUTEZN{ ULOHY II. KOLA
Z-1-1

Je déna kruZnice k& a v jeji vnitfni oblasti bod O rizny
od stiedu kruZnice k. Sestrojte kosoctverec se stiedem v bo-
dé O tak, aby tfi jeho vrcholy lezely na kruZnici k. Kolik md
tloha feSeni? '

ReSeni. Protoze tii vrcholy hledaného kosoétverce maji
leZet na kruZnici k, musi byt jedna jeho uhlopficka tétivou
kruznice k. Protoze bod O je stiedem této tétivy, je tato
tétiva kolmd na ten primér kruZnice %, ktery prochdzi bo-
dem O. Bodem O vedeme tedy kolmici k spojnici bodu O
se stfedem kruZnice k; pruseciky této kolmice s kruZnici &
jsou dva vrcholy hledaného kosoltverce, oznac¢me je A, C.
Zbyvajici dva vrcholy kosoctverce lezi na druhé dhlopficee,
tedy na spojnici bodu O se stfedem kruznice & (obr. 4). Jeden
z nich leZi kromé& toho také na kruznici k. Uloha m4d dvé feeni,
jsou to kosoctverce ABCD a AB'CD'.
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Z-11-2

Soucet podilu a soucinu dvou ptirozenych &isel p, ¢ je 30.

Urcete v8echny dvojice ¢isel této vlastnosti.

ReSeni. Podle znni tlohy méd platit 4 + pq = 30. Proto
q

je Cislo p ndsobkem Cisla ¢, a tudiz p = q. Kdyby bylo
g =6, bylo by i p =6, tedy pg= 36, co? nemize platit,

protoZze pqg =30 — g Je tedy ¢ = 5. Zkusime proto postupns
q

g=1, 2, 3, 4, 5 a z vySe uvedené rovnice vypolteme p.
V poslednich dvou pfipadech neni &islo p pfirozené, tloha
md jen tfi feSeni: ¢ = 1, p = 15, ddle ¢ = 2, p — 12 a ticti
feSeni je ¢ = 3, p = 9.

Z-11-3

Vnitfnim bodem K obdélniku ABCD vedeme piimky
rovnobézné s jeho stranami. Dany obdélnik tim rozdélime
na Ctyfi obdélniky. Obsahy tfi z nich jsou 16, 12 a 18 (obr. 5).

D
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Urcete obsah ¢tvrtého obdélniku a obsah daného obdélniku
ABCD. '

ReSeni. Délky stran obdélnikii ozna¢ime podle obr. 5.
Plati tedy ac = 16, bc = 12, bd = 18 a obsah Ctvrtého
obdélniku je ad. Protoze je ad:ac =bd:bc =18:12 =
=3:2,je ad = ac . % = 24. Obsah Ctvrtého obdélniku je

24, obsah obdélniku ABCD je 70.
Z-1-4

Je ddna krychle ABCDA'B’'C’'D" o hrané délky 10. Na
pfimce B’C’ zvolime bod M tak, aby bod C’ byl stfedem

Obr. 6
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use¢ky B'M. Rezem dané krychle rovinou A'BM je rovno-
ramenny lichobéZnik. Vypocitejte jeho obsah.

Reseni. Pfimka BM protind tse¢ku CC’ v jejim stiedu S,
pfimka A’'M protind useCku C'D’ v jejim stfedu T (obr. 6).
Miéme vypotitat obsah lichobézniku A’BST. Usecka ST
je stfedni pficka trojihelniku A'BM, vyska lichobézniku se
rovnd jedné poloviné vy$ky tohoto trojihelniku. Je |A'B| =

— 1 — _ _

—101/2,|ST]| =510 |2 = 5 |/2. Déle je |[KM[2 — | KB+

+ |B'MP2 = (5 J/2)2 + 202 — 450, [KM| — 15 |/2. Obsah li-

10)2+5)2 15)2 225
2 2 2

chobézniku je = 112,5.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA V CSR
(Ulohy ptipravil KV MO Severomoravského kraje.)
Z--1
Najdéte vSechna prirozend Cisla m, n, p, jejichZ soucet je
42, pfiCemZ jedno z nich se rovnd druhé mocniné soultu
obou zbyvajicich.

ReSeni. Uloha md t#i feSeni, jsou to trojice (1, 5, 36),
(2, 4, 36) a (3, 3, 36).
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Z-11-2
Dokazte, Ze pro vSechna redlnd Cisla x, y plati nerovnost
(x+y+ 12+ (x+yP2=4t

Kdy nastane rovnost?

Regeni. Nerovnost upravime na ekvivalentni tvar (2x +
+ 2y + 1)2 = 0. Rovnost plati priavé tehdy, kdyz je x +
+y=—4%

Z-11-3

Je dédn ctverec ABCD a jeho vnitini bod K, ktery neni
jeho stfedem. Sestrojte kosoctverec X YUV tak, aby bod K
byl jeho stiedem a aby alespoii tfi vrcholy kosoctverce leZely
na strandch ¢tverce ABCD. Kolik md tloha feSeni?

ReSeni. Postup je obdobny jako u tlohy Z-II-1. Uloha
mé vzdy asponn dvé feSeni, nekonecné¢ mnoho feSeni md
tehdy, kdyz bod K lezi na stfedni pticce &tverce ABCD.

Z-11-4

Je dén kvddr ABCDEFGH se étvercovou  podstavou
ABCD o délce hrany |AB] =9 cm a vysce |AE| = 24 cm.

a) Vypoctéte délku nejkrat$i spojnice bodt K, L jdouci
po sténdch kvdadru. Body K, L jsou body podstav, bod K
lezi na ose hrany AB ve vzddlenosti 1 cm od hrany 4B,
bod L lezi na ose hrany GH ve vzddlenosti 1 cm od hrany GH.

b) Na obraze kvddru (obr. 7) ndértnéte nejkrat$i spojnici
bodu K, L.
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Obr. 8
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ReSeni. Ulohu fesime nejlépe pomoci sité kvadru, délka
nejkrat¥i spojnice boddt K, L je |/1000 = 31,62. Nejkratsi
spojnice je naCrtnuta na obr. 8, mohli jsme ovSem vzit i tu,
kterd je s nacrtnutou soumérné sdruzend podle roviny sou-
mérnosti Gsecky AB.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA V SSR
(Ulohy piipravil KV MO Zipadoslovenského kraje.)
Z-1l-1

Ndjdite najmenSie prirodzené Cislo n, pre ktoré plati, Ze
pocet Cislic potrebnych na zdpis vSetkych prirodzenych ¢isel
1 az n je vacsi ako trojndsobok Cisla 7.

Vysledok je » = 1108.

Z-111-2

Je dany rovnoramenny lichobeZnik so zdkladnami AB, CD.
Zostrojime jeho uhlopriec¢ky a ich priesecnik oznaCime S.
Vypocitajte obsah lichobeznika, ak viete, Ze obsah trojuhol-
nika DSC je 3 a obsah trojuholnika ASD je 6.

RieSenie. Trojuholniky DSC a DAC maju rovnaké zdklad-
ne, teda ich vy$ky su v pomere 1 : 3. Vyska trojuholnika DAC
je vyskou lichobeznika. Obsah lichobeznika je 27.
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Z-11-3

Kolkymi spésobmi moézeme celé &isla od 0 aZ po 20 do-
sadit namiesto premennych @, b v nerovnosti a < b tak, aby
bola splnend?

RieSenie. Ak a = 0, tak b mdZe nadobudat hodnoty od
1 az po 20, ak a = 1, tak miesto b m6Zeme dosadit celé Cisla
2 az 20, atd. Spolu je to 20 + 19 + ... + 2 + 1 =210
pripadov. )

Z-1ll-4

Na kocke ABCDA'B’'C’'D’ s hranou dizky 10 st umiestne-
né body M, N, P nasledovne: Bod M je stred tsecky 4B,
bod N je stred tsecky BC, bod P je stred usecky CC’. Néjdite
velkost obsahu rezu kocky rovinou uréenou bodmi M, N, P.

RieSenie. Rovina urend bodmi M, N, P pretne kocku
v pravidelnom 3estuholniku, dizku strany $estuholnika uréime
pomocou Pytagorovej vety, je |MN| =5 ]/2. Obsah $estuhol-
nika mézeme vypocitat ako Sestndsobok obsahu rovnostran-
ného trojuholnika so stranou 5 |/2. Vysledok: 75 |/3.
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Kategéria C

SUTAZNE ULOHY 1. KOLA
Cc-1-1

Vnatornym bodom X trojuholnika ABC vedieme rovno-
bezky s jeho stranami a tak rozdelime trojuholnik 4ABC na
tri trojuholniky a tri rovnobezniky. Obsahy novych trojuhol-
nikov st p, ¢, r. Vypolitajte obsah P trojuholnika ABC
pomocou &isel p, g, 7.

. RieSenie. Oznaéme (pozri obr. 9) novovytvorené troj-
uholniky DEX, XFG, KXH. Vzhladom na rovnobeznost
odpovedajticich si strdn, a teda aj zhodnost odpovedajicich

c
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si uhlov, su tieto trojuholniky podobné vsetky navzdjom
1 s trojuholnikom ABC. Vieme, Ze ak st dva trojuholniky

podobné v pomere % : 1, potom ich plo$né obsahy st v pomere
k2 : 1. Preto plati:

32 22

P=—-" = P =— o
P (x +y + 2)2 a (x +y + 272

2
m(x-l—y—l—z)z.

Z tychto rovnosti po odmocneni dostaneme

1/22,__y 1//22__2_
P x+y+2 VP x+y+2

]// r x

s == .

/ P x+y+z

Scitanim Tavych a pravych strdn tychto rovnosti dostivame

Jp+Va+lr x+y+z_
VP x+y+ 2

1,

z &oho vyplyva, ze |/P =7]/‘1—> + Vg + Vs
¢ize P=(|lp + g + |2
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C-1-2

Definujme pre lubovolné Cisla r, s ¢islo min (r, s) takto:
min (r,5) = r,akjer = s, min (r, s) = s, akjer > s.
Nech a, b, ¢ st nezdporné ¢isla a nech plati

(1) a+b=c
Potom plati tieZ

2 min (1, a) + min (1, ) = min (1, ¢);
dokazte.

Riesenie. Budeme rozliSovat niekolko pripadov:

a)0=a=1,0=5b=1. Potom je min (1, a) = a,
min (1,6) = b,a pretoze vzdy plati: ¢ == min (1, c), bude vzhla-
dom na (1)

min (1, @) + min (1, 6) = a + b = ¢ = min (1, ¢),

z ¢oho vyplyva, Ze v tomto pripade nerovnost (2) plati.

b) Necha > 1,0 = b = 1. Potom je min (1, a) = 1,
min (1,6) = b, ¢o znamend, ze min (1,a) + min (1,6) =1 +
+ b=1=min (1, ¢), ¢im sme opit dokdzali spravnost
nerovnosti (2) aj v tomto pripade. Rovnako by sme postupova-
li aj v pripade, ked by bolo 0 =< a = 1,6 > 1.

c) Nech kone¢ne a > 1,5 > 1. Potom je min (1, a) = 1,
min (1, b) = 1, z ¢oho vyplyva, Ze min (1, @) + min (1, ) =
=2 > 1= min (1, ¢), ¢im je dokdzand nerovnost (2) aj v tom-
to pripade.
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Pretoze iné pripady pre nezdporné Cisla a, b uZ nastat
nemd7u, je tym sprdvnost tvrdenia ulohy dokdzani.

C-1-3

Néjdite vSetky prirodzené ¢isla m, pre ktoré plati, ze m + 3
je deliteIné Styrmi, m + 4 je delitelné piatimi a m + 5 je
delitené Siestimi.

Riesenie. Nech m je prirodzené Cislo pozadovanych vlast-
nosti. Zo zadania tdlohy vyplyva, Ze potom musia existovat
prirodzené ¢isla p, g, r tak, Ze plati

(1) m+3=4p, m+ 4=5q, m+ 5 =06r
Rovnosti (1) budu zrejme splnené prdave pre také m, pre
ktoré bude existovat celé nezdporné ¢islo s deliteIné ¢islami
4, 5, 6, pre ktoré plati

2 m+3=4+s, m+4=5+s, m+5=6+s.
Za cislo s vo vztahoch (2) mozno zvolit zrejme kazdé Cislo tvaru
s =4.5.3.k, kde %k je Iubovolné celé nezaporné dCislo, Cize
s = 60 k. Z toho vyplyva, Ze podmienkam tlohy mé6zu vyho-
vovat len Cisla

(3 m = 1,61,121,181,241, ...

a skt$kou sa Iahko presved¢ime, Ze vSetky cisla (3) su rieSe-

niami ulohy.
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C-1-4

Usecky v obr. 10 je treba zafarbit ¢ervenou a modrou farbou
takto:

Zacéneme v niektorom vyznacenom bode a zafarbime niekto-
ra z useliek, ktord z neho vychddza, ¢ervenou farbou. V dal-
$ich krokoch farbime striedavo modrou alebo Cervenou
farbou niektord z dosial nezafarbenych useiek vychddza-
jucich z bodu, do ktorého viedla prave zafarbend usecka.
Takto pokracujeme dovtedy, pokial je to mozné.

a) Urcte, v ktorych bodoch treba zacat, aby sa potom dali
zafarbit vSetky usecky.

b) Kolko roznych zafarbeni vSetkych useCick méze vznik-
nut ?

As By Cs Ds Eg
‘A" B 67D RS

, G G D, Dy E g
Obr. 10

RieSenie. a) Dany obrazec voldme grafom, jednotlivé
usecky s hranami grafu, ich koncové body voldme uzlami.
Pocet hrdn vychddzajucich z daného uzla grafu volime jeho
stupfiom. V danom grafe st s vynimkou uzlov Aia Ejs
vietky uzly pdrneho stupiia. Uzly A, Es st treticho, teda
nepérneho stuptia. Uloha zafarbit vietky hrany daného grafu
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je totoznd s ulohou nakreslit dany graf jednym tahom.
K tomu, aby sme dany graf nakreslili jednym tahom, nemo-
Zeme zacCat v uzle pirneho stupiia. Ak by sme zacali napr.
z uzlu As farbenim hrany AsA4;, pri predpisanom spdsobe
farbenia hrdn by sme sa pri farbeni »domceka« A bud zafarbe-
nim hrany AsAs vratili naspdt do uzla 45 a dalej k domceku
B by sme uZ nemohli pokracovat, pricom by aj niektoré
z hrdn domceka A (napr. A44:) zostali nezafarbené, alebo by
sme nemohli zafarbit hranu A4s4s. Musime preto zacinat
v uzle nepdrneho stupna. K tomu, aby sa dali zafarbit vSetky
tsecky daného obrazca, musime teda zacat v bodoch A,
resp. Ej.

b) Predpokladajme, Ze zacneme dany graf farbit v bode A4;.
Kazdy domcek pozostiva zo 6 hrdn. Po zafarbeni vSetkych
hrédn domceka A sa dostaneme k hrane A48, ktora je spojni-
cou prvych dvoch domcekov. Po vyjdeni z vrcholu A sa
mozeme k hrane AyBi;, ktori budeme farbif ako siedmu,
a teda Cervene, dostat celkom 6 spoésobmi, ale vzniknu pritom
len dve navzdjom rozne zafarbenia hrian domceka A (pozri
obr. 11, na ktorom su Cervené hrany vyznacené plnou Ciarou,
modré Ciarou prerusovanou). Domcéek B zacneme farbit
z uzlu B; modrou hranou a z rovnakych dévodov ako pri
farbeni domceka A dostaneme dve rozne zafarbenia s tym
rozdielom, Ze farby hrdn budd opacné ako na obr. 11. Pri
farbeni prvych dvoch domcekov mdme teda celkom 4 rdézne
zafarbenia. Hranu B4Cj, ktord je spojnicou domcekov B
a C, budeme farbit ako $trndstu, teda modrou farbou. Domdéek
C zafarbime podobne ako doméek A a domcek D podobne
ako doméek B a domdéek E opidt podobne ako domcek A.
Pri kazdom z nich dostaneme teda celkom dve rdzne zafar-
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benia. Pri troch domcekoch médme tak 8 réznych zafarbeni,
pri Styroch 16 a pri vietkych piatich 32. Pritom sme hranu
CyD; farbili ako dvadsiatu prvd, ¢iZe Cervene,a hranu DyE;
ako dvadsiatu 6smu, tj. modre.

Ak zaneme s farbenim grafu z bodu Ej; Cervenou farbou,
dostaneme farbenie domceka E ako na obr. 12, kde opit plnd
Ciara znamend Cervenu farbu hrany a preruSovand Ciara farbu
modrd. Po zafarbeni domdeka E budeme hranu E;D, farbit
ako siedmu, ¢iZe éervenou farbou. Pri tomto spdsobe farbenia
grafu dostdvame teda iné zafarbenia ako pri farbeni z bodu
Az, ktorych je zrejme taktieZ celkom 32. Z toho vyplyva,
Ze celkovy pocet réznych zafarbeni je 32.2 = 64.

Pozndmka. Odporucame Citatelovi, aby si uvedomil, Ze
pri farbeni grafu pozostdvajiceho zo 6 domcekov bude pocet
zafarbeni pri vyjdeni z bodu A4, 64, ale pri vyjdeni z druhého
uzla nepirneho stupiia nedostaneme uZ dalsie rozne zafarbe-
nia grafu. Teda i v tom pripade bude celkovy pocet réznych
zafarbeni len 64.

As Ag Es Es
\ i 7 E /
\ ! :
__\ AL \ Ay 4 & /_._ E
A1 A4 I l E7 l IE4
l | l l
A L [ —
A, A, A, A, £, E3 E; £
Obr. 11 Obr. 12



C-1-5

Je dany lichobeznik ABCD so zikladfiami-AB, CD, kde
|AB| > |CD|. Vrcholom A vedte priamku p tak, aby rozde-
lila dany lichobeZnik na dve Casti rovnakych obsahov.

RieSenie. Vedme vrcholom D daného lichobeZnika rovno-
bezku s uhloprieckou AC tohto lichobeznika. Tédto pretne
polpriamku BC v nejakom bode, ktory ozna¢ime E. Vznikne
tak trojuholnik ABE (pozri obr. 13), ktory md zrejme rovna-
ky obsah ako lichobeznik ABCD. Trojuholniky ACD a ACE
maju totiz spoloc¢nu stranu AC a vy$ky oboch trojuholnikov
na tuto stranu su rovnako velké.

Oznacme F stred usec¢ky BE. Vzhladom na to, Zze |4AB| >
> |CD|, musi bod F lezat zrejme vo vnutri useCky BC.

7/

Obr. 13
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Priamka AF je potom zrejme hladanou priamkou p. Obsah
trojuholnika ABF je totiz polovicou obsahu trojuholnika
ABE a vzhladom na vysSie uvedené teda polovicou obsahu
daného lichobeznika. Z toho vyplyva, Ze obsahy trojuholnika »
ABF a stvoruholnika AFCD su rovnaké.

C-1-6

Je dany trojuholnik ABC. Nech O je stred jemu vpisanej
kruznice a nech |OC| < |04|, |OC| < |OB|. Vyjadrite
velkosti tetiv, ktoré na strandch trojuholnika ABC vytina
kruznica k = (O; |OC|), pomocou velkosti jeho strdn.

RieSenie. Ozna¢me C, D, E, F, G spolo¢né body kruznice
k a obvodu trojuholnika ABC (pozri obr. 14). Trojuholniky
DOC, FOE, COG su zrejme vSetky tri rovnoramenné s rovna-
ko velkymi ramenami, a su preto zhodné. Ich zdkladiiami
su tetivy kruzZnice k vytaté na stranidch trojuholnika ABC,
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ktoré s preto tiez zhodné. Ozna¢me ich dizku 7. Plati
teda: |CD| = |CG| = |EF| = t. Ozname dalej |BC| = a,
|AC| = b, |AB| = c. Body D, E st sumerné podla priamky
AO, body G, F zasa podla priamky BO. Preto plati: |AF| =
= |AC| = b, |BE| = |BC| = a. Dalej plati: |AE| = ¢ —
— |BE| =c¢ —a, |BF| =c¢ — |AF| = ¢ — b. KedZe |AB| =
= |AE| + |EF| + |FB|, po dosadeni dostaneme ¢ = c¢ —
—a + t+ c—b, z toho uz vyplyva: t =a + b — c.

ULOHY KLAUZURNE]J CASTI I. KOLA

C-S-1

Nijdite prvé dve z cisel 3, 33, 333, 3333, ..., ktoré su
deliteIné siedmimi.

RieSenie. Priamym vypoétom sa lahko presvedéime, Ze
ziadne z Cisel 3, 33, 333, 3333, 33 333 nie je siedmimi delitel-
né. Cislo 333 333 viak uz siedmimi deliteIné je, pretoze plati
333 333 = 7.47 619. Tak sme nasli prvé z hladanych cisel.
Druhé by sme mohli rovnako hladat skuiSanim delitelnosti,
ale rieSenie si moZeme ulahdit nasledujicou uvahou:

Cislo zapisané %k + 6 trojkami ddva pri deleni siedmimi
rovnaky zvySok ako Cislo zapisané % trojkami, pretoZe ich
rozdiel je rovny 333 333 . 10%, Co je Cislo deliteIné siedmimi.
Preto dalsim cislom deliteInym siedmimi v danom slede bude
Cislo zapisané dvandstimi trojkami, teda ¢islo 333 333 333 333.
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C-§-2

Urcete, kolkymi spoésobmi mozno dany obrazec (obr.15)
nakreslit jednym tahom. Pritom za rdzne pokladdme také
spdsoby, pri ktorych sa zadina na réznych miestach alebo pri
ktorych sa usecky zakresluji v ré6znom poradi.

Obr. 15

Riesenie. Ako sme zistili pri ulohe C - I - 4, ak chceme
dany graf nakreslit jednym tahom, musime zaat a koncit
v uzle nepdrneho stupnia. V danom pripade musime teda
zacat v bode A a koncit v bode B alebo obratene. Dany graf
pozostdva z troch »domcekov«, z ktorych kazdy obsahuje Sest
hrdn, a z dvoch spojovacich hrdn. Akondhle zakreslime spo-
jovaciu hranu, nemdZeme sa uz vracat spdt. Preto pred
zakreslenim spojovacej hrany uz musi byt zakresleny cely
predchddzajici domcek. Kazdy z troch domcekov moZno
zakreslit Siestimi roznymi spésobmi (obr. 16): KMNLKPQL,
KMNLQPKL, KPQLKMNL, KPQLNMKL, KLQPK-
MNL, KLNMKPQL. Ak zacneme v bode A, mdzeme teda
dany obrazec zakreslit 6.6.6 = 216 spdsobmi. Rovnaky
pocet spdsobov zakreslenia obrazca dostaneme, ak vyjdeme
z bodu B. Celkom je teda 432 moZnosti, ako sa dd dany obra-
zec nakreslit jednym tahom.
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Obr. 16
C-S-3a

Lichobeznik ABCD so zikladfiami |AB| = 10, |CD| =5
a vy$kou © = 9 je svojimi uhloprietkami AC, BD rozdeleny
na $tyri trojuholniky. Vypocitajte ich obsahy.

RieSenie. Oznaéme M prieseCnik uhlopriecok AC, BD
(obr. 17). Trojuholniky DCM a BAM maji odpovedajice

D C
\\ : >
N

2

/
)KN

X

/|
|
/
2 N
|

(1

Obr. 17
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uhly zhodné, su teda podobné. PretoZe podla predpokladu je
|AB| = 2|CD|, st aj ich vy$ky v pomere 2 : 1. Plati preto:
21 = 6, v3 = 3. Z toho vyplyva, Ze obsah trojuholnika ABM
je $.10.6 = 30, obsah trojuholnika CDM je }.5.3 =17,5.
Dalej je obsah trojuholnika ABC rovny %.10.9 = 45,
z ¢oho vyplyva, Ze obsah trojuholnika BCM je 45 — 30 = 15
a rovnako velky je tieZ obsah trojuholnika ADM.

C-S-3b

Pre nezéporné Cisla a, b, ¢ plati a + b = c. Zistite, ¢i potom
musi platit a2 + 362 = 2

RieSenie. UkdZeme, Ze nerovnost a2 + 362 = ¢ nemusi
platit pre vSetky také a, b, ¢, pre ktoré jea + b = c. Stali
totiz, aby sme zvolili ¢isla a, b tak, aby platilo a2 + 352 <
< (a + b)%, ¢o je ekvivalentné s nerovnostou b(b — a) < 0,
a Cislo ¢ tak, aby bolo a? + 362 < ¢ =< (a + b)%. Lahko sa
vidi, Ze prikladom takej trojice su Cisla: @ = 2,6 =1, ¢ = 3.
Je totiz a + b =3 =¢, ale a2 + 302 =7 < 9 = (%

SUTAZNE ULOHY II. KOLA
c-1-1
Je dany lichobeznik ABCD so zikladiiami |AB| = 2a,
{DC| = a. Vedte dve priamky rovnobezné s tuseCkou AC

tak, aby rozdelili lichobeZnik na tri Casti rovnakého obsahu.
Urcte priesecniky tychto priamok s priamkou AB.
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RieSenie. Ozname v = |CE| vy$ku lichobeznika ABCD
(pozri obr. 18). Potom pre jeho obsah P plati

Obr. 18

P«1(2+)—3
=—(2a V0 = -——av.
5 a 2av

Hladané rovnobezky s useCkou AC maju preto rozdelit
dany lichobeznik na tri Casti s obsahom 4 av. Takyto obsah
mad vsak zrejme trojuholnik 4ACD. Preto jednou z hladanych
rovnobeziek je priamka AC. Druhu rovnobezku s useCkou
AC nijdeme tak, Ze trojuholnik ABC rozdelime na dve Casti
rovnakého obsahu. Oznaéme X prieseCnik hladanej rovno-
bezky s priamkou AB, Y jej prieseCnik s priamkou BC.
Obsahy podobnych trojuholnikov BXY a BAC st v pomere
1: 2. Podla vety o obsahoch podobnych trojuholnikov, ktord
sme pouzili v rieSeni tlohy C-I-1, musi preto platit |[BX]:

_ 2 _
:|BA| =1:/2, z Goho vypljva, Ze |BX| = V—“ —al2.
2
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C-li-2

Pre kazdé prirodzené cislo n je &islo N = 102n — 22n
nasobkom cisla 96. Dokdzte.
RieSenie. Cislo N mdzeme postupne upravit takto:

N =22 (52 — 1) = 220 (50 — 1) (57 + 1).

Cislo 227> 22 pre kazdé n=> 1 je zrejme ndsobkom 4. Cisla
57 — 1, 5m,°5% + 1 sd tri za sebou nasledujuce prirodzené
Cisla. Prdve jedno z nich je preto ndsobkom troch. Nie je
to Cislo 57. Ndsobkom troch bude teda niektoré z ¢isel 57 — 1,
57 + 1, ktoré sui pdrne a jedno z nich musi byt ndsobkom
Styroch. Sucin (57 — 1) (5" + 1) bude teda pre kazdé n= 1
ndsobkom ¢isla 3.2.4 = 24. Preto ¢islo N je pre kazdé priro-
dzené n ndsobkom Cisla 4.24 = 96, ako bolo treba dokdzat.

Iné rieSenie. Pri dokaze tvrdenia tlohy mézZeme pouZit
tiez metédu matematickej indukcie. Za tym ucelom oznac¢me
hodnotu c¢isla N v zdvislosti na # ako ay.

Pren =1jea =102 — 22 = 100 — 4 = 96, Co je zrejme
¢islo delitelné cislom 96.

Nech pre. nejaké prirodzené cislo n= 1 je a, = 96k,
kde % je prirodzené Cislo. Potom

@ns1 = 102042 — 22042 — 100 . 1020 — 4 . 221 —
— 96 . 102" + 4a, = 96 (102 + 4F),

¢o znamend, Ze Cislo a1 je tiez ndsobkom cisla 96. Tym je
tvrdenie tlohy dokizané.
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" DalSie rieSenie. Metédou matematickej indukcie sa dd
dokézat, Zze pre Iubovolnd dvojicu prirodzenych Cisel p, ¢
a kazdé prirodzené Cislo n=1 je

pr—gq"=@—Q@"t+p" g+ ... +¢" ),

¢o znamend, Ze rozdiel p? — ¢” je delitelny C&islom p — g.
V naSom pripade sta¢i teda poloZit p = 102, ¢ = 22,

C-1l-3a

Nech a, b, ¢ st nezdporné redlne Cisla také, Ze plati:
a + b= c. Potom plati

{ a b o _¢
2 l+a 1+6=1+¢
Dokdzte. ,

Vysetrite dalej, kedy plati vo vztahu (1) rovnost a rozhod-
nite, & tvrdenie plati aj v pripade, ked nepredpokladdime
nezapornost Cisel a, b, ¢, ale iba to, Ze st rdzne od cisla —1.

RieSenie. Vzhladom nato, Ze Cisla a + 1, 6 + 1, ¢ + 1
su kladné, plati (1) prdve vtedy, ked plati nerovnost, ktort
z nej dostaneme, ak obe strany vyndsobime sucinom (a +
+ 1)@ + 1)(c + 1), Cize

a -+ abc + ab + ac + b + abc + ab + bc=

= ¢ + abc + ac + bc,

74



1j.
(2) a+ b+ 2ab + abc= c.

Nerovnost (2) vSak zrejme plati, pretoze podla predpokladu
je a + b= c a 2ab + abc= 0. Plati preto aj nerovnost (1),
ktorej spravnost sme mali dokdzat.

Rovnost vo vztfahu (1) nastane zrejme prave vtedy, ked
nastane rovnost vo vztahu (2). To vsak nastdva prave vtedy,
ked sucasne plati

3) a+b=c,
(4) 2ab + abc = 0.

Vzhladom na to, Ze ¢= 0, plati (4) prdve vtedy, ked bud
a = 0,alebo 6 = 0. Pre a = 0 v8ak z (3) mame b = c a pre
b =0 jez(3) zasa a = c. Rovnost vo vztahu (1) nastdva teda
prave vtedy, ked bud a =0, b = ¢c,alebo b =0, a = c.

Ak o cislach a, b, ¢ nepredpokladdme nezdpornost, tak
jednak vo vSeobecnosti z (1) nevyplyva (2), ale ani pre
a> —1,b> —1, ¢ > —1, ked (2) z (1) dostaneme vyssie
uvedenym postupom, neplati (1) a zrejme ani (2), ako ukazu-

je tento priklad: Aka = 4,6 = — §,¢c =0,jea + b=c, ale
a b 0,5 —0,5 1 2
+ = + = —1l=——<
l1+a 1+56 1405 1—05 3 3
c
<Q=—-.
1+¢
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C-11-3b

Ak vedieme vnutornym bodom X trojuholnika ABC
rovnobezky s jeho stranami, rozdelime tym trojuholnik na tri
trojuholniky a tri rovnobezniky. Obsahy tychto rovnobeznikov
oznacime u, v, w. Vyjadrite obsah P trojuholnika ABC po-
mocou Cisel u, v, w.

RieSenie. Oznalenie prieseCnikov priamok prechddza-
jucich bodom X so stranami trojuholnika ABC zvolime tak
ako na obr. 19. Obsahy rovnobeznikov ADXK, BEXF,
CHXG v uvedenom poradi oznadime u, v, w. Nech dalej
|AD| = x, |DE| =y, |EB| = z. Vysky trojuholnikov DEX,
XFG, KXH na strany DE, XF, KX v uvedenom poradi
oznaime wv1, v2, v3. PretoZe tieto trojuholniky maji vSetky
uhly zhodné, st navzdjom podobné, a tak plati:

v1:y =v2:2% =uv3:x Cize vy = ky, v2 = k2, v3 = kx,
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kde & > 0 je redlna kons$tanta. Vedme bodom H rovnobezku
so stranou AB daného trojuholnika a jej prieseCnik so stra-
nou BC oznacme L. Trojuholnik CHL je zrejme zhodny
s trojuholnikom GXF. Preto jeho vyska na stranu HL je
rovnd vs. Z uvedeného je zrejmé, Ze vysku trojuholnika ABC
na stranu AB dostaneme ako sucet o1 + w2 + w3 a pre
obsah P tohto trojuholnika plati:

1 k
P:?(x + 3+ 2)(n + vz+v3):?(x + 3+ 22,
z Coho vyplyva, Ze
k
1) P = Y (22 + 32 + 22 + 2xy + 2x2 + 2y2).

Kedz¢ obsah rovnobeznika HXFL je zrejme zhodny s obsa-
hom rovnobeznika CHXG, pre &isla u, v, w plati:
(2) u=xv1 =kxy,v = zv1 = kyz, w = 203 = kx2,
z ¢oho vyplyva
3) uv = k2y2xz = ky?w, uw = R2x%yz — kx2v,
vw = k2z22xy = k3%u.

Z (2) dostaneme

(4) u v w
Xy = —, 2 = —, —_—
PTG AT BEY
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az(3)zasa -

(5) N uw 9 uv 9 oW
X4 = —, = —, _—_—,
Y Tk’ YT

Dosadenim zo (4) a (5) do (1) dostaneme konecne

P=_—
2

k(uw+uv+vw 2u 2v+2w)
ko kv ke k kR

w2w? + 102 + 202 + 2ulvw + 2uvlw + 2uvw?

2uvw

(uv + uw + vw)?

2uvw
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Kategorie B

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA
B-1-1

Na pifimce lezi ¢tyfi razné body 41, A2, A3, A4 a na piimce
s ni rovnobézné pét raznych bodt By, Bs, B3, B, Bs. Kazdou
useCku A;By obarvéte jednou z barev Cervend, modrd tak,
aby nevznikl Zddny jednobarevny Ctyituhelnik (tj. uzaviena
lomend Cdra slozend ze Ctyr usecek stejné barvy).

ReSeni. Kazdému obarveni usetek A;B; mizZeme prifadit
tabulku:

B; B> Bs By B;

A | C C
A M C
As
Ay

V tabulce uvedeme pismeno C nebo M podle toho, je-li
obarveni odpovidajici dsecCky Cervené nebo modré. Podminka
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o Ctyrtihelniku znamend, Ze v tabulce se nesméji vyskytovat
stejnd pismena v rohovych polich obdélniku. y

Reseni Ize najit zkousenim. To si viak usnadnime ovéfenim
tvrzeni: V Zddném sloupci tabulky feSeni nesméji byt tii
stejnd pismena:

C C M
napt. C lze dopliiovat v fddcich budna C M a dile
C ) C M
CcC C MM
nelze,nebo C M C M a ddle nelze.
C M MC

V kazdém sloupci tabulky feSeni jsou tedy dvé pismena C
a dvé pismena M, a to pokazdé jinak. Takovych raznych
sloupcti je Sest:

c cCc MMM

cC MMCCM

M C MC MZC

M MCMZC C
a (kazdé!) feSeni dostaneme vybérem péti z nich v nékterém

pofadi. Napf. prvanim péti sloupciim odpovidd obr. 20 (plnd
¢dra znaci modrou, ¢drkovand Cervenou barvu).
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Je ddn rovnoramenny trojtihelnik ABC se zdkladnou A4B.
Zvolime libovolny bod X pfimky AB rizny od bodd A4, B.
Dokazte, Ze kruZnice opsané trojihelnikim AXC a BXC
maji stejné velké poloméry, a zjistéte, co je mnoZzinou stiedd
viech téchto kruZnic, probihd-li bod X piimku AB.

P

Po
c {2
\ yd
\\ b
e
— S
— PG ]
SN n Y 2
\
AR a
X B
N
Obr. 21
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Refeni (obr. 21). Necht ki(S1, r1) je kruznice opsand
trojuhelniku 4XC, ko(Ss, r2) kruznice opsand trojuhelniku
BXC. Ob¢ kruznice maji spolecnou tétivu CX. Rozli§me
tyto pfipady:

a) X lezi uvniti usecky AB. Pak obvodovy uhel CAX
kruZnice %; nad tétivou CX je shodny s obvodovym uhlem
CBX kruznice ko, takZe obé kruZnice maji nad spoleénou
tétivou CX shodné oblouky, a jsou tedy shodné.

b) X nelezi uvniti usecky AB; necht napf. leZi uvnitf
polopfimky opacné k polopfimce BA (druhy pfipad je obdob-
ny). Pak obvodové thly nad mensim z obloukti CX kruZnice
k1 maji velikost « = |<C XAC]|, obvodové thly nad mens$im
zobloukti CX kruznice kg velikost © — | <L XBC| = |<TABC|=
= «. KruZnice %1 a k2 jsou proto opét shodné.

Tim jsme dokdzali rovnost polomérd, r; = r2, obou kruz-
nic. Abychom nasli mnozinu U v8ech stiedti t&chto kruZnic,
oznatme (obr. 21) o; osu tuseCky AC, o2 osu usecky BC,
1, p2 kolmice v bodech A4, B na pfimku AB. Dile necht
o1 NpL = {K}, 02 N p2 = {L}, 01 N oy = {M}

DokdZzeme, 2e mnozina U je rovna mnoziné V = (01 U 02) —
—{K, L, M}.

Kazdy z bodd S1 je prusecikem pfimky o; s osou tsecky
AX; ta nemuZe prochdzet bodem A4, a tedy ani bodem K,
nebot X # A, a rovnéZ nemulZe prochdzet stiedem M
kruZnice opsané /\ ABC, nebot X ++ B. Plati tedy S1 € 01 —
—{K, M}. Obdobn¢ S; € 0o — {L, M}, takze U C V.

Je-li obrdcené S libovolny bod mnoziny V, pak nastane
pravé jedna z moZnosti:

(I Sean —{K, M},

82



(II) - Seoy — {L, M}.

V piipadé (I) kruznice k(S, r) pro r = |S4| = |SC|
protne pfimku AB v bodé X # A4, nebot S #* K. Podminka
S # M zaruluje, ze X # B, takze S je stfed kruZnice opsané
nékterému z trojuhelnikd AXC. Obdobné v pripadé (II)
zjistime, Ze S je stfedem kruZnice opsané n¢kterému z troj-
thelniktt BXC. Proto U = V.

B-1-3

Necht «, j, y jsou velikosti vnitinich uhlu trojuhelniku,
d velikost jeho nejdelsi strany a P jeho obsah. Pak plati

1 1 1
d2<2P<_ + = + = );
sino  sin f  siny

dokazte. .

ReSeni. Necht a, b, ¢ jsou velikosti stran proti Ghlim
«, [, y. Bez omezeni obecnosti miZeme predpokladat, Ze
a<b=c, takie d = c.

Podle zndmého vzorce je

P = } bc sin o,

1.
2P
— = be;
sin o
obdobné
2P
- = ac.
sin f8
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Proto

1 1 1 1 1
2P| — + —+ = ) > 2P| — + - ) =
sinoe  sin f sin vy sine  sin f8

=c(b + a) > & =d2

Pozndmka. Dokdzali jsme pfi tom silnéjsi tvrzeni:
Je-li ¢ nejdelsi strana A\ ABC a P jeho obsah, pak

1 1
cz<2P<, + — )
sino  sin f§
B-1-4

N4djdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

(1) x2 + 32 + 22 + 2xy + 6xz + 6yz + 6x + 6y + 14z +

(2) 22+4xy —2xz —2y2+ x4+ Ty —42+1=0,
(3) 2x2 + 292 + 22 4+ 2xz + 2yz + 8x + 2y + 52 +6 = 0.

Reseni. (I) Se¢teme (1), (2) a (3) a délime tfemi; dostane-
me

K24+ 2+ 224+ 2xy + 2x2 + 292 + 5x + 59 + 52 +4=0
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neboli
(x+y+22+5x+y+2)+4=0,
1.
x+y+2z+D(x+y+2+4)=0.

Jsou tedy dvé moznosti:

a) x+y+z=-—1,
b) x+y+2z2=—4.

(IT) Odecteme (2) a (3) od dvojndsobku (1). Dostaneme

12xz + 12yz + 3x + 3y + 272 + 3 =0,

i 2+ +x+y+92+1=0.
V piipad¢ a) je x + y = — (2 + 1), takZe mime
—42(z2+1)—(2+1)+92+1=0
neboli —422 + 42 =0,
tedy 2z —1)=0.
Proto

o) 2z =0, x+y=-—1,
g z=1, X+ y=—2
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V piipadé b) je x + y = — (2 + 4), tj.
—42(z2+4)—(2+4 +9%2+1=0,

po upraveé

422 + 82 +3 =0

neboli
2z +3)(2z + 1) =0.
Proto
3 5
V) 32_75 x+y:_?3
7
0) z=——2—, x+y:——2—.

(III) Dosazenim za z a x z &), f3), ), 0) do rovaice (2) do-
staneme:

) 41 +y)y—-1A+y)+T7y+1=0,
odkud
—4y% + 2y =0,
tj.
y=0,apakx=—1,2=0... (—1,0,0),
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anebo

1 3 3 1
y:;,apakx:—?,zzo... —‘2—,7’0 5
B 1+4—y—2y—-2-y—-2)—2y—y -2+

+Ty—4+1=0,

odkud
—4? -2y =0,
tj.
y=0,apakx =—2,2=1... (=2,0,1),
anebo
1 3 3 1
y:—?,apakxz——z-o,zzl (——2—,—3—,1).

AN R WY S DV B
M7 5 Y)Y 7 Yty -5y

+7y+6+1=0,
odkud

3
W+®+;=m
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1 7 7 7
O —+4\— 5 —y)y—5—y+y—F —y+ D+

4 2 2 2
+24+1=0,
odkud
15
4y2+8y+z=0,

1.

3 11 1
y=—-z,a\pakx:——‘—1—,z=—-—2—...

88



(951)
4> 4’ 2]°

Zkouskou se presvéd¢ime, Ze vSech osm trojic skutecné
vyhovuje soustavé.

B-1-5

Oznatme M(n) pocet vSech uspofddanych z-tic nul a
jedniCek, v kterych se nevyskytuji tfi nuly vedle sebe.
a) Urcete M(13). b) Rozhodnéte, zda je M(1000) sudé cislo.
Reseni. a) Vypisem viech moZnosti zjistime

1) M1 =2, MQ2) =4, MG3) =17 M4 =13.

Je-li n = 5, pak vSechny n-tice mizeme ziskat z (n — 1)-tic,
pripisujeme-li za jejich posledni prvek nulu nebo jednicku.
JedniCku lze pfipsat ke kazdé z (n — 1)-tic, kdezto v pfipadé
nuly musime vyloucit situace, kdy je (» — 1)-tice zakoncena
troj¢islim 1, 0, 0. Téch je M(n — 4), takze celkem plati

2 Mn) =2.Mmn — 1) — M(n — 4).
Postupnym dosazovdnim do tohoto rekurentniho vzorce
dostaneme

M(13) = 3 136.
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b) Z rekurentniho vztahu (2) je zfejmé, Zze M(n) je pron > 4
liché, pravé kdyz M(n — 4) je liché. Vzhledem k (1) je tedy
M(n) liché, pravé kdyz n = 3 + 4r nebo n = 4(r + 1), kde
7 je celé nezdporné &islo. M(1000) proto nemize byt sudé
Cislo, nebot 1000 = 4. 250.
Jiny zpusob FeSeni:

a) Jak jiz bylo uvedeno, plati M(1) = 2, M(2) = 4, M(3) =17,
M(4) = 13. Necht n = 4. MnozZinu A, vSech uspofddanych
n-tic spliujicich danou podminku rozdélime na tfi pod-
mnoziny

Any = {(x1, %2, X3, . . .5 Xu) € Ans %1 = 1},
Any = {(x1,%2, .. .5 %) € Ap3 21 =0 A x2 =1},
Any = {(x1, %2, .. ., xn) EAR3;x1 = %3 =0 A\ x3 = 1}.

Tyto mnoziny jsou zfejmé disjunktni a jejich sjednoceni je
A,

Pfitom A,, md M(n — 1) prvka, Ay, md M(n —2)
prvki a Ay, md M(n — 3) prvka. Je tedy pro kazdé n = 4

Mn) = Mn— 1) + M(n — 2) + M(n — 3).

Odtud jiz vypoctem uré¢ime M(13) = 3136.
b) Matematickou indukci dokdZeme tvrzeni:
M(4k + 1), M(4k + 2) jsou sudd cisla, M(4k + 3),
M(4k + 4) jsou lichd, pfi¢emz k£ =0,1,2,3, ....
Pron =1, 2, 3, 4 tvrzeni plati podle (1). Pfedpoklddejme,
ze tvrzeni plati i pro kazdé m =1, 2, ..., n — 1. Pak
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M(n). =Mn—1)+ Mn —2) + Mln —3) =
=2M(n — 2) + 2M(n — 3) + M(n — 4),

a tedy M(n) md pii déleni dvéma stejny zbytek jako M(n — 4).
Pro n — 4 tvrzeni plati, plati tedy i pro . Cislo M(1000)
je proto liché.

B-1-6

Pro redlnd Cisla x, y plati x = y > 0. Dokazte, ze pak
plati '

— )2 — — )2
(% y)£x+y_vxy§§x_ )
8 2 8y

Refeni. Nejprve upravime prostfedni ¢len nerovnosti tak,
)Y p p
aby mél v Citateli vyraz (x — )%

x+y—2)ry _ (Ja—lp2_

¢ 2 3

IR R D )
2=+ Py 2(0x + oy

Protoze x =y > 0, je téz l/; = ]/; > 0. Nahradime-li
ve jmenovateli zlomku (1) |/x &islem |y, zlomek (1) se zvéti
nebo nanejvy$ zistane stejny. Proto

x+y-—2]/;§<(x~y)2:(x—y)2.
2 Ty W
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Nahradime-li ve jmenovateli zlomku (1) ]/37 Cislem ],/;, zlomek
(1) se zmensi nebo nanejvys zlstane stejny a plati

sty -2 (-3 _(x -y
2 ~ 2(2)x ) 8x

ULOHY KLAUZURNI CASTI I. KOLA
B-S-1

Zjistéte, pro jaké trojahelniky lezi stfed kruZnice trojuhel-

niku opsané
a) uvnitf trojuhelniku,
b) na obvodé trojuhelniku,
¢) mimo trojuhelnik.

ReSeni. Bez omezeni obecnosti moZeme piedpoklidat,
Ze o velikostech «, f, y Ghla trojuhelniku ABC plati « = f =
= y. Oznatme S stied kruZnice opsané trojihelniku 4ABC.
Lezi-li S uvniti¥ A ABC, je velikost stfedového tthlu BSC
mensi nez 180°, takze « < 90° a /A ABC je ostrouhly.
“Je-li obricené A ABC ostrouhly, je y = f=a < 90°
akazdy z bod 4, B, CleZi v téze poloroviné uréené pfimkami
BC, AC, AB jako bod § (odpovidajici stfedovy thel je totiZ
mensi nez 180°).

Bod S dile zfejmé je na obvodé A ABC, pravé kdyZ troj-
thelnik je pravouhly. Z pfedchozich dvou pripadi uz plyne,
Zze bod S lezi mimo trojahelnik, prdvé kdyz trojihelnik je
tupouhly.
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B-S-2
Dokazte, ze pro redlna cisla a, b, ¢ plati

1
a2+b2+c22?(a-l—b+c)2.

Kdy plati znaménko rovnosti ?
ResSeni. Pro libovolna redlna a, b, ¢ plati
(a—0b2+ (a—c2+ (b —c2=0, tedy
a2 + b2 — 2ab + a? + 2 — 2ac + b2 + 2 — 2bc = 0,
neboli
3a2 + 362 + 3¢2 = a2 + b2 + 2 + 2ab o 2ac + 2bc.

Proto
1

a2+b2+02§?(a+b+c)2

arovnost nastane, pravé kdyZa = b = c.
B-S-3a

V trojihelniku ABC protind osa uhlu BAC protéjsi
stranu BC v bodé D. Dokazte, Ze

1 1
+ =
|[AB| |AC| |AD|

cos «, kde 2o = |<X BAC|.
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Reseni. Pro obsahy P, P;, P trojthelniki ABC, ABD,
ADC z obr. 22 plati P = Py + P», tedy

3 |AB|.|AC]| sin 20 =

= 1 |AB|.|AD| sin o + 1 |AD|.|AC| sin a.

Obr. 22

2
|AB|.|AC|.|AD| sin o’

Vyndsobime-li tuto rovnost Cislem

dostaneme dokazovany vztah.
B-S-3b

Kolko je prirodzenych ¢isiel # s tymito dvomi vlastnostami:
a) 103 =< n < 104, tj. n je Stvorciferné,
b) v desiatkovom zdpise Cisla # nie st vedla sebe dve pirne

Cislice.
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ReSeni. Pro & = 1 oznaéme M(k) pocet k-cifernych &isel,
kterd spliiuji i podminku b). Kazdé (& + 1)-ciferné C¢islo
splitujici b) dostaneme prdvé jednim z téchto zpusobu:

1. ptipojenim liché cifry k nékterému k-cifernému Cislu
splityjicimu vlastnost b);

2. pfipojenim dvojcisli, jehoZ prvni cifra je lichd a druhd
sudd, k nékterému (k¢ — 1)-cifernému ¢islu spliujicimu
“vlastnost b).

Proto je
M(k + 1) =5M(k) + 25M(k — 1).

Protoze M(1) =9, M(2) =5M(1) + 25 = 70, M(3) =
=5M(2) + 25M(1) =5.70 + 25.9 = 575, je M(4) =
=5M(3) + 25M(2) = 5.575 + 25.70 = 4 625.

Jiné feSeni. Vyzna¢me si schematicky, jak mohou vypadat
Ctyfcifernd ¢isla splitujici podminku b). L bude znaéit lichou
cifru, S sudou cifru. U kazdého tvaru hned piSme pocet
Cisel toho tvaru; vzdy lze uzit pét lichych a pét sudych cifer,
s vyjimkou sudé cifry na prvnim misté, kdy lze uZit jen Ctyfi
cifry (nikoli nulu). :

Tvar cisla pocet Cisel
S L S L 4.53

S L L S 4.58

S L L L 4.58

L S L S 54

L L L L 54

L L S L 54

L L L S 54

L L L L 54
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Ctyicifernjch &isel vyhovujicich podmince b) je tedy
3.4.5% + 5.5% =125.37 = 4 625.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA
B-1Il-1

Dané su kladné Cisla a, b, ¢ také, Ze a3 + b3 = ¢3. Dokdzte,
Ze a® + b2 > %

ReSeni. Dokazovand nerovnost ziejmé plati, pravé kdyz
plati nerovnost (@? + 62)3 > c¢6neboli kdyz plati

(@ + 23 > (a3 + B3)2.
S touto nerovnosti je vSak ekvivalentni nerovnost
a?b? (3a2 + 3b%2 — 2ab) > 0.

Ta je vSak skutecné splnéna, protoze a2 > 0 a

302 + 3b2 — 2ab = (a — b)® + 242 + 252 > 0.

3 /p\3
Jiné FeSeni. Podle predpokladu je ( i) + (—) =1,
C [4 -

| a

Proto jsou obé cisla kladnd a mens$i nez jedna. To

4

2 a\3 /b\2 b\3
> (—) A (_) > (—) , a tedy
c c c

vﬁ

a
vSak znamend, Ze (
c
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a\? b\2 a3 b\3
() (2> (&)« (&) -»
c c c c
odkud a2 + b2 > 2.
B-1l1-2

Urcete mnozinu viech bodd uvnitf nebo na hranici pra-
votihlého rovnoramenného trojuhelniku ABC o velikosti
pfepony c, jejichz soucet vzddlenosti od jednotlivych stran
trojuhelniku je roven danému kladnému cislu p. Provedte
diskusi vzhledem k parametru p.

B
N N2 v N
2 |
|
u
!
c £ A
2
Obr. 23

Reseni (obr. 23). Oznalme u, v, w vzdilenosti bodu X
trojuhelniku ABC od jeho stran AC, BC, AB. ProtoZe se
obsah trojihelniku ABC rovnid soultu obsahii trojihelniki
ACX, BCX a ABX (a neni-li X vnitini bod trojihelniku,
je situace obdobnd), plati
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c 1 e
— . =W+ o)+ —cw=—,
2 ]/2 2 4

4.

o

u+v+w]/§=

N |

/
Plati tedy # + v + w = p, pravé kdyz

c

5—1:—_"‘.
w () )1/2 p

c

ProtoZze pro body trojihelniku je 0 = o = 2> md uloha

neprdzdné reSeni pro ta p, pro kterd

o

2
Refenim je promnik trojuhelniku s piimkou rovnobé&znou

c—pl2

s pfeponou, jejiz vzddlenost od pfepony se rovnd 12 .
2 —
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B-1l-3a

Je dén pravidelny 2z-boky jehlan s hlavnim vrcholem V.
Necht néjakd rovina protind bo¢ni hrany jehlanu v bodech
A1, Az, ..., A2y a vySku jehlanu v bodé B. Vyjadiete soucet

1 1 1
—— 4 + e
VA VA |V Azal

pomoci |VB| a uhlu ¢, ktery svird vySka jehlanu s kaZdou
bocni hranou.

Refeni. Pro i =1, ...,7 je VB osa thlu v trojihelniku
A; VA a pritom |<C BVA;| = |<C BVAi.n| = ¢. Podle
vysledku tulohy B-S-3a je

1 1 2
\VAi| VAl VB

Cos ¢.

2n cos ¢
1Z:/

Proto je hledany soucet roven

B-1I-3b

Fibonacciove ¢isla Fj (n prirodzené &islo) su definované -
takto:

Fir=1,F=1,Fyo=Fui+ Fp,n=1,2, ...

Ukéite, ze préve jedno z Cisel Figgi, F1932, ...s Figgo je deli-
teIné Cislom 6.
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ReSeni. V posloupnosti Fibonacciovych &isel se stiidaji
vzdy dvé lichd Cisla a jedno sudé, je tedy pravé kazdé treti
Cislo sudé. Vysetfujeme-li obdobné zbytky pfi déleni Cisel Fy
tfemi, dostaneme tyto zbytky: 1, 1, 2,0,2,2,1,0, 1,1, 2,0
atd. Proto je pravé kazdé Ctvrté Fibonacciovo Cislo délitelné
tfemi, a tedy prdvé kazdé dvandcté Sesti. Z dvandcti danych
za sebou jdoucich Cisel je proto pravé jedno délitelné Sesti.
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Kategorie A

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA
A-1-1

Najdéte viechny uspofddané dvojice x,y kladnych redlnych
cisel, pro které plati

) Vxnyn —1 B ‘l/xn — 1 yn:—l

st / .
Jxy —1 x—1" y—1’

kde 7 je pfirozené Cislo.

RieSenie. Zo zadania ulohy vyplyva, ze x %1, y # 1,
x>0,y>0,xy#1.

Pripad #n = 1 je jednoduchy. Vtedy kazida dvojica klad-
nych realnych ¢isel x, y, pre ktori je x = 1, y £ 1, xy £ 1,
je rieSenim rovnice (1). ,

Pre n > 1 rovnicu upravime. V rovnici vystupuju sucty
geometrickych radov:

Jxnyn — 1 _ _ _
_]/;_y———l: 1+ [xy + (Vo2 + ... + (Jxy)n-1,
xn—1
v 1 =14+x+ ...+ an,
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yr—1 i :
S N—
P +y+ ...+ ynL

Teda rovnicu (1) mdézeme ekvivalentne upravit takto:

1+ Jxy + .o + )t =

:V(l+x+ o+ x )y (1 +y + oL 4y,

Rovnicu mézeme umocnit na druhu a zapisat pomocou
sumacnych znamienok:

n—1 1—1 n—1

@ G (Ve =3 5.3

i=0

Znima Cauchyho nerovnost (pozri napr. 39. zvizok SMM,
A. Kufner: Nerovnosti a odhady)

3 Sal. S8 = (S ab)

plati pre lubovolné redlne disla ag, ..., ams bo, ..., by
Naviac, rovnost plati vtedy a len vtedy, ak existuje redlne
Sislo ¢ také, Ze ap = tho, a1 = tbi, ..., am = thy, alebo ak
bo= ... =by =0.

Rovnost (2) je rovnost v Cauchyho nerovnosti (3) s m =
=n—1, ai = (|/x), b =(|»)i, i=0,...,n — 1. Teda
(2) plati vtedy a len vtedy, ak existuje také redlne Cislo 7,
ze (J/x)! = ¢t (J}y)i, i =0, ...,n — 1. Pre i = 0 z tejto pod-
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mienky vyplyva ¢ = 1. Teda, ak x, y st rieSenim rovnice (1),
tak x = y.

Skiskou sa lahko presved¢ime, Ze kazdd dvojica x, y
kladnych redlnych ¢isel, pre ktord je x =y, x # 1, je rieSe-
nim rovnice (1).

A-1-2

Pro kazdé piirozené Cislo 7 existuje pfirozené Cislo m takové,
Ze na kruznici se sttedem [0, 0] a polomérem m lezi alespoii 7
mifZovych bodii. DokaZte. (MfiZzovy bod je bod s obéma
souradnicemi celo¢iselnymi.)

RieSenie. Ak mreZovy bod [, /] lezi na kruznici so stre-
dom [0, 0] a polomerom m, tak trojica celych Cisel &, I, m
je rieSenim rovnice

¢)) x4+ 32 =22
Naopak ak trojica celych Cisel %, I, m je rieSenim rovnice (1),
tak mrezovy bod [, /] lezi na uvazovanej kruznici.

Teda povodnd uloha je ekvivalentd takejto ulohe: Mdme

ndjst prirodzené c¢islo m také, Ze rovnica (1) md asponn »
rdéznych rieSeni tvaru

(2) kl: ll, m; k2> 12) m;o...5 km ln, m.

Zd4 sa, ze je lahS$ie ndjst n roznych nenulovych celodisel-
nych rieSeni

D1y q15 Y15 P25 425725 + . .5 Pus Qs T
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rovnice (1) (bez podmienky r; = r2 = ... = ry),ako hladat
rieSenia tvaru (2). VS§imnime si v§ak toto:

Ak p1, q1, 11 @ P2, g2, r2 sU nenulové celociselné rieSenia
rovnice (1), potom trojice pire, qire, rirs @ pori, o1, Tirz
st rieSenia rovnice (1) tvaru (2) s m = rire. Tieto trojice
v§ak nemusia byt r6zne. V tejto suvislosti zavedieme novy
pojem. Dve nenulové celodiselné rieSenia p1, g1, 71 2 pa, qo, 2
rovnice (1) nazveme sudelitelné, ak existuje také redlne &islo 7,
Ze plati p1 = tp2, 1 = tq2, 11 = tra.

Ak p1, q1, 11 2 P2, g2, r2 sU nenulové nesideliteIné celo-
Ciselné rieSenia rovmice (1), potom trojice pira, qire, rire
a por1, gor1, r1r2 sU dve rozne rieSenia rovnice (1).

Vo vieobecnosti, ak mdme 7 po dvojiciach nestdeliteInych
nenulovych celo¢iselnych rieSeni p1, g1, 715 P2, 92> 725 - - -3 Puo
gns Tn rovnice (1), tak staci oznacit

MmM=7r1.....%Fn
pi.m
ki = s i=1,...,m,
ri
qi.m .
L = s i=1,...,m
ri

a dostaneme # réznych rieSeni rovnice (1) tvaru (2).

Teda zostdva ndjst » navzdjom nestdeliteInych nenulovych
celociselnych rieSeni rovnice (1).

Z jednoduchej identity

(12 + 22 = (12 — 22 + 4u0?
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vyplyva, Ze pre Tubovolné celé Cisla u, v trojica x = u% — 22,
vy =2uv, z =u® + 92 je celofiselné rieenie rovnice (1).
Ak zvolime postupne u =2 + 1,2 + 2, ...,2 + n, 0 =1,
tak trojice pi =0 +22—1, ¢=20+2), ri=>G+
+ 22+ 1,7i=1, 2,...,n st nenulové celociselné rieSenia
rovnice (1).

UkédZeme, Ze uvedené rieSenia st navzdjom nesudelitelné.
UkédZeme to sporom. Predpokladajme, Ze existuju také
1 <j = n a redlne cislo 7, Ze plati

®) Pi = 1pjs @i = 1qj, ri = 1rj.

i+ 2
Z druhej rovnosti (3) vyplyva ¢ = i Dosadenim do
J
prvej rovnosti v (3) dostdvame
E+22-=DG+2)=0E+2((+ 27— D.

Po jednoduchej dprave mame
G+2)@E+22—1—-(EC+2)J+2)=—(@G+ 2).
Teda cislo 7z + 2 je deliteIné Cislom j + 2. To v$ak nie je

mozné, leboz + 2 <j + 2.

Vysledok mozeme zhrnut takto: Na kruZznici so stredom
[0, 0] a polomerom m, kde

m=1+22+1D.(C+22+1D.....(n+22+1)
lezi aspoii # mreZovych bodov o suradniciach
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GG+22—1).m 2G0@+2).m

t =12, . iy
G+22+1 ° (@G+22+1° P

Pozndmky. 1. Vsetky uvedené body lezia v prvom kva-
drante. Aj body otocené o 90°, 180° a 270° st mreZové body
leziace na uvazovanej kruznici. Podobne body [0, m], [m, 0],
[0, —m], [—m, 0] leZia na uvazovanej kruznici. Teda je tam
asponl 4z + 4 mrezovych bodov.

2. Dd sa ukdzat, Ze trojice #? — o2, 2uv, -+ (4% + 0?)
a 2uv, u? — v%, -+ (u® + %), kde u, v su celé ¢isla, su vietky
celociselné rieSenia rovnice (1) - pozri napr. ulohu A-P-1
26. ro¢nika MO.

A-1-3

Do kazdého trojihelniku lze umistit revnoramenny troj-
2
thelnik, jehoZ obsah je vétsi neZ V? -ndsobek obsahu pu-
vodniho trojihelniku. Dokazte.

Riesenie. Uvazujme trojuholnik ABC. Oznacime pisme-
nami a, b, ¢ diiky strdn oproti vrcholom A4, B, C a « velkost
uhla pri vrchole 4. Nech P je obsah trojuholnika ABC.
Miéme ndjst rovnoramenny trojuholnik s obsahom P’ umiest-

2
neny v trojuholniku 4ABC a taky, Ze F > V—

Ak niektoré dve strany trojuholnika ABC st rovnako
velké, tak ABC je hladany rovnoramenny trojuholnik
a P’ = P. Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme teda predpokla-
dat, Ze platia < b < c.
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Obr. 24

Nech D je bod na strane AC taky, ¢ ABD je rovnora-
menny. Nech E je bod na strane 4B taky, ze AE = b (pozri
obr. 24). Nech P;, P; st obsahy trojuholnikov ABD, AEC,
2 je vySka trojuholnika ABC na stranu AB a w» je vyska
trojuholnika 4BC na stranu AC. Potom plati

P=%cv=1%bw,
Py, =} |AD| . w,
Py =L |AE| . v = } bo.
V2

b
— > —, tak
Ak 2 a

C

P, b ]2
—
c

P Pk

a teda AEC je hladany trojuholnik.

107



b /2
Ukédzeme, Ze v pripade — = —li— je hladanym trojuholni-
c
kom trojuholnik ABD. Z obrdzku 24 vidiet, Ze plati

c

2
COS o0 = ———,
|AD|
a teda
cw
P = ——.
4 cos o

Predpokladajme, Ze BC je najkratSia strana, a teda a je
T
najmensi uhol. Urdite je 0 < o < PR ateda 0 < cosa < 1.

TakZze postupne dostaneme

P cw 2 c

c 1 2 V
E— . ] > — 2 _
P 4 cosa bw 2b cosa 26

N |

22 2
A-1-4

St dané redlne Cisla a, b, rtaké,7ze 0 < a = 2r,0 < b = 2r.
Na kruznici £ s polomerom r st pevne zvolené body 4, B
tak, Ze |AB| = a. Uréte mnozinu vsetkych priese¢nikov
uhloprieCok konvexnych Stvoruholnikov ABXY vpisanych
do kruZnice %, pre ktoré | XY| = b.

RieSenie. Ozna¢ime M hladani mnozinu vSetkych prie-
seCnikov K uhloprieok konvexnych $tvoruholnikov ABXY
s vlastnostou uvedenou v zadani dlohy.
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Ak a = b = 2r, tak bezprostredne vidiet, Ze M je prdzdna
mnozina. Dalej budeme predpokladat, ze a # 2r alebo
b+~ 2r.

Budeme hovorit, Ze tseCku UV vidiet z bodu W pod uhlom
o, ak o je velkost uhla UWYV. Vieme, Ze mnozina bodov,
z ktorych vidiet tsecku UV pod uhlom o, je zjednotenie
dvoch oblukov kruznice.

Miéme pevne zvolené body A, B na kruznici & so stredom
S a polomerom r také, Ze |AB| = a. Nech X, Yy su body
na kruznici & (pozri obr. 25) také, ze |XoYo| = b, priamka
XoYy je rovnobeznd s priamkou AB a bod S lezi v licho-
bezniku ABX,Yy.(Ak a = r, tak existuju dve dvojice takych
bodov. V opacnom pripade st body Xp, Yo urcené jedno-
znacne.) Priamka 4B urcuje dve polroviny ¢ a o. Nech p
je polrovina obsahujica body Xo, Yy. Oznacime «, § velkosti
uhlov AXyB, YoBX,. Nech Kj je priesecnik uhloprieéok
AXo, BYy. Usetku AB.z bodu K, vidiet pod uhlom « + f.

Nech X, Y sd body na kruZnici £ také, ze | XY| =5
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k
Obr. 26

(pozri obr. 26). Oznacime K priese¢nik uhlopriecok kon-
vexného S$tvoruholnika ABXY.

Dalej budeme rozliSovat tri pripady.

1. @ = b. Potom ABX,Y) je obdiznik a « = . Bod X
lezi v polrovine p. Uhol AXB je obvodovy uhol nad tetivou
AB, a teda jeho velkost je o. Podobne uhol XBY je obvodovy
uhol nad tetivou XY, |XY| = b, a teda jeho velkost je f.
Takze tseCku AB vidiet z bodu K pod uhlom « + . Bod K
lezi na obliku kruZnice k1 v polrovine g, z ktorého vidiet
useCku 4B pod uhlom « + . Tym sme ukdzali, Ze M < £1.
Ukédzeme aj opacnu inkldziu.

Nech Z e ki. Oznatime U, V priesecniky polpriamok
AZ, BZ s kruznicou k (pozri obr. 27). Vieme, Ze uhol AZB
je « + (. Bod U lezi v polrovine ¢ na kruZnici & s tetivou
AB, a teda uhol AUB je «. Potom uhol UBV je f a odtial
vyplyva, ze |VU| = b. Stvoruholnik ABUV je konvexny,
ateda Zc M.
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XI
v
8 Y
X
A B A B
k k
Obr. 27 Obr. 28

Cize v pripade a = b mnozina M je oblik kruZnice v pol-
rovine g, z ktorého useCku AB vidiet pod uhlom « + f.

2. a < b. Body X, Y musia lezat v polrovine o (lebo
tetiva XY je dlh$ia ako tetiva AB). Uhol AXB je «. Uhol
YBX mbze byt f alebo © — 8 (obr. 28). Teda uhol AKB
je « + f alebo © + « — (. Z uvedeného vyplyva, Ze M =
< k1 U ko, kde ki, ke st obliky kruznice v polrovine g,
z ktorych vidiet use¢ku AB pod uhlom « + f, resp. © +
+a— p.

Rovnakymi argumentami ako vys$ie mozno ukdzat, Ze
M =% U ks

3. a > b. Body X, Y mézu lezat bud obidva v polrovine g,
alebo obidva v polrovine ¢. Uhol YBX je v obidvoch pripa-
doch f. Uhol AXB je v prvom pripade « a v druhom © — a.
Teda uhol AKB je « + [ alebo = + [ — «. Z uvedeného
vyplyva, Ze M < k1 U ks, kde k1 je oblik kruznice v polro-
vine g, z ktorého vidiet tse¢ku AB pod uhlom « + f, a ks
je obluk kruznice v polrovine o, z ktorého vidiet dsecku AB
pod uhlom = + f — a.
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Ak Z € k1 U ks, tak zostrojime body X, Y ako priese¢niky
polpriamok AZ, BZ s kruznicou k. Jednoduchou tvahou
(ako v pripade 1.) zistime, ze |XY| =056 a ABXY je kon-
vexny Stvoruholnik. Teda M = &1 U ks.

A-1-5

Su dané dve nerastiice postupnosti redlnych &isel {ax},” 5
{bn},>, a dve prosté zobrazenia P, R mnoZiny vsetkych
prirodzenych ¢isel na seba. Utvorme suGlty ap;y + bgyys
@py + bpeys- .. a usporiadajme ich podla velkosti do ne-
rasticej postupnosti {c;}.° ;. Potom pre kaidé dve pri-
rodzené Cisla m, n plati

Cmin-1 = @m + b

Dokazte.
RieSenie. Z definicie postupnosti {c.},” , vyplyva, Ze
existuje postupnost ki, ko, ..., kn, ... takd, Ze

€1 = @py + brepyys -+ o5 Cn = Ay + Brgpnys - - - -

Naviac, pre i 7 j je k; 7 kj.

Z toho, Ze postupnosti {a,},, {bu},., sU nerastice,
vyplyva, Ze aj = a; pre j = m a b; = by, pre i = n. To zna-
mend, Ze nerovnost a; + b; > a;, + by, mdZe platit jedine
prej < malebo i < n.

Oznatime A = {I; P(k)) < m} a B = {I; R(k;) < n}. Ak
¢ > am + by, tak podla predchddzajiceho plati /e A U B,
Kedze mnozina A md m — 1 prvkov, mnozina B ma»n—1 prv-
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kov, tak A U B md menejakon + m — 1 prvkov. To znamenad,
Ze nerovnost ¢; > ay + by, plati pre menej ako n + m — 1 hod-
ndt indexu I Teda (n + m — 1)-ty ¢len nerasticej postup-
nosti {¢x},>,; je nie vi¢si ako an + bu, tj.

Cnim-1 = am + bq.

A-1-6

Je dany Stvorsten ABCD a lubovolny bod K v jeho vnitri.
Nech Gi, G2, G3, Gy su taziskd Stvorstenov KBCD, AKCD,
ABKD, ABCK. Dokidzte, ze objem Stvorstena G1GaG3Gs
nezdvisi od volby bodu K.

RieSenie. Vieme, Ze taZisko Stvorstena deli taznicu v po-
mere 1:3. Ta¥nica je spojnica vrcholu s taziskom steny
$tvorstena. Dalej vieme, Ze S$tvorsten je aZz na posunutie,
otoCenie, pripadne zrkadlovy obraz, jednoznacne urceny
dizkami svojich hrén. Speciilne, objem $tvorstena je uréeny
dizkami jeho hrén.

Nech Ti, To, T3, Ty st taziskd stien BCD, ACD, ABD,
ABC. Bod G, 1 = 1,2, 3,4, deli tsecku KT; v pomere 1 : 3,
lebo G; je tazisko prislu$ného $tvorstena a KT; je jeho taznica.
Teda S$tvorsten G1G2GsGy je rovnolahly so §tvorstenom
T1T>T3Ts s koeficientom rovnolahlosti z‘ a stredom rovno-
Iahlosti K. KedZe koeficient rovnolahlosti je nezdvisly od
volby bodu K, tak dIiky hrin Stvorstena G1G2GsGy tiez
nezdvisia od volby bodu K, a teda ani jeho objem.

Naviac ak si uvedomime, Ze rovnolahlost s koeficientom k&
meni objem telies |k[3-krdt, tak Iahko ur¢ime objem Stvor-
stena G1G2G3G4 pomocou objemu ABCD. Stvorsten T1 T2 T3 Ty
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je rovnolahly so $tvorstenom ABCD s koeficientom rovno-
1
Tahlosti — Y a stredom v taZisku $tvorstena ABCD. Teda

3 /3\8 1
. (—) = — ndsobok
4 64

1

objem Stvorstena G1G2G3G; je 3

objemu $tvorstena ABCD.

Iné rieSenie. Umiestnime §tvorsten ABCD do stradnicove;j
sustavy s pociatkom O. Oznaime g; vektor G; — O. Po-
dobne a =4 -0, b=B—-0,c=C—0,d =D — 0,
k = K — O. KedZe G je tazisko 3tvorstena KBCD, tak
plati

k+b+c+d

fi=—"""7
Podobne plati
_a+k+c+d
g2 = 4 5
_a+b+k+d
g3 = 4 5
a+b+c+k
gr=—.

4

Di#ka hrany G;G: je rovni velkosti vektora

a—b
Go—Gi=g—g= yeul
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Podobne pre ostatné hrany. Z uvedeného vyjadrenia vyplyva,
ze dizka hrén $tvorstena G1G2G3G; nezavisi od voIby bodu K,

|
je rovnd ry dlzok odpovedajucich hrén Stvorstena ABCD.
Teda objem S$tvorstena G1G2G3G, nezdvisi od volby bodu K

1
aje o ndsobok objemu $tvorstena ABCD.

ULOHY KLAUZURNE]J CASTI I. KOLA
A-S-1

Urcte vSetky usporiadané n-tice Cisel ag, ag, . . .,y z inter-

T T . sk .
valu (—- 23 7), pre ktoré md kvadratickd rovnica

n n n
(1) x2 Y cos?a; — x > sin2u; + » sin2o; =0
is1 ic1 i=1

aspon jeden redlny koren.
RieSenie. Kvadratickd rovnica (1) mé aspoii jeden redlny
koren prédve vtedy, ked jej diskriminant

D = (3 sin2u;)2 —4 > cos? oy . > sin2 oy

t=1 i=1 =1
je nezdporny.
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Jednoduchou tpravou pouZitim vzorca pre sinus dvojnd-
sobného uhla dostaneme

(2) D=4[(> sino;cos o) — > cos? o; . > sin? o] =0.

i=1 i=1 i=1

Podla Cauchyho nerovnosti (pozri rieSenie ulohy A-I-1)
vsak plati

n n n

3) (3 sinoy cosoy)2 = > cos?oy . > sin? a;.
i=1 i=1 i=1

Teda nerovnost (2) plati vtedy a len vtedy, ked D = 0.
To je ekvivalentné tomu, Ze plati rovnost v nerovnosti (3).
Zo zadania tlohy vyplyva, Ze cos o; % 0 pre ¢ = 1,2, ..., n.
Teda rovnost v (3) nastdva prave vtedy, ked existuje redlne
Cislo & také, ze

sino;g =k .cosoy, 1 =1,2,...,m,

ekvivalentne
k=tgo =tgoas = ... =tg ay.
v wr ; o Tt Tt
KedZe Cisla a1, . ..,0, st z intervalu | — 5 7) tak posled-

nd podmienka je ekvivalentnd podmienke a; = a2 = ... = ay.
Iné rieSenie. Rovnicu (1) upravime na tento tvar
n n n

> x2cos?a; — > 2xc0S a4 sin oy + , sin® o; = 0,
i=1 i=1 i=1
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1.

n
> (xcos o; — sin oy)? = 0.
i1

Suma Stvorcov redlnych cisel je rovnd nule prive vtedy,

ked kazdy scitanec je nulovy. Teda rovnica (I) je ekviva-
lentnd sustave rovnic

X COS &3 = Sin oq,

X COS otg = Sin ag,
4) .

X COS oty = SIn oy.

Zo zadania vyplyva, Ze cos a1 7 0, cos ag 7~ 0, . .., 08 oy, 7= 0.
Rovnica (1) md redlne rieSenie prdave vtedy, ak md redlne
rieSenie sustava rovnic (4). Tdto md redlne rieSenie prdve
vtedy, ked

sin o sin oy,

e — 3
COS o3 CoS oy

tj.keda1=a2:... = Oy.
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A-S-2

Do kazdého pravouhlého trojuhelnika Ize umistit rovnora-

menny trojihelnik, jehoZ obsah je vétsi nebo roven T_-né-
312
sobku obsahu pavodniho pravouhlého trojihelnika. Dokazte.
RieSenie. Uvazujme pravouhly trojuholnik ABC s pra-
vym uhlom pri vrchole C a dizkou strén a, b, c, a < b < c.
Nech « je velkost uhla BAC. Obsah P je potom

P = 1 bc sin .
Nech D je bod na strane AB taky, Zze |[DA| = b, a nech E

je bod na strane AC taky, Zze |[BE| = |EA| (pozri obr. 29).
Také body zrejme existuju.

Obr. 29

Obsah P; trojuholnika ADC je

1 . b
(€)) Py = —#bsina =— P.
2 c
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Podobne obsah Ps trojuholnika ABE je

1 sine 1 & |
T . Sin o,

11
2 P:—— ., =——Ct =——62__._—:__.
@ Po=—re.Sega="pc. o =

b 1
Ak — = T’ tak podla (1) trojuholnik ADC vyhovuje pod-
¢ 3)2
. b 1 :
mienkam tlohy. Ak — < —, tak podla (2) plati
c 3V2

1 ¢

2 . 1 — 1
Py =— —bcsina>—(3]/22. P=—P.
-2 31/2

4 B

Teda v tomto pripade trojuholnik ABE vyhovuje podmien-
kdm dtlohy.

A-S-3a

V roviné je ddna kruZnice ks polomérem r a na ni body 4, B
ve vzddlenosti d. Necht ¢&islo v spliiuje nerovnosti 0 < d <
<=2

Najdéte mnoZinu viech bodi X z vnéjsi oblasti kruznice &,
pro néz druhé pruseéniky A’ = A, B’ #* B piimek XA,
XB s kruznici k maji vlastnost, ze |A'B’| = v.

RieSenie. Body 4, B rozdelia kruZnicu na dva obliky
k1, k2. Nech k1 je vdcsi z nich, tj. ten, ktory lezi v tej istej
polrovine ako stred S kruZnice %k urfenej priamkou AB.
Nech X je bod z vonkaj$ej oblasti kruznice &, A’y B’ su body
na kruznici & rézne od 4, B, |A’'B’| = v, a X leZi na priamkach
AA', BB'.
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Nech 2u je velkost vypuklého uhla ASB a 2 je velkost
vypuklého uhla A’SB’. Teda o < —7;— afp= -;i Naviac, ¢islo

p nezdvisi od polohy bodov A’, B’, je urfené dizkou .
MbéZu nastat tri pripady:

1. A, B' € ky;
2. A" €k, B € ke
3. A € kz, B' e kl.

V pripade 1 mdme dalsie dve moZnosti:
a) stred S lezi v §tvoruholniku ABB’A’ (obr. 30);
b) stred S lezi mimo $tvoruholnika ABB’A’ (obr. 31).

Obr. 30 Obr. 31

120



V pripade 1a) sa Iahko vypocita
L AXB =n — (<L XA'B’ + §: XB'A") =
=7 — (L XA'B + <L AB'A" + a) =
=t —m—f+a)=§—oa
Podobne v pripade 1b) zistime, Ze
SLAXB =7 —a — f.
V pripade 2 mdme tieZ dve moZnosti:

a) bod § lezi v trojuholniku AB’A’ (obr. 32);
b) bod S lezi mimo trojuholnika AB’A’-(obr. 33).
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V pripade 2a) dostdvame
LAXB =n — (v —f) —(n —(x —2)) = f —
a v pripade 2b) miame
X AXB =7 —a — f.

Rovnako v pripade 3 mdme dve moZnosti a uhol <t AXB
je p —aalebow —a — f.

Nech /; je obluk kruznice, z ktorého vidiet use¢ku AB
pod uhlom  — . Podobne nech J je obluk kruznice, z kto-
rého vidiet tsecku AB pod uhlom 7 — o — . Obidva
obliky lezia v opaCnej polrovine uréenej priamkou AB ako
bod S. '

Z uvedeného rozboru vyplyva, Ze hladand mnoZina M
bodov X s vlastnostou uvedenou v texte tlohy je podmnozina
zjednotenia /1 U b.

Nech Ti, T, T3, T4 s1 priesecniky dotycnic #1, 22 kruznice &
v bodoch A, B s oblukmi /;, l5. UkdZzeme, Ze

(1) M = ILU b — {Tl, Tg, Ts, T4}

(pozri obr. 34).
Ozna¢ime T prieseCnik dotycnic #; a t2. Uhol ATB je

7 — 20. Kedze plati 0 < o < ﬁ§—72i,takn~—21> B—oa

amw—2r>7—ao—ff. Teda bod T lezi vnutri kruznic
oblikov /;, /. Nech bod X lezi na/; U k a je rézny od bodov
T1, To, T3, Ts. MbZe nastat zrejmych Sest pripadov (obliky
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Obr. 34

L, I st bodmi T3, Ty, T3, T4 rozdelené na Sest Casti). Nech
napriklad bod X lezi na obliku /; medzi bodmi 77 a T3
(pozri obr. 35). Potom druhy prieseCnik A’ priamky AX
s kruZnicou k lezi na obliku %; (vzhladom na polohu bodu X
k dotycnici #1). Podobne bod B’ lezi na obliku k;. Kedze
uhol AXB je f — «, uhol AB’'B je «, tak lahko sa vypocita,
Ze uhol A'AB’ je f5. Odtial uz vyplyva, ze |A'B’'| = v. Teda
XeM.

Podobne by sme postupovali v ostatnych pripadoch.

Teda hladand mnoZina je popisand vztahom (1).
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Obr. 35

A-S-3b

V roviné se soufadnicemi x, y je ddna primka p. Pak jsou
pravé tfi moznosti:
a) p obsahuje nekonecné mnoho miiZzovych bodu roviny
(tj. bodu s celociselnymi soufadnicemi);
b) p neobsahuje Zidny mfiZovy bod;
c) p obsahuje pfesné jeden miiZovy bod.
Dokazte. Pro kaZdou z moznosti a), b), c) udejte piiklad
pfimky p.
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Riesenie. UkdZeme, Ze nastane aspoii jedna z uvedenych
troch moZnosti. Predpokladdme, Ze nenastane moZnost b)

ani c).  UkdZeme, Ze vtedy nastane moZnost a).

Ak nenastane moznost b) ani c), tak existuju aspoii dva
rézne mrezové body A, B, ktoré lezia na priamke p. Nech A4
ma4 sdradnice [xo, y0] a B m4 stradnice [x1, ¥1]. Ak rovnica

priamky p je y = kx + ¢, tak musi platit

Yo = kxo + ¢,
1 = kx1 + q,
teda
k:{l__yo,
X1 — Xo
Y1 — Yo
g=%Y0 — Xp —— .
X1 — Xo

Teda rovnica priamky p md tvar

Y1 — Yo
y=—"7"7""
X1 — Xo

(D

Ak 7 je prirodzené Cislo, tak ¢isla

Xn = Xo + n (%1 — Xo),

Yn =30 + n(y1 — o)

(x — x0) + Yo.
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su celé. Naviac zrejme dvojica xy, y» vyhovuje rovnici (1).
Teda na priamke p leZia vSetky mrezové body so suradnicami
[%2s ¥r], tj. nastiva moZnost a). Ak priamka p nema rovnicu
uvedeného tvaru, tak je rovnobeznd s osou y. Potom jej
rovnica je x = xo a obsahuje vSetky mreZové body so su-
radnicami [xg, y], kde y je celé Cislo.

Prikladom priamky pre moZnost a) je Iubovolnd priamka
s rovnicou y = &, k je celé Cislo. Prikladom priamky pre
pripad b) je priamka y = 1}, td neobsahuje ani jeden mreZovy
bod. Na priamke s rovnicou y = |/2 x leZi mreZovy bod so
stiradnicami [0, 0]. UkdZeme, Ze iny mreZovy bod tam neleZi.
Keby totiz mrezovy bod [x1, 1], kde y1 7% 0 alebo 31 # 0,
lezal na priamke y = 1/2_ x, tak y1 = ]/2_ x1. Potom x3 %40

aj y1 # 0, a tedy ]/5 = _f—cl To by znamenalo, Ze ]/5 je racio-
1

nélne ¢islo, a to nie je.

SUTAZNE ULOHY II. KOLA
A-1l-1

Nech 4, B, C, D su mrezové body také, Ze body C, D nelezia
na priamke AB. Nech v; je vySka trojuholnika ABC na
stranu AB a vy je vySka trojuholnika ABD na stranu AB.
Potom o, : 92 je raciondlne ¢islo. DokdZte.

RieSenie. Ak body A, B lezia na priamke rovnobeZnej
s osou y, tak |AB| je prirodzené Cislo a aj v1, v2 su prirodzené
Cisla.
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Ak body A, B nelezia na priamke rovnobeZnej s osou y,
tak priamka AB md rovnicu y = kx + ¢, kde &, ¢ st racio-
ndlne Cisla (pozri rieSenie Ulohy A-S-3b). Oznacme [c1, co]
a [d1, d»] suradnice bodov C, D. Podla vzorca pre vzdialenost
bodu od priamky plati

v1 = ket —c2 + ¢q| : ]/i—:L_kE,

v = |kdy — do + ql: ]/T+—k2
Potom
v1:% = |kcr — c2 + q| & |kdy — ds + ¢

a to je raciondlne Cislo.

Iné rieSenie. UkdZeme najprv pomocné tvrdenie: Ak
mrezové body Xi, Xs, X3 neleZia na priamke, potom dvoj-
ndsobok obsahu trojuholnika X;X>X3 je prirodzené Cislo.

Nech [x;, y:] su suradnice bodu X, i = 1, 2, 3. Bez ujmy
na vSeobecnosti moézeme predpokladat, Ze x3 = x2 < x3
(keby x1 = x2 = x3, tak body X1, X, X3 leZia na priamke).
Ak x1 = x2, tak |X1X5| =|y2 — | a vyska trojuholnika
X1X>X3 na stranu X1X> je x3 — xo. Teda pre obsah P
plati

P =14y —yl . (x3 — x2).

Odtial uz vyplyva tvrdenie.

Nech teraz x; < x2 < x3. Nech X je bod s x-ovou st-
radnicou x2 na usecke X1Xs (pozri obr. 36). Pre druht sd-
radnicu y bodu X plati

(v — 1) : (3 — 1) = (%2 — x1) : (x3 — x1)
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X
Y X
Xy
X1 X2 X3
Obr. 36
a teda
X2 — X1
y=n+——.(3— )
X3 — X1
Pre dizku usedky X»X plati
X2 — X1
| XoX| =32 —y =y2 — 31— ——— (¥3 — ¥1)-
X3 — X1

Obsah P trojuholnika X3 X5 X3 je sucet obsahov trojuholnikov
X1 XoX a XX5X3. Teda plati

1 1
P= Yy [ XoX] . (x2 — x1) + ) | X2X| . (%3 — x2).

Odtial postupne dostaneme
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P = (XX . (50— m) = - (0 —30) - (x5 — ) —

— (%2 — x1) . (¥3 — 1))

Z poslednej rovnosti vyplyva, Zze 2P je prirodzené dislo.
Teraz uz Tahko dokdZeme tvrdenie ulohy. Oznadime P

1
a Py obsahy trojuholnikov 4BC a ABD. Kedie P; = 3

1
.|AB| .v1, Py = ey |AB| . va, tak o1 :vy = 2P;:2Ps. Ale

Cisla 2Py, 2P, su prirodzené, teda v; : v» je raciondlne cislo.

A-11-2

Urdete viechny usporddané n-tice (n= 1) kladnych redl-
nych &isel x1, Xo, ..., Xn, které vyhovuji soustav€ rovnic

1
(1) x1+x2+...+xn=Z,
1 4 n2
@ —+ —+ ...+ —=n2(n+ 12
X1 X2 Xn

RieSenie. Predpokladajme, 7e n-tica kladnych redlnych
&isel x1, x2, ..., X, vyhovuje rovniciam (1) a (2). Oznacime
— i
ai = |/%i, by = —, i =1, 2, ...,n Podla Cauchyho ne-
Xi
rovnosti plati
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n n 1
G)Zﬁ-ifzﬁmﬂhﬂim——#w 1)2.
i=1 P 1

i=1 i=
Z druhej strany podla (1) a (2) plati

n N R n n 12 1
2a.2b=2x.3 —=—n(n+ 17
=1 i=1 i=1 i=1 Xi 4

Teda v Cauchyho nerovnosti (3) plati rovnost. Vieme, Ze
pre kladné ¢islo plati v Cauchyho nerovnosti rovnost prave
vtedy, ked existuje kladné c':islo t také, Ze a; = tb; pre i =

=1,2,...,n Teda|xi = 1. _prez—l 2,...,n Teda

Xi
xi=1.1,1=1,2,...,n Dosadenim do rovnice (1) dosta-
neme

1
T2+ 1)

Zistili sme, Ze ak n-tica kladnych ¢isel x1, x2, . . ., x, vyhovuje
rovniciam (1) a (2); tak

i
- Xi=——"-1=12,...,m
() t 2n(n+1)’ 3~ ]

Dosadenim sa fahko presved¢ime, Ze n-tica (4) je rieSenim
rovnic (1) a (2).
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A-1ll-3a

Dokazte: Ke kazdému rovnobéZniku existuje pravouhelnik
v ném obsaZeny, jehoZ obsah je vétsi nebo roven jedné polo-
viné obsahu ptivodniho rovnobézniku.

Riesenie. Nech ABCD je rovnobeznik. MéZeme pred-
pokladat |4AB|= |BC|. Nech E, F su stredy stran AD, BC
(pozri obr. 37). Nech k je kruZnica nad priemerom EF.
Polomer kruZnice % je rovny % |AB|. Vzdialenost priamok
AB, DC od priemeru EF je nie vic§ia ako § |BC|, teda nie
vicsia ako polomer kruznice k. KruZnica k teda pretina
priamky AB, DC aspoil v jednom bode. Naviac aspoii po
jednom z tychto priese¢nikov je na useCkich AB, DC.
Nech Q je priese¢nik kruZnice k s iseckou AB a R je priese¢-
nik kruZnice k s tseCkou DC, a to taky, Ze QR je priemer
kruZnice k.

Stvoruholnik EQFR je pravouholnik (uhly ERF, EQF st
obvodové uhly nad priemerom EF) a jeho obsah je rovny
polovici obsahu rovnobeznika ABCD.

- Obr. 37
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A-11-3b

V rovine je dand kruznica k s polomerom 1, do ktorej je
vpisany pravidelny 1982-uholnik. Nech M je pevny bod,
ktory lezi v jeho vnutri. Potom existuji dva vrcholy 4, B
tohto 1982-uholnika také, Ze plati

2
(1———)n§{AMB<7:.
- 1982

Dokazte.

RieSenie. Ak A4, B st vrcholy mnohouholnika, ktoré nie
st susedné, tak tseCku AB nazveme uhloprieckou. Uhlo-
prie¢ok je koneény pocet. Specidlne teda, v naom 1 982-uhol-
niku existuje uhlopriecka AB takd, Zze bod M na nej nelezi,
ale je k uhlopriecke AB najbliZsie, tj. ak X Y je ind uhlopriecka
neobsahujica bod M, tak vzdialenost bodu M od XY nie je
mensia ako vzdialenost bodu M od AB.

Oznatime A’, B’ druhé priese¢niky priamok AM, BM

B

Obr. 38
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s kruznicou & (pozri obr. 38). Vnutri (kratSieho) obliku B4’
nelezi ziadny vrchol 1982-uholnika. Ak by tam lezal vrchol X,
tak uhlopriecka A X by bola blizsie k bodu M ako uhlopriecka
AB. Z rovnakych doévodov nelezi Ziadny vrchol 1982-uhol-
nika vnutri kratSieho obliku AB’. KedzZe pre dva susedné

2
vrcholy X, Y nd$ho mnohouholnika plati < XSY = 1_9181:—2

2
(S je stred kruznice k), tak nutne <t ASB" = é,i BSA'<

o
< 1-91;5. Bod M nelezi na priamke AB, takie < AMB <
< 7. Z druhej strany
> ABB' =} < ASB’
X A'AB =} < BSA..
Teda

1
+ AMB =7 — (< A'AB + < ABB) =7 — —.

1 2 2
(S ASB'+ X BSA)=m ——.2 . — —x (1 ﬁ_—),

SUTAZNE ULOHY III. KOLA
A-1lIE-1

Je ddn ctyrstén ABCD a uvnitf Ctyfsténu body K, L, M, N,

které nelezi v roviné. Pfedpoklddejme, Ze také tézisté¢ P, Q,
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R, S crytstént KBCD, ALCD, ABMD, ABCN nelezi
v roving, a oznatme T tézist¢ Ctyfsténu ABCD, T tézistd
Ctyfsténu PORS a T tézisté Ctyfsténu KLMN.

a) Dokazte, ze body T, Ty, T1 lezi v jedné pfimce.

b)vUréete pomér |ToT| : |ToT|.

RieSenie. Zvolime si sustavu sdradnic. Nech a, b, ¢, d
st x-ové suradnice bodov A, B, C, D, k, I, m, n, p, q, 1, s,
t, to, 11 s x-ové suradnice bodov K, L, M, N, P, Q, R, S,
T, Ty, T1. Suradnica taziska je aritmeticky priemer sdradnic
vrcholov $tvorstena, teda

a+b+c+d
[—_._—_—

a+b+m+d

r = 3 5
a+b+c+n
s = 3 5
pHg+r+s
g = 4 5
k+1+m+n
=

134



Z uvedenych rovnic Iahko dostaneme

1+ 3t
tg=——.
4

Rovnaké vztahy dostaneme aj pre y-ové a z-ové suradnice.
Teda bod Ty lezi na tse¢ke 717 a deli ju v pomere 1 : 3,
T je blizsie k bodu T. Ak T splyva s bodom T, tak pomer
{ToT|:|ToT1| nie je definovany. Ak T7 = T, tak z uvedeného
vyplyva
]ToT] : |TOT1[ =1:3.
A-11-2

Dané su redlne Cisla x1, x2, x3, X4, X5, X6. Oznacime M ma-
ximum ich absolitnych hodnét. Dokédzte, Ze plati

(1) |x1x4 — x1%5 + XoX5 — XoXe + X3X¢ — Xx3xa| = 4M2.
RieSenie. Jednoduchymi dpravami postupne dostaneme
|¥1X4 — X1X5 + X2X5 — X2X6 + X3Xe — X3Xa| =
= |x1 (x4 — x5) + x2 (%5 — x6) + x3 . (%6 — xa)| =
= [ml . [xg — xs] + [x2] . x5 — x6| + [x3] . [¥6 — x4 =
= M (|xs — x5| + Iks — x| + |x6 — xa|)

Bez djmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze plati
x4 < x5 < x¢. Potom
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|xa — x5 + |x5 — x6| + |x6 — Xa| = x5 — x4 +
+ x6 — X5 + X6 — xa = 2 (%6 — x1) = 4M.

Z uvedenych vypoctov uz vyplyva nerovnost (1).

Iné rieSenie. Vyraz na lavej strane nerovnosti (1) je rovay
dvojndsobku obsahu trojuholnika ABC, kde 4 = [x1, xg],
B = [x2, x4], C = [x3, x5]. Zostrojime pravouholnik KLMN
taky, Ze jeho strany budi rovnobeZzné s osami stiradnicovej
stistavy a trojuholnik 4BC je vpisany do pravouholnika
KLMN, tj. body A, B, C lezia na strandch pravouholnika
a KLMN je najmens$i moZzny. DokdZeme pomocné tvrdenie:
Obsah P trojuholnika ABC je mensi alebo rovny polovici
obsahu Q pravouholnika KLMN.

Skutocne, ak dva z bodov A4, B, C leZia na jednej strane
pravouholnika KLMN, napr. body A, B na strane KL,
tak P =} |AB|.v. Pritom vySka o je mensia alebo rovnd
|[LM]|. Teda

P=3}|KL|.|ILM| = $ Q.

Ak na ziadnej strane neleZia dva vrcholy trojuholnika
_ ABC, tak az na oznacenie, musi byt napr.'vrchol 4 = K,
vrchol B lezi na strane LM a vrchol C lezi na strane MN.
Vedieme priamku p rovnobeznd so stranou KN cez bod C
(pozri obr. 39). Priamka p rozdeli trojuholnik 4BC na dva
" trojuholniky a pravouholnik KLMN na dva pravouholniky.
Podla predchddzajuceho novoutvorené trojuholniky maju
obsah mens$i ako polovica obsahu odpovedajicich pravou-
holnikov, a teda aj pre ich stcet plati P < Q.
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p
N c M
B
K=A L
Obr. 39

K dékazu nerovnosti (1) si staéi uvedomit, ze dizka strdn
pravouholnika KLMN nie je vicSia ako 2M.

PodTla rieSeni Petra Coufa, ziaka IV. D triedy
Gymndzia W. Piecka v Prahe,
a Vladana Pecha, ziaka I1I. C triedy
Gymndzia M. Kopernika v Bilovci.

A-I1ll-3

V roviné se soufadnicemi x, y najdéte pfiklad konvexni mno-
Ziny M, kterd obsahuje nekone¢né mnoho miiZovych boda
(tj. bodti s celodiselnymi soufadnicemi), ale pfitom na kazdé
pfimce v té roviné lezi jen kone¢né mnoho mriZovych bodi
z M.
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RieSenie. Nech % je kladné iraciondlne &islo, napr. £ = |/2.
Ukéieme, Zze mnozina M vSetkych bodov medzi priamkami

= kxay = kx + 1 md uvedenu vlastnost.

Mnozma M je zrejme konvexnd. Kazdd priamka, 1<tore)
smernica nie je &, pretina mnozinu M v usecke, a teda obsahu-
je len konecne mnoho mrezovych bodov mnoziny M. Na
priamke so smernicou % leZi najviac jeden mrezovy bod.
Skutocne, keby na priamke y = kx + ¢ lezali dva rbzne
mrezové body o suradniciach [x1, y1] a [x2, ya], tak sa lahko
vypocita, ze
yz . y1
X2 — xl

k=

¢o nie je mozné, lebo % je iraciondlne Cislo.

Zostdva ukdzat, Ze mnozina M obsahuje nekonecne mnoho
mrezovych bodov. Vieme, Ze existuje postupnost raciondl-
nych &isel {k,} | takd, Ze k, md desiatkovy rozvoj ukonéeny
na n-tom mieste a 0 = k&, < & < k;, + 10-7. Potom plati

k10" < Ry 107 4+ 1 < k107 + 1.

Naviac, ¢islo k,.10” + 1 je Cislo prirodzené. Teda mnoZina
M obsahuje nekoneéne mnoho mreZovych bodov [107;
kn 107 + 1], n =1, 2,

A-1ll1-4
V kruhu o poloméru 1 je zvoleno 64 navzdjem riznych bodu.
Dokazte, Ze z nich lze vybrat 10 navzdjem rtznych boda,

které lezi v nékterém kruhu o poloméru 3
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RieSenie. Nech % je kruznica, ktord ohraniCuje skiimany
kruh K so stredom S a polomerom 1. Nech Si,...,S6 st
stredy strdn vpisaného pravidelného Sestuholnika A;A4>A3-
AsAsAg do kruznice k (pozri obr. 40). Ukdzeme, Ze kruhy
so stredmi S, Si,...,56 a polomerom } pokryvaji kruh K.

Obr. 40

Uvazujme bod X leziaci v kruhu K. Bod X lezi v niektorom
z uhlov A1S8A4s, A28A4s,...,A6SA1. Bez 4jmy na vSeobec-
nosti moézeme predpokladat, ze X lezi v uhle A;SA4s.
Uvazujme najprv pripad, ked bod X lezi mimo trojuholnika
A1S8A>. Oznadime « velkost uhla S;SX (pozri obr. 41).

™
Zrejme 0 = o = —6~ Podla kosinusovej vety plati
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(1)  |S1X2 =|S1S2 + |SX2 — 2.|5:8].|SX].cos a.

, I3 ,
Kedze |58 = T tak plati

3 -
() |$1.X2 Y + |SX]2 — ]/3.1SX].cos a.

Bod X lezi v kruhu K, teda |SX| = 1. Z predpokladu, Ze
bod X nelezi v trojuholniku 4142S, vyplyva |SX|.cos o =

B

Z rovnosti (2) dostdvame

3 V3 1
SIXP< - 4+1—13. .
ISiXPF = 5 K 2 4

Takze bod X lezi v kruhu o strede S; a polomere 3.
Teraz uvazujme pripad, ked bod X lezi v trojuholniku
A1A45S. Nech naviac |SX| < 1.Ak « je velkost uhla XS88i,

4, A_— :

K \ e ST /\k
a
S
Obr. 42
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tak (pozri obr. 42) z kosinusovej vety dostdvame znovu

™
vztah (1). Kedze 0 = o = ri tak

2 TS0k 2= Si5] con® V313 3

cos o = Cos — = — . — = —.

' = 6 2 2 4
Oznafime x = |SX|. Podla predpokladu je i < x =1

Po dosadeni do (1) a pouZzitim (3) dostaneme

3 3 3\2 3
(4) 1 X< — +x2—2.—x=|x——) +—.
4 4 4 16

3\2 1 =
Vyraz (x ——i—) v intervale <7, 1 / nadobuda najvicsiu

32 1
hodnotu (1 — —) = —. Podla (4) teda
4 16

Takze bod X lezi v kruhu o strede S; a polomere .

KedZze v kruhu K lezi 64 zvolenych bodov, K je pokryty
siedmymi kruhmi o polomere 4, aspoii v jednom z tychto sied-
mych kruhov lezi 10 bodov. Keby totiz kazdy zo siedmych
kruhov obsahoval najviac 9 zo zvolenych bodov, tak by
ich bolo spolu nie viac ako 7.9 = 63.
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A-IlI-5

Dani je postupnost redlnych ¢isel {a,},” | takd, Ze ay # am
pre n # m, dané je prirodzené Cislo k. Zostrojte prosté zobra-
zenie P mnoziny 1,2,...,20k do mnoZiny prirodzenych
Cisel také, aby platilo

@py S o = wer <5 Bpgyoys

Ap(10) > ap11) > .00 > Ap20) >

@p20) < Apa1y < v+ < @pzoys
p20k—10) = p20k—9) > -+ = @por) s
Qp10) > o) > -+ = Ap20k—10) >
@pay) < @pao) < -+ < @pop) -

Riesenie. Najprv prvych 20k ¢lenov postupnosti {a,},.,
zoradime podla velkosti do rasticej postupnosti. To znamend,
Ze zostrojime prosté zobrazenie R mnoziny {1,2,...,20k} na
seba také, ze

(€] gy < Apay <--- o< ooy -
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Zobrazenie P zostrojime tak, Ze polozime P(1) = R(1) a za
¢isla P(2),...,P(10) zvolime devit najvdcsich z Cisel R(1),. ..,
R(20%), za P(11),...,P(20) zvolime desat najmensich z cisel
R(2),...,R(20%), ale v klesajucom poradi. Za P(21),...,P(30)
volime desat najvacsich (z Cisel R(1),...,R(20%)), ktoré sme
este nepouzili, a tak dalej striedajic zase desat najmensSich
v klesajicom poradi za cisla P(31),...,P(40).

Teda (zabezpeCujeme platnost prvych dvoch riadkov a

Gy > Gpagy ):
P(1) = R(1),
P(2) — R(20k—8), P(3) — R(20k—T),. ..,P(10) =
— R(20%),
P(11) = R(11), P(12) = R(10),. ..,P(20) = R(2).

Dalej definujeme v stilade s nerovnostami v riadkoch 2¢ + 1
a2 + 2:

P(20i + j) = R(20k — 10i — 9 + j) pre i — 1,2,...,k — 1,

P(20i + 10 + j) = R(10{ + 12 —j) pre i = 1,2,...,k — 1,
j=12,...,10.
Akl = 21 + 1je nepérne, tak
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P(107) = P(20: + 10) = R(20k — 10 — 9 + 10) =
= R(20k — 10: + 1),
P(10/ + 1) = P(20: + 10 + 1) = R(10{ + 12 — 1) =
= R(107 + 11).
KedZze 2i < k,tak 107 + 11 < 20k — 107 + 1,ateda
@pron > @pror+1) ¢
Pre [ pérné by sme postupovali podobne. UkdZeme este
platnost nerovnosti v predposlednom riadku. Podla definicie
zobrazenia P plati
P(20: + 10) = R(20k — 107 + 1).

Kedse20k — 10 + 1 > 20k —20 + 1 > ... > 20k —
—10(k — 1) + 1, tak

@p10) = o) = FRE0E—10+1) = Fp50) T FR(20k—20+1)
atd.
A-lll1-6
Necht 7, k£ jsou dand pfirozend Cisla. Urcete vSechny uspofd-
dané n-tice nezdpornych redlnych d&isel (x1, X2, ..., *n),

které splniuji soustavu rovnic
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1) A=,

(2) (1 + x]_).(l + xz). “ e .(1 + Xn) :2.

RieSenie. Nech nezdporné ¢isla x1, ..., x, vyhovuji
rovniciam (1) a (2).

Keby bolo x; > 1, tak ¥ + ... + x* = x¥ > 1, &o je

spors (1). Teda 0 < x; < 1 pre { =1, 2, ..., n. TakZe pre
kazdéi = 1,2, ...,nplati x¥ < x;.

VyuZijeme to, Ze Cisla x1, ..., x, st nezdporné a z rovnice
(2) postupne dostaneme

2=+ x). ... QA4+ x) =1+ (x1+ ... +x,) +
+ (X2 + oo+ X1 %) + oL+ xX2. L x> 1+
+(xr 4 oo+ oan) + (axe oo F X)) =1+

+ () (ke o X X)) =2 +
+ (x1x2‘-|- eee + Xp—1 xn).

V uvedenych nerovnostiach musi platit rovnost a teda musi
platit
xX1x2 + ... + Xp-1x, = 0.

Z toho vyplyva, Ze z &isel x1, ..., x, moZe byt najviac jedno
nenulové. Ak vSetky x1, ..., x, okrem x; st rovné nule, tak
z (1) vyplyva, Ze x; = 1. Teda n-tica x1, ..., x, musi byt
niektord z n-tic



3) 1,0,0,0,...,0
0,1,0,0, ...,0

0,0,1,0,...,0

0,0,0,...,0,1.

Skuskou sa presvedéime, Ze uvedené n-tice su rieSenim rovnic

(Da(2).

PodIa rieSenia J. Sgalla, Zziaka III. D triedy
Gymnadzia W. Piecka v Prahe.

Iné rieSenie. Lahko vidiet, Ze n-tice (3) su rieSenim rovnic
(1) a (2). Matematickou indukciou ukdZeme, Ze rovnice
(1) a (2) iné rieSenia nemaju.

Pre n = 1 rovnice (1) a (2) maju tvar

k
x; =1,

14+ x1=2,
ateda x1 = 1 je jediné rieSenie.
Predpokladajme, Ze sustava (1) a (2) nemd iné rieSenia ako

(3), a skimajme stistavu
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4 X+ o+ xf

n+1

=1,
(5) (1 + X1). Ce. (1 + xn—i—]) = 2.

Z rovnice (4) vyplyva,ze 0 = x; = lpre: =1,2,...,n + 1,
ateda 0 =< x* =< x;. Potom tiez

X1+ ... +xn+1§l.

Z rovnice (5) dostaneme

2=0+x). ... . A+ xps)=1+(x1+ ... + xp1) +
+oeie Fx1x0 o X1 =1+ 1+ x1.%0. ... Xp41.
Teda x1.x42. ... .x4:1 = 0. Teda jedno z cisel x1, x2, ...,

Xp+1 musi byt rovné nule, napr. x,,1 = 0. Potom dosadenim
do rovnic (4) a (5) dostaneme pre Cisla x3, ..., x, rovnice (1)
a (2). O tych uz vieme, Ze maju rieSenia (3). Teda rovnice
(4) a (5) maju rieSenia n + l-tice ndl a jednej jednotky.

PodTa rieSenia L. Kouby, ziaka IV. D triedy
Gymnadzia W. Piecka v Prahe.
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Korespondenéni semina¥ UV MO

Jednou z forem péce o ziky talentované v matematice, kte-
i nejsou z Prahy ani z Bratislavy, a nemaji tudiZz moZnost
pracovat v tamnich seminarich, jsou korespondenc¢ni semindfe.
UV MO poiddal v priab&hu 31. roéniku MO celostitni ko-
respondencni semindf, jehoz se zacastnilo 37 zdka. Bylo jim
zasléno ve tiech tématech celkem 17 tloh. Refeni uastnikt
semindfe opravovali pracovnici MU CSAV v Praze a opra-
vend feSeni se zakiim vracela spolu s rozmnoZenym komentd-
fem ke kazdé dloze. Sprdvnost feSeni se bodovala, nejlepSimi
ucastniky celostdtniho korespondencniho semindfe ve Skol-
nim roce 1981/82 byli:

Vladan Pecha, 3. ro¢nik gymnizia M. Kopernika v Bilovci,
Galina Kumiédkovd, 4. ro¢nik gymndzia v Kosicich,
Kovicskd ul.,

Jaroslav Sindeld¥, 4. ro¢nik gymndzia v Teplicich,
Lubomir Soltés, 4. roénik gymndzia v Michalovcich.

Uvéddime znéni vSech dtloh korespondenéniho semindfe
UV MO.

148



Posloupnosti
1.1 Posloupnost {p,} je rekurentné definovina takto:
p1 =2, pron > 1 je p, nejvétsi prvociselny délitel Cisla

pip2 ... Pn—1 + 1.

DokaZte, Ze Zddny ¢len posloupnosti p, neni roven 5.

1.2 Je déno pfirozené Cislo k. Sestavte k-Clennou posloup-
nost ag, a1, ..., ap-1 tak, aby pro kazdé i (0 =7/ =k — 1)
byl ¢len a; roven poctu ¢lent rovnych 7.

1.3 Je déno pfirozené &islo n, (n = 2). Definujeme #-¢lenné
posloupnosti X1, X2, X3, « . . 5 X3 V15 V25 V35 « « -5 Vn
rekurentné: x3 =mn, y1 =1, pro i =1 je

1 n
X =|—(x; + Vi . = —.
T+1 [2 ( i yz)] s Yitl [xi n 1]

Dokazte, Ze nejmensi z ¢lent x1, xo, ..., X, je roven [Vn].
([ ] znamend celou cast Cisla.)
1.4 Necht {a,} je neklesajici posloupnost pfirozenych ¢i-

n
sel takovd, Ze posloupnost 4— je neomezend. Dokazte,
an

Ze nekonecné mnoho Clend posloupnosti {ai} jsou cela cisla.
n

1.5 Dokazte, Ze z kazdé posloupnosti pfirozenych Cisel lze
vybrat posloupnost, jejiz kazdé dva Cleny jsou nesoudélné,
nebo posloupnost, jejiz vSechny ¢leny maji spole¢ného délitele
vétsiho neZ 1.

1.6 Je ddna posloupnost pfirozenych &isel takovd, Ze pro
kazdé prirozené ¢islo 7z soucet ¢lend, které nejsou vétsi neZ »,
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neni mensi nez n. Dokazte, Ze ke kazdému pfirozenému Cislu
existuje jeji vybrand posloupnost, kterd md soulet Clenit
roven k.

1.7 Je ddno redlné ¢islo a. Posloupnost {a,} je rekurentné

) 1 1
definovéna takto: a; = a, a1 = — |ay, — —) pro a, #0,
ap/

ani1 = 0 pro a, = 0. Dokazte, Ze posloupnost {a,} obsahuje
nekonecné mnoho nekladnych ¢leni.

Geometrie

2.1 ABC je rovnoramenny trojuhelnik, | AC| = |BC|,
k je kruZnice se stfedem C, jejiz polomér je mensi nez |AC|.
Najdéte na % vSechny body 7, pro které je teCna kruZnice &
v bodé T osou thlu ATB.

2.2 Je dédna kruznice k se stfedem O, na ni body 4, B,
A # B, AB neni primérem kruznice k£, NN’ je pramér
kolmy k AB, pti¢emz N lezi na men$im oblouku kruZnice &
s krajnimi body A4, B. Oznatme M prusecik tétiv NN,
AB. Necht P je libovolny bod vétsiho oblouku, P = A, B, N'.
Dile je PQ tétiva kruznice k prochdzejici bodem M, a R
prusecik tétiv 4B, PN. Dokazte, ze QM| < |RN|.

2.3 ABC, AA1A4>, BB1Bs, CCiCs jsou Ctyfi rovnostranné
trojihelniky lezici v jedné roviné a stejné orientované.
Dokazte, ze stiedy usecek 41Cs, B1A2, C1Bs tvori rovnostran-
ny trojuhelnik.

2.4 ABCDE a A;B\C\D:E, jsou dva pravidelné pétitthelni-
ky lezici v jedné roviné a stejné orientované, pficemz 4 = Ai.
Dokazte, ze piimky BBi, CCi, DD; a EE; prochdzeji jednim
bodem.

2.5 Strany trojuhelniku jsou a, b, ¢, r = a® + b2 + (2,
s =(a + b + c¢)2 Dokazte, ze 2r < s = 3r.
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Matematickd indukce

3.1 a1, a2, ..., ap necht je koneCnd posloupnost nezi-
pornych Cisel, pro kterou plati: a1 < a2 =< 2a1, ag S a3 =
= 2a3, ..., a1 = ap = 2ay-1. DokaZte, Ze existuje kone¢nd
posloupnost by, ba, . . ., by, pro kterou plati: b; se rovnd 1 nebo
—1a0 = biay + beag + ... + bpan < a1

3.2 Budiz n pfirozené Cislo, x libovolné pfirozené Cislo
mensi nebo rovné »!. Potom existuji pfirozend Cisla &, a1, az,

. .» ax takovd, Ze plati ndsledujici podminky: 2 < n, a; déli
nlproi =1,2,...,kax=a1 + a2+ ... + a.

3.3 Vrcholy neorientovaného grafu (bez smycek) obarvuje-
me nékolika rdznymi barvami tak, aby Zddné dva vrcholy
spojené hranou nemély stejnou barvu. Dokazte: Jestlize
existuje pfirozené Cislo n takové, Ze z kazdého vrcholu
daného grafu vychdzi nejvySe n hran, potom je mozZno vrcholy
obarvit # + 1 barvami.

3.4 Najdéte vSechna pfirozend Cisla z, pro kterd plati:
Soucet zadnych n po sobé jdoucich Clentt Fibonacciovy po-
sloupnosti neni délitelny tiemi.

Fibonacciova posloupnost piirozenych Cisel je definovina
vztahy a1 = as = 1, ax+1 = ax + ax—1 pro vSechna k > 1.

3.5 V roviné je ddna jednotkovd tvercovd sit. UvaZujme
mnohothelnik (ne nutné konvexni) s vrcholy ve vrcholech
sité, jehoZ hranice je jedind lomend Cdra, kterd sama sebe
neprotind. Oznaéme P obsah tohoto mnohothelniku, V'
pocet mfizovych bodil lezicich uvnitf a S poéet mfiZovych
bodia lezicich na hranici tohoto mnohouhelniku. DokaZte,
Ze pro kazdy takovy mnohothelnik plati

1S+ V—P=1.
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Sprava ‘o 23. medzinarodnej matematickej
olympiade

1. Organizicia a priebeh sutaze

V poradi uz 23. medzindrodnd matematickd olympidda
(MMO) sa konala v dnioch 5.—14. 7. 1982 v Madarskej
Tudovej republike, a to v prevaznej miere v jej hlavnom meste -
- Budapesti. Poriadatelom 23. MMO bolo ministerstvo
skolstva MR a pri priprave odbornej Casti sutaZe i rimcového
programu spolupracovali predstavitelia a ¢lenovia madarskej
matematickej spoloCnosti Jdnosa Bolyaia.

V organizdcii tohtoro¢nej MMO v porovnani s predchdd-
zajicimi doSlo k niekolkym zmendm. NajpodstatnejSou
z nich v8ak bolo, Ze usporiadatelia pozvali len $tvorclenné
druZstvd, zatial ¢o v minulosti sa MMO zucastiioval z jednot-
livych krajin dvojndsobny pocet sutaziacich Ziakov. Oficidlne
bolo pozvanych 32 krajin (z ucastnikov predchddzajtcich
MMO nepozvali organizdtori len Taliansko a Turecko,
ktoré sa nezucastnovali pravidelne), z ktorych ucast odriekli
iba Luxembursko, Mexiko a Spanielsko. Spolu s poriadajui-
cou MLR poslalo teda na 23. MMO svoje druzstvd tychto
30 zemi: Alzirsko (DZ), Austrdlia (AU), Belgicko (BE),
Brazilia (BR), Bulharsko (BG), Ceskoslovensko (CS), Finsko
(FI), Francuzsko (FR), Grécko (GR), Holandsko (NL),
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Izrael (IL), Juhosldvia (YU), Kanada (CA), Kolumbia (CO),
Kuba (CU), Kuvajt (KW), Madarsko (HU), Mongolsko
(MG), NDR (DD), NSR (DE), Polsko (PL), Rakusko (AT),
Rumunsko (RO), Svédsko (SE), Tunis (TN), USA (US),
Velkd Britdnia (GB), Venezuela (VE), Vietnam (VN) a ZSSR
(SU). Je to rekordny pocet, ked po prvy raz na MMO pri-
cestovala delegicia Kuvajtu, po niekolkoro¢nej prestivke
delegdcie AlZirska a Mongolska a po vlaiiajsej absencii na 22.
MMO v USA tiez NDR a Vietnam. Z 27 delegdcii zastipenych
na 22. MMO chybali len Luxembursko a Mexiko. Vsetky
delegdcie pricestovali so §tvorclennymi druzstvami, ale jeden
z alzirskych ziakov pre onemocnenie na sdtaZ nenastupil,
takze na 23. MMO si zmeralo svoje schopnosti 119 mate-
matickych nddeji zo vSetkych svetadielov.

Prevazna cCast vedudcich delegdcii, ktori s pracovnikmi
usporiadajucej krajiny tvoria medzindrodnu jury, pricestovala
do Budapesti v pondelok 5. 7. 1982. Stadial ich organizitori
po skupinkdch mikrobusom a automobilmi prepravili do
Ceglédu, Styridsattisicového mestecka leziaceho 70 km
juhovychodne od Budapesti. Predsedom jury bol akademik
Akos Csiszdr, veddci katedry na budapestianskej uni-
verzite Loranda Ectvosa. Ulohy tajomnika jury prikladne
plnil najcastejsi ucastnik doteraj$ich MMO prof. dr. Endre
Hadi, vedtici matematického oddelenia pedagogického tstavu
v Budapesti, ktory bol zdroven vedicim madarskej delegdcie.

Po svojom prichode do Ceglédu dostali veduci delegdcii
sir$i ndvrh uloh pre sutaz s rieSeniami v anglitine a textami
vo vsetkych Styroch oficidlnych jazykoch (anglictina, fran-
cuzstina, nemdcina, rustina). Obsahoval dva varianty Siestich
dloh tvoriace tematicky pestré celky a osem ndhradnych
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tloh pre pripadné doplilovanie. Nédvrh pripravila madarskd
tlohovd komisia vedend dr. Jézsefom Pelikinom z 57 tloh
navrhnutych zhcastnenymi krajinami, ked takmer polovica
krajin, ktoré prijali pozvanie na 23. MMO, do poZadovaného
terminu (15. 4. 1982) moznost poslat najviac 5 uloh pre sutaz
nevyuzila. Boli to AT, CO, CU, DE, DZ, GR, IL, KW,
MG, RO, SE, VE. V predlozenom S$irSom vybere 20 tloh
boli ndvrhy jednotlivych delegdcii zastiipené takto: CA a GB
po 3, NL a SU po 2 a AU, BG, BR, CS, FI, FR, PL, TN,
VN a YU po 1 dlohe. Neuplatnili sa teda len ndvrhy dloh
z BE, DD a US.

Prvé zasadnutie jury (6. 7. 1982 predpoludnim) bolo
venované vieobecnej rozprave o navrhovanych tlohdch.

Po obednajsej prestdvke, pocas ktorej prijal ¢lenov jury
a dal§ich dcastnikov 23. MMO mestanosta Ceglédu, roko-
vanie pokracovalo dalsou diskusiou o dlohdch, v zdvere ktorej
bol v podstate prijaty prvy navrhnuty variant s dvoma zmena-
mi, ked juhoslovanskd tloha o ploSnom obsahu konvexného
mnohouholnika a mreZovych bodoch bola nahradend mierne
archaickou holandskou planimetrickou doékazovou tulohou
a bulharskd tlohu o korefioch reciprokej rovnice 4. stupiia
vystriedala anglickd uloha o rieSeniach diofantickej rovnice
3. stupifia. Zvla$t prvd zmena, za ktord sa pri hlasovani
vyslovilo 18 delegdtov, sa v kone¢nom désledku ukdzala ako
nie prili§ $tastnd pre vicSinu druZstiev, nae nevynimajuc.

Na zdver stredaj$icho predpoludinajsicho zasadnutia jury
kone¢ne schvdlila vsetky 4 oficidlne formuldcie vybranych
uloh v oficidlnych jazykoch olympiddy a delegiti tak mali
moznost prikro¢it k prekladom textov uloh do materCiny
sutaziacich a k ich rozmnoZeniu v potrebnom pocte. Vedu-
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cim delegdcii uz pri tejto praci pomdhali aj ich zdstupcovia,
ktori 7. 7. priviedli do Budapesti sufaziace druzstvi.

Po relativne krdtkej diskusii na svojom popoludiiajSom
zasadnuti jury vidcSinou hlasov schvdlila ndvrh, aby pocet
bodov za dplné rieSenie kazdej tlohy bol rovnaky - sedem.
Z toho vyplyvalo, Ze kazdy stutaziaci mohol ziskat najviac
42 bodov. O dobe urcenej na rieSenie uloh sa v jury neroko-
valo, pretoZe organizacny poriadok 23. MMO stanovil na rie-
Senie kazdej trojice Styri a pol hodiny cistého Casu.

V piatok 9. 7. 1982 vo vcasnych rannych hodindch caka-
la veducich delegicii a ich zdstupcov cesta autobusom
do Budapesti na sldvnostné otvorenie 23. MMO, ktoré sa
konalo v aule gymndzia Margity Kaffkovej. Po kritkom
prihovore predsedu jury akad. Csdszdra sa ziaci roziSli do
tried, kde na nich Cakala prvd trojica nasledujiceho suboru
sttaznych uloh.

Prvy den sutaze - 9. jala 1982

1. Funkcia f je definovana pre vietky celé kladné » a nado-
btida len celé nezdporné hodnoty. Dalej plati:

a) f(2) =0, f(3) > 0, f(9 999) = 3 333;

b) pre vietky m, n nadobuda rozdiel

fOm + n) — f(m) — f(n)

hodnotu 0 alebo 1.
Urcte f(1982). (Velkd Britdnia)

2. Je dany nerovnoramenny trojuholnik A; 4243 so stranami
ai, az, az (a; je strana protilahld vrcholu 4;). Nech je pre vietky
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i=1, 2, 3 M; stred strany a;, T; bod dotyku strany a;
a kruZnice vpisanej trojuholniku 414243, S; bod simerne
zdruzeny k bodu T; podla osi vnutorného uhla daného troj-
uholnika pri vrchole 4;.

Dokazte, ze priamky M;S1, M2S2, M3Ss prechddzaji tym
istym bodom. (Holandsko)

3. Uvazujme o postupnostiach {x,}.” , kladnych redlnych
Cisel s vlastnostami: xo = 1 a pre vSetky z = 0 plati: x;,1 = x;.
a) Dokazte, ze pre kazdu takd postupnost existuje 7 = 1
tak, Ze plati
2 2 2
I S 1)
X1 X2 Xn

b) Ndjdite taku postupnost danych vlastnosti, pre ktoru
nerovnost

x(z) 1 xi~1
—+ —+ ... + < 4
X1 X2 Xn

plati pre vetky » = 1. (ZSSR)
Druhy den sutaze - 10. jila 1982
4. Je dand rovnica

x —3xy% + 33 =n.

Dokdzte, zZe ak celé kladné Cislo 7 je také, Ze dand rovnica md
celodiselné rieSenie x, y, potom md aspoil tri celociselné rie-
Senia.
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Ukdzte, ze pre n = 2 891 nemd dand rovnica celoCiselné
rieSenia. (Velkd Britdnia)

5. Na uhloprie¢kach AC a CE pravidelného Sestuholnika
ABCDEF su dané vnutorné body M, resp. N tak, Ze plati

lAM|  [CN|

|[AC] |CE]
Vypocitajte deliaci pomer 4, ak body B, M, N lezia na
priamke. (Holandsko)

6. Nech S je §tvorec so stranou dizky 100 a nech L je
lomend Ciara v S bez ndsobnych bodov zloZend z useciek
AoAr, A1As, ..., Ap—1An, Ao # Ay takd, Ze pre kazdy bod P
hranice Stvorca § existuje na L taky bod, ktorého vzdialenost
od P nie je vicSia neZ 1.

Dokdzte, Ze na L existuji také dva body X, Y, ktorych
vzdjomnd vzdialenost nie je vadSia nez 1, ale dizka tej casti
Ciary L, ktord je ohrani¢end bodmi X a Y, nie je mensia nez
198. (Vietnam)

V zdtvorke za textom tlohy je meno krajiny, z ndvrhu
ktorej uloha pochddza.

Pre zodpovedanie otdzok stutaziacich na pripadné nejasnosti
v texte sa aj v Budapesti pouzila tradicnd osvedCend forma,
ked Ziak md moznost poslat otdzku pisomne na listku k tomu
urcenom najneskorsie pol hodiny po obdrZani textov. Otdzka
sa precita a prelozi v jury, ktord schvaluje taktieZ plny text
odpovede. V case Cakania na otdzky Ziakov v prvy sutazny deil
predstavil predseda jury delegdtom vedticeho skupiny koordi-
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ndtorov, ktorym bol c¢len kore$pondent Madarskej akadémie
vied dr. Ldszl6 Lovdsz, dalsi z niekdajSich vynikajucich
madarskych olympionikov, ktory ziskal prvii cenu na rovna-
kych troch MMO ako dr. Pelikdn.

V sobotu 10. 7. opét zav¢as rdana odchddzali delegiti z Ce-
glédu, tentoraz uz definitivne. Po zodpovedani otdzok
k textom druhej trojice tloh sa ubytovali na zvySok pobytu
v MLR v osemndstposchodovom internite Zoltdna Schon-
herza patriacom budapestianskej vysokej Skole technickej,
kde sa konala tiez koordindcia hodnoteni a zdvere¢né zasad-
nutie jury.

Pre koordindciu bolo vyhradené v programe nezvykle
mdélo Casu: sobotiiajSie popoludnie a cely pondelok. Vdaka
tomu, Ze kazdu ulohu koordinovali dve skupiny madarskych
koordindtorov podla umne zostaveného grafikonu, nakoniec
sa tito ndro¢nu ulohu s vypdtim vSetkych sil podarilo zvlad-
nut tak, Ze zaliatok zdvere¢ného zasadnutia jury pldnovaného
na pondelok 12. 7. vecer sa oneskoril len asi o hodinu.

Popoludni po sutazi mali Ziaci v oba sutazné dni volny
program a v nedelu 11. 7. 1982 sa uskutolnila celodennd
spolo¢nd exkurzia vSetkych ucastnikov 23. MMO do Balaton-
ského pionierskeho tdbora v Zanke.

Na pondelok 12. 7. 1982 mali Ziaci pldnovany celodenny
vylet lodou po Dunaji do Visegradu spojeny s prehliadkou
tamojsich historickych pamiatok. Vecer sa uskutocnila beseda
s autorom svetozndmej »biivés koczky« a dalsich hlavolamov
prof. Rubikom.

V pondelok 12. 7. 1982 vecer na zdverenom zasadnuti
jury sa najskér rozhodlo o hodnoteni rieSeni v tych pripadoch,
ked nedoslo k dohode medzi vedenim delegicie a koordina-
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tormi. Také pripady boli celkom tri a ich rieenie nezabralo
mnoho casu. Potom nasledovalo rozhodovanie o potrebnom
pocte bodov pre ziskanie jednotlivych cien. Po kratkej diskusii
presiel nakoniec pdvodny ndvrh predsedu jury, aby cenu
dostali stitaziaci, ktori ziskali aspoit polovicu mozanych bedov.
Takych bolo celkom 61. Pre prvi cenu bolo stanovené roz-
pétie 42—37 bodov, pre druht cenu 36 —30 bodov a pre tretiu
cenu 29—21 bodov. Znamenalo to takmer idedlne rozdele-
nie cien, ked prva cenu dostalo 10, druht 20 a tretiu 31
sutaziacich. O udeleni zvlad$tnych cien za origindlne rieSenie
uloh sa nerokovalo, pretoze organizacny poriadok 23. MMO
s tym nepocital. V zdvere rokovania sa diskutovala otdzka
organizatorov budicich MMO. Vedici francizskej delegdcie
uviedol, Ze u nich sa uvazovalo o usporiadani MMO roku 1985
v Parizi. Vzhladom na to, Ze zZiadna delegdcia sa nehldsi
k usporiadaniu MMO roku 1983, pokusi sa po ndvrate do
vlasti ziskat stihlas k tomu, aby sa konala v Parizi uz 24. MMO
roku 1983. Vedenie delegicie CSSR informovalo o predbez-
nych tvahdch usporiadat 25. MMO roku 1984 v Prahe a zi-
stupca Finska prof. Lehtinen ozndmil, Ze o usporiadanie
26. MMO roku 1985 sa bude pravdepodobne uchddzat jeho
krajina. Veduci austrdlskej delegdcie prof. Williams informo-
val, Ze MMO r. 1988 by chceli usporiadat v Austrélii v rdmci
osldv 200. vyrocia vzniku austrdlskeho zvizu. V rdmci disku-
sie 0 buddcnosti MMO odznel o. i. ndvrh, aby sa oficidlnym
jazykom stala taktiez Spaniel¢ina. Podakovanim predsedu
jury akad. Csdszdra ostatnym ¢lenom za Cinorodu spolupricu
a veduceho francuzskej delegédcie prof. Deschampsa madar-
skym hostitefom za starostlivi pripravu a dobru organizdciu
23. MMO sa zdvere¢né rokovanie jury skoncilo.
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V utorok 13. 7. predpoludnim sa uskutoénilo roz$irené
zasadnutie komisie ICMI pre organizdciu MMO za ucasti jej
tajomnika J. Herseeho z Velkej Britdnie. S uspokojenim
konStatovalo, Ze pre najblizSie tri roky su usporiadatelia
MMO predbezne zabezpeceni.

Popoludni prijala vedenia zahrani¢nych delegdcii a do-
mdcich organizdtorov v zasadacej sieni rektora Vysokej skoly
zéhradnickej v Budape$ti ndmestnicka ministra $kolstva
MLR Mairia Hanga a hned potom nasledovalo sldvnostné
zakoncenie 23. MMO spojené s vyhldsenim vysledkov a odo-
vzdanim diplomov drZitelom cien 1 ostatnym stfaziacim
v aule tejto vysokej Skoly. Na niom v kratkom prejave predseda
jury zhodnotil priebeh a vysledky 23. MMO a ndmestnicka
ministra Skolstva MIR M. Hanga vo svojom vystupeni
vyzdvihla vyznam matematiky a medzindrodnych stretnuti
matematickych talentov a podakovala vSetkym, ktori sa
pricinili o odborny i spolocensky uspech podujatia. Stdcasne
s diplomami preberali vitazi 23. MMO 1 ostatni sutaziaci
vecné ceny a suveniry.

Definitivnou bodkou za tohtorocnou MMO sa stala zd-
vereCnd sldvnostnd vecera, ktord sa konala o 20,00 hod. v bu-
dapestianskom hoteli Ifjusdg. Prehovorili na nej predseda jury,
predstavite] ministerstva $kolstva MLR a veduci delegicie
Kuvajtu, ktori tak vyuzili prilezitost podakovat sa za pozvanie
ich delegdcie na 23. MMO, ¢im dostali po prvy raz prilezitost
zUcastnit sa na takomto podujati.

V stredu 14. 7. 1982 od skorych rannych hodin postupne
opustali jednotlivé delegdcie pohostinnd pddu hlavného mesta
Madarska. Ako jedna z prvych odcestovala rychlikom Hungd-
ria do svojej vlasti aj Ceskoslovenskd delegicia.
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2. Vysledky 23. MMO

Vyber sutaznych tloh na MMO byva kazdoroc¢ne najzod-
povednejSou ulohou jury a mé podstatny vplyv na priebeh
a vysledky sutaze. Madarski organizdtori sa usilovali ulah{it
tuto ulohu starostlivou pripravou navrhovanych variantov
Siestich problémov, z ktorych prvy svojou tematickou pest-
rostou 1 primeranou obtaznostou, ked obsahoval relativne
Tahké i ndro¢né tulohy, zodpovedal predstavim znaénej Casti
veducich delegdcii. V priebehu rokovania jury o ulohdch
sa v8ak prejavila snaha niektorych delegdcii zlah¢it navrhnuty
variant a tak sa stalo, Ze mechanickou vécSinou pri hlasovani
sa do vyberu dostala holandskd planimetrickd tloha zaradena
nakoniec ako druhd v poradi. Sutfaz ukdzala, Ze vicSina
sttaziacich nebola na tlohu tohto typu pripravend a nedoka-
zali si s flou poradit. Okrem niekolko mdlo delegdcii (NDR,
NSR, ZSSR, Madarsko, Vietnam, Velké Britdnia) vietky
na nej strdcali body, ¢o podstatne ovplyvnilo celkové vysledky
23. MMO. Pre zaujimavost spomefime, Ze ani druzstvo
Holandska, ktoré tulohu navrhlo, neziskalo za jej rieSenie
ani bod. Mozno povedat, Ze ostatné ulohy boli vhodne vole-
né a umoznili presadit sa najschopnej$im wcastnikom sutaZe.

Svoju suverenitu z vlanajSka potvrdili najmid druZstvd
NSR, ZSSR a USA. Po vlaiiaj$ej netidasti sa opit umiestnili
medzi najlep$imi druZstvd NDR a Vietnamu. Viac sa ¢akalo
na domdcej péde od Madarska i od tradi¢ne velmi dspe$nej
Velkej Britdnie, aj ked vSetci ¢lenovia oboch druZstiev ziskali
ceny rovnako ako reprezentanti CSSR a Bulharska, ¢m
potvrdili dobry $tandard z poslednych rokov. V porovnani
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Krajina . Stcet bodov zZiaka ¢. Celkom Neofic. Pocet cien

1 2 3 4 Dbodov porad. I.II IIL
Alzirsko (DZ) 11 10 2 — 23 27.-28. — — —
Austrélia (AU) 20 23 10 13 66 20.—21. — — 1
Belgicko (BE) 7 2 22 19 50 24. - — 1
Brazilia (BR) 24 10 19 13 66 20.—21. — — 1
Bulharsko (BG) 26 29 26 27 108 9. — — 4
CSSR (CS) 29 21 31 34 115 7. - 2 2
Finsko (FI) 16 35 28 34 113 8. - 21
Francuzsko (FR) 38 17 14 20 89 15. 1 - —
Grécko (GR) 14 19 9 13 55 23, 4
Holandsko (NL) 17 22 34 19 92 14. - 11
Izrael (IL) 22 18 17 18 75 18. - — 1
Juhoslavia (YU) 30 20 18 30 98 12. - 2 —
Kanada (CA) 14 12 23 29 78 17. - = 2
Kolumbia (CO) 3 9 18 4 34 26. - — —
Kuba (CU) 17 7 17 3 44 25. - - —
Kuvajt (KW) 2 1 1 0 4 30. - - -
Madarsko (HU) 21 36 33 35 125 6. - 31
Mongolsko (MG) 21 12 13 10 56 22. - — 1
NDR(DD) 37 40 27 32 136 3.-4. 2 1 1
NSR (DE) 42 35 31 37 145 1. 2 2 —
Polsko (PL) 30 23 16 27 96 13. - 1 2
Rakusko (AT) 11 11 38 22 82 16. 1 -1
Rumunsko (RO) 26 14 26 33 99 11. — 1 2
Svédsko (SE) 23 15 11 25 74 19. - = 2
Tunis (TN) 7 8 1 3 19 29. — -
USA (US) 40 35 29 32 136 3.-4. 1 2 1
Velk4 Britania (GB) 23 23 28 29 103 10. — — 4
Venezuela (VE) 1 10 1 1 23 27.—28. — — —
Vietnam (VN) 42 30 32 29 133 5. 1 21
ZSSR (SU) 37 42 30 28 137 2. 2 1 1
Celkom 2474 10 20 31
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s vlafiajSkom znacne stratili Rakusko a Kanada, kym ostatné
tu nemenované druzstvd dosiahli v podstate ocakdvané
vysledky. Podrobny prehlad o vysledkoch 23. MMO poddva
tabulka.

Tabulka zdroven ukazuje, Zze 3 Ziaci: Bruno Haible (DE),
Le Tu Quoc Thang (VN) a Grigorij Perelman (SU) ziskali
plny pocet bodov a stali sa tak absolutnymi vitazmi 23. MMO.
Skutocnost, Ze ucastnici 23. MMO ziskali spolu 2 474 bodov,
¢o je 49,5 9, z celkového mozného poctu, potvrdzuje, Ze aj
napriek vysSie uvedenym vyhraddm sa vyber uloh podaril
jury lepSie nez v minulom roku a ukdzal sa byt pre sutaz
primeranym. Kvoli uplnosti eSte dodajme, Ze na 23. MMO
satazilo 7 dievéat (HU 1, IL 1, MG 1, TN 3, VE 1), z kto-
rych len Rita Csdkdny (HU) ziskala tretiu cenu, ked dosiahla
21 bodov.

3. Hodnotenie Ceskoslovenskej tcasti

Ceskoslovenské druzstvo pre 23. MMO vybralo predsed-
nictvo UV MO predovietkym na zdklade vysledkov II.
a III. kola kategérie A 31. ro¢nika MO. Pri nomindcii viak
prihliadalo tiez k poznatkom z dvoch sustredeni SirSicho
vyberu, ktoré sa konali v Stifine od 5. do 10. 4. 1982 a od
7. do 19. 6. 1982, k poznatkom z koreSpondenc¢ného semindra
a predchddzajicej dcasti Clenov SirSieho vyberu na MMO.
Prilezitost zmerat svoje matematické tvorivé schopnosti
s reprezentantmi 29 krajin vSetkych svetadielov tak dostali
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tito Ziaci tried so zameranim na matematiku z Gymndzia
W. Piecka v Prahe 2: Petr Couf, 4. tr.; Miroslav Englis,
4. tr.; Igor Kiiz, 3. tr.; Jifi Sgall, 3. tr. Vedenim delegdcie
bol povereny predseda UV MO prof. dr. Jozef Moravéik,
CSc., prorektor Vysokej 3koly dopravy a spojov v Ziline,
a jeho zdstupcom bol podpredseda UV MO dr. Frantidek
Zitek, CSc., zdstupca riaditela Matematického tstavu CSAV
v Prahe. V suvislosti s predpokladanym usporiadanim 25.
MMO roku 1984 v Prahe v3ak bola naSa delegdcia pocetnejsia
nez obvykle, pretoze 23. MMO sa zucastnil ako pozorovatel
tiez tajomnik UV MO dr. Leo Bocek, CSc., z MFF UK
v Prahe, vyslany MS CSR a na ndklady UV JCSMF, resp.
UV JSMF, tiez dr. Véclav Stla z MS CSR,resp. dr. Ladislav
Berger, predseda pobo¢ky JSMF v Ziline a ¢len UV MO.

Ako uz bolo vysiie spomenuté, podielalo sa Ceskoslo-
vensko na organizdcii 23. MMO aj zaslanim ndvrhu troch
stitaznych tloh do pozadovaného terminu. Jednu z nich orga-
nizdtori zaradili aj do SirSicho vyberu, ale do prijatej Sestice
sa uz nedostala.

Vysledky, ktoré nasi Ziacina 23. MMO dosiahli, st zhrnuté
v tabulke:

Ziak Pocet bodov za Celkom  Udelena cena a
rie§enie ulohy &. celkové umiest.
1 2 3 4 5 6

Couf Petr 70 2 7 6 7 29 III. 31.—36.

Engli§ Miroslav. 7 0 7 0 7 0 21 III. 59.-—61.

Kriz Igor 71 7 7T 7 2 31 II. 24.—25.

Sgall Jiti 6 0 7 7 7 7 34 II. 16.—18.

CSSR spolu 27 123212716 115
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Tabulka ukazuje, Ze na$i Ziaci si suverénne poradili
s 1. a 5. ulohou, ked strata jedného bodu bola v oboch pri-
padoch spdsobend nepozornostou pri jednoduchom nume-
rickom pocitani. Prekvapenim bola strata bodov u M. Englisa
za 4. ulohu, pretoze ide o tilohu zo skolskej tedrie Cisel, o ktord
sa pomerne silne zaujima. V podstate uspokojivy je vysledok
v 3.1 v 6. ulohe, ktoré boli vSeobecne povaZované za najna-
rocnejiie, ale velmi neprijemnym prekvapenim je doslovny
vybuch celého druZstva v planimetrickej 2. dlohe. Okrem
toho, ¢o uz bolo uvedené vysSie, je treba konStatovat, Ze
v triedach so zameranim na matematiku sa podobnej proble-
matike venuje mdlo pozornosti, ale ¢o je horSie, pozabudlo
sa na fiu aj v tohtoro¢nych pripravnych sustredeniach.

I ked ceskoslovenskiu ticast na 23. MMO mozZno povazovat
celkove za tdspe$ni - ved vSetci Clenovia druzstva ziskali
ceny, pri kritickej ndroCnosti musime po pravde povedat,
Ze v sildch druzstva bolo podstatne viac. Staci, ak pripome-
nieme, ze uz na 22. MMO Kiiz a Couf ziskali 2. cenu so
stratou len 2, resp. 4 bodov a Sgall si z USA priviezol 3. cenu.
Ak na budidcich MMO chceme pokracovat v tuspe$nom
trende poslednych rokov, bude treba eSte lepSie vyuzit
podmienky, ktoré ndm ministerstvd $kolstva pre pripravu
druZstva poskytuju,a v_pripravnych sudstredeniach opravdu
ni¢ neponechat na ndhodu. Podla poznatkov z krajin najdspes-
nejsich na 23. MMO i podla naSich vlastnych skusenosti
by malo mat aprilové sustredenie prednd$kovo-semindrny
charakter a jinové formu samostatného rieSenia dloh s réznou
tematikou spojeného s rozborom rbéznych metdd rieSeni.
Bude potrebné v predsednictve UV MO edte starostlivejsie
zvazovat tematiku ststredeni a podla vopred schvilenej
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tematiky vyberat tych najvhodnejsich lektorov. V tematike
stustredeni by nemali chybat: elementdrna Ciselnd tedria
(vety o delitelnosti, kongruencie, neurcité rovnice, Ciselne-
-teoretické funkcie), zdklady matematickej analyzy (postup-
nosti, limity, nekonecné rady), nerovnosti a odhady, reku-
rentné postupnosti, mnohocleny jednej a viac premennych
(vlastnosti koreiov, apod.), zdklady funkcnej tedrie (limita,
spojitost, trigonometrické, exponencidlne a logaritmické
funkcie), rovnice a sdstavy rovnic, diferencné a funkciondlne
rovnice, kombinatorika (kombindcie, binomické koeficienty,
vytvdrajuce funkcie), geometrické zobrazenia v rovine (zhod-
nost, podobnost, rovnolahlost), dokazové planimetrické ulohy
(trojuholnik, kruznica, apod.), stereometria (Stvorsten a jeho
vlastnosti, apod.), metrické vlastnosti geometrickych tutvarov
v rovine a priestore (trojuholnikovd nerovnost, kruZnica a jej
Casti, gula), konvexné mnohouholniky, kombinatorickd geo-
metria.

Pokial ide o pripravu na organizovanie MMO roku 1984,
mozno ocakdvat, Ze nasi delegdti i pozorovatelia na 23. MMO
mali o¢i otvorené a pozorne sledovali tak dobré, ako aj tienisté
stranky organizdcie,a odpozorované skusenosti uplatnia pri
priprave podujatia, ktoré by sa malo stat dalSou prileZitostou
pre Sirenie dobrého mena nasej socialistickej vlasti vo svete.

166



4. RieSenia uloh 23. MMO

Riesenie 1.ulohy. Z casti a) zadania ulohy vyplyva, ze
f(2) = 0,a z casti b) zasa, zZe bud f (2) = 2f(1),alebo f(2) =
= 2f(1) + 1. Vzhladom na nezdpornost hodnét funkcie f
z toho vyplyva, Ze musi byt f(1) = 0. Z b) taktiezZ vyplyva

fm) + f(n),
@ f(m +n) =
f(m) +f(m) + 1,

z ¢oho pre m = 1, n = 2 dalej dostaneme

f)+£2) =0,
f@3 =
fO+f@+1=1

odkial vzhladom na podmienku f (3) > 0 plynie, ze f(3) = 1.
Pre m = 1 a TubovoIné celé kladné 7 z (1) dostaneme

f) + F1) =),
@ for+ 1) =
fO)+ )+ 1 =F(m) + 1,

z Coho vyplyva, Ze funkcia f je neklesajica. Podobne pre
m = 2 a lubovolné celé kladné » z (1) dostaneme, Ze f (n +
+ 2)=f(n), ale pre m =3 uz z (1) vyplyva, ze f(n +
+ 3)= f(n) + 1 pre kazdé celé kladné n. Z toho mdme, Ze
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fO=fB) +1=2, f(9=f(6) + 1=3, atd. Uplnou
indukciou Iahko dokdZeme, Ze pre celé kladné » plati:

3) f(Gn)=n.

Videli sme, Ze pre n = 1 vztah (3) plati. Nech teda plati pre
nejaké celé kladné k: f(3k)= k. Potom pre n = 3k, m =3
z (1) mdme

]f(3k)+f(3)zk+
f(Bk + 3) =
lf(3k) +fB3)+ 1=k + 2,

Co znamend, ze f(3(k + 1))=k + 1, tj., Ze (3) plati pre
k + 1, ako sme potrebovali dokdzat. Ak pre nejaké celé
g > 0 plati f (3g) > ¢, potom

fBY+fB)>q+ 1,
fBg+3)= :
fEN+fBA+1>9¢+2
z Coho je zrejmé, Ze pre kazdé celé kladné n= ¢ uz plati
v (3) ostrd nerovnost. :
Z Casti a) zadania ulohy vSak vieme, Ze f(9 999) = 3 333,

¢o znamend, Ze pre vSetky » = 3 333 plati v (3) rovnost.
Specidlne preto plati

1982 =f(3.1982)=f(2.1982) + f(1982)=
> 3. f(1982).
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Z toho vsak priamo vyplyva, Ze
1982
661 > Tg f(1982)=f(1980) + f(2) =

1980
= —— =660 .
3

Teda f (1 982) = 660.

Iné rieSenie (podla M. Englisa). Rovnost f (1) = 0 a vztah
(2) dostaneme ako hore. Vztah (2) prakticky znamend, Ze pre
kazdé celé kladné # plati

©) fm=fr+ H=f(m) + L

Nech 7z je ITubovolné celé kladné Cislo. DokdZeme uplnou
indukciou, Ze pre IubovoIné celé kladné % plati

5
®) Fm) = [f (:n)] ,

kde symbol [c] znamend celd Cast &isla c. Pre 2 = 1 rovnost
(5) zrejme plati. Nech (5) plati pre nejaké celé K > 0,
tj. nech

© Kfm=f(Kn) < Kf@n) + K.

Potom podla bj je f(Kn + n) =f(Kn) + f(n) + & kde
e€{0; 1}. Je teda f(Kn + n)= f(Kn) + f(n)= Kf (n) +
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+ f(n) = (K + 1)f(n) podla (6) a taktiez f(Kn + n) =
SfRn)+fn)+ 1<K+ 1)f(m)+ K+ 1 cize
i

K+ Dfm=fK+ Hn) <K+ DM + 1),

odkial
fUK + IM

o =—p—

<fm+1,
¢o sme mali dokazat.
Teraz podla (5) pre n = 11 a £ = 909 a podla a) dostaneme

[f999)] [3333
f(n)—[ 909 }_[909

] = 3. Na druhej strane vSak

z (5) pre k =8, n =11 mame f(11) = [f(8i8)] =3, z ¢oho

vyplyva, ze f (88) = 31. Preto podla (4) je f(89) = 32. Analo-
. . f(9 999)] l3 333] [f(90)]
ky zistime, Ze f(9) = = =3 =|—
gicky zistime, % /(9) l 1111 1111 10
z Coho vyplyva, Ze f(90)= 30 a stadial podla (4) mdme
f(89)= 29. Plati teda

) 20 = f(89) = 32.
Z b) pre m = 9910, n = 89 mame
f(9999) = 3333 = f(9910) + f(89) + &,
kde ¢ € {0; 1}. Z toho vzhladom na (7) vyplyva
8) 3300 = f(9910) = 3 304.
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Kedze 9910 =5 . 1982, z (8) podla (5) dostaneme

f(1982) =

&59#0)] — 660.

Pozndmka. Dé sa dokdzat, Ze vlastnosti a), b) poZzadované
n

v ulohe ma napr. aj funkcia f(n) = l?]

RieSenie 2. alohy. Pri osovej sﬁmer;losti podla osi uhla
trojuholnika 414243 pri vrchole A4; je obluk 8173 kruZnice
vpisanej trojuholniku A4;A424s simerne zdruZeny k obliku
T1To tejto kruznice (pozri obr. 43). Pri sumernosti podla
osi uhla pri vrchole As analogické tvrdenie plati pre obliky
T3S a T Ts tejto kruznice. Plati teda:

—_~

Tgsl = — TQT] = Tsz = — T3Sz.
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Z toho vyplyva, ze S18: || A1432, ale pretoze MiMs || A1A43,
je tiez 8182 || MiMs. Analogickou uvahou prideme k zdveru,
ze 8183[[M1M3 a SgSgHMzMg. Trojuholniky M1M2M3
a 85185283 maju teda odpovedajiice strany rovnobezné, ¢o
znamend, Ze ich mozno na seba transformovat bud posunu-
tim, alebo stredovou rovnolahlostou (homotetiou). Je zrejmé,
ze v rovnakom vzdjomnom vztahu su aj kruZnice tymto
trojuholnikom opisané. Trojuholnik M;M>Ms je vSak ne-
" rovnoramenny rovnako ako dany trojuholnik A;A424s, a tak
jemu opisand kruznica pretina strany a; daného trojuholnika
v dvoch roznych bodoch. Z toho vyplyva, Ze jej polomer je
vacsi ako polomer kruZnice opisanej trojuholniku 818283,
ktord je zhodnd s kruZnicou vpisanou trojuholniku 4;A424s.
Spominané zobrazenie nemdze byt preto posunutim, ale
stredovou rovnolahlostou. Potom vSak priamky AM;Si,
M>S2, M3S3 musia prechdadzat stredom tejto rovnolahlosti,
¢im je tvrdenie dokdzané. Poznamenajme eSte, Ze vzhladom
na to, Ze trojuholnik 4;A42A3 je nerovnoramenny, je M; %= S;
pre vietky 7 =1, 2, 3.

Pozndmka. Dd sa dokdzat, Ze tym stredom rovnolahlosti
je spolo¢ny dotykovy bod kruznic opisanych trojuholnikom
MMMz a 818283 (tzv. Feuerbachova veta).

RieSenie 3. alohy. a) Predpokladajme, Ze existuje postup-
nost {c,}7 , kladnych redlnych ¢&isel tak, Ze pre kazdu
postupnost {x,},° , danych vlastnosti plati

2 2 2

X,
(1) TR et
X1 X2 Xn

2 CnX0.

Potom z (1) a nerovnosti medzi aritmetickym a geometric-
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kym priemerom dvojice nezdpornych redlnych cisel vyplyva

2 (% ey, B %
—F+{—+ ...+ —+ —)=—+
X1 X2 Xn Xn+1 X1

+ cn 212 2 )/xgen = x0 2 Jen

Mozno preto poloZit ¢j.1 = 2 ]/cn pre kazdé n= 1, a kedze

22
« . 0 v g
x2= x2, z ¢oho vyplyva . = xj, stadi zvolit ¢; = 1. Potom
1

viak platic; = 2,03 = 2 |/2 = 21712, ¢4 = 2 |fog = 2! ¥ 121k
a-vieobecne ¢, = 21F12+, .. +1/227  92Q0=12"0 4 -1
pre n = 2. Vzhladom na (1) a predpoklad, Zze xo = 1, stai
teraz n zvolit tak, aby platilo 4. 272" = 3,999, ¢o je ekviva-

21;‘2
lentné s nerovnostou ( ) = 2. Pretoze zrejme plati

3,999
4 4,001

> — je
3,099 4

4 271»2 1 21 2 212_2
( ) > (1 + —) > 1+ A
3,999, 4000 4000
Co je vicSie nez 2 pre kazdé n= 14. Tym je prva Cast ulohy
dokdzand.
b) Staci zvolit postupnost s vSeobecnym cClenom x, =
= 2-7, Potom
n xidl \{1 272k+2 n

= > — 2702 =24+ 1+214+ ...+
k=1 Xk =1 27F k=1

+ 2-nt2 =4 — 2-7+2 < 4 pre vetky n= 1.
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Pozndmka. Dé sa dokdzat, Ze je to jedind postupnost po-
zadovanych vlastnosti. Z toho, Co sme ukdzali v Casti a),
vyplyva totiz, Ze pre kazdu postupnost {x,},” , danych

2 2
"X
: ) k1 0 s
vlastnosti plati > —— = — + ¢;—1 x1 pre kazdé n= 2.
k=1 Xk X1
Pretoze lim ¢, = lim 4 . 27 Y2"" = 4, potom, ak vo vztahu
n—x0 n—oe
2 2
n x x
k—1 0
4> > = — + cp1 X1,
k=1 Xk X1

ktory mad platit pre vSetky »= 1 pri ¢y = 0, prejdeme k limite
pre n— oo, dostaneme

x2 1
4= 2 ¢ 4x =4 + — (%0 — 2x1)2
1 X0 x1)% ,

X1 X1

z ¢oho uz vyplyva, ze musi byt xp = 2x;. Metédou uplnej
indukcie z toho uz teraz analogickou tivahou lahko dokdZems,
ze pre kazdé n=1 musi platit x, = 2x,41, z Coho zrejme
vyplyva, ze x, = 2"

Iné rieSenie Casti a) (podla M. Englisa). Ozna¢me

n x: 1 n
Snzz 5 Un:z Xk -
k=1 Xk k=0

Pretoze x; > 0 pre vsetky 2= 0, plati pre vietky n= 1:
sn > 0,04 > 0, 5501 > Spy Oni1 > Op.

174



Pouzitim Cauchyho nerovnosti dostaneme, Ze pre kazdé
n= 1 plati

n x}ze 1 n n
22— 2 u=(2 )2,
k=1 Xk k=1 k=1
Cize
@) sn(0n — x0)= 02 _,.

Zrejme je viak o, — xo > 01 — x9 = x1 > 0, a kedze xo =
=1, z (2) mdme

3) o?

Rozozndvajme nasledujice dva pripady:

1. Postupnost {o,},° | je neohranitend. PretoZe pre vietky
k=0 plati: xx=x0=1, je 0, —1= 0,1 pre kaidé
n= 1. Z toho vyplyva, ze

2

(o
—1
Up = ——— = Oy-1

on—1

plati pre kazdé n= 1, Cize postupnost {v,};” , je taktiez
neohrani¢end. Existuje teda prirodzené d&islo N tak, Ze
oy > 3,999,z Coho vzhladom na (3) vyplyva,Ze sy = 3,999,
ako bolo treba dokdzat. .

2. Nech postupnost {o,},> ; je ohrani¢end. Vzhladom na
to, Ze je to postupnost rastiica, md podla Bolzano-Weier-
strassovej vety vlastnd limitu, ktorti ozna¢ime L. Pre kazdé
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n= 1zrejme plati g, < L,tedatiez o1 =1 + x1 < L,z oho
vyplyva, Ze musi byt L > 1. Dalej je zrejmé, ze (L — 2)2=0
2

Cize 12> 4L — 4, z ¢oho médme =4,

Preto vzhladom na (3) plau

4 Iim s, = lim v, = lim % = L = 4.
nswo  now aseOp—1 L—17

Vzhladom na to, Ze postupnost {s,},° , je rastica, vyplyva

z0 (4), ze aj v tomto pripade existuje dokonca nekoneéne

mnoho prirodzenych Cisel N tak, Ze plati: sy = 3,999.

| Dalsie rieSenie &asti a) (podla ¥. Sgalla): Oznaime
0 42

Xy
pre xo > 0 f(xo) infimum zo suttov > —2=!
k=1 Xk

postupnosti {xx},” , danych vlastnosti. Vzhladom na to, Ze
ide o rady s kladnymi ¢lenmi, je zrejmé, Ze f(xo) existuje
pre kazdé xo > 0 a plati: f (xo) > 0. Dalej sa Iahko vidi, Ze

cez vsetky

pre ka*dé a > 0, b > 0 plati f(a) = % F(b). Ak totiz pre

[¢ o] 2
1 . , : Xp—
nejaki nerasticu postupnost {x}>, plati > 57! —y,
k=1 Xk

xo = b, potom pre nerasticu postupnost {yz}° o, Yo = a,

pre ktort y; = % xr pre vetky k= 0, zrejme bude s’ =

2 o 42
A L

= 3%ty

k=1 Yk b =1 Xk

a d <2 b
=5 Je teda f(a)=—b—f( )-

b
Ak navzijom vymenime a a b, dostaneme f(b) = — f(a)
: a
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Cize f(a)= % f(b), z ¢oho uz vyplyva dokazovand nerov-

nost.

o) x2

w . o o v v . k—1

Oznaéme dalej g (xo, x1) infimum zo suétov >
k=1 Xk

cez vietky postupnosti {xx},” , danych vlastnosti. Potom
podla definicie funkcii f a g plati:

1 x? x% |
£(1) = infg (1; x1) — inf (_ P ) _

x1€(031> x1€(031) ‘X1 X2 X3

—iinf (L +f(x1)) — inf (l + af (1)\).

x1€(0;1) \X1 x1€(0;1) \X1

1
Funkcia y = — + xf (1) je spojitd pre x € (0;1) a v pravom
x p

okoli bodu x = 0 je neohraniend. Bude preto nadobudat
infimum v nejakom Cdisle x; € (0; 1), ¢o znamend, Ze bude

©) f(l):éerlf(l).

Zrejme nemoze platit x; = 1. Staci preto uvazovat o x; € (0; 1),
pre ktoré z (5) dostaneme

fFOQA =) =$ tize f (1) = —

— >
X1 (l e x1)

pre vietky x1 € (0; 1).
Z toho vyplyva, Ze pre vietky postupnosti {xx},”, danych
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2

e 2]
. . v . =1 ;v , ¥
vlastnosti md nekoneény rad > suet rovny aspoil 4
k=1 Xk

alebo nekonverguje, tj. postupnost jeho Ciastoénych siétov
je neohrani¢end. V oboch pripadoch vSak zrejme existuje
Ciastocny sucet s, tohto radu, pre ktory plati s,= 3,999,
ako sme mali dokdzat.

Riesenie 4. ulohy. Nech [x, y] je nejaké celociselné riesenie
rovnice

(1) x —3xy2 + 93 =mn,

kde 7 je dané celé kladné cislo. Pretoze (y — x)3 = y3 —
— 3y2x + 3yx2 — x3, je x3 — 3xy2 + 33 = (y — x)3 —
—3x%y + 2x3 =(y — x)3 —3(y — x) x2 — x3, Co zname-
nd, Ze rovnici (1) vyhovuje tieZ usporiadand dvojica [y — x,
—x] celych cisel. Kedze dalej plati (x — )3 = x3 — 3x2y +
+ 3xy2 — 33, bude x3 —3xy2 4+ 33 = (x —y)3 — 6x)2 +
+3x% + 28 =(x —yP +3y(x—y)?2—3 = (—yP —
—3(—y)(x — )2 + (x — »)3, z coho vyplyva, Ze rovnici
(1) vyhovuje potom tiez usporiadand dvojica [—y, x — y]
celych cisel.

Lahko sa vidi, Ze dvojice [x, y], [y — %, —x] a [—y,
x — y] si navzdjom roézne. Ak by napr. platilo [x, y] =
= [y — x, —x], muselo by byt x =y — x a sucasne y =
= —x, z ¢oho uz vyplyva x = y = 0. T4to dvojica rovnici (1)
vSak pri celom kladnom # nemdze vyhovovat. Podobne do6jde-
me k sporu aj v zostdvajicich dvoch pripadoch. Tym sme
dokdzali, Ze ak rovnica (1) md nejaké celoCiselné rieSenie,
potom m4d asponl tri také rieSenia.
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Nech teraz pre nejaké celé Cisla x, y plati
x —3xy2 + 3 =2891 =9 . 231 + 2.

Potom zrejme je x3 — 3xy%2 4+ 33 =2 (mod 9). To viak
znamend, ze musi byt x3 + y3 = 2 (mod 3) Cize x3 + 3% =
= —1 (mod 3). Uvazujme o jednotlivych moznych pri-
padoch:

a) Nech x = 0 (mod 3). Potom musi byt y3 = —1 (mod 3)
Cize y = —1 (mod 3). Existuju teda celé Cisla s, ¢ tak, Ze
plati: x = 3s, y = 3¢ — 1. Potom vSak x3 — 3xy2 + 33 =
=27s3 —3.3s(3¢t — 124+ 2763 — 27124+ 9t — 1 = —1
{mod 9), Co je spor.

b) Nech x = —1 (mod 3). Potom x3 = —1 (mod 3)
a musi platit y = 0 (mod 3). Existuju teda celé cisla u, v
tak, ze plati x = 3u — 1, y = 3v. Analogicky ako v pripade
a) dostaneme x3 — 3xy2 + 3 = —1 (mod 9), ¢o je opit spor.

¢) Nech konetne x =1 (mod 3). Potom tiez x3 =1
(mod 3) a musi preto platit y3 = 1 (mod 3) ¢iZze y = 1 (mod 3).
Podla vyssie dokdzaného musi danej rovnici vyhovovat tiez
usporiadand dvojica [y — x, —x], pre ktort vSak v tomto
pripade plati y — x =0 (mod 3), —x = —1 (mod 3), ale
také rieSenie sme vyludili uz v pripade a). Dand rovnica teda
nemdze mat celodiselné rieSenie, ako sme mali dokazat.

Riesenie 5. ulohy. PretoZe trojuholnik ACE je rovnostran-
ny (pozri obr. 44), zo zadania dlohy vyplyva, ze |CM| =
= |EN|. Pretoze zrejme |BC| = |DE|a <¢. DEC = <. BCA=
= 30°, su trojuholniky BMC a DNE zhodné. Z toho dalej
plynie, Ze <C NBC = <t EDN. Kedze <. ECB =907, je
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<t BND = < BNC + <. CND = (90° — <£ NBC) +
+ <€ CED + <¢ NDE = 120°. To znamend, Ze useCku BD
vidno z bodu N pod uhlom 120° rovnako ako zo stredu S
kruZnice opisanej danému Sestuholniku. Z toho vyplyva, Ze
bod N lezi na kruznici so stredom C a polomerom |CB| =
= |CD|. Plati preto: |[CN| = |CB|. Pre deliaci pomer A
z toho vyplyva, Ze

4 =|CN|:|CE| = |CB|:|CE| =1:3
/3 . .
cize A =35 pretoze v pravouhlom trojuholniku BCE je
<. EBC = 60°.

Iné rieSenie (podla I. K¥#ia). Zvolme v rovine daného
Sestuholnika stradnicovi sustavu so zaCiatkom v bode B
a oznacujme polohové vektory jednotlivych bodov rovnakymi
symbolmi, ako st oznalené tieto body. Plati teda B = O

aM=2C+0Q—-—NDA N=2E+ (1 —2)C,kde 0
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# A # 1, pretoze M, N su podla predpokladu vnitornymi
bodmi uhloprie¢ok AC, CE daného 3estuholnika. Z vlast-
nosti pravidelného Sestuholnika vyplyva, ze E = 2 (A + C).
Preto N =21(A+C) + (1 —2)C=21 A+ (1 + »C.
Z toho, Ze body B, M, N lezia na jednej priamke, vyplyva,
Ze vektory M, N su kolinedrne. To viak znamend, Ze musi
platit

® e

Rovnost (1) viak plati préve vtedy, ked 242 = 1 — J2, &ize'

1
vtedy, ked 12 = rR Pretoze musi byt 4 > 0, je jedinym rie-

o, U3
Senim 4 = -“—,
3 .
Dalsie rieSenie (podla J. Sgalla): Zobrazme vrcholy

daného Sestuholnika v rovine komplexnych &isel tak, Ze

Obr. 45
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A=1,D= —1a8 = 0,kde Sje stred daného Sestuholnika
(pozri obr. 45). Pretoze ACE je rovnostranny trojuholnik,
je |AC| = |CE| a zo zadania tlohy vyplyva, ze |AM| =
= |CN|. Kedze je tiez |SA| = |SC| a <t SAC = < SCE =
= 30°, su trojuholniky SAM a SCN zhodné. Z toho vyplyva,
ze |SM| = |SN|. Pretoze <t MSN = <t MSC + <t CSN =
=< ASC — L ASM + < CSN = <t ASC = 120°,je bod
N obrazom bodu M v otoceni o 120° okolo stredu S. Oznaéme
1 )3, E
g=—+ —1. PotomA:I,B:s:~—+——1, C =
2 2 2 2

1

2

=
/3
+ %i. Podla zadania ulohy je dalej M =

=4+ 21(C — A)—l——l+1l/ A. Potom vSak N =

L

2 2
V3 .35, S
+ CH A V3 7. Ak body B, M, N, ktoré su navzdjom

rozne, lezia na priamke, potom musi existovat redlne Cislo
k = 0 tak, Ze plati

B—N=k(M—N) &ize

1+ wé“i:k[%(1~z) +L/2§(3z_1)i].

Porovnanim redlnych a imagindrnych casti stadial mdme
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) I:k%(l—Z), A]/gzkv—;(%——l).

Z (2) po jednoduchej uprave dostaneme
2 =3k —3kk, 24 =3ki— k,

z Coho séitanim oboch rovnosti vyplyva 2k = 214 + 2 CiZe
k=1 + 1. Ak teraz dosadime za k do prvej rovnosti (2),
dostaneme

2 1
1= 7.(1 — 22), z ¢oho uz je A2 = 3

a stadial rovnako ako v predchddzajicom rieSeni mdme 1 =
V3
3

RieSenie 6. ulohy (podla P. Coufa). Vrcholy Stvorca S
ozna¢me A, B, C, D a pre body lomenej ¢iary L definujme
usporiadanie takto: Oznaéme I (Ao, U) dizku tej Casti L,
ktord je ohraniend bodmi A4y, U. Nech U, V& L. Potom
U=V, ak (Ao, U)=1(Ao, V). Vzdialenost bodov U, V'
v rovine oznacujeme d (U, V). Nech 4’, B’, C’, D’ su ta-
ké body z L, pre ktoré plati: d (4, A") = %, d(B, B') = §,
d(C, CY=14%, d(D,D) < }. Bez ujmy na vSeobecnosti
mézeme predpokladat, Ze plati A" < D’ < B’ (pozri obr. 46).
Oznatme Ly ={ZeL|Z<=D'}, Lo={ZeL|Z=D'}.
Nech L; ={WeAB|3W € L;:d(W,W) < 1},i = 1,2.
Je zrejmé, 26 A € L, Be L), tize L, + 0, i =1, 2.
Podla zadania tlohy taktiez plati: AB = L; U L. Dalej
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D’\ > < c!
IV
U A
Af
A X B'
A M B
Obr. 46

je zrejmé, ze L, i = 1, 2 je zjednotenim kone&ného poltu
intervalov alebo jednobodovych mnozin. Preto plati: L; N
NL,# @ Nech teraz Me L, N L, a Xel, YelL;
st také body, Ze plati d (M, X) = %, d(M, Y) = }. Potom
z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, ze d (X, Y) = d (M,
X)+ d(M,Y)=<1. Na druhej strane vSak pre dizku
I(X, Y) tej Casti lomenej Ciary L, ktord je ohrani¢end bodmi
X, Y, zrejme plati: I(X, Y)=I(X, D)+ 1D, Y)=
=d(X, D)+ d(D, Y)=99 + 99 =198, ¢o sme mali
dokdzat.
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