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Mili Fesitelé a spolupracovnici matematické olympiddy,

dostévate do rukou obvyklou vyro¢ni zprévu o organizaci,
prubéhu a vysledcich 33. ro¢niku nadi nejvyznamnéj$i mate-
matické soutéZe pro zdky zdkladnich a stfednich $kol - mate-
matické olympiddy (MO). Za tfetinu stoleti své existence se
MO rozrostla ze skrovnych po¢itka v Siroce rozvinutou kom-
plexni akci, kterd zdaleka neni omezena jen na viastni soutéz
v feSeni matematickych uloh. Postupem let se jeji organizace
obohatila o celou fadu pomocnych a doplitko¥ych &innosti,
jako jsou ruzné Skoleni, seminéfe a soustiedéni rediteld MO,
koresponden¢ni semindf, vydévdni sbirek tloh a kniZnice
Skola mladych matematikd, atd.

I pfi zachovani hlavnich cild MO, k nimz bezpochyby patii
piedevsim vyhleddvéni a podchycovéni mladych matema-
tickych talentll a podpora jejich daldiho rozvoje, se viastné
stdle ponékud méni a zdokonaluji jeji organizalni formy.
K nejzavaznéjsim zméném z posledni doby patfi reorganizace
prvniho kola MO v kategoriich A, B a C a postupné rozito-
véni MO smérem k niz§im vékovym rolnikam.

V 31. rotniku MO byla namisto dfivéjich pfipravnych
tloh, jejichZ reseni Zici vétSinou podcenovali, nebot nemély
piimy vliv na jejich Gspéch v MO, zavedena $kolni &dst prvni-
ho kola, kterd ma jiZ zietelné soutéZni charakter. Jednim z cila,
ktery se tim sledoval, bylo zkvalitnéni vybéru Gcastniki dru-
hého kola, a tim i sniZeni procenta nedspé&inych resiteli ve
druhém kole. Skolni 4st soutéZe tak piirozené preklenula
mezeru v ndro¢nosti mezi domécim prvnim kolem a klausur-
nim druhym kolem. Rovnéz s¢ od zavedeni $kolni &ésti prvni-
ho kola- ofekévalo, Ze piispéje ke zvyseni zdjmu o MO ze
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strany vedeni jednotlivych $kol, jejichZz Gloha se dfive dosti
¢asto redukovala na pouhé uvoliovani Gcastniki MO na akce
porddané mimo $kolu; Slo tedy i o zvy3eni prestize MO v oCich
feditela $kol.

Jak nasvéd¢uji dosavadni zku$enosti, plni $kolni ¢ast prvni-
ho kola oba tyto hlavni cile, takZe se s ni politd i pro dalsi
ro¢niky. Zanedbatelnd neni ostatné ani skutelnost, Ze se
takto podstatné efektivngji vyuziva fondu vhodnych olym-
piadnich tGloh.

Z historie MO vime, Ze zpocitku byla tato soutéZ poraddna
jen pro zaky stfednich $kol; teprve od 3. ro¢niku md MO
zvlastni kategorii - zprvu D, pozdéji Z - pro Zaky nejvys$sich
tiid zakladnich $kol. Od poc&étku se viak tato kategorie pongkud
lisi od kategorii stfedoskolskych tim, Ze je v ni kladen relativné
vétsi duraz na podchycovani zdjmu zdka o MO a o matema-
tiku vabec: kategorie Z tedy ma také cile propagaéni a nibo-
rové.

S postupujici modernizaci uciva i celého pojeti matematiky
na zakladni $kole se zacal v pfiznivém smyslu ménit i zdsadni
pomér Zaka k tomuto kdysi spi§e obavanému predmétu. Rostl
i zdjem Z4ka o rizné matematické zabavné soutéze, které pro
né byly v raznych krajich pordadany. Vznikla idea rozsifit
MO tak, aby postihla viechny ro¢niky druhého stupné ziklad-
nich $kol. V SSR byla tato idea realizovina a jiz nékolik let
zde probihd Mald matematickd olympiada; v CSR se v tomto
sméru teprve zacind. Vzhledem k dobrym zkuSenostem ze
SSR Ize doufat, Ze se postupné dospéje k celostitné organizo-
vané matematické soutézi i na zdkladnich skolach.

Souddsti této rocenky je také zprdva o mezindrodni mate-
matické olympiddé (MMO), kterd byla v r. 1984 uspofidana
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jiz po pétadvacaté. Skutecnost, Ze d&jistém 25. MMO byla
Praha, silné poznamenalo i ¢innost nasi MO. Byla vénovina
zvy$end pozornost piipravé Ceskoslovenského druzstva a mno-
zi spolupracovnici MO v Praze i mimo Prahu se zapojili do
pfipravnych a organiza¢nich praci. I kdyZ nelze mluvit o vy-
razném Gspéchu nasich reprezentanti v soutézi, skute¢nost,
7e CSSR dokézala zabezpetit hladky prab&éh MMO s rekord-
nim podtem 192 soutéZicich ze 34 stitu celého svéta a zdroveii
se viem jejim Glastnikiim piedvést jako vyspéla socialistickd
zemé se staletou kulturni tradici, s hlavnim méstem plnym
jedine¢nych historickych pamdtek a zdrovern pulsujicim sou-
Casnym Zivotem poskytujicim svym obyvatelam pfednosti
moderni doby znisobené jistotami socialistického zfizeni,
muZeme povaZovat za zdsluZny piispévek k propagaci dobrého
jména nasi vlasti ve svétg.

Za Ctvrt stoleti své existence se MMO rozrostly do rozméra
skuteéné vyznamné celosvétové soutéZe - svéd¢i o tom mij.
i zdjem, ktery o n& projevuji tak viZzené mezindrodni organi-
zace jako UNESCO a Mezindrodni matematické unie. Cesko-
slovensky pfinos k udrZovini a rozvijeni uslechtilé tradice
olympiad, vyjadfeny mj. trojim pofadatelstvim a stoprocentni
uclasti, miizeme pak bez rozpaku hodnotit veskrze pozitivné.



Hodnoceni pribéhu a vysledkd
33. roéniku MO

V organizaci soutéZe v kategoriich A, B a C nedoslo v tom-
to roce ke zméndm.

Polty skol, jejichz Zéci soutézili v MO, nedoznaly pod-
statnych zmén, s vyjimkou mensiho poklesu ve Vychodo-
Ceském a Jiholeském kraji. V poltech ucastnikt 1. kola je
patrny urcity pokles v kategorii B, zvlasté v Praze, v Zipado-
slovenském a Stredoslovenském kraji, avsak k zjisténi skutec-
nych pfitin tchoto vykyvu ndm chybi podklady. Potésitelné
je, Ze se na stabilni Grovni udrZuje zdjem o MO v katego-
rii C.

Pokud se tyCe tuspésnosti v 1. kole, je zjevay vSeobecny
pokles v kategoriich B a C. Ten se promitl rovnéz do pocti
ti¢astnika 2. kola v téchto kategoriich. Naproti tomu vsak tu
vzrostlo procento relativni Usp€$nosti, coZ znamend, Ze vetsi
néro¢nost 1. kola vedla ke zkvalitnéni vybéru ucastnika 2. kola
- to byl i jeden z cild, jeZ zavedeni $kolni klauzurni &4sti
soutéZe 1. kola sledovalo. Neni tedy Zddného davodu, pro¢
hodnotit pokles Gspénosti v 1. kole negativné.

V kategorii A je vcelku ustédleny stav jak v poltech tdastni-
ka, tak i v Gspésnosti, a to ve viech tfech kolech.
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Kategorie Z sleduje ponékud jiné cile neZli kategorie vyssi,
a proto pfi hodnoceni jejich vysledk klademe vétsi diraz na
jeji co nejsirsi zabér. Pokud jde o zapojeni $kol, je zfejmé, Ze
jiz bylo dosazeno stavu plného nasyceni; pajde tedy jen o to,
ziskané pocty udrzet.

Pocty acastnika 1. kola i jejich Uspésnost zuastaly v tomto
roce na priblizné stejné urovni jako dfive. Byly tedy zhruba
stejné i polty tiCastniki 2. kola. Procento Gspésnosti ve 2. kole
viak ve srovnini s pfedchozim ro¢nikem silné pokleslo, a to
ve viech krajich. Ani tento jev v3ak v nds nemusi vzbuzovat
nepokoj, nebot opét znamenal jen zdravé zvySeni ndrocnosti
ve 2. kole. Svédd o tom i skuteCnost, Ze 3. kolo kategorie Z

wnr

bylo obeslano dostatenym poctem soutéZicich a relativni
aspéinost ve 3. kole byla v CSR podstatné vys3i nez v minu-
Iém ro¢niku. V SSR, kde je 3. kolo potéddno v jiném terminu
a s jinymi tlohami, Uspésnost ve 3. kole nevzrostla, spiSe
naopak.

Pfi¢iny vykyva v Uspéinosti ve 2. a 3. kole dluzno hledat
mj. ve vybéru tloh pro MO; jejich obtiZnost se obvykle odha-
duje jen s potizemi, nepiesné a ne zcela spolehlivé.

Zivérem je tfeba je$té rici, Ze vSechna tato porovnavéani
jsou v podstaté pouze orientalni, na zna¢né intuitivnim zékla-
dé. Dukladnéjsi statistickd analyza by vyzadovala znalnou
znalost udaju, které nejsou v materidlech MO obsazZeny a jen
tézko by se zji§tovaly. K tomu by pak samoziejmé nutné pii-
stoupil 1 hlubsi rozbor zadanych soutéznich uloh.

V nejbliz§i dobé se v kategorii Z chystaji urcité uGpravy
a zmény v souvislosti se snahou rozsitit MO i do nizsich roc-
nika zdkladnich $kol. V SSR se jiz po fadu let organizuje
olympiddni soutéZ pro Zéky 5.—7. rotnikl zdkladnich Skol.

9.



ZkuSenosti ze SSR se nyni vyuZiva pii zavidéni obdobné sou-
té%e také v CSR.

Zavérem lze fici, Ze 33. roénik MO probéhl vcelku Gspésng,
aniz by vybotil ze standardnich mezi.
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O prabéhu 33. rofniku matematické olympiady

Pofadateli celostitni soutéZe »Matematickd olympidda«
jsou ministerstva $kolstvi CSR a SSR, Matematicky tistav
CSAV v Praze (MU CSAV), Fednota éeskoslovenskych mate-
matikic a fyziki (JCSMF), Yednota slovenskych matematikii
a fyziki (JSMF) a Socialisticky svaz mlddege (SSM). Soutéz
je Fizena Gstiednim vyborem matematické olympiady (UV
MO) a dale krajskymi a okresnimi vybory matematické
olympiady (KV MO, OV MO).

Zici soutdzi ve &tyfech kategoriich: v kategorii A Zz4ci I11.
a IV. ro¢nika stfednich $kol, v kategorii B Zaci II. ro¢nika
a pro ziky I. ronika je urlena kategorie C. Z4ci 8. t¥id zdklad-
nich $kol soutézi v kategorii Z, v Slovenské socialistické re-
publice se zacala matematickd olympidda organizovat i pro
z4ky nizdich tfid. Se souhlasem KV MO muze Zdk soutézit
i v kategorii urtené pro zaky vyssich ro¢nika.

Na zacatku Skolniho roku 1983 —84 jmenovala ministerstva
Skolstvi CSR a SSR na dalsi tiileté funkéni obdobi, novy
astfedni vybor MO ve sloZeni:
piedseda: dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV Praha
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mistoptedsedové: prof. dr. Miroslav Fiedler, len korespondent
CSAV, MU CSAV Praha
prof. dr. Beloslav Riecan, DrSc., MFF UK
Bratislava
jednatelé: dr. Leo Bocek, CSc., MFF UK Praha
dr. Karel Hordk, MU CSAV Praha
zéstupce MS CSR: dr. Viclay Sila
zéstupce MS SSR: dr. Filia Lukdtsovd
zistupce UV SSM: Pavel Krsicka
ostatni ¢lenové:
dr. Frantifek Béloun, Praha
dr. Ivan Busek, Pedagogicky ustav hl. m. Prahy
dr. Milan Cirjak, KPU Presov
doc. dr. Yan Gatial, CSc., SVST Bratislava
dr. Tomds Hecht, CSc., MFF UK Bratislava
dr. Viadimir Jodas, gymnazium J. Hronca, Bratislava
dr. Milan Koman, CSc., MU CSAV Praha
doc. dr. Karol Krizalkovié, CSc., Pedagogicka fakulta Nitra
doc. dr. Alois Kufner, DrSc., MU CSAV Praha
Olga Marikovd, NVP Praha
dr. Milan Maxian, gymnéazium A. Markus$a, Bratislava
dr. Jiri Mida, CSc., pedagogicka fakulta UK Praha
Viasta Michdlkovd, SMP Bratislava
Sylvia Michalovicovd, KPU Bratislava
dr. Yaroslav Mordvek, CSc., MU CSAV Praha
dr. Jana Miillerovd, CSc., VUP Praha
doc. dr. Ales Pultr, CSc., MFF UK Praha
dr. Oliver Ralik, Pedagogicka fakulta Nitra
Stanislav Rypdéek, gymnazium Praha 9
dr. it Sedlaéek, CSc., MU CSAV Praha
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Ing. Oldrich Skopal, gymnézium Brno, tf. kpt. Jarcie
dr. Bohumil Smarda, CSc., UJEP Brno

Dodate¢ng byl ¢lenem UV MO jmenovin prof. dr. Lev
Bukovsky, DrSc., PF UPJS Kosice.

Cleny UV MO jsou téz piedsedové krajskych vybora MO:
Praha: prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., MFF UK Praha
Stredotesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnizium Ri¢any
JihoCesky kraj: doc. dr. Ing. Lada Variatovd, Pedagogickd

fakulta Ceské Budgjovice
Zipadotesky kraj: dr. Josef Poldk, CSc., VSSE Plzett
Severocesky kraj: Jiri Slavik, gymndzium Teplice
Vychodotesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymnizium Pardubice
Jihomoravsky kraj: doc. dr. Faroslav Bayer, CSc., FE VUT

Brno
Severomoravsky kraj: dr. Viadimir Vicek, CSc., UP Olomouc
Bratislava: dr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava
Zapadoslovensky kraj: prof. dr. Ondrej Sedivy, CSc., Pedago-

gicka fakulta Nitra
Stredoslovensky kraj: dr. Pavol Klenovéan, Pedagogicka fa-

kulta Banskd Bystrica
Vychodoslovensky kraj: doc. dr. fdn Ohriska, CSc., PF UPJ3

Kosice

Pracovni piedsednictvo UV MO (PUV MO) tvotili (v abe-
cednim poradi): dr. Leo Bo¢ek, CSc., prof. dr. Miroslav
Fiedler, DrSc., doc. dr. Jan Gatial, CSc., dr. Karel Horak,
dr. Milan Koman, CSc., doc. dr. Karol Krizalkovi¢, CSc.,
dr. Julia LukétSova, Sylvia Michalovicovd, prof. dr. Beloslav
Rietan, DrSc., dr. Jifi Sedli¢ek, CSc., dr. Viclav Sula,
dr. FrantiSek Zitek, CSc.
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V pribéhu 33. roéniku MO se konala dvé zasedédni UV MO.
Na zasedéni, které se konalo ve dnech 12.—13. prosince 1983
v Praze, byla projednédna otdzka rozdifeni matematické olym-
piady i do niz$ich tfid zdkladni $koly, ddle priprava celostat-
niho kola MO a pfiprava 25. mezindrodni matematické
olympiady v Praze. Druhé zasedani UV MO se konalo pii
celostitnim kole MO v Céslavi 4.—5. kvétna 1984. Bylo vé-
novano zhodnoceni prabéhu 33. ro¢niku MO a predevsim
pripravé jejiho dalsiho ro¢niku. Pfedsednictvo UV MO se
schdzelo pravidelné jednou mési¢né, zajiStovalo piedeviim
vybér uloh pro vSechna kola soutéze.

Celostatni kolo 33. ro¢niku MO se konalo v Caslavi. Slav-
nostniho zahijeni se zucastnil tajemnik OV KSC v Kutné
Hote dr. faroslav Filek a vedouci odboru Skolstvi Stiedo-
teského KNV Ing. Josef Pokorny. Po projevuIng. J. Pokorného,
ve kterém vyzdvihl pozornost, kterou nase socialistickd spo-
le¢nost vénuje rozvoji prirodnich véd, a tedy i matematiky,
nésledoval bohaty kulturni program piipraveny Ziky a profe-
sory gymnazia a stiedni pedagogické skoly v Céslavi. Velmi
peknym zéazitkem pro vSechny ucastniky celostétniho kola
MO v Cislavi byla bezesporu beseda s letcem kosmonautem
Ing. pplk. Viadimirem Remkem, se zaslouzilou mistryni sportu
FJarmilou Kratochvilovou a jejim trenérem Ing. Miroslavem
Kuvdlem. Za zdatily prubéh I11. kola MO vdé¢ime organizaéni-
mu vyboru v &ele s profesorem Ladislavem Sachem, daldi diky
patii predsedkyni KV MO prof. Ludmile Tréglové a také fe-
diteli gymnazia v Caslavi Jindiichu Vyhndnkovi a jeho udi-
telskému sboru.

Pro rozvoj a vyhledavéani Zdku talentovanych v matematice
se ve v8ech krajich pofddaji ruzné akce, které vétSinou nava-
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zuji na matematickou olympiddu. V Praze je to tradi¢ni se-
mindf na gymndziu W. Piecka, na kterém jsou tfidy se zamé-
fenim na matematiku. Ve spolupraci s FV SSM na matema-
ticko-fyzikélni fakult¢ UK pofddd krajsky vybor MO ko-
respondendni seminaf pro Zdky stfednich $kol, jehoZ nejlepsi
ucastnici jsou zvani na tydenni soustfedéni.

KV MO Stfedoteského kraje uspofddal dvé instruktiZe
pro referenty MO. Prvni, urené pro stfedoskolské profesory,
se zudastnilo 50 zdjemcu. Druhd byla uréena pro predsedy
OV MO a byly na ni zastoupeny téméf viechny okresy kraje.
Celkem 48 dvouhodinovych pfednasek bylo v StfedoCeském
kraji zorganizovano pfimo pro Zéky, prumérnd ulast byla
dvacet fesitela uloh MO. Ctyficet uspénych feditela MO
a fyzikélni olympiaddy z fad Zaka zédkladnich $kol bylo vybréno
na tydenni soustfedéni v ¢ervnu 1984.

JihoCesky kraj usporadal rovnéz nékolik instruktazi uditelt
a tradi¢né organizoval zdjmové krouzky MO na zdkladnich
$koldch. Krouzky vedou studenti Pedagogické fakulty v Ces-
kych Budé&jovicich v rdmci spole¢enskopolitické praxe. V Cerv-
nu 1984 bylo uspofidino tydenni soustfedéni pro 100 zdka
stiednich kol na Zadové.

V Zipadoteském kraji se na prici pro MO podileji prede-
véim pracovnici kateder matematiky VSSE a Pedagogické
fakulty v Plzni. PfedndSky pro Zaky i pro ucitele konaji
v péti stiediscich kraje. JiZ &tvrtym rokem se kond v kraji
koresponden¢ni semindf, jehoZ se zulastnilo téméf 130 stfedo-
$koldku. Nejlepsi z nich a uspé3ni fesitelé krajskych kol MO
a FO byli vybrani mezi téch 40 z4kQ, ktefi se mohli zG&astnit
¢ervnového soustfedéni, jez se konalo v Karlovych Varech.

V daldim ldzetiském mésté, v Teplicich, se kond stejné
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soustiedéni pro Uspéiné felitele MO a FO Severoleského
kraje. Program pro 85 uGcastnikl zajistila pobotka JCSMF
v Usti n. L. V sedmi méstech kraje bylo uspofddano celkem
39 seminara pro feditele MO s pramérnou Ulasti 15 Zika.
Korespondenéni seminidf je pofaddn pro zdky 3. roCnikii
stfednich $kol.

Vychodocesky kraj pofddd dva korespondenini seminiie,
jeden pro Zdky 2. ro¢nikt a druhy pro Zaky vy$sich ro¢nika.
Pro zéky téchto ro¢niki se konala dvé soustiedéni (dvoudenni
a jednodenni), tydenni soustfedéni bylo uréeno pro 30 Gspés-
nych fesitela MO kategorie C.

V Jihomoravském kraji se konaly seminafe pro fesitele MO
piedeviim v Brné, ale téz v Tiebidi, Ivancicich a Jihlavé.
Ivancice byly téZ mistem krajského soustfedéni uspéinych
fesitela uloh MO a FO, kterého se zGcastnilo 58 zika. Méli
nejen moznost vyslechnout zajimavé pfednasky z matematiky
a fyziky, ale i zG&astnit se nékolika exkurzi. KV MO pova-
Zuje tato soustfedéni za jednu z velmi efektivnich forem prace
s talentovanou mladezi.

V Severomoravském kraji se krouzky zdjmové matematiky
soustieduji pfedeviim na gymnaziu M. Kopernika v Bilovci
a ucastni se jich pfevaznd vétsina Zaku z tfid se zaméfenim na
matematiku. Krouzky vedou pracovnici Univerzity Palackého
v Olomouci. Krajského korespondenéniho seminéte se zacast-
nilo 54 zéku, jeho vitézové byli pozvani na soustiedéni zdka
matematickych téid. Tradi¢ni jsou v kraji sobotni besedy MO
pro zaky stiednich $kol, které se konaji v Olomouci a v Ha-
vifové od fijna do dubna. Pfedtim se konaly instruktize pro
ucitele zdkladnich i stfednich kol

Také v Slovenské socialistické republice se konaji podobné
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akce. Velké zkuSenosti s korespondenénimi semindfi maji
v Bratislavé a v Kosicich, po odborné strance zajistuji semi-
néfe pracovnici Matematicko-fyzikdlni fakulty Univerzity Ko-
menského v Bratislavé a Piirodovédecké fakulty Univerzity
P. J. Safatika v Kosicich. Usp&sni feitelé korespondenéniho
semindfe jsou zvidni na soustfedéni, ve Vychodoslovenském
kraji se konala tii takova soustfedéni, kaZzdé pro 40 ucastniki.
Krouzky MO vede v Kosicich prof. Bukovsky a dr. Vojtas,
v kazdém krouzku je asi 15 zdka. Ve spoluprici s Krajskym
domem pionyra a m!ddeze se 15 Zdki ucastni priace v Klubu
miadych matematik. KV MO v Kosicich pofddal téZ pro
kazdou kategorii MO instruktdZe ulitel, celkem se jich zacast-
nilo 240 pedagogu.

Podobné instruktdZe se konaji v Zipadoslovenském kraji.
Stard se o né metodickd komise pro MO ve spoluprici s Kraj-
skym pedagogickym ustavem. Cleny komise jsou zkuseni ugi-
telé stiednich 3kol, ktefi jiZz del3i dobu dosahuji dobré vysled-
ky v praci MO. Pro Zéky se konaly individudlni konzultace,
koresponden¢ni semindf a 40 nejlepsich se zucastnilo sou-
sttedéni v Budmericich. Koresponden¢ni seminaf vedl dr. P.
Vrébel, CSc. Také pro kategorii Z se konalo jak soustiedéni
Zdkd, na kterém bylo pfitomno 46 nejlepsich Fesitela krajského
kola, tak instruktdZe ulitelt, které vedli doc. dr. K. Krizalko-
vi¢, CSc. a dr. Silvia Stova.

UV MO zjjistoval po odborné strince tii celostitni sou-
stiedéni. Pro Zdky nematurujicich roZniki to bylo soustfedéni
ve Zddru n. S., které je spole¢né pro matematickou i fyzikilni
olympiddu. Zadastnilo se ho 92 z4kd, dik patfi profesoru dr.
Fanu Gregorovi ze SPS strojnické ve Zdéru n. S., kter§ mél
na starosti organizaci soustfedéni, vetné exkurzi, velernich
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besed apod. Dalsi dvé soustfedéni byla vénovéna piipravé
Ceskoslovenského druZstva na 25. mezindrodni matematickou
olympiddu. Prvni se konalo v Brezové p. B., druhé v Brati-
slavé. Organiza¢né je zajistoval Ustfedni diim pionyrt a ml4-
deze Klementa Gottwalda v Bratislavé, zvlasté s. Viasta Mi-
chdlkovd. Odborné seminafe na obou soustiedénich vedili
dlouholeti pracovnici matematické olympiady, napiiklad prof.
dr. §. Moravétk, CSc., z VSDS v Ziling, prof. dr. B. Rietan,
DrSc., z MFF UK v Bratislavé, dr. A. Vrba, CSc., z MU
CSAV v Praze a dalsi, ale téZ néktefi mladi studenti a aspi-
ranti z fad byvalych Gspé&$nych a&astniktt mezinarodnich ma-
tematickych olympidd dr. ¥. Kratochvil a ¥. Nekovdi. UV MO
zajiStoval téZ celostdtni korespondenc¢ni semindf, kterému je
vsak vénovana samostatna Cist této broZurky.

Ulohy prvni &4sti 1. kola MO byly jako vzdy otistény spolu
s organiza¢nimi pokyny v letdcich, které vydavéd Stitni peda-
gogické nakladatelstvi v Praze a Slovenské pedagogické na-
kladatelstvo v Bratislavé. Kromé toho otiskly tyto ulohy
i Casopisy Rozhledy matematicko-fyzikdlni a Matematika
a fyzika ve $kole. Spolu s lohami $kolni ¢asti I. kola a Glohami
dalsich kol je tieba pro kazdy ro¢nik MO pfipravit vic nez
60 pokud moZno puvodnich a zajimavych uloh s pé¢knym fese-
nim. Vétdina vybranych uloh pochézi z konkursu JCSMF
a JSMF na tlohy MO, ktery probih4 jiz nékolik let. Své pii-
padné nivrhy tloh posilejte na adresu UV MO, za prijaté
ulohy obdrzite odménu. Pfedev$im je zdjem o série uloh na
sebe navazujicich.

V edici Skola mladych matematiki vyddvda UV MO v na-
kladatelstvi Mlad4 fronta matematické brozurky, vhodné pro
vSechny mladé i star$i zdjemce o matematiku. V roce 1984
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vysly svazky . Holubdr: Mnoziny boda v prostoru a L. Da-
vidov: Funkciondlni rovnice, celkem jiZ vyslo 55 svazkua edice

vvr

SMM. Jsou dobrymi pomocniky soutéZicim v MO a je udel-
né, aby byly zdkum k dispozici v $kolnich knihovnéch.

Tabulka 1
Poéet stiednich §kol zapojenych do 33. roéniku MO
Gvmnazi Ostatni stredni
ymnazia tkoly
. z toho zapojeno Zapojeno
Krgj = ..

B v kategorii | v kategorii -

g 2k gt

O = & =

%%/A B C|2EZ|A B cC|2Ef

C a ] =
Praha 22 15 13 15| 19 - 2 — 2
Stfedocesky 23| 22 22 22| 23 4 4 4 7
Jihocesky 19| 10 10 10 13 2 5 5 6
Zapadolesky 15/ 14 14 15| 15 1 3 5 5
Severodesky 21 19 20 19| 21 3 7 8| 11
Vychododesky 35| 14 17 19| 19 3 2 1 4
Jihomoravsky 39 29 22 21| 33 3 2 3 5
Severomoravsky 39| 24 34 36| 38 1 1 2 4
Bratislava 11 8 10 9| 10 - 2 2 3
Zzpadoslovensky 38| 29 34 38| 38 8 12 23| 25
Stredoslovensky 37| 32 33 33| 37| 10 19 35| 37
Vychodoslovensky 38| 29 27 33| 37 5 14 31| 33
CSR celkem 213 | 147 152 157 | 181 17 26 28| 44
SSR celkem 124| 98 104 113 | 122 | 23 47 91| 98
CSSR celkem 337 | 245 256 270 | 303 | 40 73 119 | 142
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Tabulka 2

Podet zakii soutdZicich v I, kole MO

Krai Kat. A Kat. B ' Kat. C Celkem
raj ; _[ ) B
S U S U, s Uls U

i

I |
Praha 97 80| 102 58 115 56, 314 194
Stiedocesky 169 59| 126 18, 179 29| 474 106
Jihocesky 57 40 66 49 ‘ 122 50, 245 139
Zapadocesky 94 47 97 23 130 26| 321 96
Severocesky 146 50| 1483 22| 190 54| 484 126
Vychodocesky 63 45 54 39, 84 60| 201 144
Jihomoravsky 196 116! 198 65! 206 78| 600 259
Severomoravsky 106 58| 129 42 214 67| 449 167
Bratislava 115 92| 125 52| 145 92| 385 236
Zapadoslovensky 215 186 | 165 123 | 226 184 606 493
Stiedoslovensky | 152 123 | 141 110| 408 136, 701 369
Vychodoslovensky, 336 124 | 396 127 ' 892 221 | 1624 472
CSR 028 495 | 920 316 1240 420 | 3088 1231
SSR 818 525 | 827 4121671 633 | 3316 1570

! [
CSSR 1746 1020 | 1747 728 ) 2911 1053 ’ 6404 2801

| | | .

S — celkovy pocet

U — pocet uspé$nych fesiteld
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Tabulka 3

Pocdet zaka soutézicich v II. kole MO

Kraj Kat. A Kat. B Kat. C Celkem

S U|s U S U|S U
Praha 77 36! 57 23| 52 44| 186 103
Stredocesky 49 2 16 2 29 10 94 14
Jihocesky 38 5 42 6 47 26| 127 37
Zapadocesky 43 7 21 8 23 16 87 31
Severocesky 446 5 19 5 49 26| 114 36
Vychodocesky 43 10 36 8 59 36| 138 54
Jihomoravsky 93 9 63 17 59 33| 215 58
Severomoravsky 55 15 42 22 63 45| 160 82
Bratislava 89 37 52 13 62 37| 203 87
Zipadoslovensky 168 10, 112 15| 156 39| 436 64
Stredoslovensky 103 12 80 13 82 241 265 49
Vychodoslovensky|w 69 17 71 13| 186 54| 326 84
CSR 444 89| 296 91| 381 2361121 415
SSR 429 76| 315 54 486 1541230 284
CSSR - 873 165, 611 145 867 390 | 2351 699

S — celkovy polet

U — pocet tspéénych retiteld
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Tabulka 4

Podlet acastniki II1. kola MO kategorie A

Celkovy Podet Z toho

Kraj gotet | uspEsngeh vitézl
Praha 19 11 7
Stredocesky 1 0 0
Jihodesky 2 2 i
Zapadocesky 2 1 0
Severocesky 2 1 1
Vychododesky 4 3 0
Jihomoravsky 3 0 0
Severomoravsky 10 4 2
Bratislava 27 16 4
Zapadoslovensky 1 0 0
Stiedoslovensky 2 1 0
Vychodoslovensky 7 3 2
CSR 43 22 11
SSR 37 20 6
CSSR 80 42 17
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Tabulka 5
Pocdet zakladnich Skol, které se zudastnily 33. roéniku MO -
kategorie Z

Zucastnilo se

C rai E -
i 25| ILkola | ILkola | IIL kola
6 81 pOéCt 0/(/> pOéCt O/Z) poéet %

Praha 204 191 94 184 90 | 30 15

Stiedolesky 274 | 206 75 194 71 29 11
Jihocesky 184 160 87 130 71| 27 15
Zapadocesky 216 177 82 165 76 | 31 14
Severocesky 288 | 227 79 185 64 | 31 11
Vychodocesky 317 | 240 76 | 214 68| 34 11
Jihomoravsky 457 | 341 75| 320 70| 54 12
Severomoravsky 469 415 88 339 72 43 9
Bratislava 73 54 74 54 74 i2 16
Zapadoslovensky 480 427 89 392 82 41 9
Stiedoslovensky 411 309 75| 286 70| 29 7
Vychodoslovensky 380 | 336 86| 296 76| 36 9
CSR 2409 | 1957 81 | 1731 72 | 279 12
SSR 1353 | 1126 83 | 1028 76 | 118 9
CSSR 3762 | 3083 82 | 2759 73 | 397 11
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Tabulka 6

Pocdet zdka soutéZicich v kategorii Z

. I. kolo I1. kolo III. kolo
Kraj . - -

S U, S U | S 18]
Praha 1687 1126| 762 150 | 36 34
Stredodesky 1448 781 | 635 106 | 37 30
Jihocesky 1317 551 | 439 65 | 34 18
Zéapadocesky 1601 837 | 475 83 | 45 38
Severocesky 1890 758 | 549 76 | 34 29
Vychododesky 2009 1225 674 114 | 41 32
Jihomoravsky 2750 1629 | 1123 211 62 51
Severomoravsky 3546 1617 | 1107 238 53 46
Bratislava 950 580 | 541 129 38 15
Zipadoslovensky 2807 1201 | 981 190 46 22
Stfedoslovensky 1691 939 739 110 32 9
Vychodoslovensky 3317 1417 | 851 224 46 12
CSR 16248 8524 | 5764 1043 | 342 278
SSR 8765 4137 | 3112 653 | 162 58
CSSR 25013 12661 | 8876 1696 | 504 336

S — celkovy pocet

U — pocet uspésnych resiteld
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Poradi,
1.-2.
3.
4.—17.
8.—9.

VYSLEDKY CELOSTATNIHO KOLA MO
KATEGORIE A

Vitézové

iméno a pfijmeni, ro¢nik a zaméreni, $kola

Juraj Baldzs, 4 P, G Kosice, Kuzméanyho ul.

Firi Witzany, 4 M, G W. Piecka, Praha

Fdn Sefétk, 3 M, G A. Markusa, Bratislava

David Bedndrek, 2 M, G W. Piecka, Praha

Martin Grajear, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Viadimir Kordula, 2 M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel Krtous, 3 MF, G Liberec

Adam Obdrsalek, 2 M, G W. Piecka, Praha

Andrej Pastva, 4 M, G A. Markusa, Bratislava

10.—12. Petr Hajek, 2 M, G W. Piecka, Praha

13.

Maridin Sumiala, 3 M, G A. Ma:ku§é, Bratislava

~ Pavel Valir,4 M, G W. Piecka, Praha

Josef Pelikdn, 4 MF, G K. Satala, Ceské Budgjovice

14.—17. Martin Cerny, 4 M, G W. Piecka, Praha
. Martin Foltin, 3 M, G A. Markusa, Bratislava

18.—21

Fdn Luzny, 3, SPSE Presov
Petr Marsdlek, 4 P, G Praha 4, Ohradni

Ostatni uspésni resitelé
. Andrej Hoos, 4 M, G A. Markusa, Bratislava
Petr Koder, 4 M, G W. Piecka, Praha



22.-27.
28.—31.
32.-35.
36.—37.
38.—40.
41.—-42.

Jdn Kovdc, 4 P, G Poprad, Lenin. nibrezie

Roman Tama, 3 M, G W. Piecka, Praha

Viado Hapdk, 4 M, G A. Markusa, Bratislava
Jdn Mares, 4 M, G A. Markusa, Bratislava

Marcel Polakovic, 1 M, G A. Markusa, Bratislava
Jarmila Ranosovd, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec
Ivo Svec, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava

Tomds Vanicek,4 M, G W. Piecka, Praha

Eva Koncovd, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava

Eva Kopeckd, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Tomds Pecina, 4 P, G Turnov

Richard Pleva,4 MF, G Praha 3, Sladkovského ndm.
Frantisek Adamec, 4 P, G Ostrov n. O.

Richard Nemec, 3 P, G Banskd Bystrica

Ivan Poldach, 2 MF, G J. Hronca, Bratislava

Robert Szelepcsényi, 4 M, G A. Markusa, Bratislava
Martin Knor,3 M, G A. Markusa, Bratislava
Bokumir Slddek, 4, SPSE Pisek

Ivo Cermdk, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec

Peter Klein, 1 M, G A. Markusa, Bratislava

Viadan Majerech, 1 MF, G Pardubice

Matej Lexa, 4 M, G A. Marku3a, Bratislava

JFan Ternbach, 4 P, G Jevitko

Pofadi uspésnych fesitelu z tfid, které nejsou zaméieny na

matematiku:
1. Juraj Baldzs, 4, G Kosice, Kuzmanyho ul.
2: Pavel Krtous, 3, G Liberec
3. Josef Pelikdn, 4, G K. Satala, Ceské Budgjovice
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8.—11.

12.-14.

15.
16.
17.

Petr Maridlek, 4, G Praha 4, Ohradni
Jdn Kovdc, 4, G Poprad, Lenin. nabrezie
Ivo Svec, 4, G ]. Hronca, Bratislava

Eva Koncovd, 4, G J. Hronca, Bratislava
Eva Kopeckd, 3, G J. Hronca, Bratislava
Tomds Pecina, 4, G Turnov

Richard Pleva, 4, G Praha 3, Sladkovského nam.
Frantisek Adamec, 4, G Ostrov n. O.
Richard Nemec, 3, G Banska Bystrica
Ivan Poldch, 2, G J. Hronca, Bratislava
Bohumir Sladek, 4, SPSE Pisek

Viadan Majerech, 1, G Pardubice

Jan Ternbach, 4, G Jevitko
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NEJUSPESNEYSI RESITELE II. KOLA MO

V KATEGORIfCH 4, B, C

Z kazdého kraje a kazdé kategorie uvddime nejvyse prvnich

vvvv

Praha
Kategorie A

Martin Cerny, 4 M, G W. Piecka, Praha

. Zdenék Culik, 4 M, G W. Piecka, Praha

Richard Pleva, 4 MF, G Praha 3, Sladkovského ném.

. David Bedndrek, 2 M, G W. Piecka, Praha

Firit Witzany, 4 M, G W. Piecka, Praha
Pavel Valtr, 4 M, G W. Piecka, Praha
Adam Obdridlek, 2 M, G W. Piecka, Praha
Perr Hdjek, 2 M, G W. Piecka, Praha
Roman Tima,3 M, G W. Piecka, Praha
Petr Marsalek, 4 P, G Praha 4, Ohradni

Kategorie B

. David Bedndrek, M, G W. Piecka, Praha

Adam Obdridlek, M, G W. Piecka, Praha
Tomds Ledvinka, SPSE Praha 1, Na ptikopé



Petr Hdjek, M, G W. Piecka, Praha
Tomds Holman, M, G W. Piecka, Praha
Martin Heisler, M, G W. Piecka, Praha
Michal Matyska, M, G W. Piecka, Praha
Ivo Petrous, M, G W. Piecka, Praha

Ivo Majetic, M, G W. Piecka, Praha

10. Ales Kemr, MF, G W. Piecka, Praha

©® N o U

Kategorie C

Frantisek Trojdanek, P, G Praha 4, Na vitdzné plini
Jan Sockor, M, G W. Piecka, Praha
Miroslav Stma, M, G W. Piecka, Praha
—17. Martin Barkori, M, G W. Piecka, Praha
Tomds Liska, M, G W, Piecka, Praha
Martin Novotny, P, G Praha 9, Litoméficka
Ondrej Smid, M, G W. Piecka, Praha
8. Firi Krcil, M, G W. Piecka, Praha
9. Frantisek Hrn&i#, MF, G Praha 3, Sladkovského ndm.

Al > I el

Stredocesky kraj
Kategorie A

1. Petr Koldi, 4 P, G Mlada Boleslav
2. Petr Votava, 3 P, G Kolin

Kategorie B

1. Leos Sykora, P, G M&lnik
2. Petr Flek, P, G Slany
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Kategorie C

. Josef Siminek, SPSE Kutna Hora

. Jirt Knap, P, G Nymburk

. Evzen Mazdnek, P, G Vlasim

. LibuSe Husdkovd, P, G Slany

. Roman Masopust, P, G Kutna Hora

. Jan Plesingr, P, G Ritany

. Antonin Foller, SPSE Kutna Hora

. Milena Bejdovd, P, G Ritany

. Vladimira Rauchovd, P, G Mnichovo Hradisté
10. David Janosik, P, G Podébrady

O 0~ U W

JihoCesky kraj
Kategorie A

1. Bohumir Slddek, 4, SPSE Pisek
2. Josef Pelikdn, 4 MF, G K. Satala, Ceské Budé&jovice
3. Tomds Drtina, 4 P, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
4.—5. Vojtéch Hromi¥, 3 P, G Strakonice

Stépdnka Sindeldiovd, 3 P, G C. Budgjovice, Jirovcova

Kategorie B

1. Josef Fictum, SPS staveb. Volyné&

2. Barbora Stépkovd, P, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

3. Perr Faros, P, G Pelhfimov

4. Jiri Métan, P, G Tébor

5.—6. Findra Matouskovd, MF, G K. Satala, C. Budéjovice
Milan Stech, MF, G K. Satala, Ceské Bud&jovice
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Kategorie C

1.—6. Roman Bartos, P, G Pisek
Robert Kostohryz, P, G Pisek
Pavel Liska, P, G Pisek
Josef Necas, P, G Pisek
Zdenék Randa, P, G Pisek
Jindiich Zapletal, P, G Tébor
7. Ales Chrdle, MF, G K. Satala, Ceské Budéjovice
8.—9. Stanislav Krops, P, G Strakonice
Pavel Peniastek, P, G Tébor
10. Ji7i Vesely, P, G Strakonice

Zépadotesky kraj
Kategorie A

1. Frantisek Adamec, 4 P, G Ostrov nad Ohii
2. Miroslav Plevny, 4 P, G Cheb

3. Pavel Hajn, 4 MF, G J. Fudika, Plzen

4. Herbert Urbanec, 3 MF, G Karlovy Vary

5. Ladislav Hanyk, 3 MF, G Karlovy Vary

6. Jan Bocek, 3 P, G Plzen, ul. Pionyra
7. Josef Bélac, 4 MF, G J. Fudika, Plzen

Kategorie B
1. Jir Pittner, MF, G ]. Futika, Plzen

Lubomir Perk, MF, G ]. Fucika, Plzeil
3. Kamil Meisl, MF, G J. Futika, Plzen

b
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4.

5.

6.
7.—-8
1.

2.

3.

4.
5.-17.
8.—9
1.

2.
3.—4
5.

1.

2

32

Fakub Yaghob, MF, G J. Futika, Plzeti
Radovan Osoba, MF, G Plzen, ul. Pionyri
Payel Samek, MF, G J. Futika, Plzent

. Vidclav Kokout, P, G Plzeni, ul. Pionyra

Martin Lorentz, P, G Cheb
Kategorie C

Jaroslav Vracovsky, P, G Plzeii, Opavskd
Petr Kozel, MF, G Karlovy Vary
Martin Cerny, MF, G Plzeii, ul. Pionyra
Pavla Hercikovd, MF, G J. Fudika, Plzett
David Jezek, P, G Ostrov n. O.

Fan Smrha, P, G Plzesi, Opavska

Marcel Siicha, MF, G J. Futika, Plzed

. Lubos Houdek, P, G Maridnské Ldzng

Pavel Ny¢&, P, G Tachov
Severolesky kraj

Kategorie A

Pavel Krious,3 MF, G Liberec
Petr $aklin, 4 P, G Ustin. L.

. Kateiina Denksteinovd, 3 P, G Dé&in

Martin Klazar, 4 P, G Louny
Viadimir Smutny, 4 MF, G Liberec

Kategorie B

Petr Sleich, P, G D&in
Libor Pdnek, SPSSE Liberec



3. Ondrej Pavlata, P, G Jablonec n. N.
4.—5. Martin Benes, MF, G Teplice
Pavel Nevyhostény, SPSSE Liberec

Kategorie C

1. Jana Vejvalkovd, P, G Most
2. Blanka Havelkovd, MF, G Usti n. L.
3. Radka Zuzdnkovd, P, G Détin
4.—5. Sdrka Bfezinovd, P, G D&in

Otakar Firgl, P, G Dé&tin

Vychodocesky kraj
Kategorie A

. Jan Ternbach, 4 P, G Jevitko

Ales Limpouch, 4 MF, G J. K. Tyla, Hradec Krilové
Tomds Pecina, 4 P, G Turnov

Viadan Majerech, 1 MF, G Pardubice

Tomds Kopf, 4, SPSCh Pardubice

Zbynék Linhart, 4 MF, G Pardubice

Ivo Hladik, 4 P, G Nichod

Ivan Picek, 3 MF, G Hradec Krilové, Simkova

Ludék Brukner, 3 MF, G Pardubice

. Josef Hynek, 4, SPSE Pardubice

© 0N WA LN -

1
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Kategorie B

1. Michal Deml, MF, G Pardubice
2. Viadan Majerech, 1 MF, G Pardubice
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3. §i#{ Charbusky, SPS Ji¢in

® NI

1.-3.

Michal BlaZej, P, G Trutnov
Lubos Dvordk, MF, G Pardubice
Vojtéch Faruska, MF, G Pardubice
Martin Hospodka, SPSE Pardubice
Martin Spelda, P, G Dobruska

Kategorie C

Petr Felinek, MF, G Pardubice

Jana Jeskovd, MF, G Hradec Kralové, Simkova
Viadan Majerech, MF, G Pardubice

Rudolf Rousek, MF, G Hradec Krélové, Simkova
Petr Fencl, MF, G Pardubice

. Lubos Boruwvka, P, G Néachod

David Fandéek, SPSE Pardubice

Sosef K#iz, SPSE Pardubice

4.
5.
6.—8
1.-2
3.
4.-5
6.
7.
8.—9

34

Jihomoravsky kraj

Kategorie A

. Martin Kovdr, 3 P, G Brno, tf'. kpt. Jarose

Dusan Vaskovic, 4 P, G Uhersky Brod
Tomdas Drtilek, 4 P, G Brno, Konévova

. Michal Bene$, 4 P, G Jihlava

Alan Kubéna, 4, SPSE Brno, Leninova
Pavel Zeméik, 4, SPSE Brno, Leninova
Michal Krupka, 2 P, G Brno, tf. kpt. Jarose

. Ludék Niedermayer, 4 P, G Brno, tf. kpt. Jarose

Viclay Studeny, 3 P, G Brno, Elgartova



Kategorie B

Pavel Adamec, P, G Kroméfiz
Richard Seda, P, G Blansko
Petr Brada, P, G Ttebit
—6. Petr Fuchs, P, G Brno, tf. kpt. JaroSe
Michal Krupka, P, G Brno, ti'. kpt. Jaro$e
Libor Skficka, P, G Brno, ti'. kpt. Jarose
7. Petr Vesely, P, G Jihlava
8.—10. Radek Docekal, P, G Jihlava
Hana Roztoéilovd, P, G Brno, Konévova
Fan Vecheta, P, G Brno, Koné&vova

Ll N

Kategorie C

1. Faroslav Hora, P, G Brno, tf. kpt. Jarose

2.—3. Frantisek Klein, P, G Brno, Koné&vova
Radek Tomcik, P, G Brno, Konévova

4.—5. Hana Peridzovd, P, G Brno, ti'. kpt. Jarose
Dawvid Toman, P, G Brno, tf. kpt. Jarose

6. Miroslay Mindrik, P, G Jihlava

7. Petr Steinmentz, P, G Brno, Konévova

8. Jirt Kubdéek, P, G Brno, Konévova

Severomoravsky kraj
Kategorie A

1. Viadimir Kordula, 2 M, G M. Kopernika, Bilovec
2. Ivo Stanék, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec



Ivo Cermdk, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Petr Adamek, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec

—8. Pavel Krdémar, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Jarmila Ranosovd, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec
Petr Simon, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Angel Vargas, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec

9. Jiri Lihotsky, 4 P, G Opava

10. Ales Porizka, 2 M, G, M. Kopernika, Bilovec

Sk W

Kategorie B

1.—2. Martin Blatny, M, G M. Kopernika, Bilovec
Viadimir Kordula, M, G M. Kopernika, Bilovec
Tomds Klinkovsky, P, G Valasské Mezifi&l
Michal Sverdik, M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel Selesi, M, G M. Kopernika, Bilovec
Antonin Franek, M, G M. Kopernika, Bilovec
Ales Porizka, M, G M. Kopernika, Bilovec

Ivo Kozusnik, P, G Havifov

Martin Novotny, P, G Ostrava-Hrabavka

10. Otto fiinger, M, G M. Kopernika, Bilovec

PNV AW

Kategorie C

1.—5. Robert Babilon, M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel Caldbek, M, G M. Kopernika, Bilovec
Frantisek Kaspdrek, M, G M. Kopernika, Bilovec
Radan Kuéa, M, G M. Kopernika, Bilovec
Vojtéch Sléska, M, G M. Kopernika, Bilovec

6.—9. Petr Habala, M, G M. Kopernika, Bilovec
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Tomés Novorny, P, G Frydek-Mistek

Martina Sklendiovd, P, G Ostrava, Jizdirenska
Petra Sykorevd, M, G M. Kopernika, Bilovec
Marek Petrivalsky, P, G Olomouc-Hej¢in

Bratislava
Kaztegorie A

Fin Seféik, 3 M, G A. Marku3a, Bratislava
Ondrej Pastva, 4 M, G A. Markusa, Bratislava

. Eva Koncovd, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava

Maridn Sumsala, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Matej Lexa, 4 M, G A. Markusa, Bratislava

. Martin Foltin, 3 M, G A. Marku3a, Bratislava

Eva Kopeckd, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Martin Knor, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Andrej Hoos, 4 M, G A. Marku3a, Bratislava
Ribert Szelepcsenyi, 4 M, G A. Markusa, Bratislava

Kartegorie B

Miroslav Bedlek, M, G A. Marku3a, Bratislava

. Viadimir Potisk, MF, G J. Hronca, Bratislava

Stanislav Meduna, MF, G J. Hronca, Bratislava
Milan Balucha, SPS Stavebnd, Bratislava

Ivan Vargovié, M, G A. Marku3a, Bratislava
Anna Vojtkovd, MF, G J. Hronca, Bratislava
Tomds Fischer, MF, G J. Hronca, Bratislava

.—9. Mdria Orgondiové, MF, G J. Hronca, Bratislava
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Pavol Serres, P, G L. Novomeského, Bratislava
10. Robert Trdvnik, MF, G J. Hronca, Bratislava

Kategorie C

1.—6. Anton Belan, G A. Markusa, Bratislava

Zohdy Hamid, M, G A. Marku3a, Bratislava
Fana Koncovd, MF, G J. Hronca, Bratislava
Furaj Mdzor, M, G A. Markusa, Bratislava
Marcel Polakovic, M, G A. Markusa, Bratislava
Milan Singhofer, M, G A. Markusa, Bratisiava
Peter Kleiny, M, G A. Marku3a, Bratislava
Rébert Kridl, M, G A. Marku3a, Bratislava
Adrian Liska, M, G A. Markusa, Bratislava

10. Stanislav Pdrnicky, M, G A. Markusa, Bratislava

e 2N

Zapadoslovensky kraj
Kategorie A

Pavel Belusky, 4 P, G Nitra, Parovskd
Viadimir Uhelsky, 3 P, G E. Gudernu, Nitra
Stefan Dragin, 4 P, G Surany

Viadimir Pucek, 4 P, G Skalica

Tibor Hiédik, 4 P, G mad. Komdrno

Gabriel Drobny, 4 P, G Trendin

Jdn Maly, 3 P, G E. Gudernu, Nitra

Michal Valent, 4 P, G Levice

Tibor Lacza, 4 P, G Nové Zamky

Stanislay Varga, 4 P, G Topoltany

SN ORI
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Kategorie B

Gejza Berek, P, G mad. Zeliezovce
Bronislay Krajéovic, SPS stavebn4, Trnava
Zoltdn Sedldk, 2 P, G Nové Zamky
Tomds Polakovié, P, G Nové Zamky

Peter Muzila, P, G Nitra, Parovska
Robert Jakubik, P, G Levice

Peter Olldry, SPS Komirno

Roman Vince, P, G Sahy

Zuzana Suppovd, P, G E. Gudernu, Nitra
Jozef Kiidela, P, G Levice

Kategorie C

Maridin Lukaé, P, G Banovce n. B.
Rudolf Burcl, P, G Trnava

Oliver Ralik, P, G E. Gudernu, Nitra
Martin Stepka, P, G Piestany

Ildikd Viazsonyiovd, P, G mad. Komidrno
Pavol Kolnik, P, G Nové Mesto n. V.
Peter Krigalkovié, P, G Nitra, Parovska
Iveta Hercovd, P, G Levice

Gabriel Iré, P, G mad. Senec

Andrea Szabdovd, P, G mad. Komidrno

Stredoslovensky kraj

Kategorie A

. Igor Jucho, 3 P, G Povazska Bystrica

Rickard Nemec,3 MF, G Banskd Bystrica, Tajovského
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Igor Odrobina, 3 P, G Zilina, Velkd Okruzna
4.—5. Roman Gajdosech, 4 M, G Zilina, Velkd OkruZna

Roman Kuéera, 4 M, G Zilina, Velkd OkruZn4
6.—7. Erich Bielik, 3 P, G Dolny Kubin

Stefan Brisuda, 4 M, G Zilina, Velkd Okruzné
8. Dusan Posptsil, 4 P, G Povazska Bystrica
9.  Yozef Bata,4 M, G Zilina, Velkd Okruzna

Kategorie B

Igor Melicheréik, MF, G Banské Bystrica, Tajovského
Milan Kubala, M, G Zilina, Velkd Okruzni
Robert Germié, M, G Zilina, Velkid Okruzni
Ivan Berkes, MF, G Zvolen
.—17. Lubomir Cario, MF, G Zvolen
Bedta Prostindkovd, SPS Dubnica n. V.
Peter Uher, MF, G Prievidza
8. Lubica Ferencovd, MF, G Zvolen
9.—10. Yozef Cierny, M, G Zilina, Velkd OkruZna
Igor Kohut, P, G Pachov

Vs BN

Kategorie C

1.—2. Dusan Hanes, MF, G Prievidza
Anna Korefiovd, M, G Zilina, Velka OkruZn4
3.—4. Miroslav Lasiik, M, G Zilina, Velkd Okruzni
Miroslay Lestach, M, G Zilina, Velki OkruZn4
5. Fridrich Strba, MF, G Zilina, Wolkerova
6. Branislav Gresdk, P, G Kysucké Nové Mesto
7. Pavel Galba, P, G Dubnica n. V.
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8.—9. Tomds Kubik, MF, G Prievidza

10.
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Roman Labdt, M, G Zilina, Velkd Ckruzni
Luboniir Baso, MF, G Prievidza

Vychodoslovensky kraj
Kategorie A

Juraj Baldzs, 4 P, G Kosice, Kuzményho ul.
Fdn Kovdé, 4 P, G Poprad, Lenin. nébrezie

Fdn Lizny, 3, SPSE Presov

Frantisek Bobenié, 4 M, G Kogice, Smeralova
Lubo¥ Krupa, 4 P, G Humenné

Peter Vargovéik, 4, SPSE Presov

Juraj Vatasling 4 P, G Prefov, Konstantinova
Igndc Terestdk, 4 P, G Michalovce

Rendta Frankovd, 4 P, G Kosice, Srobérova
Viliam Schichman, 4 P, G Prefov, Konstantinova

Kategorie B

Viadimir Hasik, SPSE Kosice

Alexander Szabari, M, G Kotice, Smeralova
Igor Bilak, P, G Prefov, Kon$tantinova
Alexander Slanina, P, G Kogice, Smeralova
Rudolf Bosdk, P, G Giraltovee

. Igor Kuruc, G Prefov, Revolu¢na

Gabriel Zamborsky, SPSE Presov
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Kategorie C

Roman Sotdk, M, G Kosice, Smeralova

Mdrio Drosc, P, G Michalovce

Igor Fedacko, P, G Michalovce

Fozef Micko, M, G Kogice, Smeralova

Michal Neméik, P, G Poprad, Lenin. nabreZie
Adriana Jergovd, P, G Presov, T. Sevéenka
Michal Lieskovsky, P, G PreSov, KonStantinova
Fana Marcinovd, Str. hotelova $kola KeZmarok
Peter Muska, P, G Poprad, Lenin. nabrezie
Michal Urban, P, G Preov, Konstantinova

PN e DR

[
e

G — gymnizium

M — tfidy se zamé&fenim na matematiku

MF — tiidy matematicko-fyzikalni

P — tridy prirodovédné, s odbornou piipravou ncbo
experimentdlni

Pokud neni uvedeno jinak, byli vSichni uvedeni Fesitelé

v kategorii B zaky 2. roZniku, feditelé v kategorii C Ziky
1. ro¢niku. '
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Kategéria Z

ULOHY 1. KOLA

Z-1-1

Nijdite vietky pitciferné &isla delitelné Cislom 84, ktoré
maja tato vlastnost: Prvé tri Cislice tvoria &islo, ktoré je
trikrdt vac3ie ako Cislo zo zostavajucich dvoch &islic. Poradie
Lislic je pritom rovnaké ako v pitcifernom disle.

RieSenie. Oznalme x dvojciferné &islo tvorené poslednym
dvojtislim hladaného pitciferného &isla, y trojciferné ¢islo
tvorené jeho prvymi troma ciframi; potom hladané pitci-
ferné &islo n je rovné 100y + x. Podla zadania tlohy ma
platit y = 3x, tedy n = 300x + x = 30lx = 7.43.x. Kedze
84 deli 7.43x vtedy a len vtedy, ked 12 deli 43x, preto
nutne x sa rovind jednému z Cisel 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84,
96. Kedze pre 12 a 24 &islo 3x nie je trojciferné &islo, tak
ostava tychto 6 rieSeni pre n:

10836, 14448, 18060, 21672, 25284, 28 896.

Z-1-2
Pre ktoré prvolislo p je ¢islo 2p + 1 trefou mocninou
nejakého prirodzeného &isla?

RieSenie. PoloZzme 2p |+ 1 = m3, kde m je prirodzené
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Cislo a p prvocislo. 2p + 1 je vidy nepéarne cislo, preto nutne
m? teda aj m je neparne. Zrejme 2p = m® — 1 a odtial po
rozklade pravej strany méme

2p =(m — 1)(m% + m + 1). (D)

PretoZe m je neparne, mozno ho vyjadrit v tvare m = 2k + 1,
kde & > 0 je prirodzené Cislo. Po dosadeni do rovnosti (1)
méame

20 =2k(AR2 + 4k + 1+ 2k +1 +1)
a odtial
= k(4R + 6k + 3).

Pretoze prvolislo moze byt delitelné len Cislom 1 a sebou
ssmym,nutne 2k =lap =4+ 6 + 3 = 13.

Teda len pre p = 13 je 2p + 1 tretou mocninou prirodze-
ného &isla, 2.13 + 1 = 27 = 33,

Z-1-3

Na linke elektricky je Cas jazdy medzi konednymi stani-
cami 45 minut. Na obidvoch kone¢nych staniciach cakaja
elektricky 5 minat. Pridanim piatich elektri¢iek na linku sa
interval medzi elektrickami zniZil o jednu minutu. Kolko
suprav jazdi teraz na linke a v akom intervale? (DIZka inter-
valu vy¢islend v minttach je prirodzené ¢islo.)

RieSenie. Jedna clektricka prejde celd trat tam i spit za
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100 minat. Pred zmenou jazdi x vlakov s intervalom y
minat. Po zmene jazdi x + 5 vlakov s intervalom y — 1
minat. Polet intervalov nisobeny dizkou intervalu diva
vzdy Cas, potrebny k prejdeniu celej trati.

x.y = 100
(x +5).(y —1) =100

Riefenim stGstavy rovnic: ¥ = 20,y = 5.
Po trati jazdi 25 sGprav s intervalom 4 minuty.

Z-1-4

Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC, d(AC) = d(BC).
Na prediZeni strany CB za bod B zvolte bod D tak, aby
d(BD) = d(AB). Priesetniky osi uhlov BAC a BAD s uset-
kou CD oznalte E a F. Ak velkost mid uhol EAF, ak
v(<CAB) = u?

Obr. 1
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Riegenie (obr. 1). Polpriamka AE je osou uhla «, preto

1
o(<LEAB) = 5 % Trojuholnik ABC je rovnoramenny, preto

a = 3. Uhol ABD je susedny k uhlu ABC, preto z(<tABD) =
= 180° — «. Trojuholnik 4BD je rovnoramenny, d(AB) =
180° — (180° — o) =
= d(BD). Potom v(</BAD) = 2 =5 Po-
1

lopriamka AF je osou uhla BAD, preto o(<{BAF) = 2"

1
Sucet uhlov EAB a FAB je > 1 «. Pre uhol «
v rovnoramennom trojuholniku ABC plat « << 90°. Potom

%4 o=
‘x

3
musi platit pre stcet uhlov EAB a FAB ik < 67°30'.

Uhol EAF zostrojeny vy3iie popisanym spdscbom je pre
kazdy rovnoramenny trojuholnik ABC vzdy mens$ iako 67,5°.

Z-1-5

Je dany $tvorec KLMN s dizkou strany 6 cm. Zostrojte
trojuholnik ABC, ktory ma4 tieto $tyri vlastnosti:

1. vrchol 4 lezi na priamke KL,

2. vrchol C lezi na priamke KN,

3. bod M ma od kazdého z bodov A a C vzdialenost

7 cm,

4. d(AB) :d(BC):d(CA) =15:2:1.
Kolko rieSeni mé tloha?

RieSenie. Zostrojime kruznici & = (M, 7 cm) (obr. 2).
Jej priese¢niky s KL oznatime A, A" a jej prieseniky s KN
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Obr. 2

oznatime C, C’. Kazd4 z dvojic bodov 4, C; 4, C'; A, C;
A’, C’; predstavuje vidy dva vrcholy zostrojeného trojuhol-
nika.

Uvazujme dvojicu 4, C. Potom bod B je prieselnikom
kruZnic k4 = (4; 1,5.4C) a k¢ = (C; 2. AC). Obdobne je
tomu v pripade dvojic 4, C’; A’, C; 4’, C".

Uloha mé celkom 8 rieeni.
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Z-1-%

Je dany rovnostranny trojuholnik ABV, d(4AB) =8 cm.
Zostrojte obdiznik ABCD, ktorého strana CD prechidza
stredom K tGsetky AV. Dalej zostrojte v polrovine s hranié-
nou priamkou CD a vnltornym bodom A rovnostranny
trojuholnik CDU. Vypotitajte obsah tych casti obdlZnika
ABCD, ktoré lezia mimo trojuholnika ABV 1 trojuholniks
CDU.

RieSenie. Priesetniky priamok AV a DU, BV a CU
ozna¢me (obr. 3), po rade £ a F. Zvonku obidvoch uvazova-
nych trojuholnikov leZia v obdIZniku len trojuholniky ADE
a BCF. V obidvech tychto trojuholnikoch maji uhly pri
stranich 4D a CB velkost 30°. Strany 4D a CB su proti-

v
|
I
o _«/ |
.fb"f.b l
e
7/ [
N !
~ l
1
[
!
u
Obr. 3
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Tahlé strany obdiznika ABCD. Teda trojuholniky ADE
a BCF su podla vety usu zhodné rovnoramenné trojuhol-
niky. Sta&i vypocitat obsah jedného z nich.

Oznatme L priesenik priamok BV a DC. Z konstrukcie
obdiznika ABCD vyplyva, ¢ KL je stredni priecka troj-
uholnika ABV, takie d(KL) =4. Z osovej sumernosti
obdiznika ABCD a trojuholnika ABV podla osi UV vyplyva,
ze d(DK) = 2. Trojuholnik DKE mé pri strane DK uhly
o velkosti 60°, a preto je rovnostranny. Teda ADE je rovno-
ramenny trojuholnik o ramenich dizky 2 a uhloch pri 24-
kladni o velkosti 30°, takZe m4d ten isty obsah ako rovno-
stranny trojuholnik o strane dIZky 2. Obsah A\ AED je teda

1 —

pP= 3.2.]/5 =13 cm?.

Celkovy obsah &asti obdiznika ABCD, ktoré lezia zvonku
AABV i /A CBU je 2|3 cm?.

ULOHY II. KOLA

Z-11-1

Pred dvojciferné Cislo napiSeme to isté Cislo, aviak s opac-
nym poradim cifier. Dostaneme $tvorciferné &islo, ktoré je
delitelné ¢islom 21. Urlte dvojciferné &islo.

RieSenie. Oznalme a cifru na mieste desiatok a & polet
jednotiek zvoleného dvojciferného &isla. Podla podmienok

49



tlohy ma byt &slo 100 (106 + a) + 10a + b = 10016 +
+ 110a delitelné &islom 21, teda siedmymi a tromi. PretoZe
1001 je delitelné siedmymi, musi byt siedmymi deliteIné
Uslo a, teda a = 7. Cislo 10015 + 770 sa rovna 3 (333b +
+ 256) + 2(b + 1) a je deliteIné tromi prave vtedy, ked
je &islo & + 1 deliteIné tromi. Jedinym rieSenim st &isla
72, 75, 78.

Z-It-2

Néjdite vietky prvodisla p pre ktoré je &islo p + 4 dru-
hou mocninou prirodzeného disla.

RieSenie. Ak je p+4=4a% je p = (a—2)(a + 2).
PretoZe je p prvotislo, musi byfa —2 =1,p = a + 2 = 5.
To je jediné riesenie.

Z-11-3

V trojuholniku 4ABC je S stred strany 4B a P pita vyiky
na priamku AB. Dalej je d(CS) = 5, d(CP) = 4 a d(AP):
1 d(BP) = 2. Vypotitajte velkost strany AB.

C
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RieSenie. (obr. 4a, b). Podla Pytagorovej vety je d(SP) =
= 3. Ak oznatime d(AS) = x, je d(AP) = x + 3, d(BP) =
=x—3 lebo dBP)=3—x. Z podmienky d(AP):
:d(BP) = 2, potom vyplyva v prvom pripade x = 9, v dru-
hom x = 1. Potom je d(AB) = 18 alebo d(AB) = 2.

Z-11-4

Auto ide z miesta A do miesta B priemernou rychlostou
70 km/h, naspidt priemernou rychlostou 50 km/h. Keby
iflo tam i spit priemernou rychlostou 60 km/h, trvala by
celd jazda o 8 minGt menej. Ak4 je vzdialenost miest A a B?

RieSenie. Ak oznatime hladant vzdialenost s (v km),
mé podla podmienock Glohy platit

s s 2s 8 dtial 0k
20T 50 =60 T 6o 0dUia s = 140 km.

ULOHY III. KOLA V SR
(Glohy pripravil KV MO - Severotesky kraj)

Z-1I-1

Aké musia byt Cislice x, y, ak pitciferné &islo 4x01y je
deliteIné pitndstimi? N4jdite v3etky rieSenia tlchy a ziska-
né {isla vypiste.

RieSenie. Cislica y mbZe byt 0 alebo 5 a &islica x Tubo-
volné &islo z mnoziny {0, 1, ..., 8, 9}, ktoré doplnia ciferny
sulet tak, aby bol deliteIny tromi. Teda ak
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y=0,tak 5+ x=3kkcNaxec{l, 47}
y=5tk10 + x =3k kcNaxec{2,5,8}.

Hladané pitciferné &isla, ktoré vyhovuji pedmienkam alohy,
st
41010, 42015, 44010, 45015, 47010, 48 015.

Z-1i1-2

Existuje pitica po sebe nasledujicich nepirnych &isel, aby
stidet ich $tvorcov bolo prvodislo ?

RieSenie. Neexistuje. Cislica nultého ridu sGétu Stvor-
cov Tubovolnej pitice po sebe nasledujicich nepirnych &i-
sel [k — 1)2 + 2k + 12 + (2% + 3)* + (2% + 52 +
+ 2k + 72, ke Z] je vzdy Cislo pit.

Z-1i-3

Je dany pravidelny Sestuholnik ABCDEF o strane g =
= 2 cm. Urlte obsah obrazca, ktory je zjednotenim troj-
uholnikov ACE a BDF.

RieSenie. Najprv vypolitame cobsah rovnoramenného
2.x 13
trojuholnika (obr. 5) Pypc = ke x, kde x = 3 Po-
tom obsah obrazca P = Pg — 6.Pipg = 6.],/3 — 6. g =
=4 ]/5 cm?2.
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Z-1-4

Koléna dut mala dorazit do mesta nejneskér o 11.00 ho-
dine. Keby iila priemernou rychlostou 30 km/h, prigla by
do mesta uz o 10.00 hodine. Keby isla priemernou rych-
lostou 20 km/h, dorazila by a% o 12.00 hodine. Akou prie-
mernou rychlostou musi koléna ist a aka vzdialenost méa
prekonat ?

RieSenie. Navod: Z podmienok tlohy dostivame rovnice
s=30c (1), s=20t+2) (2), s=2(zt+1) 3). Z (1)
a (2) mdme 307 = 20(z + 2), odkial 7z = 4. Potom z (1)
a (3) vyplyva s = 120, » = 24. Koléna musi prejst 120 km
najviac za 5 hodin. Musi teda ist rychlostou aspori 24 km/h.
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ULOHY III. KOLA V SSR
(Glohy pripravil KV MO - Bratislava)

Z-11-1

Deokizte, Zze pre kazdy konvexny pituholnik plati: stlet
velkosti uhloprietok (vietkych) je vidsi ako stcet vietkych
jeho stran.

RiesSenie. Pri oznaleni podla obr. 6 zrejme plati:
ay + a2 > a, b1+b2>b, c1 + ¢z > ¢, d1+d-3>d,
er + ex > e; dalej plati: uy > a1 + b2, ..., us > e + aa.
Stitanim uvedenych nerovnosti dostaneme pozadované tvr-
denie.
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Z-1-2

a) Ak napiSeme IubovoIné 3-ciferné Cislo 4-krit za se-
bou, tak vysledné 12-ciferné &islo bude delitelné 4-cifernym
¢islom 9 901. Dokazte!

b) Néjdite dalsie (najlepsie vSetky) 4-ciferné &isla, ktoré
maja rovnak vlastnost, ako ¢islo 9 901.

RieSenie. a) Nech a je trojciferné &islo, potom prisluiné
12-ciferné ¢islo je (1 001 001 001).a, tento sucin je delitelny
¢islom 9 901, pretoze ¢initel 1001 001 001 je delitelny tymto
Cislom. MoZno sa o tom presved¢it vydelenim alebo roz-
kladom.

b) Plati: 1001001001 = 7.11.13.101.9901. Vlastnost
z a) ma kazdy delitel &isla 1 001 001 001. Stvorciferné deli-
tele sG: 1001 = 7.11.13,7777 = 7.11.101, 9 191 = 7.13.
2101, 1111 = 11.101, 1 313 = 13.101.

Z-1-3

Narysujte [ubovolny trojuholnik ABC. Vo vnatri strany
AC zostrojte bod X, vo vnatri strany BC zostrojte bod Y
tak, aby platilo:

d(AX) = d(XY), <> XY ||« 4B
a dokazte spravnost konstrukcie.
RieSenie. Konstrukcia ulohy je zrejmé z obr. 7, ak si
uvedomime, Ze priamka AY je osou uhla BAC. Uloha mi

jediné rielenie.
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Z-1l1-4

Vlado a Peter sa vydali na tiru z miesta A do miesta B
a spit. Vlado igiel rychlejsie ako Peter a ked sa vracal, stretol
Petra. Peter mal prejst do miesta B eSte 2 km. Peter sa
rozhodol, Ze ho musi dobehnut. Zvysil rychlost chdédze na
dvojnédsobok. Vlado uZ nevlddal, preto zvySok cesty do A
presiel polovi¢nou rychlostou. Do miesta A sa obaja vrétili
zéroven. Vypotitajte vzdialenost miest A a B.

RieSenie. Oznalme x vzdialenost miest AB v km, o
rychlost Vlada, »2 rychlost Petra (oznaenie pre vychodis-
kové rychlosti). Podmienka, Ze obaja turisti dorazili do ciela
naraz, sa dé zapisat v tvare:

x+2 x—2 x—-2 x+2

1 + 1/2 21 - T2 + 2“02

odkial dostaneme v; = 2.vo.
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Cas, ktory uplynul od zadiatku tiry po prvé stretnutie
turistov bol rovnaky, z ¢oho moZno zapisat dal$iu rovnicu:

x+2 x—-2

1 2
Z oboch rovnic dostdvame:
x+2=2.(x—2)

Teda x = 6.
Vzdialenost miest AB je 6 km.
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Kategorie C

ULOHY DOMACI CASTI 1. KOLA

Cc-1-1

Najdéte vSechny uspofddané trojice kladnych reilnych
&isel a, b, ¢, pro které plati

1 2 3
— =12

a+ 26 + 3¢ + — + 5 +
a ¢

1
Reseni. Pro kazdé kladné &islo u plati nerovnost # - i =2,
pii¢emz znaménko rovnosti plati jen v piipadé # = 1. Pro
kazdou trojici kladnych &isel a, b, ¢ proto plati
1 , 1 X 1y
a+;+2 b +Z§‘ +31c +g =12,
pii¢emz znaménko rovnosti plati pravé tehdy, je-li @ = b =
= ¢ = 1. To je jedina trojice, kterd vyhovuje rovnici Glohy.

C-1-2

Osy vnitfnich Ghld konvexniho &tyfthelniku prochazeji
jednim bodem nebo omezuji &tyfahelnik, jemuz lze opsat
kruznici. Dokazte.
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ReSeni. Osy vnitinich ahla &tyfGhelniku ABCD  pii
vrcholech 4, B nemohou byt rovnobézné, oznalme jejich
pruseCik R. Bod R je stfedem kruZnice, kterd se dotyki
strany AB &tyithelniku a také poloptimek AD a BC. Je-li
CD také tenou této kruznice k, prochdzeji vSechny osy
vnitfnich Ghla &tyfahelniku ABCD bodem R. Dil budeme
predpokléddat, Ze pfimka CD neni tefnou kruznice %2. Na
poloptimkich BC a AD zvolime body C” a D" tak, aby
tyfthelnik ABC’D” byl kruZnici £ opsén a aby C'D’||{CD
(obr. 8). Osy vnitinich uhla ¢tyiahelniku ABC'D” se pro-
tinaji v bod& R, osy vnitfnich thla &tyftuhelniku ABCD pii
vrcholech C, D se protinaji v bod& P, pro ktery plati CP||C'R,
DP||D’R. Ptimky BC, AD, RP prochéazeji bud jednim bo-
dem, nebo jsou spolu rovnob&zné. Proto jsou body R, P
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protéj§imi vrcholy (tyfGhelniku PURV omezeného osami
vnitfnich @hla ¢tyfGhelniku ABCD. Plati |<CUPV| =

A + (5
— |<D'RC’| = 180°— - ~— |XURV| = |54RB| =
%+ p . e
= 180° — 2 kde jsme =, f, », 6 oznatili velikosti

vnitinich @hla &tyfdhelniku ABCD pii vrcholech A4, B,
C, D. Protoze « + f# +y + 6 = 360° je soulet velikosti
uhld UPV a URV roven 180°. Podle véty o obvodovém
a stiedovém uhlu lze ¢tyiuhelniku PURV opsat kruznici,
coz jsme méli dokdzat.

C-1-3

Urcete vSechna prirozena Cisla # (200 > n > 3) s touto
vlastnosti: Posledni dvoj&isli dekadického zépisu &isla (n+1)2
se li§i od posledniho dvojcisli dekadického zdpisu cisla 7?2
nejvyse poradim cifer.

Reseni. Kdyby ¢&isla (n + 1)? a n2 kontila stejnym dvoj-
(islim, byl by jejich rozdil délitelny c&islem 100, avsak
(n+ 12 —n? =2n + 1 je vzdy ¢&islo liché a tedy neni déli-
telné &islem 100. Ma-li tedy byt pfirozené Cislo n FeSenim
nasi vlohy, musi se &isla (n + 1)2 a #»2 liit na poslednich
dvou mistech pofadim cifer. Do ndsledujici tabulky si napi-
Seme do sloupcu vSechny moZnosti pro posledni Cislici
Gselmym + 1, n2, (n + 1)%:
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| 001 2 3 45 6 7 8 9
| nt+1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
5712 io 1 4 9 6 5 6 9 4 1
?(71—}—1)2 't 4 9 6 5 6 9 4 1 0
| |

Kongi-li napfiklad Cislo n2 &islici 4 a &islo (n + 1)2 Cislici 9,
a maji-li se tato dvé &isla lidit na poslednich dvou mistech
pofadim cifer, musi n? kontit dvoj¢islim 94 a ¢&islo (n + 1)2
dvojcislim 49. Vy$e uvedenou tabulku muzZeme tedy doplnit
tabulkou posledniho dvoj¢isli ¢isel n2 a (n + 1) (pfedpoklida-
me-li, Ze n vyhovuje podmince Glohy):

/

10 41 94 69 56 65 96 49 14 01

01 14 49 96 65 56 69 94 41 10

‘ (n + 1)2
I

|
i n2
i

|
|

Je-li druh4d mocnina pfirozeného ¢&isla n d&litelnd deseti, je
Cislo n délitelné deseti, pak je vSak Cislo n2 délitelné stem
a nemuze kondit dvojcislim 10. To znamend, Ze v posledni
tabulce nemuZe nastat situace vyjadfend v prvnim sloupci,
stejné tak pro posledni sloupec. Konéi-li &slo n? &slici 5,
musi konéit ¢islici 5 1 &islo »n, pak vSak kondéi &islo n2 dvoj-
tislim 25. To znamend, Ze nemuzZe platit obsah 5. a 6. sloup-
ce. Konetné kondi-li ¢islo »? ¢islici 4, musi ¢islo # konéit
Cislici 2 nebo 8, pak je viak v ¢isle #»2 na misté desitek &islo
sudé. Proto Zidnd druhd mocnina pfirozeného &isla nemiiZe
kontit dvojlislim 94 nebo 14. Zbyvaji tedy jen dvé moZnosti,
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bud &islo 72 kondi dvojéislim 69 a &islo (r + 1)2 dvojcislim 96,
nebo obrdcené. V prvnim pripadé konéi &islo n Cislici 3, na
misté desitek pak musi byt cifra 1 nebo 6. V druhém piipadé
musi ¢islo # koncit dvojéislim 36 nebo 86. Protoze n << 200,
muze n nabyt pouze hodnot 13, 63, 113, 163 a 36, 86, 136,
186. Zkouskou se piesvéd¢ime, Ze viechny tyto hodnoty
vyhovuji.

C-i-4

Je déna krychle ABCDA’B’C’D’ o hrané délky a. Kulova
plocha protiné sténu BCC” v kruznicivepsané ¢tverci BCC’B’
a prochazi

a) bodem A4,

b) stfedem Usetky AB.

V obou pifipadech urlete stied a polomér kulové plochy.

a ’

D o
]
I
i

, i

A } B
4
1S . o
[ —X
RN |
/"——-——\m———..:._._
D r : C
K
A B Obr. 9
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ReSeni. Stfed S dané kulové plochy lezi na kolmici
vedené stiedem O &tverce BCC'B’ k jeho roving, tedy na
spojnici stieda O, O ¢tverca BCC'B” a ADD’A’, presnéji
na polopfimce OO’. Oznalme x = |OS| a » hledany polo-
mér. Stied S bude vypoltenou velikosti x jednoznaln?
uréen (obr. 9). V piipadé a) vypolteme x a r ze vztahl
mezi stranami pravouhlych trojuhelnika SA0” a SOK, kde
K je stied strany BC. Podle Pythagorovy véty je

3

a —\2 a
e (2)rmne(3)

5 a_ —
odkud plyne x = b=y J/41. V piipadé b) nu'rradime

trojthelnik SAO’ trojahelnikem SLM, kde L je stfed hrany
a

AB a M stied krychle. Vyjde pak x = P coZ znamend, Ze

bod S splyvd s bodem M, trojihelnik SLM je vlastné jen

a
tiselkou, a r = 5 J2.

C-I-5

Necht a, b jsou nesoudélna piirozena Cisla. Pak prirozend
dsla x, y, 2, kde x = ala + b), y = b(a + b), =z = ab jsou

1 1
nesoudé€lna a plati — + — = —-. Dokazte.
X y =z

Necht x, ¥, z jsou nesoudélnéd pfirozena ¢isla, pro néz plati

1 1 1
= - }— == Zjistéte, zda pak existuji pfirozena &isla a, &

takovd, Ze x = a (a + b), ¥y = b(a + b), 2 = ab.
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Reseni. Cisla x, y, 2 jsou opravdu nesoudélna, kdyZ jsou
nesoudéind Cisla a, b. V opatném piipadé by nékteré prvo-
Cislo z rozkladu Cisla 2 muselo délit ¢isla x 1 y. DEli-li prvo-
tislo p &islo z, déli bud a nebo b. Necht déli &islo a, pak
ned@li Cislo b, protoZe a, b jsou nesoudélnd. ProtoZe dél
&islo y, musi délit Cislo a + b. Jelikoz déli p &islo a a také
¢islo a + b, musi dglit b, coz je spor. Tim je dokdzdno, Ze

1
Cisla x, ¥, 2z jsou nesoudélnd, vztah " - ; = dokaze-

me prostym dosazenim.

Necht plati obracené pro nesoudélnd pfirozend Cisla x,
y, 2 vztah % - ~317 = Oznalme d nejveétsi spole¢ny délitel
tisel x, . Pak je x = ad, y = bd, &isla a, b jsou nesoudélnd.

o1 1 1 abd )

Dile plati ad + Pyl tedy 2 = et b Protoze a, b
jsou nesoudélnd, jsou nesoudélnd i &isla @, a + b, rovnéz
&isla b, a + b jsou nesoud@lni. Protoze Cislo 2 je pfirozené,
musi &slo a + b délit&islo d, d = k(a + b), & je &islo pfiro-
zené, takZe x = ka(a + b), y = kb(a + b), z = kab. ProtoZe
viak &isla x, ¥, 2 jsou podle pfedpokladu Cisla nesoudélna,
musi byt £ =1 a pak je x = ala + b),y = bla + b), 2 =ab.
Tim jsme zjistili, Ze existuji pfirozend Cisla a, b tak, Ze jsou
splnény podminky druhé &isti Glohy, navic vime, Ze to jsou
¢isla nesoudélng.,

C-1-6

Je ddno ptirozené &islo n, n > 2. Dfevénou krychli o hra-
né délky n natfeme na Cerveno a rozieZeme 3(n — 1) ro-
vinnymi fezy na »® malych krychli¢ek o hran® délky 1.
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a) Kolik malych krychlicek bude mit jednu ervenou
sténu, kolik dvé Cervené stény, kolik tfi Cervené stény?

b) Je mozné z malych krychli¢ek sestavit kvddr o rozmé-
rech 1, 4n — 8, 4n — 8 tak, aby jedna jeho ¢tvercova sténa
o rozmérech 4n — 8, 4n — 8 byla vybarvena jako Sachov-
nice?

Reseni. Krychle md 8 vrchola, krychlicky pti vrcholech
maji obarveny tfi stény. Pravé dvé Cervené natiené stény
budou mit ty krychli¢cky, které jsou umistény pfi hranich
velké krychle, avSak ne pfi vrcholech. Vzhledem k tomu, Ze
krychle ma 12 hran, jejich 12(n — 2). Pravé jednu Cervenou
sténu maji krychli¢ky, které lezi ve velké krychli pii jejich
sténdch, aviak ne pifi hrandch. Je jich 6(n — 2)2. Tim je
vylesena Cast a) tlohy.

Abychom mohli kvadr z Casti b) dlohy slozit tak, aby
jedna jeho velkd ¢tvercova sténa byla vybarvena $achovni-
cové, potfebujeme k tomu (4n — 8)%/2 obarvenych krychli-
¢ek, stejné velky pocet bude neobarvenych. K dispozici
médme 612 — 12n + 8 krychlitek, které maji aspon jednu
sténu Cervené natfenou. Musi tudiZ pro n platit

(4n — 8)2

S =6m =121 48,

tedy (n — 5)2 = 13. Z pfirozenych &isel vétsich nez 2 vyho-
vuji pouze Cisla n = 3, 4, 5, 6, 7, 8. Celkem médme »? krych-
licek, natfenych i nenatienych, potiebujeme jich (4n — 8)2,
pricemz natiené muZeme dit pfipadné i nenatienou sté-
nou do stény Sachovnicové sloZzené. Musi tudiz jesté platit
(4n — 82 = n3. Z vySe uvedenych ¢&isel pak vyhovuji jen
n=3an=4.
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ULOHY SKOLN{ CASTII. KOLA

C-S-1

V rovnoramenném lichobéZniku ABCD prochdzeji osy
vnitfnich Ghld jednim bodem. Vypoltéte soulet a soudin
velikosti jeho zékladen a = |AB|, ¢ = |CD| pomoci veli-
kosti ramene & = |AD| a vy3ky .

ReSeni. Prochézeji-li viechny osy vnitfnich Ghli jednim
bodem (oznatime ho §), Ize lichobéZniku vepsat kruZnici,

v
jez ma stied v bodé § a polomér > Ozna¢me P, Q jeji body
dotyku se zdkladnami, R bod dotyku s ramenem (obr. 10).
Je pak |DR| = |DQ| = PY |AR| = |AP| = tedya +c=

= 2b. MuiZeme pfedpoklédat c < a. Vedme bodem D
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kolmici k prfimce AB, patu ozna¢ime E. Z pravouhlého
trojuhelniku AED plyne

Je déna krychle ABCDA’B’C’D’ o hrané délky a. Kulova
plocha protind rovinu BCC’ v kruznici opsané ¢tverci BCC'B’
a prochédzi sttedem M hrany AA’. Urlete stied a polomér
této kulové plochy.

Reseni. Uloha i postup fefeni je obdobny jako u tlohy

a
C-I-4; pro polomér kulové plochy vyjde r = 8 V41, jeii
stfed S leZi na spojnici stteda K, L ¢tverca BCC'B’, ADD'A4’,

LS ’ KS >
l ’ - Sa’l [ - 8a'

C-S-3a

Cislo n = 123...399400 vzniklo tak, Ze jsme za sebou
zapsali prvnich 400 pfirozenych &isel. Zjistéte, zda je &islo n
druhou mocninou pfirozeného &isla.

Reseni. Jestlize by ¢islo 7 bylo druhou mocninou piro-
zeného &isla p, muselo by &islo p byt délitelné deseti, p = 10gq,
g je &islo prirozené. Cislo ¢ musi konéit takovym dvojé¢islim,
jehoz druhd mocnina kon¢i dvoj¢islim 94. Takové dvojdisli
vSak neexistuje, viz feSeni tlohy C-I-3.
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C-S-3b

Dievény pravidelny &tyiboky hranol H ma podstavnou
hranu délky » a vysku 6n, Cislo n je ptirozené. Hranol natfe-
me Cervené a rozieZeme na krychlicky o hrané délky 1.
Zjistéte, pro kterd n lze z krychli¢ek slepit dutou krychli &K
o hrané délky 2n, jejiz vnéjsi povrch je cely Cerveny.

Reseni. Pro n = 1 zfejmé nelze krychli K slepit, protoze
hranol K je sloZen pouze ze Sesti krychlicek, zatimco pro
slepeni krychle bychom jich potiebovali asport 8. Piedpo-
kladejme, ze n = 2. Hranol H je slozen z 6»% malych krych-
licek, z nich je 8 s tfemi Cervenymi sténami, dédle jest2
8(n — 2) + 4(6n — 2) = 32n — 24 mi dvé Cervené stdny.
Pravé jednu Cervenou sténu ma 2(n — 2)2 + 4(n — 2)-
- (6n — 2) = 26n? — 64n + 24 krychli¢ek. K sestaveni krych-
le K potiebujeme vSech 8 krychli¢ek s tfemi Cervenymi sté-
nami, ddle 12(2n — 2) = 24n — 24 krychli¢ek s dvéma Cerve-
nymi sténami, a konetné 6(2n — 2)? = 24n> — 48n + 24
krychlicek, které maji aspoinl jednu Cervenou sténu. Vidime,
ze krychlicek s dvéma Cervenymi sténami mame dostatek,
ani vSechny nepotiebujeme, 8n jich piebyvd a mlzeme je
pouzit pii slepovani krychle K jako krychlicky s jednou
Cervenou sténou. Téch potiebujeme 24n> — 48n + 24, mi-
me k dispozici 26n? — 64n + 24 + 8n = 26n> — 56n + 24.

Pro n tak mame jedinou podminku

26n2 — 56n 4 24 = 24n> — 48n + 24,
tj. n = 4.
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ULOHY II. KOLA

Cc-u-1

Najdéte viechny uspofadané n-tice (xi, ..., x,) realnych
dsel (n = 2k je Cislo sudé), které spliuji soustavu dvou
rovnic:

X7 + x‘, + ... + x',R 1 = X1X2 + X3Xy 4+ ...+ Xop—1Xok

3 2

5 5 o
x; + x4+ ...+ x5, = X% + X3X4 + ...+ Xop-1Xop.

ReSeni. Seltenim obou rovnic a odeltenim pravé strany
obdrZené rovnice dostaneme rovnici

(x1 — x2)2 + (%3 — x4)2 + ... + (w21 — x05)2 = 0.

Odtud plyne nutné x2 = x1, X3 = X3, ..., Xop = X2%1.
Na druhé strané je ihned vidét, Ze kazdd n-tice Cisel, kterd
spliluje tyto vztahy, je feSenim dané soustavy rovnic.

C-H-2

Z4k mél uréit délku tétivy v kruhu o poloméru » cm, vzda-
lenost stiedu kruhu od tétivy byla d cm. Cisla 7, d byla déna.
Zak pouzil nespravného postupu. Domnival se, Ze délka t&-
tivy bude (r + d) cm. Pres chybny postup dosel k spravnému
vysledku. Jaky byl pomér délek » a d ?

ReSeni. Sprévn€é mél zék dosadit do vyrazu 2|2 — d2,

vime tedy, Ze pro &isla r, d plati vztah 2],';-2‘—_— d2 =r +d, po
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umocnéni 4(r — d)(r + d) = (» + d)2. Soulet r 4+ d je ne-
nulovy, miZeme timto soultem predchédzejici rovnost délit,
dostaneme 4(r — d) =r + d, odkud plyne r:d =5:3.
Zkouskou se piesvéd¢ime, Zze kazdad dvojice r = 5p, d = 3p
(p > 0) je feSenim.

C-il-3a

Zjistéte, zda je pfirozené &islo 11 4+ 22 ++ 33 + ... 4+ 1616 +
+ 1717 délitelné tfemi. Svou odpovéd zdavodnéte.

ReSeni. Kazdé piirozené &islo n miZeme psit ve tvaru
3m + 2, kde m je pfirozené Cislo nebo nula a z je zbytek pfi
déleni ¢isla n tfemi, 0 = 2 << 3. Pro kazdé piirozené Cislo %
dévaji &isla n* a 2¥ pti déleni tfemi stejny zbytek. Dané &islo
je pravé tehdy délitelné tiemi, kdyZ je tiemi délitelny soucet
L4+ 22 4 03 4+ 14 4+ 25 4+ 05 4+ ... + 116 4 217 —
=6 + 22 + 2% + ... + 217, Zbytek pii déleni ¢isla 2% tfemi
je 2 pfi lichém % a 1 pfi sudém k. Proto je &islo 22 + 25 déli-
telné tiemi, stejné tak 28 + 211,214 4+ 217 Tim je dokdzano, Ze
dané &islo je délitelné tfemi.

C-11-3b

Je dén rovnoramenny lichob&Znik ABCD, |AB| = 16,
|[BC| = |AD| = 13 a |CD| = 6. Uvnitf lichob&Zniku lezi bod
M tak, Ze pomér obsahu trojthelnikit ABM a CDM je 4 : 3
a pomér obsahu trojuhelnika BCM a ADM je 7 : 12. Urlete
obsahy trojuhelnika ABM, BCM, CDM a ADM.

ReSeni. Vyika lichob&Zniku je 12, vypolteme ji pomoci
Pythagorovy véty. Oznalme x vySku v trojuhelniku 4BM,

70



y vysku v trojuhelniku CDM. Podle zadéni je 8x : 3y = 4 : 3,
tedy y = 2x. Protoze x + y = 12, je x =4, y = 8, obsah
trojahelniku ABM je 32, obsah trojuhelniku CDM je 24.
Obsah celého lichobézniku je 132, zbyva tedy na trojahelniky
ADM a BCM obsah 76. ProtoZe pomér jejich obsahtije 12 : 7,

je obsah trojuhelniku ADM roven 48, obsah trojuhelniku
BCM je 28.
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Kategorie B

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA

B-I-1

Vsechna obvodova pole $achovnice tvaru 497497 jsou
otislovana pfirozenymi &sly od 1 do 1984. Cislovéni zatina
v levém hornim rohu a pokratuje ve sméru pohybu hodino-
vych ruci¢ek po obvodu Sachovnice. Je dano pfirozené Cislo k.
Na ocislované pole klademe figurky tak, Ze prvni poloZime na
pole &islo 1 a dalsi figurky pokladdme o % poli déle, tedy druhou
na pole Cislo 1 + %, tieti na pole 1 + 2%, atd. ve sméru olislo-
vani, dokud se nedostaneme na pole, které uz je obsazené
figurkou. V tom okamziku pokladani figurek kondi.

a) Na kterém poli skon¢i poklddéni figurek?

b) Kolik obvodovych poli §achovnice bude obsazeno figur-
kami ?

Reseni. Nejdiive je tieba védét, kolik mé nase $achovnice
poli na obvodu. V horni fadé¢ je jich 497, v pravém sloupci
jesté 496, stejny pocet jesté v dolni fadé, a v levém sloupci
zbyva 495, celkem 1984. Prvni figurku poloZime na pole
tislo 1, druhou na pole &islo 1 + k&, tfeti na pole 1 + 2k, atd.,
proto -t4 figurka pfipadne na pole &islo 1 + (7 — 1)k. Pokud
je v3ak toto &islo uz vétsi nez Cislo 1984, vezmeme pouze jeho
zbytek pfi déleni Cislem 1984. Pfi naSem obihani obvodovych
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poli fachovnice nasleduje totiz po poli ¢islo 1984 pole &islo 1.
Necht je j > 7. Figurka j-td pripadne prévé tehdy na stejné
pele jako figurka i-t4, jestlize &isla 1 + (j — 1)kal + (7 — 1)k
dévaji stejny zbytek pifi déleni Cislem 1984, neboli kdyZ je
jejich rozdil (j — 7)k délitelny Cislem 1984. Jestlize i-td a j-t4
figurka pfipadnou na téZe pole, pfipadnou na téze pole také
figurky s poradovymi &isly 7 — 1 a / — 1, dale figurky s po-
fadovymi &isly 7 — 2, j — 2, atd. Jelikoz v3ak pokladani fi-
gurek konéi, jakmile mé byt nékterd figurka poloZena na jiz
obsazené pole, musi byt 7 = 1 a pokladani figurek koné&i vzdy
na prvaim poli. Cislo / je takové nejmens3i ptirozené ¢islo vétsi
nez 1, pro které je &islo (j — 1)k délitelné &islem 1984, tedy
(j — Dk = m . 1984, m je pfirozené. Tady je vyhodné vzit na
pomoc nejvétsiho spoleCného délitele Cisel £ a 1984, ktery
1984 k
oznalime D. Je pak (j — 1) p=mp @ piirozena &isla —

1984

) jsou nesoudéind. ProtoZe ;j ma byt nejmensi piirozené

¢islo, jez spliiuje vySe uvedenou rovnost, musi byt (j — 1) =
1984
=-p @ to je téZ polet obsazenych poli, protoZe j-td figurka

by uZ musela byt poloZena na pole ¢&islo 1, obsazené prvni
figurkou. Jsou-li &isla &, 1984 nesoudélnd, budou obsazena
viechna obvodové pole $achovnice.

B-1-2

V roviné je dédne Sest navzdjem ruznych bodu A4, 4o, A3,
Au, As, Ae, z nichZ zadné tfi neleZi na jedné pfimce. Nékte-
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rymi dvojicemi z téchto bodia jsme vedli pfimku. Necht s
oznaCuje pocet vSech téchto piimek, které prochézeji bodem
Ar (B =1, 2, ...,6). Jestlize z kazdych tii raznych bodu
mnoziny 4, . . ., As 1ze vybrat dvojici bod, jimiZ byla vedena
pfimka, pak plati nerovnost

2st — T2+ 252 — T2 + ... + (256 — 7254,

Dokazte.

Regeni. Kazdé z &isel s se rovna nékterému z &isel 0,1,
2, 3, 4, 5, proto se Cislo (2s; — 7)2 rovnd nékterému z Cisel
49, 25,9, 1. Jestlize pro viechna 2 = 1,2, ..., 6 plati s = 2,
je pro kazdé %2 hodnota (2s; — 7)2rovnal nebo 9, a proto je
dokazovand nerovnost splnéna. Necht se nékteré sy rovni
nule, mizeme pfedpokladat, Ze je to &islo s;. To znamend, Ze
bod A; neni spojen pfimkou s Zddnym dal$im bodem z bodu
Ao, ..., Ag. Pak ale musi byt spojeny pfimkou kazdé dva
z téchto péti bodiu. Kdyby napfiklad nebyly body A, As
spojeny primkou, znamenalo by to, Ze jsme Zddnymi dvéma
body z bodt A4;, 4, As nevedli pfimku, coZ je proti pred-
pokladu. Je protos; = 0asy; =4 prok = 2,3, ..., 6, soucet
na levé strané dokazované nerovnosti je 49 + 5.1 = 54, ne-
rovnost je splnéna. Zbyv4 vysetfit pfipad, kdy se nékteré s,
tieba s1, rovnd 1. Pak jsme bodem 4; vedli jedinou pfimku,
muZeme piedpoklidat, Ze jsme bod 4; spojili pfimkou s bo-
dem As. Podobné jako v pfedchizejicim pfipadé dokdZeme,
Ze jsme vedli pfimku kaZdymi dvéma body z bodt A3, A4, As
a Ae. Pritom jsme Zddny z téchto bodu nespojili pfimkou
s bodem A;. Nevime, zda jsme vedli pfimku bodem s,
a nékterym z boda As, ..., 4s. Vime viak, Ze plati s; = 1,
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1=5=53=s=4prok =3,4,5,6.Protoje(2s; — 72 =
= 25250 —72=25a(2ss — 72 =1prok = 3,4,5,6.
Dokazovand nerovnost je i v tomto pripadé vidy splnéna.

B-1-3

Necht a, b jsou dand redlnd Cisla. Naleznéte viechny uspo-
fadané dvojice redlnych &isel x, v, vyhovujici soustavé ne-
rovnic

i\

X2+ 32 = ax + by

\

la—b+y—x=a+b—x—y

lx —y|= —x-y.

Provedte diskusi vzhledem k parametram a, b.
Reseni. Prvni nerovnici miiZeme prepsat ve tvaru

(s-5) +l-5) =557
ron) TR =T

dvojice (x, ) spliiuje tuto nerovnici pravé tehdy, kdyz bod
ab] Va2 +
— — | apoloméru —
2°2 2

\

117

[x,y] patii do kruhu o stfedu

ktery se ov§em v pfipadé a = b = 0 redukuje na pouhy bod
[0, O]. Pro dalsi postup je dobfe si uvédomit, Ze |r| = s plati
tehdy a jen tehdy, kdyZ plati » = s a soufasné —r = s. Proto
je druhé nerovnice ulohy splnéna praveé tehdy, kdyz je y == &
a souCasné x = a. Stejné¢ tak muaZeme posledni nerovnici
alohy nahradit nerovnicemi x = 0 a y = 0. D4l musime roz-
ligit ¢tyii pripady podle znamének Cisel a, b. Je-li naptiklad
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a= 0,b= 0, musi byt x = 0, y= 0abod [x, y] musi lezet
v kruhu popsaném na zacatku feSeni tlohy. Jeho stfed lezi
v 1. kvadrantu, jeho prunikem s 3. kvadrantem je pouze po-
catek [0, 0]. Podobné postupujeme v ostatnich tfech pfipa-
dech. Resenim dané soustavy nerovnic je vidy pravé jedna
uspofddand dvojice redlnych &isel. Pro a = 0, 6= 0 je to
dvojice (0, 0), je-li a << 0, & = 0, je feSenim dvojice (a, 0),
pro a = 0, b < 0 je to dvojice (0, &), a kone¢né v pfipadé
a0, b <0 je feSenim dvojice (a, b). Vysledek muzZeme
shrnout takto: Resenim dané soustavy nerovnic je vZdy jediné
dvojice ¥ = min (a, 0), y = min (b, 0). Oznaleni min (c, d)
znamend vzit minimum z &sel ¢, d, tedy men$i z &isel ¢, d,
nebo kterékoliv z nich, jsou-li si rovna.

B-1-4

Je déna krychle ABCDEFGH o hrané délky a. Vrchol 4 je
spojen po povrchu krychle nejkratsi Carou se stfedem stény
BCGEF, respektive DCGH. Tato lomend ¢dra mé s hranou BF,
respektive DH spoletny bod L, resp. K. Urete obsah troj-
thelniku AKL.

ReSenif. Predstavme si, Ze jsme sténu DCGH uvaZované
krychle ototili kolem hrany DH do reviny AEHD tak, Ze se
jeji stted M zobrazi do bodu M’, ruzného od stiedu stény
DAEH (obr. 11). Protoze bod A4 byl spojen s bodem M pies
bod K nejkratsi lomenou arou, lezi body 4, K, M na pfimce
a lomend Cdra se sklddd z useCek AK a KM. Z podobnosti
trojahelnika ADK a APM’ ur&ime velikost tse¢ky DK. Pro-

a
tose |AP| = 3|PM’|,je|AD| = 3|DK|,tedy | DK| = . Stej-
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P D A
Obr. 11

nou velikost mé Gsecka BL, trojahelnik AKL je rovnoramenny

se zdkladnou KL, |KL| = a]2. Oznatime-li stied asetky KL

a jeho pravothly primét do roviny ABC pismeny O, O, je
a /22

|Q0| =+, |40| = v (dostaneme z pravouhlého troj-
9

/
thelniku 4A00)), obsah trojuhelniku AKL je tedy a? 1%1— .

B-1-5

Je dan deltcid ABCD, jehoz tGhlopticka BD délky f puli
ahlopfitku AC délky e. Oznatme postupné K, L, M, N stiedy
vné sestrojenych ¢tverch nad stranami AB, BC, CD, DA.
Dokazte tato tvrzeni:

a) Ctyfahelnik KLMN je rovnoramenny lichob&Znik, jeho
uhlopricky KA a LN jsou k sobé kolmé a protinaji se v témze
bodg S, jako thlopti¢ky daného deltoidu.
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b) Obsah lichobézniku KLMN se rovna obsahu daného
deltoidu zvétSenému o obsahy dvou ¢tverci se stranami délek
e f
2°2°

ReSeni. Ozna¢me velikosti usetek A4S, BS, CS a DS po

e

fadéa,b,c,d. Jepaka = ¢ = > b + d = f.Vedme bodem K
kolmice k uhlopfi¢kdam AC, BD deltoidu, jejich paty oznalime
P, O (obr. 12). Pak jsou pfimky KP, KQ na sebe kolmé,

Obr. 12

stejné tak piimky KA, KB, navic je |KA| = |KB|. Proto
jsou pravouhlé trojuhelniky KPA a KQOB shodné. Z toho
plyne rovnost |[KP| = |KQ|, to znamend, Ze bod K leZ na
ose thlu ASB. Stejné tak dokdZeme, Ze bod M lezi na ose
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thlu DSC, a proto prochézi piimka KM bodem S. Oznalme x

velikost GseCky KP. Protoze je |PA| = |OB|, je x —a =
a+b

=b— x, tedyx = — Oznadime-li vzdélenosti bodu M

od primek AC a BD jako y, dostaneme obdobnym zptsobem

a+d
Yy = . Je zfejmé y == x, jinak by bylo b = d a misto
2 b y y

deltoidu bychom méli kosoltverec. Ze soumérnosti podle

primky BD plyne ihned, Ze ¢tyfthelnik KLMN je lichobéZnik

o zédkladnich 2x, 2y a vy3ce x + . Jeho obsah je (x + ¥)2 =
(@+b+a+dP (e+fF o & f°

= 4 4 = —2- - z -+ Z . Protoze

ef
obsah vychoziho deltoidu je P je tim dokédzdno i tvrzeni

b) Glohy.
B-1-6

Konvexni pétithelnik ABCDE ma vSechny vrcholy na kruz-
nici, jeho nejdelsi strana ma délku |/ 2a jeho tfeti nejdelsi stra-
na délku 1. DokaZte, Ze polomér kruZnice je nejvyse 1.

ReSeni. MuZeme predpoklddat, Ze nejdelsi stranou péti-
thelniku je strana AB, tedy |AB| = |/2. UkéZeme nejprve,
ze stied S kruZnice & pétitthelniku ABCDE opsané je bodem
pétitihelniku. Kdyby tomu tak nebylo, leZely by vrcholy C,
D, E v opatné poloroviné ohrani¢ené piimkou 4B, neZ ve
které lezi bod § (obr. 13). Oznatme X ten bod kruZnice %,
ktery leZi v poloroviné ABC a ziroveil na pruméru kruZnice %
kolmém k pfimce 4B, dile Y pruasetik uselek 4B, XS.
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Protoze |<C ASY| < 90° je | AXY| > 45°, proto je

—
/

XY |< — a |AX| < 1. Podle pfedpokladu jsou délky
2 u P

dvou stran BC, CD, DE, AE pétithelniku aspoit rovny 1.
Odpovidajici stiedové thly by pak musely byt veétsi nez
|<C ASY], coZz neni mozné. MaZeme tedy pfedpoklidat, Ze
bod § je bodem pétitthelniku. Kdyby byl polomér kruznice %
vétsi nez 1, byl by stfedovy thel odpovidajici strané AB
mensi nez 90°, totéz by platilo pro stfedovy thel odpovidajici
daldi nejdelsi strané. Dalsi strany maji délky nejvyse rovny
jedné, proto jim odpovidajici stfedové uhly jsou mensi neZ
60°. Pak by se oviem nemohl soufet vSech péti stiedovych
ahla rovnat 360°, jak v8ak na druhé strang plyne z toho, Ze
bod S je bodem pétithelniku. Proto se polomér kruZnice &
rovni nejvyse 1.
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ULOHY SKOLNf CASTI I. KOLA
B-S-1
V oboru redlnych Cisel Feste soustavu rovnic
x2 + 3?2 = |ax + by
bx —ay =0.

Provedte diskusi vzhledem k redlnym parametram a, b.
ReSeni. Je-li a = b = 0, m4 soustava jediné feseni x =
=y = 0. V opatném pfipad¢ mizeme piedpoklidat a == 0,
bx
pripad b == 0 bychom fesili obdobné. Je-li a == 0,je y = P
Dosazenim do rovnic 2 + y2 = ax + by, x% + y? = —ax —
— by dostaneme x = a, x = —a, x = 0. K nim vypolteme

bx
hodnoty y = - @ zkouskou se piesvéd¢ime, Ze dvojice (a, b),

(—a, —b) a (0, 0) jsou opravdu feSenim.

B-S§-2

Je dén pravidelny &tyfboky jehlan ABCDV s vyskou o
a velikosti podstavné hrany 2a. Vypoctéte odchylku sousednich
bo¢nich stén jehlanu.

Reseni. Ozna¢me E patu kolmice vedené bodem A4 k pfim-
ce BV (obr. 14). Ta je téz patou kolmice vedené bedem C
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-~

<

_4..*.__.__

k pfimce BV. Mame urdit velikost « = | <. AEC]|. Trojuhelnik
AEC je rovnoramenny, jeho zékladna AC je pulena stfedem S
&tverce ABCD. Také trojahelnik BCV je rovnoramenny, jeho
zdkladna BC ma4 velikost 2a, vy$ka pfislusna k této zdkladn&
je ]/ﬂ a?, velikost ramene je |VB| = |o? + 2a2. Dvojim
vyjadfenim obsahu trojuhelniku BCV dostaneme pro w =
= |EC| vztahw]/v? + 2a2 = 2a/v? + a2. Z pravothlého troj-
thelniku ESC plyne pro f = |<¢ SEC| rovnost sin f§ =

a2 Jo? + 2a2  |o? + 2a2
2a Vv_ZT a> /202 + 2a2

@

, tudiz cos & = cos 2ff =

=1—-2sin2f = — 5~ Tim je odchylka o urlena.

v+ a
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E-S-3a

Cislo n = 1234...328329 vzniklo tak, Ze jsme zapsali &isla
1, 2, ..., 328, 329 bez mezer za sebou. Dokazte, Ze Cislo n
neni druhou mocninou Zddného prirozeného ¢isla.

Reseni. Chceme dokézat, Ze &islo 7 neni druhou mocninou
zadného piirozeného &isla m. Mohli bychom postupovat spo-
rem: Kdyby platilo m? = n, muselo by ¢islo m koncit cifrou
3 nebo 7, aby jeho druhd mocnina méla na konci &islici 9.
Vezméme nyni v Gvahu i predposledni &islice. Aby Cislo 2
koncilo dvojdislim 29, musi Cislo m koncit dvojéislim 23, 27,
73 nebo 77. Tak postupujeme déle, aZz dojdeme ke sporu. To
je ovSem postup zdlouhavy. UkéaZeme si lepsi metodu. Staci
totiZ ukazat, Ze Cislo 7 je délitelné néjakym prvocislem a neni
délitelné jeho druhou mocninou. Zkusime prvocislo 3, protoze
znidme jednoduchd kritéria pro délitelnost tiemi i deviti.
Cislo je délitelné tiemi pravé tehdy, kdyz je tfemi délitelny
jeho ciferny soucet, totéZz plati pro délitelnost deviti. Plati
jesté vic: Cislo a jeho ciferny soucet davaji pii déleni tiemi
stejny zbytek a totéZ plati pro déleni deviti. Jaky je ciferny
soucet Cisla »? Nam stadi znat jeho zbytek pii déleni deviti.
PovazZujeme-li dvé (isla za sob& rovnd, jestlize se lisi o cely
nasobek deviti (fikdme, Ze pocitime modulo 9), pak se sobé
rovnaji ciferny soucet C(s) a Cislo s pro kazdé s. Kromé toho
jeCn) = Cl)+ C2)+CB)+ ... +C329)=1+2 +

330
+3+ ... +329:329.T=329.165:5.3:6,v§e

modulo 9. Proto dostaneme pri déleni ¢isla n Cislem 9 zbytek 6,
pfi déleni tfemi zbytek 0. Proto nemuze byt ¢islo # druhou
mocninou nékterého pfirozeného &isla.
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B-5-3b

V roving je dino 2 mnoZin My, Mo, ..., My pfimek, kazda
z mnozin M;(z = 1, ..., %) se sklddd z m navzijem ruzaych
rovnobéznych piimek. Pro 7 == j nejsou piimky mnoZiny M;
rovnobéiné s pfimkami mnoZiny M; a Zadné t¥i piimky mno-
ziny MU My U ... U M;. neprochdzeji jednim bodem. Urge-
te, na kolik ¢asti déli rovinu piimky z mnoziny My U MU ...

ReSeni. Mnozina M; d&li rovinu na m + 1 Casti, mnozina
M1 U Ms rozdéli rovinu na (s + 1)2 ¢asti. Kazdd piimka z M3
se protne s kaZdou pfimkou z mnoziny M; U Ms, téch je 2m,
a protind proto 2m + 1 ¢asti z téch (i + 1)2. Kazdou z t&chto
&asti rozdéli na dvé. Proto MU M, U Ms déli rovinu na
(m+ 12 + m@2m + 1) =1 + 3m + 3m? &isti. Obdobné od-
vodime, Z¢ mnozina M; U MU M3uU My déli rovinu na
1+ 3m+ 3m2 + mBm + 1) =1 + dm + 62 &asti. Pridi-
nim mnozZiny M5 dostaneme 1 + 4w + 6m2 + m(dm + 1) =
=1 + 5m + 10m?2 &asti. Matematickou indukci pak dostane-

me pro viech 2 mnozin koneény vysledek 1 + km + (];) m2.

ULOHY II. KOLA

B-11-1

Urcete, kolik feSeni ma v oboru redlnych &isel soustava
rovnic
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x4+ 92 = ax + by
|bx —ay| = 1.

Provedte diskusi vzhledem k redlnym parametram a, b.
Regeni. Viimnéme si nejdiive, e mame urdit pouze potet
feSeni, ne feSeni sama, 1 kdyZ by to také nebylo obtiZné.
Dvojice (x, y) je feSenim dané soustavy, pravé kdyz je bud
feSenim soustavy rovnic x2 + 32 = ax + by, bx — ay =1,
nebo soustavy x2 4+ 32 = ax + by, ay — bx = 1. Zadn4 dvo-
jice neni feSenim obou soustav. Je-li a = b = 0, nemd ani
jedna z popsanych soustav feSeni. V opaéném pripadé budeme
predpoklddat, Zze a == 0, jinak bychom zaménili x a y, a a b.
Dvojice (x, ) je pak feSenim prvni soustavy pravé tehdy, je-Ii

bx — 1
y = —— a x je feSenim kvadratické rovnice
a

(@2 + x> —2b+a® +ab?)x +1 +ab=20,

jeji diskriminant je a2[(a? + b2)2 — 4]. V pripadé druhé sou-
stavy rovnic dostaneme kvadratickou rovnici s tymz diskri-
minantem. Proto plati: Je-li a2 + b2 > 2, m4d tloha Ctyii fe-
deni, v pfipad€ a? + b2 = 2 m4 tGloha dvé releni. Je-li a® +
+ b2 < 2, nemd uloha fefeni. Zde je zahrnut i pfipad a =
= b = 0. Vysledek je dobie vidét pfi grafickém znézornéni.
Je-li asponl jedno z &isel a, b nenulové, je prvni rovnici sou-
a b
stavy déna kruZnice se stfedem v bodé [EA,EJ,prochéze-
jici potatkem soustavy soufadnic. Druhou rovnici jsou dédny
dvé ptimky, jeZ jsou rovnobéZné se spojnici stfedu kruZnice
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a potitku a maji od stfedu kruZnice vzddlenost ——=——= |,

a2 1+ B2
polomér kruZnice je Ja +i .

B-11-2

V konvexnim ¢tyfahelniku, kterému lze opsat kruzZnici a je-
hoz Ghlopfi¢ky jsou na sebe kolmé, se soucet druhych mocnin
velikosti prot&jsich dvou stran rovnd druhé mocniné praméru
kruznice ¢tyfahelniku opsané. Dokazte.

Obr. 15

Reseni. Zvolme oznaleni jako na obr. 15, jedna GhlopfiZka
je druhou rozdélena na tsetky velikosti x, v, druhd je rozdé-
lena prvni Ghlopfi¢ckou na tsetky u, ». Vzdilenosti thlo-
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pficek od stiedu kruZnice &tyfahelniku opsané jsme oznalili
P, q. Oznalime-li jesté dvé proté&jsi strany Ctyfahelniku a, ¢, je

a? + ¢ = x2 + 32 + 1% 4 2%

Dile je y = |r2 — p2 + ¢, x = |/r2 — p% — g, podobn& pro
1, v; r znali polomér uvazované kruznice. Dosazenim dosta-
neme a? + ¢ = 42 = (2r)?, coz jsme méli dokazat.

B-1l-3a

Urcete viechna redlni ¢isla x, ktera vyhovuji rovnici

Pozndmka. [a] znamend celou &ast z Cisla a.

Reseni. Aby bylo ¢islo x feSenim, musi byt &islo x2 — 2
celé, protoZe jeho absolutni hodnota se m4 rovnat celému Cis-
lu. To v3ak znamen4, Ze x2 musi byt celé. Je-li x2 liché, je
x2 —1 x2

> celé a mdme Fesit rovnici |x2 — 2| + 2 vyho-

vuje pouze x2 = 1, protoZze pro x2 = 4 je levd strana vétsi nez 2
a nevyhovuje ani hodnota x2 = 3. Je-li x2 sudé, je x2 — 1 li-
x®—-1 x2-2

ché, celd cast Cisla 5 e Resime tedy rovnici
x2
[x2 — 2| + 5= 2. Opét nevyhovuji x? = 4, nevyhovuje

x2 = 2, vyhovuje pouze x¥2 = 0. Rovnice md pravé tii FeSeni:
—1,0, 1.
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B-1II-3b

Je dén pravidelny &tyistén ABCD s hranou délky a. Vrchol
A je spojen po povrchu ¢tyisténu nejkrat$i lomenou &arou
s té¢Zistém T stény BCD jednak pfes hranu BD, druha Cira
vede pfes hranu CD. Prvni &ira protne hranu BD v bodé K,
druhé protne hranu CD v bodé€ L. Vypoltéte objem Ctyfsténu
AKLT.

Obr. 16

Reseni. Vyska jehlanu AKLT na sténu KLT (obr. 16) je
stejnd, jako vySka Ctyfsténu ABCD. Vypodéteme ji z pravo-

thlého trojuhelniku ATB, vyjde al/%. Dile je |[KL| = %
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a pro vysku @ v trojuhelniku KLT na stranu KL plati w =

2 1
= ( — 5) v, kde v je vySka v trojuhelniku BCD, tedy

3

a - & = .. a3V2_
— 1 = — I/ 3. Vysledny cbjen .
5 13w 121/ ysledny objem je i
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Kategorie A

ULOHY DOMACE CASTI I. KOLA

A-1-1

Posloupnost {a,},° ;, vyhovuje pro viechna pfirozens &is-
la n rekurentnimu vztahu

ap+3 = Santz — 9apt1 + 9an . 1)
Jestlize kromé toho pro kazdé prirozené &islo n plati
lan| < 27, )
pak tato posloupnost také vyhovuje rekurentnimu vztahu
Ani2 = 2ap1 — 3ay 3)
pro kazdé prirozené n. Dokazte.
ReSeni. Oznatme b, = ani2 — 2an+1 + 3a,, pak je podle
rekurentniho vztahu (1)
bpi1 = 5ani2 — 9ani1 + 9ay — 2apie + 3api: =
= 3(ani2 — 2aps1 + 3an) = 3by,
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takZe
by =3"1p.
Protoze podle piedpokladu (2) je
[6a] = lanie| + 2|ann| + 3lap| = 2742 4 22741 4 327 =
=11.27,
plati pro kazdé prirozené n

2\n
3"'llb1| = 11.27 tj. ]bl| < 33.(“3") .

Proto je by = 0, tedy b, = 37715y = 0 pro kazdé n, coz jsme
méli dokazat.

Pozndmka. Obecné feseni rekurentniho vztahu (1) najde-
me feSenim prislusné charakteristické rovnice

B3 —5i2 £ 94 —9=(i—3)(2—2i+3)=0,

kterd mé kofeny 43 =3, 42,3 =1 & 1]/5 Kazd4 posloupnost
vyhovujici rekurentnimu vztahu (1) pak m4 tvar

ap = A.2" + B.Re(4}) + C.Im(4}), 4)
kde 4, B, C jsou libovolné konstanty (viz napf. 4. Prd-
gerovd: Diferenéni rovnice. SNTL 1971). Z podminky

(2) pro posloupnost {a,} oviem plyne, Ze ve vyjadieni (4)
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musi byt 4 = 0, jinymi slovy, takové posloupnosti {a,}
splituji rekurentni vztah (3) s charakteristickou rovnici
A2—-21+43=0.

A-T-2

Najdéte vSechna redlnd Cisla x, pro kterd plati

a) sinmx = cos (7/x);

b) tg mx = cotg (7/x).

ReSeni. a) Zfejm& musi byt x == 0. ProtoZe cos y =

™
= sin (—~ — y), je dand rovnice ekvivalentni s rovnici

2
T 0w
sinx = sin 2" %) Odtud plyne, Ze je bud
=_r 2k
X = 2 — pe + (21

pro néjaké celé ¢islo &, nebo

+ 2km

TX =T *2
pro né&jaké celé .
V prvnim piipadé dostaneme kvadratickou rovnici
2x2 —(4k+ Dx +2=0
s kofeny

1 I
*(B),2 = (40 + 1 £ |4k + 17 — 16).
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Redlné kofeny dostévime pro viechna celd k¢ {0, —1},
ptitom Zddny z kofenil neni roven nule. V druhém pripadé
dostaneme kvadratickou rovnici

2x2 — (4 + x —2 =10

s kofeny
1 R
X(Eh, 2 = 71 (4k + 1 £ |4 + 12 + 16),

které jsou redlné a nenulové pro viechna celd &.
Resenim prvni rovnice jsou &isla x(&), 2 pro vsechna
celd £ ¢ {0, —1} a Cisla x"(k)1, 2 pro viechna celd &.

T T
b) Ziejm¢ musi byt x = 0, =x == 2 + mm, - =+ nm,

T
kde m, n jsou celd &isla. ProtoZe cotg y = tg (~2- — y) 5

T
je dand rovnice ekvivalentni s rovnici tgmx = tg ( 2 -*) .
x

Odtud plyne, Ze je

I
— — + km,
x

b= |
®
fl

v A

kde % je celé. Dostdvame tak kvadratickou rovnici

2x2 — 2R+ Dx +2 =0,
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ktera ma kofeny tvaru

1 - I
x(Bn,2 = 2k + 1% |2k + 17 = 16).

Ty jsou ziejmé redlné a nenulové pro viechna celd % ¢
¢ {—2,—1,0, 1}. VySetfime nyni, pro jakd % jsou tyto ko-

feny tvaru — + m nebo — pro celd m, n.
n

2
1
Necht x(k), 2 = 2 + m, pak po upravé dostaneme
S 4m? + 4m + 5 5 ) 4
T S T St w1

Kotfen x(k) muze tedy byt uvedeného tvaru jen pro m =0

nebo m = —1, tj. pro ke{—3, 2}. Vypoftem zjistime, Ze
1 1 1
pouze kofeny x(2); = P x(—3n = — 2 maji tvar 2 + m.

1
Necht x(k), 2 = P =+ 0 celé, pak po tGpravé dosta-

neme
2
26 4+1=2n+ —.
n

To je liché celé &islo jen pro n = + 2, pak je vsak % €
€ {—3, 2} stejné jako v pfedchozim piipadé.

Tuto posledni ¢ast jsme uz vlastné mohli vynechat. Viech-
ny kofeny x(k);, 2 jsou vlastné ta Cisla x, pro kterd je
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1 1
x + B3 + - celé &islo. Pro né viak je . celé ciclo, pravé
1 . . - 1
kdyz x + £ je celé islo, tj. pravé kdyZ je x tvaru 2 + m
pro m celé.
Resenim druhé rovnice jsou cisla x(k);, 2 pro viechna

celdké{—3, —2, —1,0,1,2} a &sla —2, 2.

A-1-3

Necht n > 1 je dané pfirozené C&islo. Najdéte vSechna
pfirozena m, pro néz je Cislo logym iraciondlni.
Reseni. Nejprve najdeme vSechna pfirozend &isla m, pro

4
kterd je log,m raciondlni. Budiz tedy log,m = ;,kde
p 2 g jsou celd nesoudélni &isla, p = 0, ¢ > 0. Pak je

ya

m = n’ , neboli m4 = n?.
Odtud je patrné, ze kazdé prvodislo, které déli Cislo m, musi
také délit &islo n.
Je-li
n=plpy ... pV (1)

rozklad ¢isla » na prvolinitele, v némz jsou p; navzdjem
ruznéd (kladnd) prvolisla, mé &islo m rozklad tvaru

. ab1 aD2 b,
m=p'p; ... P
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a plati gb; = pa; pro viechna ¢={1, 2, ..., r}. ProtoZe
P a g jsou nesoudélnd, déli ¢ kazdé a;, takZe d@li i jejich

a
nejvétsi spoletny délitel d, d = ¢d’. Oznatme a;” = Z;
pak je gb; = pa; = pda;,” = pgd’a;",tedy b; = pd'a;" a m =

— (dv;;)pd’.
Uké4zali jsme tedy, Ze je-li log,m raciondlni, pak m =

,

= (d]/;z‘)k, kde 2 = 0 je celé Cislo. Naopak pro kazdé m tvaru

m = (*|n) pro & = 0 je m? =n*,m =n", a tedy log.,m

je raciondalni.

Cislo log,m je iraciondlni pro viechna ptirozend ¢isla 1,
kterd nejsou nezdpornou celou mocninou piirozeného Cisla
d]/;z—, kde d je nejveétsi spoletny délitel exponenti v rozkla-

du (1).
A-1-4

Urdete nejvetsi prirozené ¢islo # s touto vlastnosti: Exis-
tuje konvexni n-tGhelnik, ktery lze vyjadfit jako sjednoceni
kone¢ného poltu vzijemné se nepiekryvajicich pravouhlych
trojuhelnikil s ostrymi Ghly 30° a 60°.

ReSeni. Necht 414>...4, je konvexni n-thelnik s uve-
denou vlastnosti. Kazdy z jeho vnitinich ahli je sjednoce-
nim koneiného poltu nepfekryvajicich se uhla velikosti
30°, 60° nebo 90°. To znamen4, Ze velikost kazdého vnitiniho
thlu mnohothelniku A1 4»...4, je celotiselnym ndsobkem
30° a neni tedy v&t3i nez 150°. ProtoZe soulet vniti-
nich ahli konvexniho n-thelniku je (» — 2).180° do-
stdvime nerovnici
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(n — 2).180 = 150m

s feSenim n = 12.

Pro n = 12 skute¢né existuje dvanictitihelnik, ktery lze
vyjadiit jako konecné sjednoceni nepfekryvajicich se pra-
vouhlych trojuhelnika s thly 30° a 60° (obr. 17).

Obr. 17
A-1-5

V kouli o poloméru 1 je ddno 73 riznych boda. Dokazte,
Ze z téchto bodu lze vybrat 13 navzijem ruznych, které lei
5
uvnitf néjaké koule s polomérem e
ReSeni. K dikazu uvedeného tvrzeni stadi najit 6 kouli

s polomérem nejvyse 3 takovych, Ze sjednoceni jejich vnitiki

obsahuje danou jednotkovou kouli. Pak bude tloha vyie-
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Sena, nebot alespoil jedna z nalezenych kouli musi ve svém
vnittku obsahovat 13 nebo vice ze zvolenych bodi. Jinak
by totiz uvnitf kazdé ze zminénych Sesti kouli leZelo nej-
vy$e 12 danych bodi, takZe ve sjednoceni jejich vnitika by
lezelo nejvyse 6.12 = 72 zvolenych bodud a toto sjednoceni
by pak nemohlo obsahovat celou jednotkovou kouli.
Dokézeme nyni existenci uvedenych Sesti kouli. Do dané
koule K o poloméru 1 vepiSme nejprve krychli Q = ABCD
EFGH. Roviny stén krychle Q protnou povrch koule K
v 3esti kruznicich, kazdd z téchto kruZnic je hlavni kruZnici
jisté koule K;, ie{1, 2, ..., 6}, jejimZ stfedem je stied
piisluiné stény krychle. Uréime polomér téchto kouli.
Maé-li krychle Q hranu velikosti a, pak jeji télesova uhlo-

— 2
piitka méfi a|/3 = 2, odkud a = —=. KaZd4 z kouli K; md

/

tedy polomér ﬂ; = ’//; < ﬁg Zbyva ukdzat, Ze sjedno-
ceni viech 3esti kouli K; obsahuje kouli K. Ctyti télesové tihlo-
pricky krychle Q, které se protinaji ve stfedu S koule K,
rozklddaji krychli Q na Sest ¢tyfbokych jehlanu, jejichz
podstavy tvoii stény krychle Q a jejichZ spole¢nym vrcholem
je stied S. ProtozZe stied S krychle Q ziejmé lezi v pruniku
viech Sesti kouli K;, kazdy z téchto jehlanu lezi v jedné
z uvedenych kouli, takZe krychle Q leZi celd ve sjednoceni
kouli K;, 7€ {1, ..., 6}. Roviny proloZené sténami krychle O
oddéluji z koule K jesté Sest kulovych use¢i. Také kazda
z téchto Useli lezi v nékteré kouli Kj;, jak snadno zjistime,
provedeme-li fez koule K napf. rovinou ACGE (obr. lg)-.
Lezi tedy celd koule K ve sjednoceni kouli K a aspoit jedB:i
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z nich obsahuje nejméné 13 zadanych bodu. Tim spise je
obsahuje piislusnd koule s ni soustfedna s vétsim polo-

5

mérem E :

Na obr. 19 je zndzornén »Zebiik« sklddajici se z n navzdjem
shodnych ¢tverct, kde n je dané prirozené &islo. Stranou
zebfiku budeme rozumét stranu libovolného z uvaZovanych

929



&tverch. Neékteré ze stran Zebfiku obarvime Cervené. Sym-
bolem P, oznalme pocet viech takovych obarveni Zebiiku,
pii nichz ma kazdy ze &tvercu alespori jednu stranu Cer-
venou.

a) Urgete nejmensi prirozené ¢&islo n, pro které plati
P, > 105,

b) Dokazte, Ze pro vSechna ptirozend n je P, liché &islo.

ReSeni. Strany Zebiiku oznaime symboly ai, as, ...,
bi,ba, ... c1,¢2 ... podle obr. 20. Ur¢ime nejprve P a Ps.
a4 ar €3 an -1 a,
<y ¢ <3 ¢, Cr-1 |Cn Cret
by by by " b4 b,

Obr. 20

Py je ziejmé pocet viech neprazdnych podmnozin Ctyfprvkové
mnozZiny, je tedy Py =2* — 1 = 15. Pro n = 2 rozdélme
viechna obarveni na dvé &asti. Téch, u nichz je ¢» obarvena,
je 26 = 64. T&ch, u nichZ ¢; neni obarvena, je (23 — 1) = 49.
Celkem je tedy P> = 64 + 49 = 113.

Pro n > 2 odvodime rekurentni vzorec. VSechna moZzna
obarveni opét rozdélime na dvé &asti. Takovych obarveni,
7e je obarvena alespofi jedna ze stran a,, b,, cui1, existuje
(22 — 1) P,y = 7P, 1. Pokud strany a,, b, cu+1 nejsou
obarveny, musi byt obarvena strana ¢, a ke kazdému ze Ctyt
obarveni stran a,1, b,-1 existuje P, o obarveni zbylych
stran zebfiku. Celkem je tedy pron > 2

P, = TPp1 + 4Py 2,
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coz je hledany rekurentni vzorec. Z tohoto vzorce. plyne
ckamzité matematickou indukci, ze P, jsou lichd, nebot
Py a P, jsou lichd &isla. Tim je vyfeena tloha b). Z reku-
rentniho vzorce dale plyne, Zze P3 = 7P, + 4P; = 791 +
+ 60 = 851. Postupné pak dostivaime P; > 7P; > 72°P;5 >
> T3Py > 7*P3 > 402.800 > 10 Na druhé strané, pii-
¢teme-li k obéma stranam rekurentniho vzorce P,_;, dosta-
neme

Py + Pypy < 8Py + Py o),
takze

Ps + Ps < 8(Ps + Py) < 8%(Py + P3) < 8%(Ps + Py) = -
= 512.964 < 10°.

Protoze P; > 10% a Pg << 10%, je hledané ¢islo n = 7. Tim
je vyfeSena uloha a).

ULOHY SKOLN{ CASTI I. KOLA

A-S-1

Je déno piirozené &islo #. Urcete 2n + 1 za sebou jdoucich
piirozenych ¢&isel, pro kterd plati: soutet druhych mocnin
prvnich n + 1 &isel se rovna sou¢tu druhych mocnin posled-
nich #n &isel.

ReSeni. Oznatime-li x prvni z hledanych 2n + 1 &isel,
mé platit rovnost
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R+ 12+ (x+n2=@E+n+ 172+
+ ...+ +n+n?

neboli
m+Dx2+2xA1 +2+ ... +n) +
+ 12 422 4 ... +‘n2=
=nx+n2+2x+nQ+2+ ... +n) +
+ 12422+ ... 4
ProtoZe 1 +2 + ... +n = fS’_’_Zt_l_), dostivame odtud pro

x kvadratickou rovnici
x2 — 2nm2x — 21 — n2 =0,
kterd ma dva kofeny
Xz =n2 % [t + 20 £ 02 =0 L on(n + 1),

z nich? pouze jeden je kladny. Je tedy x = 2n% + n a fele-
nim udlohy jsou &isla 2n2 +n, 2n2 +n + 1, ..., 2n% +3n.

A-S-2

Je-li cos « raciondlni &islo, pak je také cos 7o racionilni
¢islo. Dokazte.
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ReSeni. Podle soudtovych vzorci je

cos 7o = cos 4o cos 30 — sin 4« sin 3z =
= (1 — 2sin*2a) (cos 2« cos & — sin 2a sin ) —
— 2sin 2a cos 2a(sin 2o cos a + sin o cos 2a) =
= (1 — 8sin%x cos?x) [(cos?e — sinx) cos & —
— 2sin%a cos o] — 4sin « cos « (cos?a — sin%ax) -
- [2sin « cos?a + sin « (cos?a — sin?a)] =
= (1 — 8sin%x cos2u) [(cos?o. — sina) cos o —
— 2sin®x cos o] — 4sin?x cos a (cos?o — sinZa) -
- (3cos?o. — sinZx).
ProtoZe cos « je ¢islo racionalni, jsou raciondlni i &isla cos?x
a sine = 1 — cos?x a podle piedchazejiciho vypoltu je
raciondlni i &islo cos 7e.
Jiné FeSeni. Podle Moivreovy véty je

cos 7o + isin 7o = (cos a + isin a)7,

take stali uréit z Pascalova trojihelniku binomické koefi-
cienty (}) pro lich4 &, abychom dostali podle binomické vity
vztah

cos 7o = Re (cos o + isin o)’ =
= cos’o. — 2lcosPa sin%a +
+ 35 cos3a sinfa — 7cosa sinfa.

103



ProtoZe sin?xz = 1 — cos®x a cos « je raciondlni, plyne odtud
racionalita Cisla cos 7o.

A-S-3a

Urcete vSechna pfirozend Cisla # > 3 s touto vlastnosti:
Existuje konvexni n-thelnik, ktery je sjednocenim koned-
ného pottu vzijemné se nepiekryvajicich rovnoramennych
pravouhlych trojahelnika.

Reseni. M4-li n-thelnik poZadovanou vlastnost, je kazdy
z jeho vnitinich Ghla sjednocenim kone¢né mnoha nepiekry-
vajicich se uhla velikosti 45° nebo 90°. Je tedy velikost
kazdého vnitfniho whlu takového mnohouhelniku nejvyse
135°. Protoze soulet vnitinich Ghla n-thelniku je (n — 2).
.180°, dostdvame pro n nerovnici

(n — 2).180 < 135 n,

které vyhovuje n = 8. Pro kazdé n< {4, 5, 6, 7, 8} existuje
n-Ghelnik s poZadovanou vlastnosti (obr. 21).

n:I,_ n=5 :6

1
~3

n n=8

Obr. 21
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A-S-3b

Rozhodnéte, zda plati tvrzeni: Je-li ve ¢tverci C o strané
velikosti 1 ddno 999 riznych bodu, pak existuje C&tverec,
ktery obsahuje 112 z danych bodu, pfi¢emZ jeho strany jsou
rovnobézné se stranou ¢tverce C a maji velikost 0,4.

-ReSeni. Tvrzeni neplati - uvedeme protiptiklad. V ro-
zich ¢tverce C, v jeho stiedu a pii stiedech jeho stran zvolime
malé (tverce o strané 0,04, celkem tedy 9 &tvercu (obr. 22).

| L L

] L] L

1 [ [

Obr. 22

V kazdém z nich zvolme 111 razanych boda. Mezi dvéma
sousednimi Ctveretky je vidy vzdélenost 0,44. Proto kazdy
Ctverec o strané 0,4, jehoZ strany jsou rovnob&Zné se stra-
nami ¢tverce C, muze mit spoletné body nejvyse s jednim
z deviti zvolenych &tvereckd, a proto muiZe obsahovat nej-
vyse 111 ze zvolenych 999 bodu.
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ULOHY II. KOLA

A-l1l-1

N3
Necht « € (0, 3) Dokazte, Ze tg o je raciondlni ¢islo, pri-

v& kdyZ pro kazdé pfirozené &islo n > 1 plati: je-li tg no de-
finovany, pak je tg no raciondlni ¢islo.

ReSeni. Nejprve dokiZeme tuto implikaci: je-li tg «
raciondlni, pak pro kazdé pfirozené n plati, Ze bud neni tg nx
definovany, rzebo je tg mx raciondlni. Tvrzem .zfejmé plati
pron = 1. Predpoklade;me e plan pro n = m, a dokdZeme
je pro n = n; +l Pokud neni tg ma definovany, tak je

mo = (2k + 1) 5 pro né&jaké celé islo &, takie

E - 1 . 1
tg(mﬁl)aztg(oc+(2k+1)—2~)=I§t——{§;

je &slo raciondlni. Je-li naopak tg mx racioflélni, je bud

tg mo = t—g——, co¥ znamenéi, Ze je cos (m +1Da=0a
=4

tg (m + 1) neni definovany, nebo

tgma + tgo

tg (m + 1)a= 1 —tgmatga

je ¢&islo raciondlni. Tim je dikaz matematickou indukci
hotov.
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Piedpoklddejme nyni obricené, Ze pro kazdé prirozené
n > 1 je tg nx raciondlni nebo neni definovany. Tento pred-
poklad sta¢i pouZit pro n = 2 a n = 3. Neni-li tg 2« defi-

T
novany, je o = 7 + km a tg o = 1 je raciondlni. Hodnota

T
tg 3o neni definovani pro o = % + km, pro takové hodnoty
vsak neni tg 20 = L’3 raciondlni. Je-li kone¢né tg 2x i tg 3u
raciondlni, pak je

cos a
L+ tg 2ntg 3 = O cos 30
1

~ cos 2 (cos 2o — 2sin%ax)

+ 0

tg 30 — tg2x

B =7 + tg 22 tg 3u

je raciondlni &islo.

A-11-2

Urcéete nejmensi piirozené Cislo n, pro které existuje
mnohostén s n# hranami, jehoz viechny vrcholy s vyjimkou
nejvySe dvou maji stupeil alespoil 4. (Stupném vrcholu
mnohosténu nazyvime podet hran, které 2z tohoto vrcholu
vychézeji.)

107



ReSeni. Oznatme v (v = 4) pocet vrchold mnohosté-
nu, ktery méd n hran a spliuje podminky ulohy. Z kaz-
dého vrcholu vychézeji aspoit tii hrany, podle predpokladu
viak vychdzeji ze viech vrcholi kromé nejvySe dvou aspon
Ctyfi hrany. Celkem mé tedy takovy mnohostén aspoil
4 (@ —2)+ 3.2

2
lom). Je tedy n== 2 (v — 2) + 3 = 2v — 1. Nemuze byt
v = 4, protoze ve &tyfsténu je stupent kazdého vrcholu 3.
Pro » = 5 mame n = 9 a mnohosténs péti vrcholy a deviti
hranami opravdu existuje (obr. 23).

hran (kazd4 hrana pfislusi dvéma vrcho-

Obr. 23

A-Ill-3a
Pyramida z jednotkovych krychli md N > 1 vrstev (na
obr. 24 je takovd pyramida pro N = 4). Najdéte nejkratsi

spojnici prot&jdich vrchola 4, B podstavy vedenou po
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povrchu pyramidy (vylucuje se spojnice prochdzejici vnittkem
podstavy).

ReSeni. Vzhledem k soumérnosti pyramidy muZeme
piedpokladat, ze spojnice bodu A, B prochdzi nékterym
bodem C na spojnici boda L a K, kterd lezi v roviné& sou-
mérnosti boda A a B (obr. 25 pro N = 3). Abychom nali
bod C, pro ktery je spojnice AC nejkratsi, rozvineme pfi-

!
E .

Obr. 25
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sluSnou ¢ast povrchu pyramidy do roviny (obr. 26). Je
ziejmé, Ze je vidy |ADy| < |AE;|, takZe z boda usetky
DiEr (1 =k= N) méi nejmensi vzdilenost od bodu A
bod Dy. Z bodua tsetky EpDy:1 ma nejmensi vzdélenost
od bodu A vzdy néktery z jejich krajnich boda s vyjimkou

!
\L
N
\
\| D3 ‘/,/
\\7__
- E
y“ e A\ z
/ D2
/ -7 N
/ /// \
) - \ E1
o \ K:D.l
A X
Obr. 26

ptipadu, kdy je |AEx| = |ADg:1| (v kazdém jiném piipadé je
trojtthelnik AE;Dyy; tupothly nebo pravouhly). V tomto
pripadé ma z bodu tGsetky EpDj1 od bodu A4 nejmensi
vzdilenost jeji stfed F, pak je ale |AF|>- |ADy|. Zjistili
jsme tedy, Ze hledanym bodem C je néktery z bodu Dy
(I1=EkE=N).
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Zvolme soustavu soufadnic s politkem v bodé A tak,
aby bylo D; = (2N — 1, 0). Pak leZi body D = 2N — &,
2k — 2) na piimce, kterd ma rovnici y + 2x = 4N — 2,
a kolmice vedend k ni bodem A ji protind v bodé

5 7 5

(8N—4 4N—2)

Hledanym bodem C je ten z bodd Dy, ktery je nejblize
bodu P, k je tedy takové celé Cislo, pro které je rozdil

8N — 4| 2N + 4 |

2N —k — | = |
| 5 |
nejmensi. Jak snadno zjistime, nejbliZii celé C&islo k Cislu
2N + 4

= je

[2N+4 1] l4N+13}
E=l"%5*t2 17 10 |

- 1
(Pro Cisla tvarum + Py kde m je celé, existuji oviem takova

1 1
celd Cisladvé: mam + 1 =[m+-,)- +—2-])

Jinak muZeme také £ urlit v zavislosti na zbytku &isla N
pri déleni péti:
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2N + 5
5n 2n +1 = ———
5 R
2N + 3
5n + 1 2n + 1 = 5
2N + 6
5n 4+ 2 2n+2:—“5*——
2N + 4
5n + 3 271—4—2:——?“'
2N + 2
5n 4+ 4 2n+2:——-5———

Pozndmka. Nalezeny vysledek ziejmé plati i pro N = 1.
A-11-3b
Na obr. 27 je ttvar sloZeny z 1984 shodnych trojihelniki.

Nékteré z jejich vrcholu obarvime tak, aby kazidy z 1984
uvazovanych trojuhelnikii mél aspori jeden vrchol obarven.
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Rozhednéte, je-li pocet takovychto obarveni sudy nebo
lichy.

Reseni. Oznatme B, polet viech pripustnych obarveni
pro Gtvar slozeny z n trojuhelnikd. Je-li # > 3, miiZeme
takto obarvené utvary rozdélit do tii disjunktnich skupin
podle toho, jak jsou obarveny vrcholy n-tého trojuhelniku
POR (oznateni volime tak, aby bod P patfil poslednim
ttem, Q poslednim dvéma a R jen poslednimu trojihel-
niku). .

Do prvni skupiny ddme ttvary, jejichZ vrchol R je obar-
ven - takovych obarveni je B,-1. Do drubé skupiny dime
atvary, jejichZ vrchol R neni obarven a vrchol Q je obarven -
takovych obarveni je B, 2. Do tfeti skupiny ddme ttvary,
jejichz vrcholy R a O nejsou obarveny, takic musi byt
obarven vrchol P - takovych obarveni je B,_3. Plati tedy
rekurentni vzorec

By, = By-1 + By + Bu-s.

Primo zjistime, Ze By = 7, By = 13, Bz = 24. Vzhledem
k rekurentnimu vzorci ndsleduji za sebou v posloupnosti
{B,} vzdy dvé lichd &isla a dvé sud4 &isla, pak opét dvé
lichd a dvé sudd &isla, atd. Proto je Cislo Biggs sudé.

Jiné ¥eSeni. Pro n= 1 oznatme B, pocet viech pii-
pustnych obarveni utvaru slozeného z n trojuhelnika a vrchol,
ktery nalezi pouze poslednimu n-tému trojihelniku, oznac-
me P,. Ke kazdému z B, obarveni n — 1 trojihelnika
mame pro obarveni vrcholu P, dvé moZnosti (obarvit &i
neobarvit). Pouze v pfipadé, kdy ani P, ani P, ; obar-
veny nejsou, musi byt obarven jak vrchol Py, tak i vrchol
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Py 3. To nastane pravé v B, ; pfipadech. Plati tedy pro
n > 4 rekurentni vztah

By = 2Bj-1 — By-a.

Protoze na zékladé stejné uvahy je By = 2B3 — 4, coZ je
&islo sudé, plyne z uvedeného rekurentniho vztahu, Ze
tislo Bigga je také sudé.

ULOHY III. KOLA
A -IiE-1

V prostoruje dana krychle A1 4> A3 A1 A5 AeA7Ag. Oznalme
S jeji stied (prusedik télesovych uhlopri¢ek). Najdéte viech-
na prirozena Cisla %2, pro kterd existuje rovina neobsahujici
bod § a protinajici pravé & z polopiimek S4;, S4s, ..., SA4s.

ReSeni. Oznaéme M mnozZinu viech rovin, které neob-
sahuji bod S. Pfedevsim je & = 2, nebot &tyfi pfimky 4347,
Ao Ag, A3As, AsAs se protinaji v bodé S a Ziddné tfi z nich
nelezi v jedné rovin€. Je tedy kazd4 rovina z M rovnobéZni
nejvySe se dvéma z nich, tj. protind asponi dvé z téchto
pfimek neboli protind alespoii dvé z poloptimek S4,
S4s, ..., S4s.

Diéle je k= 4, protoZe rovina neprochizejici bodem §
muze protinat vzdy jen jednu z polopfimek k sobé opac-
nych.

Rovina ¢; obsahujici body As, 43 a rovnobézni s rovi-
nou A;AsA7 protind pravé dvé polopfimky SAs a SAs.
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Rovina o2 obsahujici body A3, A¢ a rovnobéZnd s piimkou
AsAsg protind praveé tii polopfimky SA4s, S4¢, SA47. Konetné
rovina libovolné stény krychle protind pravé &tyfi z polo-
pimek SA;, S4s, ..., SAs. Uloze tedy vyhovuji &isla
2,3,4.

A-TlE-2

Necht pro vnitini Ghly konvexniho ¢&tyfahelniku plati
cos x + cos f§ + cosy + cos & = 0,

pak je to tétivovy Ctyithelnik, lichobéZnik nebo rovnobéz-
ik. Dokazte.
ReSeni. Je « + f + y + 0 = 2, takZe pouZitim zndmych
vzorca postupné dostaneme

cos « + cos § + cosy + cos d =

2( «+ p «—f v+ 06 y—é)
=21 cos 2 cos 2 + cos > cos 3 e

) oc—l—ﬁ( o —f y—é)
= 2cos cos —— — cos — =

“t+f  aty—f—0  a+d—f—y

= —4cos —, sn 4 sin 4 :
nebot je
y+ 0 ( « + ﬂ) «+ f
Co§ —— = Cos \ T — — = —CO0Ss ——
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takZe dostivime
cosao + cos § + cosy + cosd =

o+ B o+ y o+ 4 p
= cos —— cos —— cos —— = 0.

Z posledni rovnosti plyne, Ze je soucet dvou sousednich nebo
dvou prot&jsich Ghla roven 180° tedy dany &tyfdhelnik je
lichob&znik nebo rovnobéznik anebo &tyiGhelaik tétivovy.

A-11-3

Necht posioupnost {a, },” , spliiuje rekurentni vztah
antz = 4apn1 — 3ay . <1>

Definujme posloupnost {5, }_, vztahem

Ap+1l
bn = 5
ap-1
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pficemz klademe b, = 1 pro a, 1 = 0. DokaZte, Ze od jistého
dlenu potinaje splituje posloupnost {&,} rovnéZ rekurentni
vztah (1). ([x] znadi celou &ést &isla x.)

Reseni. Posloupnost {a, } sph‘mjici vztah (1) je monoténni,
jak dokdZeme mdukc1 Necht a¢ = a; a pfedpokladejme, Ze je
A= ...= ay-1= ay. Pak je

~
ap1 = 4an — 3ap-1 = an .

Pfitom je tato posloupnost bud konstantni, nebo ostfe mono-
ténni. Je-li konstantni, je posloupnost {4, } rovnéZ konstantni
a vyhovuje rekurentnimu vztahu (1).

Predpokladejme tedy, Ze posloupnost { a, } je nekonstantni,
pak je od jistého Clenu pocinaje (pro vSechna n = mg pro
vhodné ny) bud stéle kladnd, nebo stéle zdpornd. PoloZime-li

an

en =", je ¢y > 0 pron = no azevztahu(1) plyne rovnost
n—1

=4 ——,
Cn-1

takZe je bud

(a) 0 << ¢y <1 proviechnanm = no + 1,
nebo

(b)1 <cn=3 proviechnan= no + 1,
nebo

(¢) 3 <e¢n <4 proviechnan= ny + 1.

3
Pritom je v ptipadé (a) a (¢) ¢y1 = 4 — e v pripadé
n
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(b) je cu+1 = cu. Posloupnost {c,} stejné jako posloupnost
{en eni1} je tedy od urditého ¢lenu pocinaje monoténni a ome-
zend. Proto je posloupnost

An+1
by = [ ] e [Cu Cui1]

Ap-—-1

od uréitého &lenu pocinaje jiz konstantni. Konstantni posloup-
nosti viak splituji rekurentni vztah (1).

Jiné ¥eSeni. Rekurentnimu vztahu (1) pfislusi charakte-
ristickd rovnice

2 — 41 +3=0,

kters md kofeny 4; = 3, 4; = 1. Cleny posloupnosti {a,}
maji tedy tvar

an:A3n+B,

kde 4, B jsou redlné konstanty. Posloupnost {a, } je zfejm&
monoténni, takZe pokud neni konstantni, je od jistého &lenu
pocinaje nenulova. Pak je ale

3Mh4+gl [9.%4A+9B—9B+B]
" 3144+ B| 314 + B

| )
B ET=wrany3 B
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-8B
pfi¢emZ posloupnost WE konverguje monoténné k nu-
le. V kazdém pripadg je tedy posloupnost { b, } od jistého Elenu
pocinaje jiz konstantni, a kazd4 konstantni posloupnost spliiu-

je rekurentni vztah (1).
A-lll1-4

Necht » je prirozené Cislo vétsi nez 1. Potom existuji kladnd
iraciondini ¢isla x, y takovd, Ze plati

XV =r.

Dokazte.

ResSeni. Zvolme libovolné prvotislo p, které nedéli ¢islo 7,
a poloZzme x = ]/; Snadno se dokaze, Ze x je (kladné) ira-
ciondlni ¢islo. Logaritmus &isla » pfi zakladu ]/; ozna¢me y, tj.

(Jpyr =r.
- . a -
Kdyby nyni y bylo raciondlni, tj. y = 5 Pro pfirozena Cisla
a, b, dostali bychom
P =1,

coZ je spor, nebot p nedélilo .
Jiné feSeni. Pfedpoklidejme, Ze tvrzeni neplati, tj. Ze pro
kazdé iracionalni x je &islo y = log,» raciondlni. Vezm&me
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x = V2a x = ]/g Existuji tedy raciondlni &isla v, 2z (jejich
spole¢ny jmenovatel oznatme g) takovd, Ze

(2w = )3y = r
neboli

2ue = 3za,
To je ziejmé spor, protoZe yq a zg jsou celd &isla.

Jiné FeSeni. MnoZina \»¥ :y € (0, 1) je iracionélni}jc ne-
spoletnd, cxistuje v ni tedy takové iraciondini &islo x, Ze je

x=17r;

A-H-5

Najdéte vSechna prirozend Cisla n, pro kterd existuje kon-
vexni mnohostén s # hranami, pfi¢emz z pravé jedncho jeho
vrcholu vychdzeji ¢tyfi hrany a ze viech ostatnich vrcholu tfi
hrany.

Reseni. Necht 7 je pfirozené &islo vyhovujici podmince
tlohy, oznalme % pocet vrcholi piislusného konvexniho
mnohosténu. Sefteme-li hrany v kazdém vrcholu, dostaneme
dvojnasobny pocet hran, tj.

on=4+3k—1)=3k+ 1.

Protoze 1 = 2.8 — 3.5, miZeme pfedchozi neurditou rov-
nici upravit na tvar
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2(n — 8) = 3(k — 5),

pfitemZ je £ = 5, nebot Ctyfstén ziejmé nevyhovuje podmin-
ce Glohy. ProtoZe &isla 2 a 3 jsou nesoudélnd, maji vSechna
feseni predchozi rovnice tvar

n=8+3, k=5+2:, 1t€{0,1,2,...}.

UkézZeme, Ze pro kazdé takové n existuje konvexni mnoho-
stén, ktery vyhovuje podmince tlohy. Pro n = 8 (¢ = 0) vy-
hovuje napf. Ctyfboky jehlan. Pfedpoklddejme, Ze jsme jiZ
sestrojili pro 7 = 0 mnohostén s n = 8 + 3¢ hranami, ktery
splfiuje podminku udlohy. Vezméme jeho libovolny vrchol,
z kterého vychézeji pravé tii hrany, a na kazdé z nich zvolme
jeden vnitini bod. Uvedené tii body uréuji rovinu, kterd roz-
déli pavodni mnohostén na trojboky jehlan a konvexni mno-
hosténn s 8 + 3(¢ + 1) hranami, ktery ziejmé spliiuje pod-
roinku Glohy. Z principu matematické indukce plyne existence
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konvexniho mnohosténu s danou vlastnosti pro kazdé » tvaru
n =8 + 3z, kde t = 0 je celé &islo.

Jiny piiklad mnohosténu s n = 8 + 37 hranami, ktery
spliiuje podminku ulohy, je na obr. 28, kde mezi hranami
BCa ADje t = 0 hran, a na obr. 29, kde ¢ + 3 hran spojuje
vrcholy (z + 2)-Ghelniku s vrcholy (¢ + 3)-thelniku.

A-1lI1-6

Zobrazeni f mnoziny Z v3ech celych &isel do sebe spliluje
pro viechna m € Z podminku

Ffm)) = —m. )

Potom plati
a) f je bijektivni (tj. prosté zobrazeni mnozZiny Z na sebe),
b) pro viechna me Z je f(—m) = —f(m),
c) f(m) = 0, pravé kdyz m = 0.
Dokazte tato tvrzeni a sestrojte piiklad zobrazeni f, které vy-
hovuje podmince (1).
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ReSeni. Ze vztahu f(m) = f(k) plyne

m = —f(f(m)) = —f(fk)) = k,
f je tedy prosté, a protoZe pro kazdé ke Z je f(f(—k)) = &,

zobrazuje f mnozinu Z na sebe.
Ze vztahu f(f(m)) = —m plyne

J(—=m) = f(f(f(m))) = —f(m).
Pro m = 0 odtud specidlng dostdvime f(0) = 0, a protoZe f

je prosté, plati c).
Definujme zobrazeni f nyni takto:

f =0,
fQk — 1) = 2%, fQR) = —2k + 1,
f(—(k — 1)) = —2k, f(—2k) =2k — 1

pro libovolné % piirozené. Zobrazeni f funguje podle nésle-
dujiciho schématu a spliluje zfejmé podminku (1):

|

2k — 1 —@k—1), ke{1,2,3,...}
$
L—2k<~—|
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Korespondenéni seminif UV MO

Korespondenéni seminat UV MO je jednou z forem péce
o talentované Ziky, zvlasté pak o ty, ktefi nemaji moZnost
navitévovat specidlni Skoly se zaméfenim na matematiku
a pracovat v tamnich semindarich. Zasadné viak nejsou piiji-
mani studenti prazskych $kol, ti maji obvykle moZnost sezni-
mit se s vybranymi okruhy tloh na seminéfich Fesitela MO.

K Gcasti v korespondenénim semindfi pozvalo piedsednictvo
UV MO na zikladé havrha KV MO a individuédlniho zdjmu
1éméf 50 Z&ku, z nichZ se ptihlasilo 33 resitelu ze viech kraju
republiky:

w
-
O
g
(¢13
N
€
w
O
<
i

' Kraj 2 Jm Sm Bva Zsl Ssl Vsl

Pocert reditela 1 3 5 2 4 4 2 5 2 1 4

V prabéhu 33. roéaiku MO jim bylo zasldno pét sérii pomérné
néro¢nych tloh. Dotld FeSeni pak byla opravena, chodnocena
a s rozmnoZenym komentdfem vricena Gcastnikiim semindéie.
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Korespondenéni seminf je fizen tajemnikem UV MO Karlem
Hordkem, ktery se stard o vybér a pripravu tloh a obvykle
provadi i redakci komentara. Opravu pak zajiStuje nékolik
pracovniki MU CSAV a n&kolik studentd a aspiranti MFF
UK v Praze (vSichni to jsou byvali olympionici).

Cely korespondenéni semindr absolvovalo 25 fesiteld, nej-
lepsimi v celkovém hodnoceni byli Marzin Klazar (G Louny),
Fan Seféik (G A. Markusa, Bratislava), Jarmila Ranosovd
(G M. Koperaika, Bilovec), Juray Balizs (G Kosice, Kuz-
manyho ul.) a dles Limpouck (G J. K. Tyla, Hradec Kralové).
Uvadime znéni vSech zadanych tloh.

Uziti invariania

1.1 Na tabuli je napsano nékolik nul, jednicek a dvojek.
MizZeme smazat dvé od sebe ruznd Cisla a misto nich napsat
jedno, které se li§i od pravé smazanych. Dokazte, Ze jestliZe
nakonec zistane na tabuli jediné Cislo, pak stejné dCislo
dostaneme pfi kazdém jiném pofadi uvedené operace.

1.2 V tabulce 88 jsou zapsana celd Cisla. Je dovoleno
vybrat libovolny ¢tverec 33 nebo 44 a zvétdit v ném
viechna ¢isla o 1. Je vidy mozné pomoci takovéto operace
dostat tabulku, v niZ jsou viechna ¢isla délitelna t¥emi?

1.3 Kruh je rozdélen na 10 vyseci, v kazdé z nich je jeden
kdmen. Jednim tahem je moZno piemistit libovolné dva
kameny do sousednich vysedi tak, aby se pfitom pohybovaly
v opacnych smérech. Je moZno takovymi tahy dosihnout
toho, aby viechny kameny leZely ve stejné vysedi?

1.4 Vrchol 4,, pravidelného dvanictithelniku je oznaden
znaménkem —, ostatni vrcholy +. Je dovoleno zménit
znaménka na opacéni ve tfech vrcholech tvoficich rovnora-
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menny nepravouhly trojihelnik. Je moZno pomoci tako-
vychto zmén doséhnout toho, aby ve vrcholu 4, bylo —
a v ostatnich vrcholech -+ ?

1.5 Zméni se vysledek predchozi tlohy, jestlize muzeme
ménit znaménka i ve vrcholech rovnoramennych pravo-
whlych trojahelnikd ?

1.6 Cisla 1, 2, ..., 1975 jsou zapsina ve svém pfirozeném
poradi. Je dovoleno vybrat libovolna ctyfi Cisla a umistit je
na stejnd mista, kde byla predtim, ale v opacném pofadi.
Je mozné pomoci takovychto operaci dosahnout pefadi Cisel
1975, 1974, ..., 2,12

1.7 Na kruznici je rozmisténo 10 bilych a 20 fernych
kamenu. MuZeme vymeénit libovolné dva kameny, mezi
kterymi stoji je$té tfi jiné kameny. Dvé konfigurace kamena
jsou ekvivalentni, jestlize muZeme od jedné ke druhé pfejit
provadénim uvedené operace. Kolik existuje neekvivalent-
nich konfiguraci kamenu?

Planimetrie
lostmi proti sobé dva jezdci, aby si vyménili zpravy. Setkaji
se v misté C a okamzité se vraceji zpét. Po navratu do svych
mést opét vyjizdéji proti sobé s novymi zpravami, setkaji se
v misté D a opét se vraceji atd. Kde se setkaji pfi 1983.
cesté, pohybuji-li se oba neustdle konstantni rychlosti?

2.2 Trojuhelnik 41B;C; dostaneme z trojahelniku ABC
otolenim o né&jaky uhel @ << 180° okolo stiedu kruZnice opsa-
né trojuhelniku ABC. Prusetiky odpovidajicich si stran AB,
A1By; BC, B;Cy a CA, C14; jsou vrcholy trojihelniku podob-
ného trojuhelniku ABC. Dokazte.
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2.3 Uhloptitky rozdéluji dany &tyiahelnik ABCD na &tyfi
trojGhelniky, jimZ vepsané kruZnice maji shodné poloméry.
Dokaizte, ze ABCD je kosotverec nebo Etverec.

2.4 O ¢&tyfuhelniku ABCD vime, Ze poloméry kruZnic ve-
psanych trojahelnikim ABC, BCD, CDA, DAB jsou shodné.
Dokazte, Ze pak je ABCD obdélnik.

2.5 Necht a, b, ¢, d jsou strany ¢tyfuhelniku ABCD, e, f
necht jsou velikosti jeho uhlopti¢ek. Ozna¢ime-li «, y dva
z protilehlych Ghla &tyithelniku, potom plati

e2f2 = a%c? + b2d? — 2abcd cos (a + ).

Dokazte.

2.6 Dokazte, Ze je-li ABC rovnostranny trojuhelnik a P
libovolny bod v roviné ABC takovy, Ze neleZi na kruZnici
opsané trojuhelniku ABC, pak existuje trojahelnik se strana-
mi délky |PA|, |PB|, |PC|.

2.7 Mé&jme trojuhelnik ABC a sestrojme nad jeho stranami
rovnostranné trojuhelniky APB, BOC, CRA tak, Ze troj-
thelniky APB (|AP| = |AB|) a BOC (|BQ| = |BC|) nemaji
s trojihelnikem ABC spole¢ny Zadny vniténi bod a trojthel-
nik CRA (|CR| = |CA|) leziv poloroviné CAB. Dokazte, Ze
BPRQ je rovnobéZnik.

Posloupnosti

3.1 Dokazte, Ze pro kazdou posloupnost {a,}, jejiz ¢leny
jsou navzdjem raznd pfirozend Cisla, kterd nemaji ve svém
dekadickém zdpisu nulu, plati pro kazdé &

1 1 1 1

— 44 <20
a  ax ag-1  ag
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3.2 Je déna posloupnost redlnych &isel { a, }. Dokazte, Ze ke
kazdému ptirozenému &islu m existuje pfirozené &islo % tal,
Ze

k "W
| > ai — 2 ai] = max|a.
=1 i=k+1 1=ism

3.3 Je ddna posloupnost redlnych &isel { a, }, kterd ma tuto
vlastnost: existuje piirozené Cislo m takové, Ze

at+a+ ... +ap=0
a pro kazd¢ piirozené &islo & je a1 = ar. DokaZte, Ze existu-
je pfirozené &islo p tak, Ze pro kazdé celé nezdporné &islo %
plati

as + ap+1 + ... +ap+k§0-

3.4 Uvazujme Ctyfi posloupnosti redlnych &isel {ax}, (b2},
{cn}, {dn} takové, Ze pro kazdé pfirozené Cislo » je

Ani1 = An + bu, bui1 = by + €u, Cni1 = ¢y + da,
dn+1 == dn + Ay .
Dokazte, Zze pokud existuji pfirozena &isla &, m tak, Ze

it = s Oprm = by Coom = Cmy dgrm = diy
pak je

az=b2=02=d2=0.
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3.5 Necht pro posloupnost redlnych isel {a,} plati

an + api2 = 2ap11

pro kazdé pfirozené n. Dokazte, Ze pak pro kazdé n prirozené
je

a; +as + ... +a2n+1> as +ax + ... + azp

n+1 - n

3.6 Jsou dana prirozena Cisla aj, az. Pro piirozena Cisla
n > 2 polozime a, = |ap-2 — an|. Tak jsme definovali
posloupnost nezdpornych celych &isel ay,. Je-li nejvétsi ¢len
této posloupnosti 1984, jaky je nejvét§si mozny index prvniho
nulového ¢lenu?

3.7 Je déna posloupnost &islic {a,} neobsahujici &islici 9.
Tato posloupnost urcuje posloupnost {b,}, jejiz cleny maji
dekadické zapisy b1 = (a1), b2 = (a1a2) atd. Dokazte, Ze
posloupnost {b,} obsahuje nekone¢n& mnoho slozenych ¢isel.

Kombinatorické ulohy z teorie ¢isel

4.1 Jsou dédna prirozend ¢isla a, b. Existuji piirozena Cisla
¢, d takova, Ze a? + b2 + ¢2 = d??

4.2 Turnaje se zGlastnilo (m — 1)n 4+ 1 sportovcua. Do-
kazte, ze bud je mezi nimi m Gcastnikua, ktefi se navzijem ne-
znaji, nebo je mezi nimi sportovec, ktery se zni s alespoti n
ostatnimi sportovci.

4.3 V tabulce n X m jsou zapsina navzdjem ruznd realnd
Cisla. V kazdém fadku (resp. sloupci) je podtrZeno % (resp. 7)
nejvétsich Cisel. Dokazte, Ze alesponi Ar isel je podtrZeno
dvakrat.
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4.4 Je déno prvodislo p. Pro kazdé ke {1,2, ...,p — 1}
oznatime symbolem aj zbytek &isla k7 pii déleni &islem p2.
Uréete

p—1
s= 2 ag.
k=1

4.5 Necht pu, gn jsou nesoudélnd piirozena &isla, pro néZ
plati

Dokazte, ze plati
a) pu je sudé pro viechna n;
b) pro kazdé % existuje » tak, Ze 2% déli p,m pro viechna m.
4.6 V posloupnosti 19842376... je kazda Cislice polinaje
pétou rovna posledni &islici sou¢tu piedchozich &tyi Eislic.
a) Existuje v posloupnosti ¢tvefice 1985 ?
b) Vyskytuje se v posloupnosti ¢tvetice 4198 2

Rovnice a funkce

5.1 Oznatme Q2 mnozinu viech bodu v roviné R2, jejichz
obé soufadnice jsou raciondlni &isla. Rozhodnéte, zda

a) sjednoceni viech asecek, jejichz krajni body nélezi mno-
ziné Q?2, pokryva rovinu R2,

b) konvexni obal Q2 (tj. nejmensi konvexni podmnozina R2
obsahujici mnoZinu Q2) je celd rovina.

5.2 Najdéte viechna celd Cisla x, pro kterd je

x4+ a3+ 24 x4+ 1

Gplny Ctverec.
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5.3 Urcete vSechna redlnd &isla a tak, aby pro kofeny xj,
X9, X3 rovnice

2 —6x2 +ax +a=0

platilo

(%1 — 13 4 (x2 — 2% + (x3 — 33 = 0.
5.4 Mohou mit rovnice
¥ —x—1=0, x2+ax +b=0,

kdé a, b jsou raciondlni ¢isla, spole¢ny (komplexni) kofen ?
5.5 UvaZujme rovnici

V2o +1 — 224+ |B3x+p+4=]x2+9x+3p+9, (1)
kde x, p jsou redln4 ¢isla. UkazZte, Ze pak je

(2 +x—p)(x2+8x+2p+9) =0,
a najdéte mnozinu redlnych parametrt p, pro které ma rov-
nice (1) pravé jeden reédlny kofen.

5.6 Ukazte, Ze rovnice

1 1
l+x+ -2+ ... +—xn=
2 n

nema pro sudéd n Zddny realny kofen.
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5.7 Necht f a g jsou zobrazeni mnoziny A do sebe. Funkci
Jf nazveme n-tou funkciondlni odmocninou g (n je piirozené
Lislo), je-li

frx) = g(x)
pro kazdé x € A, Pfitom definujeme
Fi(x) = f(x), fri(x) = f(f7(x)).

1
a) Dokazte, Ze funkce g: R+ — R+, g(x) = oo ma nekoned-

n& mnoho n-tych funkcionalnich odmocnin pro kazdé n = 2.
b) Dokazte, Ze existuje prosté zobrazeni R na R, které nemd
n-tou funkciondlni odmocninu pro zddné n = 2.
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Spréva o 25. medzindrodnej matematickej
clympiide

1. Organizdcia a priebeh sitage

Jubilejnd - 25. medzindrodnd matematickd olympidda sa
konala v hlavnom meste nasej republiky - v Prahe. Téito
skuto¢nost znamenala mozno mensiu atraktivnost pre nasich
reprezentantov, lebo ucast v satazi nebola spojend so zahra-
ni¢nou cestou. Na druhej strane v3ak umozZnila zozndmit sa
s neopakovatelnou atmosférou sutaze ovela Sir§iemu okruhu
nasich odbornikov ako je to mozné v pripade jej konania sa
v zahranidi.

Usporiadatelom 25. MMO bolo Ministerstvo $kolstva CSR
(po vzdjomnej dohode oboch ndrodnych ministerstiev), ktoré
pripravou a organizaénym zabezpelenim poverilo Mate-
maticko-fyzikdlnu fakultu Univerzity Karlovej a Matema-
ticky ustav CSAV. Na usporiadani MMO sa dalej podielali
JCSMF, UV SZM, UV MO, odbor $kolstva NVP a KV MO
v Prahe.

Mozno to neprichodi hodnotit nam a hodnotit to uz teraz,
ale prazska olympidda sa vyznaCovala priatelskou atmosférou
zndsobenou srde¢nostou a obetavostou usporiadatelov a zna-
menala Uspech tak z hladiska upevnenia priatelstva a spolu-
price mladych matematikov z celého sveta, ako aj z hladiska
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upevnenia dobrého mena usporiadajtcej krajiny. Zasluhu na
tom mal predovSetkym organizalny vybor na Cele s prof. dr.
Karlom Drbohlavom, DrSc. Nezabudnutelnym zaZitkom bol
otvaraci ceremonidl i vyhldsenie vysledkov olympiddy v aule
Karolina, bohaty kultirny a spoloCensky program (vritane
prijatia na staromestskej radnici, vyletu na Karlstejn atd.),
ako aj matematické hry organizované pre mlddez po skonceni
sutaze. Druhy raz v histérii olympidd sa uskutolnilo v jej
programe sympoézium, na ktorom referovali viaceri delegati
o vychove matematickych talentov v jednotlivych krajinich.
Za CSSR prehovoril dlhoroény funkciondr MO prof. dr. Jozef
Moravéik, CSc. Priebeh olympiddy bol Siroko komentovany
nasimi hromadnymi oznamovacimi prostriedkami, vritane
rozhlasu a televizie. Utastnici sa mali prileZitost zoznimit
s hodnotnou vystavkou matematickych materidlov z mnohych
krajin.

Olympiady sa zacastnil rekordny pocet 34 krajin z 5 konti-
nentov (po prvykrat sa zacastnili Cyprus a Nérsko) i rekordny
pocet 192 tucastnikov. Pritomny bol aj zastupca UNESCO
prof. E. Jacobsen. Otvorenie stfaze sa konalo 3. jala 1984,
zaver 9. jula 1984, samotna sutaZ prebichala v drioch 4. a 5.
jula, dalsie 3 dni boli venované oprave tloh a ich koordindcii
(hlavnym koordindtorom bol prof. dr. Lev Bukovsky, DrSc.,
z PF UPJS v Kosiciach). Ale eite predtym medzinirodni
jury (pod vedenim jedného z naSich najskdsenejsich olym-
pijskych pracovnikov dr. Frantiska Zitka, CSc.,z MU CSAV
v Prahe) vybrala 6 sufaZnych uloh. Podklady jej pripravila
problémovi komisia (vedend &enom korespondentom CSAV
prof. dr. Miroslavom Fiedlerom, DrSc. z MU CSAV v Prahe),
ktord vybrala a spracovala 16 najvhodnejsich uloh spomedzi
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uloh navrhnutych jednotlivymi krajinami. Jury rozhodla hla-
sovanim o konetnom vybere. Bola pritom o nieto nidro&nejsia
ako problémova komisia. MoZno az prili§, ¢o ostatne mozZe
Citatel posudit sim.

Ulohy prvého stitazného diia

1. Nech x, y, 2 st nezdporné realne Cisla, x +y + 2 = 1.
Dokazte, ze

7
O§xy+yz+zx—2xyz§§:i.

(Tato uloha bola navrhnutd NSR.)

2. Nijjdite takd dvojicu (a, b) celych kladnych &isel, aby
platilo:

(1) dcislo abla + b) nie je deliteIné ¢islom 7,
(2) &islo (a + b)" — a” — b7 je deliteIné &islom 77.
Vysledok zdovodnite.

(Této uloha bola navrhnutd Holandskom.)

3. V rovine st dané dva rézne body O, 4. Pre [ubovolny
bod X roviny rozny od bodu O oznatime symbolom a(X)
velkost orientovaného uhla 40X merant v radidnoch proti
smeru hodinovych ruditiek (0= «(X) < 27) a symbolom
C(X) kruznicu so stredom v bode O a polomerom dizky
|oX| + %}% . Dany je kone¢ny pocet farieb a kazdy bod
roviny je zafarbeny jednou z nich. Doké’te, Ze v rovine

4
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existuje taky bod X, Ze «(X) > 0 a na kruznici C(X) existuje
aspoii jeden bod tej istej farby ako X.
(T4to uloha bola navrhnutd Rumunskom.)

Ulohy druhého satazného diia

4. V konvexnom S§tvoruholniku sa priamka CD dotyka
kruZnice o priemere AB. Dokézte, Ze priamka AB sa dotyka
kruZnice o priemere CD vtedy a len vtedy, ked s priamky
BC, AD rovnobezné.

(Tato uloha bola navrhnutd Rumunskom.)

5. Nech d je sucet dizok vietkych uhloprieok a p je obvod
rovinného konvexného n-tholnika (n > 3). Dokézte, Ze

s 2d [n”"n+1
n— <P< 3 2

([x] je cela Cast ¢isla x, tj. najvicsie celé Cislo neprevysujtce x).
(Této tloha bola navrhnuta Mongolskom.)
6. Nech a, b, ¢, d si nepérne celé Cisla vyhovujice nasledu-
jucim podmienkam:
MHo<a<b<ce<d,
(2) ad = bc,
(3) a +d = 2%, b + ¢ = 2™ pre nejaké celé Cisla &, m.
Dokaézte, ze a = 1.
(Tato tloha bola navrhnuta Polskom.)
Po oba dni mali sutaziaci na riefenie k dispozicii ¢as 4,5
hodiny.

2. Vysledky 25. MMO

Po néro¢nej koordindcii, pri ktorej panovala spokojnost
s nasimi koordinatormi (Ceskoslovenské rieSenia boli koordi-
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nované autorskymi krajinami vzhladom na to, Ze sme boli
usporiadajicou krajinou), jury urcila vysledky. Stalo sa tak na
zasadnuti siahajicom hlboko do noci. Okrem urcenia vysled-
kov jury prerokovala na zdvere¢nom zasadnuti aj dalSie otazky.
Medziingm sa dohodlo, Ze v r. 1985 sa uskuto¢ni medzi-
nérodnd matematickd olympidda vo Finsku, v r. 1986 v Pol-
sku a v r. 1988 v Australii. Otvorenym ostal rok 1987, na
ktory predlozili navrh Kuba aj Svédsko.

Jury rozhodla, Ze ocenenych bude polovica zo 192 ucast-
nikov. Pri tradi¢nom rozdeleni prvych, resp. druhych, resp.
tretich cien v pomere 1 :2 :3, bolo udelenych 14 prvych,
32 druhych a 49 tretich cien. Okrem toho bola udeleni jedna
osobitnd cena za origindlne rieSenie ulohy ¢. 5. Prehlad
vysledkov je uvedeny v priloZzenej tabulke (str. 138).

K celkovym vysledkom treba poznamenat, Ze 3 krajiny
vyslali netplny pocet Gcastnikov: Alzirsko Styroch, Luxem-
bursko a Noérsko po jednom. (Ostatne, uZ aj z tohto vidiet, Ze
nie je mozné stanovit oficidlne poradie krajin.) MMO mala
8 absolGtnych vitazov, ktori ziskali plny pocet 42 bodov.
Boli to: A. Astrelin (ZSSR), Dan Than Son (Vietnam),
K. Griger (NDR), K. Ignatiev (ZSSR), B. D. Mihov (Bulhar-
sko), D. Moews (USA), L. Oridoroga (ZSSR), D. Tataru
(Rumunsko).

3. Hodnotente Ceskoslovenskej ticasti
Predsednictvo UV MO urilo ¢lenov &. druZstva na svojom
zasadnuti 21. 6. 1984. Vychadzalo najmi z vysledkov celo-
stétneho kola a krajského Kkola ako aj permanentnej sutaZe

prebichajicej v rdmci 3-tyzdriového sustredenia uz§ieho
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- Pocet Neoficidlne Pocet cien

Krajina bodov poradie 1. 2. 3.
Alzirsko 36 28 - — —
Australia 103 15 — 1 2
Belgicko 56 2324 - - 1
Brazilia 92 18 — — 3
Bulharsko 203 2 2 3 1
Cyprus 47 26 — — 1
CSSR 125 13 - 2 2
Finsko 31 29 - = =
Francuzsko 126 12 - 2 2
Grécko 88 19 — 1 —
Holandsko 93 17 — 1 2
Juhoslavia 105 14 — — 4
Kanada 83 20 — — 1
Kolumbia 80 21 — — 2
Kuba 67 22 — — 1
Kuvajt 9 33 - - =
Luxembursko 22 32 - — 1
Madarsko 195 4-—-5 1 4 1
Maroko 56 23—-24 — — 1
Mongolsko 146 10 — 3 2
NDR 161 8 1 2 3
NSR 150 9 — 2 4
Norsko 24 31 — - 1
Polsko 140 11 — 1 5
Rakusko 97 16 — 1 2
Rumunsko 199 3 2 2 2
Spanielsko 43 27 S
Svédsko 53 25 - -
Taliansko 0 34 — — -
Tunis 29 30 — — -
USA 195 4-—5 1 4 1
Velka Britdnia 169 6 1 3 1
Vietnam 162 7 1 2 3
ZSSR 235 1 5 1 —
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10-¢lenného vyberu. Toto sustredenie sa konalo 4.—23. 6.
1984 v Bratislave. Predsednictvo prihliadalo tiez k ststredeniu
ir§ieho kddra (1.—8. 4. 1984 v Brezovej pod Bradlom)
a k celo$titnemu kore$pondenénému semindru. Urdilo tychto
reprezentantov: Furaja Baldzsa (4. rotnik gymndazia na Kuz-
manyho ul. v Kosiciach), Martina Grajcara (4. roénik gym-
nazia M. Kopernika v Bilovci), Pavla Krrousa (3. ro¢nik
gymndzia v Liberci), Adama Obdrzdlka (2. ro¢nik gymndzia
W. Piecka v Prahe), ¥dna Seféika (3. ro¢nik gymnizia A. Mar-
kusa v Bratislave) a ¥i#tho Witzanyho (4. rotnik gymnizia
W. Piecka v Prahe). Néhradnikom bol Perr Hdjek (2. ro¢nik
gymnéazia W. Piecka v Prahe). Vedicim ¢&s. delegicie bol
prof. dr. Beloslav Riecan, DrSc.,z MFF UK v Bratislave, jeho
zéstupcom dr. Leo Bocek, CSc., z MFF UK v Prahe.

Dosiahnuté vysledky st uvedené v nasledujucej tabulke:

Pocet
_ bodov Udelena cena
Ziak za rieSenie Sucet a celkové
ulohy ¢&. bodov umiestnenie
123456
Juraj Baldzs 770741 26 2: 47.—49.
Martin Grajcar 670741 25 3. 50.—52.
Pavel Krtous 010631 11 —  123.—-132.
Adam Obdrzilek 310410 9 — 139.—143.
Jan Seféik 770600 20 3. 76.—81.
Jifi Witzany 717676 34 2. 25.—28.
125
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Vzhladom na mimoriadnu néro¢nost prikladov 25. MMO
mdéZzme s uspokojenim konstatovat, Ze nasi reprezentanti po-
dali solidne vykony. IsteZe, nade (neoficidlne) 13. miesto ne-
posobi efektne a v poslednych rokoch sme si zvykli na umiest-
nenie o nieCo lepsie. Treba si vak uvedomit, Ze medzitym
rady naSich sutaziacich opustilo niekolko vynimoénych ta-
lentov (napr. jeden z nich, Igor Kfiz, uz tohto roku ako
poslucha¢ 1. ro¢nika MFF UK v Prahe ziskal popredné
umiestnenie v celodtitnom kole SVOC), do ndsho druZstva
nastapili novi, nadani sice, ale neskaseni ¢lenovia. Svoje
zohrala aj napdta atmosféra medzindrodnej sutaZe.

Na druhej strane, v takej ndro¢nej sutazi, akou MMO je,
hri vyznamna dlohu aj ndhoda. Keby napr. aj zvysni dvaja
¢lenovia nasho timu boli ziskali ceny (tj. keby boli uhrali svoj
$tandard, ako to dokézal urobit v neoficidlnom suttaZeni,
pravda, v neporovnatelne uvolnenejsej atmosfére, nd§ né-
hradnik), boli by sme zopakovali vlafajs$i Gspech a umiestnili
sa v prvej desiatke. Alebo taky utok nasho Witzanyho na
1. cenu. Zo suchych &isel sa nedd vycitat ten drobny krocik,
¢o ho od nej delil. Witzanyho poloZil druhy priklad. Mimo-
chodom priklad bez zvld$tnej invencie, ani nie obzvlast tazky.
Bolo treba upravit biném; kto prisiel na vhodna upravu,
priklad vyriesil. Jifi uskuto¢nil niekolko réznych jednoduch-
Sich i zlozZitejdich obratov. V jednom z nich sa uZ implicitne
objavilo rieSenie. Mozno Jifimu chybalo 5 minuat a bol by
mal namiesto jedného bodu za 2. priklad bodov sedem,
namiesto druhej ceny, cenu prva.

Ale také je uz sttaZenie, treba ho brat Sportovo. Pre viet-
kych naSich sataZiacich bola MMO Zivotnym zéZitkom, pre
tych mlad$ich azda aj povzbudenim do daldicho ro¢nika su-
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taze. ZanedbateInym nie je ani spdsob, akym na 25. MMOC
zvifazila my3lienka priatelstva medzi nirodmi. Ani to, Z¢ sa
tak stalo v hiavnom meste nalej vlasti.

4. RBesent tloh 25. MMO

Reseni 1. dlohy. K dikazu nezipornosti uvedeného
vyrazu si stali uvédomit, ze 0 = x, y, 3 = 1, takze

xy +yz + 2x — 2xyz = xy(1 — 2) + y2(l — x) + 2x = 0.

MiuizZeme také diky symetrii pfedpoklidat x = y = 2z, takZe
1

x<--a
-3

xy +y2 + 2x — 2xyz = xy + y3(l — 2x) + 2x = 0.

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a harmonickym pri-
mérem plati dokonce

xy + y2 + 2x 3 3 xyz

= - =T = 3xyz,
3 1 1 1 X +y+z )
xy u yz  2x
tj.
xy + yz + 2x = 9xyz.
; 1
Nyni dokidzeme druhou nerovnost. Polozme x = 3 + a,
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1 1
y=3 + b,2= 3 + ¢, podle pfedpokladu ulohy pak je
1 —a b, 2
= ¢ 3

IA

=0, — —
a+d+c 5 3

. 1
xy + yz + 2x — 2xyz—27 — (ab + bc + ca) — 2abec =

7 1 . _
=— 4 ——(bc — a% — 6abc).

o217

1

Vzhledem k symetrii miZeme pfedpoklddat a = b = ¢, pak
musi bytbuda=b6=0=c¢,neboa=0=bd=c.
V prvnim piipadé€ je bc — a®> — 6abc = 0, v druhém piipa-
1

3 0

IA

dé muZeme psit pro — <a

bc — a2 — 6abc = bc — (b + ¢)2 — 6abc = —(b — c)2
— 3bc — 6abc = —(b — ¢)* — 3be(l +2a)= 0

s rovnosti, pravé kdyZz b6 = ¢ = a = 0. V obou pfipadech

plyne z (1) nerovnost

— < —
xy + y2 + 2x — 2xyz < 27

, pak je

N]H

2. feSeni. Necht napf. x =
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xy+ 3z + z2x — 2xyz = x(y + 2) + yx(1l — 2x) =

1 7
=x(1—2)+yz(l —2x)=x(1 — )= — <27

Vzhledem k symetrii zbyvd vySetfit jen piipad, kdy je
: 1

0§x,y,z<—2-. Poloime " =1 — 2x, % =1 — 2y,

2 =1- 22; pak je

¥ +y +2=1, x,y,2 >0

1
Xy + yz + 2x — 2xyz = 1 (1 + x"y’2").

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumé-
rem dostaneme

L, (x’+_y'+z’)3 1
Xy \—— =7

takZe

Xy + yz + zx — 2xy2 = ¢ 57"

3. FeSeni. UvaZujme mnohoclen

P)=0—-x)t—y)(E—-2)=
=8 — 2+ (xy +y2 + 2x) — xy=z.
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Mimetedydokdzat, Zeprox 2y 22 20, x +y +2 =1
je

A

1 (1)/1
“8=2\2)=216"
i >1 .1 /1 (l)< .
Je-lix = 2:1°J’§ z,zg 2,p 5 = 0 a podle nerov-

nosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem

) ) (3
(5 <

I\

A
A

3

podobné pro x = By je

0= (1)/(2:__’1:.{::’)3_’1‘
=?\3/)=\ 3 =216
4. reSeni. Funkce

f(%,3,2) = xy + yz + 3x — 2xyz

je spojitd a nabyvd proto v uvaZovaném defini¢nim oboru
0= x,y,2=1, x +y + 2 = 1 svého maxima. Je-li

1
x<~2-ay:§:z,plati
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f (x,y; z’y ;_ z) =x(y + 2) + (__y_zi_z)?(l — 2x) >

> x(y + 2) + y2(1 = 2x) = f(x,9, 2).

Z duvodu symetrie mazZeme predpokladat, Ze x = y = z.
je bud x < y < z, nebo

1
x=y<z ( v obou pfipadech musi byt x < 2

Ncni-lixz_y:z:—g,

) , takZe

y+zy+z
f(x> 2 3—2_—) >f(x,y, z):

nebo x <y ==za Zéz,takiepokudz:ﬁz,je

( x+y x+y
z’

22 502) S ) = S5, )

1
roy=z:—5,x:Omémef (0,3,—2—

11) 1<7
T4 27

Funkce f tedy nabyvé v uvedeném defini¢nim oboru svého

1
maxima v jediném bodé x =y = 2 = 32 je

103921 (5.5 5) = -
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5. FeSeni. Oznalme &k = xy + yz + 2x — 2xyz =
= x(1 — x) + y2(1 — 2x). Vzhledem k symetrii miZeme
1

piedpokladat, ze x = 3 Protoze

y+z=1-—x

R+ x(x—1)
YE="T1 "o 0

jsou &isla y, z redlné kofeny kvadratické rovnice

N . /’e—l—x(x——l)_‘0
Bt =Dt =0

pro jejiz diskriminant plati

(x —12(1 —2x) — 4k —4x(x — 1) = 0

neboli

b= 1 X 1 ) 1

=-7 X% + 4 X< + z°
F> " 1 s 1 ) 1 - 1
unkce f(x) = — > ¥ - 2" +4 ma v intervalu ¢ ,3>
nezipornou derivaci

3 1 1
f(x) = ~x2+-2—x—~x(l-—3x)>0
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takZe

(1)1

3. 27
6. Feseni. Najdeme extrémy funkce
fE,y)=xy+31—x—y) +
+ (- %=y — 201 —x —y) =
=x+y— %% — 32— 3xy + 22% + 2xy°

v trojahelniku T s vrcholy (0, 0), (0, 1), (1,0). Ty budou

lezet bud na jeho hranici, nebo v jeho vnitinich bodech,
pro které zéroven

of
5;:1——2x—3y+4xy+2y2=

=Qx+y-D2y-1)=0,

of
5:1—2y—3x+4xy+2x2=

=2y +x—-1)2x —1)=0.
Snadno zjistime, Ze témto dvéma podminkim vyhovuje

1
jediny vnitini bod trojdhelniku T, totiz (—

3 ,-3—) , Vv némz

147



11 7
o . Zbyva prozkoumat hranici trojahelniku T,
3°3) 7 21

tj. vySetfit prab&h funkce

Sf(x,0) =f(0, x) = f(x,1 —x) = (1 — x)
1
v intervalu €0, 1. Tam jeale 0 = x(1 — x)= i

Funkce f(x, y) nabyva v trojahelniku 7" maxima 27V bodé

11
(?,?) a minima 0 v bodech (0, 0), (0, 1), (1, 0), takze je

7
O<xy+yz+zx—2xyz<—2~§

s rovnosti vlevo pro trojice (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) a vpravo
( 1 11 )
Pro3>3>3
Reseni 2. dlohy. Podle binomické véty je

(@+b7 —a” —b" =
= Tab((a> + b°) + 3ab(a® + &%) + 5a%b%(a + b)) =
= Tabla + b)(a* + 2a%b + 3a2b% + 2ab® + b*) =
= Tabla + b) (a? + ab + b2)2. (1)

Vyhovuii-li &isla a, b podminkdm tlohy, je Cislo a2 + ab + b2
délitelné &islem 73 = 343. Zkusme napi. @ = 1 a hledejme &
tak, aby 42 + b + 1 bylo délitelné 343. Vyhovuje b = 18.
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2. Feseni. PouZijeme rovnost (1). PoloZme a = 1 a hle-
dejme b tak, aby ¢isla b, b + 1 nebyla délitelnd sedmi a aby
b2 + b + 1 bylo délitelné 73. Podle Eulerovy véty plati pro
nesoudélna &isla r, s, Ze r™® — 1 je délitelné &islem s, kde
¢(s) je pocet prirozenych ¢isel menSich nez s a nesoudélnych
s 5. Je-li tedy r Cislo, které neni délitelné sedmi, je

r'p(T') —1= rﬂ.7'~” —1= (7‘2'72 o 1) (7,4473 + ri‘.’i" + 1)

délitelné 73, a neni-li ani %% — 1 d8litelné sedmi, bude
r2-98 4 98 ] délitelné 73. Dvojice a = 1, b = "% tedy
vyhovuje podminkdm tlohy, pokud Zidné z Cisel

rr?® — 1,6 4+1 =% 41

neni délitelné sedmi.

Neni-li » délitelné sedmi, davd »® podle Fermatovy véty
pii déleni sedmi zbytek 1. Protoze 98 = 6.16 + 2, ddvaji
¢Cisla 798 a r2 pfi déleni sedmi stejny zbytek, takZe stali najit
takové r, aby Z4dné z &isel », ¥2— 1, #2 + 1 nebylo délitelné
sedmi. Odtud plyne, Ze dvojice a =1, b = r?® vyhovuji
tloze, pravé kdyz r dava pii déleni sedmi zbytek 2, 3, 4
nebo 5. :

3. feSeni. Relenim tlohy jsou pravé ty dvojice (a, &),
pronéZa == 0(mod 7),5 == 0 (mod 7),a + b= 0(mod 7) a

a% + b2 + ab = 0 (mod 73). @)

Vyhovuje-li dvojice (a, b) rovnici (2), vyhovuje ji zfejmé
i dvojice (ka, kb) pro libovolné pfirozené &islo £. Vyhovuje-li
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tedy uloze dvojice (a, b), vyhovuje podle Eulerovy véty
i dvojice (1, a?%b). Chceme-li tedy najit viechny dvojice
(a, b) vyhovujici uloze, stali najit vSechna feSeni tvaru (1, 7),
ostatni pak budou tvaru (&, kt), kde £ == 0 (mod 7).

Re$me tedy rovnici

2 + ¢+ 1 =0 (mod 7). 3)

Vyhovuje-li ¢ rovnici (3), vyhovuje ji i (mod 7) a snadno
zjistime, Ze 7 = 2 (mod 7) nebo 7 = 4 (mod 7).

Necht ¢ = 2 (med 7), tj. ¢ = 7m + 2. Pak ma rovnice

(Tm + 22 4+ (Tm + 2) + 1 == 0 (mod 72)
neboli
35m + 7 = 0 (mod 72)

neboli

5m + 1 =0 (mod 7)

fedeni m = 4 (mod 7). Proto vyhovuje-li z = 2 (mod 7) rov-
nici (3), je z = 30 (mod 72), tj. ¢ = 49n + 30. Plati tedy

(497 + 30)2 + (491 + 30) + 1 = 0 (mod 75),

neboli

61ln + 19 = 0 (mod 7)
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jediné feseni rovnice (3) t =324 (rnod 73)

V pripadé ¢ =4 (mod 7) najdeme analogicky druhé
feSeni rovnice (3) ¢ == 18 (mod 7%).

Resenim tlohy jsou viechny dvojice ptirozenych &isel

(a, b) = (k, 18k) nebo (&, 324k) (mod 73),

kde £ == 0 (mod 7).

ReSeni 3. dlohy. Uvazujme dv& kruZnice R = (O, r)
a §=(0,s), kde 0 < r <5< 1. Na kruznici R existuje
bod X takovy, ze § = C(X). Je to bod X, pro n&jz «(X) =
= (s — r) (zfejmé 0 < a(X) < 1). Nevyskytuje-li se barva
bodu X na kruZnici S, znamend to, Ze mnoZina viech barev
na kruZnici R se li§i od mnoZiny vSech barev na kruznici S.

Kdyby dokazované tvrzeni neplatilo, znamenalo by to, Ze
na kazdych dvou ruznych kruznicich se sttedem O a polo-
mérem men§im neZ 1 jsou ruzné mnozZiny barev. MnoZina
viech barev, jimiZ jsou obarveny body roviny, by tedy méla
nekone¢né mnoho podmnoZin a nebyla by kone¢na.

Reseni 4. alohy. Oznaime M stied strany AB, M’ pra-
vouhly prumé&t bodu M na piimku CD (obr. 30). ProtoZe
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podle piedpokladu lezi bod M’ na kruZnici s pramérem 4B,
je trojihelnik BM’M rovnoramenny, neboli

|SCMBM'| =|SXMM'B| = 1| X AMM'.

Dile oznatme N stied strany CD a N’ jeho prumét na piim-
ku AB. ProtoZe |<IMM’'D| = |<INN’'A4| = 90°, je

| AMM’| = | XDNN’|

a body M, M’, N, N’ lezi na kruZnici s primérem MN.
KruZnice nad primérem CD se dotykd piimky 4B, pravé
kdyz trojahelnik CN’N je rovnoramenny, tj. pravé kdyz

|<CNCN’| = 1 |<IDNN'| = }|TAMM'| = | TMBM’|.

To nastane pro M’ == C a N’ == B pravé tehdy, leZi-li body
M’, N’, B, C na kruznici (obr. 30, 31). Pokud je M’ = C
(obr. 32) nebo N’ = B (obr. 33), je ziejmé |INCN’| =
= |<CMBM’|, pravé kdyz MN|BC, tj. AD||BC, takie
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Obr. 33

v tomto specidlnim pripadé jsme s dukazem hotovi (dokonce
bude 4 = N’;resp. D = M’).

Zbyva ukdzat, Ze &tyfi razné body M’, N’, B, C leii na
kruZnici, pravé kdyz

| LAMN| = |52 4BC],

tj. jsou-li prot&jsi strany BC a AD ¢&tyfahelniku ABCD
rovnobézné. To ale plyne okamzité¢ z véty o obvodovych
uhlech - jen je tfeba uvazit viechny mozné polohy bodi M’,
N’ vadi bodam M, N, B, C (podle toho je bud |<cN'MN| =
= |<IN’M’N| nebo | <IN’ MN| = 180° — |<CN"M’'N| a po-
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Obr. 34a

Obr. 34¢
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Obr. 34e

dobné bud [<IN’BC| = 180° — |<IN’M’N|nebo | N'BC|=
= |<IN'"M’'N|). Ze viech 16 mozZnosti viak stadi uvaZovat
jen pfipady uvedené na obr. 34a—e (ptipad M’ = N, N” =
= M je trividlni). Tim je dukaz hotov.

Pozndmka. Posledni tvrzeni ziejmé plati, i kdyz MN je
libovolnd tétiva kruZnice k& (obr. 34): Pfedpokladejme, Ze
body M, N, M’, N" lezi na kruzZnici, bod B le# na piimce MN’
a bod C na ptimce M'N, M’ 4 C +# B = N’. Potom body
M, N’, B, C lez na kruznici, pravé kdyz MN||BC.
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2. TeSeni. Oznalme M stfed strany AB, N stied strany

|48
> obsah S(4ABCD)

&tyfahelniku ABCD mizeme tedy vyjadfit jako (obr. 35)

CD. Podle pfedpokladu je |MM'| =

Obr. 36
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S(ABCD) = S(AMD) + S(MBC) + S(CDM) =
=1 S(ABD) + } S(ABC) + 1|CD|.|4B|.

Zaroveri viak je (obr. 36)
S(ABCD) = } S(CDA) + } S(CDB) + } |4B|.INN'[..
Odtud plyne odettenim (obr. 37)

D

Obr. 37
|AB|(1|CD| — |[NN’|) = S(CDA) + S(CDB) — S(ABD) —
— S(ABC) = S(4ABCD) + S(CDO) — S(4BO) —
— S(ABCD) — S(ABO) + S(CDO) =
= 2(S(CDO) — S(ABO)) = 2(S(ADC) — S(ADB)).

KruzZnice nad pramérem CD se dotykd piimky AB, pravé
kdyz |NN’| = 1|CD|, coz je podle posledni rovnosti, pravé
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kdyz
S(ADC) = S(ADB).

To je viak ekvivalentni s rovnob&Znosti pfimek 4D a BC.
3. feSeni. Pokud AB||CD, dotyka se ziejm& kruZnice
nad pramérem CD strany AB, pravé kdyz |CD| = |AB|,
tj. pravé kdyz ABCD je rovnobéznik.
Jsou-li ptimky AB, CD ruznob&iné, oznatme V jejich
prisecik, o osu uhlu BVC, M a N stiedy stran AB a CD
(obr. 38). Uvazujme zobrazeni Z, které dostaneme sloZenim

Obr. 38

osové soumérnosti podle osy o a stejnolehlosti se stfedem V'
N

a koeficientem ||'7A—/I‘| V tomto zobrazeni bude Z(M) = N.

Protoze kruZnice % sestrojend nad pramérem AB mai stfed

v bodé¢ M a dotyk4 se pfimky CD, bude se kruZnice nad

primérem CD se stiedem Z(M) dotykat ptimky AB, priveé

kdy? bude obrazem kruZnice £ v zobrazeni Z, tj. pravé
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kdyz bude Z(A) = D a Z(B) = C. Zfejm¢ viak je AZ(A)|
|BZ(B).

Reseni 5. Glohy. Uvazujme konvexni n-thelnik A4,4,. ..
...Ay. S indexy budeme pocitat modulo 7.

Je-li A;A; uhloptitka, je podle trojuhelnikové nerovnosti

|4:i4;| + |dinadjnl > |didin| + |4;454].

2
A;Aj;, dostaneme vlevo kazdou uhlopii¢ku dvakrat a vpravo
kazdou stranu (n — 3)-krat, tedy

——2 uhlopritek

Secteme-li tyto nerovnosti pro vsech

2d > (n — 3)p.
Pro délku uhlopticky 4;A4; déle plati

|4idy] <|4idin| + ... + |A;144],

¢y
lAiAj] < IAJAN-I[ + ... + [Ai—1AgI.

Je-li m = 2k + 1, vezméme pro kazdou uhloptitku A4;4;
tu z nerovnosti (1), kterd md na pravé strané mensi pocet

n(n — 3) ) .
> nerovnosti se¢t€éme. Dostaneme

s¢itancti, a téchto

nerovnost, na jejiz levé strané je d a na pravé strané je soulet
délek stran, v némzZ se kazda strana vyskytuje tolikrat, pro
kolik tuhlopfi¢ek lezi v »mensi« ze dvou ¢ésti, na které je
obvod thloptfitkou rozdélen. Napf. pro stranu 414, vy-
chdzi z vrcholu A; jedinid takovd Wwhloptitka, z vrcholu
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Ay dvé, ..., zvrcholu A, jich vychazi £ — 1 a z vrcholu 4;
také & — 1. Na pravé strané je tedy kaZdd strana zapoctena
tolikrat, kolik je

1+24 .. +GR—1D+E—1),

takZe

s, ]

Je-li n = 2k, vezméme pro kazdy »pramér« 4;A4ii; ne-
rovnost

IAL‘AH-kI < %

a pro ostatni uhlopfi¢ky opét tu z nerovnosti (1), kterd mé na
n(n — 3)

pravé strané men$i polet s¢itancu. Se¢teme-li téchto
nerovnosti, dostaneme

k—2k+1) B—2
2 P="

A e

- Pozndmka. Nerovnosti, které jsme dok4zali, nelze zlepsit.
Pro mnchothelnik, jehoZz dvé sousedni strany maji délku 1
a ostatni strany jsou velmi malé, bude

?
d<k2+ p=
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2d
p=2,d=n—3a—=mn— 3.
?

Pro mnohouhelnik, jehoZ »protilehlé« strany ApAri1, Andi,

n
kde £ = [—5}, maji délku 1 a ostatni strany jsou velmi malé,

bude
p=2,d=—kln — k) — 2

2 2=
;:k(n—k)—'z: rY > __2

2. FeSeni. Zvolme pfimku ¢ a pravouhlé praméty vrcho-
la 4y Ao, ..., Ay uvazovaného mnohothelniku na primku ¢
oznatme A'y, A2y ..., A'p.

Uvazujme nejprve body Bi, Bs, ..., By, lezici v primce
v tomto pofadi a odhadnéme soucet délek s vSech usetek B;B;
pomoci délky usetky B1Bj a Cisla n. Zfejmé

s 2 (|B1Bz| + |B:By|) + (|BiBs| + |B3Bul) + ... +
+ (IBan~1| + |Bn—1Bn[) + IBanl = (ﬂ - 1) [Ban! .

Daile si viimnéme, Ze kazd4 usetka B;B; se sklada z uselek
BBy, ptitemz kazdd uselka By By 1 je Casti pravé k(n — k)
usecek B;B;. Je tedy

n—1

s=S kn — k)|BiBes|.
k=1
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Pritom

4k(n — k) = n? — (n — 2k)?
n
a soutin k(n — k) nabyva tudiZ nejvétsi hodnoty prok = l -5] 5

takZe

{1 [ P

Odvodili jsme nerovnosti

(n—1>lBan[§s§[§””—:——1]1313n1. @)

Jsou-li mezi body By, Bs, ..., By aspoii ¢tyfi ruzné, jsou pri-
tom na obou stranich ostré nerovnosti.

Praméty 4’1, A%, ..., A"y, nemuseji sice leZet na pfimce ¢
v tomto porfadi, vzhledem ke konvexit¢ mnohothelniku
A1 4s. .. 4, je viak soucet

| A1 Als| + | Aodls| + ... + |Anadla] + | 4]

roven dvojndsobku nejdelsi z uselek A’;4’;. Je tedy podle (2)

(n — 1)(|A"1 A% + |A2A%8] + ... +|4xd1])=

n n+1 ’ r ’ 7
<23 |y =| 5 || =5 |41 + 4] +

1<j

+ oo+ [AadN)),
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pii¢emz | A" A'5| = |Aid;| cos iz, oznadime-1i o5 Ghel sevie-
7
n)" pf'imkami A;‘Aj, q (0 = 2271 = 5) .

Ot4cejme nyni zvolenou pfimku ¢ kolem né&jakého bodu O.
Pro 0 = x < = tak dostaneme pfimku g(x), kterd bude s pfim-

Y
kou A;A; svirat uhel a;;(x) (0 = ai(x) = -5), bude tedy
pro kazdé x € <0, ) platit

(n — 1) (|41 42| cos aro(x) + | A2A3| cos aaz(x) + ... +
+ | Andi| cosani(x) = 2 > | Aidj| cos aij(x) =

i<j

niln+1}|
< I:E] [T] (|A1A2] Ccos oqg(x) + lAgAsl cos oc-gg(x) +

+ e + IAnAll COos anl(x)).

Pritomjeprol =i <j=n

{ cos ai(x)dx = [ |cos x| dx = 2.
0 0

Zintegrujeme-li tedy posledni nerovnost na intervalu (0, ),
dostaneme

20n — 1) (|Arde] + |AoAs| + ... + |Andi|) < 45 |Aidy| =

1<)

ni|{n+1
éz[_z_][ 5 :’(IAlAz] + [Aeds| + ... + |4nd]),
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neboli

1
(n—Dp=2d+p)= [—;]["——}]p

ProtoZe n > 3 a jen pro konecné mnoho x € {0, ) se stane, Ze
nékteré pruméty splynou, budou na obou stranach dokonce
ostré nerovnosti, tj.

1
(= Dp < 2d +9) < [_’21]['1.;_]?

¢l

s3]

ReSeni 6. tlohy. Nejprve dokiZeme, Ze k > m, coZ
plyne z nerovnosti

alla+d)— (b+c) =ala—c)+ald—b) =
=ala —c¢)+bc—ab=(a—-bla—c)>0.

Z rovnosti

a2k — a) = b(2m — b)
dostaneme
2m | B2 — a2 = (b + a) (b — a). ¢))
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Cisla b + a, b — a nejsou obé délitelna &tyfmi, protoZe jejich
soucet 25 neni délitelny Ctyimi. Jedno z &isel b + a, b — a
je tedy podle (1) délitelné ¢islem 271 - oznalme je x. Je viak

O<x=b+a<b+c=2m
a tedy
x=2mL. @)
Cislo
btc—x=2m_ml=2mil 3)

je jedno z &isel ¢ + a, ¢ — a. ProtoZe a, b, ¢ jsou lichd &isla,
plyne z (2), Ze a, b jsou nesoudélna ¢isla, a z (3), ze a, ¢ jsou
nesoudé&lni &isla. Z podminky ad = b¢ vidime, Ze a|bc. Musi
tedy byt a = 1. _ '

Navic x, tj. jedno z ¢isel b + 1,6 — 1 je rovno 271 a jed-
no z &sel ¢ + 1, ¢ — 1 je rovno 271, Protoze b < ¢, je
b=2m1_—1 ¢=2m14 1aodtud d = 22m-1) — 1, kde
m > 2 je prirozené Cislo.

2. FeSeni. Nejprve ukdzeme, Ze &k > m:
226 = (d + a2 = (d — a)® + 4ad > (c — b)® + 4bc =
= (b + ¢)% = 22m,
Uvazujme ptirozend &isla x, v, pro kterd je
azzk—l _.x’b=2m—1 _y,c;zm—l +y’
©))
d = 2F1 4 x.
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Plati -
226-2 — x2 = qd = bec = 22m~2 — y2, 5)
takze
X2 — y2 = Q%2 _ Q2m-2,
neboli
(x — ) (x + ) = 22m-H22E=m) — 1), (6)

Cisla x, y jsou lich4, &sla x + y, x — y sud4 a pfitom nemo-
hou byt obé zdroveri délitelnd ¢tyfmi, protoZe

x+y+x—y=2x. )

]c tedy {x + ¥, x — ¥} = {2r, 22%-3s} pro né&jaka lichd &isla
r a 5. Odtud plyne podle (7) a (6)

x = 22m~4s |y ops = 22(-m) — ],
takZe podle (4)
a=2t1 — x =281 _ 22m-2)5 _ p
a déle

1= sa = 2815 — 22(m-2)g2 — 22¢-m) | ] =

=1 — (2m»25 — 2lc~m)2§ 1’
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tedy
a=s=1.

Navicjem — 2 = k — m, tj. k = 2m — 2 a ze (4) dostane-
me

x =223 _1,d=a+ 2x =222 _ ] = pc = 22m-2 _ 32
takzZe
b=2m"1_1 ¢c=2m141],
Podminkim tlohy tedy vyhovuji pravé viechny &tvefice
a=1,b=2m1_1 ¢=2m"141,d=22m2_1],

kde m > 2 je pfirozené &islo.
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