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Predmluva

Mili mladi pratelé a spolupracovnici
v matematické olympiade!

Uzaviel se 34. ro¢nik matematické olympiddy (MO)
a jako obvykle Vam zde piedkldddme zevrubnou zpravu
o0 jeho organizaci, prabéhu a vysledcich.

Jak se presvédcite v dalSim textu, nedoSlo v tomto roce
k Z4dnym podstatnym zméndm v organizaci stiedoskolskych
kategorii A, B a C - zde se pokracovalo podle osvéd¢eného
programu.

Jinéd je situace na zdkladnich Skolich. Tam proniki MO
postupné do nizSich ro¢nikii, avsak s odliSnou rychlosti
v SSR a v CSR. Na Slovensku se totiZ porddd MO - pod
nizvem Mald matematickd olympidda - jiz po nékolik let
experimentalné pro zidky péatych az sedmych tfid a zalina
se jiz i se Ctvrtymi tfidami. ZkuSenosti z této soutéZe pro
mladsi zaky se snazime vyuzit pii rozsifovani celostaitni MO.
Zatim se podafilo zavést MO na zdkladnich Skolach vedle
dosavadni kategorie Z jen pro sedmé tridy. Mame tedy
dvé kategorie, nyni oznaCované Z7 a Z8, které probihaji
v celé CSSR s jednotnymi tlohami a stejnou organizaci ve



vSech krajich; zprdvu o nich najdete také v této broZufe.
Pro nizi ro¢niky se viak v CSR zatim MO nepofdd4 ani
experimentdlné a lze jen doufat, Zze se Casem podafi doresit
organizacni otdzky tak jako v SSR. Na nékterych $kolich
v CSR se fesi tilohy ze SSR, piip. §koly nebo okresy potadaji
zvlastni soutéZe pro ziky nizsich roénika.

K organizaci MO dnes jiz necdmyslitelné patii i Cetné
pomocné akce, jako ruznd Skoleni a soustiedéni reSiteld,
korespondenéni semindfe atd. O nékterych z nich, zejména
o celostitnim korespondencnim semindfi, ktery je uren
predevsim k prohloubeni piipravy téch zaka, ktefi se ne-
mohou osobné ucastnit semindft pofddanych ve v&tsich
centrech, najdete rovn&Z zpravu v této brozurce. Ulohy z téch-
to semindf Vam mohou - spolu se soutéZnimi Ulohami
MO - poskytnout vhodnou pfilezitost k procvi‘ovéni.

Vyvrcholenim kazdého ro¢niku MO se jiz pravidelné stava
ucast Ceskoslovenského druzstva na mezindrodni matematické
olympiadé (MMO). V ¢&ervenci 1985 prob&hla 26. MMO,
hostitelskou zemi bylo tentckrite Finsko, které tak oslavilo
dvacaté vyro¢i své prvni ucasti na MMO. Stru¢na zpréva
o prub&hu 26. MMO je pfipojena na konci této knizky.
Vysledky MMO jsou v mnohém pou¢né. Je vidét, Ze se pres
stale rostouci pocet zi¢astnénych zemi dafi udrzovat pomérné
vysoky standard ndro¢nosti soutéZnich tloh MMO, zietelné
vys$si nez je zvykem v na$i domdci MO. S timto faktorem,
ktery - a¢ ne jediny - bezpochyby také prispél k neprili§
vyraznému Uspéchu na$i reprezentace na 26. MMO, se
budeme muset v piistich letech lépe vyrovnat.

Dlouholeté zkuSenosti s MO prokazuji, Zze tato soutéz
nezanedbatelnou mérou pfispivd k podpoife zdjmu o mate-
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matiku mezi na$i mlddezi, pomdhd vyhleddvat talentované
z4ky a rozvijet jejich schopnosti a znalosti. Témto cilam
chce MO jesté 1épe slouzit i v pfistich letech. Doufime, Ze
ndm pfi tom pomuZete - star3i aktivni spolupraci, mladsi
hojnou tdasti v soutéZi - v této ¢innosti Vam prejeme mnoho
aspécha.

Ustiedni vybor matematické olympiddy



O prabéhu 34. roéniku
matematické olympiady

Soutéz »Matematickd olympidda« pofidaji ministerstva
$kolstvi CSR a SSR ve spoluprici s Jednotou &eskosloven-
skych matematiki a fyzika, Jednotou slovenskych mate-
matiki a fyzika, Matematickym ustavem CSAV a Socia-
listickym svazem mlddeze. SoutéZ fidi Gstfedni vybor mate-
matické olympiddy (UV MO) prostfednictvim krajskych
a okresnich vyborti matematické olympiady (KV MO,
OV MO). Cleny UV MO jmenuji ministerstva $kolstvi,
¢leny KV MO a OV MO piislusné odbory skolstvi KNV
a ONV. Od 31. ro¢niku MO nedoslo v organizaci MO k zad-
nym zméndm. V kategorii A sout&Zi Zici III. a IV. ro¢nika
stfednich 8kol, v kategorii B Zici II. ro¢nikda, v kategorii C
zaci I. ro¢nika. Kategorie Z je urCena pro zdky nejvyssich
tfid zdkladnich Skol a d&li se na &4st Z8, v niZ soutézi zici
osmych tfid, a na ¢ast Z7 uréenou pro zéky sedmych tfid.
V kategoriich A, B, C m4 prvni kolo dvé ¢asti, domdci (stu-
uclastnici I. kola z celého kraje. V kategorii A se kond jesté
kolo III., celostatni. V kategorii Z ma I. kolo jen jednu
cast, II. kolo je okresni. Pro Zdky osmych tiid se kona jesté
krajské, III. kolo.

Ustiedni vybor MO pracoval béhem 34. roéniku MO ve



stejném sloZeni jako v predchézejicim roce, predsedou byl
RNDr. Frantidek Zitek, CSc., z MU CSAV v Praze, misto-
piedsedy profesor RNDr. Miroslav Fiedler, ¢len korespon-
dent CSAV, z téhoz ustavu, a profesor RNDr. Beloslav
Rie¢an, DrSc.,z MFF UK v Bratislavé. Ministerstva $kolstvi
zastupovali RNDr. Véclav Stla a RNDr. Julia Lukitova.
Funkce tajemniki UV MO zastdvali RNDr. Leo Bocek,
CSc., z MFF UK Praha a RNDr. Karel Horék, CSc., z MU
CSAV Praha.

V prubéhu 34. roéniku MO se konala dvé zaseddni vSech
¢lent UV MO, prvni 10. a 11. prosince 1984 v Praze, druhé
pfi celostitnim kole MO ve dnech 26. a 27. dubna 1985
v Banské Bystrici. Hlavnim bodem jednédni prvniho zasedéni
bylo zvyseni péce o zdky talentované v matematice a roz§ifeni
MO do nizsich tiid zdkladni $koly. Na dubnovém zaseddni
se projedndvaly mozZnosti zavedeni zvlastni kategorie MO
zaméfené na programovani. Kromé toho predsedové KV MO
hodnotili vhodnost vybéru tloh MO a pribé¢h MO v jednot-
livych krajich. Pracovni pfedsednictvo UV MO se schizelo
jednou mési¢né, zabyvalo se pfedevsim vybérem uloh -pro
vsechna kola soutéze.

Slavnostni zahdjeni celostatniho kola MO se konalo v sile
gymndazia v Tajovského ulici v Banské Bystrici. SoutéZici
i ¢cleny UV MO privital PaedDr. Jan Caklos, krajsky kolni
inspektor. Mistoptedseda UV MO profesor RNDr. B. Rie-
¢an, DrSc., pfipomnél ve svém projevu udilosti ndrodné-
osvobozeneckého boje pred 40 lety. Rovnéz tajemnik OV KSS
s. O. Petro vzpomnél slavnych dnu Slovenského niarodniho
povstani. Vyzdvihl péc¢i, kterou nase spole¢nost vénuje
mladezi, rozvoji talentti. Velkou zasluhu v této oblasti vy-
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chovy maji pedagogové na 3kolich viech stupiit. Za UV
SSM se slavnostniho zahdjeni celostitniho kola zucastnila
s. Kvéta HrubeSovd, kulturni program predvedl folklérni
soubor Spievanky. O velmi dobrou organizaci celostitniho
kola MO se zaslouzili hlavné PaedDr. Jén Caklos, dale ugitelé
Pedagogické fakulty v Banské Bystrici prof. RNDr. P.
Krinidk, CSc., doc. RNDr. P. Hanzel, doc. RNDr. A. Haviar,
CSc., RNDr. L. Berackovd, RNDr. B. Sivék, CSc.,a RNDr.
P. Klenov¢an, pfedseda KV MO Stiedoslovenského kra-
je, dile feditel gymnizia Fr. Adamca a s. Vlasta Michil-
kové z Usttedniho domu pionyra a mlddeze KG v Bratislavé.

Ve viech krajich se i v 3kolnim roce 1984/85 poradaly
1azné akce pro rozvoj a vyhleddvani Zdka talentovanych
v matematice. Podle poZadavku ministerstva $kolstvi CSR
a podle hlaseni krajskych vybort MO uvadime jejich prehled:

Praha
Pracovni piedndsky pro feSitele kategorie Z - celkem 87
piednéasek s pramérnou ucasti 25 Zaka,
pracovni pirednasky pro fesitele kategorie A - celkem 15 pied-
nasek, pramérnd ucast 13 zaka,
pracovni piednasky pro fesitele kategorie B - 9 pfednések,
pramérné 14 zaka,
pracovni piedndsky pro fesitele kategorie C - celkem 17 pred-
nasek s prumérnou ucasti 18 zak.
Koresponden¢ni semindf, pét sérii uloh fedilo 65 zaku.
Soustiedéni pro uspé$né fesitele uloh korespondenéniho
semindie v Jevanech bylo tiidenni pro 25 ucastniki.
Soustfedéni pro uspé$né resitele tloh MO kategorie B, C
se konalo téz v Jevanech, trvalo 5 dni, 40 GCastniku.
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Stiedocesky kraj
Krajské soustfedéni pro 36 nejlepsich fesitela MO a FO
z4ka zékladnich $kol se konalo jeden tyden v ¢ervnu v Dubé
u Ceské Lipy.
Krajské soustiedéni pro 39 nejlepsich fesitelu MO a FO
kategorie A, B, C trvalo 10 dni, konalo se v zafi také v Dubé
u Ceské Lipy. -
Instruktdz pro referenty MO na stfednich $koldch byla
jednodenni, stejné tak instruktaZ pro pfedsedy OV MO.
Predndsky pro fesitele MO kategorie A, B, C se konaly
na stiediskovych stfednich $koldch, kazdé kategorii byly
vénovany 4 —6 hodin.
Prednisky pro feSitele MO kategorie Z se konaly jen na
nékterych zdkladnich $koldch (2—6 hodin).

Fihocesky kraj

Pod patronaci JCSMF se uskutetnilo 39 piedndsek pro
fesitele kategorii A, B, C.

Koresponden¢ni semindf byl tfikolovy, zucastnili se ho
142 Zéci, nejlepsich 8 Gastnikil bylo pozvino na soustfedéni.
Letni $kola MO a FO byla uspofdddna pro nejlepsi resitele
MO a FO, konala se jeden tyden v Cervnu na Zadové pro
83 zéku.

Zdpadocesky kraj
Prednasky k soutéZznim ulohdm kazdé kategorie ve tfech
stiediscich, pro uditele zdkladnich $kol v péti stiediscich.
Korespondenéni semindi se konal ve dvou Kkategoriich ve
tiech kolech. V kategorii pro 3. a 4. ro¢niky stiednich $kol
bylo 113 alastnika, zdka 1. a 2. ro¢nika se zGlastnilo 310.
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Tydenni soustfedéni pro uspésné esitele MO, FO a korespon-
den¢niho seminéfe se pro 40 zakia konalo v ¢ervnu v Karlovych
Varech.

Severocesky kraj
Letni soustfedéni v Teplicich (spole¢né s FO) bylo tydenni,
zG&astnilo se ho 57 Zéka.
Oblastni seminaie se konaly v 7 stfediscich, celkem 35 semi-
naia, pramérnd ucast 20 stiedoskoldku.
Pro fesitele MO kategorie Z potfadaly ruzné akce OV MO.

Vychodoclesky kraj
Soustfedéni aspésnych resitela MO a FO pro Ziky 1. rod-
nika stiednich $kol se konalo v Jevi¢ku, trvalo 8 dni, 32
ucastniku.
Soustiedéni pred II. kolem MO
kategorie A — 35 tiCastnikii  kategorie B — 35 tastniku.
Doba trvani 2 dny.
Koresponden¢ni semindi pro kategorie A a B, vzdy dvé
série dloh, 11 a 13 ucastnika.

Fihomoravsky kraj
Soustiedéni Gspénych feditela MO a FO v Jedovnicich
pro 60 ucastniki, doba trvani 6 dni.
Seminéfe pro resitele —
kategorie A - v Brné 20 ucastnika, v Jihlavé 11,
kategorie B - v Brné 15 ucastnikua, v Jihlavé 17,
kategorie C - v Brné& 55 ucastniku, v Jihlavé 15.
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Severomoravsky kraj
Instruktdz predseda OV MO - jednodenni, 10 tcastniku.
InstruktiZe referentt MO na stiednich skolach - jednodenni,
zUlastnilo se 18 stredoskolskych profesoru.
Prednagky pro fesitele kategorie A, B, C - formou sobetnich
besed v Ostravé a v Olomouci v meésicich fijen az tnor,
prumérni Gcast 15 zaka v kategorii A, 20 v kategorii B
a 35 v kategorii C.
Krajsky koresponden¢ni semindf pro 8 fesiteld.
Krajské soustiedéni MO a FO se konalo pro 42 zaka ve
dvou desetidennich bézich v Bruntile.
Soustiedéni zédku tfid gymnazii se zaméfenim na matematiku,
45 castniku, trvalo 12 dni.
Celostatni semindf o prici s talentovanymi Zdky (ve spo-
lupraci s VUP Praha a MS CSR, Bilovec, 70 ucastnik,
3 dny).

Bratislava
InstruktdZe pro udlitele zdkladnich $kol, ucast 60 ulitelu.
InstruktdZe pro profesory stiednich $kol, 4 instruktdzi se
zucastnilo 60 ucitela.
Koresponden¢ni seminaf pro stiedoskoldky, 120 fesitela -
nejlepsi Glastnici byli pozvani na dvé tydenni soustiedéni,
kazdé pro 35 fesitelu.
Koresponden¢ni seminaf pro Zz4ky zikladnich $kol, 80 Fesi-
teli. Soustfedéni formou pionyrského tdbora (2 tydny).
Tydenni soustiedéni pro Zzaky zdkladnich $kol, Gispé&sné fesi-
tele MO a FO, celkem 30 Gcastniku.
Tydenni soustiedéni pro stfedoskoldky (kategorie B, C),
30 Gastnikd. 4
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Individuédlni vedeni zvl43f nadanych feditela MO uditeli
MFF UK Bratislava a SVST.

Zdpadoslovensky kraj
InstruktdZze referentd MO na stfednich $kolich ve vSech
okresech kraje.
Instruktédze pro referenty MO na zékladnich $koldch.
Krajské soustfedéni pro 46 nejlepsich fesitela MO kategorie
Z, tydenni.
Koresponden¢ni semindf pro zdky stfednich $kol, 5 sérii

vvvvvv

lo ¢tyfdenniho soustiedéni v Jelenci.

Stiedoslovensky kraj
Soustiedéni pro reditele kategorie A a krajského korespon-
den¢niho semindfe bylo pétidenni, 50 ucastniki.
Soustfedéni resitela MO kategorie B, C pro 30 zaku, Ctyi-
denni.
Dvoudenni seminédi' pied II. kolem kategorie A pro 15 stie-
doskoldku.
Tydenni soustfedéni fesitelad MO kategorie A, B, C spojené
s vyhodnocenim 34. a pfipravou na 35. roénik MO.
Instruktdz pro referenty MO na stfednich $koldch, pfitomno
58 witelu.
Krajsky koresponden¢ni semindf, kategorie A 27 fesiteld,
kategorie B, C 98 resitela, po 5 sériich tloh.
Krajsky korespondenéni semindf pro kategorii Z, 83 resitelé,
7 sérii tloh.
Krajsky tabor mladych matematika pro 35 zaka, 10 dni.
InstruktéZe pro referenty MO na zékladnich Skolach se
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konaly ve vSech okresech kraje, pramérné se zucastnilo
25 uditela.

Vychodoslovensky kraj
InstruktdZe pro utitele a vedouci krouzki MO kategorie A,
B, C.
Krouzky MO pro feditele MO kategorie A, B koSickych
a blizkych skol.
Klub mladych matematiki pfi Krajském domé pionyra
a mladeze.
Koresponden¢ni seminaf, 8 sérii Gloh, 110 Fesitelu.
Soustfedéni Gspéinych fesitelt tloh MO a korespondenéniho
seminafe, celkem tfi soustfedéni, kazdé pétidenni pro 35
ucastniku.

UV MO zajistoval po odborné strance tii celostitni sou-
stfedéni. Pro zdky nematurujicich ro¢nikt se konalo spole¢né
soustfedéni pro matematickou a fyzikdlni olympiddu v Je-
vicku. Dalsi dvé soustfedéni byla zaméiena na pfipravu
Ceskoslovenskych zdka na 26. mezinarodni matematickou
olympiddu, prvni se konalo v Jevanech, druhé v Praze.
Dile porddal UV MO celostitni korespondenéni seminéf,
s nimZ se podrobnéji sezndmite na dalsich strankich.

V edici Skola mladych matematiki vydavd UV MO v nakla-
datelstvi Mlad4 fronta brozurky vhodné pro mladé zdjemce
o matematiku. V prabéhu 34. ro¢niku MO vysel jiz 56. svazek
zminéné edice, svazek J. Sedla¢ek: Faktoridly a kombina¢ni
&isla. Svazky edice SMM jsou dobrou pomiickou pro Fegitele
uloh MO a pro praci v matematickych krouZzcich.
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TABULKA 7

wwr »

Polty zaku zakladnich $kol soutézicich ve 34. rocniku
MO - kategorie Z7

1. kolo I1. kolo
Kraj
S U S U
Praha 1326 749 477 252
Stredocesky 892 499 369 142
Jihocesky 687 283 184 41
Zapadocesky 622 311 201 103
Severocesky 1705 735 507 244
Vychodocesky 1 006 469 335 124
Jihomoravsky 2 509 1595 325 163
Severomoravsky 862 452 400 156
Bratislava 683 341 260 65
Zapadoslovensky 3 366 1909 761 151
Stredoslovensky 1 604 889 731 114
Vychodoslovensky 3617 1 906 612 169
CSR 9 609 5093 2798 1225
SSR 9 270 5 045 2 364 499
CSSR 18 879 10138 5162 1724

S — pocet vSech soutézicich
U — pocet uspésnych fesitelt
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SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU
CELOSTATNIHO KOLA 34. ROCNIKU MO

Vitézové

. Adam Obdrzdlek, 3., M, G W. Piecka, Praha
. Radek Adamec, 3., G Kroméfiz
. Viadan Majerech, 2., MF, G Pardubice
Pavol Gvozdjak, 1., M, G A. Markusa, Bratislava
. Milan Hordk, 3., M, G W. Piecka, Praha
. Marcel Polakovic, 2., M, G A. Markusa, Bratislava
. Viadimir Kordula, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
. Perr Hdjek, 3., M, G W. Piecka, Praha
Mariin Sumsala, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
10. Martin Heisler, 3., M, G W. Piecka, Praha
11.—15. Petr Addmek, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
Martin Knor, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Jarmila Ranosovd, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
Jan Spousta, 4., SPSE Praha, Je¢ni
Petr Sleich, 3., G D&in
16. Patrik Spanél, 4., M, G W. Piecka, Praha
17.—18. Robert Babilon, 2., M, G M. Kopernika, Bilovec
David Bedndrek, 3., M, G W. Piecka, Praha

el
|
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Dalsi uispésni Fesitelé

19.—23. Pavel Krtous, 4., MF, G Liberec
Richard Seda, 3., G Blansko
Fdn Seféik, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Tomads Trégl, 2., M, G W. Piecka, Praha
Roman Tiima, 4., M, G W. Piecka, Praha
24.—26. Martin Blatny, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
Viadimir Kliment, 4., M, G A. Marku3a, Bratislava
Riébert Trdvnik, 3., MF, G J]. Hronca, Bratislava
27.—28. Anton Belan, 2., M, G A. Markusa, Bratislava
Antonin Franek, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
29. Pavel Caldbek, 2., M, G M. Kopernika, Bilovec
30.—32. Igor Bildik, 3., G Presov, Konstantinova
Fan Lizny, 4., SPSE Presov, Plzenska
Roman Sotdk, 2., M, G Kogice, Smeralova
33. Milada Slaninovd, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
34.—38. Cyril Besiacka, 4., M, G A. Markus3a, Bratislava
Madrio Drosc, 2., G Michalovce
Ladislav Hanyk, 4., MF, G Karlovy Vary
Eva Kopeckd, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava
Peter Matta, 3., G Michalovce
39.—41. Martin Foltin, 4., M, G A. Markus3a, Bratislava
Michal Hrabdk, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
Michal Wittner, 3., MF, G Karlovy Vary

G znadi gymnédzium,
zaméfeni tiidy: M — na matematiku,
MF — na matematiku a fyziku
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Poradi Zdkiu z trid, které nejsou zaméfeny na matematiku
Vitézové celostdtniho kola

. Radek Adamec, G Krométiz

. Vladan Majerech, G Pardubice
Fan Spousta, SPSE Praha, Jetnd
Petr Sleich, G Détin

:hl\)r—-

[S3)
|

Dalsi uspésni resitelé
5.— 6. Pavel Krtous, G Liberec
Richard Seda, G Blansko
7. Rdbert Trdvnik, G J. Hronca, Bratislava
8.— 9. Igor Bildk, G Presov, Konstantinova
Yan Lizny, SPSE Presov, Plzenska
10.—13. Madrio Drosc, G Michalovce
Ladislav Hanyk, G Karlovy Vary
Eva Kopeckd, G ]J. Hronca, Bratislava
Peter Matta, G Michalovce
14. Michal Wittner, G Karlovy Vary
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SEZNAMY NEJUSPESNEYSICH RESITELU II. KOLA
KATEGORII 4, B, C

Z kazdého kraje a kazdé kategorie je uvedeno nejvyse
oznaleno stejné jako u UGspé$nych fesitelu celostitniho kola.
Soutézici kategorie C jsou zidky 1. ro¢niku, soutéZzici kate-
gorie B jsou zaky 2. ro¢niku, pokud neni uveden jiny tdaj.
Neni-li uvedena 3kola, jde o gymnazium.

Praha

Kategorie A

David Bedndrek, 3., M, G W. Piecka, Praha

Milan Hordk, 3., M, G W. Piecka, Praha

Tomds Koumar, 3., MF, Praha 8, U libeiiského zdmku
Filip Friedlaender, 4., M, G W. Piecka, Praha

Adam Obdrzdlek, 3., M, G W. Piecka, Praha

Roman Tima, 4., M, G W. Piecka, Praha

. Petr Loucky, 4., M, G W. Piecka, Praha

8. Patrik Spanél, 4., M, G W. Piecka, Praha

e I

~
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Kategorie B

. Jan Sochor, M, G W. Piecka, Praha
. Michal Dostdl, M, G W. Piecka, Praha
. firt Kréil, M, G W. Piecka, Praha

. Filip Krdl, M, G W. Piecka, Praha

. Daniela Kosnarovd, M, G W. Piecka, Praha

. Josef Straka, M, G W. Piecka, Praha

Ales Skvor, M, G W. Piecka, Praha

8. Michal Kopecky, M, G W. Piecka, Praha

1
2
3
4
5
6.— 7
9
10
1.— 2
3
4.—- 9

10.

. Ondrej Smid, M, G W. Piecka, Praha
. Martin Gotz, M, G W. Piecka, Praha

Kategorie C

. Jan Dvordk, MF, Praha 3, Sladkovského nidm.
Petr Marek, MF, Praha 8, U liberiského zdmku
. Marta Sochorovd, M, G W. Piecka, Praha
. Stépan Gazda, M, G W. Piecka, Praha
Karel Holubicka, Praha 6, Nad aleji
Petr Knobloch, MF, Praha 10, Vodéradska
Karel Kuna, M, G W. Piecka, Praha
Marek Poldsek, M, G. W. Piecka, Praha
Michal Zemlicka, Praha 6, Nad aleji
Pavel Peterka, MF, Praha 8, U libeiiského zdmku

Stiedocesky kraj

Kategorie A

1. Milan Plaéek, 4., Céslav
2. Karel Kumsta, 4., Ri¢any
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Kategorie B

1. Yan Plesingr, Ri¢any

2. Karel Chmel, BeneSov

3. Robert Hetka, BeneSov

4. Tomds Rosicky, Kutna Hora

6. Milena Bejdovd, Ri¢any
Jirt Knap, Nymburk

7. Radek Musil, SPS Mélnik

Kategorie C

1.—3. Michael Gréf, SOU Mladé Boleslav
Mirka Chromd, Céslav
Radek Sanda, SPS Kutna Hora
4.—5. Helena Emingerovd, Nové Straseci
Pavel Fri¢, Podébrady
6.—7. ¥iri Kubes, Ritany
Jan Malinsky, Kralupy

JihoCesky kraj

Kategorie A

1. Petr Jaros, 3., Pelhfimov
2. Pavel Cabadaj, 4., Pelhfimov
3. ¥ir{ Boiik, 3., SPSE Pisek

Kategorie B

1. Ales Chrdle, MF, Ceské Budgovice, G K. Satala
2.—3. fi#i Otta, Pelhfimov
Martin Zitek, Milevsko

28



4.

Findiich Zapletal, Téabor

5.—6. Milan Broum, Tébor

7.

Josef Necas, Pisek
Ji7t Vesely, Strakonice

8.—9. Edita Kucerovd, Pisek

SIS

]

Zdenék Randa, Pisek

Kategorie C

. Martin Kronika, MF, Ceské Budgjovice, G K. Satala
. So#ia Brozovd, Milevsko

Cestmir Cihal, SPSE Pisek

Marek Layer, MF, Ceské Budgjovice, G K. Satala
Frantisek Plitenik, SPSK Bechyng

Viclav Vozandych, Strakonice

Zipadotesky kraj

Kategorie A

. Ladislav Hanyk, 4., MF, Karlovy Vary
. Lubomir Perk, 3., MF, Plzeni, G J. Fucika

Michal Wittner, 3., MF, Karlovy Vary
Fan Bocek, 4., Plzeii, ul. Pionyru

Viclav Kohout, 3., Plzeii, ul. Pionyru
Radovan Osoba, 3., MF, Plzeii, ul. Pionyra

. Pavel Samek, 3., MF, Plzeni, G J. Fucika
. Daniel Rypl, 3., MF, Plzeni, ul. Pionyra
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1
2
3
4
5— 6
7.
8.—10.
1
2
3
4
5
6.—7
1
2.-3

30

Kategorie B

. Roman Libochowitz, MF, Karlovy Vary
. Pavel Ny¢, Tachov

. Viadimir Kalis, MF, Plzen, G J. Futika
. Petra Domalipovd, Cheb

. Tomas Muzik, Ostrov n. O.

Fi#t Smid, Ostrov n. O.

Pavla Hercikovd, MF, Plzen, G J. Futika
Martin Cerny, MF, Plzeii, ul. Pionyra
Petr Kozel, MF, Karlovy Vary

Petr Zapletal, Ostrov n. O.

Kategorie C

. Pavla Marikovd, 8. tfida, 22. zdkladni 3kola, Plzern
. Barbora Mottlovd, MF, Plzen, G J. Futika

. Dalibor Prochdzka, MF, Karlovy Vary

. Vladislav Nevoral, Maridnské L4zné

. Lukas Georgiev, M, Plzeni, G J. Futika

. Filip Nebrensky, Ostrov n. O.

Zdenék Tryner, M, Plzen, G J. Fulika

Severocesky kraj

Kategorie A

. Pavel Krtous, 4., MF, Liberec
. Ondrej Pavlata, 3., Jablonec n. N.

Petr Sleich, 3., D&in

. Pavel Truhlar, 1., M, Liberec



Kategorie B

1. Yan Klajl, SPS stroj. a el., Liberec
. Petr Slavik, MF, Teplice
Radka Zuzdnkovd, Déin
Josef Hrdlicka, SPSE Chomutov
Dana Kunclovd, MF, Teplice
6.—8. Karel Hrach, MF, Usti n. L.
Hana firglovd, Dé¢in
Simona Soukupovd, Usti n. L.

MECES

4.—

Kategorie C

[y

. David Swigo#i, M, Liberec

2.— 3. Martin Rybka, M, Liberec
Jaroslav Trnka, M, Liberec

. Petr Tiuma, M, Liberec

. Romana Heinrichovd, Détin

. findiich Simon, Rumburk

. Petra Novdkovd, M, Liberec

. Yana Spilarovd, Podboiany

9.—10. Dana fezdikovd, Louny

Pavel Olysar, M, Liberec

0~ s

Vychodocesky kraj

Kategorie A

1. Ivan Picek, 4., MF, Hradec Kralové, Simkova
2. Vladan Majerech, 2., MF, Pardubice
3. Ludék Brukner, 4., MF, Pardubice



4. Jana Jefkovd, 2., MF, Hradec Kréilové, Simkova
5. Petr Fencl, 2., MF, Pardubice
6.—17. Radka Joudalovd, 4., MF, Hradec Kréilové, Simkova
Firi Moser, 4., MF, Pardubice
8. Petr Jelinek, 2., MF, Pardubice

Kategorie B

1. Viadan Majerech, MF, Pardubice
2. Yana Jeskovd, MF, Hradec Kralové, Simkova
3. Tomdas Klepal, MF, Pardubice
4. Martin Danitel, Havlicktv Brod
5. Diana Jamborovd, Pardubice

6. Petr Eisler, Havlitkav Brod

7. Zdenék Kouba, MF, Hradec Krélové, G J. K. Tyla
8. Petr Felinek, MF, Pardubice

9. Richard Kotrba, MF, Hradec Kralové, Simkova
10. Petr Varikdt, Havlickav Bred

Kategorie C

1. Petr Krdkora, Trutnov
2. René Levinsky, M, Hradec Kréalové, G J. K. Tyla
3. Yan Yanousek, MF, Hradec Krélové, Simkova
4. Hynek Pikhart, MF, Pardubice
5. Miroslav Benes, M, Hradec Krélové, G J. K. Tyla
6. Silvestr Badal, Jevitko
7. Petr Hellinger, Hotice
8. Katerina MareSovd, MF, Hradec Kréalové, G J. K. Tyla
9. Petr Novdk, Pardubice
10. fan Talafant, M, Hradec Kralové, G J. K. Tyla

W
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Jihomoravsky kraj

Kategorie A

Libor Skiicka, 3., MF, Brno, ti. kpt. Jarose
Dominik Munzar, 3., MF, Brno, tf. kpt. Jarose
Petr Mayer, 4., MF, Brno, Lerchova

Richard Seda, 3., Blansko

Bediich Horny, 3., MF, Brno, ti'. kpt. Jarose
Radek Adamec, 3., Kroméfiz

Michal Krupka, 3., MF, Brno, ti'. kpt. Jarose

. Vit Kratochvil, 4., MF, Ttebi¢

. Pavel Janci, 4., Prostéjov

© 0N ;e N

Kategorie B

. Frantisek Klein, MF, Brno, Konévova
. Jaroslaw Hora, MF, Brno, tf. kpt. Jarose
. Patrik Munzar, MF, Brno, ti'. kpt. Jarose
. Vladimir Olsan, Boskovice
. Jan Caha, MF, Brno, ti. kpt. Jarose
Jana Pernicovd, MF, Jihlava
Radek Tomcik, Brno, Konévova
8.—10. ¥an Dvoidk, Moravské Budé&jovice
Faroslav Felinek, MF, Znojmo
Dagmar Odehnalovd, Tisnov

SO WO N e

5.—

Kategorie C

1. Tomds Dvordk, M, Brno, tf. kpt. Jarose
2. Radek Vystavél, Prosté&jov



Tomds Vitek, MF, Jihlava
Petr Voldk, Otrokovice
Perr KiiZ, Blansko
Zdenék Pytela, M, Brno, tf. kpt. JaroSe
Hana Skavradovd, MF, Gottwaldov
8. Tomas Heroudek, Brno, Konévova
9.—10. Tomds Hron, Tel¢
Pavel Kryitof, SPSE Brno, Leninova

N W

Severomoravsky kraj

Kategorie A

. Jarmula Ranosovd, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec

. Petr Addmek, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
Martin Blatny, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
Antonin Franek, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel Selesi, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
Michal Hrabdk, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel Caldbek, 2., M, G M. Kopernika, Bilovec
Robert Babilon, 2., M; G M. Kopernika, Bilovec
Milan Ling, 2., M, G M. Kopernika, Bilovec

10. Miroslav Nowdk, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec

N W N =

N

Kategorie B

1.—2. Radan Kuéa, M, G M. Kopernika, Bilovec
Tomas Novotny, Frydek Mistek

3.—4. Robert Babilon, M, G M. Kopernika, Bilovec
Frantisek Kaspdrek, M, G M. Kopernika, Bilovec

34



\© 0~ W

7.
8.

1.— 5. Cyril Beriacka, 4., M, G A. Markusa, Bratislava

. Pavel Caldbek, M, G M. Kopernika, Bilovec
. Petr Slouka, MF, Ostrava-Hrabuvka

. Petr Habala, M, G M. Kopernika, Bilovec

. Alena Bartoriovd, MF, Ostrava-Hrabuvka

. Petr Kulera, Zabfeh n. M.

Kategorie C

. Radomir Méch, M, G M. Kopernika, Bilovec
. Ondrej Blaha, M, G M. Kopernika, Bilovec
Gabriela Cechovd, M, G M. Kopernika, Bilovec

Rostislay Fukala, M, G M. Kopernika, Bilovec
Martin Kreyéi, M, G M. Kopernika, Bilovec
Ji¥i Polach, M, G M. Kopernika, Bilovec

Jirt Zatloukal, M, G M. Kopernika, Bilovec
Viadan Vala, Vsetin

Bratislava

Kategorie A

Eva Kopeckd, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava

Martin Ohnheiser, 4., M, G A. Marku3a, Bratislava
Marcel Polakovié, 2., M, G A. Markus$a, Bratislava

Fdn Seféik, 4., M, G A. Markusa, Bratislava

6.— 7. Pavol Guozdjak, 1., M, G A. Markus$a, Bratislava
Zuzana Reichwalderovd, 2., M, G A. Markusa,

Bratislava

8. Viadimir Kliment, 4., M, G A. Markusa, Bratislava

35



9.—10.

1
2
3
4
5— 6
7
8
9
10.
1
2.-3
4.-5

Peter Fedor, 4., Metodovova, Bratislava
Robert Trdovnik, 3., MF, G J. Hronca, Bratislava

Kategorie B

. Jdn Budinsky, M, G A. Markusa, Bratislava

. Zuzana Reichwalderovd, M, G A. Markusa, Bratislava
. Adrian Liska, M, G A. Markusa, Bratislava

. Zohdy Hamid, M, G A. Markusa, Bratislava

. Jana Koncovd, MF, G ]J. Hronca, Bratislava

Rébert Kridl, M, G A. Markusa, Bratislava

. Anton Belan, M, G A. Markusa, Bratislava
. Stanislav Pdrnicky, M, G A. Marku3a, Bratislava
. Peter Klein, M, G A. Markusa, Bratislava

Rendta Smékalovd, M, G A. Markusa, Bratislava

Kategorie C

. Tibor Bartos, M, G A. Markusa, Bratislava
. Andrej Dobos, 8. ttida ZS, Palackého, Bratislava

Radoslav Tomek, 8. ttida ZS, Nevidzovi, Bratislava

. Ilja Martisovits, 8. t¥ida ZS, Kosickd, Bratislava

Zuzana Uhrikovd, M, G A. Markusa, Bratislava

. Patricia Matydsovd, M, G A. Markusa, Bratislava

Zipadoslovensky kraj

Kategorie A

1. Viadimir Uhelsky, 4., G E. Gudernu, Nitra
2. Martin Lukdc, 2., Banovce n. B.
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10.

© 0N AW N

. Viktor Bddi, 1., MF, G E. Gudernu, Nitra

. Erik Hevest, 3., Levice

. Andras Czekus, 3., mad. G Komérno

. Peter Muzila, 3., MF, Nitra, Pirovska

. Rudolf Burcl, 2., Trnava

. Ribert Zemdnek, 4., Skalica

. Peter Pereszlényi, 3., Samorin

. Algbéta Stemmerovd, 4., mad. G Dunajska Streda

Kategorie B

. Marign Lukdé, Banovce n. B.

. Peter Krigalkovi¢, Nitra, Parovska

. Ladislav Bardth, Koméarno

. Rudolf Burcl, Trnava

. Pavol Kolnik, Nové Mesto n. V.

. Oliver Ralik, G E. Gudernu, Nitra
Iveta Hercovd, Levice

. Jana Polcovd, Levice

. Iveta Galisovd, Partizanske

Peter Ratkovsky, G E. Gudernu, Nitra

Kategorie C

. Juraj Simko, Nitra, Parovska

Katalin Kis Petikovd, mad. G Komérno
Jdn Uzik, SPSE Piestany

Roman Gregus, G E. Gudernu, Nitra
Stefan Bakaldr, Topoléany

Lubica Karepeckd, Komarno

. Jdn Pavelka, SPSE Star4 Tur4
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. Miroslava Vavrovd, Hlohovec
. Angelika Lenickd, Nitra, Parovska
. Patricia Pomothyovd, Levice

Stredoslovensky kraj

Kategorie A

. Igor Melichercéik, 3., MF, Banskd Bystrica, Tajovského
. Dusan Hanes, 2., MF, Prievidza

. Mariin Turac, 4., M, Zilina, Velkd Okruzn4

. Pavel Sdly, 4., Nové Batia

. Jozef Sipos, 3., MF, Prievidza

. Jozef Cierny, 3., M, Zilina, Velkd Okruzni

. Ivan Kohiitek, 3., M, Zilina, Velki Okruzn4

. Igor fucha, 4., Povaiska Bystrica

. Richard Nemec, 4., MF, Banska Bystrica, Tajovského

Kategorie B

. Dusan Hanes, MF, Prievidza

. Bohu§ Bariak, Velky Krti§

. Stefan Rakuidk, M, Zilina, Velkd Okruznd
. Tomds Kubik, MF, Prievidza

. Daniel Masula, MF, Prievidza

. Miroslay Laisdk, M, Zilina, Velkd Okruzné
. Anna Koreriovd, M, Zilina, Velkd Okruzni

. Jaroslav fares, M, Zilina, Velkd Okruzn4

. Miroslav Pavldk, Dubnica n. V.
. Karol Rozenberg, M, Zilina, Velkid Okruzné
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Kategorie C

. Viadimir Sosovicka, M, Zilina, Velkd Okruzna
. Jozef Radler, MF, Zvolen

. Pavol Eligs, MF, Martin

. Jozef Gemela, MF, Prievidza

. Milan Grega, Povazska Bystrica

. Miroslay Sidlik, M, Zilina, Velki Okruzna

. Viadimir Valent, Banska Bystrica, trieda SNP
. Stefan Poldtik, SOU el., Nizn4

Vychodoslovensky kraj

Kategorie A

. Roman Sotdk, 2., M, Kosice, Smeralova

. Peter Matta, 3., Michalovce

. Igor Bildk, 3., PreSov, Konstantinova

. Alexander Szabari, 3., M, Kogice, Smeralova
. Ydn Lizny, 4., SPSE Presov

. Leonard Bucko, 4., Presov, Konstantinova

Zuzana Corndkovd, 4., M, Kogice, Smeralova
Robert Kazimir, 3., M, Kosice, Smeralova
Mario Drosc, 2., Michalovce

Radovan Schreiber, 3., Krompachy

Kategorie B

. Roman Sotik, M, Kosice, Smeralova
. Mdrio Drosc, Michalovce
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3.— 4. Yaroslav Dunajsky, Kosice, Srobédrova
Pavol Huddk, Kosice, Srobarova
5. Jozef Micko, M, Kogice, Smeralova
6.— 8. Jdn Paralié, Kosice, Srobarova
Rastislav Sendordk, Presov, Konstantinova
Rébert Cisko, Spisski Nova Ves
9. Michal Urban, Presov, Konstantinova
10. Daniela Sorekovd, M, Kosice, Smeralova

Kategorie C

1. Stanislav Krajéi, M, Kosice, Smeralova

2. Roman Vdvra, Roziava

3. Radoslay Mrdz, Spisskd Nova Ves

5. Zuzana Bobovskd, Poprad, Leninovo nabr.
Peter Elig¥, Presov, Konstantinova

6. Alena Murovd, Kosice, Opatovska

7.—8. Olga Katreniakovd, Kosice, Srobarova
Slavomir Onderko, Michalovce

9. Gabriel Semanisin, Bardejov
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Kategorie Z7

ULOHY I. KOLA
Z7-1-1

Nahradte pismena Cislicemi tak, aby vznikl spravny zapis
s¢itani:

PSIC
PSIC
PSIC

HAF ANI
Reseni. Zipis prepiseme do tabulky a ozna¢ime sloupce:

l
f e | d| c b a |
|
|
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Ze sloupce a je vidét, Ze pro I mohou nastat jen dvé moz-
nosti

(1) I =0 nebo I=25.
Ze sloupct e, d plyne, Ze

P + P + P + (ptenos ze sloupce d) < 29,
proto je
2) H =1 nebo H = 2.
ProtozZe plati (1), plyne ze sloupct b, a

C + C + C + (prenos ze sloupce a) < 28.
Proto je
3) A=1+1 nebo A=1+ 2.
Protoze musi byt A = H, sta¢i podle (1) a (3) rozlidit Sest
pripadu:

a)I=0H=1,A=2

‘ |
L f edcba!

PSS |o 0
P|S|o 0
| P|S|oO 0
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Odtud postupné dostaneme:
P = 4 (nebot pfenos ze sloupce d < 2)
S=3(S=3,nebot S£1,S#2a8S < 3, nebot P = 4)
F=9
C =7 (C = 7, nebot ptenos ze sloupce & je 2,

C # 8, nebot P £ N a C £ 9, nebot C # F)
Ale pro C = 7 dostaneme N = 1, coZ neni moZné, protoZe
H = 1. MoZnost a) je tedy vyloucena.

) I=0H=2A=1

Odtud postupné dostaneme:
P=7,S=3F=09,
C = 6 (C +# 4, nebot N = 2; C 5 5, nebot C = N;
C +# 8, nebot podle sloupce ¢ je C + C + C < 20),
N =8,
Tim dostdvame feSeni:
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€]

P | S|5 5
1 S| 5 5
|

S |5 5

1 6 | F| 6 | N

(5]

Tento pripad vzhledem k sloupci e nenastane, nebot P 5 5.

DI=5H=1A=7

P| S |5 |C|5
S|5|Cl|5
S| 5| C|5

1 7 F |7 N| 5

Tento pfipad nemuZze opét nastat, nebot P 5= 5.
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) I=5H=2A=6 .

fedcb!a

|

|

P|SsS|5|C|s5

|

P  S|5|C|>5

P/ S|5|C|5

|

|26F16N5

|

V tomto piipadé musi byt P = 8 a odtud S = 7 nebo S = 9,
nebot ptfenos ze sloupce d je roven 2. Protoze pienos ze sloupce
¢ je roven 1, dostdvime v prvnim pfipadé F = 2, v druhém
piipadé F = 8. Ale ani jedna z téchto moZnosti nemuze
nastat, nebot ¢&islo 2 je rovno jiz H a &islo 8 je rovno jiz P.

)I=5H=2A=7

f e d | ¢ : b a
P| S |5 5
S |5 5
P| S |5 5
?
2 7 F |7 } N| 5
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Dostaneme P = 9. Odtud a ze sloupct ¢, b plyne, ze C = 8.
Ale to nemuzZe nastat, nebot N =~ 5.

Zavérem vidime, Ze uloha md jediné feSeni, které je dané

zapisem (4).

Z7-1-2

Narysujte trojuhelnik 4ABC; d(AB) =5 cm, d(BC) =
=10 cm, d(AC) = 6 cm. Na stran¢ AC sestrojte bod X
a na strané BC bod Y tak, aby platilo: «<» XY || <> AB
a soulasné d(4AX) = d(XY).

ReSeni. Rozbor. Nalrtneme obrizek, na kterém doplnime
piimku o = AY (obr. 1). Protoze AX ~ XY je trojahelnik

C /
(o]
_ Y p
X\A
/A B
Obr. 1

AXY rovnoramenny s rameny 4X a XY. Proti témto ra-
menum jsou shodné uhly

(1) I XAY =~ < XYA.
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Uhly XYA a YAB jsou stidavé uhly vytaté primkou o na
rovnobézkich XY a AB. Proto jsou shodné, takze

@ s XYA ~ < YAB.
Ze zapisu (1) a (2) vidime, Ze
3) X XAY ~ < Y4B,

tzn. AY je osou thlu CA4B.

Konstrukce
1. A ABC;

d(AB) = 5cm, d(BC) = 10 cm, d(AC) = 6 cm (sss)
. 0; ojeosa<. CAB
.Y, Yeon BC
.p; pll4B,Yep
. X; Xepn AC

Zkouska*). Z konstrukce plyne, Zze plati (3) a (2). Proto
plati i (1), tzn. AN AYX je rovnoramenny, takZe je skute¢né
d(AX) = d(XY).

W o LN

Z7-1-3

Predstavte si, Ze méte 81 dvoukorun, z nich jednu fale$nou.
Falesnd mince je leh¢i nez prava. K dispozici mdte piesné
dvouramenné vahy. Kolik nejméné vazeni potiebujete k to-
mu, abyste nasli faleSnou minci? (Své tvrzeni odavodnéte.)

ResSeni se sklidd ze dvou &asti. V prvni &4sti ukaZeme,

*) Od fesitela nebyla vyzadovéana.
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ze k nalezeni fale$né mince staéi provést Ctyfi vazeni. V druhé
¢asti pak ukazeme, Ze pocet vazeni uz nelze zmensit, tzn.
7e tfi vazeni nestaci k urceni falesné mince.

(I) Mince rozdélime na tfi hroméadky po 27 kusech.

1. viZzenim zjistime, ve které z téchto hromadek je hle-
dand fale$nd mince. Zvazime prvé dvé hromdadky. Kdyz se
védha vychyli, je faleSnd mince na misce vah, kterd je vyse.
Jsou-li vdhy v rovnovize, je faleSsnd mince ve tfeti hromdadce
(obr. 2). Hromadku, ve které je fale$nd mince, opét rozdé-
lime na tii stejné hromadky po 9 mincich.

FALEéNA\ — FALESNA

|
5

/IIm'lIU

Obr. 2

2. vazenim (stejnym postupem jako pfi 1. vaZeni) zjistime,
ve které z téchto hromddek se hledané faleSnd mince nachézi
(obr. 3). Tuto hroméddku opét rozdélime na tii stejné hro-
madky po 3 mincich.

FALESNA < FALESNA
BN

{

Obr. 3
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3. vazenim (opdt stejnym zpusobem) ur¢ime, ve které
z téchto hromddek je hledand falend mince (obr. 4). Po
tfech vézenich zlistanou jen tfi mince, mezi kterymi se fa-
le$nd mince musi nachézet.

4. vazenim zjistime, kterd z téchto tii je falesnd (obr. 5).
Tim jsme ukdzali, Ze ¢tyfi vaZzeni budou urdité stacit.

B B)

Obr. 4

FALESNA FALESNA

FALESNA ~ FALESNA

s S s ol

Obr. 5

(I)*) Nyni dokiZeme, Ze tii vdzeni nesta¢i k nalezeni
fale$né mince.

1. Bez vazeni faleSnou minci mezi tfemi mincemi ne-
pozndme.

2. Jednim véizenim nerozezname faleSnou minci mezi
deviti mincemi. At rozdélime mince jakkoliv na tfi hroméadky
a dvé z nich ddme na vahy, pak vZdy nejméné jedna z téchto

*) Druh4 ¢ast feSeni nebyla od reSitelti pozadovéana.
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hromddek m4 aspon tfi mince. MuZe se stit, Ze po prvnim
vazeni zjistime, Ze faleSnd mince je pravé v této hromédce.
Ale bez druhého vézeni fale$nou minci nenajdeme.

3. Podobné zjistime, ze dvé vaZeni nestali k rozeznéni
fale$né mince mezi 27 mincemi. At rozdélime mince kte-
rymkoliv zpusobem na misky vahy a zbyvajici mince, vzdy
ma aspoti jedna hromddka nejméné 9 minci. A na vyhleddni
falesné mince mezi nimi by zbylo jen jedno véZeni.

4. Stejnym zpusobem zjistime, Ze tfi vaZeni nestali k ro-
zeznani fale$né mince mezi 81 mincemi.

Pozndmka. ReSeni tulohy souvisi s trojkovou soustavou.
Postup stru¢né naznacime.
Mince olislujeme &isly 1, 2, ..., 81 a zapiSeme tato Cisla
v trojkové soustave,

1 = 00013 10 = 01013 19 = 02013
2 = 00023 11 = 01023 20 = 02023
3 = 00103 12 = 01105 21 = 02103
4 = 00113 13 = 01113 22 = 02113
5 = 00123 14 = 01123 23 = 02123
6 = 00203 15 = 01203 24 = 02203
7 = 00213 16 = 01213 25 = 02213
8 = 00223 17 = 01223 26 = 02223
9 = 01003 18 = 02003 27 = 10013
atd.

Mince pfi prvnim véZzeni rozmistime podle &islic na poslednim
misté takto:
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levé miska .......... |...0]3

pravd miska ........ { .. .1|3

mimo véhu ........ 1 .21

Podobné postupujeme pii dalSich vaZenich podle <&islic
na dal$ich mistech od konce.
Cislo falesné mince uréime v trojkové soustavé podle pra-
vidla:

Podle vysledku i-tého vazeni (7 = 1, 2, 3, 4) uréime -tou
¢islici a; od konce takto:

o 0 leva miska je nahore
a; = < 1 leva miska je dole
2 misky jsou v rovnovaze

Vyzkousejte si to sami.
Z7-1-4

Anitka, Viaclav, Jakub a Luk4§ jsou &tyicata. Anicka vi,
ze Luka$ nikdy nelZe, naopak Jakub lZze vzdycky a Viclav
ten to stfida: jednou lZze, hned potom zase mluvi pravdu
a potom zase lZe atd.

Jednou odpoledne pifibéhli vSichni domu a jeden fika
Anilce: yMaminka na tebe ¢ekd v OBUVI.« »Dobte, Lukasi,«
odpovédéla Anitka. Vtom se bratr zasmdl a fekl: »J4 jsem
Viaclav.«

Muzete fici, ktery z bratra vyfidil Ani¢ce matlin vzkaz?
Byl vzkaz pravdivy ?
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Reseni. Luk43 Aniéce vzkaz nevyfizoval, nebot vzdy mluvi
pravdu a neiekl by o sobé, Ze je Vaclav. Vzkaz mohl vyfidit
Jakub. V obou tvrzenich lze a vzkaz je tedy nepravdivy.
Vzkaz mohl vyfidit i Viclav. Ve svém druhém tvrzeni by
mluvil pravdu, tudiz v prvnim by musel lhdt a vzkaz by byl
opét nepravdivy.

Zdvér. Vzkaz je nepravdivy, ale nelze jednoznacné urdit,
zda jej vyridil Jakub nebo Viclav (s urcitosti pouze vime,
ze Luka§ to nebyl).

Z7-1-5

Kolik ¢tvereckth musime vysrafovat na Sachovnici skld-
dajici se ze 6 x 6 &tveretku, aby se utvar (kfiz) sestaveny
z péti ¢tvereCkn nedal nakreslit na zbytek (nevysrafované)
Sachovnice (obr. 6)?

-

Obr. 6

ReSeni. Stadi vysrafovat &tyfi vhodné zvolené &tveredky
a kiiz se na Sachovnici uZ nevejde. Srafovani lze provést
dvéma zpusoby (obr. 7a, b).

Vysrafujeme-li jen tii ¢tvere¢ky (nebo dokonce jest€ méng),
vzdy lze na Sachovnici kiiZ umistit. Aspori v jednom ze
4 ¢&tverct 3 X 3 (viz obr. 8) nebude zddné Srafované pole,
takZe se do ného kiiz vejde.
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Obr. 7a 7b

Obr. 8
Z7-1-6

Predstavte si, Ze vyndsobite vSechna piirozend cisla od 1
do 63. Potom vynésobite viechna piirozend Cisla od 1 do
61. Nakonec tyto soutiny odecltete; je tento rozdil délitelny
¢islem 7172

Reseni. Napiseme rozdil

R=(1.2.3.....61.62.63) —(1.2.3. ... .59.60.61)
Z rozdilu R vytkneme sou¢in s =1.2.3. ... .59.60.61.
Dostaneme

R=5.(62.63 — 1) = 5.3905 = 5.71.55.

Rozdil je délitelny ¢&islem 71.
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ULOHY II. KOLA
Z7 -1 -1

Je déna pfimka p a na ni dva razné body X, ¥ (d(XY) <
< 6 cm). Sestrojte takovy &tverec ABCD, aby strana AB
prochézela bodem X, strana BC prochdzela bodem Y, aby
uhlopfi¢ka ¢tverce méla délku 8 cm a aby bod B mél od
piimky p vzdélenost 2,5 cm. M4 tloha vidy fefeni? Kolik
muze mit tloha nejvyse feseni?

ResSeni. Rozbor. Natrtneme si obrazek. Bod B lezi na ptim-
ce g nebo ¢', které jsou rovnobézné s primkou p a maji od p
vzdalenost 2,5 cm. Dile lezi bod B na Thaletové kruznici &
opsané nad prumérem XY. Stfed S hledaného Ctverce lezi
na ose uhlu XBY. Bod § méd od bodu B vzdilenost rovnou
poloving thlopfi¢ky, proto je d(BS) =4 cm (obr. 9).
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Zapis konstrukce

P X, Yep,d(X,Y)< 6 cm. (Zadéni tlohy)
- 4,9 :qllpll 4, v(P’ q) = ‘U(P, ql> =2,5¢cm
. k: Thaletova kruznice s primérem XY
.B:Be(qguyqg)nk

— BX, — BY

. polopiimka u: osa <¢ XBY

.8:Seu, dBS)=4cm

oo | u,Sev

LA, C:Ae— BX Nnoy,Ce!— BY Nno

. D: S je stfed use¢ky BD

] 4BCD

—
=

Zkouska*). Podle véty usu jsou /\ ABS, /. CBS shodné.
ProtoZe jsou pravouhlé a thly pii vrcholech B jsou poloviny
pravého uhlu, jsou tyto trojihelniky rovnoramenné. Usetky
BS, AS a CS jsou tedy shodné. Také tsetka DS je s nimi
shodnd. Ve <tyfahelniku 4ABCD jsou uhlopricky k sobé
kolmé, dlouhé 8 cm a puli se, proto je tento ¢tyfthelnik
ctverec.

Zbyva ukéazat, ze body X, Y lezi na stranich c(tverce
ABCD jdoucich z vrcholu B, tzn., 2¢e BX < ABa BY < BC.
Muzeme piedpoklidat, 2¢ BX > BY. Usetka BX bude
ziejm& nejdelsi, bude-li také XY nejdeldi, tzn. d(XY) =
= 6 cm (obr. 10). Z pravouhlého /\ OZB vypotitime podle
Pythagorovy véty délky OZ

d(0Z) = |32 — 2,52 = /2,75 = 1,67.
*) Od fesitela se zkouska nepozadovala.
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Obr. 10

Nyni uréime délku XZ a podle Pythagorovy véty vypocitdme
z trojuhelniku XZB délku XB,

d(XB) = /4,672 + 2,52 = /28,06 = 5,30.

Strana ¢tverce ABCD mi délku

d(AB) = 4 . |2 == 5,66.

Tedy je skute¢né d(4AB) > d(XB).

Diskuse. Uloha ma bud ¢&tyfi, nebo dvé, anebo 24dné Fedeni.
Pocet feSeni zavisi na poltu spolednych bodu kruZnice &
a rovnobézek ¢, q'.

Z7-11-2

Urcete Cislice x a y, jestlize vite, Zze trojciferné Cislo xyy
je délitelné sedmi, trojciferné &islo yxy je délitelné Ctyimi
a trojciferné &islo xyx je délitelné tfemi.

ReSeni. Protoze ¢islo yxy je délitelné tyfmi, musi byt
posledni dvojéisli xy délitelné ¢tyfmi. NapiSeme tabulku
téchto Cisel, pfitom obé &islice x, ¥ jsou ruzné od nuly (jinak
by xyy a yxy nebyla trojcifernd &isla).
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12 16 24 28 32 36 44 48 52
56 64 68 72 76 84 88 92 96
Protoze xyx je délitelné tfemi, musi byt ciferny soucet
(2x + p) délitelny tfemi. Z tabulky ¢isel ponechdme pouze

ta, kterd spliuji tuto podminku:

28 36 44 52 88 96
Jim odpovidaji &isla xyy:
288 366 444 522 888 966.

Z nich je délitelné sedmi pouze &islo 966.
Vysledek je x = 9,y = 6.

Z7 -1 -3

V mist¢ A (obr. 11) vbéhla do bludisté vydéSend mysi
rodina. Viechny mysi §tastné probéhly bludistém do mista B.
(Hladovy kocour prska v misté A.) Z rozhovoru udychanych
mysi se dozviddme:

B
/

N N

N
N
N

Obr. 11



1. Kazdd mys$ béZela po chodbi¢kich jen smérem doprava
a nahoru;

2. zadné dvé mysi nebéZely stejnou cestou;

3. kdyby bylo jesté o jednu my$ vice, pak by nékteré dvé
mysi musely bézet po stejné cesté.

Kolik ¢lentt méla mysi rodina ?

Reseni. Musime najit pocet cest z A do B, které probihaji
pouze vpravo a nahoru. Tento polet muZeme urdit napf.
vy¢tem vsech moznosti. Misto kresleni pouzijeme »éarkovaci
metodue, pii niZ napf. cestu z obr. 12 zapi§eme takto

[
(svislé a vodorovné Carky uddvaji postupn& prab&h cesty).

B

A
Obr. 12

Napieme tabulku vSech cest.

7|
(T) B
[ |
-
[
/‘
2

b ————
0 O [ .

[ ~——1 | | —
[ —~— 1 I —1 | —
— I =11
T T T O A A
[P O (O
| —— | — |~
e | e ] — |
PSR PSR U Y

Téchto cest je celkem 20.
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Pocet cest mazeme uréit i pocetné bez tabulky (T). Pou-
Zijeme schématu z obrazku 13a sestaveného podle Kklice
z obrazku 13b.

oS

Obr. 13a 13b °

Cisla udévaji pocet cest z bodu A na kiizovatku, kde je pti-
sludné ¢islo uvedeno.*)
Moznych cest je 20, a tedy i mysi rodina md 20 ¢lena.

Z7-11-4

Ivan &ekal s otcem a pejskem Harikem na vlak. Cas si
kratili vdZzenim na osobni véize. Zjistili, Ze:

*) Ctenati z tfid s roziifenou vyukou matematice a piirodovédnym
pfedmétiim jisté poznavaji ve schematu tabulku Pascalovych ¢isel
(sestavenou od zdola). Takze pfislusny pocet muzeme uréit bud
Pascalovym, nebo kombina¢nim ¢islem

6\’ 6.5.4

Fena) = (3, ~g3.2.1
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1. Vsichni dohromady maji hmotnost 106 kg.

¥ vv

2. Otec je 0 50 kg t&z8i nez Ivan s Harikem.

2
3. Harik m4d presné 5 Ivanovy hmotnosti.

Vypocitejte hmotnost kazdého z nich.

Reseni 1 - tsudkem. Z podminky 2 plyne, Ze otec v
0 25 kg vice nez je polovina ze 106 kg. Otec ma tedy hmotnost
78 kg (53 + 25). Hmotnost Ivana s Harikem je dohromady
28 kg (53 — 25). Téchto 28 kg tvofi soucet hmotnosti Ivana

2
a7y hmotnosti Ivana (= hmotnost Harika). Proto 28 kg je

7
rovno - hmotnosti Ivana. Odtud snadno vypolitime, Ze

hmotnost Harika je 8 kg a hmotnost Ivana 20 kg.
ReSeni 2 - rovnici. Hmotnost Ivana oznadime x.

Hmotnost Ivana ............... x kg
2
Hmotnost Harika .............. 5 ¥ kg
2
Hmotnost otce  ............... x + 5 + 50 ) kg
Celkem......coovvviiiinan.. 106 kg

Dostaneme rovnici
2 2
x+gx+ x+§x+50 = 106
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Jejim feSenim dostaneme kofen

x = 20.

Ivan ma hmotnost 20 kg, Harik 8 kg a otec 78 kg.

Zkouska. Podminka 1. 20 + 8 + 78 = 106
Podminka 2. 78 = (20 + 8) + 50

Podminka 3. 8 = . 20

[CENN)
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Kategoéria Z8

ULOHY I. KOLA
Z8-1-1

Najdéte vSechna Ctyfcifernd prirozend Cisla délitelnd Cislem
99, kterd maji tuto vlastnost: vyménime-li mezi sebou prvni
dvé cifry, dostaneme Ctyfciferné Cislo délitelné &islem 91.

Reseni. Hledan4 tyfciferna ¢isla maji byt délitelnd &islem
99, to znamend, Ze musi byt délitelnd deviti a soulasné je-
dendcti. Uvazime-li délitelnost ¢islem 9 (piirozené (islo
vyjadiené v desitkové soustavé je délitelné deviti pravé
tehdy, kdyz je deviti délitelny ciferny soucet tohoto ¢isla),
a dale tu skutecnost, Ze zdménou prvni a druhé Cislice hle-
danych dcisel se jejich ciferny soucet nezméni, je ziejmé, Ze
prirozend ¢isla vznikld z hledanych Cisel zdménou prvni
a druhé Cislice budou délitelnd ¢islem 9 a podle podminky
ulohy &islem 91, tj. budou délitelnd ¢isly 9, 7 a 13, nebot
91 =7 .13. Vezmeme tedy viechny Ctyfciferné ndsobky
prirozeného Cisla 7 . 9 . 13 = 819. Jsou to &isla 1 638, 2 457,
3276, 4095, 4914, 5 733, 6 552, 7 371, 8 190, 9 009 a 9 828.
Dile jiz snadno zjistime (napfiklad pouzitim kritéria délitel-
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nosti ¢islem 11), Ze vSem podminkdm ulohy vyhovuji pravé
¢isla 6 138, 4 257 a 2 376.

Z8-1-2

Je dén obdélnik ABCD s obsahem 42 cm?, jehoZ rozméry
jsou vyjadfené piirozenymi ¢isly. Necht M je takovy vnitini
bod obdélniku ABCD, Ze pfimky jim prochdzejici rovnoe-
bézné se stranami obdélniku rozdéli dany obdélnik na Ctyii
pravouthelniky, jejichZ rozméry jsou také vyjadieny pfiroze-
nymi &sly. Zjistéte viechny moZnosti pro polohu bodu M
v pfipadé, Ze mezi vzniklymi pravouhelniky je alesponi jeden
Stverec a urlete velikosti stran vSech takovych &tverct.

ReSeni. Nejdfive je tieba uréit rozméry viech obdélniki
s obsahem 42 cm?2. Podle zaddni maji byt tyto rozméry
vyjadfeny prirozenymi &isly. Jsou to tyto moZnosti:

a)a=1lcm, b=42cm ¢)a=3cm, b=14cm
b)a=2cm, b=2lcm d)a=6cm, b= 7cm

Piipad @) z naSich Gvah vypustime, nebot je ziejmé, Ze
uvnité obdélniku s témito rozméry nelze zvolit bod M podle
zadani Glohy.

Pripady b) ag d). Mé-li byt mezi pravouhelniky, které
vzniknou zpusobem popsanym v zadani ulohy alespon jeden
¢tverec, jsou tim pro polohu bodu M dény tyto podminky:

1. Bod M je stejné vzdalen alespori od dvou sousednich
stran obdélniku.

2. Tyto vzdalenosti jsou vyjaddfeny pfirozenymi Cisly.
Strany uvazovanych ¢tvercu jsou rovny témto vzdalenostem.
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Protoze bod M méa byt vnitinim bodem obdé€lniku, musi
byt strana kazdého ¢tverce mensi nez krats$i rozmér obdélniku
a soucasné musi byt jeji velikost vyjadiena pfirozenym Cislem.
Co se tyle poftu moznosti polohy bodu M, je tieba vzit
v Gvahu, Ze obdélnik mé ¢tyfi dvojice sousednich stran.

Pripad b). Pro délku strany Ctverce je jedind moznost
rovnd 1 cm. Pro polohu bodu M jsou pak dvé mozZnosti.
V obou ptipadech jsou mezi vzniklymi pravouhelniky pravé
dva Ctverce o strané délky 1 cm. V obr. 14 jsou mozné polohy
bodu M oznateny M1, Mo.

Obr. 14

Pripad c). Pro délku strany C&tverce jsou dvé moZnosti:
1 cm a 2 cm. Pro to, aby zpusobem uvedenym v zadani ulohy
vznikl ¢tverec o strané délky 1 cm, jsou ¢tyfi mozZnosti (v obraz-
ku 15 oznatené M; — M,). Ma-li byt strana vzniklého ¢tverce
2 cm dlouhd, jsou pro polohu bodu M ¢&tyfi moznosti (v obr.
15 oznatené Ms — Msy). Celkem je tedy 8 moznosti polohy
bodu M.

Pripad d). Pro délku strany ¢tverce jsou tyto moznosti:
lcm,2cm, 3 cm, 4cm, 5 cm.
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Pro délky stran ¢tverca 1 cm, 2 cm, 4 cm a 5 cm jsou vzdy
¢tyfi mozné polohy bodu M (vzhledem k tomu, Ze obdélnik
ABCD mi Ctyfi dvojice sousednich stran). Pii kazdé poloze
bodu M je mezi vzniklymi pravothelniky prévé jeden Ctverec.
Jedn4 se tedy o 16 moznych poloh bodu M.

V pripadg, Zze délka strany uvaZovaného Ctverce je 3 cm,
jsou pro polohu bodu M dvé mozZnosti. Pfitom v obou pfi-
padech vznikaji pravé dva ¢tverce o strané délky 3 cm.
Moznosti polohy bodu M v piipadé, Ze vznikne Ctverec
o strané délky

a) 1 cm jsou v obr. 16 oznateny My — M,

b) 2 cm jsou v obr. 16 oznateny M5 — Ms,

¢) 3 cm jsou v obr. 16 oznateny Mg — My,

d) 4 cm jsou v obr. 16 oznateny M1 — M,

e) 5 cm jsou v obr. 16 ozna¢eny Mi5 — Mis.

V obdélniku o rozmérech @ = 6 cm, b =7 cm je tedy
18 moznosti pro polohu bodu M a 5 moZnosti pro délku
strany uvazovaného ctverce.

Ml My M M,
Ms Miz [Mpp (Mg
Mg
Mg
Ms My, My [ My
M. Mig Mis | Ms
Obr. 16
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Z8-1-3

Je déna tsetka AB. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC
s pfeponou BC, ve kterém pro patu P vysky z vrcholu 4
na stranu BC plati d(BP):d(CP) = 3:5. Kolik feSeni
ma uloha ?

Reseni. Rozbor (obr. 17). Bod P lezi na Thaletové kruZnici
sestrojené nad prumérem A4B. /\ ABP ~ )\ CBA podle

véty uu: <t APB ~ <. CAB = R, <t ABP spole¢ny. Sestro-
jime-li v trojihelniku ABP vysku z vrcholu P na stranu 4B
a oznalime-li jeji patu Pi, plati d(BP;):d(AP;) = 3:5.
Platnost tohoto tvrzeni plyne z vlastnosti podobného zobra-
zeni. Ozna¢ime-li £ pomér podobnosti, ve které je obrazem
trojahelniku ABC trojthelnik PBA, plati d(AP;) = k.d(CP),
d(BP1) =k . d(BP) a dale d(BP,):d(AP;) =

=k .dBP): k.d(CP) =d(BP):d(CP) =3:5.

Bod P; tedy lze sestrojit. Bod P je pak prusetikem Thale-
tovy kruznice s kolmici k pfimce AB vedené bodem P;.
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Zbyvajici vrchol C trojahelniku ABC je pak prusecikem
piimky PB s kolmici k pfimce 4B vedené bodem A4.
Konstrukce (obr. 18)

s
i 7 p'
TNk
S §P1\&B _
R
AN i,
q /P
y
iC
Obr. 18

1. §; S stied 4B

BB <S, r= é— d(AB))

. P13 Pre AB a d(BP;):d(AP)) =3:5
.p;Piepap | AB

.P;Pep Nk

. <> BP

.g;deqaq | AB

.C;Ceqn«e BP

O~ A Ut Wb W N
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Zkouska. Trojuhelnik ABC je pravouhly, <¢ BAC = R.
A\ ABP ~ A\ CPB dle uu. d(BP;) : d(AP;) = 3 : 5. Z vlast-
nosti podobnosti pak plyne

d(BP) : d(CP) = d(BP;) : d(AP,) = 3 : 5.

Diskuse. PoCet feSeni tulohy je dan poltem pruasecika
primky p a kruznice 4. Tyto pruseciky jsou vzdy dva. Dosta-
vame tak dva trojuhelniky vyhovujici zadani, které jsou sou-
mérné sdruzené podle piimky 4B.

Z8-1-4

Urcete vSechny dvojice prvolisel p, g, pro které plati
11p + 13 ¢ = 1985.
Reseni. Vime, ze
(1) 11p + 13 ¢ = 1985

Mohli bychom za p postupné dosazovat mald prvocisla
takova, ze 11 p je mensi nez 1985, vypocitat vzdy prislusné ¢
a zjistit, zda je to prvocislo. Vypocet si viak muzeme usnadnit
touto tivahou: Prvodisla p, ¢ nemohou byt obé lichd, nebot
pak by levd strana rovnice (1) byla sudé &islo, zatimco 1985
je Cislo liché. Je tedy bud p = 2, nebo ¢ = 2.
Pro p = 2 dostavame: 11 . 2 + 13 ¢ = 1985

13 ¢ = 1963

g =151
Cislo 151 je prvotislo, takze dvojice [2, 151] vyhovuje tGloze.
Pro ¢ = 2 plyne z rovnice (1): 11 p + 13 . 2 = 1985
11p = 1959
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Cislo 1959 neni délitelné jedendcti, takze zadna dvojice
tvaru [p , 2] neexistuje.
Vyhovuje jedind dvojice [2, 151].

Z8-1-5

Je dén rovnostranny trojuhelnik ABC, ktery je rozdélen
tsetkami KL, KM, LM, kde body K, L, M jsou v uvedeném
poradi stfedy stran AB, BC a AC, na ¢tyfi mensi rovnostranné
trojuhelniky, viz obr. 19. Kolika zpusoby je mozno strany

Obr. 19

téchto mensich trojuhelnika oc&islovat Cisly 1, 2, ..., 9 tak,
aby soucet tfi &isel na stranach kazdého z mensich trojuhelnika
byl stejny a jeden byl oéislovan ¢&isly 4, 5, 6 (v libovolném

poradi).
Pozndmka. Dvé &islovani jsou ruzna, jestlize aspoil jedna
z deviti use¢ek AK, BK, ... je v kazdém z nich ocislovani

jinym &islem.
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Reseni. Cislo 15 muZeme napsat jako soucet t¥éi navzdjem
ruznych &isel mnoziny {1, 2, ..., 9} pouze jednim z nésle-
dujicich 8 zpusobu:

15=1+5+9 =2+6+7
=1+6+8=3+4+8
(1) =24+4+9 =3+5+7
=2+5+8=4+5+6

Il

Il

Protoze v kazdém ze zdpisi je zastoupeno jedno z Cisel
4, 5, 6, musi byt &isly 4, 5, 6 ocislovin nutné trojuhelnik
KLM; kdyby to byl jeden z »rohovych« trojahelniki, ne-
bylo by uz zbyvajici dva »rohové« trojahelniky ¢im ocislovat.

Ptedpoklddejme nejprve, Ze useéce KM je pfifazeno Cislo 4,
usetce KL &islo 5 a usetce LM ¢&islo 6. Z tabulky I je vidét,
ze tGsetky AK a AM potom musi byt olislované Cisly 2 a 9
nebo &isly 3 a 8. Rozebereme prvni pripad. Tabulka I fik4,
Ze pak use¢ky BK, BL musi byt o&islované Cisly 3 a 7 a CL,
CM ¢&isly 1 a 8. Protoze uvedenymi ¢&isly muze byt ocislovand
libovolnd ze dvou uselek, dostivime celkem 8 moZnosti;
jedna z nich je nakreslena na obr. 20. Podobné v piipadé,
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ze GseCky AK a AM jsou olislované ¢&isly 3 a 8, dostdvame
z tabulky I 8 dal3ich mozZnosti; jedna z nich je nakreslena
na obr. 21. Jsou-li tse¢kdm KM, KL a LM po fadé pfifa-
zend Cisla 4, 5 a 6, pak jiz dal$i moZnosti, nez ty, které jsme

Obr. 21

uvedli, nejsou. Usetkdim KM, KL a LM miZeme viak
prifadit &isla 4, 5, 6 celkem Sesti moZnymi zpusoby; kazdy
z nich d4va 16 odislovani vech deviti Gsetek. Potet moznych
otislovéni je tedy 16 . 6 = 96.

Existuje 96 moznych olislovani usecek.

Z8-1-6

Do rovnostranného trojuhelniku ABC se stranou délky
8 c¢m je vepsdn pravouhelnik XYZT tak, ze body X, Y
leZi na Gsetce AB, bed Z na usetce BC a bod T na usecce
AC.

a) Vypotitejte obsah pravouhelniku v zdvislosti na veli-
kosti usetky AX a zjistéte, pro kterou jeji hodnotu |A4Xj
je nejvetsi.
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b) Najdéte vzdélenost- |4X|, pro kterou se obsah pravo-

3
uhelniku XY ZT rovni 3 obsahu trojuhelniku ABC.

Obr. 22

Reseni. a) Obsah pravouhelniku XY ZT (obr. 22) je roven
(8 —2x)x])3=2]3 (4x — x2) =2|3 (4 — 4 + 4x — x?) =
=2]3 (4 — (x — 2)2), a tedy nejvétsi je pro x =2 cm.

— 3 /1 -
b) 2|34 — (x —2)2) = '8—<‘2—‘8 . 4l/3>,
4—(x—22=3,
(x —2p =1

jestlize x > 2, dostdvime x — 2 = 1, x = 3,
jestlize x << 2, potom 2 — x = 1, x = 1.
Tedy |AX| = 3 cm nebo 1 cm.
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ULOHY II. KOLA
Z8 -1 -1

NapiSeme-li trojciferné &islo vedle sebe dvakrat, dosta-
neme Sesticiferné Cislo, které je délitelné sedmi. Zduvodnéte.

Reseni. NapiSeme-li za n&jaké &islo tfi nuly, dostaneme
&islo, které je 1000ndsobkem zvoleného ¢&isla. NapiSeme-li
trojciferné &islo vedle sebe dvakrat, dostaneme Cislo, které je
1001n4sobkem zvoleného trojciferného <&isla. Je to totiz
totéz C&islo, které dostaneme tak, Ze zvolené trojciferné Cislo
vyndsobime &islem 1000 a pfi¢teme jesté zvolené &islo. Jelikoz
&islo 1001 je nésobkem ¢isla sedm, je i obdrzené Sestimistné
¢islo ndsobkem sedmi, tedy délitelné sedmi.

Z8-11-2

V trojuhelniku ABC je |AB| = 12 c¢m, uhel pfi vrcholu
A ma velikost 30°, thel pfi vrcholu B je 45°. Vypoctéte
obsah trojahelniku ABC.

Reseni. Ozna¢me P patu vysky z bodu C na stranu AB
(obr. 23). Je » = |CP| = |PB|, jelikoz pifi vrcholu B je

C

2V Y

30° 45°

Obr. 23
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thel 45°. V pravoihlém trojahelniku APC je |AC| = 2v,
tedy podle Pythagorovy véty je |AP| = 1)13_ Bod P je bodem
usetky AB, proto je 12 = v]/3 + v, odkud vypolteme
v = 6] 3 — 1), obsah trojhelniku je 36(V3 — 1)==26,354.

Z8-11-3

Uvnitt trojihelniku ABC je zvolen bod M. Usetky AB,
BC, CA, AM, BM, CM jsou olislovany ¢&isly 1, 2, 3, 4,5, 6
tak, Ze soucet tfi Cisel, kterymi jsou olislovdny strany troj-
uhelnika ABM, BCM, CAM se rovni pro vSechny tii
trojahelniky témuz &islu s. Uréete viechny hodnoty, kterych
muze nabyt Cislo s, ke kazdé udané hodnoté uvedte piiklad
ocislovani.

Reseni. Cislo s maze nabyt hodnot 9, 10, 11, 12, ptiklady
otislovani jsou na obr. 24. Od z4dku se nepozadovalo zduvod-

(@]
(@]
(@]
(@]

o
S Y
~
~
k4
(N
NN
/
NS
/

Obr. 24

néni, ze jinych hodnot s nenabyvd. Neni to vSak tézké.
Oznalime-li a, b, ¢ &isla pfifazend Gse¢kdm AM, BM, CM,
je3s=1+2+...+6+a+b+c=21+a+b+c
Soutet a + b + cjeasponn 1 + 2 + 3 a nejvyse 4 + 5 + 6,
proto je s aspori 9 a nejvyse 12.
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Z8-11-4

Muze mit lichobéZnik strany velikosti 2, 2, 3, 5? Které
z té&chto hodnot jsou pak délkami jeho zakladen? Uvedte
v$echna feSeni.

ReSeni. Zakladny lichob&zniku nemohou mit stejné délky,
jsou tedy myslitelné tyto tii pfipady: Zikladny maji délky
3 a 2, ramena 5 a 2, nebo jsou zédkladny 2 a 5 a ramena 2 a 3,
nebo by musel byt lichobéznik rovnoramenny s rameny
délky 2 a zdkladnami délek 5 a 3. Prvni pfipad nemulzZe nastat,
protoze neexistuje trojuhelnik o stranach 1, 2, 5, zbyvajici
dva pfipady jsou moZné, viz obr. 25.

2 2 3
2 5 5 2 3 3 2 2 2
1 3 2
3 5 S
Obr. 25

ULOHY III. KOLA V CSR
Z8 - 11l -1

Na ciselné ose lezi pét navzdjem ruznych bodu. Oznalte
je A, B, C, D, E tak, aby zéroven platilo:

a) bod A lezi mezi body B a E,

b) bod C lezi mezi body 4 a B,

c) bod D nelezi mezi body B a E.
Najdéte vSechna feSeni.
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Reseni. Jelikoz bod A lezi mezi body B a E, je poradi
téchto tii bodu na &iselné ose BAE nebo EAB. Protoze bod
C lezi mezi body A, B, musi byt poradi bodu 4, B, C, E
bud BCAE nebo EACB. Bod D nelezi mezi body B, E,
proto musi byt bud na zaliatku celé pétice, nebo na konci.

Uloha ma tudiz pravé C&tyfi feeni: DBCAE, BCAED,
DEACB, EACBD.

Zg - 111 -2

Jirka si chce nastfihat stejné obdélnikové karti¢ky s roz-
méry v celych centimetrech. Polet karti¢ek chce mit vétsi
nez 20, ale mensi nez 40, obsah jedné karti¢ky vétsi nez
10 cm?, ale mensi nez 20 cm?. Ze vSech karti¢ek chce slozit
obdélnik tak, aby pocet karticek v fadé byl stejny jako pocet
fad. Obsah slozeného obdélniku chce mit vétsi nez 550 cm?,
ale mensi nez 580 cm?2. Urcete vSechny mozZné rozméry kar-
ti¢ek, které si muze Jirka nastrihat.

Reseni. Jelikoz Jirka chce karticky sloZit do obdélniku
tak, aby v kazdé fadé byl stejny pocet Karti¢ek jako je pocet
fad, je pocCet karti¢ek druhou mocninou prirozeného dCisla.
Ma jich byt aspori 21 a méné nez 40, prichazeji tedy v uvahu
pouze &isla 25 a 36. Kdyby jich bylo 25, byl by celkovy obsah
vSech karti¢ek mensi nez 25 . 20 cm? = 500 cm?, coZ by neod-
povidalo dalsimu poZadavku ulohy. Pocet karti¢ek musi byt
36. Aby byl obsah vsech karti¢ek vétsi nez 550 cm?2, musi
byt obsah jedné karticky vétsi nez 550 : 36 cm?2, tedy vétsi
neZz 15 cm?2. Podobné dostaneme, Ze obsah karticky musi
byt mensi nez 17 cm?. Proto je obsah jedné karticky 16 cm?,
jeji rozméry jsou bud 1 cm a 16 cm, nebo 2 cm a 8 cm. Kar-
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ti¢ka o rozmérech 4 cm a 4 cm by byla totiZ ¢tvercova, nebyla
by obdélnikovad.

Z8 - 111 -3

Urete vSechna (tyfcifernd Cisla, kterd jsou délitelnd
patnécti a jsou zapsdna pouze ciframi z mnoziny {3, 4, 5}.

Reseni. Cislo je pravé tehdy délitelné ¢&islem 15, je-li
délitelné &islem 5 a zaroveii &islem 3. Cislo je délitelné péti,
kon¢i-li cifrou 0 nebo 5. Cislo je délitelné pravé tehdy tfemi,
je-li jeho ciferny soucet délitelny tfemi. Cisla, kterdi mame
urdit, musi tedy koncit cifrou 5 a soucet tii predchdzejicich
cifer musi pfi déleni tiemi dét zbytek 1. Muzeme jesté rozlisit,
zda bude mezi témito tfemi ciframi jedna, dvé, tii pétky,
nebo nebude na prvnich tfech mistech zddnd pétka. Pii
jedné pétce musi byt obé dvé zbyvajici cifry 4, pfi dvou pét-
kdch musi byt zbyvajici cifra 3. Samé pétky nevyhovuji
a neni-li mezi prvnimi tfemi ciframi zddnd pétka, musi
to byt cifry 3, 3, 4. Na poradi prvnich tii cifer nezalezi,
aloze tudiz vyhovuji pravé &isla 5445, 4 545, 4 455, 3 555,
5 355, 5535, 3 345, 3 435, 4 335.

Z8-111-4

V lichobézniku ABCD je AB|| CD, |AB| = 32,3 cm,
ICD| =5 cm, |<- DAB| = 30°, |<- ABC| = 45°. Vypoitite
jeho obsah.

Reseni. Oznaime P a Q paty kolmic vedenych body D a C
na pifimku AB, obr. 26. Vysku lichob&zniku oznatime o,

je pak |QB| = v, |AP| = fv]/g, coZ je mozné odvodit podobné

77



jako v tloze Z-1I-2. Dile je |AB| = 32,3 = |AP| + |PO| +

+ |0B|, |PQ| = |DC|, odkud plyne »(1 + |/3) = 27,3, tedy
v = 10, obsah pak je 186,5 cm?2.

ULOHY III. KOLA V SSR
Zg - Il -1

a) Odcislujte hrany $tvorstena piatimi najmens$imi neparny-
mi prvocislami a ¢islom 15 tak, aby st&et &isel prislachajucich
hrandm podstavy se rovnal suctu &isel prislichajucich zvys-
nym hrandm (nepatriacim podstave) a zéroveri, aby sa rovnali
suCty Cisel prislachajucich kazdej dvojici mimobeznych
hran, RieSenie nalrtnite.

b) Nech &slo pripisané ku hrane uréuje dizku hrany.
D4 sa potom kazdy Stvorsten vyhovujici podmienkam
z Casti a) vymodelovat? Svoje tvrdenie zd6vodnite.

RieSenie. a) Hrany budeme &islovat ¢islami 3, 5, 7, 11,
13, 15. Pretoze 3 + 5+ 7 + 11 + 13 + 15 =54a54:2 =
= 27, hrany podstavy mézeme od&islovat &islami 3, 11, 13
alebo &islami 5, 7, 15. PretoZze 54 :3 = 18, jednu dvojicu
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mimobeznych hrdn moéZeme ocislovat Cislami 3, 15, druha
Cislami 7, 11 a tretiu &islami 5, 13. Existuja teda dve rieSenia
(obr. 27a, b).

7
Obr. 27a 27b

b) Nedd. V 2. rieSeni by jedna stena musela byt trojuholnik
s rozmermi 3, 5, 11 a tie nevyhovuju trojuholnikovej ne-
rovnosti.

Z8-111-2

Vo vnatri strany AD rovnobeznika ABCD zvolte bod M.
Priamka BM pretne priamku CD v bode N. Dokazte, Ze
satin dizok d(AM) . d(CN) nezévisi od volby bodu M.

N D C
\K\
M 4
v
A a B
Obr. 28
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Riesenie. V rovnobezniku ABCD (obr. 28) oznaime
d(AB) = a, d(BC) = b.

Pretoze |<¢ BNC| = |<t MBA| a |<t NCB| = |<t BAM|,
plati, ze /\ BCN ~ /. MAB. Potom

d(CN) d(4B)  d(CN) a

dBC) _dMA)’"Y b T amay

Z toho dostavame, d(CN) . d MA) = a . b.
Z8-111-3

Kocka s dizkou hrany 3 cm je poskladana z 27 rovnakych
malych kociek. Odstranime z nej tri »stipéeky« kociek tak,
ako je na (obr. 29) vyznaCené Srafovanim. Vznikne teleso
zlozené z 20 kociek. Zistite sucet diZok hran a sucet ploch
stien takto vzniknutého telesa.

p—

NN

i

\

|~

Obr. 29
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RiesSenie )

Stcet dizok hran pévodnej kocky ... 12 .3 cm = 36 cm
saget dizok »vnatornych« hran . .... 12.3 cm = 36cm
sudet dizok hrdn, ktoré vznikniina stenich 6 . 4 . 1 cm = 24cm

celkovy stCet. .. .vvene i 96 cm

sucet ploch »vonkajsich« stien 6 . 9 cm? — 6 cm? = 48 cm?
sucet ploch »vnutornych« stien ... 6 .4 .1 cm? = 24 cm?

celkovy stCet ... ..ot 72 cm?

Z8- 1l -4

Dané je 3-ciferné ¢islo. K nemu vytvorime 6-ciferné &islo
nasledujicim sposobom. Za spominané 3-ciferné ¢islo napi-
Seme dalsie 3-ciferné (Cislo, ktoré dostaneme z pdvodného
tak, Zze kazda z jeho cifier zmenime na tzv. ykomplementdrnuc.
(Dve cifry nazveme komplementarne, ak ich stéet je rovny 9.
Napr. k ¢&islu 296 by sme vytvorili Cislo 296 703.) Zistite,
pre ktoré 3-ciferné &isla plati, Ze k nim vytvorené 6-ciferné
¢isla su delitelné 90-imi.

RieSenie 1. Nech p6vodné 3-ciferné ¢islo ma v desiatkove;j
sustave zapis abc. K nemu vytvorené 6-ciferné ¢islo mé zépis
abc(9 — a)(9 — b) (9 — o).
abe(9 —a) (9 —56) (9 —¢c)=a.10° + b .10* + ¢ . 103 +

+(9—a). 1024+ (9 —b).10 + (9 —¢) =
= 99900a + 99905 + 999¢ + 999 =

90 . (1110a + 1116 + 1lc + 11) + 9¢ + 9
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Z toho vidime, Ze ¢&islo 90 deli »naSe« 6-ciferné Cislo prave
vtedy, ked 90|(9¢ + 9), t.j. prave vtedy, ked ¢ = 9. Hladané
3-ciferné Cisla su tie, ktoré maji na mieste jednotiek &islo 9.

Riesenie 2. Celé lisio je delitelné 90-imi prave vtedy,
ked je delitelné 9-imi a 10-imi. PretoZe ciferny sulet vy-
tvoreného 6-ciferného &isla je 27 a 9|27 je toto Cislo delitel-
né 90-imi préve vtedy, ked je delitelné 10-imi, t.j. ked
9 — ¢ = 0. Z toho dostdvame ¢ = 9.
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Kategorie C

ULOHY DOMACT CASTI 1. KOLA
C-1-1

Dokazte, Ze pro kazdy rozklad mnozinyM = {1,2,...,15}
na dvé disjunktni podmnoziny A, B plati: v alespon jedné
z mnozin A, B lze nalézt tfi navzdjem rtzni Cisla x, y, 2
tak, Ze x je nejveétsi spoleny délitel Cisel y, 2.

ReSeni. Mohli bychom se pokusit vypsat viechny mozné
rozklady mnoZiny M na dvé disjunktni podmnozZiny A, B
a ukazat pfimo, Ze v kazdém rozkladu obsahuje aspoii jedna
z mnozin A, B trojici ¢isel s popsanou vlastnosti. Vzhledem
k tomu, Ze je téch rozkladu pies 16 tisic, neni tento postup
prakticky mozny. Zkusime proto dukaz sporem. Pfedpoklé-
dejme, Ze existuje rozklad mnozZiny M na dvé disjunktni
podmnoziny A, B tak, Ze v Ziddné z mnozZin A, B nelezi
tfi navzdjem rtznd &sla x, ¥, 2, pro kterd je &islo x nejvétsim
spolenym délitelem ¢&isel y, z. Vime, Ze jedna z mnozin
A, B obsahuje &islo 1, necht je to mnozina A. V ni pak nelezi
Zadna dvojice nesoudélnych ¢isel z mnoziny M, ruznych
od 1, protoZze nejvétsim spoleénym délitelem dvou nesou-
délnych d&isel je Cislo 1. Do mnoZiny B nepatii soulasné
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¢isla 3, 9, 15, rovnéz tak nepatfi do mnoziny B soucasné
Cisla 2, 4, 14. Musi tedy do A patfit aspori jedno z Cisel 2, 4, 14
a asponi jedno z &isel 3, 9, 15. To je vsak spor, nebot v mno-
ziné A nelezi zadnd dvé nesoudélnd Cisla vétsi nez 1. Misto
trojice 2, 4, 14 jsme mohli vzit téZ trojici 2, 8, 14.

C-1-2

Urcete rozméry pravidelnych &tyfbokych hranola téchto

vlastnosti:

(1) délky jeho hran jsou vyjadieny celymi Cisly,

(2) velikost objemu hranolu a velikost povrchu hranolu
jsou vyjaddfeny tymz Cislem.

Reseni. Velikost strany &tvercové podstavy hranolu ozna-
¢ime a, vy$ku hranolu oznalime b. Pak se objem hranolu
rovnd a%b, jeho povrch je 222 + 4ab. Méme tedy najit
pfirozend &isla a, b tak, aby splilovala rovnici a6 = 242 +
+ 4ab, tj. ab = 2a + 4b. Posledni rovnici upravime na tvar
(a —4)(b — 2) = 8. Uvazime-li vSechny mozné rozklady
Cisla 8 na soutin dvou prirozenych ¢&isel, dostaneme pro
a, b tyto Ctyfi moznosti:

a—4=1, b—2=38,t.a=5b=10,

a—4=2, b—2=4, a=b=06,

a—4=4, b—2=2, a=8,b=4,

a—4=8, b—2=1, a=12,6=3.

Uloha m4 &tyfi fedent.
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C-1-3

Na uhlopticce AC daného &tverce ABCD zvolme bod E

1
tak, aby |4E| = 3 |AC|. Dokazte, ze piimka DE protina

stranu AB v jejim stfedu.

Obr. 30
ReSeni. Oznaime S prusetik piimek DE a AB (obr. 30).
Z podobnosti trojuhelnika ASE, CDE ihned plyne |[AS]|:
1 1 1
:|CD| = |AE|: |CE| = > takZe |AS| = 2 |CD| = Py |AB|.

Tim je dokdzédno, ze S je stied useCky 4AB.
Jiny postup dukazu: Ozname F stfed ¢tverce. Bod E lezi

2
na useéce AF a plati |AE| = 3 |AF|, |BF| = |DF|. Proto je
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bod E t&€zi§tém trojuhelniku ABD a pfimka DE jeho tZnice.
Ta protind stranu AB trojuhelniku v jejim stfedu.

C-1-4

Od pravidelného &tyisténu ABCD o hrané |4B| = 6 cm
oddélime pravidelny Ctyfstén AB'C'D’ o hrané |AB'| = 2 c¢m,
kde B’ € AB, C' € AC, D' € AD. Vypoltéte povrch télesa
BCDB'C'D’. O¢ je tento povrch men3i neZ povrch pivodniho
Styisténu ABCD?

Reseni. Povrch ¢tyisténu ABCD se rovnd Ctyindsobku
obsahu rovnostranného trojahelniku o strané 6 cm, tj.
36]/3 cm?. Povrch télesa BCDB'C’'D’ dostaneme z povrchu
Ctyfsténu ABCD tak, Ze odelteme obsahy trojahelnika
AB'C', AC'D’, AD'B’ (obr. 31) a pii¢teme obsah trojihelniku
B'C’'D’. Jsou to vesmés rovnostranné trojuhelniky o strané
2 cm, takze povrch télesa BCDB'C'D’ je 34]/3 cm? a je
0 2]/3 cm? mensi neZ povrch &tyfsténu ABCD.

Obr. 31
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C-1-5

Je din trojhhelnik KLM. Sestrojte rovnoramenny troj-
uhelnik KAB tak, aby kruZnice mu vepsand prochdzela
bodem L a dotykala se pfimky KM v bodé M. )

Reseni. Sestrojime nejdfive kruZnici 2 vepsanou hledanému
trojahelniku KA4B. Jeji stted S lezi na ose usetky ML a na
kolmici k ptimce KM vedenou bodem M. Tyto dvé pfimky
nejsou rovnob&zné, takze jsou bod § a kruzZnice k& jedno-
znatné urleny. Jedna strana trojahelniku KAB je primka
KM, dalsi strana je druhd te¢na 7 vedend bodem K ke kruz-
nici &, jeji bod dotyku ozna¢ime N (obr. 32). Hledany troj-

© Obr. 32

uhelnik KAB mé byt rovnoramenny, proto musi byt jedna
z piimek KS, MS, NS jeho osou soumérnosti. Je-li to pfimka
K, najdeme ten jeji pruselik P s kruZnici &, ktery lezi mimo
tseCku KS. Telna kruZnice £ v bodé P je tieti strana hleda-
ného trojuhelniku, jeji prasediky s piimkami KM, KN jsou
jeho vrcholy 4, B. M4-1i byt pfimka NS osou hledaného
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trojuhelniku (obr. 33), je jeho vrchol A prusetikem piimky
NS a poloptimky KM, bod B je soumé&rné sdruzeny k bodu
K podle stiedu N. Polopiimka KM vsak protne pfimku NS

K N (B)W o B
Obr. 33

jen tehdy, je-li |<C MKN| < 90°. V tom pfipadé dostaneme
daldi feSeni z feSeni pravé sestrojeného soumérnosti podle
pfimky KS. V ném bude osou piimka MS. Je-li viak
|<t MKN| = 60°, viechna tii feSeni splynou. Mazeme shr-
nout: Je-li |<¢ MKN| = 90° nebo |<¢ MKN| = 60°, mi
uloha pravé jedno feleni. V ostatnich piipadech ma tloha
tfi feSeni, z nichz dvé jsou soumérné sdruzend podle pfimky
KS.

C-1-6

Délky stran pravouhlého trojuhelniku jsou vyjadieny
celymi Cisly, jedno z téchto &isel je 20. Jaké mohou byt
délky ostatnich stran trojuhelniku?
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Refeni. Necht je 20 délka prepony, pro odvésny a, b
pak plati 52 = 202 — a2 ='(20 — a) (20 + a). Dosadime-li
za a postupné 1, 2, 3,...,19, dostaneme pro b2 hodnoty
19.21, 18.22, 17.23,...,1.39. Z téchto ¢&isel jsou vsak
druhou mocninou pfirozeného cisla pouze Cisla 8.32 a 4.36.
Prvni dostaneme pro @ = 12, je pak b = 16, druhé dostane-
me pro a = 16, b = 12. Je-li 20 délka jedné odvésny, plati
pro druhou odvésnu b a pfeponu ¢ vztah 400 = ¢2 — b2 =
= (¢ — b)(c + b).Cisla ¢ — b, ¢ + bjsou bud obg lich4, nebo
obé sudd, nebot jejich rozdil je sudy, rovna se 2b. Kdyby
byla ob& lichd, nemohl by se jejich souéin rovnat &islu 400,
musi byt tedy obé sudd. Rozklady ¢isla 400 na soucin dvou
sudych &isel jsou 2.200, 4.100, 8.50, 10.40, 20.20, k nim
dostaneme postupné tyto moznosti pro dvojice (¢, b):
(101, 99), (52, 48), (29, 21), (25, 15), (20, 0). Posledni
dvojice uloze nevyhovuje, délka odvésny nemuze byt nulova.
S vyse obdrzenou dvojici (12, 16) ma uloha pét feSeni.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
C-S-1
Najdéte vSechny dvojice prirozenych &isel p, ¢, pro které
plati
P+ip=¢+yq

a p je prvocislo.
Reseni. Protoze p(p + 4) = gq(q + 1), musi byt &islo p
sudé, nebot Cislo g(g + 1) je vzdy sudé. Jediné sudé prvo-
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Cislo je p = 2, pak je g(qg + 1) = 12, tedy ¢ = 3. Dvojice
p = 2, ¢ = 3 je jediné feleni Glohy.

C-§-2

Je dén obdélnik ABCD o stranich |4B| = a, |BC| = b.
Obdélnik 4B1C1C je sestrojen tak, Ze jeho strana B;C;
prochizi bodem B. Obdobné sestrojime obdélnik AB:C2Cy
tak, aby jeho strana B»C: prochédzela bodem Bj. Vypoltéte
délky stran obdélniku AB>C-C;.

Reseni. Obdélniky ABCD a AB;C;C maji stejné obsahy,
jelikoz trojahelniky ABC a AB;C maji stejné obsahy. Délka
strany AC je Vﬁb_—“’j proto je |AB| = ab/VEzTI;?—.
Pokratujeme-li v tomto postupu (obr. 34), dostaneme

|AC1| = J/a* + 3a2b% + b*/ |/a2 + 82,
|ABz| = abl/a® + 82/ J/a* + 3a26% + b*.
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C-5-3a

Vypoltéte pomér objemi rotaéniho kuZele a koule jemu
vepsané, jestlize je vyska kuzele dvakrdt vétsi neZ primér
koule.

ReSeni. Oznatme polomér vepsané koule 7, vyska kuZele
e pak » = 4r. Oznalme je$té x polomér kruZnice, jeZ je

podstavou kuzele (obr. 35). Z pravothlého trojuhelniku

TSV plyne |TV| = 2r]/2, z pravouhlého trojuhelniku A0V

pak (x + 2¢]/2)2 = x2 + 162, tedy x = r|/2. Proto je objem
1

8
kuzele 3 X2y = 3 713, hledany pomér je 2.
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C-§-3b

Podstavou ¢tyibokého jehlanu je kosoctverec o strané a,
bo¢nimi sténami jsou &tyfi shodné trojuhelniky o stranich
a, b, c¢. Vypotitejte jeho objem, je-li a =5, b =6, c =T.

Reseni. Podstavou jehlanu je koso¢tverec ABCD, oznaéme
S jeho stied a V hlavni vrchol jehlanu. Je-li oznaceni vrcho-
Ia kosoltverce zvoleno tak, ze |AV| = b, je |[BV| = ¢, a tedy

|CV| = b, |DV| = c. Protoze |DV| = |BV|, |AV| = |CV]|,
je pravouhlym prumétem bodu V do roviny 4ABC bod S,
V'S je vyskou jehlanu. Oznaéme | VS| = 2, |4AS| = x, |BS| =
=y. Je x2 + 92 = a2, x2 4+ 02 = b2, y2 4+ 22 = ¢2 (obr. 36).

1
Objem jehlanu je —-. 2xyv. Z predchozich rovnosti plyne

2
2
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252 = a% + b2 — 2,292 =a? + 2 — b2, 202 = b2+ 2 — a2
takZe se objem jehlanu rovna

1
6

L/a-z +h2 — 2 l/az 42— B2 lsz L2 g2 1’/2’

po dosazeni danych hodnot a, b, ¢ vyjde 4]/”%.

ULOHY II. KOLA
c-1-1

Najdéte v3echny trojice kladnych &isel a, b, ¢, pro které
plati sou¢asné rovnice
ad + b+ ¢
a+b+c

4
b

5 a
= e
> ¢

Reseni. Z prvni rovnice plyne a3 + 5 = (a + b) ¢2. Do-
sadime-li z druhé rovnice ¢? = ab, dostaneme a3 + b3 =
= (a + b)ab, poupravé (a — b)2(a + b) = 0. Protoze a, b, ¢
maji byt kladnd, mohou byt feSenim dané soustavy rovnic
pouze trojice a = b = ¢ > 0. Zkouskou se presvéd¢ime, Ze
tyto trojice jsou opravdu feSenim.

C-li-2

Sestrojte trojuhelnik ABC tak, aby uvnitf strany AC lezel
bod D a uvniti strany AB bod E s té€mito vlastnostmi: Troj-
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thelnik BCD je rovnostranny, trojthelnik BED je rovno-
ramenny a pravouhly s pravym Ghlem pfi vrcholu E. Urlete
pomér |AC| : |AE]|.

Reseni. ProtoZe trojuhelnik BCD mé byt rovnostranny,
musi se velikost jeho thlu pfi vrcholu C rovnat 60°. Sestro-
jime tedy libovolny rovnostranny trojuhelnik BCD, déle
pravouhly a rovnoramenny trojthelnik BDE s pravym thlem
pii vrcholu E tak, aby body E, C lezely v opacnych polo-
rovindch s hrani¢ni pfimkou BD. Prusetik ptimek CD a BE
je bod 4. Bod A4 existuje, protoZze pfimky CD, BE nejsou
rovnobéZné, bod D leZi mezi body A4, C, a trojuhelnik ABC
mé pozadované vlastnosti (obr. 37). Sestrojime-li k bodu 4

bod F soumérné sdruZeny podle pfimky CE, dostaneme
rovnostranny trojuhelnik CAF. Je pak |AC| = |AF| =
= |4E|])2, tedy |AC| : |AE| = |2.
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C-1I1-3a

Urcete viechny dvojice prvodisel p, ¢, kterd spliiuji rovnici

32 +p=¢+ 3¢

Reseni. Pro prvotisla p, ¢ mé platit p(3p + 1) = q(q + 3).
Pak musi existovat pfirozené Cislo % tak, Ze 3p + 1 = kg,
g+ 3 =Fkp, tedy 3p + 1 = k(kp — 3), po upravé
(B2 —3)p =3k + 1. Pro k>4 je k2 —3 >3k + 1 a ne-
muzZe existovat p splitujici posledni rovnici. Z ostatnich hod-
not % vyhovuje pouze &£ = 2, je tedy p = 7, ¢ = 11 jediné
feSeni ulohy.

C-1iI-3b

Mezi viemi kuZeli opsanymi kouli o poloméru » = 1 najdéte
ty, jejichZz objem je dvakrdt vétsi neZ objem dané koule.
Které kuZele opsané této kouli maji objem mensi, nez je
dvojnasobek objemu koule ?

Reseni. Oznalme x polomér podstavy a o vyiku kuZele
opsaného kouli o poloméru » = 1 (obr. 38). Z pravouhlych
trojuhelnikd 4OV, STV plyne podle Pythagorovy vety
X2+ 22 = (x4 [[(v — 1)2 — 1)2, takie x = 'v/]/vz — 2o,

1 wo?
objem kuzele je V' = 302"
nasobku objemu jednotkové koule pravé tehdy, kdyZ v spliiuje
rovnici 92 = 8v — 16, tj. (v — 4)2 = 0. Z uvazovanych ku-
Zelu pouze kuzel o vy$ce v = 4 md objem rovny dvojnédsob-

. Tato hodnota se rovna dvoj-
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Obr. 38

nému objemu jednotkové koule. Pro » £ 4 je vidy (islo
8
(v — 4)? kladné, objem kuzele je pak vetsi - 7. Z4dny kuzel

opsany kouli o poloméru 1 nemd objem mensi, nez je dvoj-
nasobek objemu této koule.
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Kategorie B

ULOHY DOMACT CASTI 1. KOLA
B-1-1

Zobrazeni f roviny do sebe zobrazuje bod [x, ¥] na bod
[ax + by + m, cx + dy + n], pfi¢emZ se body [3, 0], [1, 2]
a [—1, —1] zobrazi pofadé na body [1, 4], [—1, 2] a [2, 0].
Uréete koeficienty a, b, ¢, d, m, n. Ukazte, Ze f je shodnost
s jedinym samodruZnym bodem, tedy otoceni. Vypoltéte
thel otoceni.

Reseni. Bod [3, 0] se zobrazi na bod [1, 4], musi tudiz
platit 1 = 3a + m, 4 = 3¢ + n. Pro dals$i dva body a jejich
obrazy dostaneme analogicky daldi &tyfi rovnice. Z obdrze-
nych Sesti rovnic vypolteme a =d =0, b = —1, ¢ =1,
m =n = 1. Zobrazeni f zobrazuje tudiz bod [x, ¥] na bod
[y + 1, x + 1], bod [u, v] se zobrazi na bod [—v + 1,
u + 1]. Protoze [(—y + 1) — (—v + D2 + [(x+ 1) —
—(u+ D =(x —u)? + (y — v)?, rovnd se vzdélenost li-
bovolnych dvou bodii vzdilenosti jejich obrazn, zobrazeni f
je shodné. Bod [x, y] je pravé tehdy samodruZny, pldti“Tli
rovnice x = —y + 1, ¥y = x + 1, proto mid zobrazeni f
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jediny samodruzny bod, je to bod [0, 1]. Bod [1, 1] se zobrazi
na bod [0, 2], jde tedy o otoCeni o thel 90°.

B-1-2

Necht jsou a, b nescudélna prirozena Cisla. Urcete nej-
mensi pfirozené Cislo m tak, aby pro vSechna pfirozena Cisla
¢, ¢ = m, mély rovnice ax + by = ¢ feSeni v oboru pfiro-
zenych, tj. celych kladnych cisel.

Reseni. Nejdfive si zkusime uréit ¢islo m pro nékterou
volbu ¢&isel a, b, naptiklad zvolime a = 2, b = 3 nebo a = 5,
b = 3. To nés vede k domnénce, ze m = ab + 1. UkdZeme
nejdfive, Ze rovnice

ax + by = ab

neni fesitelnd v oboru pfirozenych ¢isel. V opa¢ném pripadé
by se ax rovnalo b(a — y), tedy ¢islo & by délilo &islo ax.
Protoze ¢isla a, b jsou nesoudélnd, muselo by byt &islo x
ndsobkem ¢isla 5. To by ale bylo ax > ab a nemohlo by platit
ax + by = ab pro piirozené ¢islo y. Necht jenyni ¢ = ab +1.
Jelikoz a, b jsou nesoudélnd, existuji celd ¢&isla u, v tak,
ze au + by = 1. Polozime-li x = cu, y = cv, je ax +
+ by = c. Jsou-li lisla x, y kladnd, je feSitelnost rovnice
ax + by = ¢ v oboru piirozenych ¢Cisel dokdzdna. Je-li
napiiklad x < 0, plyne z rovnosti ax + by = ¢ nerovnost
y > aaplat alx + b) + b(y —a) =c. Je-li x + b klad-
né, jsme hotovi, v opatném piipadé je y —a > a a plati
a(x + 2b) + b(y — 2a) = c. Je-li ¢islo x + 2b piirozené, do-
kéazali jsme fesitelnost rovnice ax + by = ¢ v oboru pfiroze-
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nych &isel, jinak musime pokracovat obdobnym zptisobem. Po
kone¢ném poctu zvétseni &isla x o b a souCasném zmenseni
Cisla y o a dosihneme toho, Ze obé Cisla budou kladni,
pfirozena. Tim je dukaz dokoncen.

B-1-3

Je déna kruZnice k. Sestrojte konvexni ¢tyiuhelnik 4BCD
s kolmymi uhlopfi¢kami AC, BD a vepsany kruZnici &,
znate-li velikosti «, (3, 7, 0 jeho vnitinich uhla pii vrcholech
A, B, C, D. Urcete podminky fesitelnosti.

Reseni. Predpoklidejme, Ze ¢tyithelnik ABCD vyhovuje
podminkdm ulohy (obr. 39). Protoze je to &tyfuhelnik téti-

Obr. 39

vovy, je « + y =m a zaroven [ + 0 = w. Oznatme P
prusecik uhlopri¢ek ¢tyfahelniku. Z pravothlého trojuheiniku

T
ABP plyne « + f > > analogicky pro soucet kazdych dvou
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sousednich vniténich auhla ¢tyfahelniku. Jsou tudiz o + y =
T

T T':
=/3+5=75>“+/3>5,ﬁ+7>5:7/+’5>5 a

E
0+ o> > nutné podminky pro existenci ¢tyfuhelniku po-

zadovanych vlastnosti. Ukdzeme, Ze to jsou i podminky
postalujici. Piedpoklddejme, Ze jsou splnény. Aspoil jedna

TC T

z hodnot «, y je nejvyse rovna — 2> necht je tieba o < Py (i~

T
nak by bylo y < 5 @ dalsi postup by byl obdobny). Stejné

T
tak muZeme predpoklddat ff < > Ozna¢me jesté S stied

kruznice % a r jeji polomér. Protoze |<¢ ABC| = [3, je podle
véty o obvodovém a stiedovém ahlu |<C ASC| = 2f. Sestro-
jime tedy libovolnou tétivu AC kruZnice &, ke které prxslu51
. stfedovy uhel 2f. Pak sestrojime tétivu BD kolmou na AC
tak, aby ji prislusel stfedovy ahel 2«. Musime jesté dokdzat,
Ze se tyto dvé tétivy protnou v bodé vnitini oblasti kruznice 4.
Oznaéme P pruseik pfimek AC, BD. Vzdilenost pifimky
AC od sttedu S je r cosfl, vzdélenost bodu S od primky
BD je r cosa. Proto je |SP2 = r%(cos?o + cos2f3). Jelikoz je
B> ; — o, je cosff < sinx a tedy |SP| < r, takZe je bod P
bodem vnitini oblasti kruZnice k. ProtoZe |<C ASC| = Zﬂ,
je | ABC| = f nebo |<X ABC| == — . V druhém pri-
padé zaménime oznaleni bodu B, D. Stejné tak zvolime
oznaceni bodu C, 4 tak, aby |<C BAD| = «. Body 4, B, C, D
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pak tvoii &tyfahelnik podle zadéni tlohy. AZ na shodnost
ma uloha pravé jedno feSeni.

B-1-4

Najdéte vSechna pfirozena isla n takovd, Ze Cisla 1, 2, ...
..., n je moZno opatiit znaménky + a — tak, aby se pak
jejich soudet rovnal nule.

n(n + 1)

> Je-1i toto ¢islo
liché, neni mozné opatfit ¢Cisla 1, 2, ..., n znaménky podle
podminky ulohy. Soudet &isel opatienych znaménkem -+
by se musel rovnat souctu ¢isel opatfenych znaménkem —
a soucet obou téchto soucti by se rovnal lichému ¢&islu, coz
n(n + 1)

> sudé, musi
byt n = 4k nebo n = 4k — 1, kde k& je ptirozené &islo. Je-li
n = 4k, miZzeme Cisla 1, 2, ...,k 3k + 1, 3k + 2, ...,4k
opatfit znaménkem +, ostatni znaménkem —, pak je soucet
vSech ¢isel opatfenych takto znaménky nulovy. Nebo jsme
mohli ¢&isla 1, 2, ..., 4k rozdélit do % Ctvetic za sebou jdoucich
Cisel a v kazdé ¢tvetici opatiit prvni a posledni ¢islo znamén-
kem +, prostiedni dvé &isla znaménkem —. V pripadé
n = 4k — 1 opatiime Cisla 1, 2 znaménkem +, &islo 3 zna-
ménkem —, zbyvajicich 4k — 4 Cisel rozdélime do 2 — 1
Ctvefic za sebou jdoucich Cisel, v kazdé Ctvetici opatfime
Cisla znaménky vyse uvedenym zptisobem. Pak bude opét
soucet viech takto znaménky opatienych &isel nulovy. Uloze
tedy vyhovuji pravé vechna &isla délitelnd ¢tyfmi a vSechna
Cisla, kterd davaji pii déleni Ctyfmi zbytek 3.

ReSeni. Je 1 + 2+ ... + n =

nemuze byt splnéno. Aby bylo ¢islo
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B-1-5

Najdéte vSechny tétivové ¢tyfahelniky ABCD o obsahu
8 cm?, pro které plati |AB| = |BC| a soucet délek thlopficek
je 8 cm.

Reseni. Oznatme S prasedik Ghlopiitek a p, g, r, s délky
usetek SA, SB, SC, SD (obr. 40). Uhel thlopficek oznadi-

1
me ¢. Pak se obsah ¢tyfuhelniku rovnd ry (pg + qr + rs +

1
+ sp) sing, takze mé platit 8 = 5(1) + 7)(g + s)sin ¢. Sou-

Casné platip + » + g + s = 8. Pro kazdd dvé nezdporna

a+ b\2
Cisla a, b plati ab < E dosadime-li za a, b Cisla

1 1
p + r, g + s, dostaneme 8 = E(P +7r)(g+s5)sing < e
.(p+ r+ g+ s5)?singp = 8 sin ¢ < 8. Protoze prvni hodnota
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se rovné posledni, musi v pfedchazejicim fadku platit v§ude
znaménko rovnosti, tedy sin ¢ =1 a zérovell a = b, tj.
p +r=gq+ s =4. Ctyfuhelnik ABCD musi mit na sebe
kolmé uhlopticky stejnych délek. Jelikoz |AB| = |BC|, musi
to byt deltoid. A jelikoZ to md byt &tyithelnik tétivovy se
stejné dlouhymi whlopfi¢kami, musi to byt &tverec. Jediny
Styfahelnik, ktery splituje podminky tlohy, je ¢tverec o stra-
né 2]/2.

B-1-6

K, M, N jsou konetné mnoziny redlnych &isel s poétem
prvka po fadé &, m, n. Oznadme L mnoZinu v3ech &isel tvaru
x+ 9y + z kde x €K, ye M, ze N. Ukazte, Z¢ mnozina L
m4d aspoil £ + m + n — 2 prvku.

ReSeni. Prvky mnoziny K oznatime x1, xa, ..., X
Muzeme piedpokladat, Ze jsme je uspoiddali tak, Ze plati
x1 < x2 << ... < x;. Podobné¢ muzeme piedpoklidat, Ze

M= {yhy?’ '-'JyWL}a 1<y2< ... <Vm-1<DVm,
N={z,2,..020-,2}pL25 <2<.. <-1<2zn

Pak jsou soulty

X1 +y1+ 2,%2+y1+ 21, ..., % + Y1+ 21,

Xp + Y2+ 21, Xk + Y3+ 21, ... Xk + Y + 21,

Xp + Ym + 22, Xk + Ym + 23, ..., Xk + Ym + 2

navzdjem ruzné, kazdy z nich je vétsi nez predchazejici.
V prvnim fadku je jich %2, v druhém m — 1 a v tietim n — 1.
Tim jsme dokézali, Ze v mnoZin& L je aspoil &2 + m + n — 2
navzijem raznych Cisel. Je-li napiiklad K = {1,2, ..., %},
M={1,2,....m— 1, m}, N={1,2, ...,n — 1, n},
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je L=1{3,4,..., k + m + n}, mnoZina L md pravé
k + m + n — 2 prvkua.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
B-S-1

Zobrazeni f roviny do sebe prifadi bodu [x, y] bod
[ax + by + m, ¢x + dy + n], pfi¢emz se body [—1, 3] a
[8, 0] zobrazi po fadé na body [1, —1] a [4, 8] a bod [4, 3] se
zobrazi na sebe. Urcete koeficienty a, b, ¢, d, m, n a ukaZte,
ze samodruZné body zobrazeni f tvoii pfimku. (Bod je samo-
druzny, jestliZe se zobrazi na sebe.)

Reseni. Postupujeme obdobné jako v tloze B-I-1, vyjde

3 4 3 4 8

= == — = - — = — — = —. B
5,b c 5,d 5> M 5> " 5 od

a =

1

[x, ¥] je pravé tehdy samodruzny, plati-li y = 5 + 1.

Samodruzné body tedy tvoii pfimku.
B-S-2

Dokazte, ze pro kazdé ptirozené Cislo n (n > 1) je mozné
¢isla 1, 3, 5, ...,4n — 3, 4n — 1 opatfit znaménky + a —
tak, Ze se pak jejich soucet rovnd nule.

Reseni. Mame 2n za sebou jdoucich lichych &isel 1, 3, .. .,
4n — 1. Tato &isla rozdélime odzadu do ¢tvetic. Je-li z sudé,
nezbyde zadné Cislo. V kazdé Ctverici za sebou jdoucich
lichych ¢isel (2k — 3, 2k — 1, 2k + 1, 2k + 3) muZeme
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k prvnimu a poslednimu dat znaménko +, k prostfednim
dvéma znaménko —, soulet vSech &isel v Ctvefici a tudiz
i soucet viech uvazovanych ¢isel se pak rovnd nule. Je-li »
liché, postupujeme obdobné. Cisla rozdélime odzadu do
Ctvefic aZ na prvnich $est, které opatiime znaménky takto:
+1, +3, +5, -7, +9, —11.

B-S-3a

Ukazte, Ze neexistuji prirozend Cisla a, b tak, aby bylo
islo a3 + b3 — 3 délitelné sedmi.

ReSeni. Pii déleni ¢isla @ sedmi jsou mozné zbytky 0, 1, 2,
3,4, 5, 6, pri déleni ¢&isla a® sedmi jsou mozné zbytky 0, 1, 6.
Totéz plati pro &islo 83, soudet a3 + b3 muze dat pii déleni
sedmi pouze zbytky 0, 1, 6, 2 nebo 5. Proto &islo a® + 63 — 3
dava pri déleni sedmi zbytek 4, 5, 3, 6 nebo 2, nikdy vsak
zbytek 0, takZe neni délitelné sedmi.

B-S-3b

Je dén lichob&znik ABCD se zikladnami AB, CD. Usetka
BC je prumérem kruZnice k;, GseCka AD je pramérem kruz-
nice k2. Dokazte, Ze lichobézniku ABCD lze vepsat kruZnici
pravé tehdy, jestlize se kruZnice k;, k2 vné dotykaji.

ReSeni. Sttedy Si, S» kruznic ki, k2 (obr. 41) splyvaji se
|AB| + |CD|

> 8
Pro poloméry r1, re kruznic ki, ks plati 21 = |BC|, 2rs =
= |AD|. KruzZnice ki, k2 se vné dotykaji pravé tehdy, je-li
r1 + r2 = | 8182, tedy |4AD| + |BC| = |AB| + |CD|. To je

stitedy ramen BC, AD, je tudiz |S;8:| =
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Obr. 41

viak nutnd a postacujici podminka pro to, aby byl ¢tyfuhelnik
ABCD te¢novy.

ULOHY II. KOLA

B-11-1

Zobrazeni h roviny na sebe zobrazuje bod [x, y] na bod
[ax + by + m, cx + dy + n], kde a, b, ¢, d, m, n jsou redlna
isla. Urlete je tak, aby se body [0, 0], [3, 0], [0, 1] zobrazily
po fadé na body [6, 3], [0, 3], [6, 1]. Najdéte samodruzné
body zobrazeni h a rozhodngte, zda h je shodnost, podobnost,
stiedovd soumérnost, stejnolehlost.

Reseni. Postupem stejnym jako pii feSeni tloh B-I-1
a B-S-1 vypottemea =d = =2, b =c =0, m = 6,n = 3.
Zobrazeni h m4 jediny samodruzny bod S[2, 1]. Zobrazeni
h neni shodnost, tim spiSe to neni stiedovd soumérnost.
Zobrazeni h je stejnolehlost a tedy i podobnost, nebot pro
kazdy bod X 4 S jsou polopfimky SX, Sh(X) opatné
a |Sh(X)| = 2/8X].
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B-11-2

Najdéte vSechna feSeni soustavy rovnic
x+y+2=3
x4+ 93 + 22 = 27.

ReSeni. Dosadime-li # =3 — x —y do druhé rovnice,
dostaneme po Gpravé rovnici (x + y) (x — 3)(y — 3) = 0.
Je-li x + y = 0,je z = 3. Je-li x = 3, je 2 = —y, podobné
proy = 3 je z = —x. Cisla x, y, # jsou fefenim dané sou-
stavy pravé tehdy, je-li jedno z nich rovné 3 a zbyvajici dvé
jsou libovoln4d dvé opacni Cisla.

B-1l-3a

Je din pravouhly lichob&Znik ABCD s pravym uhlem
pii vrcholu A, zdkladnami lichob&Zniku jsou strany AB,
CD. Dokazte, Ze kruZnice nad prumérem BC se dotyki
ramene AD pravé tehdy, kdyZz se kruZnice nad primérem
AD dotykéa ramene BC.

\xk1
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ResSeni. Kruznice 4 nad pramérem BC se dotyké ramene
AD (obr. 42) pravé tehdy, kdyz plati b = a + ¢, kde a =
= |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, nebot stiedni pfi¢ka licho-

a+c b
béZniku je @ polomér kruznice %1 je > Dotyka-li se
kruznice k2 nad primérem AD ramene BC, je b =a + ¢,
jak vyplyva z rovnosti usek na te¢nich vedenych bodem B,
pripadné C, ke kruznici k. Je-li obracené b = a + ¢, miZeme
na tuselce BC zvolit bod T tak, Ze |CT| = ¢, |BT| = a.
Bodem T vedeme kolmici k piimce BC, jeji prasedik s pfim-
kou AD oznatime S. Ze shodnosti trojahelnika SCD, SCT
plyne |SD| = |ST|, stejné tak bychom dokézali, Ze |S4| =
= |ST|. Je tedy bod § stfed kruZnice k2. Z rovnosti |SD| =
= |ST| plyne, Ze se kruZnice k2 dotyka ramene BC. Tim
jsme dokdzali, Ze kruZnice ko se dotykd ramene BC tehdy
a jen tehdy, je-li & = a + c¢. JelikoZ tato rovnost je téz
nutnou a postacujici podminkou pro dotyk kruZnice %
a piimky AD, je tim tvrzeni ulohy dokazano.

B-il-3b
Necht m je dané pfirozené ¢islo. Mnozinu
M={1,2...,2m—1,2m}
rozlozte na dvé disjunktni podmnoziny A, B tak, aby kazda
z mnozin A, B méla pravé m prvka a &islo ¢ = max (s(A),
s(B)) bylo co nejmensi. Pritom s(A), resp. s(B), zna¢i soulet

vSech Cisel z mnozZiny A, resp. z mnoziny B. Urcete Cislo ¢
v zavislosti na m.
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ReSeni. Jes(A) + s(B) =1 + 2 + ... + 2m = m(2m + 1).
Muzeme piedpokldat, Ze je s(A) = s(B). Cislo ¢ bude
nejmensi, budou-li se Cisla s(A), s(B) sobé rovnat nebo
bude-li jejich rozdil ca nejmensi, nebot jejich soulet je
dan. Je-li m sudé, m = 2k, zkusime najit takové rozdéleni,
aby platilo s(A) = s(B). Stati polozit A = {1, 2,...,4,
3k +1, 3k +2,...,4k}, B = {k +1,...,3k}, porovnej

m
s ulohou B-I-4. Je pak ¢ = s(A) = s(B) = 5(2’” +1) =

m
=m? + > Je-li m liché, je s(A) + s(B) ¢islo liché, nemuize

byt s(A) = s(B). Zkusime najit takové rozdéleni, aby s(A) =

= s(B) + 1. Necht m = 2% + 1.Cisla 1, 2, ..., 4k rozdélime

do mnozin A, B jako v pfedchdzejicim pfipadé, do mnoZiny A

piiddme jesté Cislo 4k + 2, do mnoziny B priddme Cdislo

4k + 1. Je pak ¢ = s(A) = k(4k + 1) + 4k + 2 =
m+ 1

=m?4+ —.

2
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Kategorie A

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA
A-1-1

Necht M = 41A4>...A4, je konvexni n-uhelnik (n = 3),
c1, €2, ...,y redlnd Cisla. Pro X € M oznalme

fX) = 3 cd,
=1

kde d; je vzdalenost bodu X od pfimky 4;4;11, 1 £ i< n
(Apaa = A1).

a) Jestlize existuji tfi body Xi, Xo, X3 neleZici v pfimce
tak, ze

J(X) = f(Xe) = f(Xs),

pak je funkce f konstantni na M.

b) Naleznéte vsechny trojthelniky a <tyfahelniky, pro
které je funkce f pfi ¢; = 1 konstantni (tj. soucet vzdalenosti
bodu X od stran M je konstantni).

ReSeni. a) Oznalme u; jednotkovy normilovy vektor
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ptimky A4;A4;1 sméfujici ven z daného n-tGhelniku. Vzdi-
lenost d; bodu X e M od piimky A;4;.1 pak dostaneme
jako skaldrni soucin

d; = <XAi, lli).

Vzhledem k tomu, Ze

n n

fX)= 2 adi = 2 (XA, W), je

=1 i=

JX) — ) = 5 (KA~ XA, c) = (XX, S e

i=1

Rovnost f(Xi) = f(Xz) = f(X3) tedy znamend, Ze pro vektor

u= z cU; plati
i=1
(X1 Xz, u) = (X;X3,u) = 0.
Avsak vektory X; X a X;Xj3 jsou linedrné nezivislé, proto-

ze body Xi, X, X3 nelezi v piimce. Proto musi byt u = o
a pro libovolny bod X € M pak plati

f(X) = f(&) = (XXy,u) =0,
neboli f je na M konstantni.
b) Jak plyne z predchazejici &asti, funkce f je pro ¢; = 1
konstantni na M, pravé kdyz

Uy + Us + ... + U, = o.
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Umistéme vektory u; do pocitku soustavy soufadnic. Je-li
n = 3, musi byt (obr. 43)

[OU:| = |OUs| = |OUss| =1,
takze trojuhelnik OU>Us3 je rovnostranny podobné jako

trojuhelnik OUsUsz. Vektory uj, Us, Uz tedy sviraji navzdjem
ahel 120°, odkud plyne, Ze M je rovnostranny trojuhelnik.

Uy
0
U, ;
/
/
/
/
Uss U,
Obr. 43
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Je-i n =4, musi byt (obr. 44) |OUis| = |OUs4|,
takZe trojl’lhelniky 0U12 U2, U340 U3, U120 U1 a OU34 U4
jsou shodné. Je tedy us = —uga u; = —us, coz ale zname-
né,Ze M je rovnobéZnik.

To, Ze obricené pro kazdy rovnostranny trojahelnik a pro
kazdy rovnobéznik je uvedend funkce f pfi ¢; = 1 konstantni,
je ziejmé.

A-1-2

Necht m je prirozené &islo, p prvodislo. Ozna¢me

m!l =1.3.5. ... .m pro m liché,
=2.4.6. ... .m pro msudé

tzv. dvojny faktoridl. Urcete nejvys$si mocninu prvocisla p,
ktera jesté déli islo m!!.
Reseni. Nejdiive zjistime, %e pro m = 2k sud€ je

QR =2.4. ... 2k = 2k,

pro m = 2k + 1 liché je

. @k+ D! m!
Qk+DII=1.3.... .2+ l)=—@5” = 2kplC

n
Je-1i p prvocislo, je mezi » Ciniteli &isla n! pravé [;] Cisel
tvaru p, 2p, 3p,...,kde [x] oznaCuje nejvétsi celé Cislo

n
nejvyse rovné x. Mezi témito Cisly je oviem jesté pravé [p_]

2
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n
Cisel délitelnych p2 a ovem jesté [ ;5] ¢isel délitelnych do-

konce p3 atd. Celkem muZeme tedy z Cisla n! vytknout p¢,

[ lE ] =210

=1

(ptitom uvedeny souet ma ziejmé jen koneény pocet nenu-
lovych séitancu).
Pro m = 2k je tedy

a—Z[ ] r > 2,
Y pro p

1=1

k k
a-——k+2[5;—| g‘[22] pro 7 = 2.
=1 . P =

Prom =2k + 1 je

S s
(61 B)-+- 26112

H

i=1 i=1
e+ 1 k|
protoze pro 7 = 1 je _—Zf—_, = |24l
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Misto posledniho vypoltu si oviem muZeme uvédomit, Ze
m!! je pro liché m rovnéz liché.

A-1-3

Dokazte, ze
a) v tétivovém pétithelniku s vnitfnimi ahly o, ..., 25
(v tomto poradi) plati

o+ ... + a5 = 37,

a1 + %3 > T, A2 + g > T, ..., A5 + %2 > TS

b) jsou-li «i,...,a5 duté Ghly (0 < o; << 7w) spliujici
vSechny uvedené vztahy, pak existuje tétivovy pétithelnik
s vnitinimi uhly «; (v tomto poradi).

Reseni. Cast a) je velmi jednoduché. Snadno zjistime (roz-
délenim na trojahelniky), Ze soucet tihla v libovolném n-uhel-
niku (i nekonvexnim, pozadujeme pouze, aby se uzaviend
lomend ¢ara uréend posloupnosti vrcholdt #-Ghelniku nepro-
tinala) je (n — 2)=. Je tedy specidlné

o1 + o + ... + a5 = 3.

Dile pouzijeme toho, Ze ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy,
pravé kdyz pro jeho uhly plati « + y = f + 6 = w. Pomoci
tohoto vztahu spolteme uhly na obr. 45. Odtud plynou
nerovnosti

a1 + %3 > T, %2 + 04 > T, ..., %5 + %2 > TT.
b) Spliuji-li duté Ghly «; uvedené nerovnosti, muzeme

sestrojit trojﬁhelnik A1 A>A5 s ﬁhly %1, %3 + o5 — T, %2 +
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Obr. 45

+ o4 — 7 a v poloroviné opatné k 4 A5 4, trojuhelnik A2 A3 A5
s uhly © — o4, T — o1, %1 + a4 — 7. ProtoZe | AsA14s| +
+ |<X A243A45| = o1 + © — a3 = w0, leZi vrchol As na kruz-
nici opsané trojuhelniku A;4245. Podobné lze sestrojit
trojahelnik A5A43As v poloroving opatné k AsAs Az, a protoze
| AsA2A4s| + | AsAyAs| = =, lezi vrchol As na kruZnici
opsané ¢tyiuhelniku A4y 4243 As. Takto sestrojeny pétitthelnik
A1 42434445 je tedy tétivovy a snadno zjistime, Ze jeho thly

jsou o1, o2, . .., 5.

A-1-4

1
Necht x; jsou kladnd redlnd cisla, Z o 2. Pak prokaz-
i=1""

décelék 1 <k <m,je
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k
2 i 2
E‘ 4 k)2 xigz.

Dokazte.

Reseni. PoloZzme nejprve

inZ: lﬁlék,

1
= E+1ZiZn

Uvedend nerovnost viak plyne z Cauchyovy nerovnosti
n / n n
2 2
Zaibié ]/ Eai z bl’
i=1 i=1  i=1

stadi, kdyz napiSeme

- S-Sz |3

i=1 i=1
n

1
a protoze E P 2, plyne odtud pozadovana nerovnost.
i

1= 1
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A-1-5

Najdéte nejmensi & takovd, Ze plati: je-li din libovolny
trojuhelnik ABC se stranami a < b < ¢, pak existuje

a) rovnoramenny trojuhelnik XY Z,

b) pravothly rovnoramenny trojihelnik XY Z,
ktery obsahuje trojahelnik ABC a pro jehoZ obsah plati

Pyyz < kb>.

Reseni. a) Uvazujme rovnoramenny pravouhly trojihelnik
ABC, jeho obsahje Pypc = %— b2. Pro kazdy rovnoramenny
trojuhelnik X'YZ, ktery obsahuje trojuhelnik ABC, je tedy
Pxyz = % b2 tedy b = % Zaroven je zfejmé, Ze ke kazdému

trojuhelniku ABC se stranami a < b < ¢ sestrojime rovno-
ramenny trojuhelnik XYZ s vrcholy X = 4, Z = C, jehoz
dvé ramena maji délku b (obr. 46) a jehoz obsah je Pxyz =

Obr. 46
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b% siny < Py b2. Odtud plyne, Ze v tomto pfipadé je

b) Pro kazdy pravouhly rovnoramenny trojuhelnik XYZ,
ktery obsahuje trojuhelnik 4ABC se stranami a < b < ¢,
zfejmé& plati, Ze jeho pfepona je alespoil ¢, je tedy Pxyz =

1
= " c2.
Uvazujme rovnoramenny trojuhelnik ABC se zékladnou

c
¢ a rameny délky b = Py + &, ¢ > 0 (obr. 47). Pro takovy

trojahelnik pak ale miame Pyyz = (b — €)?, coZz musi platit
pro libovolné & > 0, je tedy 2 = 1.

>
N[O
@

Obr. 47

Je-li nyni ABC ostrouhly (nebo pravouhly) trojuhelnik
se stranami a < b < ¢, pak lezi v pravouhlé kruhové vyseci
se sttedem C a polomérem b (obr. 48), a pravothly rovno-
ramenny trojuhelnik XY Z, ktery obsahuje uvedenou vysec
a mé pravy thel pii vrcholu Z = C, mé obsah Pxyz = b2

119



Obr. 48

Je-li ABC tupothly trojahelnik se stranami a < b < c,
pak je bud cely obsazen v pravoihlém rovnoramenném
trojuhelniku s pfeponou ¢ (obr. 49), anebo je obsazen v pra-
vothlém rovnoramenném trojahelniku s odvésnou ¢ (obr. 50).
Prvni pfipad nastane pro « < f < 45°, pfi¢emz Pxyz =

2

=3 < b2, protoze ¢ < a + b £ 2b. V druhém piipadé je

c 1
45° < f <90°ab = Vi , takze Pyyz = —2- ¢2 < b2.V ptipa-

dé b) je tedy £ = 1.

Z
oy
//\) N

Obr. 49
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Obr. 50

Pozndmka. Pro ostrouhly trojihelnik ABC se stranami
a £ b < ¢ muZzeme ovSem najit pravothly rovnoramenny

—_— 3
trojahelnik XYZ, ktery spliiuje nerovnost Pyxyz < sz.

Obr. 51
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Je-li o < 45°, stadi sestrojit trojuhelnik XYZ s vrcholy
X =4, Z = C a pravym uhlem pfi vrcholu Z. Pro 45° <
< o £°60° sestrojime trojihelnik XYZ s pravym uwhlem
pii vrcholu Z = C a s vyskou, kterd splyva s vyskou troj-

3
thelniku ABC (obr. 51). Pak je Pyyz = b2 sin%e < " b2.

3
Je pro ostrouhly trojuhelnik ABC konstanta & = n nejmensi ?

A-1-6

M¢éjme 7? redlnych cisel uspotadanych do &tvercové ta-
bulky.z > 7 a necht je jejich souet roven nule. Oznatme C
aritmeticky pramér ¢tverch téchto ¢isel, s; aritmeticky pru-
mér Cisel v j-tém sloupci, 7; aritmeticky pramér ¢isel v 7-tém
fadku tabulky, & bude aritmeticky pramér C<isel sf a R
aritmeticky pramér ¢isel 77, Potom plati nerovnost

C=R+ S.
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

ReSeni. Ozna¢me x;; Cislo v 7-tém Fadku a j-tém sloupci
tabulky. Potom plati

n 1 n 1 n
2 X3 =0, =" 3 xiy, §§ =" Xijs
ij= noj=1 noi-1
1 n 1 n
— 2 —_—— 5
R= z Tis - pas SJ
n =1 n ji=1
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Ziejmé také plati

¥ 1 n
2rn=— 2 xy=3 5=0,
i=1 noyi-a j=1
takze je
n
Z ris; = Z ri 2 55 =0,
i, t=1 j=1
n n n
i+ sP=3 (i +2ns+s)= 3 (0l + )
i, j=1 ,j=1 tyj=1
Zaroven je
(r + ),

1 n n 1
R+S=—( >+ Zsf)?:
n : P 8

j=1

=1

médme tedy dokédzat nerovnost

n
D i+ PS> x
%, j=1 ,j=1

Polozme
dij = x5 — (ri + 53),
pak je
n n
2 diy =72 xiy —ns; =0,
i=1 i=1
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n

n
D dij =2 xiy—nr =0,
j=1

i=1

n n
Sai=3 dy+rn+sgr=
i,j=1 i, 7=1

n n n
= S di+ 3 (i s+ 23 dij(ri+s) =
%, §=1 i,)=1 % J=1

n n n
=S di+ > i+ s52z 3 i+ 52
,7=1 i,j=1 i,j=1

coZ jsme chtéli dokédzat. Pfitom rovnost v posledni nerovnosti
nastane, pravé kdyZz pro viechna 7, j€ {1,2,...,n} je

dij =0, tj. Xij = ri + ;.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
A-S-1

Dané su redlne nezaporné Cisla ai, az, b1, b2. Dokdzte, Ze
plati

(a1 + a2)? (b1 + b2)?
4

(ar1b1 + a2b2) (a1be + ash) <

Kedy plati rovnost ?
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ResSeni. Pro libovolnad dvé redlna ¢isla plati

(x + )
4 3

xy =

pfi¢emZ rovnost nastane, pravé kdyz x = y. PoloZime-li
x = apbi + aghe, y = a1bs + asb1, dostaneme dokazovanou
nerovnost, pfi¢emz rovnost plati, pravé kdyz

a1by + azb: = aibz + asb,
coZ muZeme upravit na tvar
(a1 — ag) (bl — bz) =0.

V uvedené nerovnosti tedy nastane rovnost, pravé kdyz je
a1 = az nebo by = bs.

A-S-2

Je dén konvexni tétivovy pétitthelnik 4; 4>A3A41A5 s vniti-
nimi Ghly o, oo, a3, a4, a5 (v tomto pofadi). Vypocltéte veli-
kosti ﬂl, ﬁg, /33, ﬁ4, ﬂ5 uhla A4A1A3, A5A2A4, A1A3A5,
A2 Ay Ay, AsAsAs.

Reseni. Ctytuhelniky 4; 4> A3 Ay a A1 A3 A1A5 jsou tétivové,
V trojahelniku A; 434, tedy plati

|< A1444s] = 180° — as,
|<X A1 4344 = 180° — as,
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takze
1 = x2 + a5 — 180°,
ostatni velikosti dostaneme cyklickou zédménou indexu:
P2 = a3 + 21 — 180° f3 = oy + a2 — 180°,
fa = o5 + a3 — 180° f5 = a1 + o4 —V 180°.
A-S-3a

V roviné se zvolenou pravouhlou soustavou soufadnic je

dan rovnostranny trojihelnik se stranou délky 2]/3‘ a kruh
o poloméru R Dokazte, Ze existuje asponl jeden mfizovy bod,

ktery lezi uvnitf daného trojuhelniku a nelezi uvnitf daného
kruhu. (Mrizovy bod je bod, jehoz obé souradnice jsou celd
¢isla.)

Reseni. Polomér kruZnice vepsané danému trojihelniku je
1, proto odpovidajici kruh K obsahuje asponi dva miiZové bo-
dy. Kazdy bod roviny lezi totiz aspoii ve dvou kruzich o polo-
méru 1 se stiedy v mfiZovych bodech. Pfitom lezi bud dva
miiZzové body uvniti kruhu, nebo je sttedem kruhu K mfi-
zovy bod a dal$i ¢tyfi miiZzové body lezi na jeho hranici,
takZe nejvyse jeden z nich leZi na hranici daného trojahelniku.
V kazdém piipadé lezi uvniti daného trojthelniku aspon
dva mfizové body. Uvniti kazdého kruhu o poloméru —;

vsak lezi nejvySe jeden mfiZovy bod, proto aspon jeden
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miiZzovy bod lezi uvniti daného trojuhelniku a nelezi uvnit#
daného kruhu.

A-S-3b

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢&islo n je najmensi
spolotny nédsobok ¢&isel 1, 2, ..., 2rn — 1, 2n delitelny

. (Zn)
Cislom .
n

L 2n (2n)! . :
Reseni. Cislo = = rozlozime v soulin mocnin
n n!n!

prvodisel; necht v tomto rozkladu je prvocislo p s exponen-

tem a. Pak je
[2n] {n]
a= E — —2; — 1.
plv pl,

i =1 i =1

ProtoZe pro kazdé reilné ¢&islo x je 0 < [2x] — 2[x] < 1, rov-
na se a nejvyse poctu nenulovych s¢itanci v prvnim souctu,
tedy a < b, kde b je nejvétsi celé Cislo, pro néz jesté plati
p? < 2n. Cislo p* tedy déli jedno z ¢&isel 1, 2, ..., 2n, totiZ
pP, proto pe déli i jejich nejmensi spoletny ndsobek. Protoze

2
to plati pro kazdé prvocislo p v rozkiadu ¢isla (nn) na prvo-

Cinitele, je dukaz hotov.

ULOHY II. KOLA
A-ll-1

Je-li X vnitinim bodem konvexniho ¢tyithelniku ABCD,
oznalme u, v, x, ¥ jeho vzdélenosti od pfimek AB, BC,
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CD, DA. Dokazte, ze existuji kladnd &isla o, f, y, 0 takovi,
Ze soulet au + fov + yx + 0y je stejny pro vSechny vnitini
body &étyfuhelniku ABCD.

ReSeni. Usetky AX, BX, CX a DX rozdéli &tyrahelnik
ABCD na ¢tyfi neprekryvajici se trojthelniky, proto je
|ABlu + |BClv + |CD|x + |DA|y = 2P, kde P je obsah
¢tyFahelniku ABCD. Uvedeny soudet tedy nezavisi na volbé
bodu X uvnitf & na hranici ¢tyfahelniku, muZeme proto
za a, (3, y a 0 vzit velikosti tse¢ek AB, BC, CD a DA, pti-
padné jejich nédsobky libovolnym kladnym ¢&islem %.

Jiné feSeni. MuzZeme ovSem také pouzit stejného postupu
jako pii FeSeni ulohy A-I-1. Oznalime-li a, b, ¢, d vn&jsi
normélové (jednotkové) vektory jednotlivych stran &tyfuhel-
niku ABCD (obr. 52), mame dokézat existenci kladnych &isel
o, fB, v, 0 takovych, Ze «a + b + yc + od = 0.

Z line4rni z4vislosti ¢tyf vektora a, b, ¢, d v roviné plyne

Obr. 52
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pouze existence redlnych konstant. Stali si vsak uvédomit,
Ze vektory 2, b, ¢, d pfi umisténi do potdtku nemohou viech-
ny leZet v jedné poloroviné (libovolné dva sousedni vektory
spolu sviraji duty uhel), existuje tedy pfimka (obr. 53),

kterd prochdzi pocitkem a leZi jak mezi vektory a, b, tak
mezi vektory ¢, d. Vezmeme-li libovolné dva opaéné vektory
ve sméru uvedené primky, je zfejmé, Ze existuji kladnd Cisla
o, f ay, o takov, Ze

x =oa + fib, —x =yc + 4d,
tj.

xa + b+ yc+ od =0.

Muzeme si ovSem téz uv€domit, Ze vektor a dostaneme
z vektoru AB otofenim o —90° a vynédsobenim Cislem |AB|,
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podobné dostaneme i dalsi vektory b, ¢, d. Protoze AB +
+ BC + CD + DA = 0, plyne odtud stejny vysledek jako
v prvnim feSeni.

A-l1l1-2

Dané su celé &isla n, & také, Ze n > k& > 0. Dokazte, ze
existuju celé nezdporné Cisla ¢, ¢o, ..., ¢, také, Ze

Rler+ ... +ea)+m—Fk)(cks1+ ... +cn) =
Splar+ oo +ep)+m—p)(eps1 + ... + cn)

plati pre vietky p € {1,2, ...,n — 1 }.

ReSeni. Takto formulovand tloha je vcelku trivialni, nebot
za celd nezdpornd Cisla ¢, c¢2, ..., ¢, miZeme ve viech ne-
rovnostech volit samé nuly. K osudné zdméné s ¢isly celymi
kladnymi doslo az pri kone¢né upravé texta uloh II. kola,
kdyz se ukazalo, Ze termin »pfirozend &isla« neni v soulasnych
Skolnich textech jednotné definovan. Pro uplnost uvedme
jesté i »netrividlni« feSeni.

Podobné jako pri reSeni ulohy A-I-4 pouzijeme nerovnost

n

n 1 n 2
S s (3]
i=1 )

i =1 =1

kterd pro nezdpornd realna &isla x;, v, x; = 0, plyne z Cau-
chyovy nerovnosti. Pro x1 = %2 = ... = xp = p, Xp1 =

=...=x,=n—p(l<p<maproy = Vc[ dostaneme
nerovnosti

130



plan+ ...+ cep)+m—p)leprn+ ... + )=

> ';—(Vc_l + oot Yo

Pro dané k, 0 <k <m, zkusme poloZit ¢; =c2 = ... =
=c = A, k1 = Ckr2 = ... = ¢y = B, pak je

_ — 1 — —
%(Vcl + oo+ Jen)2 = Y (k)4 + (n — &) | B?

kRa+ ...+a)+m—k)(pa+ ... +cn)=
= k24 + (n — k)?B.

Rovnost
| R _
5 ®JA + (n — BB =24 + (n — kFB,

neboli
(k)4 —(n — B)B)2 =0
je splnéna napf. pro celd kladna ¢isla 4 = (n — k)2, B = k2.
Uvedenym nerovnostem tedy vyhovuji napf. pfirozend
Gsla ci=co=... = =0 — k2, gu1=... =cp=

= .

131



A-I11-3a

Nijdite vietky celé nezdporné Cisla k& také, ze ( 2 I: : )
je ¢islo nepérne.

Reseni. Podle definice kombinaniho &isla je

28 — 1\ (2 — 1)!
< k )Z(k——l)!k!:

1.3.5. ... .2k — 1).2.4. ... .(2k — 2)
- (- DIE! -
2k-1
= (2k — DI

Cislo (2 — 1)!! je liché a pro nejvy3si mocninu 2%, kterd
déli &islo %!, plati (viz feSeni Glohy A-I-2)

MO

kde 25 < k << 25+1, Zaroven je

k k k o1 1
a 2+4+...+S— Y

lIA

Protoze &islo (2k -

2 1) je liché, pravé kdyza = & — 1, plyne
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: AT O Rl |
z uvedené nerovnosti, Ze Cislo 2 je liché pravé pro

vSechna prirozend &isla & tvaru %k = 25, kde s je celé ng-
zaporné.

A-11-3b

V roviné se zvolenou pravouhlou soustavou soufadnic je
dén rovnoramenny trojuhelnik ABC se zdkladnou 4B, thlem
y pii vrcholu C a vy$kou na zdkladnu

- 1
ve =12 [1+ —
! sin =
2
Dokazte, Ze trojuhelnik ABC obsahuje aspoil ¢tyii miizové
body.
Reseni. Pro polomér » kruZnice vepsané trojihelniku ABC
plati

takze je
_ e — /2
Ve = 1/2 <1 + c;—> = L"’%

neboli 7 = |/2. Oviem v kazdém kruhu o poloméru 2 lezi
aspor Ctyfi miiZové body, protoze kazdy bod leZi v nékterém

133



jednotkovém ¢&tverci s vrcholy v miiZovych bodech a jeho

vzdalenost od kazdého z vrchol tohoto &tverce je nejvyse l/ 2.

ULOHY III. KOLA

A-lli-1

V rovingé je dan pravidelny 1 985-thelnik. Kazdou jeho
stranou prolozme pfimku. Urlete polet ¢asti, na které tyto
pfimky rozdéli rovinu.

Reseni. UvaZujme n pfimek v roviné takovych, Ze Z4dné
dvé nejsou rovnobéZzné a Zadné ti'i neprochazeji jednim bodem
(to nastane specialn€ i tehdy, proloZime-li pfimky stranami
pravidelného n-uhelniku, je-li # liché). Ozna¢me p(n) pocet
oblasti, na které té€chto »n pfimek rozdéli rovinu. Ziejmé je
p(3) = 7. Je-li nyni p daldi pfimka, kterd protinid kazdou
z n uvazovanych pfimek, rozdéli » prusetika pfimku p na
n + 1 &asti a pfitom kazda z té&chto &asti piimky p déli nékte-
rou z p(n) oblasti na dvé &asti. Je tedy p(n + 1) = p(n) +
+ n + 1. Odtud plyne, Ze

pm)y=n+pn—1)=n+m—-1)+ ... + 4+ p3) =

n(n + 1)
==

Pro n=1985 méme p(1985) =1985.993 + 1 =
= 1971 106.

Pozndmka. Soustava pfimek v roviné rozdéli rovinu na
Casti, jejichz polet pro danou soustavu ozname s, pocet
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prusetika piimek soustavy oznalme v a pocet hran (tj. téch
Casti pfimek, na néZ jsou primky rozdéleny jednotlivymi
pruseciky) oznaéme 4. Pak plati (Eulerova véta)s + v = £ + 1
(jsme v roving, nikoli v prostoru!). ProtoZe priseliky
i hrany muZeme snadno spoditat, dostaneme odtud téz pied-
chozi vysledek.

Jiné ¥eSeni. UvaZujme uvedenou ulohu pro libovolny
pravidelny n-thelnik a oznalme p(n) polet Casti, na které
piisluiné piimky rozdéli rovinu. Spoltéme nejprve pocet

A

Obr. 54

s(n) té&ch &asti roviny, které lezi v thlu A414,, kde 414
je polopfimka opa¢nd k poloptimce A; 4> (obr. 54). Z veli-
kosti uhla snadno zjistime, Ze vnittkem tGhlu AA4;4, pro-
chéazi praveé k& piimek A4;4;.1, kde k& je nejvétdi celé ¢&islo

27
takové, ze & - < Ty rozdéli thel 4414, na k& + 1
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¢asti, tedy

[n—{—l]
sn) =k + 1= B

Vsechny vnéjsi Casti ziejmé dostaneme postupnym otd-

T

¢enim kolem stiedu pravidelného n-thelniku o uhel — ,
n

je tedy

n+1
pn)=1+nsn)=1+n > .
Pro n = 1985 odtud mame p(1 985) = 1 985.993 + 1.
A-HI-2

Nech A;, Az, As st neprdzdné mnoziny celych &isel také,
zepre {i,7,k} = {1, 2,3} plati

(xeAnyehA)=[(x +3)€ A (x — )€ Al

Dokazte, Ze aspoil dve z mnozin A;, A2, Agsa rovnaja. Mézu
byt niektoré z tychto mnozin disjunktné?

ReSeni. Necht {7, /, 2} = {1,2,3}. Obsahuje-li n&kterd
z mnozin Aj, As, Ag nulu, feknéme A;, pak je zfejmé A; = Ay.
Podie predpokladu je totiz pro libovolné x € A; také
x + 0e A, tj. A; < Ay, a obréacené, napiSeme-li implikaci
ve tvaru

(xeAr,yeA)= [(x +y)e Ay, (x — )€ A,
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dostaneme pro y = 0 zas inkluzi A; < A;. (Rozmyslete si
dobfe tuto formélni uvahu, kterd vyuzivd rovnosti mnozin
{i, j, k} = {k,/, 7}. Je dobie si uvédomit, Ze pfi konkrétni
volbé indexu 7, 7, £ ddva predpoklad dlohy vlastné tii razné
implikace pro mnoZiny Aj, A2, Az.) Odtud plyne, Ze pro dvé
z mnoZin Aj, As, Ags neprazdnym prunikem, A; N A =~ 0,
pak uz musi byt A; = A, nebot pro y € A; N A, z pred-
pokladu plyne 0 =y — y € A;. Navic zfejmé plati x € A;,
pravé kdyz —x € A;.

Muzeme tedy dédle predpoklddat, Ze nula nelezi v zadné
z mnozin A;, Ag, A3 a Ze vSechny tfi mnoziny jsou navzijem
disjunktni. Oznalme m; = min {|x|: x € A;} > 0 a zvolme
oznaleni tak, aby platilo m; > m; > my. Pak je ale také
m; > m; — my, to je viak spor s definici &isla m;, nebot
podle predpokladu je m; — my € A;. Tim je dukaz hotov.

Je-li L mnozZina vSech lichych celych &sel a S mnoZina
viech sudych ¢isel, maji mnoziny L, L, S pozadované vlast-
nostiajeLn S = 0.

Pokuste se popsat vSechny mnoziny A, As, Az, které
spliuji podminky tlohy! Jakou roli tu hraje Euklidav
algoritmus ?

A-1H-3

Jsou-li uy, Uo, ..., u, vektory v roviné takové, Ze soucet
jejich délek je alespoil 1, pak mezi nimi najdeme vektory,
jejichz soucet bude vektor délky alespoil V 2/8. Dokazte.

ReSeni. Zvolme v roviné kartézskou soustavu soufad-
nic a oznalme (aj, b;) soufadnice vektoru u;. Je-li M =
= {(a1, b1),. .., (an, by)}, polozme .
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M = {(a,b)e M: || < a},
Mz = {(a,b)e M: |a| < b},
Mz = {(a,b)eM: |b| £ —a},
My = {(a,b)eM:|a] £ —b}.

Protoze M1 U M2 U M3 U My = M, musi podle pfedpokladu
aspoil pro jednu z uvedenych mnozin platit

—_— 1

2 2 —

2 Vaj + bf = 4°
(a3, by) € Mk

pisme M; = {(c1,d1), ..., (cm,dm)}. ProtoZze pro reilnd
lisla x, y plati

max (|x], [y]) = Vé Va2 + 52,

5 _
je podle definice mnoziny M; bud |D¢;| = 1/52 3 = V_2(to

kdyz ke {1,3}), nebo |>d;| = 1/8_2 (je-li ke {2,4}). Vektor

(c1,d1) + ... + (cm, dn) ma tedy délku alespoii ]/8% .

Jiné feSeni. Zvolme v roving kartézskou soustavu soutfadnic
a umistéme vSechny vektory u;, 1 <7 =< n, do pocitku.
Kazdy z vektora rozlozme na souet dvou vektortt (obr. 55)

u; = X; + Y
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kde x; ma smér osy x a y; ma smér osy y. ProtoZe
lusl = %] + [yil,

je soucet délek viech projekci X; a y; rovnéZ alespoii 1.
Z poloptimek OP; (1 £ 7 £ 4) miZeme tedy vybrat takovou,
Ze prislusné projekce vektort u; na ni budou mit soucet

délek alespori :} Projekce souétu vektorda na pfimku je
souctem jednotlivych projekci, ma tedy soucet odpovidajjcich
vektori na vybranou poloptimku projekci délky alespon —1— 5
12

: 1
takZe tento soucet je vektor délky aspori — > '
4 8

Jiné FeSeni. Zvolme libovolnou piimku p v dané roviné
a bod O na p a uvazujme libovolnou pfimku p() prochdzejici
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bodem O a svirajici s ptimkou p thel w, o € (0, ) (obr. 56).
Umistéme v3echny vektory u; do bodu O a oznalme «;
uhel, ktery vektor u; svird s pfimkou p, soucet délek projekci
vektorti u; na pifimku p(w) pak je

3wl fcos (0 — ),

Obr. 56

pfi¢emz pro vektory v jedné z polorovin uréenych kolmici
g(») na ptimku p(w) v bod¢ O je tento soulet aspoi

1

5 2 lujl feos (& — aj).

i=1

Oznatme S(w) pfislusnou mnozinu indexa téch vektori,
které lezi v uvedené poloroviné. Definujeme-li na intervalu
(0, =) funkci f pfedpisem

f<(')> = ] E uj|>
j €S(w)
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je ziejmé

1 n
flo)yz > > |uyl [cos (o0 — ay)].
j=1

Pfitom f je nezdpornd funkce, pro kterou plati

£ 1 n 1] .
[flw)do =z - 2wl | |cos (o — a5)l do =
0 2 j=1 0 .

nebot funkce [cosw| je periodickd s periodou = a je

[ [cos (0 — o) dw = [ |cos o] do = 2.
0 0

Z nerovnosti

ff(o)) do =1
0

flw)
—

g W s
/ ¥
//
// 7 o7 //' /% 7 /,//

o/ /

|-

Obr. 57
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oviem plyne, Ze existuje aspoil jedna hodnota o € (0, %),

1
pro kterou je f(w) = — (obr. 57 - jinak by muselo byt

f flow) do < 1), tj. existuje dokonce takovd podmnoZina
0

mnoziny vektord {u, Ug, ..., U, }, pro niz méd vektor souctu
délk L 12
élku aspont — > — > — -
PO 747 8

1
Pozndmka. Hodnotu — jiz nelze zlepsit, protoze pro mno-
T

zinu n = 2k vektorua umisténych ve stfedu pravidelného
2k-thelniku a s koncovymi body v jeho vrcholech se tato
hodnota asymptoticky nabyva. Pro pevné »n viak obecné lze

1
konstantu — jesté zlepsit.

7

A-1Il-4

V roviné jsou diny dvé pfimky p, ¢ a na pfimce ¢ bod F,
F ¢ p. Urcete mnozinu vSech bodu X, které lze dostat touto
konstrukei:

V roviné zvolime bod S, ktery nelezi ani na p, ani na g,
a sestrojime kruznici % se stredem S, kterd se dotyka primky
p. Na kruznici %2 zvolime bod T tak, aby ST || g. Protne-li
pfimka FT pfimku p v bodé U, je X prusetik pfimek SU a g.

ReSeni. Oznaéme V bod dotyku kruznice % s pfimkou p,
takze |SV| = |ST|. Oznatime-li W kolmy prumét bodu X
na pfimku p, pak z podobnosti zfejmé plyne (obr. 58) | XW| =
= |XF/|, bod X tedy lezi na parabole s chniskem F a fidici
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Obr. 58

pfimkou p. MnoZina bodi X tedy nezivisi na volbé bodu S
a je ddna pouze vzdjemnou polohou pfimky ¢ a paraboly
uréené bodem F a pfimkou p. Pokud je p | ¢, je hledana
mnozina jednobodovd, v opatném pripadé¢ dostaneme dva
body, které popsanou konstrukci snadno sestrojime.

A-llI-5

Je déna trojuhelnikovéd tabulka s » fadky a » sloupci (na
obr. 59 pro n = 6). V kazdém policku tabulky je napsidno
nékteré z &isel 1, 2, ..., n tak, Ze pro kazdé ke {1,2, ...,n}
se v sjednoceni k-tého radku a £-tého sloupce vyskytuji viech-
na Cisla 1, 2, ..., n. Dokazte, ze v pfipadé lichého n je kazdé
z Cisel 1,2, ...,n napsdno v poslednim policku nékterého
radku.

Reseni. Dopliime tabulku na $achovnici n % n (obr. 60).
Proie {1,2,...,n} oznatme M mnoZinu téch poli tabulky,
na kterych je napsano Cislo 7, a M’ mnoZinu soumérné sdru-
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w N

O

2

Obr. 60

Zenou s M podle uhlopficky Sachovnice prochdzejici levym
hornim rohem. Z ptedpokladu tlohy plyne, Ze v kazdém
t4dku i v kazdém sloupci 3achovnice lezi pravé jedno policko
z mnoziny M U M’. Oznadime-li D mnozinu poli Ghlopficky,
plati

n=MUM|=2M —|Mn D|,
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takze |M N D| je pro liché n rovn&z liché ¢&islo a cislo 7 se
proto na uhlopfi¢ce vyskytuje asponl jednou. Protoze uhlo-
pri¢ka mé n poli¢ek, je tvrzeni tlohy dokédzéno.

A-Il1-6

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené cislo n > 1 existuje
poradie ai,as, ...,a, Cisel 1,2, ..., n také, Ze Cislo ajy1
deli sacet a3 + a2 + ... + a; pre kazdé j e {1,2, ...,
n—1}.

ReSeni. Snadno je vidét, ze plati-li tvrzeni tGlohy pro
n > l.sudé, plati i pro n + 1, protoZze n + 1 déli soucet

nn + 1) ) )
> —, takze sta¢i pak vzit a,.1 =

1+2+ ... +n=

=n+ 1

Necht tedy n = 2%, pakjel + 2 + ... + n = k(2% + 1).
Predev§im musi platit ag; | A2k + 1). Zkusme tedy polo-
Zit asp = k, pak by mélo byt as;—1 | & . 2k, vezméme proto
asp—1 = 2k, atd. Takto zjistime, Ze potadi

B+ 1,1, k+2,2, ... 20k

vyhovuje podmince tlohy. Opravdu, pro 1 < 7 < % snadno
spolteme, Ze je

G+ +1+G+D+ .. +k+i)=
G+ 1) iGi—1)
2 T

=1k + 1)

a

FB+D+1+E+2)+ ...+ R+ +i=dk+ i+ 1)
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To vsak neni jediné poradi, které spliiuje podminky tlohy.
Resenim je i poradi

2k, 2,k + 1,3, ...,2k — 1,1,
nebotprol <7<k — 2je

+2+RE+D+3+ ...+ E+0)=
G+DGE+2) i+ 1)
G De+2) Lt

=2k —1 -
* 2 2

=k + 2D+ G+ 12 —1=@G+2)(E+1)

2+ 24+ G+ D434+ ... +GR+D+E+2)=
=0GT+2)(k+7+ 1)

Pozndmka. Neni té€zké sestavit vSechna vhodnd poradi
pro mald n, feknéme n < 8. Jejich prozkoumanim muZeme
odhalit jest¢ daldi obecnd FeSeni jako napf. nésledujici dvé
poradi pro lichd n = 2% + 1, kterd nedostaneme z jiZ uve-
denych potadi pro n = 2k:

2R + 1,1,2,k + 2,3, ...,k 2k, k + 1}
E+2,1,k+3,2,....2k + 1,k k+ 1.
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Korespondenéni seminar UV MO

Korespondenéni semindt UV MO je jednou z forem péce
o talentované zaky, zvlasté¢ pak o ty, ktefi nemaji moznost
navstévovat specidlni $koly se zaméfenim na matematiku
a pracovat v tamnich semindfich. Zdsadné vSak nejsou piiji-
méni studenti prazskych $kol, ti maji dostatek moZznosti
seznamit se s vybranymi okruhy tloh na seminafich Fedi-
tela MO.

K ucasti v korespondenénim seminafi pozvalo predsed-
nictvo UV MO na zikladé navrha KV MO a individudlniho
zajmu témér 50 zdka, z nichz se prihldsilo 28 fesitela z celé
republiky:

Kraj i St¢ J¢ Z¢ S¢ V¢ Jm Sm Bva Zsl Ssl Vsl |
| I {
|
| Pocet
| Tesitelu -5 3 3 4 2 1 1 1 2 6

V prabéhu 34. ro¢niku MO jim bylo zasldno pét sérii po-
mérné ndro¢nych uloh. Dosla feSeni pak byla opravena,
ohodnocena a s rozmnozenym komentdfem vricena ulastni-
ktim seminare. Koresponden¢ni seminaf je fizen tajemnikem
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UV MO RNDr. Karlem Hordkem, ktery se stard o vybér
a piipravu uloh a obvykle provadi i redakci komentéia.
Opravu pak zajiStuje nékolik pracovnikii Matematického
tstavu CSAV a nékolik studentd a aspirantai MFF UK
v Praze (vSichni jsou byvali olympionici).

Pouze 14 tcastniki seminife se nedalo odradit nejobtiz-
néjsim 4. kolem. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli
Radek Adamec (G Krométiz), Igor Melicheréik (G Banska
Bystrica), Viadimir Kordula (G M. Kopernika Bilovec),
Viadan Majerech (G Pardubice) a Richard Seda (G Blansko).
Uvéadime znéni vSech zadanych tloh.

1. Kombinatorika

1.1 Permutaci &isel 1, 2, ...,#n nazveme kazdé vzijemné
jednozna¢né zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} do sebe.
Permutaci inverzni k = nazyvdme permutaci 7! tako-
vou, 2e z X (w(i)) = i pro kazdé ie {1,2,...,n}.
Inverzi permutace 7 nazyvdme kazdou dvojici 7 << j
takovou, ze 72(7) > x(j). Dokazte, Ze pro kazdou permutaci
7 mnoziny {1,2,...,n} plati: @ a z~! maji stejny
pocet inverzi.

1.2 Zjistéte, kolik permutaci mnoziny {1,2, ...,n} mé pra-
vé 1, resp. 2, resp. 3 inverze.

1.3 Necht Q je mnozina viech uspofddanych ¢tvefic utvo-
fenych z nul a jedni¢ek. Ukazte, Ze tvefice z Q nelze
obarvit tfemi barvami (tj. pfifadit kazdé ¢tvefici nékterou
ze tfi barev) tak, aby &tvefice, které se lisi pravé v jedné
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1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

slozce, mély rtznou barvu, a také Ctvefice, které se lisi

ve vSech slozkach, mély ruznou barvu.

Body roviny jsou obarveny tfemi barvami. UkaZte, Ze

pro kazdé d > 0 existuji dva body se vzdalenosti d stejné

barvy.

MnozZina X mé 1 983 prvku. Pfedpoklddejme, Ze existuje

takovy systém jejich podmnoZin Si, So, ..., S,, Ze

a) sjednoceni kterékoli trojice téchto mnozin je celd
mnozina X,

b) sjednoceni libovolné dvojice ma nejvyse 1 979 prvku.

Jaka je nejvétsi moznd hodnota m?

Kazdému z vrchola A;, Ao, ..., Aigss pravidelného

1 983-uhelniku je pfifazena jedna z hodnot - 1. Bod

A; nazveme dobrym, jestlize soucet ohodnoceni vrchola

lezicich na libovolné cesté¢ (po obvodu 1 983-thelni-

ku) vychdzejici z bodu A4; je kladny (pfitom ohodnoceni

bodu 4; se do soultu nezapocitdvd). Dokazte, ze ma-li

aspoil 1 789 bodu ohodnoceni + 1, nejméné 1 207 bodua

je dobrych.

Je din konvexni mnohostén. Je zndmo, Ze sedteme-li

uhly pfi vSech vrcholech daného mnchosténu az na jeden,

dostaneme 5 160°. Najdéte soucet whlu pii zbyvajicim

vrcholu.

Necht 7 je liché a X kone¢nd mnozZina s vice neZ n prvky,

A, B podmnoziny X. DokaZte, Ze je-li pro kazdou n-prv-

kovou podmnozinu Y < X

AN Y| = |Bn Y|(mod 2),
je A = B.
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2.1

2.2

23

150

2. Geometrie

Jeden z nejjednodussich mnohobuné&nych organismi
vale¢ koulivy se sklddd z jednotlivych bunék uspofa-
danych na kulové plose, takZe pfipominaji mnohostén.
Tyto bunky maji v podstaté tvar péti-, Sesti- a sedmi-
uhelnika, pficemz v kazdém »vrcholu« se dotykaji pravé
tf'i buniky (obr. 61). Vyskytuji se také jedinci se ¢tyftahel-

Obr. 61

nikovymi a osmitGhelnikovymi buiikami, biologové v3ak
zjistili, Ze pokud véle¢ tyto nestandardni buriky nemsj,
pak je vzdy pétithelnikovych bunék o 12 vice nez sedmi-
uhelnikovych (pocet viech bunék dosahuje nékolika set,
ba i tisice). Umite matematicky objasnit tento experi-
mentélni vysledek biologt ?

Pét hran Ctyfsténu ma délku mens$i nez 1. Dokazte, ze
objefn takového Ctyfsténu je men$i nez %

Ke Ctyisténu ABCD existuje pét kulovych ploch, z nichz
kazda se dotykd Sesti primek AB, BC, CA, AD, BD, CD,
praveé kdyz je to pravidelny Ctyi'stén. Dokazte.



2.4 Dokazte, ze fez krychle ABCDEFGH rovinou proché-
zejici jejim stfedem a kolmou k télesové uhlopricce AG
je pravidelny Sestithelnik.

2.5 Urcete polomér nejvétsi kruznice, kterou 1ze celou umistit
uvnitf dané krychle o hrané délky 1.

2.6 Na kulové plose je ddna kruznice 4, mimo kulovou plochu
je dan bod P. Spojnice bodu P s body kruZnice % protnou
danou kulovou plochu zpravidla jesté¢ v dalsim bodé.
Dokazte, Ze tyto body lezi rovnéZ na kruZnici.

2.7 Jsou-li E, F, G, H libovolné ¢tyfi body v prostoru,
oznalme prrqu soucet délek |EF| + |EG| + |EH| +
+ |FH| + |FG|+|GH]|, obvod trojuhelniku KLM
budeme znalit pxry a délku lomené Ciry g oznalime
pg. Dokazte, Ze pak plati:

a) Neni-li obvod stény KLM c&tyfsténu KLMN mensi
nez obvod kazdé jiné stény, pak prrun < 2 prru.

b) LeZi-li trojuhelnik KLM uvnitié uzaviené lomené
Cary g, pak pxLyv < pg-

c) Jsou-li 4;, B, Ci, D; pravothlé priméty vrchola
¢ryisténu ABCD do roviny o, pak pro obvod p kon-

2
vexniho obalu boda 43, B, C1, D; plati p << 3 PAaBCD-
d) Lezi-li ¢tyfsttn KLMN uvnitt Ctyfsténu ABCD,
4
pak prrun < 3 PABCD-

Ukazte, Ze posledni nerovnost nelze zlepsit.
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3. Rovnice a funkce

3.1 Necht 7 je prirozené ¢islo. Pro libovolnou #-tici redlnych
Cisel (x1, %2, ..., %), kde 0 x; < 1, 7€ (1,2, ...,n},

uvazujme soucet

> -l =
o 1=i<j=n
=|x; — x2| + |x1—x3] + ... + |x1— xp-1| + |x1 — xn] +
+ Jxa—x3] + ... + |x2— xp_1| + [x2— x4 +
+

+ |Xn—2 — Xp-1| + |[Xn—2 — xu| +
+ |xn—1 - xnI-

Najdéte nejvétsi hodnotu tohoto souctu.

3.2 Urcete nejveétsi redlné &islo z tak, aby existovala redlnd
Lisla x, y takova, Ze

x+y+2=5,
xy + vz + gx = 3.

3.3 Najdéte vechna redlnd &isla b, pro néz existuji nezdpornd
realnd &isla x1, x2, x3, x1, x5 takova, Ze plati

Skr=b S B =8, S B = 5.
n =1 k=1
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3.4 Uvazujme funkci
f(x) =1 —acosx — bsin x — A cos 2x — B sin 2x,

kde a, b, A, B jsou dand redlnd ¢&isla. Je-li f(x) = 0
pro kazdé redlné x, potom

a2+ 22, A2+ B2< 1.

Dokazte.

3.5 Urcete nejvétsi hodnotu, kterou muze nabyt soucin
nékolika pfirozenych d&isel, jejichZz soucet je 1 984.

3.6 Necht Py(x) = x2 —2 a proje {2,3,4,...} je

Py(x) = Pi(Pj-1(x)).

Dokazte, Zze pro kazdé pfirozené n jsou viechny kofeny
rovnice P,(x) = x redlné a ruzné.

3.7 Urcete vSechny kvadratické troj¢leny f(x) = ax? +
+ bx + c, které spliluji nasledujici dvé podminky:

a) lf(x)| é 1 Pr0x6<_1: 1>3
b) a% + b2 + ¢ = 5.

4. Teorie Cisel

m m
4.1 Dokazte, ze kazdy zlomek o 0 < PRI 1, je mozno vy-

jadfit ve tvaru
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4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

154

m 1 1 1
—=—4+—+4 ...+,
n g2 qr

kde 0 << g1 << g2 < ... << gqr jsou celd Cisla a g5 d&li
grriproke {1,2,...,r — 1}.

Pro kazdé prirozené ¢islo % existuje nekoneiné mnoho
prirozenych ¢isel N takovych, Ze v jejich dekadickém
zépisu neni Zddnd nula a pfitom &isla N a AN maji stejny
ciferny soucet. DokazZte.

Je-li pfirozené C<Cislo délitelné &islem 10 101 010 101,
pak md jeho dekadicky zdpis aspoil Sest nenulovych
¢islic. Dokazte.

Je déno sedmnicticiferné Cislo. ZapiSme jeho Eislice
v obrdceném poradi a vzniklé Cislo pfi¢téme k d&islu
danému. Dokazte, Ze asponl jedna z Cislic uvedeného
souctu bude suda.

Je déno prfirozené (islo n. VSechna prirozend (&isla, je-
jichz dekadicky zdpis méd nejvyse n Cislic, rozdélime
do dvou skupin podle toho, je-li jejich ciferny soucet
lichy nebo sudy. Je-li 1 < %k < n, dokazte, Ze soulet
k-tych mocnin vsech &isel prvni skupiny se rovnd souctu
k-tych mocnin vsech ¢isel druhé skupiny.

Dokazte, ze mezi libovolnymi 200 celymi ¢isly najdeme
100 cisel tak, Ze jejich soucet bude délitelny stem.

Je dano piirozené ¢&islo » > 1000. Oznatme a; zbytek
Cisla 2" pii déleni &islem &, k€ {1,2, ..., n}. Dokazte,
Zzeay +ax+ ... + ay > 2n.



5.1

5.2

53

54

5. Kombinatorika

V jednom mésté nékolik lidi nastydlo, a tak vypukla
chiipkova epidemie (v nasledujicich dnech jiz nikdo
nenastydl, chiipka se 3ifila kapénkovou nakazou). Nemoc
vypukne druhy den po nédkaze a trvd vzdy jeden den,
nésledujici den je ¢lovék imunni. Pfitom kazdy zdravy
ob&an navstivi kazdy den vSechny své nemocné piitele,
prestoZe se od nich nakazi, pokud neni ten den imunni.
Dokazte, ze pokud prvni den epidemie nikdo nebyl
imunni, pak epidemie jednoho krdsného dne skonci.
Zustava tvrzeni v platnosti, pokud pripustime, Ze prvni
den epidemie mohl byt nékdo imunni ndsledkem o¢kovani ?
Ve skupiné nékolika lidi ma kazdy nejvyse tfi nepiiatele.
Dokazte, ze skupinu lze rozdélit do dvou ¢asti tak, aby
kazdy clovék mél ve své Casti nejvySe jednoho nepfitele.
Turnaje v nohejbalu se zGcastnilo n > 2 druZstev, pfitom
pro kazdda dvé muzZstva se najde tfeti, které nad obéma
vyhrélo. Pro jaké n» mohla takova situace nastat?

Na stole je n knih sloZzenych v nékolika hromédkach.
Knihovnik je kazdy den pferovnivd - z kazdé hromddky
odebere jednu knihu a z téchto vytvoti novou hromadku.
Pritom do sesitu zapiSe poéty knih v jednotlivych hro-
madkach (sefazené podle velikosti). Dokazte, ze plati:
a) Po néjakém Case se zdpisy v seSitu zalnou pravidelné

opakovat.
b) Jestlize po néjakém cCase budou zdpisy kazdy den

stejné, pak n = (;) pro vhodné 4.

Plati tvrzeni b) i obrdcené?
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5.5 Ve skupiné nékolika lidi ma kazdy pravé tii piatele.
Rozhodnéte, zda kazdou takovou skupinu je moZno
rozdélit do dvojic tak, aby lidé v kazdé dvojici byli
prateli.

5.6 V roviné je dano n bodu, z nichz zadné tii nelezi v pfimce.
Kolik nejvyse usetek lze vytvorit spojovanim danych
bodu, aby pfitom nevznikl Zddny trojuhelnik (s vrcholy
v danych bodech)?

5.7 V roviné je ddno nékolik bodu, pritom zadné tfi nelezi
na jedné primce. Nékteré dvojice bodu jsou spojeny
useCkami tak, Ze z kazdého bodu vychdzeji nejvyse tii
asecky. Dokazte, Ze body je moZno obarvit dvéma barvami
tak, Ze kazdy bod je usetkou spojen nejvyse s jednim
bodem téze barvy.
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26. ro¢nik mezinarodni matematické olympiady

Prubéh a vysledky

Dvacata Sestd mezindrodni matematickd olympidda (MMO)
se konala ve dnech 29. ¢ervna — 11. Cervence 1985 ve Finsku
za rekordni ucasti 209 soutézicich zdku z 38 zemi. V mezi-
narodni poroté, jiz predsedal prof. Ilpo Laine z helsinské
univerzity, byly zastoupeny tyto staty: AlZirsko, Austrélie,
Belgie, Brazilie, Bulharsko, Ceskoslovensko, Cina, Finsko,
Francie, Island, Itélie, Izrael, Jugoslavie, Kanada, Kolumbie,
Kuba, Kuvajt, Kypr, Madarsko, Maroko, Mongolsko, NDR,
Nizozemi, Norsko, NSR, Polsko, Rakousko, Rumunsko,
Recko, SSSR, Spanélsko, Svédsko, Tunis, Turecko, USA,
Velka Britdnie a Vietnam. S francouzskou delegaci pficestoval
na MMO navic jeden irdnsky Zak, ktery t¢. studuje ve Francii.
Na 26. MMO byla déle pfitomna pozorovatelka z Indie.

Pripravné prace, tj. vybér ualoh, jejich formulace a preklad
do jazyku soutéZicich, provadéla mezindrodni porota ve
dnech 30. Cervna - 3. Cervence; sidlila pfitom v nevelkém
finském mésté Heinola, asi 100 km severné od Helsinek.
Z materialt zpracovanych finskymi organizdtory na zakladé
navrht doslych z jednotlivych zemi vybrala porota pro soutéz
téchto Sest uloh:
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1. Je dé4n konvexni tétivovy Ctyfuhelnik ABCD a kruznice
k, jejiz stted lezi na strané AB a kterd se dotyki ostatnich
tii stran BC, CD, DA ¢tyiuhelniku. Dokazte, Ze pak plati

|AD| + |BC| = |4B|.

2. Necht 7, £ jsou dand, navzdjem nesoudélnad prirozend
Gisla, 0 <% <m, a necht M= {1,2,...,n — 1}. Kazdy
prvek ; mnoZiny M obarvime jednou ze dvou barev (modré
a bild), a to tak, ze
(1) ¢islo j m4 vidy touZ barvu jako &islo n — ;

(2) kazdé ¢isloj e M, j #~ k, md touZ barvu jako &islo [ — 7).

Dokazte, ze pak viechny prvky mnoZiny M maji touz
barvu.

n
3. Je-li P(x) = > a;x/, n = 0, mnoho¢len s celo¢iselnymi

=0
koeficienty, oznaéme w(P) polet téch jeho koeficientl ajy,
které nejsou délitelné dvéma. Necht Q;(x) = (1 + x)/ pro
Jj=0,1,2,....
Dokazte: jsou-li 71, 72, ..., 7, celd &isla spliujici 0 < 7 <
<12 < ... < iy, pak plati

w(Qil + Qig T oee e Qin) 2 w(Qil)'
4. Mnozina M ma pravé 1 985 prvki. Jsou to vesmés celd
kladnd ¢&isla, jejichZ prvocinitelé nejsou vétsi nez 26.
Dokazte, ze v M lze nalézt &tyfi navzdjem razna Cisla,

jejichZ soudin je &tvrtou mocninou celého Eisla.

5. Je d4n trojuhelnik ABC a kruZnice % se stiedem O,
kruznice k prochdzi body 4, C a protind ase¢ky 4B, BC
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v dalich dvou bodech K, resp. N, K = N. Pritom kruZnice
k1, resp. ko, opsané trojuhelniku 4ABC, resp. BKN, maji
pravé dva spole¢né body B a M.

Dokazte, ze uhel OMB je pravy.

6. Ke kazdému redlnému Cislu x; sestrojime posloupnost
{xn },_, tak, Ze poloZime

1
Xn+1l = Xn (xn + —>
n

prokazdén =1,2,3, ... .
Dokazte, Ze existuje prdavé jedna hodnota x; takovd, Ze
pro kazdé n = 1,2, ... plati

0<x71 <xn#1<l.

Tyto tlohy pochédzely z ndvrha piedlozenych Velkou
Brit4nii, Australii, Nizozemim, Mongolskem, SSSR a Svéd-
skem.

Ackoliv se jiz na nékolika minulych MMO poukazovalo
na nutnost rozsifit okruh témat, jez se objevuji v soutéZnich
alohich MMO, byl i tentokrite vybér omezen na pievazné
klasickd témata: planimetrii, kombinatoriku, elementédrni
¢iselnou teorii. Snad jen Sestd uloha byla ponékud netra-
di¢ni.

Jak pozdéji také potvrdily vysledky soutéZe, byly vybrané
alohy vcelku vhodné pro MMO. Porota viak ponékud pod-
cenila obtiZnost tieti tlohy, jejiz feSeni vyzadovalo netri-
vidlni obménu provedeni matematické indukce. Pravé tato
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nejtézsi uloha zpusobila, Ze vysledné bodové hodnoceni bylo
0 poznani niz$i nezli napf. v loniském roce.

Jako obvykle, byla kazd4 uloha ohodnocena sedmi body,
takze kazdy soutéZici mohl ziskat v soutézi nejvyse 42 bodu.
Podrobnd kritéria pro hodnoceni feSeni porota tentokrite
nepfipravovala a prenechala tuto nelehkou tlohu finskym
koordindtoriim, ktefi se ji zhostili velmi dobfe.

Jesté¢ drive nezli porota dokonlila pfipravu soutéZnich
uloh, pricestovali do Finska soutézici zaci. Byli ubytovéni
v rekreatnim stfedisku Joutsenlampi v motelu Rantasipi,
uprostfed prekrasné finské pfirody. Vlastni soutéZ se pak
konala v nedalekém méste¢ku Joutsa. Slavnostni zahdjeni
26. MMO probéhlo ve stiedu 3. ¢ervence dopoledne v mistni
Skole za uclasti mezindrodni poroty, kterd sem proto prijela
z Heinoly.

Dalsi dva dny, 4. a 5. Cervence, byly soutézni: kazdé do-
poledne resili zici po tfech tlohach. V patek 5. Cervence
presidlila také porota do Joutsenlampi, kde se pak vykonaly
veskeré prace spojené s opravou a koordinaci hodnoceni
zakovskych reSeni. Diky dobré piipravé kolektivu finskych
koordindtort probéhla koordinace velmi hladce a rychle,
takZe porota mohla na svém zasedani v nedéli 7. Cervence
bez dlouhych debat schvalit kone¢né vysledky.

Zaroven zde bylo rozhodnuto udélit 14 prvnich cen (za fe-
Seni ohodnocena 34 —42 body), 35 druhych cen (za 22—32
bodu) a 52 tretich cen (za 15—21 bodt). Celkem tak ziskalo
nékterou z cen 101 zaku, tedy necelych 50 9, z celkového
poctu 209 soutézicich. Tyto poéty cen odpovidaji tradi¢nim
podminkim MMO.

Po prozkoumani navrha predloZenych koordinatory bylo
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na dal§im zasedédni poroty rozhodnuto, Ze na 26. MMO
nebudou udéleny Zadné zvlastni ceny za origindlni FeSeni
jednotlivych uloh.

Prehledné tidaje o poctech cen a soultech bodii ziskanych
jednotlivymi delegacemi jsou uvedeny v pfipojené tabulce.

Vedle &asti matematické obsahoval program MMO jako
obvykle také ¢ast kulturné-poznavaci. Pro tcastniky MMO
bylo uspotfaddno nékolik vyleta: do mésta Jyviskyld (pouze
pro zéky), do Lahti (s navstévou sportovniho stadionu a pivo-
varu), k jezerim v okoli Joutsy (s ukidzkou rybolovu), na
typicky finsky statek (s ukdzkou folkléru), prohlidka mésta
Helsinki a projizdka lodi podé¢l pobiezZi s nezapomenutelnymi
pohledy na Helsinky z mofe.

Zavér 26. MMO probihal v Helsinkdch, kam se vsichni
Gclastnici premistili 9. Cervence. Ceny byly Zikim rozdéleny
na slavnostnim zakonceni 26. MMO ve stiedu 10. ervence
odpoledne v aule helsinské univerzity za pfitomnosti finské
ministryné Skolstvi pani Kaariny Suomio. Ocenéni Zzéaci
dostali diplomy a medaile, ostatni jen diplomy uc&astniku.
Sesti nejlepsim vénovala firma Nokia osobni potitale.

Na slavnostnim zakon¢eni vystoupil také vedouci polské
delegace prof. A. Makowski, ktery pozval vSechny zulastné-
né na 27. MMO, ktera se md konat v Cervenci 1986 ve Varsavé.

MMO byla pak ukon¢ena vecefi na rozlou¢enou spojenou
s improvizovanym kulturnim programem. Ve tvrtek 11. Cer-
vence jiz zacaly zahrani¢ni delegace opoustét Helsinki.
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Ceskoslovenska tdast na 26. MMO

Do soutéZe na 26. MMO vyslalo Ceskoslovensko $est
zakt gymndazii vybranych na zakladé vysledkti dosaZenych
v domdci MO a na pfipravnych soustfedénich, seminatich
a podobnych pomocnych akcich., Jména Sesti soutéZicich
spolu s bodovym hodnocenim jejich feSeni soutéznich uloh
MMO jsou uvedena v pfipojené tabulce.

Po nevyrazném uspéchu Ceskoslovenského druZstva na
25. MMO byly vysledky nasich zaka na 26. MMO ocekavany
s nad¢jemi, které se viak tak docela nesplnily. Ani zisk tii
druhych cen a jedné tfeti - coz je lep$i nez na 25. MMO -
nemuze zakryt skute¢nost, ze bylo v sildch nasich zdka podat
celkové lepsdi vykony. Relativni pofadi soutézicich na MMO
lze povazovat za pomérné signifikantni ukazatel, at jsou sou-
téZni tlohy obtizné nebo snazsi: mezi 209 Gicastniky 26. MMO
se na$i zdci umistili na 38.—39., 44—46., 47.—49., 75.—83.,
119.—128., a 156.—159. poradi.

Pokud se tyce jednotlivych uloh, nejsou jasné pii¢iny né-
kterych netGspécht pfi feSeni prvni ulohy, kterd svou na-
ro¢nosti rozhodné nepifesdhla béznou stiedoskolskou urover.
Také pata uloha, k jejimuz feSeni vedlo nékolik ruznych cest,
mohla dopadnout lépe.

Pétrdme-1i pro pfi¢indch neaspéchi, objevuje se znovu
vyznam psychického faktoru. Nadim reprezentantim na
MMO nechybgji, jak se zd4, ani tak konkrétni znalosti z ma-
tematiky, jako spiSe pohotovost pii jejich uplatfiovani.
Vsichni jist¢ ovlddaji elementy trigonometrie (prvni uloha),
viichni jist& znaji Dirichletav princip (¢tvrtd tloha). Je viak
tieba se prizpusobit tomu, Ze Glohy na MMO nejsou prostd
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cviCeni v aplikaci zndmych poucek, ale vyZaduji vedle teore-
tickych znalosti také vytrvalost a trochu zru¢nosti.

Pripad Sesté a do znatné miry i tieti ulohy ilustruje ten-
dence MMO k zatazovani atypickych tloh s elementy ma-
tematické analyzy.

Utast Ceskoslovenska na 26. MMO se oviem neredukovala
jen na soutézici zaky. Ceskoslovensko pfispélo uz k piipravim
MMO zasldnim ndvrhu ¢tyi uloh pro soutéZ. Jednu z nich
zatadili finsti organizdtofi do vybéru 18 tloh piedklddanych
mezinarodni poroté, a to jako alternativu k tloze navrhované
Mongolskem: pifi definitivnim rozhodovani pak byla prijata
mongolské tloha (¢tvrtd soutézni).

Také na praci mezindrodni poroty v prabéhu MMO
mélo Ceskoslovensko aktivni podil: ptedloZilo n&kolik inicia-
tivnich nédvrha, napfiklad reformulace textu Sesté ulohy,
usporddéni soutéznich uloh atd., jez byly porotou pfijaty.
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Celkové vysledky 26. MMO

Alzirsko - DZ
Austrilie - AU
Belgie - BE
Brazilie - BR
Bulharsko - BG
Ceskoslovensko - CS
Cina - CN
Finsko - FI
Francie - FR
Irdn - IR
Island - IS
Italie - IT
Izrael - IL
Jugoslavie - YU
Kanada - CA
Kolumbie - CO
Kuba - CU
Kuvajt - KW
Kypr - CY
Madarsko - HU
Maroko - MA
Mongolsko - MN
NDR - DD
Nizozemi - NL
Norsko - NO
NSR - DE
Polsko - PL
Rakousko - AT
Rumunsko - RO
Recko - GR
SSSR - SU
Spanélsko - SP
| Svédsko - SE
Tunis - TN
Turecko - TR
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N Pocet Cena Soucet

Zemé Geastnika| 1. II. IIL. | bodu
USA - US 6 2 4 0 180
Velk4 Britdnie - GB 6 0 2 3 121
Vietnam - VN 6 1 3 1 144
Celkem 209 14 35 52 3114
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Refeni Gloh 26. MMO

1. Ozname S stied kruZnice &, r jeji polomér a E, F, G
po fadé body, v nichz se & dotyké stran BC, CD, DA. Plati

|[EC| = |FC|, |FD| = |GD],
SE | BC, SF | CD, §G | AD,
takze
|<t CSE| = |<¢ CSF|, |<t DSG| = |<¢ DSF|.
Jelikoz ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, plati
|<t BCD| + |<t BAD| = = = |<t ADC| + |<C ABC].
Oznatime-li « velikost thlu CSE a f velikost uhlu DSG,
bude |<¢ BAD| = 2a, |<t ABC| = 2p. Pro délky stran

pravouhlych trojuhelnika 4ASG, DSG, BSE, CSE dostaneme
pak tato vyjadieni:

lAS]| = =
al sin 2z’ |BS] sin 2/3°
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|AG| = » cotg 2a, |BE| = r cotg 2[5,
|CE| = r tga, |DG| = rtgf.
Z rovnosti

sin & cos 22 sin? « + cos? « 1

tg o + cotg 2o = + = = - = —
g g cos o sin 2a 2 sin o Cos o sin 2«

vyplyva rovnost

|4S| = |AG| + |CEl;
obdobné odvodime i rovnost

|BS| = |BE| + |DG|

a sectenim obou téchto rovnosti pak dostaneme dokazovanou
rovnost

|AB| = |AD| + |BC|.

2. Skutecnost, Ze Cisla 7, ;7 maji touz barvu, budeme znacit
i ~j; relace ~ je ekvivalence na mnozin& {1,2, ...,n — 1},
pro kterou plati
Q) j~n—g proj=1,2,...,n — 1;
@ T~k proj =1,2,...,n — 1,7 # k.
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Relaci ~ rozdifime na mnozinu Z v3ech celych &isel, a to
tak, Ze polozime jednak

3) 0~k
jednak
4) J+n~j pro viechnaj e Z.

Snadno se presvéd¢ime, Ze po tomto rozsifeni plati
@) J~n—j

pro vechna j € Z. Skute¢ng, je-li jeZ, j=np +r,pe Z,
0=r<m, je

J=mpt+r~r~n—r~n—r—np=n-—j.
DokaZeme nyni, Ze pro kazdé g Z je
5) gk ~ k.

Vztah (5) plati trividlné pro ¢ = 1, podle (3) pro ¢ = 0;
podle (1") a (4) je pak

—k~n—Fk~k,
takZe (5) plati také pro ¢ = —1.
Déle postupujeme indukci. Predpoklidejme, Ze (5) plati
pro viechna g€ Z, |q| < m, kde m = 1, a dokdZeme, Ze (5)

plati také prog =m + laprog = —m — 1.
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Necht (m + )k =np + r, 0 < r < n, takZe podle (4) je
(m+ Dk ~r. Je-li » =4k, mame vztah (5). Je-li » > &,
jepodle 2)r ~r —k,aviakr — k~mnp + r — k = mk ~ k.
Je-li konetné » < k, je podle (2) r ~k — r, ale k —» ~
~k—np —r=—mk~*k.

Pro ¢ = m + 1 tedy (5) plati.

Obdobné necht (—m — 1)k =np + r, 0 < r < n, takze
(=m — Dk ~r~n—r. Je-i n—r ==Fk, plati (5). Je-li
n—r >k, jepodle 2)n — r ~n — r — k, aviak podle (4)
je pak n—r—k~n—r—k—nlp+1)=—r—k—
—np = —k+ (m+ Dk =mk ~Fk. Jelin — r < k,je pod-
dle(2)n —r~k —n+ rdilepodle 4) k —n+r ~k —
—n+r+np+1)=Fk+np+r= —mk~ k. Opéttedy
vzdy plati (5).

Ponévadz ¢&isla n, & jsou nesoudélnd, lze kazdé celé ¢islo
z € Z vyjadiit ve tvaru

2 = ak + bn,
kde ac Z, b Z. Podle (4) a (5) plati pak pro kazdé ze€ Z
2 =ak + bn ~ak ~k;

v ekvivalenci ~ patii vSechna ¢isla do jediné tfidy - tj. maji
vSechna touz barvu.

. . 2m .
3. Pii 0 <k <2m, m = 1, je &islo (k) sudé, plati totiz

e (o) =2 (0 20)-
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Mnohotlen Q,.(x) = (1 + x)*" tedy miZeme psit ve tvaru
02(%) = 1 + Ru(x) + 2%,

kde R, je mnohoclen stupné 2™ — 1, jehoZ koeficienty jsou
vesmés sud4 Cisla.
Je-li P libovolny mnoho¢len stupné #n, n << 2™, pak

1) Px)Qyu(x) = P(x) + P(x)Rn(x) + 5" P(x),

takze
2) w(P . Qpn) = 2w(P).
Nerovnost
@) W@, + ... + Qi) = w(Q;),
kde 0 = 7; < ... < iy, dokdZeme nyni indukci podle stupné

iy. Pro i, = 0, 7, = 1 je ovSem (3) trividlni. Pfedpokladejme
tedy, Ze (3) plati, jakmile 7, << 2™, m = 1, a dokaZeme, Ze
potom plati také, kdyz 2m < 7, <2m+1,

Rozlisime dva piipady:

I. Necht

2m < gy < ... <, <<2mtl
Potom
Qi1 + o0 + Qin = sz (Q,'lizm + ... + Qi,r—-2’")

a podle (2) a indukéniho predpokladu je
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w(Qi1 + ... + Qin) = 2‘w<Ql~1,2m + ... + Qin—Z"‘) 2
= 20(Q;, 5n) = w(Q,);

nerovnost (3) tedy plati.
II. Necht
N<...<fgo1<2MZ < ... <fp<2m+tl
pro nékteré ¢, 1 < g < n. Potom
(4) Qi+ + Qi

je mnoho¢len stupné mensiho nez 27, a tedy

5) w(Q;, + ... + Qi) = w(Qy)
Mnoho¢len
(6) QX+ ...+ 0, (% zé;cjxf

muzZeme vyjidfit ve tvaru

Qon(%) [Qyy—2n(®) + « o + Qi ou(X)] =
= [1 + Ru(x) + x™"] [Qi—2n(®) + oo + Qi 2u(X)].

Z tohoto vyjadieni je vidét, Ze ke kazdému lichému &islu
¢i(0 <7 < 2m) lze ptifadit rovnéz liché &islo ¢; .. Proto
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se pri¢tenim mnoho¢lenu (6) k mnohotlenu (4) &islo w ne-
zmensi:

w(Q+ ... + O )= wQ; + ...+ Q)
Podle (5) tedy nerovnost (3) plati i v tomto pfipadé.
4. Kazdé &islo ¢ € M lze vyjadrit ve tvaru
1) ¢ = 2% 3k ghs 7k (1Rs J3ks J 7k Johe D3l

kde A1, k2, ..., k9 jsou nezidporna celd Cisla. Také soulin
libovolného poctu ¢&isel z mnoziny M je moZno vyjadrit ve
tvaru (1). Pfitom &islo ¢ z (1) je druhou resp. ¢tvrtou mocninou
celého cisla pravé tehdy, jsou-li exponenty ki, %o, ..., k9
vesmés Cisla sudd, resp. délitelna Ctyimi.

Ponévadz 29 = 512, najdeme v kazdé mnoZin& P obsahujici
alespori 513 (ruznych) &isel tvaru (1) minimalné dvé dCisla
¢, ¢’ takova, Ze pro jejich exponenty ki, ko, ..., kg, resp.
ks ky, .. ., Ry z vyjadieni (1) plati:

(2)  prokazdé;j =1,2,...,9 je &slo k; + &, sudé.

Potom je oviem soudin cc’ téchto &isel ¢tvercem celého Cisla
e’ = d?, pritemz Cislo d lze opét vyjadrit ve tvaru (1).
Z mnoziny M o 1985 prvcich takto muZeme postupné
1985 — 511
ziskat =5 = 737 dvojic &isel ¢, ¢, resp. 737 Cisel d
(d? = ¢c") tvaru (1). Ponévadz 737 > 512, je opét moZno
mezi &isly d najit minimélné dvé (ve skute¢nosti alespori 113)
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Cisla d, d’ takova, Ze pro jejich exponenty ki, k2, ..., ko,
resp. ky, ky, ..., ky plati (2). Je tedy opét dd' &tvercem
celého &isla b, dd' = b2, takZze d2d’? je jeho ¢tvrtou mocninou
d2d’? = b*. Avsak d2 a stejné tak d'? je soutinem dvou &isel
z mnoziny M - ziskali jsme tak &tyfi (navzdjem ruznd) Cisla
z M, jejichZ soutin je &tvrtou mocninou celého &isla.

5. Trojuhelnik ABC nemuze byt rovnoramenny se zaklad-

nou AC, nebot pak by kruznice %; a k2 mély spoletny jediny
bod B. MuZeme proto bez Gjmy obecnosti piedpoklidat, ze

1) |<x BAC| < |< BCA|,

takze |<C BAC| < 90°.

Oznatme S stfed kruZnice %; a R stied kruznice k2. Doké-
Zeme nejprve, ze SORB je rovnobéznik.

Ponévadz ¢tyiahelnik AKNC je tétivovy, plati

|<c BNK| = |< BAC]|.
Trojahelniky BCS a BKR jsou rovnoramenné a plati v nich
jednak
1
|<¢ SBN| = |<¢ SBC| = 90° — Pl |<c BSC| =
=90° — |<¢ BAC| = 90° — |<¢ BNK]|,

takZe nutné BS | NK, jednak
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1
|0 RBK| = 90° — — | BRK| = 90° — | BNK| =
= 90° — | BAC|,

takze BR | AC.

Avsak SO | AC a RO | KN, nebot spoletnd tétiva
dvou kruznic je vzdy kolmd na spojnici jejich stfedu.
Je tedy skutetné SO || BR a BS|| RO, takze SORB je
rovnobéznik.

Ozna¢me nyni B’ bod kruznice k3 takovy, ze BB’ je jejim
prumérem. Potom oviem je také SOB'R rovnobéznik.

Je-li M = B’, je OM = OB’ || SR | BM. Je-li M + B/,
je jednak BM | B’M (Thales), jednak OB’ || SR | BM.
To v3ak znamen4, ze bod B’ lezi na pfimce OMa OM | BM.

6. Oznatme M mnozinu viech posloupnosti {x, },” , klad-
nych &isel spliujicich

1
1 ) +1 — ) -
( ) Xn+1 Xn (xn + n>

pro viechna ne N = {1,2,3,...}; vztah (1) lze vyjadfit
také ve tvaru

1 -
2) Xn = z_nq/éln?xnﬂ +1-—1).

Z (1) a (2) je ihned vidét, Ze pro posloupnosti {x,} e M,
{¥n } € M plati tato tvrzeni:
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(i) jestlize x, = y, pro n&které n < N, potom x, = y, pro
viechna n € N;

(ii) jestlize x, <yn pro n€které ne N, potom x, <y,
pro viechna n € N;

(iii) k libovolnym &islam ¢ > 0, m € N existuje v M posloup-
nost {x, },_, takova, Ze x, = c.

Ke kazdému & € N tedy najdeme v M posloupnost {¥x5 }°_,,
ve které je Fxx = 1, a posloupnost {;x,},—;, ve které je
xp =1 — % Podle (ii) je pak px, <*x, provsechna n € N,
zejména tedy rx1 << Fxp.

Zéroven mame podle (1) pro 2 € N

il =1 <1+ 7= a1

a
1
Xk = 1 — PREY >1-— 7 = L
takze plati
3 kX1 < prixn < Frlxy < Fxg

pro kazdé k< N. Posloupnosti {¥x;};2; a {zx1};", jsou
tedy monotonni a omezené, tudiz konvergentni a plati

lim rx; < lim *xp;

k— o kE— o
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existuje tedy kladné &islo z takové, Ze

4) lim ;x; £ 2 £ lim Fxy.

k— o k— o
Podle (3) je oviem
X << 2 << Exy

pro kazdé k € N, takZe pro posloupnost {x,};_; € M, vniZ
je x1 = 2z, plati

n—1

(5> = pxn < Xp < "xp = 1

n
pro kazdé n € N, resp. podle (1)
(6) 0 <xp <xp+1<l.
Kdyby v M existovaly dvé riazné posloupnosti {x, }

a {x,}, ¥n < x,, obé splitujici (6) pro vSechna ne N,
platilo by podle (5)

, , , 1
Xyi1 — Xni1 = (X, — Xn) <xn + Xn + ; -

, 1 ,
> (x, — xp) (2 — -—) =X, — X

n
pro n € N, na druhé strané vsak také

n—1

1
n
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coz vede ke sporu. Existuje tedy pravé jedna kladnd hodnota
x1, (cca 0,446 534 914 .. .) takovd, Ze posloupnost {x,} €M
s prvnim ¢lenem x; spliiuje (6) pro vSechna n € N.

178



Hodnoceni 34. roéniku MO

Na urovni stfednich $kol, tj. v kategoriich A, B a C, pro-
bihaji posledni ro¢niky MO v pomérné stabilizované formé,
bez mimoradnych vykyvu.

I kdyZ statistické udaje o pocétech tucastnika z jednotli-
vych kraji nebyly ocidtény od vlivu populaénich trendd,
1ze z nich vysledovat urdity vzestup zdjmu o MO, predevsim
v kategorii C a Castetné i B.

Ve srovnani s pfedchozim 33. ro¢nikem MO vzrostl v tomto
roce pocet ulastnika 1. kola kategorie C zhruba o tfetinu,
2. kola pak aZ o polovinu. Sv&d¢i to o pozitivnim vyvoji
v prici s mladymi matematickymi talenty, a to jiz od zdkladni
§koly. Z tohoto vyvoje lze Cerpat urCité nadéje pro pristi
1éta i pro vyssi kategorie MO.

V kategorii B jsou zjisténé piirastky sice mensi (zhruba
desetiprocentni, resp. tficetiprocentni), avsak stile patrné.
Naproti tomu se oproti loiisku pfili§ nezménily pocty gym-
nazista z vyssich téid soutéZzicich v kategorii A. Teprve pfisti
ro¢niky ukézi, zda narust v Gcasti dospéje postupné az sem.

Porovnavani procenta Gspésnosti v MO v ruznych kolech,
kategoriich a roc¢nicich je velice slozitou zaleZitosti, nema-li
ulpivat jen na povrchu; k solidnim vysledkiim nelze dospét
bez hlubsiho rozboru vsech pusobicich faktori.

179



Nicméné vSak zkuSenosti z poslednich MMO nasvéd¢uji
tomu, Ze nasi MO, jejiz uroven je vieobecné velmi dobr4,
chybi ndro¢néjsi zavéretné vyvrcholeni: urovein obtiZnosti
3. kola kategorie A je zfetelné niZ8i nezli uroveri obvykld
na MMO. Tento rozpor Bude tfeba feSit, i kdyZz prosté
zvySeni obtiZnosti tloh 3. kola by patrné nebylo optimalnim
feSenim.

Ve vékovych kategoriich Zzdku zékladnich kol je situace
v MO charakterizovéna urlitymi organiza¢nimi diskrepancemi
mezi CSR a SSR. Ve 34. ro¢niku MO se podatilo zorganizovat
celostatné soutéz vedle tradi¢nich osmych tfid jesté také pro
sedmé tridy. Pro péaté a Sesté tfidy se MO poradala (expe-
rimentéalng) jen v SSR.

Dosavadni zku$enosti ukazuji dostateny zédjem zdka sed-
mych tfid o soutéZ; polty ulastnika kategorie Z7 jsou pfi-
méfené srovnatelné s polty zdkua v Z8.

Zmény v organizaci bezpochyby ovlivnily (a jesté v bu-
doucnu ovlivni) zdjem zdka zékladnich $kol o MO a pomo-
hou - doufejme - udrzet jej i ve vysSich kategoriich.

Kategorie Z, resp. nyni Z8 a Z7, jsou zamérné pojimany
jako soutéz s mnohem $irdi zdkladnou nezli kategorie stfedo-
Skolské, jsou tedy piirozené citlivéjsi k vlivim popula¢nich
trenda.

V3echny tyto faktory je tieba brat v uvahu pii hodnoceni
ucasti v 34. ro¢niku MO. Neni tedy nutné hodnotit urcity
pokles v poltu ucastnika kategorie Z8 oproti 33. ro¢niku
jednoznacné negativné.
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