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Mili pratelé a spolupracovnici matematické olympiddy,

po skonceni jiz pétatiicitého ro¢niku této soutéZe dosti-
vite do rukou soubornou zprivu o jeho prubéhu a vysled-
cich. Nékteré zmény v organizaci matematické olympiddy
(MO), které byly provedeny pravé v tomto ro¢niku, se pro-
mitly také do usporadéni této rocenky.

Jednou ze zmén bylo daldi postupné rozsifovani MO do
niz8ich ro¢nika z4kladni 3koly. Tento proces trvé jiz néjaky
¢as. Z pavodni jediné kategorie Z pro Ziky nejvyssich roni-
kua zdkladnich $kol se vy¢letiuji samostatné kategorie pro osmé,
sedmé, Sesté, ... tiidy. Ve Skolnim roce 1985/86 byly
soutéZe v kategoriich Z 8 a Z 7 potaddny jiZ jednotné v celo-
stitnim méFitku, niZ§i kategorie Z 6, Z 5 a Z 4 zatim probi-
haji pokusné pouze v SSR. Piedpoklada se viak, Ze se kate-
gorie Z 6 rozsiii v dohledné dob& na celou CSSR.

Druhou zévaznou zménou v MO bylo zavedeni zcela nové
kategorie P, urené Zdkum stfednich $kol a orientované na
problematiku z oblasti matematické informatiky. Soutéz v té-
to kategorii byla ve §kolnim roce 1985/86 poprvé uspoiddina
celostatné, s pfimym vyuZitim zku$enosti ze soutéZi, semina-
fu a dalich akci s informatickou tematikou, které byly v dri-
véjsich letech pofddiny pouze z iniciativy 3kol, pfipadné
kraja, prevdzné v SSR.
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Zavedenim kategorie P (programovéni) se pofadatelé
MO snazili poskytnout tém nasim stiedo$koldkum, ktefi se
hloubgji zajimaji o moderni vypocetni techniku a o matema-
tické problémy spojené s jejim raciondlnim vyuZivanim, pri-
lezitost zméfit své sily a schopnosti formou soutéZe. Pfitom
nejde —ato je tieba zduraznit — o soutéZ v sestavovani kon-
krétnich programu v urditém programovacim jazyce, ale
predeviim o problematiku skuteéné matematickou. BliZsi
udaje jsou ostatné obsaZeny v piislusné kapitole této rocenky.

Zavedenim novych kategorii se pfirozené zvétsil rozsah praci
i materidla MO. Ministerstva $kolstvi proto rozhodla rozdélit
rotenky MO do dvou svazka. Pocinaje timto 35. ro¢nikem
MO budou tedy vychizet paralelné roenky dvé: jedna pro
MO na stfednich 3koldch, tedy pro kategoriec A, B, C a P,
a druhd pro MO na zdkladnich $koldch, tj. kategorie Z 8,
Z17,Z6, ... Nékteré zdkladni idaje o MO jsou pfirozené
spole¢né viem kategoriim, a najdete je proto v obou svazcich.

Rocenka, kterou vam zde pfedkliddme, obsahuje zevrub-
nou zprdvu o prubéhu a vysledcich MO v kategoriich A, B
a C, zpravu o nové kategorii P, tlohy z celost4tniho korespon-
den¢niho semindfe a také obvyklou zprdvu o prub&hu a vy-
sledcich 27. mezindrodni MO. Vedle svého »historického«
poslani zachovat v ti§téné podobé dokumentirni informace
o minulych udélostech plni rotenky MO je§té¢ druhou neza-
nedbatelnou ulohu. Jsou totiZ cennym zdrojem matematickych
uloh, jez mohou — bez ohledu na samotnou MO a soutéZe
viibec — prospét kazdému Ctendii se zdjmem o matematiku
k tiibeni teoretickych znalosti i obratnosti pii feSeni konkrét-
nich tloh, a mohou tedy obecné prispét k pozdviZeni Grovné
matematického vzdéldvani v nej$ir§im smyslu.



Piejeme vam tedy, abyste nad strdnkami na$i ro¢enky strd-
vili chvile zpfijemnéné nejenom osvéZenymi vzpominkami na
35. roénik MO, ale predevdim onim zvld$tnim pocitem
zndmym vSem matematikiim, kterého dosdhnete, kdyZ se vim
podafi samostatné rozielit problém, jenZ se vim zpolitku
zdal obtiZny. V tom vdm piejeme plny Gspéch,

Ust¥edni vybor MO



O prubéhu 35. rocniku
matematické olympiady

Soutéz Matematickd olympidda potadaji ministerstva Skol-
stoi CSR a SSR ve spoluprici s Yednotou Ceskoslovenskych
matematikii a fyziki, Fednotou slovenskych matematikii a fy-
zikit, Matematickym tistavem CSAV a Socialistickym svazem
mlddese. Soutdz fidi Gstfedni vybor matematické olympiddy
(UV MO) prostiednictvim krajskych a okresnich vybort ma-
tematické olympiady (KV MO, OV MO). Cleny UV MO
jmenuji ministerstva $kolstvi, v priubéhu 35. ro¢niku MO
pracoval ustfedni vybor MO ve stejném sloZeni jako v pred-
chazejicim roce — pfedsedou byl RN Dr. Frantisek Zitek,CSc.,
z MU CSAV v Praze, mistopredsedy profesor RNDr. Miro-
slav Fiedler, DrSc., len korespondent CSAV, z tého¥ tGstavu,
a profesor RN Dr. Beloslav Rieéan, DrSc., z Vysoké vojenské
Skoly CSSPv Liptovském Mikul4si. Ministerstva $kolstvi za-
stupovali RNDr. Viclay Sida a RNDr. ¥ilia Lukdtsovd.
Funkci tajemniki UV MO vykondvali doc. RNDr. Leo
Bocek, CSc., z MFF UK Praha a RNDr. Karel Hordk, CSc.,
z MU CSAV v Praze.

Jak jste si jiz pieCetli v pfedmluvé, doslo v prabéhu 35. ro¢-
niku MO k zavedeni kategorie P (programovani), v niz soutéz
Zici vSech ro¢nikua stéednich $kol. V kategorii A soutézi Zaci
III. a IV. ro¢niku stfednich $kol, v kategorii B Zdci II. ro¢ni-
ki, v kategorii C Zdci I. ro¢nikd. Pro Zéky zékladnich $kol
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jsou urleny kategorie Z. Zpravou o 35. rotniku MO na
zékladnich $koldch se zabyvd samostatnd broZurka, tato
je vénovina pouze MO na $kolach stiednich.

V prabéhu 35. ro¢niku MO se konala dvé zaseddni UV MO,
prvni ve dnech 9.—10. prosince 1985 v Praze, druhé
25.—26. dubna 1986 v Pelhiimové pii celostidtnim kole MO
kategorie A. Na prvnim zasedini byla projedndvéna pfede-
v§im otdzka nové zavedené kategorie P a hodnocen prub&h
minulého ro¢niku MO. Hlavnim bodem jarniho zasedé4ni
UV MO byla ptiprava 36. roéniku MO, piiprava celostitnich
soustiedéni uspésnych fesitelt uloh MO vietné soustfedéni
nejlepsich tcastniki MO pro piipravu na mezinirodni ma-
tematickou olympiddu. Byla projednidna téZ edini &innost
UV MO, predev$im piiprava dal$ich svazka edice Skola
mladych matematikt. Pfedsedové KV MO hodnotili vhodnost
vybéru tloh MO a pribéh MO v jednotlivych krajich. Pra-
covni piedsednictvo UV MO se schizelo jednou mési¢né,
zabyvalo se hlavné vybérem uloh pro vSechna kola soutéze.

Organizaci celostitniho kola kategorie A 35. ro¢niku MO
byl ministerstvem 3kolstvi CSR povéien Jiholesky kraj, za
misto kondni bylo vybrdno mésto Pelhfimov. Do celost4tniho
kola postoupilo 82 nejaspéinéjsich fesitelu krajskych kol, nej-
vétsi zastoupeni méla Bratislava (25 tlastniki). Slavnostni
zahdjeni se konalo 24. dubna 1986. Po vystoupeni Zzikyn
pelhfimovského gymndzia s péknym kulturnim programem
ptivital soutéZici ?4ky i ¢leny UV MO tajemnik OV KSC
soudruh Frantisek JeZek. Ve svém projevu seznimil piitomné
hospodéisky a kulturni rozvoj mésta a celého okresu. Piedseda
UV MO RNDr. Franti$ek Zitek, CSc., pod&koval organizito-
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riam za pripravu celostitniho kola jubilejniho ro¢niku této
matematické sout&Ze. Za UV SSM vystoupila s. Mdria Tu-
ranovd. Poukdzala na vyznam vzdélanosti a na nemalou ucast
mléddeZe pii budovéni nasi socialistické spole¢nosti.

Dalsi dva dny byly dopoledne vyhrazeny vlastni soutézi,
odpoledne se sezndmili Zdci ze vSech &asti na$i republiky
s méstem Pelhfimovem a jeho okolim, navitivili pamatnd
mista protifadistického odboje — obce Mnich a Leskovice, déle
zdmek Kdmen s vystavou motocyklu a zajeli téZ do Téchobuzi,
kde pobyval vyznamny filozof a matematik Bernard Bolzano.
Na vecerni hodiny byl zajistén kulturni program v klubu
ROH, v némzZ mimo jiné vystoupili akademicky malif 7/
Maddlo a herci prazskych divadel Blanka Bohdanovd a fosef
Langmiler. Clenové UV MO byli na ONV piijati jeho mis-
toptedsedou PaedDr. Fanem Rihou, ktery je podrobné infor-
moval o Uspé&sich pramyslu a zemédé€lstvi okresu, o bytové vy-
stavbé a o péci, kterou okresni orginy vénuji oblasti $kolstvi.

V nedéli 27. dubna 1986 se konalo slavnostni vyhldseni
vysledkti za tulasti tajemnika OV KSC F. Jezka, misto-
ptedsedy ONV PaedDr. J. Rihy, zistupkyné KV SSM
s. Kriidkové a zdstupcti ministerstva 3kolstvi CSR V. Pecha
a RNDr. Viclava Saly. RNDr. Viclav Sula ve svém zévé-
re¢ném projevu poukdzal na vzristajici drovenl matematické
olympiddy a na poté&itelny jev, Ze se do celostitniho kola
probojovali i Z4ci I. ro¢nika a umistili se mezi jeho uspé$nymi
fesiteli. Jménem ministerstva Skolstvi CSR podékoval stra-
nickym a stidtnim orgdniim Jihodeského kraje, okresu i mésta
Pelhiimov za vzornou pfipravu a organizaci celé akce. Je
tfeba podékovat viem, ktefi se zaslouZili o pékny prubéh celo-
staitniho kola MO kategorie A, ktefi zorganizovali bohaty
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kulturni program a zafidili mnoho pro uskutelnéni soutéZe.
Byl to ptedeviim tajemnik OV KSC s, Frantisek JeZek, ktery
svym eldnem a osobni iniciativou byl hybnou pakou celé akce.
Dik patii pfedsedovi organizaéniho vyboru a fediteli gymnaézia
s. Stanislavu Makovcovi a mnoha profesorim viech stfednich
kol v Pelhfimové, z nichZ jmenujme aspon profesora Ladisla-
va Zrzavého a profesorku Svatavu Matéjkovou. Za Krajsky
pedagogicky ustav v Ceskych Budgjovicich se o dobry pribéh
soutéze velmi zaslouzil s. Kamil Flachs. Je samoziejmé, Ze se
na organizaci podileli i pracovnici katedry matematiky Peda-
gogické fakulty v Ceskych Budéjovicich, hlavné piedsedkyné
KV MO doc. RNDr. ing. Lada Variatovd.

Ve vsech krajich se pofddaji akce nejen pro samotné fesitele
uloh MO, ale také pro ulitele matematiky, referenty MO na
$kolach. KV MO v Praze uspotadal v mésicich fijen az pro-
sinec 1985 pracovni piednasky pro fesitele, které se konaly
na gymnéziu v Praze 7, Nad $tolou. Pro kategorii C probihaly
podobné prednasky i na gymnaziu v Praze 9. Pro Gspésné fe-
Sitele uloh MO probéhla dvé soustiedéni v Jevanech, prvni
v lednu a druhé v Cervnu 1986. Na soustfedéni byli po-
zvani téZ nejuspésnéjsi ucastnici koresponden¢niho semina-
fe, ktery pro ziky prazskych stfednich $kol organizoval
FV SSM matematicko-fyzikalni fakulty UK pod vedenim
RNDr. ¥. Malého.

Stftedocesky KV MO usporadal pro referenty MO na
stiednich $koldch celodenni instruktdz o feSeni uloh MO ka-
tegorii A, B, C v Fijnu 1985. Pro feditele tloh se uskute¢nily
prednasky na osmi stéediskovych $koldch, kazdé kategorii bylo
vénovano 4 —6 hodin. V prednaskich byly pouZity komentiie
k tlohdm MO. Pro 34 nejlepsich fesiteld loh matematické
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a fyzikdlni olympiady se konalo ve dnech 1.—10. zari 1986
soustfedéni v Telnici v Krus$nych horéch.

V JihoCeském kraji byli referenti MO ze stfednich $kol
informovdani o lohdch MO v zafi 1985 na semindfi Krajského
pedagogického tstavu. Pobotka JCS MF uspoiadala prednasky
o ulohidch MO v jednotlivych méstech kraje. Ve dnech 23. az
27. Cervna 1986 probéhla letni $kola pro 70 uspé$nych fesi-
telt matematické a fyzikalni olympiddy. Matematické pred-
nasky byly zaméfeny na tematické okruhy 36. ro¢niku MO.
Pro 15 Fesitela krajského kola MO kategorie A probéhlo dvou-
denni soustfedéni, které vedl RNDr. P. Pech z Pedagogické
fakulty v Ceskych Budgjovicich.

V ZipadoCeském kraji byly zorganizoviny pro ucastniky
MO dvé prednasky pro kazdou z kategorii A, B, C ve tfech
stiediscich (Plzen, Karlovy Vary a Klatovy). Pfednasejicimi
byli pracovnici kateder matematiky VSSE a Pedagogické
fakulty v Plzni. Tito pracovnici vedli téz korespondenéni se-
mindf, ktery probihal ve dvou Kkategoriich. V kategorii 3. a
4.ro¢nikua se ho ztcastnili 54 studenti, v kategorii pro 1.a 2. ro¢-
niky dokonce 229 Ziku. Pro uspésné fesitele MO a FO a nej-
lepsi ucastniky korespondenéniho seminife se uskutenilo
tydenni soustiedéni pro 40 ulastnika v Kasperskych Hordch
v Cervnu 1986.

Podobné soustfedéni se konalo pro 51 tcastnika v Severo-
Ceském kraji v Teplicich. Program zajistila pobotka JCSMF
v Usti n. L. ve spoluprici s KV MO a KV FO. Pro utitele
probéhly semindfe k feSenim tuloh I. kola MO ve &tyfech
oblastech kraje (Liberec, Chomutov, Usti n. L. a D&in),
organizoval je Krajsky pedagogicky ustav. Pro samotné feSitele
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se uskute¢nilo v mésicich Fijen—prosinec 1985 celkem 33
semindfu v Sesti méstech kraje.

Ve Vychodoceském kraji prob&hl korespondentni semindf
ve dvou kategoriich. Pro kazdou z kategorii A, B matematické
olympiddy se uskute¢nilo pro 35 vybranych fesitelt soustie-
déni pied krajskym kolem MO, podobné jednodenni sou-
sttedéni prob&hlo pfed celostitnim kolem kategorie A. Sou-
sttedéni 34 uspésnych fesitela uloh MO a FO z I. ro¢nika
bylo osmidenni, uspotddaly je KV MO, KV FO a KPU
v Hradci Kralové.

Jihomoravsky kraj porddal pro fesitele tloh MO seminére
pro vsechny kategorie, a to nejen v Brné, ale téZ v Jihlavé,
Trebiti a Zddru n. S. V prabéhu 35. ro¢niku MO se viak
neuskutecnil koresponden¢ni seminafr, ktery byl do jisté miry
nahrazen semindiem na prirodovédecké fakult¢ Univerzity
J. E. Purkyné v Brné.

KV MO Severomoravského kraje usporadal pro referenty
MO na stiednich $koldch instruktdZe k ulohdm I. kola, jichz
se z(castnilo 28 profesor, pfevdzné z gymnazii. Na 50 stied-
nich $kolach kraje se pravidelné konaji jednou tydné zajmové
krouzky matematiky pro fesitele iloh MO. V Ostravé a v Olo-
mouci se konaly jednou mési¢né besedy k uloham MO
s pramérnou ucasti 20 Z4ka v kategoriich A, B, v kategorii C
byla i¢ast dvojndsobnd. Krajské soustiedéni se konalo pro
40 vybranych fesiteld aloh MO a FO v &ervenci v Krnové,
trvalo tii tydny. Zaméstnédni vedli jak ucitelé vysokych $kol,
tak profesofi stiednich $kol a pracovnici KPU.

KV MO Bratislava uspoiddal korespondenéni seminéi' spo-
jeny s dvéma soustfedénimi a dalsi tydenni soustiedéni pro

r v we

uspésné fesitele MO kategorii B a C. Velkou pozornost vénuji
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v Bratislavé matematickym krouzkim a individualnimu ve-
deni vybranych studentt pracovniky vysokych $kola Akade-
mie véd.

V listopadu 1985 se ve vSech okresech Zipadoslovenského
kraje uskuteZnily instruktiZe pro referenty MO na stfednich
$kolach. Pro Zziky stiednich kol byl zorganizovin kores-
pondenéni seminaf. Zacastnilo se ho 66 Zzika z 24 $kol. Na
zavér probéhlo ve dnech 16.—19. dubna 1986 soustiedéni
17 nejuspéingjsich fesitelu.

Stiedoslovensky kraj uspofddal tii soustfedéni fesitela
uloh MO, v z4fi 1985 pro 40 zika v Terchové, pro dalsich
40 zéka v listopadu v Lucatiné a v ¢ervnu 1986 v Piatrové.
Jednodenni instruktiZe k tGlohdm I. kola se zucastnilo 87
ulitelu stfednich 3kol. Krajsky koresponden¢ni seminif se
uskute¢nil ve dvou kategoriich, vZdy po péti sériich tloh.
Zucastnilo se ho v kategorii A 22 feSitelu, v kategorii B a C
80 z4ku.

KV MO Vychodoslovenského kraje uskute¢nil jednodenni
instruktdZ pro uditele a vedouci matematickych krouzka MO
podle jednotlivych kategorii. V kategorii A se zGdastnilo 50
ucitelt, v kategorii B 70 uciteli a v kategorii C bylo 110
Glastnikt. Na ptirodovédecké fakulté UPJS v Kosicich
se schizely jednou tydné matematické krouzky, navstévovalo
je 10 Z4ka v kategorii A a 12 Z4ka v kategorii B. P¥i kraj-
ském domé pionyria a mlddeZe pracoval klub mladych
matematikil, ktery se schézel jednou za 14 dni. Krajského
koresponden¢niho seminédfe se zGastnilo 120 Z4ka, seminéf
mél 7 aloh v kazdé ze 3esti sérii. Kazd4 série obsahovala také
jednu dlohu z programovéani. Korespondenéni seminai byl
béhem $kolniho roku doplnén téemi tydennimi soustied&-
nimi, kazdé pro 35—40 Zaku.
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Ustiedni vybor matematické olympiddy zajidtoval po obsa-
hové strance tii celostatni soustfedéni. Pro Zdky nematuruji-
cich ro¢nika to bylo soustiedéni ve dnech 16.—28. 6. 1986
v Banské Stiavnici, spole¢né pro matematickou a fyzikalni
olympiddu. Zaméstnini z matematiky byla vénovina kombi-
natorice, teorii Cisel, finitni matematice i d&jinim matema-
tiky. Pripravé Ceskoslovenského druZstva na mezindrodni
matematickou olympiddu bylo vénovino tydenni soustfedéni
v bieznu 1986 v Stifing a tiitydenni soustiedéni v &ervnu
1986 v Pardubicich. Prvniho soustiedéni se zalastnilo 12
zakt, zaméstndni vedli prevdzné byvali Gspé$ni ucastnici
MMO. Na druhé soustfedéni bylo pozvino 14 Zikd, z nich
pak byli vybrdni ¢lenové Ceskoslovenského druzstva na
27. mezinarodni matematickou olympiddu. O ni se doctete na
dalsich strankach, rovnéz tak o celostdtnim koresponden¢énim
semindti, ktery organizoval UV MO.

V edici Skola mladych matematika, kterou vydava UV MO
v nakladatelstvi Mlad4 fronta, vyslo jiz 57 svazka. Posledni
vySel béhem 35. roniku MO, byl to svazek Nerovnosti
v trojihelniku od Stanislava Hordka. Svazky edice SMM
jsou dobrou pomuckou pro fesitele aloh MO a pro préci
v matematickych krouZcich.
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Hodnoceni 35. roéniku MO

Porovname-li statistiku 35. ro¢niku MO s ro¢nikem pred-
chézejicim, vidime, Ze v Glasti §kol nedoslo téméf k Zddnym
zménam. Také celkovy pocet Glastnikil soutéZe z fad zdku
sttednich $kol zustal stejny. Avsak pocet soutéZicich v ka-
tegorii B se zvysil vice neZ o tfetinu, zatimco v kategorii C
byl zaznamendn pokles potu Glastnikti o pétinu. Usp&s-
nost ve druhém kole je asi 20 9, nijak se nelidi v CSR a SSR.
Pouze v kategorii C byli opravovatelé uloh na Slovensku asi
prisnéjdi, nebot procento uspésnosti je v SSR 23, v CSR 37.
V kategorii A to bylo v celé CSSR 25 9, velmi nizk4 tspés-
nost (12 9,) byla ve II. kole kategorie B, v nékterych krajich
dokonce jen 5 9%,. Znamen4 to, Ze ulohy II. kola kategorie B
byly prece jen dosti ndro¢né. Na tuto skutenost poukizali
téz zastupci KV MO na zaseddni UV MO v Pelhiimové.
Byly to piedev§im dtikazové ulohy B-II-3a a B-II-3b, které
byly pro zéky prili§ obtizné. Je zajimavé, Ze §patné vysledky
byly také u dlohy B-II-1, kterd je sice velmi lehk4, avsak
pro zaky trochu neobvykld. Nejsou totiz zvykli na funkce,
jejichZz defini¢ni obor neni mnoZinou ¢&sel. Pfitom nové
ulebnice matematiky pro I. ro¢niky gymnaézii obsahuje defi-
nici funkce takto §ife chdpanou. V kategorii C patfila mezi
obtizngjsi aloha C-II-2 o rozdéleni prostoru rovinami.

Do celostiatniho kola kategorie A bylo vybrino 82 Zziku
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z 31 8kol. Vétsi zastoupeni méla samoziejmé€ gymndzia
s tiidami se zamé&fenim na matematiku. Z gymnazia W.Piecka
v Praze bylo 7 Gcastnikt, z gymnézia M. Kopernika v Bilovci
bylo 9 G&astniki celostdtniho kola a gymnizium A. Markusa
v Bratislavé bylo zastoupeno 10 Zaky. Nejvice GiCastniki—13—
bylo z gymnézia J. Hronca v Bratislavé. Po péti Zacich bylo
z gymnézia v Brng&, ti. kpt. JaroSe, a z gymndzia v Ziling,
Velki Okruzni. Ctyimi 24ky bylo zastoupeno gymnizium
v Kosicich na Smeralové tfidé a tfemi 24ky gymnizium
v Pardubicich. Podle organizatniho fddu MO obdrzelo 19
nejlepSich ucastnika diplom vitéze, z nich bylo 5 z gymnazia
W. Piecka v Praze, 4 z gymndzia A. Markusa v Bratislavé
a 3 z gymnéazia M. Kopernika v Bilovci.

Mezi Glastniky celostitniho kola byly tii divky a kromé
jednoho Z4ka ze stfedni primyslové Skoly byli vSichni Ziky
gymnézii. Bylo mezi nimi 5 Z4ka z I. ro¢nikd, z nichZ se
jeden umistil mezi vitézi a dal§i tfi mezi Gspé$nymi resiteli.
Pies niro¢né ulohy celostdtniho kola se péti ucastnikiim po-
dafilo ziskat plny pocet bodu a stit se tak absolutnimi vitézi
celostitniho kola kategorie A 35. ro¢niku matematické
olympiady.
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Tabulka 1

Podéty stfednich $kol zapojenych do 35. ro¢niku MO

Gymnizia Ostatni stfedni
skoly
z toho zapojeno zapojeno
Kraj T P

& v kategorii =l v kategorii -

28 o ;50 =5 §

52 A B C|232 A B cC|2%s

O a R NS
Praha 21 9 15 14| 19 1 3 1 3
Stredocesky 23 | 22 23 23] 23 5 3 15 18
Jihocesky 18| 10 14 12| 15 3 5 3 6
Zapadocesky 15| 13 13 12| 15 1 2 6 6
Severocesky 21 | 18 20 19, 20 4 7 12 16
Vychodocesky 35| 11 27 21| 34 1 1 1 2
Jihomoravsky 38 | 30 32 32| 32 0 8 9
Severomoravsky 39 | 21 32 30| 38 0 3 6 8
Bratislava 10 8 9 10| 10 0o 2 2 2
Zapadoslovensky 37 | 30 34 28| 37|10 16 22 22
Stiedoslovensky 37 ! 37 37 37| 37 49 53 74 74
Vychodoslovensky | 40 | 18 32 33| 38 3 12 29 31
CSR 210 | 134 176 163 196 | 15 32 53 | 68
SSR 124 | 93 112 108 | 122 | 62 83 127 | 129
CSSR 334 | 227 288 271| 318 | 77 115 180 | 197
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Tabulka 2

Poéty Zaku stfednich $kol soutéZicich v I. kole MO

|

l Kategorie
|
f : ‘ | Celkem
‘ i
Kraj { A i B | C
| \ |
s U ' S U| S U|S U
Praha 77 46| 97 75| 130 53| 304 174
Stredocesky 141 29 | 196 98| 274 54| 611 181
Jihocesky 109 40 | 103 88 96 51| 308 179
Zapadodesky 8 51| 110 68| 133 42| 329 161
Severocesky 147 39 | 198 96| 337 58| 682 193
Vychodocesky 73 49 | 162 102 | 189 93| 424 244
Jihomoravsky 211 113 | 443 236 | 391 197 (1045 546
Severomoravsky 159 52 | 266 113 | 334 87| 759 252
Bratislava 120 85 115 87 95 72| 330 244
Zapadoslovensky 176 120 | 298 223 | 311 201 | 785 544
Stfedoslovensky 132 108 | 184 139 | 154 120! 470 367
Vychodoslovensky | 202 85 | 545 224 | 963 224 1710 533
CSR 11003 419 |1575 8761|1884 635 4462 1930
SSR J 630 398 1142 6731523 617 3295 1688
i |
CSSR 1633 817 |2717 1549 (3407 1252 7757 3618
\ I
S ... pocet vSech soutézicich
U ... pocet uspé$nych resitela
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Tabulka 3

Podéty zaku stfednich Skol soutéZicich v II. kole MO

|
|
|
|

Kategorie [

Celkem
Kraj A B C

Praha 43 25 67 20 52 31 162 76
Stfedocesky 24 2 87 5 52 6| 163 13
Jihocesky 33 9 82 4 48 20| 163 33
Zapadolesky | 43 5 68 6 42 14| 153 25
Severocesky 34 8 91 12 54 19 179 39
Vychodocesky 46 12 89 11 86 39 | 221 62
Jihomoravsky 91 16 192 17 149 34 | 432 67
Severomoravsky 51 20 112 21 86 46 249 87
Bratislava 82 40 83 31 69 28 234 99

Zapadoslovensky | 116 16 218 12 190 38 524 66
Stiedoslovensky 54 10 109 9 87 22 250 41
Vychodoslovensky | 85 15 111 11 224 45| 420 71

CSR 365 97 788 96 569 209 |1 722 402
SSR 337 81 521 63 570 133 |1 428 277
CSSR 702 178 1309 159 | 1139 342 |3 150 679
|
S ... pocet viech soutézicich
U ... pocet uspé$nych fesitela
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Tabulka 4

Pocty acastnika III. kola MO kategorie A

|
Celkovy Potet | Z toho
Kraj pocet uspésnych vitéza
Gcastnikl feditelt
|
Praha 7 6 | 5
Stredocesky 1 0 0
Jihodesky 1 0 0
Zapadodesky 1 0 0
Severocesky 3 1 1
Vychododesky 8 4 3
Jihomoravsky 8 6 1
Severomoravsky 9 5 3
Bratislava 25 15 5
Zapadoslovensky 4 3 0
Stredoslovensky 7 5 0
Vychodoslovensky 8 3 1
CSR 38 22 13
SSR 44 26 6
CSSR 82 | 48 19
|
|
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VYSLEDKY CELOSTATNIHO KOLA MO

KATEGORIE A4

Pofadi, jméno a pfijmeni, ro¢nik, $kola. U Zika z tiid
gymnézii se zaméfenim mna matematiku je za ro¢nikem
oznaleni M, u Z4kua z t¥id gymnézii se zaméfenim na mate-
matiku a fyziku je uvedeno oznateni MF. G znadi gymndzium.

1.-5.
6.—17.
8.—9.
10‘.—11.
12.
13.

Vitézové

David Bedndrek, 4 M, G W. Piecka, Praha
Petr Hdjek, 4 M, G W. Piecka, Praha
Viadimir Kordula, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Adam Obdrzdlek, 4 M, G W. Piecka, Praha
Petr Sleich, 4,G Détin

Martin Heisler, 4 M, G W. Piecka, Praha
Viadan Majerech, 3 MF, G Pardubice

Anton Belan, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
Roman Sotdk, 3 M, G Kosice, Smeralova
Radek Adamec, 4, G Kroméfiz

Robert Babilon, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec
Petr Fencl, 3 MF, G Pardubice

Petr Cigek, 1 M, G W. Piecka, Praha

14.—16. Yana Feskovd, 3 MF, G Hradec Kralové, Simkova

Ivan Poldch, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava
Marcel Polakovié, 3 M, G A. Markusa, Bratislava
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17.-19.
20.—24.
25.—-26.
27.-29.
30.—-32.
33.-37.
38.

39.

40.—42.

ro
o

Tibor Bartos, 2 M, G A. Markusa, Bratislava
Petr Habala, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec
Peter Klein, 3 M, G A. Markusa, Bratislava

Dalst uspésni FeSirelé

Andrej Dobos, 1 M, G A. Markusa, Bratislava
Maridn Lukdé, 3, G Banovce n. B.

Dominik Munzar, 4 MF, G Brno, ti'. kpt. Jarose
Alexander Szabari, 4 M, G Kosice, Smeralova
Tomas Trégl, 3 M, G W. Piecka, Praha

Fozef Cierny, 3 M, G Zilina, Velka Okruzna
Libor Skiicka, 4 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose
Miroslav Bedlek, 4 M, G A. Markusa, Bratislava
Pavol Gvozdjak, 2 M, G A. Markusa, Bratislava
Viadimir Potisk, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava
Igor Bildk, 4, G PresSov, Konstantinova
Frantisek Klein, 3 MF, G Brno, Konévova
Milan Kubala, 4 M, G Zilina, Velkd OkruZni
Martin Blatny, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Jdn Budinsky, 3 M, G A. Markus$a, Bratislava
Petr Fuchs, 4 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose
Michal Hrabdk, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Ilja Martisovits, 1 MF, G J. Hronca, Bratislava
Dusan Hanes, 3 MF, G Prievidza

Petr Krdkora, 2 MF, G Trutnov

Faroslav Hora, 3 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose
Pavol Kolnik, 3, G Nové Mesto n. V.
Miroslav Lassdk, 3 M, G Zilina, Velkd Okruzni



43.—46.

47.—48.

Karol Hrivndk, 2 M, G A. Markusa, Bratislava
Stanislay Fanuschke, 1 MF, G ]. Hronca, Bratislava
Igor Melicheréik, 4 MF, G Banskd Bystrica,
Tajovského

Viadimir Vesely, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Rudolf Burcl, 3, G Trnava

Stanislav Meduna, 4 MF, G ]. Hronca, Bratislava

Potadi uspésnych Fesitelit z t¥id, kreré nejsou zaméieny

1.
2.
3.
4.
5.—6.
7.—-8.
9.
10.
11.—12.
13.—14.
15.
16.
17.—-18.

na matematiku

Petr Sleich, 4, G D&in

Viadan Majerech, 3, G Pardubice

Radek Adamec, 4, G Kroméiiz

Petr Fencl, 3, G Pardubice

Fana Feskovd, 3, G Hradec Krilové, Simkova
Ivan Poldich, 4, G J. Hronca, Bratislava
Maridn Lukdé, 3, G Bdnovce n. B.

Dominik Munzar, 4, G Brno, tf. kpt. Jarose
Libor Skiicka, 4, G Brno, ti. kpt. Jaro3e
Viadimir Potisk, 4, G J. Hronca, Bratislava
Igor Bildk, 4, G PreSov, Konstantinova
Frantisek Klein, 3, G Brno, Konévova

Petr Fuchs, 4, G Brno, tf. kpt. Jarose

Ilja Martisovits, 1, G J. Hronca, Bratislava
Dusan Hanes, 3, G Prievidza

Petr Krdkora, 2, G Trutnov

Jaroslav Hora, 3, G Brno, ti'. kpt. Jarose
Pavol Kolntk, 3, G Nové Mesto n. V.
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19.—21. Stanislav Januschke, 1, G J. Hronca, Bratislava
Igor Melicherétk, 4, G Banskd Bystrica, Tajovského
Viadimir Vesely, 3, G J. Hronca, Bratislava
22.—23. Rudolf Burcl, 3, G Trnava
Stanislav Meduna, 4, G J. Hronca, Bratislava
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NEYUSPESNE$SI RESITELE II. KOLA MO
V KATEGORIICH A, B, C

Z kazdého kraje a kazdé kategorie je uvedeno nejvyse
prvnich deset nejaspésnéjsich feSitelt. Pokud neni uvedeno
jinak, byli vSichni uvedeni fesitelé v kategorii B Z4ky 2. rod-
niku, fesitelé v kategorii C Zaky 1. ro¢niku.

G - gymnézium, M - tfida se zaméfenim na matematiku,
MF - tfida se zaméfenim na matematiku a fyziku.

Praha

Kategorie A

1.—2. Petr Hdjek, 4 M, G W. Piecka, Praha

Tomas Trégl, 3 M, G W. Piecka, Praha

David Bedndrek, 4 M, G W. Piecka, Praha

Ivo Majeti¢, 4 M, G W. Piecka, Praha

Adam Obdrgdlek, 4 M, G W. Piecka, Praha

Petr Cigek, 1 M, G W. Piecka, Praha

Daniela Kosnarovd, 3 M, G W. Piecka, Praha
Martin Barhori, 3 M, G W. Piecka, Praha

Petr Palatka, 4 MF, G Praha 3, Sladkovského nim.
10. Miroslav Pdtek, 3 M, G W. Piecka, Praha

SR R U
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Kategorie B

Marta Sochorovd, M, G W, Piecka, Praha
Lubomir Ursta, M, G W. Piecka, Praha
Viadimir Valenta, M, G W. Piecka, Praha
David Maxera, G Praha 1, Hellichova
Jan Bastecky, M, G W. Piecka, Praha
Firt Hub, M, G W. Piecka, Praha
Michal Zemlicka, G Praha 6, Nad aleji

. Lukds Kencl, M, G W. Piecka, Praha
Petr Knobloch, G Praha 10, Vodéradska
Fakub Tayari, G Praha 8, U liberniského zdmku

PN e D

|
S

Kategorie C

1.—2. Viclav Bohdanecky
Ilja Holub
3. Miroslav Teichman
4.—5. Martin Dlouhy
Fan Dovordk
6. Petr Cisek
7.—8. Daniel Elleder
Ludvik Tesar
v8ichni M, G W. Piecka, Praha

Sttedocesky kraj
Kategorie A
1. Martin Jonds, 4, G Mlad4 Boleslav
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Radek Musil, 3, SPS Mélnik

Kategorie B

. Marun Vojaéek, G Kolin

. Radovan Cisek, G Mlad4 Boleslav
. Pavel Kreiéiv, G Mladé Boleslav

. $i#t Svoboda, SPS Mlad4 Boleslav
. Radek Tezaur, G Vlasim

Kategorie C

Lenka Novotnd, G Kladno
Jaroslav Pilner, G Kladno
Ladislav Kocour, G Dobfis
Martin Cerny, G Brandys n. L.
Radek Novotny, G Mladé Boleslav
Martin Pdnek, SPS Kladno-Sitnd

Jihocesky kraj

Kategorie A

Ales Chrdle, 3 MF, G K. Satala, Ceské Budgjovice
Daniel Urban, 3 MF, G K. Satala, Ceské Budgjovice
Perr faros, 4, G Pelhfimov

Milan Stéch, 4 MF, G K. Satala, Ceské Budéjovice

5.—1. $iri Bo#ik, 4, SPS Pisek

Petr Holy, 3, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
Firi Vesely, 3, G Strakonice
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8.—9. Michal Vita, 3 MF, G K. Satala, Ceské Budg&jovice
Findiich Zapletal, 3, G Tébor

Kategorie B

1. Roman Polansky, G Pisek

2.—4. Josef firdk, G Prachatice
Faromir Silhdanek, G Ceské Budg&jovice, Jirovcova
Markéta Zemanovd, G Ceské Bud&jovice, Ceska

Kategorie C

1.—2. David Boukal, M, G Ceské Budg&jovice, Jirovcova
Lenka Pulcovd, G Kaplice

3. Dagmar Maletkovd, G Strakonice

4.—5. Zdenék Kienek, SPS Pisek
Michal Kuéera, G K. Satala, Ceské Budg&jovice

6. Frantisek Vanék, SPS Pisek

7. Ji¥t Rataj, G Strakonice

Zapadolesky kraj

Kategorie A

1. Vidclav Kohout, 4, G Plzeii, ul. Pionyra

2. fiit Pittner, 4 MF, G J. Fulika, Plzen

3. Michal Wittner, 4 MF, G Karlovy Vary

4. Radovan Osoba, 4 MF, G Plzei, ul. Pionyri
5. Kamil Meisl, 4 MF, G ]. Fudlika, Plzen
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Kategorie B

Lubos Cerny, M, G J. Futika, Plzeii
Zdenék Tryner, M, G J. Futika, Plzen
Dalibor Prochdzka, MF, G Karlovy Vary

—5. Jan Koudelka, MF, G Karlovy Vary

Dagmar Souckovd, MF, G Karlovy Vary
Barbora Mottlovd, MF, G J. Futika, Plzeni

Kategorie C

Vitézslav Babicky, M, G ]. Fudika, Plzeil
Katefina Vétrovcovd, MF, G Plzen, ul. Pionyra
Miroslav Vicher, MF, G Karlovy Vary

Ales Niebauer, G Maridnské Lizné

. Stépdanka Hrontkovd, MF, G J. Futika, Plzeii

Ladislav Smejkal, M, G J. Futika, Plzen
Pavla Maitkovd, M, G J. Futika, Plzen
Milena Reznd, MF, G J. Fuiika, Plzefi

Severocesky kraj

Kategorie A

Petr Sleich, 4, G D&in

. Ondrej Pavlata, 4, G Jablonec

Viadimir Richter, 2 M, G Liberec
Pavel Novdk, 4, G Détin
Pavel Truhldr, 2 M, G Liberec
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6.
7.—8.

Sl -l o A

9.—10.

10.

30

Petr Slavik, 3 MF, G Teplice
Petr Mandik, 3, G Dé&in
Dusan Oslej, 4, SPS stav. D&in

Kategorie B

David Swigori, M, G Liberec
Pavel Truhlai, M, G Liberec
Daniel Suta, G Chomutov

Fan Dvoidk, MF, G Usti n. L.
Petr Bartos, M, G Liberec
Petr Jaksa, M, G Liberec
David Ordlek, MF, G Teplice
Findrich Simon, G Rumburk
Viadimir Richter, M, G Liberec
Jaroslav Trnka, M, G Liberec

Kategorie C

Dan Lukes, M, G Liberec
Tomds Brdzda, MF, G Teplice

. Markéta Veclernikovd, M, G Liberec

Petr Vitdk, M, G Liberec
Viadimir Saur, M, G Liberec

. Katefina Bobkovd, M, G Liberec

Stépdnka Lazarovd, G D&in
Pavel Noga, G Litoméfice
Oldiich Vojtisek, M, G Liberec
Zdenék Novdk, M, G Liberec
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Vychodocesky kraj

Kategorie A

. Viadan Majerech, 3 MF, G Pardubice

René Levinsky, 2 M, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

. Tomds Skalicky, 4, G Jevitko

. Petr Fencl, 3 MF, G Pardubice

. Petr felinek, 3 MF, G Pardubice

. Petr Krdkora, 2, G Trutnov

. Yana ¥ezkovd, 3 MF, G Hradec Kralové, Simkova
. Michal Blazej, 4, G Trutnov

Kategorie B

. Miroslav Benes, M, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
. Hynek Pikhart, MF, G Pardubice

. Jan Stareéek, MF, G Pardubice

. Ji¥i Martinek, G Lede¢ n. S.

Véra Keprtovd, G Zamberk

. Silvestr Badal, G Jevitko

. René Levinsky, M, G J. K. Tyla, Hradec Krilové
. Miroslav Konéicky, SPSE Pardubice

. Libor Kdbrt, G Chrudim

. Lubos Halousek, G Chrudim

Kategorie C

. Karel Waisser, M, G J. K. Tyla, Hradec Krélové
. Tomds Kucera, SPSE Pardubice

31



© oL s W

. Zdenék Slanina, MF, G Hradec Kralové, Simkova
. Zbynék Vasata, M, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
. Petr Bily, G Zamberk

. Kamil Mritny, G Zamberk

. Milos Nosek, M, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

. Jaroslav Vers, M, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
Petr Duczynski, G Nova Paka

10. Helena Fikeisovd, G Rychnov n. K.

1.
2.
3.
4.-5
6.
7.—8
9.
10.
1.
2.-3.
4.

Jihomoravsky kraj
Kategorie 4
Petr Fuchs, 4 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose

Petr Vesely, 4, G Jihlava
Michal Krupka, 4 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose

. Radek Adamec, 4, G Kroméfiz

Dominik Munzar, 4 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose
Libor Skii¢ka, 4 MF, G Brno, ti. kpt. Jarose

. Frantisek Klein, 3 MF, G Brno, tf. kpt. Jarose

FJan Tuéek, 4, G Brno, Téborska
Jaroslav Hora, 3 MF, G Brno, tf. kpt. Jaro$e
Ondrej Pokluda, 2 M, G Brno, ti. kpt. Jarose

Kategorie B

Karel Slavicek, M, G Brno, ti. kpt. Jarose
Ondrej Pokluda, M, G Brno, ti'. kpt. Jarose
Tomds Vitek, MF, G Jihlava

Tomds Dvordk, M, G Brno, tf. kpt. Jarose
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Martin Vondrdéek, M, G Brno, tf. kpt. Jarose

.—10. Yan Cernocky, G Brno, Konévova

bl -
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Tomd$ Heroudek, G Brno, Konévova

Ota Felinek, MF, G Brno, Téborsk4

Tomds Kukora, MF, G Brno, tf. kpt. Jarose
Hana Skarvadovd, MF, G Gottwaldov

Kategorie C

Marek Velesik, G Brno, Konévova

Michal Smidek, M, G Brno, tf. kpt. Jarose
Olga Pilnd, G Zdér n. S.

Vit Urbanec, MF, G Gottwa dov

Petr Kachyiia, M, G Brno, tf. kpt. Jarose
Petr Mejzlik, M, G Brno, tf. kpt. Jarose

—10. Eva Koldfovd, M, G Brno, ti'. kpt. Jaro$e

Iva Musilovd, G Zdér n. S.
Viktor Némec, M, G Brno, tf. kpt. Jarose
René Samek, G Jihlava

Severomoravsky kraj

Kategorie A

. Viadimir Kordula, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec

Martin Blatny, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Robert Babilon, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec
Miroslav Novdk, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Tomds Tkadlec, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
Michal Hrabdk, 4 M, G M. Kopernika, Bilovec
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7. Radomir Méch, 2 M, G M. Kopernika, Bilovec

8. Vojtéch Slézka, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec

9. Tomd§ Novotny, 3 MF, G P. Bezrute, Frydek-Mistek
10. Perr Habala, 3 M, G M. Kopernika, Bilovec

Kategorie B

1.—2. Romana AnyzZovd, M, G M. Kopernika, Bilovec

o

10.

i
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Sl ol A

Ondrej Blaha, M, G M. Kopernika, Bilovec
Martin Krejéi, M, G M. Kopernika, Bilovec
Gabriela Venhudovd, M, G M. Kopernika, Bilovec

. Petr Miencil, MF, G Ostrava 1, Smeralova

Radek Porazil, M, G M. Kopernika, Bilovec

Jan Slovdk, G Unicov

Ladislav Sedldéek, MF, G Olomouc, Tomkova
Radek Krpec, G Frydlant n. O.

Stmona Gebauerovd, M, G M. Kopernika, Bilovec

Kategorie C

Martin Kuéera, M, G M. Kopernika, Bilovec
Libor Némecek, M, G M. Kopernika, Bilovec
David Sindler, M, G M. Kopernika, Bilovec

Petr Bohumsky, M, G M. Kopernika, Bilovec

. Olga Bieckovd, G Ostrava, Hladnovska

Petra Rozsivalovd, G Zabieh n. M.

Martin Sliva, M, G M. Kopernika, Bilovec
Viadan Misun, M, G M. Kopernika, Bilovec
Bohdana Skopcovd, MF, G Opava



Bratislava

Kategorie A

Tibor Bartos, 2 M, G A. Markusa, Bratislava

Pavol Gvozdjak, 2 M, G A. Markusa, Bratislava
Tomds Fischer, 4 MF, G ]. Hronca, Bratislava
Miroslav Bedlek, 4 M, G A. Markusa, Bratislava
Stanislav Meduna, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava
Viadimir Vesely, 3 MF, G J. Hronca, Bratislava
Stanislav Januschke, 1 MF, G ]. Hronca, Bratislava
Pavol Seress, 4, G Bratislava, Tomasikova

Ivan Poldich, 4 MF, G J. Hronca, Bratislava
Marcel Polakovié, 3 M, G A. Markusa, Bratislava

Kategorie B

Rébert Bodi, M, G A. Markusa, Bratislava

Pazo!l Gvozdjak, M, G A. Markusa, Bratislava
Frantisek Komora, M, G A. Markusa, Bratislava
Stanislav Simunek, M, G A. Markusa, Bratislava
Martun Bujddk, M, G A. Markus$a, Bratislava
Zuzana Kosorincovd, M, G A. Markusa, Bratislava
Milos Goda, M, G A. Markusa, Bratislava
Branislav Strigenec, MF, G ] Hronca, Bratislava
Andrea Skamlovd, M, G A. Markusa, Bratislava

Kategorie C
Stanislav Fanuschke, MF, G J. Hronca, Bratislava
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Peter Gvozdjak, M, G A. Markusa, Bratislava
Milan Mosny, MF, G J. Hronca, Bratislava

Ilja Martsovits, MF, G ]J. Hronca, Bratislava
Rastislav Tamaskovic, MF, G J. Hronca, Bratislava
Mdrio Strapec, M, G A. Markusa, Bratislava

Jana Zdrazilova, M, G A. Markusa, Bratislava
Hana Krajridkovd, M, G A. Markus$a, Bratislava

—10. Stefan Dobrev, M, G A. Marku3a, Bratislava

Radoslav Tomek, MF, G ]J. Hronca, Bratislava

Zapadoslovensky kraj
Kategorie A

Furaj Marczell, 4, madarské gymnédzium Galanta
Maridn Lukdé, 3, G Banovce n. B.

Rudolf Burcl, 3, G Trnava

Pavol Kolnik, 3, G Nové Mesto n. V.

Peter Muzila, 4, G Nitra, Pirovska

Erik Hevesi, 4, G Levice

Oliver Ralik, 3, G E. Gudernu, Nitra

Ladislav Bardth, 3, G Koméarno

Andrds Czékus, 4, madarské gymnédzium Komdrno

. Rdbert fakubik, 4, G Levice

Kategorie B

. Viktor Bodi, G E. Gudernu, Nitra
. Jdn Trojan, G Nitra, Parovska

Petik Katalin Kis, madarské gymnazium Komadrno
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Benedikt Torok, G Dunajskd Streda
Ondrej Trubaé, G Senec

Ladislav Petényi, G Sahy

Martin Holedek, G Levice

Peter Jdszberenyi, G E. Gudernu, Nitra

. Julia Hamadovd, G E. Gudernu, Nitra
10.

Jana Kaéerikovd, G Nitra, Parovska

Kategorie C

. Gabriel Varga, G Samorin

. Miklés Gyetvén, SPS Komérno

. Viktor Gréé, G Skalica

. Eva Fasdngovd, madarské gymnézium Zeliezovce
. Maridn Kocsis, SPS stav. Hurbanovo

. Peter Hladky, G Trentin

. Terézia Vancovd, G Trnava

. Jozef Géci, G Levice

. Damiela Vargovd, G Levice

Karol Zimmer, G E. Gudernu, Nitra

Stredoslovensky kraj

Kategorie A

Milan Kubala, 4 M, G Zilina, Velkd Okruzna

Igor Melicheréik, 4, G Banskad Bystrica, Tajovského
Dusan Hanes, 3 MF, G Prievidza

Robert Germi¢, 4 M, G Zilina, Velkd OkruZnai
Miroslav Lassdk, 3 M, G Zilina, Velkd Okruzna
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6. Faroslav Faroi, 3 M, G Zilina, Velkd Okruzna
7. Jozef Cierny, 4 M, G Zilina, Velkd Okruzni
8.—9. Roman Maslenka, 4, G Banskéd Stiavnica

Lubos Mikusiak, 4 M, G Zilina, Velkd Okruzna
10. Ivan Beres, 4 MF, G Zvolen

Kategorie B

1. Viadimir Sosovicka, M, G Zilina, Velkd Okruznd
2.—3. Roman Hric, G Banska Bystrica, Tajovského
Peter Oravec, M, G Zilina, Velkd Okruznd
Jozef Radler, MF, G Zvolen

Fozef Saniga, M, G Zilina, Velkd Okruznd

Peter Botek, M, G Zilina, Velka Okruzna
Marcel Zanechal, M, G Zilina, Velkd Okruzna
Zuzana Hellyovd, G Zilina, Wolkerova

Fan Waclawek, G Lucenec

bl I S 4 =

Kategorie C

1.—2. Lubos Ciklamin, M, G Zilina, Velka Okruzna
Ondrej Such, 8. ttida ZS Martin, ul. Mladeze
Gregor Rayman, G Zilina, Wolkerova
Robert Mitka, M, G Zilina, Velka Okruzna
Ales Cerny, M, G Zilina, Velkd Okruzna
Peter Korbacka, M, G Zilina, Velkd Okruzna

—8. Lubos Bdnik, M, G Zilina, Velki Okruzn4
Mario Italy, M, G Zilina, Velki OkruZn4

- 9.—10. Foris Foropulos, G Banskéd Bystrica, Tajovského

Stanislav Matuska, M, G Zilina, Velkd Okruzni

ol O s D
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Vychodoslovensky kraj
Kategorie A

Roman Sotik, 3 M, G Kosice, Smeralova

. Madrio Drosc, 3, G Michalovce

. Daniela Gavalcovd, 4 M, G Kogice, Smeralova

. Stanmislav Krajéi, 2 M, G Kosice, Smeralova

. Peter Cirip, 4, G Presov, Konstantinova

. Igor Bildk, 4, G Presov, Kon3tantinova

. Alexander Szabari, 4 M, G Kosice, Smeralova

. Viadimir Hasik, 4, SPSE Kogice

. Zora Mlynkovd, 4 M, G Kosice, Smeralova

. Peter Muska, 3 MF, G Poprad, Leninovo nébr.
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Kategorie B

Stanislav Krajé&i, M, G Kosiee, Smeralova
Radoslav Mroz, G Spisska Nova Ves
Olga Katreniakovd, G Kogice, Srobirova

SRS

—6. Roman Vdvra, G Roziava

Roman Voditka, M, G Kogice, Smeralova
7. Pavol Schreiber, G Krompachy
8. Zdeno Kalnassy, G Pre$ov, Konstantinova
9.—10. Rudolf Krajéi, G Poprad, Leninovo nébr.
Daniela Pitonidkovd, G Poprad, Zapotockého

Zuzana Bobovskd, G Poprad, Leninovo ndbr.
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Kategorie C

. Maros Rusiidk, M, G Kogice, Smeralova

. Zuzana Gajdovd, SPS drev., Spisskd Nova Ves
. Martn Kaéur, G Vranov

. Adriana Jancurovd, G Humenné

. Peter Fisek, G Poprad, Leninovo nbr.

U WO N
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Kategorie C

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA
C-1-1

Uvnitf konvexniho sedmithelniku 4; 4> A3 A1 A5 A¢ A7 opsa-
ného kruZnici o poloméru r je ddn bod X. Vyjadiete » pomoci
délek stran sedmithelniku a vzdalenosti bodu X od pfimek
A1 Az, A2As, ..., Aed7, A74:.

Reseni. Oznaéme d; vzdélenost bodu X od ptimky 4;4; 1
(i=1,2,...,6)a d; vzdilenost bodu X od pfimky 4;4;.
Cely sedmithelnik se sklddd ze sedmi nepiekryvajicich se
trojﬁhelnikﬁ XAlAz, XA2A3, 2oy XAGA';, XA7A1 (obr. 1).

Obr. 1
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Jeho obsah se tedy rovnd souétu obsahu téchto trojthelniki,
tj. hodnoté

1
7(|A1A2|d1 + ... + |AﬁA7|.d6 + |A7A1|d7)

Dany sedmiuhelnik je také sloZzen z nepfekryvajicich se troj-
uhelnika SAlAg, SA2A3, ey SA6A7, SA7A1, kde jSI’I‘lC ozna-
¢ili S stied kruznice sedmithelniku vepsané. VSechny tyto
trojuhelniky maji stejné velkou vysku r ke strané A4;4;11
(A74:), obsah sedmithelniku se tudiZ rovnd také hodnot&

1
o (Aidel + [Aeds| 4 ..+ [ Aodsl + | Azl

Porovnanim obou vyrazia pro obsah sedmithelniku dostaneme

|A1A2] .le + ... + ’AGAT! .dg + |A7A1] . dy

y = ——— S -

|A1de| + ... + |Agdq| + |Ar41]
Cxl=2

Urcete vechna prirozena Cisla n, ktera se nedaji napsat ve
tvaru n = 3x + 5y, kde x, ¥ jsou pfirozenad Cisla.

Reseni. Jsou-li x, y ptirozend &isla (tj. celd kladna), je &islo
3x + 5y vétsi nez 7. Tim je ziejmé, ze &isla 1, 2,3, ..., 6,7
nejdou napsat ve tvaru 3x + 5y, kde x, y jsou pfirozena Cisla.
Cisla 8, 11, 13 a 14 lze napsat v poZadovaném tvaru: 8 =
=3.1+4+5.1, 11 =3.2+5.1, 13=3.1+5.2 a 14 =
=3.3 4 5.1. Cisla 9, 10, 12 a 15 neni moZné napsat poZa-
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dovanym zpusobem. Kdyby napriklad platilo 15 = 3x + 5y,
x, y ptirozend ¢&isla, bylo by &islo 5y = 15 — 3x délitelné

15 — 5y
tfemi. Pak by viak muselo byt y > 3 a ¢islo x = — 3
by nebylo pfirozené, protoze by nebylo kladné. Snadno si
ovéfite, ze &isla 16,17, 18, 19 a 20 lze vyjadrit ve tvaru 3x + 5y,
kde x, y jsou pfirozend d¢isla, naptiklad 18 = 3.1 + 5.3.
Kazdé cislo vétsi nez 20 lze napsat ve tvaru 5k + ¢, kde
k = 3 a g se rovni nékterému z &isel 1, 2, 3, 4, 5. Pak je
5k +q=5k—3)+ 15+ qg="5k —3)+r,re {16, 17,
18, 19, 20}. Vime jiZ, Ze se &islo » d4 napsat ve tvaru 3x + 5y,
kde x, y jsou pfirozend ¢isla, proto to plati i pro ¢islo 5% + ¢ =
= 3x + 5(y + k& — 3). Hledanou mnozinou pfirozenych Cisel
je tedy mnoZina

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,12, 15},

To oviem za piedpokladu, Ze pfirozenym cCislem rozumime
¢islo celé a kladné. Zahrneme-li mezi pfirozend &isla také
nulu, dostaneme jen mnozZinu {1, 2, 4, 7}.

C-1-3

Je dan rovnobéznik ABCD a v jeho roviné dva body K, L.
Uvazujme vSechny rovnobézniky PORS shodné s rovnobéz-
nikem ABCD, které lezi v téze roviné, pfimka PQ prochdzi
bodem K a pfimka PS bodem L. Urlete mnoZinu viech
vrcholu P takovych rovnobéznikti a dokaZte, Ze existuji dva
body takové, Ze Ghloptitka PR kazdého uvazovaného rovno-
bézniku PORS prochézi aspoii jednim z nich.

43



ReSeni. Ozna¢me o = | <L DAB|. Do hledané mnoZiny pat-
fi zfejm& bod K. Existuji totiz &tyfi rovnob&Zniky PORS
shodné s rovnob&Zznikem ABCD, pro které splyva bod P
s bodem K a bod S lezi na ptimce KL (obr. 2). Podobné to
plati pro bod L (obr. 3). Zadny dalsi bod pfimky KL nemuze
do hledané mnoziny patfit, protoZe by pfimky PK, PL sply-
nuly, na pfimce PK leZi bod Q, na pfimce PL bod S, aviak
body Q, P, S neleZi na pfimce. Hledejme ty body P, které

R Q Q R
Obr. 2
R S S R
. Q Q
K L=P j
R S S R
Obr. 3
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neleZi na pfimce KL. Pfedpoklidejme tedy, Ze PQRS je
rovnobéznik poZadovanych vlastnosti a Ze bod P neleZi na
pfimce KL. ProtoZze |<C SPQ| = o a bod K leZi na pfimce
PQ a bod L na pfimce PS, je |[<C KPL| = « (obr. 4) nebo je
|< KPL| = 180° — o (obr. 5). Podle véty o obvodovém a stie-

Obr. 5

dovém thlu je mnoZinou vSech bodu P v roviné, pro které je
|<¢ KPL| = «, mnoZina viech bodi dvou kruhovych oblouk
s krajnimi body K, L. TotéZ plati pro ty body P, pro které je
|<¢ KPL| = 180° — «. Vsechny tyto &tyfi kruhové oblouky
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tvori spolu s body K, L dvé kruznice prochazejici body K, L
a soumérné sdruzené podle pfimky KL. Tyto dvé kruZnice
splyvaji, je-li « = 90° (rovnobéznik 4ABCD je pravothelnik).
Je-li obriacené P bod nékteré z téchto dvou kruznic a razny
od boda K, L,je|<C KPL| = aneboje|<t KPL| = 180° — «.
V prvnim pfipadé¢ maZeme na polopiimkich PK a PL (nebo
na polopiimkich opa¢nych) zvolit body Q a § tak, Ze lze
body P, Q, § doplnit na rovnobéznik PQRS shodny s rovno-
béZnikem ABCD. V druhém pfipadé muZeme se stejnym
vysledkem zvolit bod Q na polopfimce PK a bod S na polo-
pfimce opa¢né k polopfimce PL, nebo bod S na polopfimce
PL a bod Q na poloptimce opa¢né k poloptimce PK. Protoze
do hledané mnoziny patii téZ body K, L, miZeme shrnout
vysledek: Hledanou mnoZinou je mnozina vSech bodu kruz-
nic k;, ke prochizejicich body K, L, pro jejichz stiedy O,
Oz plati (pro i =1, 2) |<C KOiL| = 2a, jestlize je o =
= |<C DAB| = 90°, nebo plati |<¢ KO;L| = 2(180° — «)
v piipadé o > 90°. Je-li o = 90°, kruzZnice k;, k2 splyvaji.
Zvolme na kruZnici & bod U tak, aby pro kazdy jeji bod P,
pro ktery je |<. KPL| = «, platilo |<¢ KPU| = f3, kde f =
= |<¢ BAC]|. Je-li PORS rovnobéznik pozadovanych vlast-
nosti a bod P lezi na kruznici 4;, prochézi jeho thlopricka PR
bodem U, nebot |<C QPR| =p a |<¢ KPU| =/ nebo
|<¢ KPU| = 180° — p (obr. 6, 7, 8), podle toho, na kterém
oblouku kruZnice k; s krajnimi body K, U bod P lezi. V kaz-
dém pripadé pak lezi body R, U, P na jedné piimce. LeZi-li
bod P na kruznici k2, prochazi ptimka PR bodem V soumérné
sdruzenym k bodu U podle pfimky KL. Tim jsme dokizali
druhou ¢&4st tvrzeni ulohy, Ze pfimka PR prochézi bud bodem
U, nebo bodem V.
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Obr. 6

Obr. 8
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C-1-4

Jsou dény rtiznob&zky p, ¢ a na piimce g tfi navzdjem riuzné
body A, B, C, A ¢p. Je-li R ¢ q libovolny bod piimky p,
ozna¢me S prisedik piimky p s pfimkou rovnobéZnou s piim-
kou AR a prochézejici bodem B. Necht je T prusetik piimek
AR a CS. Dokazte, ze vzdilenost bodu T od piimky p ne-
z4visi na volbé bodu R.

Obr. 9

ReZeni. Oznatme Cy, T paty kolmic vedenych body C, T
k ptimce p (obr. 9). Je pak |TTy|:|CCi| = |TS|:|CS]|.
Z podobnosti trojahelnikt ATC, BSC plyne | TS| :|CS| =
= |4B| :|CB|, takze |TTi| = |AB|.|CCi|:|CB|. Posledni
vyraz nezévisi na R, coZ jsme mé&li dokdzat. Mi¢ky jsme pted-
pokladali, e C ¢ p. Je-li bod C prisetikem pfimek p, g, je
T = R a tvrzeni plati takeé.
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C-1-5

Uvnitf krychle urete stfedy vSech kulovych ploch, které se
dotykaji jejich tfi sousednich stén se spole¢nym vrcholem
a tfi sousednich hran krychle, které v téchto sténidch nelezi.

Reseni. Ozna¢me danou krychli ABCDEFGH (obr. 10).
Je-li bod M stiedem kulové plochy, jez se dotyka stén ABC,
ADH, ABF, lezi bod M na télesové thlopii¢ce AG krychle.
Kazdy bod uhlopfitky AG mi od pfimek GF, GH, GC stejné
vzdélenosti. Mame tedy najit ty body M ahlopfi¢ky AG, které

H G
| 7
E | F
: / 5
' ML
| na
| ! ¥
P
g |
s s =
/;j/‘/,, /é X
A a B
Obr. 10

maji stejnou vzdalenost od stény ABC jako od hrany GC.
Oznatme |4B| = a, |MQ| = |MP| = x, kde je Q pata kol-
mice vedené bodem M k sténé ABC, P je pata kolmice vedené
bodem M k pfimce GC. Z podobnosti trojahelniki GPM,
GCA plyne

x:(@—x)=a|2:a= )2
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1
Protoze |GM| : |AM| = |GP| : | MOQ| = *1t ,déli bod M ahlo-
pticku AG v poméru V2~ : 1. Na kazdé télesové thlopticce
krychle existuji dva body s touto vlastnosti. Celkem existuje
pro danou krychli osm bodu, jez jsou stiedy kulovych ploch
pozadované vlastnosti.

C-1-6

Je didn mnohothelnik A;A42A43 ... A,. Kazdou ze stran
a uhlopfi¢ek daného mnohouhelniku obarvime ervené nebo
modie tak, Ze strany A1 4s a A2As budou Cervené a strana
AsAs a viechny uhlopfitky vedouci z vrcholu A3 budou
modré. Urcete n, plati-li navic: Pfi kazdém takovém obarveni
existuje asponi 49 dvojbarevnych trojahelnika, pfi¢emz existu-
je obarveni, ve kterém jich je pravé 49.

Reseni. Predpoklidejme, Ze je n-thelnik A1 4>. . . A, obar-
ven podle podminek tlohy. Necht je ze spojnic AsAs, ...,
AsA, obarveno %k modie a zbyvajicich n — 3 — k& Cervené.
Dvoubarevné budou uréité trojuhelniky 434243 a A1 AsA;
(j = 4), kde je 42A4; obarveno modfe (obr. 11, Cervend usecka
je vyznacena dvojité, modra jednoduse). Dile jsou dvouba-
revné viechny trojahelniky A2A43A4,, » = 4, a viechny troj-
uhelniky A24;A4; (i, 7 = 4), pro které je useCka A»A; modra
a Gsetka A2 4; Cervend. Je-l Gsetka A24; Cervend (4 = i = n),
je pravé jeden z trojhhelnika 4;4>4;, A1 AsA; dvoubarevny.
To jedalsichn — 3 — & dvoubarevnych trojahelnikt. Celkem
mame aspoil m dvoubarevnych trojuhelnikt, m =1 + & +
+m—-3)+m—-3—-k+m—3—kk=2n—-5+
+ k(n — 3 — k). Protoze 0 =k=n—3, je m=2n—5,
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Aj

Obr. 11

pfiemZprok = Onebok = n — 3 jem = 2n — 5. Zvolime-li
obarveni tak, Ze Cervené budou pouze usetky 4142 a 4243,
jsou podminky ulohy spinény a v mnohothelniku je pravé
2n — 5 dvoubarevnych trojihelnikéi. Jsou to trojuhelniky
A1 A2 A3, A1AsA;, AsAsA; (=4, ..., n). Vidime, Ze pii
kazdém obarveni n-uhelniku podle pozadavku ulohy existuje
aspoil 2n — 5 dvoubarevnych trojahelnika a existuje obarve-
ni, pfi kterém jich je pravé 2n — 5. Je tedy 2n — 5 = 49,
odkud plyne n = 27.

ULOHY SKOLNI CASTI 1. KOLA

C-S-1

Necht je Z mnozina vech celych Cisel a necht a, b, ¢, d
jsou dana prirozena Cisla (celd kladna). Jestlize

la+bt;teZy N {c+ds;seZ} #0,
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pak nejvétsi spoledny délitel &isel b, d déli rozdil @ — ¢. Do-
kazte.

ReSeni. Je-li splnén predpoklad ulohy, existuji celd &fsla
t,stak, Ze a + bt = ¢ + ds, tedy ds — bt = a — c. Nejveétsi
spole¢ny délitel ¢isel b, d déli i ¢islo ds — bz, tedy Cisloa — c.

C-§-2

Vypoctéte polomér kulové plochy, ktera je &asti krychle
o délce hrany a = 10 cm, dotyka se tfi sousednich stén této
krychle a prochazi jejim stiedem.

ResSeni. Stied S kulové plochy, kterd se dotyka tii soused-
nich stén krychle, leZi na télesové uhlopficce krychle. Jeho
vzdilenosti od stén, jichZ se kulova plocha dotyk4, se rovnaji
poloméru r kulové plochy, jeho vzdalenost od spole¢ného
bodu A viech tfi stén je r|/3. Vzdélenost bodu S od stiedu
krychle je r, protoZe kulovd plocha mé stiedem krychle pro-
chazet. Proto je

r]/g +r= _ZZV = 5]/5, r= 3 - Vg)

Pfipad, kdy je stied krychle bodem useCky AS, a tedy
r(]3 — 1) = 5]/3, nevyhovuje, protoZe by piislusnd kulovi
plocha nebyla ¢asti krychle.

C-S-3a

Kolem M¢sice obihd 25 spojovych druzic. Kazda z nich je
spojena s 30 vyzkumnymi stanicemi na povrchu Mésice, pfi-
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Cemz libovolné dvé stanice jsou pfimo spojeny nejvyse s jed-
nou spole¢nou druzici. DokaZzte, Ze na Mé&sici pracuje alespori
150 stanic, které maji spojeni pravé s jednou druZici.

Reseni. Oznadme S; mnoZinu viech téch stanic, které jsou
pfimo spojeny s i-tou spojovou druzici, 7 =1, 2, ..., 25.
Kazd4 z mnozin S; ma podle pfedpokladu pravé 30 prvku.
Pro 7 5 7 maji mnoziny S;, S; nejvy$e jeden spole¢ny prvek,
v opaném pripadé by mély dvé stanice pfimé spojeni s i-tou
is j-tou druZici. Ozna¢me n poet prvka mnoziny N, kterd je
sjednocenim vSech mnoZin S;, 7 = 1, 2, ..., 25, tj. mnoZiny
vsech stanic, které maji spojeni aspoil s jednou druZici. Ziej-
mé plati

25 25
nz 2 [S— 2 [SinSy,

ihj=1

pii¢emZ znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz kazdé tii
mnoziny S, Sj, Sk, 7 5~ j # k 5 i maji prdzdny prunik (obr.
12). Zde jsme |X| oznatili potet prvka mnoziny X. Jelikoz
je |Si] =30 a |[SiNS;|=1 pro 147, je n=25.30 —

25
- ( 2) . 1 = 450. Kdyby nejvyse 149 stanic mélo spojeni

pravé s jednou druZici, mély by ostatni stanice mnoZiny N
spojeni aspor s dvéma a platilo by

149.1 + (n — 149).2 < 25.30,

protoZze 25.30 je pocet viech spojeni. To by pak platilo
n = 4495, coZ je spor s odvozenym vztahem n = 450.

53



Obr. 12

C-S-3b

Sestrojte viechny obdélniky, jejichz ahlopri¢ky sviraji ahel
60° a soucet délek jedné strany a uhlopficky je 12 cm.

Reseni. Rozlisime dva pripady:

a) Necht je soudet délek kratsi strany a obdélniku a jeho
uhlopii¢ky roven 12 cm. Pak je délka uhlopii¢ky u# = 2a,
takZze a = 4 cm, ¥ = 8 cm, nebot trojihelnik 4ABO je rovno-
stranny (O je stfed obdélniku, A4, B jsou krajni body jeho
krat§i strany, obr. 13). Sestrojime tedy pravouhly trojihelnik
ABC o délce odvésny |AB| = 4 cm a délce piepony
|AC| = 8 cm a ten doplnime na obdélnik ABCD.

b) Necht je v obdélniku ABCD soucet délek delsi strany AB
a Ghlopfi¢ky roven 12 cm (obr. 14). Pak je |- DBE| = 150°,
kde je E bod na poloptimce AB, pro ktery je |[BE| = |BD|.
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Trojahelnik DBE je rovnoramenny, tedy |< BED| = 15°,
Sestrojime tedy pravouhly trojihelnik DAE, v némz je
|AE| = 12 cm, |<C AED| = 15° a pravy uhel pti vrcholu 4.
Osa tse¢ky DE protne stranu AE v bodé B, body 4, B, D
doplnime na obdélnik 4BCD.

D C
\
\X
0
a/60°
A a B
Obr. 13
D C /
~ /
\\\k
/ ~
E

T
s
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ULOHY II. KOLA
C-it-1

Najdéte nejmensi pfirozené, tj. celé kladné &islo, jehoZ polo-
vina je druhou mocninou prirozeného &isla a jehoZ tfetina je
tfeti mocninou pfirozeného &isla.

ReSeni. Necht md hledané &islo tvar m = 27.3¢.c, kde
jsou p, g Cisla celd nezdporn4 a Cislo ¢ je pfirozené a neni déli-
telné ani dvéma, ani tfemi. Kazdé pfirozené Cislo se da
zfejmé pravé jednim zpiisobem takto napsat. V na§em piipadé

3

jsou &isla p, ¢ dokonce kladnd, protoze 5= 2r-1 3¢ ¢,

m m
3= 27 3e¢-1 ¢ jsou pfirozend. Protoze > je druhou mocni-

m
nou piirozeného &isla, musi byt ¢islap — 1 a g sudd. Jelikoz 3
je tieti mocninou prirozeného ¢&isla, musi byt Cislap a ¢ — 1
déliteln4 tfemi. Cislo ¢ musi byt z uvedenych davoda druhou
i tfeti mocninou. Aby bylo &islo m za téchto podminek nej-

mensi, musi bytp = 3, g = 4,¢ = 1, tedy m = 23.3% = 648.
C-11-2

Bodem § prochézi pét rovin, z nichz zadné tii neprochézeji
jednou pfimkou. Na kolik &asti rozdé€li tyto roviny cely
prostor ? (Pfedpokldddme, Ze rovina d&li prostor na dvé &4sti,
dvé riznobézné roviny na Ctyfi ¢asti apod.)

ReSeni. Tri roviny d&li prostor na osm &sti, tzv. oktanti.
Ctvrté rovina protne kaZdou z té&chto tf rovin v pfimce pro-
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chazejici bodem S. Tyto tfi pfimky rozdéli tuto Ctvrtou ro-
vinu na 3est tihla. Kazdy z nich rozdéli jeden z osmi oktanti
na dvé &4sti, pribude tedy Sest C4sti. Proto déli Ctyfi roviny
danych vlastnosti cely prostor na 14 4sti. Pitd rovina protne
kazdou z predchézejicich &tyf rovin v piimce, tyto Ctyfi
piimky déli patou rovinu na osm &ésti. Proto déli pé&t rovin
prostor na 14 + 8 = 22 ésti.

C-1il-3a
Jsou dény navzijem razné body O, P, Q, R tak, Ze kazdé
dvé z ptimek OP,0Q,OR jsou navzijem kolmé. Délky tsecek

OP, 0Q, OR oznalme p, g, . Vyjadiete obsah trojahelniku
PQR pomoci p, g, r.

R

Obr. 15
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1
Reseni. Obsah trojtihelniku OPQ je 5 P4 (obr. 15), proto se

pq .
vyska ke strané PQ rovnd ———— . Vy$ka » v trojthelniku
sz + q2
2q2_
POR se proto rovna vyrazu o = ]/ r2 + PZ—+-q_Z , hledany ob-

1
sah je*z— /242 + p*2 + ¢%2. Mohli jsme téZ pouzit Hero-

nav vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku pomoci délek
jeho stran.

C-11-3b
Je dan trojahelnik ABC a na jeho stranich AB, BC, CA

1
jsou po fadé zvoleny body K, L, M tak, ze|AK| = = |4B|,
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1 1
|BL| =3 |BC|, |CM| = - |CA|. Vypottéte pomér obsahu

trojuhelnika KLM a ABC.
ReSeni. Vyska ke strané AK v trojihelniku AKM se

6
rovna Al kde je v vy3ka ke strané AB v trojthelniku ABC
(obr. 16). Oznagime-li P obsah trojihelniku ABC, rovna se

6P
obsah trojihelniku AKM hodnoté 49 Tentyz vysledek do-

staneme pro obsahy trojahelnika BLK, CML. Obsah troj-

thelniku KLM dostaneme z obsahu trojuhelniku 4ABC ode-

¢tenim obsahu trojuhelniki A KM, BLK, CML, je tedy hle-
31

dany pomér 1 —3.4—5 TS

59



Kategorie B

ULOHY DOMACI CASTI I. KOLA
B-1-1

Do trojuhelniku ABC se stranami a, b, ¢ vepi$me kruznici
a sestrojme k ni daldi teny rovnob&iné se stranami troj-
uhelniku. Kazd4 z téchto tecen utini od trojuhelniku 4BC po
jednom trojuhelniku. Do kaZzdého z téchto tii trojuhelnika
vepisme kruZnici. Vyjadfete pomoci a, b, ¢ soulet obsahl
viech ¢tyf kruhia ohrani¢enych uvaZovanymi kruZnicemi.

Obr. 17

ReSeni. Telna kruZnice vepsané danému trojuhelniku
ABC, kters je rovnobézna se stranou BC, protind strany 4B,
AC v bodech B;, C1 (obr. 17). Trojuhelnik 4AB;C; je s troj-
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thelnikem ABC podobny, koeficient podobnosti j ]e

2
=1- = , kde je o polomér kruZnice vepsané trojihelniku
v

ABC a v je vyska ke strané BC. Ozna¢me P obsah trojuhelni-

1
ku ABC a s jeho polovi¢ni obvod. Je s.o =P = >

-av,

2 a
odkud plyne 1 — 5 =1- e Obsah kruhu vepsaného

a\2
trojihelniku AB;C; je tedy Q <1 — T> , kde Q je obsah

kruhu vepsaného trojihelniku ABC, tj. Q = mp?. Hledany
soucet obsahtl viech &tyf kruhu se tudiz rovnd vyrazu

2 b\2 2
oro(i-5fvo(i-{)re(i-5) -

P2 a2+b2+c2

B (s —a)(s —b)(s —c)(a? + b2 + ¢?)

=TT y3 =

_ (b+c—a)(a+c—b)(a+b—c)(a2+b2+02)
B (a+ b+ c)p :

Pritom jsme pouzili Heronuv vzorec pro obsah trojahelniku,
podle kterého je P2 = s(s — a)(s — b)(s — ¢).

B-1-2

Necht F je zobrazeni mnoziny vSech pfirozenych ¢isel na
mnozinu {—1, 1}, pro které plati F(1) = —1, F2k + 1) =
= —F(Q2k — 1), F(2k) = F(k) pro kazdé pfirozené Cislo k.
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Dokazte, ze plati

a) F(3k) = — F(k) pro v8echna prirozena Cisla %,

b)jelir=20al=s=2r s+ 21 pak je F(s + 2") =
= F(s).

Reseni. Vztahy F(1) = —1, FQk + 1) = —FQ2k — 1) je
zobrazeni F definovdno na posloupnosti viech lichych pfi-
rozenych &isel, a to tak, Ze stfidavé nabyva hodnot —1 a 1,
tedy F(2k + 1) = (—1)¥*1. Kazdé ptirozené &islo se da pravé
jednim zpusobem napsat ve tvaru n = 27(2q + 1), kde p, ¢
jsou celd nezdporna Cisla. Ze vztahu F(2k) = F(k) pak plyne
F(n) = F2q + 1) = (—1)t*l. Déle je 3n = 27(6q + 3) =
= 27[2(3q + 1) + 1], takze F(3n) = (—1)3¢t2 = (—1)1 =
= —F(n). Tim jsme dokdzali prvni ¢4st tvrzeni tGlohy.

V druhé &ésti tlohy rozli§ime tfi pfipady:

1. s =27, pak je F(s + 2") = F(2r+l) = —1 = F(s).

2.s =27 a p < r. Pak je F(s) = —1, F(s + 2) =
= FQp2rv 4+ 1) = FQr» 4+ 1) = F2.20-71 4 1) =
= —(—=12"". Je-lip = r — 1, rovnd se posledni vyraz

jedné, jinak hodnoté —1 = F(s).

3.5 =272q + 1), g > 0. ProtoZe je s < 2", jep < r — 1.
Je Fs) = (— 1), F(s + 2) = F2v(2q + 1 + 279)) =
= F(g + 27070 + 1) = (~ps = (—1pl =
= F(s).

Tim jsme dokézali i druhou ¢&ést Glohy.

B-1-3

Najdéte vSechny pravouhlé trojahelniky s celoiselnymi
délkami stran (tzv. pythagorejské trojuhelniky) s obvodem
990.
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Reseni. Oznatme a, b délky odvésen a ¢ délku pre-
pony trojuhelniku danych vlastnosti. Ma tedy platit

a2+ b2 =c a+ b+ c=990.

Dosadime-li do prvni rovnice ¢ = 990 — a — b, dostaneme
po upravé
(990 — a)(990 — &) = 990.495.

Ziejmé je a < 495, jinak by byloc > 495aa + b + ¢ > 990.
Stejné tak je b < 495. Proto je 495 < 990 — a < 990,
495 < 990 — b < 990. Mime tudiz sou¢in 990.495 =
= 2.3%.52.112 rozlozit v soutin dvou piirozenych <¢isel,
z nichZ je kazdé vétsi nez 495 a mensi nez 990. Takové roz-
klady jsou pouze ¢tyfi: 594.825, 550.891, 605.810 a 675.726.
niteld déliteiny Cislem 121, pak prichdzeji v tvahu pouze
Cisla 605 a 726, nebo je kazdy z Cinitela délitelny cislem 11.
Pak je zase bud jeden z Cinitela délitelny jesté Cislem 25,
tedy ¢islem 275, ptichédzeji v uvahu ¢&isla 550 a 825, nebo je
kazdy z Cinitela délitelny &islem 5.11 = 55. V poslednim
pripadé nedostaneme zidné feseni.
Je-1i 990 — a = 594,990 — b = 825, je

Z dal8ich tii rozkladt dostaneme dal3f tfi feSeni tlohy:

a = 440,b = 99, c = 451
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a =385,b =180, c = 425
a =315, b = 264, c = 411
B-1-4

Necht n je dané pfirozene Cislo. Urcete pocet vech po
dvou neshodnych trojuhelniki, jejichz vSechny strany maji
celodiselnou délku nejvySe rovnou n. Kolik je mezi nimi
rovnoramennych trojahelnika ?

ResSeni. Nejdiive uréime polet s(n) trojtihelnikéi uvede-
nych vlastnosti, jejichZ nejvétsi strana ma délku pravé n.
Oznaéme strany takového trojihelniku a, b, ¢ tak, aby bylo

n n
a=b=c=n.Je-li n sudé, nabyva b hodnot~2— + 1, = +2,

.., n. Pro a midme pak nutnou a postaCujici podminku
a+b>nti.n+1—b=a=>b. Takie mime tyto moz-
nosti:

n n n )
c=n,b=7+l,a=—2~,*2~+1 2 moZnosti
. n 5 n n n . n 5
=7 TEe=y oLy Lot

4 mozZnosti
b=na=1,2,...,n n moznosti
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n(n + 2)
Celkem jsme dostali s(n) =2+ 4+ ... +n=— "

trojihelnikG. Z nich jsou rovnoramenné ty, pro které je

n
a = b, té&h je 52 pak jesté ty, pro které je b = n, téch

je n. Pfitom rovnostranny trojahelnik o strandch n, n, n
je zahrnut v obou piipadech. Je tedy rovnoramennych

n
trojahelnika »(n) = > 1.
L oon+1
Je-li n liché, je = b =n a dostaneme tyto moz-
nosti:

n+ 1 n+1
c=nb= T, e =5 1 moZnost
n+ 3 n—1n+1n+3 .
= 2 ,a = 2 0 20 3 3 moZnosti

b=na=1,2,....n n moZnosti

Celkem dostaneme pfi n lichém s(n) =1 +3 + ... + n =

(n+ 1) Lo n+1

=2 trojahelnika. Z nich je r(n) = 5 +n—1=
3n —1

=" rovnoramennych. Nasim ukolem je urlit pocet
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S(n) viech trojihelnika s celotiselnymi délkami stran
nejvySe rovnymi Cislu n. Je tedy S(n) = s(1) + s(2) +
+ ... + s(n), mezi nimi je R(n) = (1) + ... + »(n) rovno-
ramennych. Je proto

n

Stn) = —‘1{ D @+ 2 + i m,

k=1

kde m je pocet lichych &isel v mnoZiné {1, 2, ..., n}, takZe

n ) n+1
m=7pr0nsude,m= 2

pro n liché. Pouzitim vzorce

i n(n + 1)2n + 1)
k2 = 6

k-1
dostaneme:

n(n + 2)2n + 5)
24 ’
(n+ 1)n + 3)2n + 1)
24 '

n je sudé, pak je S(n) =

n je liché, pak je S(n) =

3n? 3n% + 1
Podobné dostaneme R(n) = 4 pron sudé, R(n) = 1

pro n liché.
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B-1-5
Dokazte, Zze funkce
f(x) = cos x cos 2x + cos Ax cos 34x,

kde A je iraciondlni &islo, neni periodickd.

ReSeni. Dand funkce f nabyva v bodé 0 hodnoty 2. Do-
kdzeme, Ze v zadném jiném bod¢é hodnoty 2 nenabyva.
Kdyby pro nékteré x # 0 platilo 2 = cos x cos 2x +
+ cos Ax cos 34x, muselo by platit cos x cos 2x = 1 a z4-
roveil cos Ax cos 34Ax = 1, protoZe cos « cos =1 pro
kazdé o, f§. Pak by ale platilo cos x = cos 2x = 1 a sou-
¢asné cos Ax = cos 34x = +1, tedy x = 2kw, pro & celé

m
nenulové a zdrovenn Ax = 7wm, m celé, takie 4 = DYR To je

vsak spor s pfedpokladem iracionality &isla 4.

B-1-6

Dokazte, Ze pro pfirozend &isla 2 < m < n plati nerovnost

mm — 1) ... (m — k) 2m — B\kT1
nn —1)...(n “k)<<2n——k> :
k

Reseni. Polozime-li p = m — S I=n =5, muZeme

dokazovanou nerovnost psat ve tvaru
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Vyraz na levé strané nerovnosti je soufinem k2 + 1 Cinitela

£ kR
p— ex=—,>—1..

k
tvaru T Je-1i & sudé,

rovnd se jeden z téchto &initelt zlomku —, ostatni sdruzime
q

pP—x p+x k . p2 — x2
q_x,q+x,kdex—l,..., 2.Souc1nq2_x2

do dvojic
2

kazdych dvou &initelt v dvojici je kladny a mensi nez — ;

P [P2\E P\t
proto je vyraz na levé strané mensi nez rE <—> = (—) .

g q
Je-li & liché, je leva strana dokazované nerovnosti soufinem
E+1 p—x p+x p2— x2 1 3
3 vyrazd tvaru oy x=q2 —F=5 g

2

e kazdy z nich je kladny a mens$i nez q_2 Tim je ne-

rovnost dokdzana i v piipadé lichého &.
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ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
B-S-1

V roviné jsou diny pfimky p, ¢ a bod F, ktery lezi na
pfimce ¢ a neleZi na pfimce p. Sestrojte viechny body X
na ptimce g, pro které se kruznice se sttedem X a polomérem
| XF| dotykéd pfimky p.

Reseni. Spliiuje-li bod X podminky tlohy (obr. 18), je
te¢na ¢ kruznice (X, | XF|) v bodé F kolmd na pfimku g.
Nejsou-li pfimky p, g kolmé, oznatime P prusetik piimek p, .
KruZnice % se pak dotykd pfimky p v bodé Y, pro ktery
plati |PY| = |PF|. Takové body Y jsou na pfimce p pravé
dva, ke ka?dému z nich dostaneme pravé jeden bod X,
ktery je feSenim ulohy. Je Xeq, XY | p. Je-lip | ¢, ma
tloha pravé jedno feseni, je to stied tseCky FQ, kde Q =
=pNyq.
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B-S-2

Redlnd Cisla x1, X2, ..., Xm, Y1, V2, ..., Ym Spliuji ne-
rovnosti 0 < x; <y; =1 proje{l, 2, ..., m}. Dokazte,
Ze plati

2.3 Em= 2,00 )
— =m— Vi — Xj)-
Z j j

_ X
ResSeni. Podle pfedpokladu je 1 —y; = 0, 1 — 4} >0,

;
Xj

vyndsobenim dostaneme nerovnost 1 — — — y; + x; = 0,
Yi

21
tedy yf =1—-(yj—x;) proj=1,2, ..., m. Selteme-li

vSechny tyto nerovnosti, dostaneme nerovnost, kterou jsme
méli dokazat.

B-S-3a

Cislo 8! (osm faktoridl) napiste jako soudin ptirozenych
¢isel x, y, 2 tak, aby platilo x =y = 2z a &slo x bylo co
nejvetsi.

ResSeni. Je 8! =27.32.5.7. Podle podminek tlohy je
x3 = xyz = 8!, tedy x =< 3]/8! =4 .3]/630 < 35. Nemaze byt
x = 34 nebo x = 33, protoze tato Cisla ned@li &islo 8!.
Polozime-li x = 32, je yz = 1260 a nutné y = 35, 2 = 36.
Jediné feSeni ulohy je 8! = 32.35.36.
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B-S-3b

Jsou déna redlnd cisla p, ¢, », pro kterd plati p > g >
> r > 0. Najdéte viechny lichobéZniky, jejichZz pravé jedna
strana ma délku p, pravé jedna strana délku g a pravé dvé
strany maji délku ». Provedte diskusi.

ReSeni. Bud maji obé ramena lichob&Zniku délku 7,
nebo md mens$i zdkladna a jedno rameno délku ». V druhém
ptipadé m4 delsi zdkladna délku p a druhé rameno délku g,
obricené to neni mozZné, nebot neexistuje trojuhelnik o délkich
stran r, ¢ — 7, p. V obou ptipadech (obr. 19, 20) je nutnou
a postatujici podminkou existence lichob&zniku podminka
2r > p — q. Je-li tato podminka splnéna, miiZzeme sestrojit
trojihelnik o délkéch stran », p — ¢, » nebo r, p — r, g, oba
tyto trojuhelniky doplnime rovnobé&znikem na lichobéZnik
s poZadovanymi délkami zdkladen a ramen.




ULOHY II. KOLA
B-Ii-1

Najdéte viechny funkce g definované na mnoZiné vsech
bodu roviny, které maji tuto vlastnost: Jsou-li 4, B, C
vrcholy trojihelniku v dané roving, je g(4) + g(B) + g(C) =
= 1.

ReSeni. Zvolme v uvazované roviné dva riazné body X, V.
K nim muZeme vzdy zvolit dva rtzné body 4, B tak, Ze
pfimka AB neprochizi Zidnym z boda X, Y, takZze body
A, B, X jsou vrcholy trojihelniku, rovnéz tak body 4, B, Y.
Podle predpekladu pro kazdou hledanou funkci plati g(4) +
+ 8(B) + g(X) = g(A) + g(B) + g(¥) = 1, tedy g(X)=
= g(Y). Z toho vyplyva, Ze kazd4d funkce vyhovujici tloze
je konstantni. Protoze g(A) + g(B) + g(C) =1, vyhovuje

uloze pouze funkce ptifazujici kazdému bodu X hodnotu 3

1
tj. g(X) = — pro kazdy bod X roviny.

B-1l-2

Funkce f je definovdna na mnoziné vSech pfirozenych
isel, pfi¢emz pro vSechna pfirozend Cisla n plati
(fem))® + 4

fn+ 1) = - 2(5— .

Jak4 je nutnd a postacujici podminka pro ¢islo f(1), aby pro
vSechna n = 2 platilo f(n) > 2°?
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ReSeni. Je-li f(n) > 0, je podminka f(n + 1) > 2 ekviva-
lentni podmince (f(n) — 2)2 > 0, tedy podmince f(n) # 2.
Je-li f(n) <0, je f(k) < O pro vSechna pfirozend Cisla k.
Hledanou podminkou pro f (1) je tudiZ podminka f(1) > 0/
A f1) # 2.

B-1l-3a
Dokazte, Ze neexistuji celd kladna &isla x, y, 2 tak, aby
platilo x% + y¥ = 22,
ReSeni (podle L. Kébrta, 2. rod. G Chrudim). Piedpo-

kladejme, Ze pro celd kladna &isla x, y, 2z plati x¥ + y¥ = 22,
Pak je ziejmé x < 2,y < za

ey
N CEONA R

Avsak 2 —x—-120, 2—y—120, x=>1, y=1,
x ¥ x \* ] NErt

— <1, —<1, tedyjel— ) <1, — =1,
2 2 z

g <
Y /1
( > ( > < 1. Odtud plyne 2 <1 + 1 =2,

tedy =z = 1. Pak v3ak neexistuji celd kladna ¢isla x, y mensi
nez 2. To je spor, tim je tvrzeni Glohy dokédzano.

tedy

/\
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B-11-3b

K danému trojihelniku T o délkdch stran a, b, ¢ sestroji-
me trojahelnik T’ soumérné sdruZeny podle stfedu kruZnice
vepsané trojuhelniku T. DokaZte, Ze obvod p Sestitihelniku,
ktery je prunikem trojahelnikti T, T’, spliiuje nerovnost

2(ab + bc + ca)

PES

Refeni. Oznatme A, B, C vrcholy trojahelniku T, » jeho
vysku ke strané BC a ¢ polomér kruZnice vepsané trojihel-
nikim T, T’ (obr. 21). Prasetiky stran AB, AC s obrazem
L'B’ strany CB v uvaZované stfedové soumérnosti oznacime
K, L, podobné dostaneme body M, N a P, Q. Z podobnosti
trojuhelnikt AKL, ABC dostaneme obdobné jako v tuloze
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B-I-1 vztah |KL|= ]BC|<1 - 25) = |BC| (1 _%) -

A+ ) dobng pro |MN], [PQ]. Pro obvod
= L ibie , podobné pro | [, |PQ|. Pro obvod p

Sestitthelniku KLMNPQ je p = 2|KL| + 2|MN]| + 2|PO),
protoze |[KL| = |PN|, |MN| = |KQ|, |QP| = |LM]|, tedy

ab+c—a)+bla+c—b)+cla+ b—c)
“ a+b+c -
2ab + 2bc + 2ac — a? — b2 — ¢2
’ a+b+c ’

Mame tudiz dokazat nerovnost
2ab + 2bc + 2ac — a? — b2 — ¢ < ab + bc + ca,
kterd je ekvivalentni nerovnosti
0=(a—b2+ (b —c2+ (c — a2,

jez ziejmé plati. Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz
je a = b = ¢, tedy kdyzZ je trojuhelnik T rovnostranny.
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Kategorie A

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA

A-1-1

V roviné jsou dény dva ruzné body 4, C. Pro redlné &islo

2|14C
| l sestrojte konvexni ¢tyfuhelnik ABCD s maximal-

m >

nim obsahem, pro ktery plati |4AB| + |BC| + |CD| = m.
Reseni. Piedpokliadejme, 2e ABCD je hledany &tyitGhelnik
s nejvétsim obsahem. Pak je trojuhelnik ACD pravouhly

s pravym uhlem pii vrcholu C a trojuhelnik ABC je rovno-
ramenny se zdkladnou AC (obr. 22). Jinak bychom mohli

D

m-2x%

Obr. 22
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obsah trojuhelniku ACD, resp. obsah trojihelniku ABC
zveétsit, aniz bychom zménili délku strany CD, resp. soudet
|4B| + |BC| = m — |CD]|.

Prvni tvrzeni je ziejmé; druhé dostaneme napi. pomoci
takovéto uvahy: Vime, Ze pro dané dva body X, Y maji
vSechny trojuhelniky XYZ, jejichz vrchol Z lezi na rovno-
béZce s pfimkou XY, stejny obsah. Ze vSech takovych troj-
thelniki méd rovnoramenny trojahelnik XYZ, (|XZy| =
= | YZy|) nejmensi obvod (obr. 23). Sestrojime-li tedy k da-
nému nerovnoramennému trojuhelniku X'YZ rovnoramenny
trojihelnik XYZ, se stejnym obsahem a k nému trojahelnik
XYZ', jehoZ obvod je stejny jako obvod daného trojahelniku
XYZ (obr. 23), je obsah trojuhelniku XY Z’ vétsi nez obsah
trojuhelniku XY Z.

Obr. 23

Najdeme nyni mezi ¢tyithelniky ABCD, pro néz plati
|AB| + |BC| + |CD| = m, |AB| = |BC| = x a AC | CD,
takovy, jehoZ obsah P(x) je nejvetsi.
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Ozna¢me |AC| = 2u, pak je

P(x) = u(m — 2x) + ul/x? — w2 =

Protoze

x
P'(x) = u<—_#—:: — 2) 5

sz — 2

. — 2 |4C]
vidime, Ze pro x > 2|/x2 — #?, tj.prox < —= u = ———
13 13
|4C|

funkce P roste a pro x > W klesi. Ctyithelnik ABCD

bude mit tedy nejvétsi obsah, pravé kdyz |4B| = |BC| =
|4C]
/3
konstrukce.

Pozndmky. Tvrzeni, Ze rovnoramenny trojihelnik mi ze
vSech trojahelniki XYZ s danou stranou XY a stejnym
obvodem nejvétsi obsah, plyne také ze zdkladni vlastnosti
elipsy: Body, které maji od bodu X, Y dany soucet vzdile-
nosti, leZi na elipse s ohnisky X a Y (obr. 24). Pfitom nej-
vétsi vzdalenost od hlavni osy elipsy mé pravé jeji vedlejsi
vrchol Z.

Uvedené tvrzeni lze dokézat i algebraicky, pouZijeme-li
Heron@v vzorec pro obsah trojihelniku. Ma-li trojuhelnik
XYZ délky stran x, v, 2, kde 2z je pevné a x + y = k&, plati
pro jeho obsah P

2
s, |CD| =m — ﬁ |AC|. Odtud jiz snadno plyne
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)
. X Y fl
\_|

Obr. 24

z %o

16P2 = (x + 3 + 2)x + ¥ = 2)x —3 + X —x +y+2)=
= ((x + 3P — #)(a2 — (x — 3P =
= (8 — #2)(at — (x — D =
< (B2 — 2%)22

s rovnosti, pravé kdyz x = y.
Maximum funkce P muZeme najit i bez derivovani. Pro-

toZe pro kazdé x je ]/x% — 2 2x < 0, hleddme nejmensi

m
kladné &islo A takové, aby pro kazdé x <u, —2> platilo

E(ic¥’f=]/xz——u—‘l——ng—A

m
a pfitom pro né&jaké x e <u, 5) nastala rovnost. Uvedend
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nerovnost je ekvivalentni kvadratické nerovnosti
3x2 — 4A4x + A2 + 2 = 0,

kterd md diskriminant D = 1642 — 12(42 + u?) = 4(42 —
— 3u?). Vidime, Ze uvedené pozadavky spliuje aslo 4 =
13 24 2 ]A ]
u arovnost nastane pravé pro x = —- = ——

AC
Podminka m > 2 LAg je nutna: funkce P je v intervalu
|AC| m  |AC|
0, — | rostouci, takZe pro—~ << — nemd Vv intervalu
]/3 2 ]93
0, — | maximum.
2
A-1-2

Je dédno ptirozené ¢&islo n. Urdete pocet viech mnoZin
Mc{l, 2, ..., n} X {—1, 1}, pro n& existuje takovd
n-tice redlnych &isel [a1, aq, ..., anl, Ze

li,/]e M <> ja; > 0

plati pro vSechny dvojice [, /]e {1,2, ...,n} X {—1,1}.

ReSeni. Oznatme M| mnozinu viech mnoZin M vyhovuji-
cich podmince tlohy. Je-li M eM| a [a1, a2, ..., ax] € R”
odpovidajici n-tice, pak pro kazdé i e {1,2,..., n} nastane
pravé jedna ze tfi moZnosti:
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a>0<[,1]eMali, —1]¢ M
a<0<=[,1]¢Mal, —1]eM
a=0<[,1]¢Mali, —1]¢M

Prifadme kazdé mnozin& M € M| n-tici

2(M) = [sign ai, sign a2, ..., sing ax] e {—1,0,1}",
kde

—1 proa <0,
sign a = l 0 proa =0,
1 proa>0.

Zobrazeni z je zfejmé prosté a obrazem mnoZiny @ je
mnoZina viech uspofddanych n-tic z mnoZiny {—1, 0, 1}:
Je-li [x1, x2, ..., 2] € {—1,0, 1}, je

M= {l x]:ie{1,2,...,n}, x %0} e M|
Zobrazeni z:|M— {—1, 0, 1}” je tedy vzéjemné jedno-
znatné. A protoze mnoZina {—1, 0, 1}» ma 3" prvka, je
rocet viech mnozin M, jez spliuji podminku dlohy, 37.

A-1-3

Je déno ¢&islo « € (0, ). Najdéte redlné Cislo » s touto
vlastnosti: Je-li A mnoZina boda libovolného rovinného tthlu
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velikosti « s vrcholem v po&atku kartézské soustavy soufadnic,

pak pro kazdy bod X e Aexistuje bod M € A s celo¢iselnymi

soufadnicemi, ktery ma od bodu X vzdalenost nejvyse ».
ReSeni. Kazdy bod roviny mi od nejbliziiho miiZzového

2 .
bodu vzdélenost nejvyse B protoze mnozina vSech kruhu
=
se stiedy v miiZzovych bodech a polomérem Y pokryva

rovinu. Je-li X € A, nemusi oviem tento miiZovy bod leZet
v thlu A.

/"”2
Ozna¢me K ten kruh o poloméru 17 , ktery lezi cely v mno-

Zin€ A a je nejblize pocatku soustavy soufadnic. Pro vzdaile-
nost v jeho stfedu S od po&atku plati

. 12

sin7=%,
takze
12 1
v = e
2 sin—- /1 — cos «
2

Je-li nyni X libovolny bod mnoziny A, ozna¢me Ay mno-
Zinu bodu, kterd vznikne z Ghlu A posunutim o vektor OX

2
(obr. 25). V kruhu Ky o poloméru V7 vepsaném uhlu Ay

lezi aspon jeden mfiZovy bod Xy, pro ktery plati
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0
Obr. 25
A
[XX0| <9+ 7 .
_ J2 1 12
Stadi tedy polozit r = v + —— = ———— + — |

2 /1 — cos « 2

vvvvv

Adamec. Jeho feSeni se vSemi dukazy zabiralo oviem 23
strany Cistopisu. Uvaddime ho proto v zestru¢néné a ponékud
upravené formé.

Jiné FeSeni (podle R. Adamce). Pro dané o« e (0, =)
najdeme nejmensi Cislo » takové, Ze libovolny rovinny thel A
velikosti « s vrcholem v po¢itku O je pokryt kruhy o polo-
méru r se stfedy v mfiZovych bodech leZicich v A.Zfejmé
se muzeme omezit jen na Ghly, jejichs osa lesi v 1. oktantu
(tj. v té &asti roviny, kde plati x > y >0).
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Ziejmé€ pro zidné o nemiZe byt r < PR protoZe vzdycky

najdeme thel A(«) s vrcholem v podtku tak, aby existoval bod
X e A(2), jehoz vzdélenost od nejblizsiho miiZového bodu

5
v A(2) je libovolné blizk4 ]—/2— (obr. 26). Zéroveii si uvédomme,

Ze v kazdém uhlu A pro dostaten& velké xp najdeme mii-
zové body na viech pofadnicich x = a, kde a = x je celé

1
2
—

‘,

Obr. 26

(stati vzit xo takové, aby délka usecky {(x,¥) € A: x = xo}
byla aspoii 1). Pro tuto &dst wihlu A pak plati, e ji Ize pokryt

kruhy o polomé'ruE— se sttedy v mitovych bodech lesicich

v A. Skute¢né, vezméme tu &4st Gthlu A, kterd je omezena
dvéma takovymi sousednimi celodiselnymi pofadnicemi
(obr. 27), pticemz Vi, Vo, ..., Vi (m = 1) jsou vsechny
mfizové body pofadnice x = a + 1 lezici v A. Ctverce
UiViViaUia pro ie{l, ..., m — 1} pokryjeme kruhy
se sttedy Vi, ..., Vpu. Vzhledem k predpokladu, Ze osa
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lUmq eA Vm+1 ¢A

Unm IV €A

I

X=Qa X=a+1
Obr. 27

uhlu A lezi v 1. oktantu, vidime, Ze tu Cast <tverce
UnVmVm:1Uni1, kterd lezi v A, pokryjeme bud z bodu
U, Vi (pokud Uy, € A), neboz bodu Vi, (kdyz Uy ¢ A).
Tu &ast &tverce UpVo ViU, kterd muZe lezet v A, vySetii-
me podobné: Pokud piisluiné rameno thlu A svird s osou x
zaporny (orientovany) uhel, je situace stejnd jako v pfed-
chozim pfipadé; v pfipadé kladného ihlu pokryjeme &tverec
UpVoV1 Uy z boda Uy, Vi (pokud U € A), anebo z bodu
Ui, Vi (kdyz Uy ¢ A — protoZze osa uhlu A lezi v 1. ok-
tantu, musi byt U; € A).

T
Z préavé dokdzaného tvrzeni plyne, Ze pro Ghly « € (Z ) 71:>
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je hledané c&islo » = P Budeme ted hledat polomér r» pro

T
takova Cisla « € (0, Z) ,jejichZ kotangens je pfirozené (islo,

cotg o = n > 1. Svird-li jedno z ramen takového thlu A
s osou x dostate¢né maly kladny thel, je (#, 1) mfizovy bod,
ktery je v A nejblize pocitku. Je to jediny miizovy bod

(5= O), ktery lezi v A ve vzdilenosti nejvyse |n® + 1 od
pocatku. Ukazeme, Ze takovyto pfipad je jaksi nejméné
priznivy, tj. Ze v lbovolném thlu A(x) s vrcholem v poldtku,
kde o = arccotg n, legi aspori jeden miiZovy bod (£ O) ve
vzddlenosti nejvyse s = l/nz + 1 od poéitku. K tomu nim
sta¢i dokdzat, Ze mezi vSemi polopfimkami v 1. oktantu
s potitkem O a prochizejicimi né&jakym dal$im miiZzovym
bodem v kruhu K = (O, s5) nejsou dvé sousedni, jez by
sviraly uhel vétsi nez o.

Pro mald n skute¢né snadno najdeme systém polopfimek
takovy, Ze libovolné dvé sousedni polopfimky sviraji thel
nejvyse «. UvaZujme napt. polopfimky se smérnicemi

1 1 1 2 3 kR—1

09_’2_:7’_13-'-3?343_,"Z:-”:Ak—slz (1)

kde (¢, & —1)e K, (k+ 1, k)¢ K. Pro tangenty uhli
sousednich poloptimek pak plati

1 1
i P41 1
S 1 G+ +1°
14+ o—=

i+ 1)
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! i1—1 212
Jri+1
aje
1 1
ai§-7—pr02§i§n—l, b;g—s— pro2 =i=F%k—1.

Dale sta¢i uvazovat £ takové, Ze soucasné plati

kR—1

Tk 1
E—1 2F—1

1+—k

lIA

1
tgoa = —
g% -

a pfitom (&, & — 1) € K, tj.
k=12 +R=n>+1=3%
Obé nerovnosti jsou ekvivalentni nerovnostem

n < (2k — 1 = 2% + 1,

1 ‘ n
pro liché n a & = >t 1 pro sudé

staci proto vzit £ = 2

n=2.
Smérnice (1) dévaji tedy hledany systém polopfimek pro

2 3/1 2
n = 7. Pfiddme-li k nim je$té smérnice 5 a 5 <-3— < 5 <
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< % < —2— < %) , zjistime, Ze takovyto systém polopiimek
vyhovuje pro 6 = n = 12 (to se ndm bude je3té hodit).

Obecny dukaz uvedeného tvrzeni, ktery ted nésleduje, je
kli¢em k Fe3eni celé tlohy. Pfipomerime zde jesté jedno tvrze-
ni (zndmé jako Pickuv vzorec), které budeme v dikazu po-
tiebovat:

Obsahuje-li mnohotuhelnik s vrcholy v mfiZovych bodech A
miiZovych bodd na hranici a # mfiZovych bodi uvnitf, je
jeho obsah

h
S=3+u—-1.

Uvazujme tedy dvé polopfimky O4, OB v 1. oktantu, které
prochézeji miiZovymi body 4, B v kruhu K, pfi¢emZ uvniti
uhlu A0B Z4dny miiZovy bod z kruhu K neleZi. Pfedpokla-
dejme rovnou, Ze uvnité Gsetek OA4, OB jiz Zddné miiZové
body neleZi. Kdyby navic v kruhu K leZely i oba miiZové
body C, D, které dostaneme z bodu A, B stejnolehlosti se
sttedem O a koeficientem 2 (obr. 28), leZel by v kruhu K
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a uvniti thlu AOB také stfed E usetky CD, ktery je rovnéz
miiZovym bodem. Muzeme tedy piedpoklidat, Ze napf. po-
loptimka OA obsahuje v kruhu K kromé pocitku prévé jeden

miiZovy bod A a polopfimka OB pravé m miiZovych bodu
(obr. 29), takZe pro délky d = |OB| a |O4| plati

md=s < (m+ 1)d, 2|04| > s. (2)
Nyni méme dokézat, Ze je ¢ = |<C AOB| = «, neboli

1
sinq>§sinoc=-s—.

Pro obsah trojihelniku AOB z Pickova vzorce plyne

1 1
S(A0B) = —2~d[OA[ sin ¢ = PE
takZe
1

sin ¢ = d——‘[OA]'

0 sl x
Obr. 29
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Pouzijeme-li odhadu (2), dostaneme nerovnost

) 2(m + 1)
sing < — 5,

takZe sta¢i dokdzat, ze 2(m + 1) = s, neboli

s
2

A

— 1. 3)

m

s
Z prvni nerovnosti v (2) mame pro m odhad m << — , pficemz
p p d b p

d jako vzdalenost dvou miiZovych bodii mize nabyvat jen

diskrétnich hodnot 1, ]2, |/5, ... Hodnotyd = 1,d = |2,

které odpovidaji ose x a ose 1. kvadrantu, nds uz nemuseji

1 k-1

zajimat, protoze pro né jsme nasli smérnice; a—
polopiimek, které s nimi sviraji tthel nejvyse .

Muzeme tedy déle predpokladat, Ze d > |/5 , takZe m =

$
= —=, a pro platnost (3) ndm staci ovéfit, zda je

|5
HEa “

A

l\)‘h

Nerovnost

| w
[IA
l\)}h

_
|
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plati, pravé kdyz n2 + 1 = 2009 + 4]/5), tj. pro n > 19.
Nicméné nerovnost (4) plati i pro mensi hodnoty », jak zjisti-
me vypoctem.

JNER(

2 n N
”fllg—z— 1< — —1

5 )
18 [)65] = 8 8
17 []/58] = 7 7,5
16 [51,4] = 7 7
15 [/45,2] = 6 6,5
14 [/39,4] = 6 6
13 [/34] = 5 5,5

Vzhledem k tomu, Ze pro n = 12 jsme tvrzeni jiz dokdzali,
ukondili jsme tabulku hodnot. Snadno zjistite, Ze nerovnost
(4) je splnéna i pro hodnoty n € {4, 6, 8, 10, 11, 12}. Nikoli
viak pron = 9. Systém polopfimek nalezeny pro 6 = n = 12
je tedy dulezity zejména pro n = 9. Z dokazaného tvrzeni
navic plyne, Ze v kazdém uhlu A velikosti o existuje miiZovy

s
bod leZici zdroveri v mezikruzi K’ = { X eR2:— < |OX| <5}

(protoze stejnolehlost se stiedem v poc':aitku a celociselnym
koeficientem zachovavd mfiZové body). Vidime tedy, Ze
prakticky celou ¢ast uhlu A, kterd lezi v kruhu K, muZeme
pokryt dvéma kruhy se stfedy v po¢itku a v nalezeném mii-
zovém bodé lezicim v K’, pfi¢emZ pro jejich polomér R plati
(obr. 30):
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s s n2 + 1

R= ewsa™ 7= 2

2_—

$
Vse bude v potadku, bude-li uvedeny miiZovy bod lezet
v utvaru UTYZ < K’, ktery m4 pramér R*). To ale plyne
s
2
Zovy bod nelezi. Kdyby tam totiZ n&jaky mfiZovy bod (p, q)

lezel, bylo by pro p, g celd

z toho, Ze v mezikruZi {X € R2: — <|O0X| < R} Zidny mfi-

s\ n2+1 (n® + 1)
3‘ =”*4*<P2+92<R2=—' e

4n2
n2 +1 1 1

= Td tatae

*) Pramér rovinného utvaru je nejmensi &islo d takové, Ze vzdalenost
libovolnych dvou jeho bodu je nejvy$e d. Z trojuhelnikové nerovnosti
snadno plyne, Ze'je-li d prumér dané uzaviené mnoziny, pak na jeji
hranici existuji dva body ve vzdilenosti d a v nich opérné prfimky
kolmé na spojnici obou bodu.
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1
Pro kazdé n je viak n?2 = 0 nebo n2 =1 (mod 4) a n +

1 1 )2
— , takZe mezi Cisly <E> a R? Zidné celé (islo
leZet nemuZe.

Spojenim obou dosavadnich vysledku ted uz snadno do-
staneme, Ze kaZdy iihel A s vrcholem v poédtku a velikosti o,
kde cotg o = n = 2, migeme pokryt kruhy o poloméru R =

1 1
= <n + -) se stiedy v mitZovych bodech lezicich v A.
n

Pii dikazu se omezime jen na Ghly A, které lezi celé v 1. ok-
tantu, protoZe uhel A, ktery obsahuje pfimku x = y nebo
osu x, umime podle prvniho tvrzeni pokryt kruhy o poloméru
li <R.

2

Necht T je ten z bodu uhlu A, ktery lezi na kruZznici (O, s)
a md od osy x nejvétsi vzdélenost. Jeho vzdalenost od druhého
ramene thlu A je aspori 1. LeZi-li T na celodiselné poradnici,

nenti jiZ co dokazovat <jak AN K, taki A N {(x,y):x = %7}

5
pokryjeme kruhy o poloméru R > }12*) . Neni-li x7 celé ¢&is-

lo, ozna¢me E, F pruseéiky pofadnice x = [xr]srameny p, q
uhlu A (obr. 31). Pokud |EF| > 1, jsme hotovi, protoZe
use¢ka EF obsahuje miiZzovy boed. Pokud EF neobsahuje
zddny miizovy bod, lezi v ihlu A miiZovy bod M se soufad-
nici ¥y = [x7] + 1, pfiemz

v — 1 <yg <yr <yu.
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/q

_{

E

0 [XT] [XT]*1 X
Obr. 31

Cést thlu {(x, ¥) e A: [xp] < x =< [x7] + 1} muZeme tedy

pokryt kruhem se stfedem M a polomérem ]/2. Posledni

uvaha nevyhovuje pro n = 2, protoZe v tomto pfipadé je
5 -

R = 7= |/2. Miizovy bod M = (2, 1)je viak obsaZen v libo-

volném thlu A velikosti « = arccotg 2 leZicim v 1. oktantu
(obr. 32). V tomto piipadé tu &ast thlu A, kterd zistala zatim

Obr. 32
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nepokryta, pokryjeme kruhem se sttedem M a polomérem

5

leR==—
- 4

Nase uloha bude vyfe$ena, jakmile ukdZeme, Ze nalezené R
je pro dané « (cotg « = n) skute¢n& nejmensi. To viak plyne
z obr. 33, kde thel A vznikne otolenim thlu, jehoz ramena
tvoii osa x a polopfimka OV, o dostate¢né maly thel 0. Je-li

1 1
Zbod na ose x takovy, ze|OZ| = |ZV| = R = —2-<n + —’;) s
/
vidime, Ze pro dané « = arccotg n umime sestrojit takovy
uhel A a v ném bod Z', jehoz vzdélenost od nejbliz§iho mfi-
zového bodu V bude libovolné blizka ¢islu R.

U(n-1.n)

0 Z n-1 n
Obr. 33

™

Je-li konetné « € (0, —i> takové, zen — 1 < cotg o = n, tj.
arccotg n = o < arccotg (n — 1), vidime, ze kazdy thel A
velikosti « s vrcholem v po¢atku muiZzeme pokryt kruhy o polo-

1 1

méru R = > (n + 'n> a se stfedy v miiZzovych bodech lezi-
cich v A. Je-li totiz X € A, sestrojime libovolny uhel A" < A
velikosti arccotg n s vrcholem v pocitku takovy, ze X € A’.
V ném (a tedy i v A) existuje mfiZzovy bod, jehoZ vzdalenost
od X je nejvyse R.
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Z obr. 33 je zdroveil patrné, Ze pro takové o je uvedené
r = Rnejmensi: Je-li A Ghel velikosti « s ramenem xa V € A,
pak neni U € A; stadi tedy volit uhel 0 tak maly, aby bod V
byl miiZovym bodem s nejmensi vzdilenosti od pocatku.

Zdvér. Pro kazdy bod X rovinného thlu A velikosti «
s vrcholem v pocétku existuje miiZzovy bod M e A takovy, Ze
| MX| = (o), kde

T
) — — S \
rax) = ro o € ™)
N 2 p < 4 -

1 1 0 7t
=5 [cotga]+[cotga] proae| 0, 2 )

pritom pro kazdé » < »(a) existuje Ghel A velikosti o s vrcho-
lem v potitku a bod X € A tak, Ze pro kazdy mfiZovy bod
MeAje | MX| > r.

5
Pozndmka. Ziejmé je r(o) = 5 ipro « €(x, 2w), H(27) =

/ 5 . 3 r vz w7 . . vz
= L . Funkce [x] je tzv. horni celd 4st Cisla x, tj. nejmensi
2
celé Cislo v3tdi nebo rovné x.

A-1-4

Najdéte nejmensi pfirozené n takové, Ze existuji dva ne-
shedné pythagorejské trojuhelniky s ptfeponou délky .
(Trojtahelnik se nazyvé pythagorejsky, je-li pravouhly a délky
jeho stran jsou vyjadfeny celymi &isly.)

Reseni. Najdeme nejdtive viechny trojice pfirozenych &isel
x,y, 2 takové, Ze
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%2+ 32 = 22 (1)

To je klasicka tiloha, jejiz podrobné feseni najdete napf. v ro-
¢ence XXVI. MO, uloha A-P-1.
Vsechna feSeni rovnice (1) maji tvar

x = k(a® — b2), y = 2kab, z = k(a® + b2), 2)

kde a, b jsou nesoudélnd prirozend Cisla takovd, Ze a > b,
2|ab, a k je libovolné prirozené ¢islo. Kazdé &islo 2, pro néz
mé rovnice (1) dvé ruznd feSeni (feSeni lisici se pofadim x
a y nepovazujeme za ruznd), se dd vyjadiit dvéma zpusoby
ve tvaru (2),
z = k(a® + b2) = [(c? + d?),
a je tedy spole¢nym nésobkem ¢isel a? + b2, c2 + d2, kde &isla
a, bic, d jsou nesoudélnd a souliny ab, cd sudé. Nejmensi
pfirozené &islo 7 spliiujici podminky ulohy tak najdeme mezi
nejmensimi spole¢nymi ndsobky &isel 12 + 22 = 5,22 32 =
=13,12 + 42 =17, 32 + 42 = 25,22 + 52 = 29, ... Vidi-
me, Ze n = 25 a piislusné pythagorejské trojihelniky maji
délky stran 15, 20, 25 a 7, 24, 25.
A-1-5
Je ddn mnohoclen
P(x) = apx™ + a1x"1 + ... + ap-1x + an,

ktery nabyva jen nezdpornych hodnot. Ozna¢me
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O(x) = aox™ + 2a1x" 1 + ... + nap1x + (n + a,.

Je-li P(1) = 0, pak je také Q(1) = 0. Dokazte.
Reseni. Je-li P(1) = 0, m4 nezdporny mnohotlen Pv bodé 1
lokdlni minimum, takZe P'(1) = 0, tj.

nay + (m — Day + ... + ayp—1 = 0.
Je tedy
O)=ao+2a1+ ... + nap-1+ (n + la, =

=m+1a+a+ ... +an)—
—(mao+ (n— a1+ ... + ap1) =
=+ 1)P(1)— P(1)=0.
Pozndmka. ReSeni s pouZitim derivace je elegantni a kratké.
MuzZeme ale uvaZovat i takto: Je-li P(1) = 0, tj.
a+a+ ... +a, =0,
je
P(x) = P(x) — P(1) =
=ap(x® — 1)+ a(x? 1 — 1D+ ... + apa(x — 1) =
= (x — I)ao(x" 1 + x22 + ... + 1) +
+a(x" 24+ ...+ 1)+ ... +ap1) =
= (x — 1) R(x).
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Protoze P(x) = 0 pro vSechna x, je R(x) =0 pro x >1
a R(x) = 0 pro x < 1. Je tudiz R(1) = 0, tj.

nap + (n — I)alv—l— . +apa=0.
A-1-6
Pro vnitini uhly trojahelniku ABC plati

sinl—2sinisin£
2 2 2

Urcete vztah mezi stranami a, b, ¢ takového trojuhelniku.

o
Reseni. Ze vztahu cosx = 1 — 2sin2 - @ z kosinové véty

dostdvdme rovnost
o a2 —((b—c2 (s—=0b(s—v¢)

sin2 - =

2 4 be N be

a podobné (cyklickou zdménou)

sin2 B _G—ais—9 sinz—y~ _G—as— b
2 ac i 2 . ab ’
a+b+c
kde s = > - Z dané rovnosti pak tedy plyne
2 =4(s —c)?
neboli
2c=a+ b
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ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
A-S-1

Pro libovolné prirozené &islo # > 1 existuje #» navzajem ne-
shodnych pythagorejskych trojahelniku se stejnym obvodem.
Dokazte.

ReSeni. VyuZijeme toho, e existuje nekoneéné mnoho
navzdjem nepodobnych pythagorejskych trojahelnika (viech-
ny primitivni pythagorejské trojuhelniky jsou navzdjem ne-
podobné). Pro dané ¢&islo n oznaCme sp = ap + by + o
(1 =%k=mn) obvody n takovych trojahelnika. Je-li s =
= 5152 ... Sp, jsou trojuhelniky se stranami

s

’ ’ S ’
a =ar—, b, =bp—, ¢, =cp—
& sk ER 5

§

rovnéZ navzdjem nepodobné (tedy neshodné) pythagorejské
trojuhelniky, jejichZ obvod je s.
Jiné FeSeni. Jsou-li u, v, & pfirozen4 Cisla, jsou Cisla

a = k2 — v2), b = 2kuv; ¢ = k(u? + v2)

strany pythagorejského trojuhelniku, jehoz poloviéni obvod
je s = ku(u + v). Abychom nasli dostatetné mnoZstvi
pythagorejskych trojuhelniki se stejnym obvodem, stali
zvolit za s &islo, které mé dostateéné velky pocet délitelu.
Pro dané n polozme napt. s = (n + 3)! a v = 1, takze je

(n + 3)!
- u(u+ 1) °
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Pro ue€{2, 3, ..., n + 2} dostaneme pythagorejské troj-
uhelniky s odvésnami

u—1 a1 2(n + 3)!
5 (n+3)! a w1

Dva takovéto trojuhelniky mohou byt shodné, jen kdyZz pro
néjakai,j€{2,3, ...,n + 2} plati

2i=0GC—-1{G+1)
neboli

y=i+7+ 1

Pro 2 =1 < dostaneme rovnost jen pro i =2, j = 3.
Nasli jsme tedy n neshodnych pythagorejskych trojuhelnika
s obvodem 2(n + 3)!.

A-S-2

Najdéte viechna redlni &isla p, pro néz jsou viechny kofeny
X1, X2, ¥3 rovnice x3 — 12x2 + px — 64 = 0 redlné a nezi-
porné.

Reseni. Pro kofeny x1, x2, x3 dané kubické rovnice plati
(Vietovy vztahy)

X1+ x2 + x3 = 12,
X1X2 + X2x3 + X3x1 = P,

x1x9x3 = 64,
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jak plyne z rovnosti koeficienti v rozkladu na kofenové
¢initele. ProtozZe

X1 + X2 + X3 e
3 = axexs =4,

nastdva ve znamé nerovnosti mezi aritmetickym a geometric-
kym pramérem ti nezdpornych &isel x;, x», x3 rovnost.
JC tedy X1 = X2 =x3 = 4 ap = X1X2 + X2X3 + X3X1 = 48.

A-S-3a

Zjistéte, zda existuji &tyfi celd Cisla x1, x2, x3, x4, pro néz
je Cislo

[(x1 — x2)(%1 — x3)(%1 — xa)(x2 — x3) (%2 — xa)(X3 — x4)]|
mocninou ¢&sla 2 s celym nezdpornym mocnitelem.

ResSeni. Takov4 &isla neexistuji. Kdyby existovala, byl by
kazdy z C&initeld |x; — x;] (7 %) nezdpornou mocninou
¢isla 2, takZe bychom pro vhodnd celd nezdporna Cisla a, b, ¢
dostali rovnosti

X1 — X2 = 2",

X2 — X3 = 2”, (1)

x3 — x4 = 2°,

x1 — x3 =20 + 20 x5 — x4 = 20 4 2¢.
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Cisla 22 4 20, 20 + 2¢ jsou oviem celou mocninou &isla 2
jen pro a = b = c. Pak ale setenim vztahu (1) dostaneme

x1] — x4 = 3.29,

coz neni celotiselnd mocnina Cisla 2 pro Zddné a.

Jiné ¥eSeni (podle V. Veselého, 3. ro¢., G J. Hronca,
Bratislava). Mezi libovolnymi ¢tyimi celymi Cisly xi, X,
x3, x4 existuji dvé, kterd dévaji pfi déleni tfemi stejny zbytek.
Jejich rozdil, a tedy i uvedeny souin je délitelny tfemi,
proto nemuZe byt nezipornou mocninou &sla 2. Zadnd
takova celd Cisla tedy neexistuji.

A-S-3b

V roviné s kartézskou soustavou soufadnic jsou ddny kruhy
ki = (81, r1), k2 = (82, r2), pro jejichZ vzdélenost stiedu s
plati

max(r, r2) = s=r +rz — 2.

Dokazte, Ze prunik téchto kruht obsahuje aspoil dva body
s celo¢iselnymi soufadnicemi.

ReSeni. ProtoZe s < r; + 72, je pranik obou kruhi ne-
prazdny, a protoze max(ry, r2) = s, neni jeden z kruhu &asti
druhého. Oznatme d délku té &isti GseCky S1S2, kterd lezi
v priuniku k1 N k2 (obr. 34). ProtoZe r1 + r2 = s + d, je
podle predpokladu

d=ri+re—s=2,
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Obr. 34

takZze do pruniku %; N k» lze umistit kruh o poloméru 1.
Kazdy takovy kruh v3ak obsahuje aspoil dva mfiZové body,
nebot mnoZina v3ech jednotkovych kruhu se stfedy v miiZo-
vych bodech pokryva kazdy bod roviny aspoii dvakrat.

Jiny argument: Stied S libovolného jednotkového kruhu
lezi v jednom ze &tyf pravouhlych trojuhelnika, na které
uhlopti¢ky rozdéli piislusny jednotkovy &tverec s vrcholy
v mfiZovych bodech (obr. 35). Vzdilenost bodu S od obou
vrcholl pfislu§ného trojahelniku je nejvyse 1.

Obr. 35
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ULOHY II. KOLA
A-Il-1

Najdéte vSechny pythagorejské trojahelniky s preponou
men$i neZ 1986 a s jednou odvésnou o 675 mensi nez pre-
pona.

ReSeni. Mdme fesit v prirozenych &islech soustavu rovnic

x2+y2:zz
y+d,

Il

Z

kde d = 675, z < 1986. Dosazenim za z z druhé rovnice
dostavame

takZe musime najit viechna x > d celd, pro néZ je y celé
a zdroven

X+ &2
g < 1986.

Z2 =

Sectenim poslednich dvou rovnosti dostaneme

x2

y+z:;‘175
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1/ x2
pro o musi d délit x2. Protoze z = ~2—<E + d) a d je liché,

2

22
musi byt ’ liché. Cislo d = 675 = 33.52 d&li x2, pravé kdyz

32.5 = 45 déli x, takze musi byt x = 45k, kde % je liché.
Z podminek ulohy plyne jednak

675 < 45k, tj. k> 15,
jednak

SR+ 1
s =5 (R +675) < 1986,

neboli
E=[]1099] = 33.

Prok e {17,19,...,33} dostavime tedy devét feSeni tvaru
1 1
x =45k, y = P (3k2 — 675), z = ) (32 + 675).

A-1-2
V roviné s kartézskou soustavou soufadnic umistéme dva

Gtvary A a B. Utvar A je kruh o poloméru |/5, Gtvar B je
sjednocenim ¢tyf kruha praméru 1 se stfedy ve vrcholech
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2
¢tverce o délce strany PR Dokazte, Ze piikazdém umisténi

utvara A, B existuje aspori 10 bodu s celo¢iselnymi sourad- -
nicemi, které leZi v A a neleZi uvnitf B.

ReSeni. UvaZzujme mnoZinu viech kruht se stedy v mfi-
zovych bodech a polomérem |/5. Kazdy bod roviny leZi aspoi
ve 14 takovych kruzich: LeZzi-li totiz bod ve ¢tverci s vrcholy
v miiZovych bodech A4, B, C, D (obr. 36), pokryvaji ho kruhy
se stfedy v mfizovych bodech K, L, M, N, O, P, Q, R
a Ctyfi kruhy se stfedy ve vrcholech &¢tverce 4ABCD, dile
aspoii jeden z kruhu se sttedy U, V a aspoii jeden z kruhu
se stiedy X, Y.

Utvar B je sjednocenim &étyf kruhi o praméru 1. Kdyby
uvnité B leZely vice neZ ¢tyfi miiZové body, lezely by aspori

Obr. 36
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v jednom z téchto kruht dva miizové body. Ty by musely
byt krajnimi body praméru uvaZovaného kruhu, nebot jejich
vzdalenost je aspoii 1. Pak viak nemohou byt oba vnitinimi
body utvaru B. Do kruhu A tedy patii alespoii 14 — 4 = 10
miiZovych bodu, které nelezi uvniti B.

Jiné FeSeni. UvaZzujme vnitiek jednotkového ¢tverce spolu
s vnitikem dvou sousednich stran a jejich spole¢nym vrcho-
lem (obr. 37). Kazdy takovy »ltverec«, jehoZ strany jsou

7

AN

Obr. 37

rovnobézné s osami soufadnic, zfejmé obsahuje pravé jeden
miiZovy bod. Kruh o poloméru ]/5 obsahuje 12 takovych
»étverct« (obr. 38); kromé toho jeden z »trojthelniki« ABU,
EFX (a podobné i jeden z »trojahelnika« CDV, GHY)
obsahuje mfizovy bod, pravé kdyz ho obsahuje »Ctverece
AX'BU (resp. CY'DV). Libovolny kruh o poloméru l/g
tedy obsahuje aspori 14 mfiZovych bodu.

Utvar B je sjednocenim &ty otevienych kruht o praméru 1
doplnénych bodem S (obr. 39). ProtoZe kazdy takovy »kruhc
muZe obsahovat nejvySe jeden mfiZovy bod (vzdélenost
dvou mifizovych bodu je alespori 1), lezi uvnitf Gtvaru B
nejvyse Ctyfi miizové body. Tim je dakaz hotov.
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A-1l-3a

Jsou déna cela &isla p, ¢q. Uréete nejmensi ptirozené &islo
n, pro které existuje mnohoclen f stupné n s redlnymi koefi-
cienty takovy, Ze soucasné plati

a) {(p) = f(g) = 0,
b) f(m) > 0 pro viechna celd &isla m, p #~m +# q.
Reseni. Uvazujme mnohoclen

@) = (x — pP(x — ¢
Ziejmé f vyhovuje podminkim ulohy, takZe hledané nej-
mensi pfirozené n existuje a je n = 4. Mé&me mnohoclen g
tietiho stupné,
glx)=ax3 + bx> +cx+d (a#0).
Je-liax < —(la| + [8] + [¢| + [d]), 1 < [x], je
8(x) = ax® + |b]|x[? + [c|[x] + |d| =
= ax3 + x(|b| + |c|-+ |d]) <
< x%ax + |a| + [b] + [¢| + |d]) <O,
takZze n ## 3. Dile je zifejmé, Ze n -~ 1. Zbyva tedy zjistit,
kdy muze byt n = 2.

Je-li p = ¢, vyhovuje podminkim tlohy mnohoclen
(x — p)?, takZe n = 2. Podobné& pro |p — g| = 1 vyhovuje
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mnoho¢len (x — p)(x — q), takZe je rovnéz n = 2. Nakonec
necht |p — ¢g| = 2. UkadZeme, Ze podminkiém tlohy nevy-
hovuje Zddnd kvadratickd funkce. Vzhledem k a) by takovy
kvadraticky troj¢len musel mit tvar f(x) = a(x — p)(x — gq),
kde a # 0. Pfitom ale je prop < ¢

flg—1)= —alg—1—p)<0proa >0,

=

flg+1)=alg+1—p)<0proa <

A podobné i pro p > q. V piipadé |p — q| = 2 je tedy
n = 4.

A-11-3b

Pro n prirozené oznalme M, mnoZinu v3ech jednoprvko-
vych a dvouprvkovych podmnoZin mnozZiny {1, 2, ..., n}.
Je-li » = 3, l1ze ke kazdé (n — 2)-prvkové podmnoZiné P
mnoziny M, najit dvouprvkovou podmnoZinu {7, j} mno-
Ziny {1, 2, ..., n}, pro kterou je

{{i}: {]}: {l,]}} NP =g0.

Dokazte.

ReSeni. Necht P obsahuje 2 (0<% =<n — 2) dvou-
prvkovych a n — 2 — k jednoprvkovych podmnoZin mnoZiny
{1,2, ..., n}; v mnozing {1, 2, ..., n} tedy zbyvd k + 2

tisel ¢ takovych, Ze {i} ¢ P. Z nich miZeme utvofit (k ; 2)
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dvouprvkovych pedmnozin, staci tedy ovéfit, Ze vidy plati
k+2
(*57)

(B + 2)(k + 1) > 2.

neboli

Tato nerovnost ziejmé plati pro kazdé 2 = 0.
Jiné FeSeni. Predpoklddejme, Ze tvrzeni ulohy neplati, tj.
Ze existuje takova (n — 2)-prvkovd podmnozina P < My, Ze

P {lih, {73, (67} #0

pro kazdou {7z, j} < {1,2, ..., n}. Kdyby pro n&jaké
me {1,2, ...,n} nebylo {m} € P, pak by pro kazdé;j+ m
muselo byt {;j} € P nebo {j, m} € P, takZe by P obsahovala
vice nez n — 2 prvka. Je tedy {m} € P pro libovolné
me {1,2, ..., n}, coZ je opét spor s piedpokladanym
poctem prvka mnoziny P.

Jiné ¥eSeni (podle T. Ledvinky, 4. ro¢. SPSE, Praha 2,
Jetna a M. Wittnera, 4. ro¢. G Karlovy Vary). ZapiSme
v3echny prvky mnoziny M, do trojuhelnikové tabulky

2 38 .. {n}
2} (L3} ... (L)
2,3} ... (2n)

{n —1,n}
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Protoze P md n — 2 prvka, existuji aspoil dva sloupce, které
neobsahuji Zddny prvek z P (7 < 7):

{1} {7}

{Z: j}

takze P N {{1}, {].}’ {i)/-} } =

ULOHY III. KOLA
A-Ill-1
Necht 7 je ptirozené &islo a[S| mnoZina podmnoZin mno-
ziny {1,2, ..., n} s touto vlastnosti: Pro kazdé dv& mnoZiny
M1 €[S], Mz €[S| m4 mnoZina (M U M2)\ (M1 N Mg) sudy

pocet prvki. Urdete nejvétsi moZny podet prvki mnoziny [S|.
Reseni. Protoze

[(M1U M2) \ (M1 N Mp)| = [My] + [Mg| — 2[My N Mo,
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mé uvedeny symetricky rozdil mnozin sudy pocet prvku,
pravé kdyz obé mnoziny M;, M2 maji stejny polet prvka
modulo 2. Musi mit tedy vSechny mnoZiny v |S| bud
sudy, anebo vSechny lichy pocet prvka. Odtud pf};le, Ze
nejvétsi mozny potet prvki mnoziny |S je 271 (polovina
vSech podmnoZin dané mnoZiny ma totiz sudy pocet prvku
a polovina lichy pocet prvka).

A-lll-2

Necht m = n = 3 jsou prirozend ¢&isla. Je ddn mnoho-
¢len p stupné m s celotiselnymi koeficienty takovy, Ze p(a;) =
=plaz) = ... =play) =1 pro n raznych celych C<isel
a1, az, ..., ay. DokaZte, Ze p nem4 Z4dny celoliselny kofen.

Reseni. Protoze &sla ai, as, ..., ay jsou kofeny mnoho-
Clenup — 1, je

p(x) — 1 =(x —a)(x — a2) ... (x — an) ¢ (%),
kde ¢ je mnohollen stupné m — n*s celotiselnymi koefi-

cienty. Kdyby bylo p(a) = 0 pro néjaké a celé, dostali
bychom rovnost

—1=(a—a)a — a2) ... (a — ay) q(a).
V takovém pripadé by muselo byt |a — @;| = 1 pro tii riznd

celd &isla aj, as, as. To nejde, takze mnoho¢len p nemuZe mit
celodiselné koteny.
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A-1HiI-3

Predpoklidejme, Ze médme nekonecné mnoho stejnych
stavebnicovych dila sloZenych ze sedmi krychli (obr. 40).
Dokazte, Ze je mozno té€mito dily vyplnit beze zbytku cely
prostor.

L

Obr. 40

|
|

ResSeni. UvaZujme krychlovou sit v prostoru tvofenou
navzdjem rovnob&Znymi vrstvami krychli stejné velikosti
jako u danych dila. Zvolme jednu vrstvu, oznaéme ji nulou
a viechny ostatni vrstvy ocislujme postupné celymi (isly
tak, aby nad n-tou vrstvou byla (z + 1)-ni vrstva. Roz-
mistime-li nyni stfedové krychle jednotlivych dila v nulté
vrstvé podle obr. 41 na mista oznafend nulou, zlstanou
nevyplnény préavé vSechny dvojice sousednich krychli na
mistech oznalenych —1 a 1. Pfitom rozmisténé dily zaplni
jesté mista oznalend 0 v —1. a 1. vrstvé. Rozmistime-li
dalsi dily v 1. vrstvé tak, aby stfedové krychle jednotlivych
dila byly na mistech oznaCenych 1, a podobng v —1. vrstvé

°

115



1.vrstva
N
o

0.vrstva
1
o
1

-2 0 B
-1

g -2__[_-1 0 =)

0
a_ |2 [ o
mpliptintmE

Obr. 41

-1. vrstva

do mist oznafenych —1, bude nultd vrstva vyplnéna beze
zbytku. PokraCujeme-li analogicky i v dalsich vrstvach (tj.
dily se stfedy v n-té vrstvé posuneme napf. o dvé krychle
doleva a pak je zvedneme do nasledujici vrstvy), vidime, Ze
takto vyplnime beze zbytku kaZdou vrstvu, a tedy i cely
prostor.

Pozndmka. Neni tézké zjistit, Ze po sedmi vrstvich se
rozmisténi dild v jednotlivych vrstvich zacne periodicky
opakovat.
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Jiné feSeni. UvaZujme nejprve obdobnou tlohu v roviné
pro utvary sloZené z péti Ctverc (obr. 42). Jiz z nazoru je
patrné, Ze témito WUtvary lze vyplnit rovinu. Pokusme se
pfesto o piesny dukaz tohoto tvrzeni.

Obr. 42

Uvazme kartézskou soustavu soufadnic takovou, Ze &tverce
tvotici jednotlivé dily budou jednotkové a jejich stiedy
budou mfiZové body. Stali si pak uvédomit (obr. 43), Ze

Obr. 43
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stfedy jednotlivych diltt budou napf. vSechny miiZzové body
lezici na pfimce s rovnici x 4+ 2y = 0. Podobné stiedy
ostatnich ¢tvercti budou leZet na piimkich x + 2y = +1,
resp. x + 2y = 2. Umistime-li tedy stfedy jednotlivych
dila tak, aby jejich soufadnice (x, y, 2z) byly celodiselné
a lezely na primkach x + 2y = 5k, kde % je celé ¢&islo, budou
stfedy ostatnich Ctverct leZet na pfimkich x + 2y = 5k + 1,
resp. x + 2y = 5k £ 2. Pfitom se zddné dva dily nemohou
piekryvat a kazdy mfiZovy bod lezi na nékteré z piimek
x + 2y = m pro né&jaké m celé.

Pravé naznacené feseni ted snadno preneseme do prostoru:
Uvazujme kartézskou soustavu soufadnic v prostoru tako-
vou, Ze krychle tvofici dany dil budou jednotkové a jejich
sttedy budou miizové body. Jsou-li (xp, Vo, 20) soufadnice
stiedu daného dilu a (x, v, 2) soufadnice stiedu libovolné
z jeho krychli, plati

lx = x| + ]y — 30| + |z — 20| = 1. )

Umistéme nyni stiedy jednotlivych dila tak, aby jejich
soufadnice byly celotiselné a Cislo x + 2y + 3z bylo déli-
telné sedmi. Jsou-li (x1, y1, 21), (x2, ¥2, 22) soufadnice stiedi
dvou ruznych dila, je ¢&islo (%1 — x2) + 2(y1 — y2) +
+ 3(21 — 22) nenulové a délitelné sedmi, takZe musi byt
|x1 — x2| + |y1 — ¥o| + |21 — 22| = 3, podle (1) se tedy
74dné dva dily nepiekryvaji. A naopak kazdy miizovy bod
se soufadnicemi (z, u, v) je pokryt nékterym dilem, jehoZ
stfed bude mit soufadnice

(t,u,v), kdyz t + 2u + 3v = 0 (mod 7),
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(t + 1,u,v), kdyz t + 2u + 3v = F1 (mod 7),
(t,u +1,9), kdyz ¢ + 2u + 3v = T2 (mod 7),
(t,u,v + 1), kdyz ¢t + 2u + 3v = F3 (mod 7).

A-1il-4

V roviné je ddna omezend konvexni mnoZina A a tii
navzdjem disjunktni polopiimky s potitky v A. Dopliikem
sjednoceni téchto Ctyf utvara jsou tfi navzijem disjunktni
oblasti. Necht mnoZiny B a C jsou konvexni a disjunktni se
viemi tiemi polopfimkami, pfi¢emZ kazdd z mnozin B, C
mé neprdzdny prunik s kazdou z uvedenych tii oblasti.
Dokazte, Ze mnoziny B a C maji neprdzdny prunik.

ReSeni. Pokud potitky A;, A», As uvedenych tii polo-
pfimek lezi v pfimce, neexistuji konvexni mnoZiny B, C
pozadovanych vlastnosti. Uvazujme trojuhelnik 414243 < A.
Pokud jedna z polopfimek protind stranu trojuhelniku
A1 4243, mnoziny B, C pozadovanych vlastnosti neexistuji

A3

r\a
'\v\

Obr. 44
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Predpokladejme tedy, Ze dané polopfimky maji s trojihelni-
kem A;AsAs spole¢né pravé jeho vrcholy. MnoZina B pak
nutné obsahuje néjaky trojihelnik B;B:Bs a mnozina C
trojl’lhclnik 010203 S Vrcholy Bl, Bz, Bg, Cl, Cz, C3 uvniti
stran trojihelniku 4;4>A43. Necht napt. C; € By As (obr. 44).
ProtoZe Cs € A14> a mnoziny B, C jsou konvexni, jeB N C ==

# 8.
A-1ll-5

Necht funkce f zobrazuje mnozinu N vSech pfirozenych
¢isel do sebe tak, Ze je f(1) = 1 a pro kazdé n e N plati

fn + 2) =2f(n + 1) — f(n) + 2.
Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje m € N takové, Ze
J@) f(n + 1) = f(m).
Reseni. Protoze
[ +2) —fn+ 1) =fln + 1) = f(n) + 2,
plati pro kazdé n > 1

fn+ 1) —f(n) =f2) — 1 + 2(n — 1),
takZe

fo) =f)+ @ -1 -D+20+2+ ... +n-2)=
=@ — DfQ2) + (n — 22
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Soucin

f)f(n + 1) = (n — Dn(f(2))2 + f2Xn(n — 2)> + (n —1)%) +
+ ((n — 2)n — 1)

bychoin chtéli pro libovolné n piirozené vyjadfit jako

(m — 1)f(2) + (m — 2)2. Polozme m — 1 = af(2) + b, pak
dostaneme

a(a + 1) = (n — Dn,
(6 — 17 =(n—2)n— 1)y,
2a(b — 1)+ b =23 — Tn®2 + Tn — 1.
Témto podminkdm vyhovuji Cislaa = n — 1,6 =
=m—2(n—1)+1=n2—3n+ 3,takiem =

= (n — 1DfQ2) + n2 — 3n + 4 = f(n) + n. Je tedy

f@) fn + 1) = f(f(n) + n).

A-lll-6

Necht A je takovd mnoZina celych kladnych &isel, Ze pro
kazdé dva jeji razné prvky x, y plati nerovnost

xy

— >
x =5l 2 5
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Dokazte, Ze mnozina A obsahuje nejvyse 9 prvka. Rozhodng-
te, zda takovd devitiprvkovd mnoZina A existuje.
ReSeni. V mnoziné A existuje nejvyie jeden prvek vétsi
xy
x—y <x =

5 3

nez 24, jinak by pro 25 = y < x bylo

cozZ je ve sporu s pfedpokladem. A je tedy kone¢nd.

Necht A = {x1, x2, ..., x5}, kde a1 < x2 < ... < xy
a xy-1 <25 Proje{l, 2, ..., N—1} oznalme d; =
= xj.1 — X, pak plati

xxp0 X% + dj)
25 25 ’

d;

1\%

neboli

= .
=25 — «x;

25
Ziejmé x5 = 5, pak ale ds = 20 > 1, neboli x4 = 7, déle

49 ) 100
ds = 18 > 2, neboli x; = 10,d; = —1~5-> 6,nebolixg = 17,

289
dy = — > 36, tedy x9 =54. Musi tedy byt N = 9. Zaroven

8
ale vidime, Ze mnozina {1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 17, 54} vyhovuje
nasi dloze.

Pozndmka. Neni tézké popsat viechny mnoziny A vyhovu-
jici dané podmince. Napf. mnoZiny

1\
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jsou vSechny devitiprvkové mnoZiny, které vyhovuji dané

podmince.
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Hodnotenie a zdévodnenie
35. ro¢nika MO — kategéria P

Velky zaujem o novovytvorent kategériu P (programovanie)
bol prijemnym prekvapenim pre vietkych organizitorov Ma-
tematickej olympiddy. SttazZe sa zu€astnilo zhruba 250 ucast-
nikov, ¢o je - vzhladom na vysoku obtiaznost rieSenych tloh -
velmi vysoky pocet. Do sutaZe sa zapojili Studenti strednych
§k6l z celej republiky, i ked nie rovnomerne. V pomere
k poc¢tu studentov a $k6l najhojnejsia bola ucast zo Slovenska,
potom z Moravy a relativne najnizia z ¢eskych krajov.

Priebeh sutaZze poukézal na dva dolezité momenty:

a) K programovaniu na $pi¢kovej trovni treba zna¢né vedo-
mosti z matematiky.

b) Samotné vedomosti z »klasickej« matematiky nepostaluji
k uspe$nému vyrieSeniu uloh v kategérii P. Na to treba
mat aj istG (a nie malt) ddvku bezprostrednych skisenosti
z préce s pocitalmi a najmé rozvinuté algoritmické mysle-
nie.

Prvy poznatok potvrdzuje, Ze kategéria P pravom patri do
Matematickej olympiddy ako jej harmonicka zlozka. Obohacu-
je tato sutaz o nové prady a impulzy, stvisiace s najnovsimi
trendami vo vede a technike. SutaZiaci mohli vidiet a po-
chopit hlbsie stvislosti prepojenia matematiky s praxou, nez
s dostupné z beZnej $kolskej latky ako v matematike, tak
v programovani.
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Z druhého konstatovania zase vyplyva, Ze zavedenie samo-
statnej kategérie bolo opravnené, lebo algoritmické myslenie
m4 svoje $pecifikd, ktoré sa daju vystihnt vhodnou volbou
prikladov. Je oprdvnend nadej, Ze v suvislosti s realizdciou
dlhodobého komplexného projektu elektronizicie v rezorte
$kolstva sa uroveri algoritmického myslenia Ziakov podstatne
zvy$l a zdrovell s tym porastie aj zdujem o tato kategériu.
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O priebehu 35. rocénika MO

kategéria P

Definitivne rozhodnutie usporiadét’ kategériu P ako novu
sutaznu kategériu od 35. ro¢nika MO padlo pomerne neskoro
— na zasadnuti UV MO v m4ji 1985 v Banskej Bystrici. Pri-
¢inou vahania boli (do istej miery opravnené) obavy o spdsob
organizicie a vyhodnocovania sutaze. Nie v kazdom kraji je
totiz dostatok kvalifikovanych odbornikov, ktori by mohli
ulohy opravovat a tak vybrat najlepsich pre postup do vys-
Sich kol.

Z viacerych navrhov sa nakoniec vybral »triparitny« model,
v ktorom sa farcha organizdcie rozdelila na zdstupcov troch
fakalt, vychovavajacich $pecialistov v odbore teoretickd Kky-
bernetika, matematickd informatika a tedria systémov. MFF
UK Praha sa zaviazala zaistit priebeh sataZe v Ceskych kra-
joch, PfF UJEP Brno na Morave a MFF UK Bratislava na
Slovensku. MFF UK Bratislava bola stfasne aj hlavnym
garantom vyberu a rozmnoZovania uloh pre cely ro¢nik a orga-
nizadtorom celo$tatneho kola.

Sutaz bola trojkolova. Prvého, doméceho kola sa zacastnilo -
vyse 250 Studentov strednych §kol. Z nich 100 najlepsich bolo
vybranych do krajskych kol, ktoré sa uskuto¢nili naraz s kraj-
skymi kolami kategérii B a C. 50 najlepsich (20 z ceskych
krajov, 10 z Moravy a 20 zo Slovenska) postapilo do celo-
$tatneho kola, ktoré sa konalo 12.—15. mija v Medzinarod-
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nom pionierskom tébore SUV SZM v Kovacove pri Starove,

Sttaz slavnostne otvorila ndmestni¢ka ministra $kolstva SSR
Dr. Marta Viagihovd, CSc., za GEasti zdstupcov UDPM KG,
ZsKNV a UV MO. Vdaka patri aj profesorom a §tudentom
Gymnézia v Sttrove, ktori sa postarali o kultirny program
na sldvnostnom otvoreni a vychddzku do Chrénenej krajinnej
oblasti Kovéalovské kopce. Sutaziaci tak mali prileZitost
zozndmit sa s tymto malo navstevovanym, ale krdsnym katom
nadej vlasti medzi Hronom, Iplom a Dunajom.

Na vyraznom uspechu slovenskych Gcastnikov maja velky
podiel RNDr. Andrej Blaho a RN Dr. Peter Tomcsdnyi z Usta-
vu aplikovanej matematiky a vypoctovej techniky Univerzity
Komenského v Bratislave a RNDr. Ondrej Demdcek z Gym-
nazia Jura Hronca v Bratislave, ktori uz po tri roky organizuja
Kore$pondenény semindr z programoyvania ako celoro¢na
sutaZ a pre jej najlepsich Gcastnikov aj letné a zimné tyzdenné
sustredenia. T4to starostlivost sa odrazi.a na dobrom pisom-
nom prejave, vynaliezavosti i formuléciich slovenskych Gcast-
nikov. Vysledky potvrdzujt, Ze podobnua formu pripravy by
bolo vhodné uplatnit aj v dalsich krajoch Prvou lastovi¢kou
je zaradovanie uloh z programovania do kore$ponden¢ného
semindra z matematiky, organizovaného Prirodovedeckou fa-
kultou UPJ8 v Kogiciach.

Zial, pre nedostatok kvalifikovanych nad3encov nebolo za-
tial moZné organizovat instruktaZe pre ucitelov, bezné v inych
kategoériach MO.

Na ziaver hodnotenia kategérie P vymenujme ta hfstku
nadsencov, vdaka ktorym sa sutaz v tejto kategdrii uskuto¢nila:
Praha: Doc. RNDr. $i¥i Demner, CSc., RNDr. Petr Savicky,

RNDr. Pavel Tipfer
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Brno: RNDr. Lubos Brim, CSc., RNDr. Tomds Havldt, CSc.
Bratislava: RNDr. Andrej Blaho, doc. RNDr. Fozef Huvo-
recky, CSc., RNDr. Peter Tomcsdny:

Tabulka 5

Pocty ucastnikov III. kola kategérie P

| i
, | Celkovy ‘ Focet Ztoho |
Kraj ‘ pocet uspefnych vitazov

‘ i riesitelov

i ?
Praha i 8 1 3 2
Stredocesky 0 ‘ 0 0
Juhoclesky 2 | 2 0
Zapadocesky : 0 ‘ 0 0
Severocesky | 5 2 1
Vychodocesky ! 3 ‘ 1 1
Juhomoravsky l 5 ‘ 3 0
Severomoravsky ' 4 ‘ 0 0
Bratislava 8 1 7 4
Zapadoslovensky | 4 2 1
Stredoslovensky | 4 2 1 |
Vychodoslovensky 4 3 1 5
CSR ‘ 27| 11 4
SSR ; 20 | 14 7
CSSR " A 11

| |

| !
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Vysledky celoStatneho kola MO

1.
2.
3.
4.
5.—6.
7.
8.—9.
10.—11.
12.
13.—-15.
16.
17.
18.
19.-20.

kategoéria P

Vitazi

Zohdy Hamid, 3, G A. Markus$a, Bratislava
Alexander Szabari, 4, G Kosice, Smeralova
Roman Dudek, 4, G Nitra, Parovska

Peter Klein, 3, G A. Markusa, Bratislava
Viadan Majerech, 3,'G Pardubice

Marcel Polakovié, 3, G A. Markus$a, Bratislava
Petr Sleich, 4, G Détin

Viadimir Vesely, 3, G J. Hronca, Bratislava
Filip Zavoral, 4, G Praha 10, Vodéradska
Richard Krajéoviech, 3, G Povazska Bystrica
Tomads Trégl, 3, G W. Piecka, Praha 2

Dalsi uspesni riesitelia

Pavel Kozlovsky, 2, G Jindfichuv Hradec
Michal Dostdl, 3, G W. Piecka, Praha 2
Mario Drosc, 3, G Michalovce

Rébert Germié, 3, G Zilina, Velkd OkruZni
Ivan Poldch, 4, G J. Hronca, Bratislava
Petr Vesely, 4, G Jihlava

$i#{ Martinek, 2, G Usti nad Labem

Peter Muska, 3, G Poprad

Ladislav Zejda, 4, G Jihlava

129



21.—22. Pawol Kolnik, 3, G Nové Mesto nad Vdhom
Maridn Szabo, 3, G J. Hronca, Bratislava
23.—25. Stanmislav Pdrnicky, 3, G A. Markusa, Bratislava
Petr Steinmetz, 3, G Brno, Konévova
Martin Zitek, 3, G Milevsko

NAYUSPESNEYSI RIESITELIA II. KOLA MO
KATEGORIA P

Praha

1.—2. Tomas Trégl, G W. Piecka
Michal Dostdl, G W. Piecka
Ivan Libicher, G Budé&jovicka
Pavel Plachky, G W. Piecka
Fi¥i Hndt, G W. Piecka

.—17. Filip Zavoral, G Vodéradska
Lucie Kdarnd, G W. Piecka
Martin Barhoii, G W. Piecka
9. Fan Sochor, G W. Piecka

o vk W

et

Stredocesky kraj
Ziaden Gspesny riesitel,
Juhocesky kraj
1. Pavel Dvovdk, G K. Satala, Ceské Budé&jovice
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2.—3. Vit Pavlik, SPSSE Ceské Budéjovice
Martin Zitek, G Milevsko
4. Pavel Kozlovsky, G Jindfichuv Hradec

ZapadoCesky kraj
Ziaden uspe$ny riesitel,
Severocesky kraj
1.—2. Petr Sleich, G Dé&in
$i¥i Martinek, G Usti nad Labem
3. Vitézslav Novy, G Most

Petr Mandik, G D&in
5. Pavel Novdk, G D&¢n

=

Vychodotesky kraj

1. Petr Fencl, G Pardubice
2.—3. Radim Dlouhy, G Dvuar Kréalové nad Labem
Viadan Majerech, G Pardubice

Juhomoravsky kraj

. Pavel Kolaiik, SPS Gottwaldov

. Petr Vesely, G Jihlava

. Petr Steinmetz, G Brno, Konévova

. Michal Blazke, G Brno, Konévova
. Ladislav Zejda, G Jihlava

6. Fan Maté&ka, G Tiebit

DL 0N -
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[ S O R

1.
2.-5.
6.
7.-8.
9.
10.—14.

Severomoravsky kraj

. Martin Novotny, G Ostrava-Hrabuvka

. Viadimir Solnicky, G Opava

. David Fedelsky, G Ostrava-Hrabuvka

. Miréslav Novdk, G M. Kopernika, Bilovec
. Robert Komanec, G M. Kopernika, Bilovec

Bratislava

Tomds Hartrdk, G A. Markusa
Zohdy Hamid, G A. Markusa
Peter Klein, G A. Markusa
Marcel Polakovié, G A. Markuga
Maridn Szabd, G J. Hronca
Stanislav Pdrnicky, G A. Markusa
Ivan Poldch, G J. Hronca
Viadimir Vesely, G J. Hronca
Marek Bellus, G J. Hronca
Torsten Torok, G A. Markusa
Anton Belna, G A. Markusa
Miroslav Beldek, G A. Markusa
Zuzana Reichwalderovd, G A. Markusa
Maridn Valent, G A. Markusa

Zipadoslovensky kraj

1.—2. Pavol Kolnik, G Nové Mesto nad Vihom
Zdenko Miklds, G PieStany
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3.—4. Roman Dudek, G Nitra, Pirovska
Milan Mancel, G Piestany

5. Ivdn Vermes, mad. G Komirno

6. Peter Eligs, SPSE Star4 Tura

7.—9. Andrds Csékus, mad. G Komdirno
Andrej Demovié, G Trnava
Ladislay Maitz, mad. G Komdrno

Stredoslovensky kraj

1. Robert Germi¢, G Zilina, Velkd Okruzn4

2. Miroslay Lassik, G Zilina, Velkd Okruzn4
3. Richard Krajéoviech, G Povazska Bystrica
4. Rastislav Rehdk, G Zilina, Velkd Okruznd

Vychodoslovensky kraj

Martin Lieskovsky, G PreSov, Konstantinova
Alexander Szabari, G Kogice, Smeralova
Madrio Drosc, G P. Horova, Michalovce
Peter Muska, G Poprad, Leninovo nabr.
Peter Fekete, G P. Horova, Michalovce
Peter Matta, G P. Horova, Michalovce

—8. Maridn Geroé, G Poprad, Leninovo nabr.
Rastislav Senderdk, G PreSov, Konstantinova

el Ul ol
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Kategéria P

ULOHY I.KOLA

P-1-1

Méme presne N listkov papiera. Na kazdy listok napiSeme
z kazdej strany jedno prirodzené &islo od 1 po N (Cisla na
opacnych stranich listka moézu byt rozne) tak, ze kazdé &islo
je napisané prave dva razy.

a) Dokazte, ze pre Iubovolny spdsob rozpisania ¢isel na
listky je mozné poukladat listky na stél tak, Ze na ich vrchne;j
strane vidime prave &isla 1 az N.

b) Néjdite algoritmus (predpis pre ¢loveka), pomocou kto-
rého je moZné poukladat listky tak, aby spifiali podmienku
z bodu a). Algoritmus zapiste v prirodzenej re¢i za pomoci
matematickych symbolov a oznaceni tak, ako by ste ho vysvet-
Iovali (zasvitenému) kamaratovi. Davajte vak pozor na to,
aby bol presny, jednozna¢ny a logicky. Dokézte, Ze algorit-
mus pracuje pre Iubovolné rozpisanie Cisel.

Riesenie. a) Dokazeme, ze listky mozno vzdy pootacat tak,
aby sme videli v3etky ¢isla od 1 po N, matematickou indukciou
vzhladom na N,

1. Ked N = 1, listok mdZeme polozit Iubovolne, t, j. Gloha je
vyrieSend.

2. Ukézeme, Ze ked vieme rozlozit N listkov s Iubovolnym
rozpisanim Cisel, tak vieme rozlozit aj N + 1 listkov.

V jednoduch$om pripade je ¢islo N + 1 na oboch strandch

jedného listka. V tom pripade rozmiestnime najprv listky
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s Cislami 1 aZ N a nakoniec N + 1-vy listok poloZime Iubo-
volnou stranou navrch.

V opatnom pripade je N + 1 na dvoch réznych listkoch.
Tieto dva listky »zlepime« ¢islami N + 1 k sebe. Tym vznikne
sada N listkov s &islami 1, 2, ..., N, ktora podIa indukéného
predpokladu vieme rozlozZit. Potom zlepeny listok rozlepime
a na stol poloZime oba listky tak, aby ten, ktory bol v zlepenej
dvojici »dolu«, mal na hornej strane &islo N + 1 a ten, ktory
bol »hore«, mal na hornej strane to isté &islo ako vtedy, ked
boli listky zlepené. Tym sme poZadovanym spdsobom rozloZili
vetkych N + 1 listkov.

b) Na zédklade predchadzajiceho dékazu mozno navrhnut
nasledujdci algoritmus:

1. Oznac vsetky listky ako nezaradené.

2. Medzi nezaradenymi listkami vyhladaj listky s ¢islom N.
3. Ak si nasiel len jeden listok (t. j. ¢islo je na jeho oboch stra-
néch), tak ho poloZ medzi zaradené, pokraluj krokom 5.

4. Ak si nasiel dva listky, potom ich poloZ na seba tak, aby
¢islo N bolo na vnutornej strane »zlepenia«. Takto vznik-
nutd dvojicu listkov povazuj za jeden a poloz ho medzi
nezaradené.

5. Zniz N o 1 a ak N je vicsie ako 0, pokratuj krokom 2.

6. Teraz su vsetky listky zaradené. Tie, ktoré sa skladaju
z viacerych na sebe poloZenych listkov, rozloz na jednotlivé
listky tak, aby sa pritom Ziaden z nich neprevratil. Vtedy
sa bude kazdé ¢islo nachddzat na vrchnej strane prave raz,
¢o sme chceli dosiahnut. Tym teda algoritmus konéi.
Uvedeny algoritmus pracuje presne podla myslienky uve-
denej v predchidzajicom ddkaze, takze dalsie dokazovanie
je zbytotné.

135



P-1-2
Def. 1: Konent postupnost A(0), A(1), ..., A(N), kde N
je prirodzené &islo a plati A7) = 0 alebo 1 pre
vsetky 7, nazveme »dobrou«, ak pre vietky 7 plati

AG) = 0 alebo AGG + 1) = 0.

Def. 2: Nekonend postupnost prirodzenych &isel F(7) je
definovand vztahmi:

F(0) = F(1) =1
FG@+2)=FG&+ 1)+ F@&) prei=0
Def. 3: Ku kaZdej kone¢nej postupnosti A
A0), A(1), ..., A(N)
priradime ¢islo H(A, N) podla predpisu
H(A, N) = A(0).F(0) + A(1).FQ) + ... + A(N).F(N).
Def. 4: Dve kone¢né postupnosti A:
A(0), A(1), ..., A(N)
a B: |
B(0), B(1), ..., B(M)
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nazveme pribuznymi, ked plati
H(A, N) = H(B, M).

Nijdite algoritmus, ktory pre dand kone¢nu postupnost A7),
1=20,1, ..., N néjde pribuznu »dobri« postupnost B(;),
7/ =0,1, ..., M. Pritom predpokladajte, Ze nie je moZné vy-
potitat hodnotu H(A, N), lebo by mohla byt prili§ velka.

Dokézte, Ze pre kazdi zadanG postupnost dé algoritmus
pozadovany vysledok.

RieSenie. V texte rieSenia sa bude vSade namiesto terminu
»postupnost nul a jedniciek A®Z), 7 =0, 1, ..., N« pouzivat
termin »postupnost A«. Podobne miesto »postupnost nil
a jednitiek B(j),7 = 0, 1, ..., M« budeme pisat »postupnost
Be.

Algoritmus
1. Skopiruj postupnost A do postupnosti B, tj. vytvor nova

postupnost B taku, Ze

AG) =B@) prei =0,1, ..., N,
a poloz M = N.
2. Ak je postupnost B dobr4, koniec.
3. Nech % je najvicsie také Cislo, Ze
B(k) =Bk — 1) =1.
4. Akk = M, poloz M = M + 1 a B(M) = 0.

5. Poloz B(k) = B(k — 1) =0, poloz B(k + 1) =1, po-
kracuj krokom 2.
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Dékaz. Dokaz rozlozime na dve ¢asti. Najprv dokdZzeme, Ze
ak vypocet algoritmu skon¢i, tak dd pozadovany vysledok
(tato vlastnost algoritmu sa nazyva ¢astocnd sprdvnost). Potom
dokéZeme, Ze algoritmus skonéi pre lubovolnti kone¢nt po-
stupnost A (tito vlastnost sa nazyva komecnost algoritmu).

Ciastoénd sprdvnos(. Treba dokézat, Ze ak vypocet skonéi
(v kroku 2), tak postupnost B bude »dobra« a zaroveii postup-
nosti A a B budt pribuzné.

a) To, Ze po skonceni vypo¢tu bude postupnost B »dobra,
je zrejmé. Algoritmus kon¢i v kroku 2 iba za predpokladu, Zze
B je »dobré« postupnost.

b) Teraz stali dokdzat, Ze postupnosti A a B s pribuzné
vzdy, ked vykondvame prikaz 2. Platia dve tvrdenia, z kto-
rych pribuznost A a B vyplyva podla matematickej indukcie:
1. Ked do 2 prideme z 1, tak sti postupnosti A a B uréite

pribuzné, lebo st identické. )

2. Ak st pri vykondvani 2. kroku algoritmu postupnosti A
a B pribuzné, tak buda pribuzné aj po vykonani cyklu
pozostavajuceho z krokov 3, 4, 5, 2 v uvedenom poradi.
To vyplyva zo skuto¢nosti, Ze
— prikaz 3 sa vykondva len v tom pripade, ked postupnost

B nie je »dobrd«. Teda zarulene existuje také %, Ze

B(k) =Bt — 1) = 1,

— prikaz 4 nezmeni hodnotu H(B, M),

— pred vykonanim 5 plati, Ze B(k + 1) = 0. V opa¢nom
pripade by % nebolo najvicsie ¢islo, pre ktoré B(k) =
=Bk —-1)=1.



— V prikaze 5 sa hodnota H(B, M) nezmeni, lebo pre
¢leny postupnosti F plati

F(k + 1) = F(k) + F(k — 1).

Konecnost. Cinnost algoritmu skonéi, ked je zaruené, Ze
skon¢i vykonévanie kazdého cyklu, ktory obsahuje. N4§ algo-
ritmus obsahuje jediny cyklus 2—5.

V tomto cykle sa pri kazdom prechode zaruéene vykon4 pri-
kaz 5. V niom sa dve jednotky v postupnosti B nahradia jednou
—teda prikazdom prechode cyklom sa pocet jednotiek o jednu
zmenS$i. Toto zniZovanie nemozZe trvat nekone¢ne dlho, lebo
postupnost, ktord obsahuje iba jednu jednotku, je zarucene
dobra. Cyklus teda skon¢i najneskor po N krokoch.

Zhrnutie. Podarilo sa dokazat, Ze
— ak sa vypocet podla algoritmu skond¢i, tak da spravny vy-

sledok pre lubovoInd vstupnd postupnost Aj;
— vypocet podla algoritmu skon&i pre kazdu postupnost A.

Z toho vyplyva, Ze vypocet skonéi a dd spravny vysledok
pre TubovolInt vstupnt postupnost A,

Este poznamendvame, Ze takto formulovany algoritmus je
dostato¢ne presny pre »rucné« spracovanie. Pre vypocet na
pocitadi by bolo treba presnejdie Specifikovat krok 3. Hladanie
Cisla % totiZz nemusi vZdy zacinat od konca, ale od toho miesta,
kde sme naposledy nasli dve jednotky vedla seba (tuto hod-
notu udéva premennd 7). Ked zamenime dve jednotky za
jednu, stali preverit, ¢&i sme tym nevytvorili nova dvojicu.
Dokaz spravnosti takto modifikovaného algoritmu by bol
podobny, iba by obsahoval viac technickych detailov.
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Na ziver uvddzame takto upraveny algoritmus v jazyku
Basic:

110 FOR 1 =1 TO N
120 LET B(l) = A(l)
NEXT

130

140 M = N

150 FOR | = N TO 2 STEP —1

160 LETK = |

170 IF B(K) = 0 OR B(K — 1) = 0 THEN GOTO
240

180 IFK=MTHEN LETM = M + 1

190 B(K) = 0

200 BK—1)=0

210 B(K 4+ 1) = 1

220 K=K+ 2

230 GO TO 170

240 NEXT |

P-1-3

Nasledujuci program v jazyku Basic hladd v N-prvkovom
poli &isel usek, ktorého stalet je maximéiny:

100 LETM =0
10 FORDLZ =1TON
120 FOR ZAC=1TO N — DLZ + 1

130 LETS =0

140 FOR | = ZAC TO ZAC + DLZ — 1
150 LET S = S + A())

160 NEXT |

170 IFS>MTHEN LETM =S

180 NEXT ZAC
190 NEXT DLZ
200 END
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Ozna¢me S(N) pocet vykonani priradovacicho prikazu v riad-
ku 150. Vyjadrite S(N) ako funkciu zadaného N.

RieSenie. V dalSom texte budeme namiesto »cyklus pre
DLZ v riadkech 110 az 190« pisat »cyklus pre DLZ« (a po-
dobne pre ZAC a I),

Program zalneme analyzovat od najvnutornejsieho cyklu.
Cyklus pre I sa vykond DLZ-krét, pricom v kazdom priebehu
cyklom sa vykond prédve jedno s¢itanie. Teda v celom cykle
pre I sa vykond DLZ s¢itani. Cyklus pre ZAC sa vykondva
N — DLZ + 1 razy, teda v celom cykle pre ZAC sa vykona

(N—-DLZ + 1).DLZ

s¢itani. Hladany po&et - funkciu S(N) zistime, ked vyjadrime
pocet stitani v cykle pre DLZ.

Cyklus pre DLZ sa vykondva od 1 po N. Teda pocet s¢itani
S(N) je vyjadreny sumou:

SN)=(N-1+1D.1+N-2+1).2+ ...+
+(N—-—N+1).N
Roznisobenim kazdej zdtvorky dostivame vztah:
SN)=(N+1).1 —1.1 + (N+1).2 -2.2 +
+ ... +(N+1).N—-N.N

Jednotlivé ¢leny zdruzZime takto:
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SN)=(N+1).(1+2+3+ ...+ N)—

—(12+22 4324+ ... + N?)
(S)
Teraz vyjadrime zvlast kazdy &len rozdielu,
Prvy ¢len obsahuje stiet aritmetickej postupnosti s dife-
renciou 1. Teda
(N+D.I+2+3... +N)=(N+ 1).N.(N + 1)/2
(S1)

Druhy ¢&len (stéet druhych mocnin) oznat¢ime ako D(N).
Zo znamej rovnosti

A3 —B3=(A—-B).(A2+ A.B + B?
vieme, Ze
13 —03=1.(12 + 1.0 + 02)
2B -1B=1.(22+2.1+1?

3¥—-23=1.(32+3.2 + 22

N3 — (N — 1) = 1.(N2 + N.(N — 1) + (N — 1),

Stitanim vSetkych tychto rovnosti dostdvame:
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N3 — 03 =
=DIN)+ (1.0 +2.1+3.2+ ... + NN=1) +

+ D(N —1)
Vieme, Ze plati

N.N—-1)=N2— N

D(N) = D(N — 1) + N
Preto
N8 =D(N) + (DIN) — (1 + 2+ 3 ... + N)) +
+ D(N) — N2,

Uz sme ukézali, Ze

1+2+3+ ...+ N=N.(N+ 1)2,
takze

N3 =3.D(N) — N2 — N.(N + 1)/2.
Z tohoto vztahu ur¢ime D(N):
3.D(N) = N.(N2 + N + (N + 1)/2) =
= N.(N + 1)(2N + 1)/2
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N.(N + 1).(2N + 1)
6

D(N)= (82)

Po dosadeni vztahov (S1) a (S2) do (S) dostavame
S(N) = N(N + I)YN + 1)/2 — N(N+1)2N + 1)/6,
a teda

N3 + 3N2 + 2N

S(N) = ——

Pozndmka. Vztah
12422+ 324+ ...+ N2=N.(N+ 1).2N + 1)/6

staCilo ndjst v literatire a dokdzat indukciou. My sme sa
snazili podat jeho konstruktivny doékaz, lebo moéZe poslazit
ako néved na odvodenie podobnych siétov v buducnosti.

P-1-4

Modifikovany Minského stroj (MMS) je teoreticky model
jednoduchého potitata. Pozostdva z koneiného, dostatotne
velkého poétu pomenovanych premennych (meni su oby-
tajné identifikdtory) a »riadiacej jednotky«. Obsahom kazdej
premennej je nezdporné celé Cislo. Riadiaca jednotka dokéZze
manipulovat s premennymi, ale vykondva len velmi jedno-
duché opericie:
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— pripo¢itat k premennej jednotku, ¢o oznaujeme
»meno premennej« +,

— cdditat od premennej jednotku, ¢o oznalujeme
ymeno premennej« —,

— testovat obsah premennej na rovnost nule a podla vysled-
ku riadit dalsi vypocet. Existuji dva testy:

»meno premennej« = 0,

resp.

»meno premennej« 7= 0.

Poznamendvame, Ze

— rozsah Cisel nie je zhora ohraniCeny,

— od premennej s hodnotou nula moéZete od¢itat jednotku;
vysledkom je nula v premennej (t.j.jej hodnota sa ne-
zmeni),

— MMS nepouziva Ziaden prikaz vstupu ani vystupu.
Vsetky adaje potrebné k vypoétu musia byt v premennych
dané vopred a vypocet skon¢i s vysledkami vo vopred
uréenych premennych.

Modifikovany Minského stroj sa programuje tak, Ze sa
postupne vytvaraju predpisy na stile zlozitejie Cinnosti,
Takyto postup predvedieme:

Cinnost "NULUT X«

rob pokial X # 0

rob X — koniec

koniec

Této Cinnost pozostdva len z elementirnych akcii, znimych

MMS. Avsak zo skor definovanych &innosti mozno skladat

komplikovanejsie; popiSeme ¢&innost, ktord presunie obsah

premennej A do premennej B a stifasne premennu A vynu-
luje:
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¢innost YPRESUN A — B
rob NULU]J B; ... B sa dosadilo za X pomocou

skor definovanej ¢innosti
pokial A =~ 0
rob A—; B+ koniec

koniec

Takto by sme mohli pokralovat a naprogramovat velmi

" zlozité Cinnosti, Jazyk na zdpis tychto Cinnosti strucne de-
finujeme:

prikazmi st elementdrne &innosti, napr, A—, G+ atd;
podmienky smu byt len typu »premennd = O« alebo
»premennd # O, logické opericie AND, OR atd. nie st
k dispozicii;
z riadiacich $truktur su povolené nasledujtce:
2logeny prikaz
rob

{postupnost prikazov oddelenych bodko¢iarkami)
koniec

— prikaz vetvenia

ak (podmienka) tak (prikaz) inak {prikaz)
resp.
ak (podmienka) tak (prikaz)
dva prikazy cyklu (s podmienkou na zaliatku a s pod-
mienkou na konci)
pokial {podmienka)

{zlozeny prikaz)
Vykonavanie tela cyklu (zlozeného prikazu, obsahujuceho
povinne zitvorky rob — koniec) sa opakuje tak dlho,
pokial podmienka cyklu plati. Teda vykondvanie skonci
vtedy, ked podmienka pri testovani je prvykrdt neprav-
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divd, Druhym prikazom cyklu je
opakuj
{zoznam prikazov, oddelenych bodkociarkami)

kym  {podmienka)

ktorého vykonédvanie sa skon¢i, ked podmienka prvykrit

plati (t.j. ndvrat na zaliatok cyklu sa uskuto¢ni, ked

podmienka neplati),
Ak chcete pouzit cyklus FOR, musite ho simulovat vhodne
definovanou &nnostou. (Cinnost definujeme nizvom a zlo-
7enym prikazom, ktory opisuje tto ¢innost a odvoldva sa
iba na skor definované &innosti.)

Zadanie tloh

1. V premennej A je &islo X. Napiste ¢innost (jednu hlavna
a niekolko pomocnych), ktord vypocita cela Cast z druhej
odmocniny ¢&isla X a ulozi ju do A.

(Pozn.: Hodnoty ostatnych premennych nds nezaujimaja.)

2. V premennej A je Cislo P, Napiste ¢innost, ktord do pre-
mennej B ulozi hodnotu 1, ak je P prvodislo, inak do B
ulozi nulu, '

RieSenie
1. Pristupov k rieSeniu méze byt velmi mnoho. Predvedieme
rieSenie, zaloZzené na jednoduchom tvrdeni:

1+3+5+7... +(2N —1)= N2,

ktoré pre prirodzené N mozno Iahko dokidzat matema-
tickou indukciou. V tomto vztahu N je jednak pocet
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sCitancov a jednak »celd Cast druhej odmocniny N2
To vyuzijeme v nasledujicom algoritme:
¢innost »do A daj celt ¢ast odmocniny z A«

N:=0; .. .pocet stitancoy
I1:=1; .. .sCitanec
pokial A =£ 0
rob
N:=N+1;
od¢itaj I od A;
I:=1+42;
koniec;
ak vysledok _ od¢itania _ je _ zédporny tak N: = N — 1;
A:=N;
koniec;

Algoritmus nie je zapisany v jazyku MMS, Na prepis do
jazyka MMS potrebujeme dodefinovat ¢&innost »odéitaj
A OD B, ktora okrem od¢itania indikuje zdpornost vysledku.
To realizujeme tak, Ze pomocnu premennt CHYBA nasta-
vime na 1, ak vysledok od¢itania je z4dporny (a teda vysledok,
ktory ziskame pri cd¢itani, je chybny).
Cinnost "ODCITAJ A OD B«
rob NULUJ CHYBA;
NULU]J POM1;
pokial A=~ 0
rob ak B = 0 tak rob CHYBA+;
NULUJ A koniec
inak rob A—; B—;
POMI1 — koniec

koniec;
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PRESUN POMI - A
koniec;
Teraz uz lahko prepiSeme algoritmus do jazyka MMS:
Cinnost DO A DAJ CELU CAST ODMOCNINY
Z A«
rob NULUJ N; ...N:=0

NULUJI ; I+ ; I:=1

pokial A £ 0

rob N+ ; ..N:=N+1
ODCITAJ 1 OD A;
LA=A-1

(s »chybouk)
I4+;14 ... I:=1+42
koniec;
ak CHYBA = 0 tak N— ;
PRESUN N — A
koniec
. Pri rieSeni druhého problému postupujeme podobne.
Prvodiselnost zistujeme hladanim delitela len medzi
¢islami men$imi, nanajvy$ rovnymi ako celd Cast druhej
odmocniny A,
Cinnost »DO B DAJ 1, AK A JE PRVOCISLO, INAK

DAJ 0«
rob X := A;
DO Y DAJ CELU CAST  ...to umozni
ODMOCNINY Z X; urychlit vypocet
NULUJ B ; B+ ; ...B:=1
pokial X =~ 0
rob DO C DAJ A MODULO X;
X— 3 .zmen$i X a presved-
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¢isa, ¢i si nedelil

Cislom 1
ak X =~ 0 tak
ak C = 0 tak .. .ked nie, vySetri
deliteInost

rob B— ; NULU]J X koniec
...A nie je prvotislo
koniec;

koniec;
Dodefinujeme ¢innost na vypocet zvySku po celotiselnom
deleni,

Cinnost »DO C DA] A MODULO B«

rob POMI1:= A;

pokial POM2 -~ 0

rob C := POM2; ...tu je vysledok
ODCITA] B vtedy, ked zvySok
OD POM2; je nenulovy
koniec
ak CHYBA =0 .. .tu sa priradi
tak NULU]J C vysledok pri

nulovom zvysku
koniec
a Cinnost Y := X

Cinnost)»Y := X«
rob NULUJ Y;

NULU]J POM3; ...pomocné premenné

pokial X -~ 0

rob X— ; Y+ ; POM3+ koniec

PRESUN POM3 — X

koniec
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ULOHY II. KOLA
P-11-1

Najmensim nasledovnikom prirodzeného c¢isla A nazveme
najmensie také Cislo B, ktoré spliia nasledujice podmienky:
— islo B sa sklad4 z tych istych cifier ako A (t. j. B vznikne

nejakou permutéciou cifier &isla A);

— Cislo B je viddsie ako A.

Sformulujte (slovami) a dokazte algoritmus, ktory pre dané
prirodzené &islo A ndjde najmensiecho nasledovnika. Pred-
pokladajte, Ze &islo A je zadané v poli C »rozbité po cifrachg,
teda, Ze

A = C(1).1051 + C(2).1052 + ...
+ C(N — 1).10 + C(N).

Vysledok — ¢&islo B stali vytvorit v tom istom poli.

Priklad. Pre &islo 123 542 je jeho najmensi nasledovnik
Cislo 124 235.

RieSenie. PouZijeme toto oznadenie:

C, resp. C’ budu polia, v poli C’' bude nasledovnik C;
C@) oznacuje -ty prvok pola;
C@ :)) oznatuje postupnost prvkov pola C(7),

5 CGE+ 1), ..., CU);
VYMEN (C, 7, 7) bude pole, ktoré vznikne z pola C vyme-
nou prvkov C(7) a C(5);
C({:j) =< C(k) znamend, e vSetky prvky z intervalu
C(@ :j) st mensie, nanajvy§ rovné prvku

C(%);
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OTOC C(i:j) je operdcia, ktord zmeni poradie prvkov
v intervale C(7 :;) na opacné,t.j. na C(j),
C(j—1),...,C@).

Algoritmus pracuje takto:
Najprv ndjdeme ¢&islo 7, pre ktoré plati

C) < CG + 1)

tak, aby C(z + 1 :N) bola nerastica postupnost (t.j.17je
najvicsi index, pre ktory plati vys$ie uvedend nerovnost).
Ked takéto 7 neexistuje, potom postupnost C(1:N) je
nerastdca a pre fu najmen$i nasledovnik neexistuje. V tomto
pripade algoritmus kondi.

Rozoberme preto iba pripad, Ze také i existuje. Aby sme
nasli najmensieho nasledovnika, musi platit, Ze

C:i—1)=C1:i—1)

a prvok C'(z) musi byt najmens$i z prvkov v postupnosti
C@E + 1:N), ktory je vacsi ako C(7). Taky prvok urdite
existuje. Ked ich je viac, zoberieme ten, ktory méd najvacsi
index — oznalme ho ;.

Teraz vymenime v poli C -ty a j-ty prvok opericiou
VYMEN(C, 4, /), a takto ich vlozme do pola C’. Teda postup-
nost C'(1 :7) m4 vd¢8iu hodnotu ako C(1 :7),ale ide o»naj-
mensie moZné zvilSenie«, aké sme mohli dosiahnut.

Potrebujeme wuz iba vytvorit zvySok  postupnosti
C'( + 1 : N). Mohlo by sa zdat, Ze &isla v tejto postupnosti
treba usporiadat podla velkosti (aj to by totiZz viedlo k rie-
Seniu). Stadi viak omnoho menej. PretoZe 7 je najvyssi index,
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pre ktory plati
Ch) < C + 1),

znamend to, Ze vietky ostatné ¢isla s usporiadané klesaiﬁco.

Stagi teda ich poradie obratit operdciou OTOC CG + 1 : N).
Vysledny algoritmus mé teda podobu:

1. Urtiday.

2. VYMEN(C, i, /).

3. 0TOCC (@G + 1:N).

V tomto pripade dostanete nasledovnika v tom istom poli.

P-11-2

Nasledujuci program v jazyku Pascal potita pre zadané
prirodzené ¢isla A a B ich stiéin:
program NASOB (input, output);
var A, B, K, SUCIN, POCET, PRIRASTOK: integer;
begin readln(A, B);
K : = 0; SUCIN := 0: POCET := 0;
PRIRASTOK := 0;
while K < B do
begin
PRfRASTOK := PRIRASTOK + A;
POCET := POCET + 1;
K := K + POCET;
SUCIN := SUCIN + PRfRASTOK
end;
while K £ B do
begin SUCIN := SUCIN — A;
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K:=K -1
end;
writeln (SUCIN)
end

Ten isty program napiSeme aj v jazyku Basic:
10 REM PROGRAM NASOBENIA
20 INPUT A, B
30 K=0:SUCIN =0:POCET =0:
PRIRASTOK =0
40 IF K > B THEN GOTO 100
50 PRIRASTOK = PRIRASTOK + A
60 POCET = POCET + 1
70 K = K 4 POCET
80 SUCIN = SUCIN + PRIRASTOK
90 GOTO 40
100 REM KONIEC PRVEHO CYKLU
110 IF K = B THEN GOTO 150
120 SUCIN = SUCIN — A
130 K=K -1
140 GOTO 110
150 PRINT SUCIN

Program pracuje tak, Ze v prvom cykle (v Basicu riadky
40—90) sa vypoctita sutin K.A, kde K = B, a v druhom
cykle sa robi korekcia na hodnotu B.A niekolkondsobnym

od¢itanim A od premennej SUCIN.

Prirodzené &islo By nazveme najhor$im pripadom, ak pre
zadané IubovoIlné A a B = By plati po skonleni prvého

cyklu pri realizdcii programu na poditati
K =B + POCET - 1.
Inak povedané, pri poslednom pripoéitavani
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SUCIN : = SUCIN + PRIRASTOK

sme hodnotu salinu »prestrelilic najviac, ako sme mohli.
Najhor$imi pripadmi sG napriklad ¢isla 4 a 4 657.

a) Vyjadrite explicitne (tj. nejakym vzorcom) vSetky naj-
horsie pripady.

b) Nech B je najhorsi pripad. Nazvime S(B) polet aritme-
tickych operdcii (t.j. po¢et skutolne vykonanych séitani
a od¢itani), ktoré sa vykonaju pri vypoéte podla programu
pre lubovoIné A a pevné B. (VSimnite si, Ze polet opericii
nezévisi od A.) Vyjadrite S(B) ako funkciu B.

RiesSenie. Uvedme najprv niekolko pripravnych tGvah:
1. Pre priebeh vypoltu sG vyznamné zmeny hodnét pre-

mennej K. Hodnota K v3ak vznikd ako sulet

K=14+24+3+ ... +npren=1,2,...

2. Vypocet prvého cyklu skonéi vtedy, ked K = B.

3. Najvicsi pocet krokov spit v druhom cykle treba vykonat
pre také By, pre ktoré z posledného prirastku K musime
odpotitat (n — 1)-krét.’

a)Z (1) a (3) vyplyva, Ze najhorsi pripad nastdva pri &islach
tvaru:

Bo=1+2+4+3+...4n—@0—1) *)
Bo=(1+2+3... +(m—1)+1

n.(n — 1) n? —n+ 2

B, = =
0 D) +1 2
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b) Ked sa teraz vritime ku vztahu (*) a rozoberieme
vyznam jeho ¢lenov, vidime, Ze prvych n Clenov sudtu vy-
jadruje prirastky K v jednotlivych krokoch prvého cyklu
(t.j. prvy cyklus sa opakuje presne n-krdt). Posledny &len je
zhodny s po¢tom opakovani druhého cyklu. Je teda treba
urcit hodnotu n v zdvislosti od B.

Z tvrdeni 1 a 2 vyplyva nerovnica

1+2+3+ ... +n=B,

ktorej najmensSie kladné celoliselné riefenie (ak existuje)
uddva ta hodnotu 7, pri ktorej prvy cyklus kon¢i. Hodnota
o jednotku mensia je potom pocet opakovani druhého cyklu
pre najhorsi pripad. Po upravich dostdvame

n.(n + 1)
————>B
5 =
n+n—2B=0
—~1+]1 + 8B
S T b

kde [x] je hornd celd Cast Cisla x.

PretoZe prvy cyklus obsahuje Styry s¢itania a druhy cyk-
lus dve odcitania, tak hladana funkcia S(B) m4 tvar
—1+]1 + 8B
SB)=4.n+2.n—1)=6. — — 2.
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Pre dostatotne velké B sta¢i uvadzat priblizni hodnotu
S(B) = 3.]/1 + 8B.
P-1l-3a

Napiste program v Iubovolnom vys$§om programovacom
jazyku, ktory pretitd postupnost zloZent z nul a jedniciek,
ktord je ukonend &islom 2. Program vypise »ANO«, ak
postupnost obsahovala parny po¢et ndl a zérovenl neparny
pocet jedni¢iek. V opaénom pripade program vypise »NIE«.

Na program sa kladie jedno podstatné obmedzenie: Smie
sa pouzit len jedind premennd Z, v ktorej je vZdy uloZena
hodnota jediného natitaného ¢isla (0, 1 alebo 2). Obsah
premennej Z sa m6Ze menit len tym spdsobom, Ze sa do nej
zo vstupu pretita daliie &islo. Cisla sa méZu &itat len v tom
poradi, v akom st zapisané v postupnosti, t. j. nie je dovolené
vracat sa k Cislam uz raz preitanym, ani ich preskakovat.

Pre jednoduchost predpokladajte, Ze Cisla vstupuju zapi-
sané vzdy jedno v jednom riadku. Pritom vstupnd postup-
nost neobsahuje iné ¢isla nez 0, 1 a 2. Program preto moéze
skoncit svoju ¢innost, ked precita znak rézny od nuly a jed-
notky.

Priklady. Pre postupnost 0011011012 (ktord sme pre
Gsporu miesta zapisali v jednom riadku) program vypise
»ANO«. Pre postupnost 0011002 program vypise »NIE«, pre
postupnost 1112 program vypise »ANO«, lebo aj nula je
pérne dislo.

RieSenie. Algoritmus, ktory spracovdva vstupnu postup-
nost, sa nachidza vzdy v jednom zo $tyroch moznych stavov:
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1. Doposial natital parny pocet nal a parny pocet jednotiek.
2. Doposial natital pirny pocet nul a neparny pocet jednotiek.
3. Doposial natital neparny pocet ntl a neparny pocet jed-
notiek,

4. Doposial nacital neparny pocet nuil a parny pocet jednotiek,
Vzijomné prechody medzi tymito Styrmi stavmi sa usku-
toliiuju v zavislosti na tom, ¢i sa nadita nula alebo jednotka,
Ak viak natitame &islo 2, tak »ANO« vytlatime iba v pripade,
ked sa prave nachadzame v stave €. 2, V ostatnych pripadoch
vypiSeme »NIE«, Z toho vyplyva i Cinnost nasledujtcich
programov,

Program v Basicu:

10 INPUT Z : REM STAV 1
11 ON Z 4+ 1 GOTO 40, 20, 200
20 INPUT Z : REM STAV 2
21 ON Z + 1 GOTO 30, 10, 100
30 INPUT Z : REM STAV 3
31 ON Z 4+ 1 GOTO 20, 40, 200
40 INPUT Z : REM STAV 4
41 ON Z + 1 GOTO 10, 30, 200
100 PRINT »ANO«
101 STOP
200 PRINT »NIE«
201 STOP

Program v Pascale:

program POSTUPNOST(input, output);
var Z: integer;

procedure S2; forward;

procedure S3; forward;

procedure S4; forward;

procedure S1;
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begin readln(Z);
case Z of 0: S4; 1: S2; 2: writeln(»)NIE«) end
end;
procedure S2;
begin readln(Z);
case Z of 0: S3; 1: S1; 2: writeln»OANO«) end
end;
procedure S3;
begin readln(Z);
case Z of 0: S2; 1: S4; 2: writeln(»>)NIE«) end
end;
proceduie S4;
begin readln(Z);
case Z of 0: S1; 1: S3; 2: writeln(ONIE«) end
.end;
begin
S1
end.

P-11-3b

Naprogramujte pre Modifikovany Minského stroj (vid
P - I - 4) nasledujtcu tdlohu:

V premennych A, B, C su prirodzené Cisla, Napiste
¢innost »triedenie«, ktord do premennych A, B, C ulozi
takdl permutéciu ich pévodnych hodnét, ze bude platit

A<B=C,

teda, Ze na konci vypoltu budt ich hodnoty usporiadané
vzostupne,
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RieSenie. Pepifeme jedno z moznych rieSeni. Najprv viak
definujeme pomccnt ¢innost ZORAD na spréavne zoradenie
dvoch premennych,

(Vyuzijeme aj &innosti, definované pri rieSeni tlohy P - I - 4.)

Cinnost»ZORAD X Y

rob POMX := X; ...ulozime pévodné
hodnoty X a'Y

POMY :=Y;
ODCITA] X OD Y;
ak CHYBA =0 tjak X <Y
tak rob X := POMX; .. .ponechaj pévodné
Y :=POMY } hodnoty
koniec

inak rob Y :=POMX; | ...vymef obsahy
X := POMY | premennych
koniec
koniec

Pomocou tejto &innosti lahko definujeme &innost UTRIED,
ktord usporiada obsahy vSetkych troch premennych:
Cinnost yUTRIED A B C«

rob ZORAD A B; ...A<B
ZORAD A C; .LA<C
ZORAD B C; ..B=<C
koniec

Lahko sa mozno presveddit, Ze teraz plati

A<B<=C

160



ULOHY III. KOLA
P-1il-1

Dané st dve prizdné nidoby. Prvd méd objem M litrov,
druhd N litrov, kde M a N su prirodzené ¢isla. Mame k dis-
pozicii neobmedzeny zdroj vody.

Povolené su nasledujice operacie:

NAPLN I,
kde I =1 alebo 2, znamend naplnit vodou zo zdroja I-ta
nadobu az po okraj.

PRELEJ zIdo],
kde I J, pricom I, J = 1 alebo 2, znamend preliat obsah
I-tej naddoby do J-tej tak, Ze bud J-td nddobu naplnime aZ
po okraj (ak je v I-tej dostatok vody), alebo I-t nddobu
uplne vyprizdnime (ak je v nej menej).

VYLE] I,
kde I =1 alebo 2, znamend vyliat obsah I-tej nddoby do
kandla.

Postupom prelievania nazveme lubovolInd koneénu postup-
nost zloZenu z vysSie uvedenych operécii. Urdite:

a) Pre aké prirodzené ¢isla M, N a K existuje taky postup
prelievania, Ze po jeho vykcrani zostane v niektorej z nddob
presne K litrov vody ?

b) Zostavte algoritmus. ktory pre zadané prirodzené &isla
M, N a K navrhne taky postup prelievania, Ze po jeho vyko-
nani ostane v niektorej nddobe prave K litrov vody. Ak taky
postup existuje, tak ho algoritmus vypiSe a na jeho konci
uvedie

VYSLEDOK JE V NADOBE 1.

161



Ak taky postup neexistuje, algoritmus vyd4 spravu
POSTUP PRELIEVANIA NEEXISTU]JE!
Priklad. Pre M = 9, N = 5 a K = 2 je postup nasledujtci:

Obsah nadob

‘ j——m i

Prikaz
1. 2.

NAPLN
PRELE]
VYLE]
| PRELE]
NAPLN
PRELE]
VYLE]
PRELE]
VYLE]
| PRELE]
| NAPLN
| PRELE]
iVYLE]
|
l
I

[N
~1 O O W W o O O O

~J
VIO U1l W WO WU O Wb ih O Wl O

S R e S T S BRI S O RS
[\S]

N
[N

| PRELE]

| VYSLEDOK JE V NADOBE 1
|

RieSenie. Najprv urobme niektoré jednoduché uvahy,
ktoré st na prvy pohlad zrejmé a umoziuju skratit dizku
algoritmu: '
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1. Dve operécie — NAPLN a VYLE]— zanechaja v nidobich
maximalny, resp. nulovy obsah. Z toho vyplyva, ze ked
chceme v niektorej nadobe dosiahnut iny (netrividlny)
pocet litrov vody, nesmieme do tejto nddoby nalievat zo
zdroja, resp. vylievat jej (netrividlny) obsah do kanéla.

2. Zbytotné je prelievat vodu z jednej nddoby do druhej
a zase naspat.

3. NemdzZe sa stat, Ze by obidve nddoby obsahovali netri-
vidlny polet litrov vody. (Po VYLE]J a NAPLN je to
zrejmé, operdciou PRELE] bud jednu nddobu naplnime
aZ po okraj, alebo druhu celkom vyprdzdnime.)

4. Vysledné mnoZstvo K litrov vody mime ziskat v jednej
z nddob. Nutnou podmienkou existencie rie§enia preto
bude platnost vztahu »K je menSie, nanajvy§ rovné
vécsiemu z ¢isel M a Ne.

Z toho vyplyva, Ze ulelné vyuzitie niddob je také, Ze jedna

(a to napriklad vicsia) bude sliZit iba na naberanie vody zo

zdroja a na prelievanie do druhej a druhd iba na vylievanie

do kandla a na prijimanie vody z prve;j.

Bez Ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze M = N.
Pochopitelne, nidoba s obsahom M litrov bude t4, do ktorej
budeme nalievat, nddoba s obsahom N litrov td, z ktorej
budeme vylievat vodu do kandla. Povedané inak, hladdme
Cisla x a y také, Ze po x naliatiach vody do nddoby Ma po y
vyliatiach z nddoby N budeme mat presne K litrov vody.
To vyjadruje napriklad vztah

M.x —N.y =K
z rieSenia Marcela Polakovi¢a, G A. Markusa, Bratislava.
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Teda

M.x =N.y + K
M.x = K (mod N)
x = K.M! (mod N)

kde M-! je inverzny prvok k M v grupe zvySkovych tried
modulo N. Taky prvok existuje pre vietky K iba vtedy,
ked M a N su nestdelitelné, inak existuje len pre tie K,
ktoré st delitelné NSD (M, N). To je vlastne odpoved na
prvua otazku.

Naznacili sme uZ i optimélny algoritmus. Nalievat treba
vzdy do vilsiej nddoby. Z nej potom prelievat vodu tak dlho
do mensej, kym sa vi&sia nevyprazdni (men$iu, ked sa zaplni,
pochopitelne treba vyliat), alebo kym vo vd&3ej nebude
presne K litrov vody. Postup opakujeme a pritom sdstavne
sledujeme podet litrov vody vo vil$ej nddobe — v nej bude
totiz na konci vysledok.

Existuje este jeden moZny, velmi podobny postup, ktory
spotiva v prelievani vody opaénym smerom — z mensej nd-
doby do vitSej. Samozrejme, mensia nddoba sa pri iplnom
vyprézdneni napifia zo zdroja, vi¢$iu po tGplnom naplneni
vylievame. Pre kazda trojicu K, M, N, pre ktoru rieSenie
existuje, je mozné pouzit obidva postupy. Pre niektoré tro-
jice vedie rychlejsie k vysledku prvy postup, pre niektoré
druhy.

Prakticky vsetky sprdvne rieSenia odhalili savislost medzi
postupom prelievania a deliteInostou a viac-menej sledovali
niektory z uvedenych algoritmov.
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P-1I-2

‘Dany je algoritmus, ktorého vstupom s prirodzené Cisla

Aa B a Vystupom ich sudin, Na]prv ho uvedxeme v Pascale:
Mk s #

program CELOSTATNE KOLO (mput output),
var A, B, K, SUCIN, POCET, PRIRASTOK: integer;
begin readin(A, B);
K := 0; SUCIN := 0;
POCET := 1; PRIRASTOK := A,
while K 4 B do
if K + POCET < B
then begin K := K + POCET;
POCET := POCET + POCET;
SUCIN := SUCIN +
PRIRASTOK;
PRIRASTOK :=
PRIRASTOK + PRfRASTOK
end
else begin POCET := 1;
PRIRASTOK :=A
end;
writeln(SUCIN)
end

Verzia v Basicu:

10 INPUT A, B

100 K =0 : SUCIN = 0 : POCET =1 :
PRIRASTOK = A

110 IF K = B THEN GOTO 180

120 IF K + POCET > B THEN GOTO 160
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130 K =K + POCET : POCET = POCET +
POCET

140 SUCIN = SUCIN + PRIRASTOK :
PRIRASTOK = PRIRASTOK + PRIRASTOK

150  GOTO 170

160  POCET = 1 : PRIRASTOK = A

170 GOTO 110 : REM NAVRAT NA ZACIATOK

CYKLU
180 PRINT SUCIN

Najhor§im pripadom nazveme vypolet pre takd hodno-
tu B, pri ktorej sa vetva else podmieneného prikazu v cykle
(v Basicu riadok 160) vykond viackrit nez pre ktorékolvek
B < B,.

a) Vyjadrite explicitne (t.j. nejakym vzorcom) vietky tie
hodnoty B,, pre ktoré bude vypocet algoritmu najhor$im
pripadom,

b) Vyjadrite explicitne (t. j. ako funkciu B) skutoény pocet
prechodov
— vetvou then (riadky 130 a 140)

— vetvou else (riadok 160)
podmieneného prikazu v najhor§om pripade.

Poznamendvame, Ze pocet prechodov cyklom nezavisi
od hodnoty A.

RieSenie. Najprv ukidZeme rieSenie Casti a). Z neho dobre
vidiet aj postup, ktory umozni vyriesit Cast b).

a) Pre priebeh vypoctu st charakteristické zmeny premen-
nej POCET. Obsahom st to vidy mocniny dvojky, a to
v takomto poradi:

1,2,4,8,...,20,1,2,4,8, ...,27,1,2, ...
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Pritom musi vzdy platit 7 > ;. Pritom viade, okrem posled-
nych dvoch ¢&lenov, plati ostrd nerovnost 7 > 7. Keby totiZ
J =1 + 1, tak by ¢len 2¢*1 musel nasledovat hned po prvom
Clene 2'. Z toho sulasne vyplyva, Ze sulet zvy$nych Clenov
postupnosti po 2! musi byt mensi ako 2i*1 (pretozZe inak by
sme opdt mohli 2¢+! pripocitat po 2?). A pretoZe

14+2+4+8+ ... 420 =201 — 1,
rovnost
1=7
moZe nastat len pri poslednych dvoch 7 a j, lebo vtedy (a len
vtedy) nenasleduje po 2/ daliia jednotka.
V désledku toho budd najhor$imi pripadmi tie hodnoty By,
pri ktorych K vzniké ako stcet
Bo=0Q+2+4+ ... +20)+
+A+24+4+ ... +20) +
)
+A+2+4+ ... +22)
+ ...+ 0 +2)+1+1,

Teda

By=(2 — 1)+ QI — 1)+ Q1 —1)+ ... +
+(22 1)+ 2 — 1) + 2.
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Tento vyraz obsahuje 7 + 1 zitvoriek. S¢itajme zvl4ast ich
prvé Cleny (a pridajme k nim 29) a zvla§¢ druhé ¢leny:

By = (201 + 20 4 281 4 . 422 4 20 4+ 20) — (7 + 1)=
=2+ -1 -+ 1) =202 — (7 + 2),

kde 7 = 0. Po vhodnej substiticii m6Zzme vztah pre vietky
najhorsie pripady prepisat do tvaru

By =27 — n,kden = 2.

Zo vzorca (*) vidiet velmi pekne i priebeh vypoltu, takze
sa oni budeme opierat v rieeni Casti b) tejto Glohy.

b) Kratka analyza programu ukize, ze
— pocet prechodov vetvou else je rovny poctu jednotiek vo
vzorci (t. j. i + 2),
— polet prechodov vetvou then je rovny potu sitancov
Vo vzorci, t. j. '

it i+ 1)@+ 2 24+ 31+ 4
(Zk>“=(‘—zx*)+‘=——z‘*-

Vela G¢astnikov zbyto¢ne stratilo body na tom, Ze oba vzorce
ponechali v takomto tvare. Text Glohy bol totiz formulovany
tak, Ze vysledok mal vyjadrovat pocet prechodov tymito
vetvami v zavislosti od (teda ako funkciu) premennej B.
A pretoze sme vy$die ukdzali, Ze
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B = 2i2 — (i + 2)

pre najhorsie pripady, tak méZeme (priblizne) tvrdit, Ze pre
dostato¢ne velké 7 plati

B = 22,

Takze polet vykonani vetvy else je zhruba
1-=-logs B

a pocet vykonani vetvy then

1 )
> log; B.

(V druhom pripade sme zanedbali linedrny a absolatny &len.)
Oba vzorce je mozné urlit Gplne presne. Pri analyze algo-
ritmu sa viak obycajne uspokojujeme s dostatolne presnym
priblizenim.

P-Hl-3

a) Napiste program v Iubovolnom vy3$Som programovacom
jazyku, ktory pretita Iubovolni postupnost pozostdvajucu
z &isel 1, 2 a 3, ukon&end &islom 0. Program vypise »ANO,
ked postupnost obsahovala rovnaky pocet c&isel 1,2 aj 3.
V opa¢nom pripade program vypise »NIE«.

Na program sa kladie jedno podstatné obmedzenie. Smiete
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pouZit len dve premenné Z a P. V premennej Z je vzdy ulo-
zend hodnota jediného naclitaného &isla (0, 1, 2 alebo 3).
Obsah Z sa mo6Ze menit len tym spdsobom, Ze sa do nej zo
vstupu pretita daldie &islo. Cisla sa moézu &itat len v tom
poradi, v akom st zapisané v postupnosti. Teda nie je dovo-
lené Cisla preskakovat ani vracat sa k prv pre¢itanym. Druh4
celodiselnd premenna P obsahuje Iubovolne velké celé &islo.
Povolené st vSetky aritmetické operdcie s premennymi
a konStantami.

Predpokladajte, Ze ¢isla vstupuji napisané vzdy jedno
v riadku. Pritom vstupnd postupnost neobsahuje iné ¢isla
nez 0, 1, 2 a 3, teda program musi ukontit &innost, ked
pretita &islo 0. Dalej predpokladajte, Ze na vstupe méze byt
vopred neohraniceny pocet Cisel.

Priklady. Pre postupnost 1232231310 (pre usporu miesta
sme &isla zapisali do riadku) program vypise »ANO«. Pre
postupnost 23320 program vypiSe »NIE« Pre prdzdnu
postupnost 0 program vypise »ANO«.

b) Zovseobecnite rie§enie predchddzajtcej tlohy takto:

Program precita Iubovolnu postupnost zloZent z &isel 1,
2, 3, ..., N, ktord je ukoncen4 ¢&islom 0. Pocet vstupujacich
¢isel N je vopred zndma konStanta (zndma aj programadto-
rovi). Program zisti, ¢ postupnost obsahuje rovnaky pocet
kazdého z Cisel 1 az N. Obmedzenie na 2 premenné Z a P
zostdva presne to isté.

Priklady. Pre postupnost &isel 1 az 5: 44351215320 program,
zostaveny pre N = 5, vypise »ANO«, program, zostaveny
pre N = 6, vypiSe »NIE« (podobne programy pre N = 7,
8, ...).
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RieSenie. Najlastej$im rieSenim tejto tlohy bolo rieSenie
zalozené na myslienke prvoliselného rozkladu prirodzenych
Cisel, )

Ako je znidme, kazdé prirodzené Cislo sa dd jedinym spd-
scbom rozlozit na sudin prvocisel. Pretoze mame iba jednu
celotiselnG premennt, bude v P ulozené &islo, ktoré vytvo-
rime z uvazovanej postupnosti siinom prvocisel, V Casti a)
stalia prvé tri, v Casti b) potrebujeme prvych N:

7 =2,92=3,q3 =5, ..., ¢y = N-té prvocislo

Hodnotou premennej P bude ¢&islo, ktoré vznikne tak, Ze po
nacitani Cisla 7 do premennej Z vyndsobime obsah P i-tym
prvocislom, Teda prva Cast programu bude mat v Pascale
tento tvar:
begin readln(Z); P := 1;
while Z -+ 0 do
begin if Z = 1 then P := 2*P;
if Z = 2 then P := 3*P;
if Z = 3 then P := 5*P;

I

if Z = N then P := qx*P;
readIn(Z)
end
V povodnej postupnosti sa nachiadza rovnaky pocet Cisel
1,2, 3, ..., Niba v tom pripade, ked vysledné ¢islo P je de-
liteIné ¢islom

2EFE5E kg
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Teda na konci programu (po vystupe z cyklu) stali skontro-
lovat deliteInost v prikaze
if PMOD (2*3%5% [ *qn)=0

then writeln ("Postupnost mala pozadovany tvar.”)

else writeln (‘Postupnost nemala pozadovany tvar.”)
end

V skuto¢nosti vak rie§enie nevyzaduje, aby &isla v flom
vystupujtce boli prvé prvolisla, dokonca ani to, aby to boli
prvocisla. Staci, aby boli relativnymi prvodislami (teda, aby
ich najvacsi spolocny delitel bol pre vietky dvojice rovny 1).
Toto vyuzil napr. Petr Vesely z gymndzia v Jihlave. Vo svo-
jom programe pouzil prvocisla 3,5 a 7 pri riefeni Casti a).
Vdaka tomu namiesto zloZitého rozhodovania mohol pouzit
jediny priradovaci prikaz

P:=P*Q2*Z + 1.

Zaujimavi (i ked nekorektnil) obmenu vys$ie uvedeného
rieSenia pouzil Jan Hiebidek z gymnazia vo Vala§skom Mezi-
fi¢i. Ignoroval poziadavku celodiselnosti P a pripustil s¢itanie
nekonetne dlhych redlnych Cisel (s absolatnou presnostou).
Takto mohol vytvarat hodnotu P s¢itanim (!) vhodnych
iracionélnych ¢&isel. V prvej &asti tlohy pouzil napr. 1, =, e.
V tomto pripade je v postupnosti rovnaky pocet Cisel vtedy,
ked vytvorené Cislo P je celotiselnym nédsobkom sultu
iraciondlnych &sel (t.j. 1 + = +e v jednoduchSom pripade).

Dalsie sprivne rieSenie vyuziva hibku rekurzie ako po-
mocnui premennd popri premennej P. Je viak vhodné iba
pre postupnosti z troch ¢&isel. Takto riedili ulohu dvaja
sutaziaci. Jednym z nich bol Rébert Germil z gymndzia
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v Ziline. Uvddzame uk4Zzku jeho rieSenia. RieSenie vyuziva
fakt, Ze hoci v Basicu rekurzia nie je oficidlne povolen4,
existencia systémového zisobnika ju umoziuje. Tu je pro-
gram:

99 LETP =0

100 INPUT Z

110 IF Z =1 THEN GOSUB 200 : GOTO 100
120 IF Z = 2 THEN GOSUB 300 : GOTO 100
130IFZ=3THENP=P + 1 :GOTO 100
140 IF P = 0 THEN PRINT »ANO« : STOP
150 PRINT »NIE« : STOP

200 INPUT Z

210 IF Z =1 THEN GOSUB 200 : GOTO 200
220lFZ=2THENP =P — 1 : RETURN
230IFZ=3THENP =P +1 : GOTO 200
240 PRINT »NIE« : STOP

300 INPUT Z

310IFZ=1THEN P =P — 1 : RETURN
320 IF Z =2 THEN GOSUB 300 : GOTO 300
330IFZ=3THENP =P 41 :GOTO 300
340 PRINT »NIE«

Ak by takyto program nebol pisany s komentirom, bolo
by asi vylaené zistit, ¢o vlastne autor zamyslal. Zvlast za-
hadné by boli dvojice prikazov

GOSUBi:GOTO i

v riadkoch 210 a 320. Autor viak podal jednoduché vysvet-
lenie:

V premennej P si budeme pamitat rozdiel medzi
po¢tom trojok a dvojic (1, 2). Ak je v nicktorom okamihu
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pocet dvojek vdcsi ako pocet jednotiek, program pokraduje
od prikazu 300 (bude hladat k prevy3ujicej jednotke dvojku).
V pripade prevysujucej dvojky bude k nej hladat jednotku
(teda bude v Casti za prikazom 200). Z tychto Casti sa vrati
iba vtedy, ked sa polty jednotiek a dvojok vyrovnaji do
Casti za prikazom 100. Ak program skondi v ¢asti 100 a P = 0,
tak je pocet dvojic (1, 2) rovnaky ako pocet trojok. V kazdom
inom pripade sa po precitani nuly vytladi »NIE«.

P-1l-4

Naprogramujte pre Modifikovany Minského stroj (definicia
vid priklad P - I - 4) nasledujtcu ulohu:

V premennych A a K st prirodzené &isla. Napiste ¢innost
»CIFRA K Ag¢, ktord do premennej D ulozi K-ta cifru
¢isla A. Poet K potitame od zaciatku Cisla A.

Priklad. Cinnost

»CIFRA 2 5728«

vlozi do premennej D hodnotu 7.

RieSenie. Tato uloha dala opravovatelom celo$tatneho
kola najviac prace. Maloktory Glastnik si dal totiz dost na-
mahy s komentirmi k programom, véd¢sina z nich sa ststredila
iba na prikazovu Cast. Ako sme uZ ukézali pri rieSeni minulej
ulohy, takto vytvorené texty mozu byt priam »nedesifrovatel-
né« bez podrobnejsieho popisu. Pochopitelne, nezrozumitel-
nost textu sa prejavi stratou bodov pri hodnoteni riesenia.

Vyber Modifikovaného Minského stroja ako tlohy, ktora
prechddzala systematicky celym ro¢nikom, vSak nebol né-
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hodny. Primitivne prostriedky na zmenu hodnét premennych,
jedind moznost testovat ich (na nulu) totiz sledovali délezity
ciel — analyzovat schopnost sttaziacich vybudovat si systém
podprogramov, zaruujucich Gplné vyrieSenie tlohy. Pritom
iba malo sttaziacich si uvedomilo, Ze systém podprogramov
sa nedd ucelne budovat od najjednoduch$ich (na MMS
realizovateInych) »programikove, Ze totiz cielavedomy postup
je obytajne presne opa¢ny. Uvedomili si to vSak ti najlepsi.
Napriklad Alexander Szabari z gymnézia v KoSiciach zacal
svoje rieSenie slovami:

»Ked mame vziat K-ta cifru od konca, vtedy je program
velmi jednoduchy. Preto nd$ program bude pozostivat z dvoch
vacsich Casti:

1. vymena cifier ¢isla K (napr. z Cisla 5138 urobime 8315),
2. zistenie K-tej cifry od konca.
Obe ¢asti spolu umoziluja néjst K-tu cifru od zadiatku.«

Je teda jasné, ze hladany program mdze mat tvar
CINNOST »CIFRA K A«
rob PREVRAT A;

URCIK A
koniec

Skutolnost, Ze ani jedna z vnutornych Cinnosti nie je zatial
definovand, sice moze vadit MMS pri vypotte, nie viak ¢lo-
veku pri rozmy$lani!

V takto navrhnutom programe je viac-menej jedno, ktoru
jeho Cast budeme uprestiovat skor — su totiz nezavislé, Zalne-
me hociktorou a dalej ju rozkladdme, az dovtedy, kym vSetky
¢innosti vyjadrime prikazmi MMS, Pritom sa mozZe stat, Ze
podprogramy vytvorené v jednej Casti sa daju priamo alebo
po miernej Gprave pouzit i v inej Casti. Aby sme ukézali, Ze
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na poradi rozvijania ¢innosti naozaj nezdlezi, zatneme pod-
programom pre URCI K A, uvedenym ako druhy.

Poznamendvame, ze kym spdsob zipisu programu bol
presne definovany, spdsob jeho komentovania bol ponechany
na [ubovoli autora, V zisade mozno pouzit tieto spdsoby:
a) najprv uviest program a vzapiti komentar,

b) najprv si (slovne) urit ciel a potom ho realizovat progra-
mom,

¢) paralelne sprevadzat program komentirmi,

* d) napisat program v znamejSom jazyku a potom ho »prelo-

Zite,

Postupne uvedieme priklady na vSetky sposoby.

Program URCI najprv zapiSeme v tvare
CINNOST »URCI K A«
rob K—;

pokial K 0
rob DEL A 10;
K—
koniec;
MOD A 10;
PRESUN A D
koniec
a vzapiti ho popiSeme komentdrom:

»Kazdé Cislo méd asponi jednu cifru. Preto sme najprv
zmensili K o 1, aby vysledok testu vychddzal spravne. Potom
(pokial hladani cifra nie je poslednou v &isle A) delime A celo-
tiselne desiatimi, ¢im vzdy odtrhneme momentilne posledna
cifru, Nakoniec vypocitame tato poslednu cifru ako A(mod 10)
a vysledok ulozime do premennej D .«

176



Nasou dalSou udlohou bude teda vytvorit Cinnosti DEL
a MOD. Zatneme pedprogramom pre DEL, ktory uvedieme
s kementdrom na zaciatku, vytyCujacim ciel programu:

Delit na MMS méZeme iba pomocou cod¢itania, Teda de-
lenie nahradime dlohou »zistit, kolkokrat mozno 10 od&itat od
Cisla A«, Podiel budeme zhromazdovat v premennej Q (jej
hednetu zvdcsime o 1 po zmenSeni A o 10). Pri hrani¢nych
hednotéch by viak mohlo dojst k chybe (treba, aby vyslo
10/10 = 1), takZe na zaciatku zvil§ime A o 1 a na konci Q
o 1 zmens$ime, Teda piSeme
CINNOST »DEL A 10«
rob NULU]J Q;

A +;

opakuj A—; A—; A—; A—; A—; A—; A—; A—;

A—; A—;

Q+;

kym A = 0;

Q—;

PRESUN Q —+ A

koniec

Z tohoto programu velmi jednoduchou modifikdciou ziska-
me program na vypocet zvy$ku po deleni, Tento program
uvedieme s komentdrom, paralelnym s programom.

CINNOST »MOD A 10«

rob A+; ... Jedno pri¢itanie kvoli hrani¢nému pripadu

opakuj PRESUN A - C; priradenie C := A
A—;A—;A—;A—;A—;A—;A—;A—;

A—;A—;
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. Od A odtitame 10, v C je teraz A + 10,
Posledn4 cifra A sa od¢itanim desiatich

nezmeni,
kym A = 0;
C—; ... V Aje nula, v C bolo &slo od 1 do 10.
Teraz sme vyrovnali po¢iatoéné zvicSenie
Aol
PRESUN C — A ... V A bude vysledok.
koniec

Tym sme dokondili rozklad ¢innosti URCI K A, Podobne
budeme postupovat i pri definicii &innosti PREVRAT A.
V tomto pripade ulohu vyrie§ime najprv v zndmom progra-
movacom jazyku (v Pascale) a potom ho prelozime do jazyka
MMS a zohladnime pritom jeho $pecifika.

Zmenit poradie cifier v ¢isle na opaéné moze tento pascalov-
sky program:
begin CHVOST := A MOD 10; ... posledni cifra

¢isla A bude prvou
cifrou OPAK-u
OPAK := CHVOST;
A := A DIV 10;
. v Asuvsetky cifry
okrem poslednej
while A > 0 do
begin CHVOST := A MOD 10;
... posledni cifra A
OPAK := (OPAK * 10) + CHVOST;
... prilep ju na koniec ¢isla OPAK
A:=ADIV10
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. znovu odsekni posledna cifru
end
end

Pri preklade nesmieme zabudnif najmi na to, Ze MMS
»ni¢i« obsahy premennych., Teda opericie MOD a DEL
(ako sme ich definovali vy$sie) nezachovaju obsah premennej
A. Preto vytvorime program KOPfRU]J A B, ktory skopiruje
A do B a pritom obsah A zachova (pouZitim tretej premennej).
Takze ta istd myslienku vyjadruje podprogram v jazyku
MMS:

CINNOST »OBRAT A«

rob KOPIRU]J A B; ... skopiruje obsah A do B
a zachov4 hodnotu A
MOD B 10; ... v B bude posledni cifra A
PRESUN B OPAK; ... realizuje
OPAK := A MOD 10
DEL A 10; ... znamy podprogram

pokial A £ 0

rob KOPIRU]J A B;
MOD B 10;
PRILEP B OPAK;

. realizuje OPAK :=
:= (OPAK *10) + B

DEL A 10

koniec;

PRESUN OPAK A ... da obratenti hodnotu do A
koniec
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Ostali uZ len dve nedefinované &innosti: KOPIRUJ a PRI-
"LEP. Na zéklade toho, ¢o sme povedali uz skor, viak nemdze
byt problémom ich doplnit, (Naviac KOPIRUJ A B je
zhodné s prikazom B := A v dlohe P-1-4))
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Korespondenéni seminaf UV MO

Koresponden¢ni semind¥ UV MO je jednou z forem péle
o talentované Zdky, zvld§té¢ pak o ty, ktefi nemaji moZnost
navitévovat specidlni $koly se zaméfenim na matematiku
a pracovat v tamnich semindfich. Tak aZz dosud nebyli pii-
jiméani studenti prazskych $kol, protoZe maji moZnost sezni-
mit se s vybranymi okruhy uloh na seminéfich fesitela MO.

K tcasti v korespondentnim semindfi pozvalo predsed-
nictvo UV MO na z4klad& nidvrht KV MO a individu4lniho
zdjmu téméf 50 zak®, z nichZ se pfihldsilo 26 Fesitelu z celé
republiky:

:
|
T ' |
! 1

|
!

Pocet resitela E 4 2 1 4 3 4 2 2 2 2
|

V pribéhu 35. ro¢niku MO jim bylo zasldno pét sérii pomérné
néro¢nych uloh. Dosl4 fefeni pak byla opravena, ohodnocena
a s rozmnoZenym komentdfem vricena Glastnikim seminéfe.
Koresponden¢ni semindt je Fizen tajemnikem UV MO
RNDr, Karlem Hordkem, ktery se stard o vybér a piipravu
uloh a provddi redakci komentdfu. Opravu pak zajistuje
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nékolik pracovniki Matematického ustavu CSAV a nékolik
studentd a aspirantt MFF UK v Praze (v$ichni jsou byvali
olympionici).

Pouze 13 fesitel vydrzelo az do posledniho 5. kola. Nej-
lepsimi v celkovém hodnoceni byli:

1. Radek Adamec (4, G Kroméfiz) 84 bodu
2. Igor Melicheréik (4, G B. Bystrica) 81 bodu
3. Dominik Munzar (4, G kpt. Jaro$e Brno) 71 bodu
4. Libor Skiicka (4, G kpt. Jaro$e Brno) 62 bodu
5. Maridn Lukdc¢ (3, G Banovce n. Bebr.) 56 bodu

Dile uvadime znéni vSech zadanych uloh.
1. Posloupnosti a mnohocleny

1.1 Dokazte vztah
arccotg u; = arccotg ua + arccotg uz + ...,

kde us = 1, ue =2 aupp1 = 3uy — up-1, n = 2.
1.2 Ukazte, Ze Cislo

n n n)
. . 732
(1)+(3) 1973+(5) 19732 +

je pro n pfirozené ndsobkem ¢&isla 2771
1.3 Ukazte, Ze posloupnost (v,),"_, uréend podminkami

7)n>0,

9 Yo(n+ k
v, = 2 ( A )vn,,k pro ne {0,1, ...}
E=0

je posloupnosti celych &isel.
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1.4 Najdéte zbytek pii déleni mnohoclenu (x + 1)” mno-
hoclenem (x — 1)3, kde n je pfirozené &islo.
1.5 Ukazte, Ze mnohotleny p, uréené vztahy

pi(x) =1, pa(x) =1 + x,
pa(x) = pu1(x) + xpu_o(x), n = 3,

maji pro n = 2 vSechny kofeny redlné.

1.6 Ukazte, Ze nenulovy mnohoclen s celoiselnymi koefi-
cienty, ktery ma kofeny x =1 a x = 2, musi mit aspoil
jeden koeficient men3i nez —1.

1.7 Najdéte viechny mnohot¢leny p (s redlnymi koeficienty)
takové, Ze pro vSechna (redlnd) x plati

p(x?) + p(x) p(x + @) = 0.
Provedte diskusi vzhledem k redlnému parametru a.
2. Planimetrie

2.1 Ke které ze stran trojuhelniku ABC je nejbliZe prusecik
jeho vysek, je-li « < < y? A ke kterému vrcholu?

2.2 Vedme libovolnym bodem P osy uhlu « trojahelniku
ABC kolmice PA;, PBi, PC; ke strandim BC, CA, resp. AB.
Je-li R prusetik piimek PA; a B1Ci, dokazZte, Ze pfimka
AR dé&li stranu BC na dvé stejné ésti.

2.3 Na strandch trojahelniku ABC jsou jako na zdkladnich
sestrojeny rovnoramenné trojuhelniky AB,C, BA;C, AC1B.
Dokazte, Ze kolmice vedené body 4, B, C k odpovidajicim
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ptimkdm B;Ci, C14:, Ai1B; se protinaji v jednom bodé.

2.4 Dokazte, Ze soulet obsahQl péti trojuhelnikd, které
dostaneme z dvojic sousednich stran a thlopfi¢ek konvexniho
pétitthelniku, je vét§i nez obsah celého pétithelniku.

2.5 Je-li tétivovy Ctyrthelnik ABCD takovy, Ze telny
sestrojené k opsané kruZnici v bodech 4 a C se protinaji na
ptimce BD, pak

a) te¢ny v bodech B a D se protinaji na piimce AC;

b) osy vnitfnich Ghla « a y ¢tyfahelniku ABCD se proti-
naji na Ghlopti¢ce BD.

Dokazte.

2.6 V ostrouhlém trojuhelniku ABC se osa Ghlu «, t&Znice
na stranu AC a vy$ka pfislusnd vrcholu C protinaji v jednom
bodé. Dokazte, ze thel BAC je vétsi nez 45°.

2.7 Dva shodné obdélniky jsou umistény v roviné tak, Ze
jejich obvody se protinaji v osmi bodech. Dokazte, Ze obsah
spole¢né &4sti obou obdélniki je vétsi neZ polovina obsahu
jednoho z nich.

3. Teorie Cisel

3.1 Jaké nejmensi kladné hodnoty muiZe nabyvat soucet
tvaru

e1.15 + €2.25 4 £3.35 + ... + €1 985.1985%,
kde g5 {—1,1}?

3.2 Dokazte, Ze soutin péti po sobé jdoucich prirozenych
¢isel neni Gplnym Etvercem.
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3
3.3 Zlomek — lze napsat jako soudet dvou kladnych zlomka

3 1 1
s Citatelem 1 pravé dvéma zplsoby: 0= 5 + 0 =
! : Kolik by 1 > ?E
= = ¢ —— ? Existuje &-
4 + 20 olika zpusoby ize zapsat 1984 xistuje C1

slo n nesoudélné se tiemi a takové, Ze — lze zapsat pravé
n

1984 zpusoby?
3.4 Necht p je liché prvocislo a ai, a2, ..., ap+1 jsou
2

vesmés ruznd pfirozend &isla men$i neZ p. DokaZte, Ze pro
kazdé ke {1,2, ..., p — 1} existuje dvojice &isel a;, aj tak,
ze aja; =k (mod p) (muZe byt pripadné i = j).

3.5 Pro n ptirozené oznalme o(n) = > d soucet viech
din
délitela &isla 7 (véetnd 1 a n). Cislo m nazveme »bohatym,
Y . o(k) o(m)
jestlize pro kazdé ke {1, 2, ..., m — 1} plati = <
Dokazte, Ze existuje nekoneéné€ mnoho »bohatych« &isel.

3.6 Oznatme «w(n) pocet Ciniteld v rozkladu pfirozeného
¢isla n na prvocinitele. DokaZte, Ze pro m = 2 existuje aspoil
m
0 tisel ke {l,2, ..., m} s vlastnosti w(k)= w(k + 1)
(mod 2).

3.7 DokaZte, Ze rovnice

x2 +y2 = gn

ma v oboru prirozenych Cisel feSeni pro kazdé prirozené n.
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4. Kombinatorickd geometrie

4.1 Uvniti jednotkového ¢tverce je rozmisténo nékolik
kruZnic, které maji soucet obvodt 10. Dokazte, Ze pak exis-
tuje pfimka, kterd protind alespon Ctyii z téchto kruZnic.

4.2 Dokazte, Ze n bodi v roviné muzZeme vzdy pokryt né-
kolika disjunktnimi kruhy, které budou mit soulet pruméru
mensi nez n, pfiCemz vzdjemna vzdilenost kazdych dvou
kruht bude vét3i nez 1. (Vzdalenosti dvou kruhit rozumime
vzdalenost jejich nejblizsich bodu.)

4.3 Ctvercovy list papiru rozfizneme na dvé &isti (podle
néjaké pifimky). Jednu ze vzniklych Cdsti opét roziizneme
atd. Jaky nejmensi poet fezil musime uéinit, abychom mezi
vzniklymi kusy nalezli pravé sto dvacetitthelnika ?

4.4 Rozdélme kazdou stranu pravidelného trojihelniku na
n stejnych Casti a sestrojme jednotlivymi body uvedeného
déleni rovnobézky se stranami trojuheiniku. Dostaneme tak
rozdéleni trojahelniku na 72 trojuhelni¢ki. Nazvéme »ie-
tézem« takovou posloupnost trojahelni¢ka, v niZz se Ziadny
trojuhelni¢ek nevyskytuje dvakrat a kazdy nésledujici mé
s pfedchozim spole¢nou stranu. Jaky je nejvétsi mozny pocet
trojahelni¢ka v fetézu?

4.5 Predpoklddejme, Ze vrcholy pravidelného n-thelniku
jsou obarveny nékolika barvami (kazdy jednou) tak, Ze vrcho-
ly stejné barvy tvofi vrcholy pravidelného mnohotuhelniku.
Dokazte, Ze mezi témito mnohothelniky existuji dva shodné.

4.6 Je dan ¢tverec a devét ptimek. Necht kazd4 z deviti pfi-
mek déli &tverec na dva Ctyfahelniky, jejichZz obsahy jsou
v poméru 2 : 3. Dokazte, Ze alespon tfi z téchto deviti pfi-
mek prochézeji jednim bodem.
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4.7 Na kazdém poli Sachovnice je zapsino jedno z Cisel
1, 2, ..., 64, pficemZ na ruznych polich jsou ruzni Cisla.
Pomoci jedné otdzky muZeme (uréenim mnoZiny poli) zjistit
mnozinu Cisel stojicich na polich zvolené mnoziny. Jaky je
nejmensi pocet otdzek potiebnych k urleni polohy jednotli-
vych ¢&isel na S$achovnici ?

5. Nerovnosti a odhady

5.1 Necht rozdil mezi nejvétsim a nejmensim z » redlnych
tisel ai, az, . . ., an je d a necht soutet > |a@; — a;| absolutnich
i<j

n
hodnot viech < 9 ) rozdila t&chto &isel je 5. Pak je

"2
n—1Nd=s= —.
4
Dokazte.
5.2 Dokazte, Ze pro pfirozena Cisla x; < x2 < ... < xp

(n = 2) plati

e Cer R e

X2 X3 . Xn
1 1 1
<1+ 2+ 3+...+n2.

5.3 Je déan lichob&’nik ABCD se zikladnami |AB| = a,
(CD| = b. Sestrojme tsetku A1 B1, spojujici stfedy thlopiitek
lichobézniku ABCD, daéle sestrojme usetku A2Bo, kterd spo-
juje stfedy uhlopii¢ek lichobézniku A4,B,CD. podobné se-
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strojime tse¢ky A3Bs, AsBy atd. MuZe se v posloupnosti
délek usetek (|AxByx|) vyskytnout n&jaké &islo dvakrat? Bude
tato posloupnost monoténni? M4 uvedend posloupnost li-
mitu?

5.4 Dokazte, Ze soucet 45 Cisel

tg1° + tg5° + tg9° + ... + tg 173° + tg 177°

je 45.
5.5 Jestlize pro &isla p1, g1, p2, g2 plati

(@1 — @2)? + (p1 — p2)(P192 — P2q1) < O,
pak maji kvadratické trojleny
X2+ p1x + q1, ¥ + pax + ¢

redlné kofeny a mezi kofeny kazdého z nich lezi kofen druhého
troj¢lenu. Dokazte.

5.6 Na kruZnici je napsdno nékolik redlnych Cisel. Jest-
lize pro né&kterd Ctyfi za sebou jdouci &isla a, b, ¢, d plati
(a — d)(b — ¢) < 0, pak smime ¢&isla b, ¢ vyménit. Dokazte,
ze vZdy muzeme provést jen koneény pocet takovych operaci.

5.7 Neékolik lidi pozorovalo v rozpéti ¢ minut lezouciho
hlemyZdé&. Kazdy z nich ho pozoroval pfesné 1 minutu a zjistil,
Ze za tu dobu ulezl pfesné 1 metr. Ani v jednom okamZziku
nebyl hlemyzd »bez dozoru«. Jakou nejmensi a jakou nejveétsi
drdhu mohl hlemyzd za uvedenou dobu z minut urazit ?
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27. mezinarodni matematicka olympidada

1. PRUBEH MMO

Dvacitd sedméd mezindrodni maiematickd olympidda
(MMO) se konala ve Var$aveé ve dnech 4. —15. Cervence 1986.
Zucastnilo se ji 210 soutéZicich stfedoskoldkii, ktefi tu repre-
zentovali 37 zemi celého svéta: AlZirsko, Austrélii, Belgii,
Brazilii, Bulharsko, Ceskoslovensko, CLR, Finsko, Francii,
Island, Italii, Izrael, Jugosldvii, Kanadu, Kolumbii, Kubu,
Kuvajt, Kypr, Lucembursko, Madarsko, Maroko, Mongolsko,
NDR, Norsko, NSR, Polsko, Rakousko, Rumunsko, Recko,
SSSR, Spanélsko, Svédsko, Tunisko, Turecko, USA, Velkou
Britdnii a Vietnam. Z tradi¢nich Gcastnika tedy tentokrat
chybélo Nizozemi.

Uvedené zemé& mély také své zas'oupeni v mezindrodni po-
roté, jejimZ piedsedou byl (stejné jako na 14. MMO v roce
1972) prof. S. Balcerzyk z Toruné. Clenové poroty se sjeli
do VarSavy v pétek 4. ¢ervence a zahdjili pfipravné prace spo-
jené s vybérem a formulaci soutéZnich dloh. Z ndvrha 79
uloh zaslanych tfiadvaceti zemémi ze tficeti sedmi zalastné-
nych zemi ptipravili poldti organizatori piedbézny vybér 21
uloh, z nichZ pak porota v pomérné kratké dobé vybrala sou-
téZni Sestici. O¢ rychleji probéhl vlastni vybér, o to vice Casu
spotiebovala debata o formulaci textu, kdy se stietdvala
znalné odlidnd stanoviska. Kone¢né znéni (zvidsté textu
Ctvrté dlohy) je vysledkem urcitého kompromisu, ktery ne-
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odpovida vzdy zvyklostem nasi MO, kde bychom texty for-
mulovali patrné ponékud jinak.

Pro 27. MMO byly tak vybrany tyto tGlohy:

1. Necht d je kladné celé ¢islo, ruzné od 2, 5, 13. Dokazte,
Ze v mnoziné {2, 5, 13, d} lze nalézt dva ruzné prvky a, b

takové, Ze |lab — 1 neni celé &islo.

2. V roviné je déan trojuhelnik 4;A2As a libovolny bod Pj.
Polozme Aj,3=A, pro k& = 1,2, 3, ... asestrojme posloup-
nost boda Py, P1, Pe, ... tak, ze pro kazdé &2 =1,2,3, ...
bude bod P, obrazem bodu P;_; pii otofeni o thel 120°
(v zdporném smyslu) okolo stiedu Ay.

Jestlize Piggs = Py, pak trojahelnik 434243 je rovnostran-
ny; dokazte.

3. Kazdému vrcholu pravidelného pétiahelniku je prifa-
zeno celé &islo; soucet téchto péti Cisel je kladny. Jestlize
tfem po sobé jdoucim vrcholim jsou pfifazena &isla x, y, z,
pricemz y < 0, je dovoleno provést tuto operaci: ¢isla x, v, 2
nahradime po fadé &isly x + v, —y, 2 + y. Takovéto operace
provadime tak dlouho, dokud je aspori jednomu z vrcholu pri-
fazeno zdporné Cislo.

Rozhodnéte, zda tento proces nutné vzdy skon¢i po konec-
ném poctu kroku.

4. Je dan pravidelny n-thelnik, n = 5; oznatme 4 a B dva
jeho sousedni vrcholy, O jeho stfed. V roviné n-thelniku se
pohybuje trojihelnik XYZ, shodny s trojuhelnikem OAB,
a to tak, ze nejprve X = O, Y = 4, Z = Ba potom Y a Z
probihaji oba cely obvod n-thelniku, pfi¢emz X lezi stile
uvniti z-thelniku.

Uréete mnozinu vech moznych poloh vrcholu X.
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5. Urtete vSechny funkce f, které zobrazuji mnoZinu R*
v3ech nezdpornych redlnych &isel do Rt a spliuji podminky

fx f(9)-f(y) = f(x + ») pro x e R+, y e R, 1)
Cf2) =0, ()

f(x)#0 pro 0 =< x < 2. (3)

6. V roviné se souradnou soustavou je ddna kone¢nd mno-
Zina M bodu s celotiselnymi soufadnicemi. Rozhodnéte, zda
je vzdy mozné obarvit nékteré body z M Cervenou a ostatni
pak bilou barvou tak, aby pro kazdou pfimku p rovnobéznou
s n€kterou ze soufadnych os se pocet Cervenych bodi leZicich
na p lidil od poctu bilych bodu na p nejvyse o 1.

Tyto tlohy pochizely z navrhu, jez zaslaly CLR (2.),
Island (4.), NDR (3. a 6.), NSR (1.) a Velk4 Britdnie (5.).
Kazd4 z uloh byla pak, jak je v poslednich letech na MMO
zvykem, ohodnocena sedmi body, takze kazdy soutéZici mohl
ziskat maximalné 42 bodu.

Soutézici Zaci a zdstupci vedoucich delegaci piijeli do
Var$avy vétsinou v pondé€li 7. Cervence. Stejné jako Clenové
poroty byli i Z4ci ubytovani ve Var$avé, oviem dostatecné da-
leko od poroty. Zastupci vedoucich byli tentokrdt po celou
dobu spole¢né s porotou, takze Zici byli svéfeni vyhradné péci
polskych pravodcu.

V sobotu 5. Cervence byli ¢lenové poroty piijati polskou
ministryni osvéty a vychovy pani ¥. Michalovskou-Gumow-
skou. V utery 8. Cervence odpoledne se konalo slavnostni za-
hajeni 27. MMO v kinosdle odborné 3koly elektroniky na
Zoliboti; v jeho programu zhlédli uastnici ukdzky polskych
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lidovych tanct v provedeni tanedniho krouzku Zéka $koly.

Vlastni soutéz 27. MMO probéhla ve dnech 9. a 10. Cer-
vence; kazdy den méli scutéZici ¢tyii a pal hodiny na feSeni
tii soutéznich tloh; béhem prvni pulhodiny mohli kldst pi-
semné dotazy, jestliZe néfemu v textu uloh neporozuméli.
Oprava a koordinace hodnoceni Zikovskych feSeni zabiraly
pak cely pracovni ¢as poroty az do sobotniho vecera, kdy byly
schvaleny definitivni vysledky. Porota se rozhodla udélit
celkem 107 cen, z toho 18 prvnich (zdkam, ktefi ziskali
34 —42 bodu), 41 druhych (za zisk 26 —33 bodu) a 48 tietich
(za 17—25 bodu). Vedle toho bylo rozhodnuto udélit jednu
zvladtni cenu J. Keaneovi z USA za origindlni feSeni tfeti
ulohy.

V prubéhu pobytu ve Varavé méli viichni uastnici moz-
nost prohlédnout si obnoveny kralovsky zdmek. V nedél
13. Cervence se pak vSichni zGlastnili autobusového vyletu,
jehoz cilem byl Nieboréw (prohlidka zdmku) a Zelazowa

Wola (Chopintiv pamétnik).

V pondéli 14. ervence odpoledne se (opét v kinosale koly)
kenalo slavnostni rozdileni diplomt a cen. Diplomy ptedé-
vala ministryn& osvéty a vychovy J. Michalowska-Gumowska.
Vécné ceny tvotily brousené sklenéné vizy a pohary. V priabé-
hu tohoto zaseddni vystoupil také vedouci kubdnské delegace
prof. Luis ¥. Davidson, ktery pozval viechny zGéastnéné zemé
na 28. MMO, kter4 se konala v Cervenci 1987 v Havané.

27. MMO byla zakonena spole¢nou vecefi uspoiddanou
v menze vysoké 3koly zemédélské na Ursynové (nedaleko
koleji téZe $koly, v nichZ byli ubytovini vedouci delegaci
a jejich zéstupci). Nazitfi, 15. Cervence, se pak zahrani¢ni de-
legace zacaly rozjizdét do svych domovi.
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2. VYSLEDKY 27. MMO

Celkovy obraz o vysledcich jednotlivych delegaci podava
pfipojend tabulka 5. Z tohoto piehledu i z detailni vysledkové
listiny lze vy&ist nékteré zajimavé tidaje:

— ze v8ech 210 sout&Zicich dosdhli pouze tfi Zici maximaél-
niho zisku 42 bodu: dva sovétsti a jeden madarsky ucast-
nik,

— s opalnym extrémem nulového bodového zisku skonil
pouze jeden soutéZici z Brazilie,

— pramérny bodovy zisk pfipadajici na jednoho Zika byl
18,138 bodu, na $esti¢lenné druzstvo tedy 108,829 bodu,

— sedm delegaci odjizdélo z VarSavy bez cen a naopak
v Sesti druzstvech mél i Zdk s nejhordim vysledkem aspori
tfeti cenu,

— prumérny bodovy zisk Zdka odménéného prvni cenou
byl 37,944, druhou cenou 29,293 a tieti cenou 20,208,

— prumérny bodovy zisk Zdka za prvni Glohu byl 3,910, za
druhou 4,114, za tfeti 0,838, za Ctvrtou 3,252, za péatou 4,195
a za $estou 1,929.

3. CESKOSLOVENSKA UCAST NA 27. MMO

Ceskoslovensko se aktivné podilelo na viech fézich ptiprav
a prubéhu 27. MMO. JiZ na jafe byly polskym organiztorim
zasldny navrhy tfi tloh pro soutéz. Jedna z nich byla zahrnuta
do vybéru 21 uloh ptedloZenych mezinarodni poroté; uvaZo-
valo se pak o ni jako o alternativé k prvni tloze, které v3ak
nakonec byla dédna pfednost.
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Tabulka 5

Celkové vysledky 27. MMO

Pocet Pocet ziskanych cen Celkovy
Zemé zakl 1 2: 3. soucet
bodu
Alzirsko 6 — — 2 80
Austrailie 6 — — 5 117
Belgie 6 - 1 2 79
Brazilie 6 1 — — 69
Bulharsko 6 1 3 2 161
Ceskoslovensko 6 — 3 3 149
CLR 6 3 1 1 177
Finsko 6 — - 1 60
Francie 6 1 1 2 131
Island 4 — — — 37
Italie 3 — — 2 49
Izrael 6 — 2 2 119
Jugoslavie 6 — — 2 84
Kanada 6 — 2 1 112
Kolumbie 6 — - — 58
Kuba 6 — — — 51
Kuvajt 5 - — — 48
Kypr 6 - 1 — 53
Lucembursko 2 — — — 22
Madarsko 6 1 2 2 151
Maroko 6 — 1 2 90
Mongolsko 6 — - — 54
NDR 6 1 3 2 172
Norsko 6 — 1 — 68
NSR 6 2 4 196
Polsko 6 — — 3 93
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Tabulka 5 - pokracovani

| | .
I . t Pocet Pocet ziskanych cen Ce]kf)vy
Zeme | zaka 1. 2. 3 soucet
i bodu

Rakousko 6 — 2 2 127
Rumunsko 6 2 2 1 171
Recko 6 - — 2 63
SSSR 6 2 4 — 203
Spanélsko 4 — 1 2 78
Svédsko 6 — — 1 57
Tunisko 6 — - 1 85
Turecko 6 — — - 55
USA 6 3 3 — 203
Velk4 Britanie 6 — 2 3 141
Vietnam 6 1 2 2 146
Celkem 210 18 41 48 3 809

|
|
|
|
|

Jedinou zvlastni cenu ziskal Z4k Joseph Keane z USA za
feSeni tfeti Glohy; jeho celkovy vykon byl ohodnocen prvni

cenou za zisk 41 bodu.

V prubéhu debat o formulaci uloh podporovala &s. delegace
stanoviska zduraziujici poZadavek piesnosti a jednoznaZnosti
textu pied snahami o nézornost. Vét§inovy systém rozhodové-
ni v poroté si viak Casto vynucoval kompromisy.

Do soutéZe vyslalo Ceskoslovensko Sest Zdka, resp. erst-
vych absolventti gymndzii, vesmés vitéza 3. kola nasi MO
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kategorie A. Pred odjezdem na MMO absolvovali tito Zdci
tiitydenni piipravné soustiedéni (8.—27. ¢ervna 1986 v Par-
dubicich), kde soustavné fesili dlohy olympiddniho typu.
Sestice reprezentantii byla vybrina na zikladé vykonu na
tomto soustfedéni i v pfedchozich kolech a ro&nicich MO
a vzbuzovala nadé€je na vyrovnané vysledky na slu§né arovni.

Vysledky nagich reprezentantd na 27. MMO shrnuje ta-
bulka 6. Vcelku lze Fici, Ze v soutéZi obstéli: zisk tii druhych
a tii tfetich cen odpovidal na$im moZnostem v porovnéani
s ostatnimi zemé&mi.

Z tabulky je vidét, Ze na$i Zici neméli potize s tGlohami
s klasickou olympiddni tematikou, jakou je geometric (2. a
(4. tloha), kombinatorika (6. uloha) ¢i funkcionalni rovnice
(5. Gloha). Pon&kud piekvapil netaspéch pii feSeni prvni
ulohy, jez byla vieobecné povaZovina za lehkou. Sami nasi
Zaci uvadeéli jako davod nedostateéné soustiedéni na zalatku
soutéZe: za druhy soutéZni den ziskali zhruba dvojnisobek
bodii z prvniho dne. Potvrdila se tak zndmé skutenost, Ze
pro tak ndro¢nou soutéz, jakou dnes MM O je, nestali jen
faktické znalosti, ale Ze je potiebnd i dobra psychicka kondice.

Nejvétdi, ba neprekonatelné potize méli nadi Zici se tieti
ulohou. V tom se pfili§ nelisili od ostatnich soutézicich: tuto
alohu spravné vyiesilo jen jedendct z 210 ucastniki. Naproti
tomu zvlddli nadi reprezentanti celkem dobie 3estou tulohu
a zatadili se v ni mezi svétovou §picku.

Ve svétle vysledka 27. MMO muZeme pfipravu nasich re-
prezentanta hodnotit pozitivné co do obsahové stranky, urcité
rezervy jsou stale v takticko-psychologické piipravé na na-
ro¢né podminky velké soutéze.
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Tabulka 6

Vysledky ¢s. Zaka na 27. MMO

i i
! | Pocet bodu
l Zak | za tlohu &. Celkem  Cena
, 123 456

|
| | I
| |
iPetrHéiek 070777 28 11.
! 4. r., GWP Praha 1
i
| Vladimir Kordula 1270777 30 1I.
| 4. r., GMK Bilovec !
Marcel Polakovié 7 7 0 6 6 0 27 1I.
3. r., GAM Bratislava |
Roman Sotak | 370 06 5 21 I11.
3. r., GS Kosice
| Petr Sleich 20036 7 18 II1.
| 4. 1., G D&in
|
' Adam Zach 071737 25 IIL.
. 4. r., GWP Praha
i
i |
Druzstvo celkem ‘ 14 351 31 35 33 149
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4. RESENI ULOH 27. MMO

1. Volime-li prvky a, b z mnoziny {2, 5, 13}, je |Jab — 1
vzdy celé &islo. Mdme tedy dokazat, Ze pro kazdé kladné celé
¢islo d alespori jedno z Cisel 2d — 1, 5d — 1, 13d — 1 neni
¢tvercem celého Cisla. Predpoklidejme naopak, Ze existuji
kladnd cela ¢&isla d, x, y, 2 takovd, Ze zaroven plati

2d — 1 = %2, ¢y
5 — 1 = 32, @
13d — 1 = 22 3)

z tohoto pfedpokladu odvodime spor.

Z (1) je vidét, Ze x musi byt liché, poloZzme tedy x = 2v + 1,
v je celé nezdporné &islo. Potom je d = 2o(v + 1) + 1, takZe
d je nutné liché ¢islo. Z (2) a (3) viak potom vyplyva, Ze &isla
¥, 2 jsou obé sudd, miZeme je tedy psat y = 2p, 2 = 2¢, kde
p, ¢ jsou kladnd celd &isla. Odeétenim (2) od (3) dostaneme
rovnost 8d = 22 — 32 neboli2d = ¢> — p%> = (¢ + pXq — p).
Cislap + ga g — pjsou bud ob& sud4, nebo obé lichd. Kdyby
byla obé lichd, muselo by byt liché i ¢islo 2d, coz neni. Kdyby
byla obé sudé4, muselo by byt sudé i &islo d, coz také neni.
V obou ptipadech jsme tak dospéli ke sporu a tim je tvrzeni
dokazano.

2. Oznaéme O;(j =1, 2, 3) operaci otofeni o uhel 120°
(v ziporném smyslu) okolo stfedu Aj. SloZenim téchto tii
otoCeni dostaneme zobrazeni, které lze vyjadfit jako slozeni
otoeni o 360° ckolo jistého stfedu § s jistym posunutim P.
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Otoceni o0 360° je vsak identita, zbyva tedy jen posunuti P.
Podle znéni tlohy opakujeme sled t¥i ototeni O, Oz, O3
celkem 662krat (1986 = 3.662). Vysiedna operace je tedy
662ndsobné posunuti P. PonévadZ viak P;gse= Py, musi byt
toto posunuti nulové. '

Méme tedy dokazat toto tvrzeni: jestliZe sloZenim tii ope-
raci ototeni Oq, Oz, O3 (o tGhel 120° okolo stiedtt A;, Ao, A3)
vznikne identita, je trojuhelnik 4; 4243 rovnostranny.

Oznatme A’ obraz bodu A; pii ototeni Oz a A’ obraz
bodu A4’ pii ototeni Os. PonévadZ obrazem bodu 4; pii oto-
Ceni O je zfejmé bod A; sdm a ponévadZ sloZenim otoleni
01, Oz, O3 vznikne identita, musi byt 4” = A;. To je viak
mozné pravé tehdy, je-li A3 obrazem bodu Az v osové sy-
metrii s osou AA'. Je tedy |A1Ads| =|4d142| a zérovedi
<L AsA1As = 2. Ae A1 A" = 60°. Trojahelnik 414243 je
tedy rovnostranny.

3. Pro kazdou pétici &isel x, v, 2, u, v pfifazenou vrcholim
pétithelniku (v daném pofadi) vypocteme hodnotu soucta

S, v, z2,u,v) =x+y+2+u+ov=23_,
(%, 3, 2, u,v) =
=(r— 2R+ (- uR+ (2 — 02+ (= X2+ (0 — I
Piedpoklddejme nyni, Ze y < 0 a Ze provedeme operaci po-
psanou v textu ulohy, tzn. Ze pétici (x, ¥, 2, u, v) nahradime

pétici (x + », —», ¥ + 2, u, v). Ihned je vidét, Ze soutet S
se pfi tom nezméni:
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S(x +3, =¥y + 3 u, ‘U) =
=x+y—y+y+z+u+ov=35

Naproti tomu bude nova hodnota druhého soudtu

E(x +y, =3,y + 3u, 1}) =
=x—22+ @+ +@+y—o2+ (x+y—u?+

+ (v + )%
Porovnanim dostaneme
2,3, 2, u,0) — D(x + 3, —3,¥ + 2, u,v) = —2y8.

Podle piedpokladu je S > 0, ¥ < 0. Pii provedeni operace
zdmény se tedy hodnota > zmen3i. Aviak > je soucet ¢tvercu
celych cisel; je to tedy vidy nezdporné celé Cislo. Ponévadz
neexistuje Zz4dn4d nekonend Klesajici posloupnost nezdpor-
nych celych &isel, musi se proces po kone¢ném poétu kroku

zastavit —vSechna Cisla pfi vrcholech pétiahelniku pak budou
nezaporna.

Jiné ¥eSeni — predlozené na 27, MMO soutézicim
J. Keanem z USA a odménéné zvlastni cenou — spotiva
v tom, Ze misto soudtu > vezmeme funkci
Fx, 3, 2, u,0) = |x| + |3 + |2] + [4] + [o| +[x + 3] +
+ly+zl+lztu +luto+lv+x+|x+y+ 2 +
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+ly+zt+u+|lztuto+|juto+ x|+
+lo+x+y|+lx+y+z+u+|y+z+uto+
+lztutov+x|+juto+x+y+lo+x+y+ 2

Porovnénim zjistime, Ze provedeni operace opét sniZuje hod-
notu F, nebot

F(x>y3 2, Uy V) — F(x +Y, =0,¥ + 2 u,'v) =
=lz4+u+ov+x—|x+2y+2+u+09 =
=|S—y —|S+y >0

Dalsi postup je stejny.

Pozndmka. Funkce > a F nejsou pfirozené jediné funkce,
které lze v této souvislosti pouZit; stejné dobfe poslouzi napt.
funkce
o(x, ¥, 2,u,0) =22+ 12 + 22+ w2+ 2 + (x +y + 22 +
+@+z+up+@E+ut+oP+@+o+ x2+

+ @+ x+ 2 =202 u7v)+ 252
a fada dalgich.
QOdlidnou cestu k Feseni této ulohy nalezl ni§ byvaly velmi

tspéiny olympionik z let 1978 —81 dr. Jan Nekovéf. Ulohu
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nejprve zobecnil tak, Ze misto péti celych &isel vzal n redlnych
Cisel x1, x2, . . ., xp s kladnym souétem S = x1 + x2 + ... +
+ x. Jejich cyklickou permutaci lze vzdy docilit toho, Ze
souty Ay = x1 + ... + xpjsoukladné prok = 1,2, ...,n,
(4n = §). Operaci prechodu od trojice xg—1, X, X1 8 ¥ < 0
k trojici xgp-1 + X, —Xr, Xx + Xk+1 pak odpovidd prostd za-

ména dvou sousednich souctu Aj_1, 4x, spojend v pripadé
n
k = n s uritou medifikaci, pfi které se soucet > Ay sniZ
E=1
alespont o §. Operace lze provadét jen pokud Ap_; > Ai;
n

ripadé ns ¢ kIl éni, a onetném
v dé £ < n se soutet > Ay nezméni, ale po k

k=1
poctu kroku se odstrani vSechny inverze Ap—1 > Ai (k < n),

v pripadé & = n poklesne soutet > A alesponi o S, aviak
¢isla Ay jsou vesmés kladnd. Je tedy vidét, Ze operaci nelze
provést nekone¢né mnohokrat. Lze dokonce snadno odvodit
horni odhad poétu kroku.

4. Necht A4, B, C jsou tfi po sobé jdouci vrcholy n-thelniku
a necht % je kruznice jemu opsand. Na strané 4B zvolme libo-
volny bod Y. K nému sestrojime bod R € & tak, aby YR || OB
a aby bod R leZel na krat§im z obou kruhovych oblouku 4B.
K bodu R pak dile sestrojime bod Y’ tak, aby Y’ e AB
a RY'|| O4 (pti n = 5 lze takovy bod Y’ nalézt). Trojahel-
niky O4B a RY'Y jsou podobné, takze |[RY’| = |RY].

Oznatme O operaci otoceni se stiedem O, které prevadi
bod 4 v bod B. Obrazy boda R, Y, Y’ pii tomto otoceni
oznalme po fadé R', Z', Z. Ziejmé& je |R'Z| = |RY| a zéroveni
R'Z|| OB|| RY. Je tedy také | YZ| = |RR'| = |4B|.

Oznalme nyni X obraz bodu O pii posunuti o vektor RY.
Trojuhelnik XYZ je oviem shodny s trojuhelnikem ORR’,
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a tedy také s trojuhelnikem OAB. Ptfitom Y € 4B, Ze BC
a X lezi uvnitt n-uhelniku.

Bod X lezi na pfimce OB; bod O oddéluje body B, X.
Maximalni vzdélenost bodu X od bodu O odpovidd takové
poloze bodu Y na AB, pii které je |RY| maximalni. Je to
ziejmé tehdy, je-li R stiedem (kratsiho) oblouku AB. Je pak

o
e amitt “.wjj
[T
n

|OX| = |RY| = |OB| .(seck ) — 1.
Obracené lze pak ke kazdému bodu X takovému, Ze

IBX| — |OB| = |0X| = |OB.(sec <%> —,
nalézt na strané AB bod Y tak, aby obraz bodu Y pfi posu-
nuti o vektor XO leZel na kruZnici . Provedeme-li pak pravé
popsanou konstrukci s vychozim bodem Y, dostaneme X
jako vrchol trojuhelniku splitujiciho podminky alohy.

Stejné Gvahy lze provést pro libovolnou dvojici sousednich
stran n-uhelniku. Hledanou mnozinou je tedy sjednoceni n
usec¢ek OVi, OVe, ..., OV, lezicich v polopfimkadch opac-
nych k polopfimkim OA, OB, ... a majicich stejnou délku

[OVi] = |OVa| = ... = |OV4| = |04 .(sec<%> —1).

5. PoloZime-li v (1) ¥ = 2, dostaneme pro libovolné x € R+
rovnost f(x + 2) = 0; funkce f je tedy nutn& rovna nule
v intervalu (2, + o0).
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Vezméme nyni y z intervalu 0 =y < 2, x € R*. Podle
predchoziho a (3) je f(x.f(¥)).f(») = 0 pravé tehdy, jestlize
x.f(y) = 2. Zaroveii viak také plati f(x + y) = 0 pravé tehdy,
kdyz x + y = 2.V dusledku (1) jsou tedy nerovnosti x.f(y) =
=2 a x + y = 2 ekvivalentni pro kazdé x e R*. Jsou tedy

2
ekvivalentni také nerovnostix = ——a x = 2 — , a to pro

-

xeR*, 0=y < 2. To je viak moZné jen tehdy, jestlize
2
fo) = 5 —, Proo =y <2

Dokézali jsme tedy, Ze jedinou funkci, kterd muzZe vyhovét
podminkdm (1), (2) a (3), je funkce f definovand v R+ rov-
nostmi

2
f(x) = y pro 0 = x < 2, (4)

=0 pro2 = x < oo.
Zbyva dokazat, Ze takto definovand funkce podminky dlohy
skutedné spliluje. Splnéni podminek (2) a (3) je zi'ejmé ze (4).
Pfi ovéfovani podminky (1) rozli§ime nékolik pfipadu.

a) y = 2. Potom je oviem f(y) = 0, ale také x + y = 2,
takZe f(x + y) = 0. Podminka (1) je tedy splnéna pro kazdé
x e R+,

2

D=y <2,0=x<2—y. Zdemémef(y)z—z—_‘zv-,
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2x
atedy x.f(y) = ——— < 2, takZe je

2 -y
2 2
R
2—-y
2
Zaroveni je také x + y < 2, a tedy f(x + y) = Py
Podminka (1) je tedy opét splnéna.
2
) 0=y<2,2 —y= x.Tuje f(y) = ﬁ}f’ avsak

x.f(y) = 32%; = —2,atedy f(x.f(x)).f(¥) = 0. Zaroveiije

x + y = 2,takZe f(x + y) = 0. Podminka (1) je opét splnéna.
Funkce f definované v (4) je tedy (jedinym) feSenim dlohy.
6. Popsané obarveni je vidy mozné. Dukaz provedeme

indukci podle po¢tu bodid mnoziny M.

Obsahuje-li mnozina M nanejvyse dva body, je ziejmé, jak
se maji obarvit, aby podminky tlohy byly-splnény. Pfedpo-
klidejme tedy, Ze dovedeme obarvit kaZdou mnoZinu, kterad
md méné nez n bodu (n = 3),a uvazujme mnoZinu o n bo-
dech. Rozlisime nésledujici pfipady:

a) Jestlize neexistuje pfimka rovnobéznd s nékterou ze sou-
fadnych os takov4, Ze na ni lezi alespoil dva body mnoziny M,
je lhostejné, jak body obarvime.

b) Necht tedy naopak existuje pfimka p rovnobéznd s né-
kterou z os, obsahujici dva body 4, B z mnoZiny M. Potom
bud
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ba) na pfimkach kolmych k p a prochazejicich body 4,
B nelezi Zadné dalsi body z M. Potom obarvime mnoZinu
M\ {4,B} o n — 2 prvcich tak, aby obarveni vyhovovalo
podminkdm, a body 4, B pak obarvime kazdy jinou barvou;
podminky ztstanou pfitom zachovény.

Anebo

bb) existuje pfimka ¢ kolmd k p a jdouci napf. bodem A
takovd, Ze na ni lezi vedle 4 jesté dalsi bod C € M. Body 4,
B, C jsou tedy vrcholy pravothlého trojihelniku s pravym
uhlem pii vrcholu 4. Vezméme bod D takovy, ze ABCD je
pravouhelnik.

bba) Jestlize D € M, obarvime mnozinu M ™\ {4,B,C,
D} ve shodé s podminkami a pak obarvime jednou barvou
body A4, D a druhou barvou body B, C. Podminky obarveni
zustanou zachovany.
bbb) Jestlize D ¢ M, pak obarvime mnozinu MU {D}

\.{4,B,C} on — 2 prvcich podle podminek tlohy a potom
obarvime body B a C stejnou barvou, jakou je obarven bod
D, kdeito bod A obarvime druhou barvou. Obarveni mno-
ziny M bude pak opét splilovat podminky tlohy.
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