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Mili Zdci a piiznivel
matematické olympiddy zdkladnich skol!

Ustfedni vybor MO pripravuje tradiné po ukonleni
kazdého ro¢niku matematické olympiddy rocenky o pribéhu
soutéze. V nich se mohou ¢tenéfi seznamit s organizaci sou-
téZe, se soutéZnimi ulohami ze vSech kol a s jejich feSenimi.
Az do 34. ro¢niku, ktery se konal ve $kolnim roce 1984/85,
vychézela kaZdoro¢né jedna ro¢enka urcend vSem soutéZnim
kategoriim zdkt stfednich $kol (kat. A, B, C) i soutéznim
kategoriim zdka zdkladnich $kol (kat. Z8 a ve $kolnim roce
1984/85 poprvé celostatné téz kat. Z7). Od 35. ro¢niku se
matematickd olympidda rozsifila o kategorii P, kterd je vé-
novana programovini a je uréena predev§im zakam stfednich
Skol bez rozdilu tiid, které navstévuji. Od 36. ro¢niku, ktery
se uskute¢ni ve $kolnim roce 1986/87, se matematickd olym-
pidda rozsifi celostitné do 6. ro¢nikdl zdkladnich $kol. Mi-
nisterstva $kolstvi obou republik se proto rozhodla, aby se
potinaje 35. rolnikem soutéZe rozdélila roCenka na dvé
samostatné broZurky. Prvni bude vénovdna MO stiednich
§kol, tj. kategoriim A, B, C a P a druhd MO zikladnich
§kol, tj. vSem soutéZnim kategoriim Z. Dostdvd se vdm tak
do rukou prvni vytisk roéenky MO pro zikladni $koly. Vé-
fime, Ze se vam stane tato Gtld knizka dobrou pomuckou
pro pfipravu na MO v dalsich soutéznich rocnicich.

Jak madte této broZury nejlépe vyuZivat? Preltéte si nej-
diive zadani dloh. Pak se snaZte sami tyto tlohy vyfesit.
Teprve potom se podivejte na oti§ténd feSeni. Budete mit

vrov_ v

dvojndsobnou radost, jestlize se vim podafi fesit Glohy jinym,



wwr

moznd i jednodu$$im zpusobem, nez ktery najdete v ro-
¢ence. Najdete-1i obzvlasté pékné feseni, poradte se se svym
utitelem matematiky a pak feSeni zaslete UV MO.

Rocenku nemusite studovat najednou. Zaméite se piede-
v§im na tdlohy, které maji obdobnou tematiku jako soutézni
ulohy, které pravé resite. Pfitom je vhodné podivat se i do
dloh z jinych kategorii, nez ve kterych soutéZite.

Pfejeme vam pfi studiu této rofenky hodné uspéchi
a zejména Uspéchi v feSeni soutéZnich uloh. Budeme radi,
kdyZz vim broZura dopomuZe i k tomu, Ze zvliddnete ulohy
iz vy$8ich kategorii.

V #ijnu 1986 Usiiedni vybor MO
Zitnd 25
115 67 Praha 1



O prubéhu 35. roéniku
matematické olympiady

Matematickou olympiddu poradaji ministerstva 3kolstvi
CSR a SSR ve spoluprici s Jednotou &eskoslovenskych ma-
tematika a fyzika (JCSMF), Jednotou slovenskych matema-
tika a fyzika (JSMF), Matematickym tstavem CSAV,
Ustfednim Domem pionyrt a mlddeZe K1. Gottwalda v Bra-
tislavé a Socialistickym svazem mladeze. Soutéz ridi stiedni
vybor matematické olympiddy (UV MO) prostiednictvim kraj-
skych a okresnich vyborti matematické olympiddy (KV MO
a OV MO). Organizatné pomdhaji zaji§tovat soutéz krajské
pedagogické tstavy, pobotky JCSMF a JSMF a fady dobro-
volnych pracovniki, zejména ukitela ZS.

Cleny UV MO jmenuji vzdy na tiileté obdobi ministerstva
Skolstvi, ¢leny KV MO a OV MO jmenuji piislu§né odbory
$kolstvi KNV a ONV. V prubéhu 35. roéniku MO byl
ptedsedou UV MO dr. Frantisek Zitek, CSc.,z MU CSAV,
mistopfedsedy byli prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., clen ko-
respondent CSAV z téhoz Gstavu a prof. Beloslav Rieéan, DrSc.,
z Vysoké vojenské $koly technické, Liptovsky Mikulds.

Komisi pro kategorii Z vedl v UV MO dr. Milan Ko-
man, CSc., z MU CSAV. Jednateli UV MO byli doc. dr. Leo
Bocek, CSc., z matematicko-fyzikdlni fakulty UK a dr. Karel
Hordk, CSc., z MU CSAV.



ZAaci zakladnich kol soutézili ve dvou kategoriich Z. Ka-
tegorie Z8 byla urlena zdkam 8. ro¢niku a kategorie Z7
zdkum 7. ro¢nika. Se souhlasem KV MO mohli v$ak i nadani
z4ci zdkladnich $kol soutéZit v nékteré z kategorii A, B, C
nebo P uréenych zidkam stiednich $kol. Se souhlasem OV MO
mohli soutézit Zici zdkladnich kol i v kategoriich urlenych
pro vyssi rocniky, nez které v tomto $kolnim roce navsté-
vovali.

V Kkategorii Z8 se soutézilo ve 3 kolech, v kategorii Z7
ve 2 kolech. Ulohy I. kola fesili z4ci obou kategorii doma
nebo v krouZcich MO a mohli se radit se svymi uditeli a ve-
doucimi krouzka. Ulohy byly hodnoceny tfemi klasifikaénimi
stupni: 1 - vyborné, 2 - dobfe, 3 - nevyhovuje. Ze soutézi-
cich, ktefi fesili ispé$né aspoii 4 tlohy I. kola, vybraly OV MO
nejlepsi fesitele, ktefi postoupili do II. kola.

Druhd kola se konala v okresnich méstech pro kategorii
Z8 dne 5. tnora 1986 a pro kategorii Z7 dne 16. dubna 1986
a méla formu pisemné price, pti které fesili Gcastnici 4 ulohy.
Reseni byla bodovina s ohledem na obtiZnost jednotlivych
uloh. Nejvyse dosazitelny pocet bodl soutéznich tloh je uve-
den v udlohové &&sti roCenky. Podle soudtu ziskanych bodu
se sestavilo v kazdém okrese potadi zaki II. kola. Utastnici,
ktefi ziskali vice neZ polovinu dosazitelnych bodu, byli
uspésnymi fesiteli II. kola. Nejlepsi z nich se stali vitézi
II. kola.

Z iniciativy KV MO probéhlo v kategorii Z8 jesté v kaz-
dém kraji III. kolo. V krajich CSR se uskute¢nilo 12. dubna
1986, v krajich SSR dne 17. kvétna. Vzhledem k odli$nosti
terminti byly soutéZni ulohy pro CSR a SSR také odlisné.
V obou ptipadech se fesily, podobné jako ve II. kole, 4 Glohy
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formou pisemné prace. Hodnoceni soutéZicich bylo stejné
jako ve II. kole.

V SSR byla jiz od roku 1980 experimentdlné ovéfovana
matematickd olympidda i pro zdky nizSich kategorii Z. Od
$kolniho roku 1980/81 fesili tlohy MO Zici 5., 6. a 7. ro¢-
nika vzdy ve svych kategoriich. Od $kolniho roku 1983/84
jsou zapojeni do MO 1 Zici 4. ro¢nika. SoutéZ organizovala
subkomise pro ZS ustanovend pri slovenské komisi MO
Jednoty slovenskych matematiki a fyzika, kterou vede
prof. dr. Jozef Moravcik, DrSc. V kategoriich Z7, Z6 a Z5
probihala soutéz ve dvou kolech podobné jako v celostdtni
soutézi v kategorii Z8. Pro zaky 4. ro¢nika byla soutéz uspo-
fadéna také ve dvou kolech, ale II. kolo se nekonalo v okres-
nim mésté, ale jen na $kole, kterou Zici navitévovali. Ko-
nalo se ve stanoveném terminu a mélo formu pisemné
prace.

Abychom umoznili i Zdkam v CSR seznimit se se souté-
nimi dlohami kategorii Z4 az Z6 35. ro¢niku MO v SSR,
zatazujeme je i do této ro¢enky. Ulohy kategorie Z6 uvidime
i s jejich feSenimi. Na rozdil od feSeni tloh kategorii Z8
a Z7 jsou otisténd feSeni tloh kategorie Z6 spiSe heslovita.
Svou formou se tak blizi feSenim, jakd jsou schopni samo-
statné vypracovat soutézici Zici 6. ro¢nika. V nékterych pri-
padech tak jde spife o ideu feSeni pouzivajici i ndzoru, nez
o striktni matematické feseni, jaké se pozaduje aZ ve vyssich
soutéznich kategoriich, zejména zZika ze stiednich $kol.

Ulohy 35. ro¢niku MO vybiralo pro kategorii Z8 pred-
sednictvo UV MO (pro L. a II. kolo), KV MO Praha (pro
III. kolo v CSR) a KV MO Zépadoslovenského kraje (pro
I11. kolo v SSR). Ulohy pro ostatni kategorie zdkladnich $kol

9



vybiraly Ceskd a slovenskd komise pro kategorie Z. Byly
pouzity ulohy pfijaté do konkursu na ulohy MO.

Autory uloh byli: Jozef Gallo, Komjatice, dr. Kveta
Honcariova, Kosice, Stanislav Hordk, Praha, dr. Ludovit
Hrdina, CSc., Bratislava, dr. Milan Koman, CSc., Praha,
doc. dr. Karol Krizalkovi¢, CSc., Nitra, dr, Jifi Mida, CSc.,
Brandys n. L., dr. Gabriela Monoszovd, Banski Bystrica,
dr. Vladimir Repés, Bratislava, dr. Marta Stovi¢ov4, Nitra,
dr. Alena Sarounova, CSc., Praha, dr. Juraj Vantuch, Brati-
slava, Miroslav Zikovi¢, Nové Mesto n. Vihom.

Soutézni ulohy I. kola v&etné pokynu pro soutézici byly
uvefejnény v Ceském a slovenském letdku MO dodédvaném
pfimo na $koly a dale v Casopisech Matematika a fyzika ve
$kole, Rozhledy matematicko-fyzikalni a Sedmitka pionyru.
Ulohy ostatnich soutéznich kol byly tajné a byly zasiliny
organizdtorim v zapeceténych obdlkich tésné pred soutéZi.

Na pomoc referentum MO byly jako kaZzdoro¢né vypraco-
vany komentdie k soutéznim ulohdm a pokyny pro jednotné
hodnoceni jejich feSeni. Ve vSech krajich se kromé& toho
konaly pro ulitele matematiky a referenty MO instruktize
k vychové talentovanych Z4ki v matematice a k vedeni
zdjmovych krouzka MO.

Pro uspésiné fesitele MO, Fesitele koresponden¢nich semi-
naiu, resitele Pythagoridad a dalsi talentované Ziky se ko-
naly na mnohych mistech republiky ruzné letni $koly,
soustiedéni a pionyrské tdbory mladych matematiki. Mnoho
zaka od Ctvrtych az po osmé ro¢niky mélo prilezitost se
zucastnit koresponden¢nich semindft organizovanych v raz-
nych mistech CSSR. Jejich vzorem byly vétsinou dva slo-
venské koresponden¢ni seminafe. Prvni z nich s ndzvem
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PIKOMAT (= pionyrsky koresponden¢ni seminir z mate-
matiky) uréeny Zdkam 7. a 8. ro¢niku z Bratislavy a Zapa-
doslovenského kraje zahgjil svou ¢&innost jiz v roce 1983
pod vedenim dr. V. Burjana, vyu€ujiciho gymndzia A. Mar-
kusa v Bratislavé. Druhy s nizvem KOMINAR (= kores-
pondenéni matematicky semindr) je uren zdkim 4. az 6.
ro¢nika z celého Slovenska. Semindf vznikl pod vedenim
dr. V. Cerncka ze stavebni fakulty SVST v Bratislavé.
Usttedni vybor MO evidoval tyto akce:

Praha. 14denni pionyrsky tdbor ROH pro fesitele MO
a Pythagoriddy v Roztokich u Jilemnice pro 20 vybra-
nych ucastnika z celé Prahy v ¢ervenci 1986. Dvé tydenni letni
S§koly v Holicich pro vybrané fesitele MO a Pythagoriady
ze 7. a 8. ro¢niku (1. béh) a z 5. a 6. ro¢nikd (2. béh) z obvodu
Praha 4 s celkem 90 ucastniky. V prabéhu skolniho roku
probéhly v 7 prazskych obvodech pracovni predndsky pro
fesitele MO.

Stiedocesky kraj. Krajské 8denni soustfedéni pro 30 nej-
lepsich feSitela MO a FO kategorii Z8 v Zadni Telnici
v Krusnych horach (¢erven 1986). V kraji probihaly dva ko-
responden¢ni semindfe s ndzvem PIKOMAT pro ziky 7.
a 8. ro¢nika. Seminaf v Kralupech nad Vltavou vedl K. Si-
manek, vyulujici gymndazia, a seminii v Kutné Hofe vedl
K. Blazek pfi stanici mladych ptirodovédct ODPM. Re3eni
uloh zaslalo asi 250 zakt. V lednu 1986 bylo pro 20 nejlep-
§ich Zakt 4denni soustiedéni. V Cervenci se 40 nejlepsich
fediteld zalastnilo pionyrského tdbora s matematickou naplni
v Mckrosukich na Sumavé.

FihoCesky kraj. Letni $kola MO a FO pro fesitele kate-
gorie Z na Zadové se 42 Glastniky po dobu 5 dnu v mésici
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Eervnu 1986. Zajmové krouzky MO na vétsing ZS v Ceskych
Budgjovicich, které vedli studenti Pedagogické fakulty v rdm-
ci své spolecensko-politické praxe.

Zapadocesky kraj. V kraji bylo celkem 38 krouzkua MO,
kterych se zGlastnilo asi 420 Zdka. Pro Gspésné feditele
kategorie Z8 byl uskutetnén 8denni semindfr, kterého se
zGclastnilo 46 Zaku.

Severolesky kraj. Pro zaky 4. ro¢nika byla uspofadéna
soutéz, pozustivajici ze Skolniho a okresniho kola. Soutéz
napomahd pii vybéru zdka do 5. tiid s rozsifenym vyulova-
nim matematiky a prirodovédnych predméta. Soutézi se
zG¢astnilo na 300 zaka. Pro 30 vitézt kategorie Z8 byla
uspoidddna v Liberci letni tydenni $kola.

Fithomoravsky kraj. Dvé 3denni soustfedéni pro reditele
kategorie Z8 v listopadu a v breznu organizované paralelné
v Gottwaldové a v Brné, kterych se zGcastnilo v kazdém
sttedisku 30 az 40 zdku. Od fijna do dubna byl pravidelné
2krat mési¢né semindf pro feSitele kategorie Z8 z Brna,
pocet zakt se pohyboval kolem 25.

Severomoravsky kraj. 10denni soustfedéni v Krnové pro
42 G&astnika. Po cely rok se v Opavé konal pravidelné¢ Klub
mladych matematiki, ve kterém se schazelo prumérné 150
zéka z 6. az 8. ro¢niku z celého okresu.

Bratislava. Byly organizoviny dva koresponden¢ni semi-
nite PIKOMAT a KOMINAR, které pokryvaly i Zépado-
slovensky kraj. Pikomatu se za&astnilo 300 zaka 7. a 8. roc-
nika. Pro nejlepsi Gcastniky byly uspoidddny 2 soustfedéni
po péti dnech. Prvni bylo na jafe, druhé na konci $kolniho
roku. Obou se zacastnilo vzdy 40 zdka. Komindr byl urcen
zaktm 4., 5. a 6. ro¢nik. Zucastriovalo se okolo 1 000 zaku.
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Na 14denni soustfedéni bylo pozvidno do Hnil¢iku 40 déti.
Kromé seminditu organizovala Bratislava jest¢ 2 letni pio-
nyrské tdbory. Jeden ve Vratné doliné ve spoluprici se
zilinskou pobockou JSFM pro 30 déti z Bratislavy a 30
déti ze Ziliny. Druhy tdbor pro 30 Glastnikii byl v Nové
Bosici.

Zdpadoslovensky kraj. Druhym rokem vede v okrese Po-
vazskd Bystrica PIKOMAT dr. 1. Bartho, vyucujici gymna-
zia v Povazské Bystrici. Zalastiiuje se pramérné 50 déti.

Stiedoslovensky kraj. 10denni krajsky tdbor mladych ma-
tematiktt pro 36 Zdka porddany v srpnu 1986 v Lucating.
Okresni tdbory mladych matematikti z Liptovského Miku-
la%e, Dolniho Kubina, Martina a Ziliny. Krajsky kores-
pondenéni seminat vede jiz sedmym rokem dr. Sivdk z Pe-
dagogické fakulty v Banské Bystrici. M4 Ctyii kategorie.
Vedle matematiky jsou to programovéni, Sachy a fyzika.
Ztastiiuje se kolem 100 soutéZicich. V okrese Cadca vede
druhym rokem koresponden¢ni seminit OCKO dr. Cerny
z Cierného pri Cadci. Na Oravé, v okrese Dolny Kubin
vedl pro 50 az 70 déti PIKOMAT 8§. J4ny, vyulujici gym-
nazia z Dolniho Kubina.

Vychodoslovensky kraj. 5denni soustfedéni nejlepsich fe-
Sitela korespondenéniho seminédie pro kategorii Z8, kterého
se zucastnilo 30 Zikt. Koresponden¢ni semindi pro kate-
gorii Z, do kterého zasilalo sv4 feSeni v zavislosti na obtiz-
nosti uloh 130—150 Z4ka, vedl doc. Dupldk z Pedagogické
fakulty v Presové.

Jesté n€kolik slov k prabéhu celého ro¢niku. Ve $kolnim ro-
ce 1985/86 probihala kategorie Z7 v celostitnim méfitku teprve
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druhym rokem. V SSR byla viak experimentdlné organizo-
véana tato kategorie spolu s kategorii Z6 a Z5 jiz od roku 1980
a kategorie Z4 od roku 1983. Ob¢ skute¢nosti se promitly
i do po¢tu ucastniki MO kategorie Z7. V SSR, kde mai
soutéz jiz svou tradici, se ve vSech krajich, s v§jimkou
Bratislavy, pocet tastniki pohyboval na Grovni predchize-
jicich ro¢nik. Jen v Bratislavé byl velky nartst Glastniki.
Zijem uctitelu i1 zdka o kategorii Z7 vSak znalné stoupl
v tomto ro¢niku v celé CSR. Projevilo se to zejména ve
Stiedoteském, Jiholeském a Severomoravském kraji, kde
pocet soutézicich stoupl o 60 az 100 %,. Tim se kategorie Z7
v celé CSSR priblizila az na ojedinélé vyjimky co do pottu
Gcastnikl na stejnou uroven jako kategorie Z8.

Neékteré KV MO poukazovaly na to, Ze nejvétsi zdjem
0 MO je v dobg jejiho vyhldSeni. Zici vétsinou vytesi viech
6 uloh I. kola jiz k terminu odevzdani prvni trojice uloh.
Zd4 se proto, ze mezi I. a II. kolem je v kategorii Z7 pfili§
dlouh4 doba. Zéici proto vitaji, mohou-li se kromé MO
zGdastnit i raznych korespondenénich semin4i.

V kategorii Z8 se ukazalo, Ze tlohy III. kola zadané v CSR
byly pomérné dost obtiZzné, zejména tlohy &islo 2 a 3, které
nenavazovaly na ulohy z piedchazejicich kol. V fadé kraja
se tak stalo, Ze ani jeden Zik nedosihl plného poétu bodu.
Zajimavé vSak je, Ze vitézem krajského kola v Praze
se stal 24k 7. ro¢niku ze ZS na Uhelném trhu v Praze 1,
nav§tévujici tiidu s rozSifenym vyulovinim matematiky
a prirodovédnych predmétu.

Pokud jde o kategorii Z7 a v SSR téz o Kkategorii- Z6
a Z5, shodovali se ulitelé vétsinou v ndzoru, Ze kategorie Z5
byla naro¢néa, coz potvrdil i mensi pocet ispé$nych Fesitelu,
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kategorii Z6 oznalovali ulitelé za lehkou a kategorii Z7 za
pfiméfené nro¢nou.

Velkym kladem tohoto ro¢niku byla zvysend péce o ta-
lentované zaky, coz se projevilo v rustu akci vénovanych
témto zakum, zejména v rustu poctu korespondenénich semi-
naru.

K vyméné zkuSenosti zdjemct o vychovu nadanych zika
v matematice prispél i tydenni seminadf pofddany pro 25
ucastnika v listopadu 1986 v AlSovicich komisi pro talenty
pti HV JCSMF, kterou vede prof. dr. M. Fiedler, DrSc.,
¢len korespondent CSAV,

Konkurs na alohy MO. Jiz v roce 1966 vyhlsily JCSMF
a JSMF konkurs na névrhy uloh do MO. Navrhy tloh do
MO muze podat kdokoliv. Névrhy uloh spolu s feSenim se
posilaji na adresu UV MO, Zitn4 25, Praha 1, PSC 115 67.
Usttedni vybor mé pravo pfijatou Glohu upravit a autor mé
povinnost tlohu utajit. Kazd4 prijatd tGloha je bez ohledu
na kategorii honorovina K¢s 50 .

Praha, vijen 1986 Ustiedni vybor MO
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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA
Z8-1-1

Najdéte vsechny dvojice dvojcifernych cisel, které maji
tyto vlastnosti:

a) jejich soucet je délitelny &islem 23,

b) odetteme-li od vétsiho ¢&isla mensi, dostaneme dCislo
délitelné Cislem 29.

ResSeni. Vétsi z hledanych &isel oznatime A4, mensi B.
Protoze to jsou dvojciferni c¢isla, musi pro jejich soucet
a rozdil platit

20 A+B=<197, 1<A4— B=89. (1)

Podle zadani alohy je soucet 4 + B nasobek ¢isla 23 a rozdil
A — B nisobek &isla 29. Tedy

21 <A+ B =23k <197, )
1<4— B =29r=89. (3)

Odtud dostaneme podminky pro cela ¢isla & a ~. Z nerovnosti

(2) plyne
21 19
B ¥ g
23 ="= 23

~J

20



neboli

1=k=8. 4)
Podobné z nerovnosti (3) plyne
89
o =h=
29 — T 29
neboli
1=h=<3. (5)

Pro £ mame 8 mozZnosti, pro # mame 3 moZnosti. Stadi tedy
prozkoumat 8.3 = 24 moZnych dvojic & a A.
Reseni si viak jedté¢ usnadnime. Seétenim a odeltenim
rovnosti ve vztazich (2) a (3) dostaneme
24 = 23k+ 29k 6)
2B = 23k — 29h. NGO
Protoze levé strany jsou sudd Cisla, musi byt i pravé strany
sudd ¢isla. To muZe nastat jediné v pfipadé, Ze Cisla 2 a &
jsou bud obé suda, nebo obé lichd.
Protoze 99 = A, plyne z rovnosti (6)
198 = 23k + 294 )
neboli
198 — 29k = 23k.
ProtozZe 4 je aspoii 1, plyne odtud

198 — 29 > 23F,

takze £k = 7.
Protoze B = 10, plyne z rovnosti (7)
20 = 23k — 29k 9)
neboli

20 + 294 < 23k.
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Protoze % je aspoii 1, plyne z posledni nerovnice
20 + 29 = 23k,
takZe k = 2.

Z provedenych dodate¢nych tivah vyplyvd, Ze misto 24 pii-
padu pro dvojice Cisel % a & stadi vySetfit jen 9 piipadua:

a)h=1 a k=351
b)h=2 a k=2,4,6
)h=3 k=3,51

Tyto hodnoty dosadime postupné do rovnosti (6) a (7). Do-
staneme celkem pét feSeni dané Glohy. Jsou to:

A=49,B=20 proh=1 a k=3
A=T72,B=43 proh=1 a k=5
A=9,B=66 proh=1 a k=17
A=7,B=17 proh=2 a k=4
A=98,B=40 proh=2 a k=6
Z4adné jiné feseni neexistuje.
Z8-1-2
Délky stran pravouhlych trojuhelnika jsou vyjadfeny pti-
rozenymi Cisly a jedna z odvésen ma délku 15. Zjistéte vsech-

ny pravouhlé trojuhelniky s uvedenymi vlastnostmi.
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Reseni. Délky stran oznatime podle obrazku 1, Podle Pyt-
hagorovy véty je

x2 = 152 4+ 92, (1)
X
15
y.
Obr. 1
Odtud dostaneme
x2 — »% =152

Rozdil na levé strané rozloZzime v soucin
(x + y)Xx — y) = 225.

Rozlozime i &islo 225 na soutin dvou d&initeld. Jsou pouze
tyto moZnosti:

225 =1.225 = 3.75 = 5.45 = 9.25 )

ProtoZze &isla x, y jsou kladni, je x + y > x — y. Proto
v rozkladech (2) musi byt prvni Cinitel roven x — y a druhy
¢initel musi byt x + y. Dostaneme Ctyfi soustavy rovnic:

(S1) x—y=1 (82) x—y=3
x+y =225 x+y=175
(83) x —y =5 (84 x—y=9
x+y =45 x+y=25

23



Re$enim téchto soustav dostaneme délky nezniamych stran
¢ty moznych pravouhlych trojahelniktt danych vlastnosti.

Zadéni tlohy proto vyhovuji ¢tyfi trojuhelniky s délkami
stran:

T1: 15, 112, 113 T3: 15, 20, 25
T2: 15, 36, 39 T4: 15, 8, 17

Snadno sami ovéfite, Zze ve vSech Ctyfech pripadech jsou
pro délky stran splnény trojihelnikové nerovnosti. Pomoci
Pythagorovy véty se muZete také piesvéddit, Ze vSechny Ctyfi
trojuhelniky jsou pravouhlé.

Pozndmka. Viimnéte si, Ze na konci feSeni tGlohy Z8-I-2
nemusite ani trojuhelnikové nerovnosti ovéiovat. Jestlize pro
ti'i kladn4 ¢isla x, y, 2 plati

22 = %2 + 32,

pak tato &isla spliluji i trojahelnikové nerovnosti a jsou to tedy
délky stran pravouhlého trojuhelniku. Snadno to dokdZeme.
ProtoZe z je zfejmé nejvétsi z Cisel x, y, 2, stali dokizat ne-
rovnost

2<x+ Y.
Ale to je jednoduché:

22 = x2 4+ 32 < x% + 2xy + 2
Tedy
22 < (x + y)
2<x+ Y.

24



Z8-1-3

Zjistéte hodnotu vyrazu

11(62 + 52) (6% + 5%) (68 + 58) (66 + 516)
632 _ 532 .

Reseni. Protoze
63 = 6216 = (616)2, 532 = 5216 = (516)2,

miZeme jmenovatele rozloZit podle zndamého vzorce pro roz-
dil druhych mocnin:

632 — 532 = (616 4 516) (616 — 516)
V rozkladu miZeme pokracovat. Postupné dostaneme soudiny:
(616 + 516) (616 — 516) =

= (66 + 516) (68 + 58) (68 — 58) =
= (616 + 516) (68 + 58) (64 + 5%) (6% — 5%) =

= (618 + 516) (6% + 5%) (6% + 59 (62 + 56 + 5)(6 —5)

PrepiSeme-li v daném vyrazu jmenovatele v tomto tvaru, mi-
Zeme bez vypolti mocnin krtit. Snadno kracenim vypocltete:

11.(62 + 52) (64 + 5%) (68 + 58) (66 + 516)
(616 + 516) (68 + 58) (6 + 54) (62 + 52)(6 + 5)(6 —5)

25



Z8-1-4

Je dén ¢tverec ABCD se stranou délky a. Vrcholem A4
vedeme libovolnou piimku, kterd protind stranu BC ve
vnitinim bodé M a prodlouZeni strany DC v bodé N. DokaZte,
Ze

1 1 1

CM| " [CN| ™ a’

ReSeni. Nalrtneme si obrizek 2.

D C y N
X
a d a
a-x

|

L
A a B

Obr. 2

Pro zjednoduseni zdpisu oznat¢ime |CM| = x, |CN| = y.
Trojuhelniky ABM a NCM jsou podobné, nebot pro jejich
vnitini Ghly plati:

26



<L ABM ~ <t NCM  (pravé uhly)
<L AMB ~ <t NMC  (vrcholové tihly)
<L BAM ~ <t CNM  (stfidavé ahly)
(Pro oduvodnéni podobnosti trojihelnika ABM a NCM sa-
moziejmé stali uvést jen dvé z uvedenych shodnosti thla.)
Z podobnosti trojthelnik
A ABM ~ )\ NCM

plyne rovnost poméra odpovidajicich si dvojic stran:

x:y=(a—x):a

1 1
Odtud vypolteme nejdfive y = |CN| a pak — = —:
yP jdtive y = [CN| a pak > = oy

CN a.x 1 1 a—x

y=ICNl= =5 y |CN| a.x

Dosadime do levé strany rovnosti, kterou mdme dokézat
a upravime ji.

1 1 1 1 1 a—x
CM[TICN| " x "y T & ax
a—(a—x) x
- ax  ax

1
Po kraceni ¢islem x > 0 dostaneme opravdu —.
a

27



Z8-1-5

Ve tfech nadobach je celkem 18 1 vody. Polovinu vody
z prvni nddoby prelili do druhé, pak jednu tfetinu vody z dru-
hé do tieti, a nakonec jednu ¢&tvrtinu vody z tieti do prvni
nidoby. Potom zustalo ve vSech niadobich stejné mnoZstvi
vody. Jaké mnoZstvi vody bylo ptivodné v kazdé nadobé ?

1. feSeni - pomoci rovnic. Mnozstvi vody v nddobdch na
zacatku i po postupném prelévdni zapiSeme do tabulky.

[ o |
| 1. nadoba 2. nadoba ! 3. nadoba !
, |
| | [ |
1 1 |
| Na zacatku x y | z
| |
j 1 1
[ Po 1. pfeliti =>4 y+gx z
S .
| v 1o 1 2 1 1 1
| Po 2. preliti 5 3v+3% 2+ + 5%
| I — — e —
| o kot |13, 1 1| 2 1 3 1 1!
i o 3. preliti ¥ty + 5| 3y +3a Zz+7y+§x‘

Udaje v tabulce muzete prekontrolovat, v kazdém tadku je
souet x + ¥ + 2 a ten je samoziejmé roven Cislu 18; tedy

x+y+2=18.

28



Po poslednim pfeliti je ve vSech nadobéch stejné mnoZstvi
vody, tj. 6 litra. Tim dostaneme soustavu rovnic:

13 1 1

ﬁx+ﬁy+zz=6

1 2

—é—x+3—y = 6

1 1 3

BEE Y rm 0
x+ ¥y + z =18

Dostidvame soustavu Ctyf rovnic, ale jen pro tii neznimé. Ve
skutenosti viak stali pouze tfi z nich, protoze posledni rov-
nice je souctem predeslych tfi. Jednu z rovnic miZeme vyne-
chat, nejvhodnéjsi je vynechat prvni rovnici. Budeme fesit
soustavu rovnic:

1 2

R R =0
1 1 3
FRANEAIE i

x+ y+ =z2=18

Z prvnich dvou rovnic odstranime zlomky:

x + 2y =18
x + 2y + 62 =48
x+ y+ z=18

29



Prvni rovnici ode¢teme od zbylych dvou rovnic. Dostaneme:

x + 2y =18
6z = 30
—y+ 2=0

Odtud jiz snadno postupné vypocitime neznimé

Protoze fesime slovni tlohu, je tieba provést jesté zkoudku:

| 1. 2. 3.
nadoba nadoba niadoba

|

|
Na za&4tku | 8 5 5
Po 1. preliti ‘ 4 9 5
Po 2. preliti ! 4 6 8
Po 3. preliti 6 6 6

Pavodné bylo v 1. nddobé 8 litrti a ve zbylych dvou po
5 litrech.

2. ¥eSeni - Gsudkem., Zpusob prelévini a konelny stav
znézoriiuje Sipkovy diagram (str. 31). Ulohu budeme fesit
od konce. Sipkovy diagram si dopliite sami.
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1 2. 3
nadoba nadoba nadoba

Po 1.
preliti

Po 2.
prelit

Po 3.
preliti

Po tfetim preliti je ve vSech nadobdch po 6 litrech vody. Pfi -

3
tom ve 3. nddobe je téchto 6 litri rovno n stavu pred prelitim.

To znamena, Ze prii tfetim preliti pfibyly v 1. nadob¢ 2 litry
a ve 3. nddobé naopak 2 litry ubyly. Stav v nadobéach byl
tedy pred 3. prelitim:

oNONO

31



2
Pti druhém preliti zustaly v2. nddobé E} stavu. Proto pfitom-

to prelévani ubyly v 2. naddobé 3 litry, o které se zvétsil stav
ve 3. nadobé. Pred druhym pielévanim byl tedy stav:

O © ¢

Kone¢né pii prvnim prelévani ubyla z 1. nidoby > stavu a

1
—— tam zuUstala, coZ jsou 4 litry. Proto musel byt na zaldtku

ONONO

stav:
Zkouska a odpovéd je stejnd jako pfi 1. feSeni.

Pozndmka. Stoji za povsimnuti, Ze feSeni tsudkem je v tom-
to ptipadé kratsi a numericky jednodussi.

Z8-1-6

Krychle ABCDA’B'C’'D’ m4 hranu délky a = 4 cm. Zjisté-
te, jakou &ast povrchu krychle zaujimaji body, které maji od
vrcholu A4’ i od vrcholu B’ vzdilenost nejvyse rovnou délce

hrany krychle. Zndzornéte tuto ¢ast povrchu na siti krychle.
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Reseni. Na¢rtneme si obrdzek 3. Nejprve uréime mnozinu
vSech bodu povrchu krychle, které maji od vrcholu 4’ vzda-
lenost v rovnou nejvyse délce hrany krychle, tj.v =< a = 4 cm.

D’ K c’
A" A 4B
a=4cm
D —1—/7C
A L B
Obr. 3

Tyto body vyplni tfi &tvrtkruhy se stiedy ve vrcholu 4',
s polomérem a = 4 cm, které leZi ve tiech sténdch se spo-
le¢nym vrcholem A’. Znizornime je v siti krychle, obr. 4.
Podobné najdeme na povrchu krychle mnoZinu bodu, které
maji od vrcholu B’ vzdélenost v = a. Budou to opét tii
¢tvrtkruhy. Obéma podminkdm vyhovuje tedy ttvar, ktery
je pranikem obou mnoZin, v siti je zndzornén jako prunik
dvou kruha. Tento Gtvar se sklddd ze dvou shodnych &4sti
A'B'K a A’B’'L. Stadi tedy vypotitat obsah jedné ¢4sti napt.
A'B'K.

Trojahelnik A'B’K (obr. 4) je rovnostranny a uhly pfi
vrcholech A’, B’ maji velikost 60°. Kfivodary ttvar A'B'K je
tedy roven sjednoceni dvou kruhovych vyse¢i o poloméru

a = 4 cma stiedovém uhlu 60°. Protoze 60° = 3 .360°, je
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D D c’ C D
K >
ARA AN
N\
N\
MAY 1\
7 Y l \
60' 4 60.
; 1
A A 1 B B A
y 4
N
L
A B
Obr. 4

obsah kazdé této vysece roven 3 obsahu kruhu o poloméru

a = 4 cm. Kazd4 z téchto vyseci ma obsah
Sy = ~6—7ca2 = 8,37 cm2.

Obsah kiivocarého utvaru 4'B’'K dostaneme jako dvojnd-
sobek obsahu Sy zmenseny o obsah S rovnostranného troj-
uhelniku 4’'B'K. Vy3ku trojuhelniku A'B’K (obr. 5) vypo-
¢teme pomoci Pythagorovy véty:

2
= a? =
2
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Obr. 5

Obsah trojuhelniku 4'B’'K je tedy

1
STZEa-v—?a al/i—-—]/3—-—693cm2

Obsah kiivocarého utvaru A'B'K je
Sk =2.8v — Sr
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Obsah celého kfivocarého utvaru A’'LB’K je roven 28k, tzn.

a2
28k = _6‘.7,36 = 19,62 cm2.

My méme vypoditat, jakou ¢4st povrchu krychle zaujima kii-
vocary utvar 4’'LB’'K. Povrch krychle je
S = 6a2 = 96 cm?.

Hledana ¢ast je tedy

Krivocary utvar A'LB’K zaujima pfiblizné 20 9, povrchu
krychle.

Pozndmka. Viimnéte si, Ze do vzorcu pro Sy, Sk, S jsme
za a nemuseli dosazovat. Proto byvad vyhodné provadét vy-
pocty obecné a dosazovat az do konecného vzorce.

ULOHY K DALSIMU PROCVICOVANI

Utastnikim matematické olympiady z 8. ro¢nikt byly do-
poruceny fesit dalsi obdobné ulohy. Tyto ulohy fesili sou-
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tézici - na rozdil od soutéznich tdloh - ¢asto s pomoci svych
uciteld matematiky. Uvedeme znéni téchto tloh:

1. Dvé piirozena Cisla jsme seletli, odeletli, vyndsobili
a vydélili. Ziskali jsme ¢tyfi nova celd ¢isla. KdyZ jsme je se-
Cetli, dostali jsme vysledek 243. Najdéte vSechny dvojice
prirozenych Cisel, které maji tuto vlastnost.

Ndvod. Hledan4 Cisla oznatime x, y (x > ») a zapiSeme

x
(x+y)+(x—3)+ xy +;=243.

x

Na levé strané sectéte a pak vytknéte 'k

Vysledek. Dvé dvojice 24, 8 a 54, 2.

2. Strany pravouhlého trojahelniku jsou vyjadieny v centi-
metrech jako celd ¢isla. Jedna odvésna ma délku 5 cm. Vy-
poctéte délky zbylych dvou stran. Najdéte viechny moZnosti.

Vysledek. Jediny trojuhelnik o strandch 5 cm, 12 cm, 13 cm.
3. Zjistéte hodnoty vyrazu:
V="7071° + 718 + ... + 712+ 72) + 1
11(182 + 72)(18% 4 74) (188 + 78) (1816 4 716)(1832 4 732)
H = 1864 — 764

Ndvod. V prvém piipad€ napiste 70 = (71 — 1) a pouzijte
vzorec
a*—1=(a—-1@t+a2+ ... +a+ 1)
Vzorec dokazte.

1
Vysledky. 7110, —.
"ysledky > 25
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4. Uvnitf rovnostranného trojahelniku ABC je zvolen bod
P.Body D, E, F jsou paty kolmic z bodu P vedenych postupné
ke stranam BC, CA, AB. Dokaite, e

|PD| + |PE| + |PF| 1

|BD| + [CE| + |4F| ~ |3~

Ndwod. Ukazte, ze hodnota ¢initele, a tedy ani hodnota jme-
novatele, nezavisi na poloze bodu P. Pfitom bod P muZe byt
nejen uvnitf trojihelniku ABC, ale i na libovolné jeho strang.
Pohybujte s bodem P po rovnobéZce s nékterou stranou troj-
thelniku ABC.

5. Krychle mé délku hrany x. Na kazdé sténé je vysrafo-
véan obrazec zndzornény na obrédzku 6.
Vypoctéte, jak velkd &ast povrchu krychle je vysrafovéna.
Ndwod. Vypoltéte obsahy nevysrafovanych ésti tverce.

Vysledek. V jedné sténé a stejné na celé krychli je vysrafo-
vano 0,826 = 82,6 9, povrchu.

Obr. 6
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6. Otec se rozhodl rozdélit sviij majetek svym syniim takto:
Nejstarsi dostal 1000 Ké&s a jednu desetinu zbytku, druhy
dostal 2000 K¢&s a jednu desetinu nového zbytku. Tieti syn
dostal 3 000 K¢&s a opét desetinu zbytku. Tak postupovalo dé-
leni i mezi ostatni syny. Ukézalo se, Ze vSichni synové dostali
stejny dil. Vypo&téte celkovou hodnotu otcova majetku, kolik
korun dostal kazdy syn a kolik jich bylo.

Vysledek. 81 000 K&s, 9000 Kés pro kazdého z deviti syna.

ULOHY II. KOLA
Z8-11-1

Jestlize napiSeme &tyfi za sebou jdouci nenulové Cislice ve
vzestupném potadi za sebou, dostaneme Ctyiciferné Eislo.

a) Dokazte, Ze je moZné zaménit poradi poslednich tii
Cislic tak, Ze vznikne Ctyfciferné Cislo délitelné Cislem 11.

b) Kolik ctyfcifernych &isel délitelnych jedendcti je moZno
timto zpusobem vytvofit ze viech ¢tvetic po sobé jdoucich
¢islic ? (7 bodu)

Reseni. Nejmensi &islo, které miZeme napsat, je a = 1234,
Ziménou pofadi poslednich tfi Cislic dostaneme z Cisla a
pét dalsich &isel:

1234 1243 1324 1342 1423 1432 1)

Z nich-jsou délitelnd &islem 11 jen dv& podtrZend Cisla 1243
a 1342, nebot
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1234 =11.112 + 2 1342 = 11.122

1243 =11.113 1423 =11.129 + 4

1324 =11.120 + 4 1432 =11.130 + 2.

Pri¢teme-li k ¢islam (1) postupné pétkrat za sebou &islo 1111,
dostaneme vSechna moZna vychozi &isla i &isla, kterd z nich
vzniknou zdménou poradi poslednich tii Cislic. ProtoZe pti-
¢itdme ndsobek ¢isla 11 (1111 = 11.101), vzniknou z &isel,
kterd jsou ndsobky 11, zase ndsobky ¢&isla 11 a z &isel, kterd ne-
jsou nasobky ¢&isla 11, zase &isla, kterd nejsou nésobky 11.
(Muzete se o tom presvédcit, kdyz tato Cisla vypisete.) Tak
dostaneme celkem 12 nésobku &isla 11:

1243 1342
2354 2453
3465 3564
4576 4675
5687 5786
’ 6798 6897

Pozndmka. Pravdépodobné znéte znaky délitelnosti piiro-
zenych Cisel &isly 2, 3, 4, 5, 6, 9. Také pro délitelnost ¢islem
11 1ze uvést znak délitelnosti. UkdZeme si to na dvou pii-
kladech:
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a = 724563 b = 96844

Najdeme ciferné soulty d&islic, které stoji jednak na lichém
misté, jednak na sudém misté od konce. Je-li jejich rozdil né-
sobkem ¢isla 11, je i dané Cislo ndsobek 11. V opa¢ném piipadé
neni dané Cislo nasobkem ¢isla 11.

a = 724563 24+5+3=10
7+4+4+6=17

17 -10= 7

Cislo 7 ani &islo a nejsou nésobky &isla 11.

b = 96844 9+8+4 =21
6+ 4 =10

21 — 10 =11

Cislo 11 a tedy i &islo b jsou ndsobky &isla 11.

Ovéfime

b = 96844:

96 844

Il

znak délitelnosti &islem 11 pro piipad C<isla

9.10000 + 6.1000 + 8.100 + 4.10 + 4 =
9.(9999 + 1) + 6.(1001 — 1) + 8.(99 + 1) +
+4.(11 = 1)+ 4=

(9.9999 + 6.1001 + 8.99 + 4.11) +
+O+8+4)—(6+4)
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Soucet ¢isel v prvni zédvorce (predposledni fddek na str, 41)
je nasobek ¢isla 11, protoZze podtrZzend ¢isla jsou ndsobky &is-
la 11. Druhé a tieti zdvorka se rovnd zminénym cifernym
soudtum. Dané Cislo je délitelné &islem 11, je-li délitelny
¢islem 11 i rozdil zminénych cifernych soudta.

Ovéite si sami podobnym postupem, Ze Cislo a = 724563
neni nasobkem ¢isla 11.

Z8-11-2

Podle dohody mezi zéky tiidy, ktefi se zGcastnili sbéru, se
penize za sbér rozdélily takto: Prvni zdk dostal 2 Kés a jednu
tiicetinu zbytku, druhy dostal 4 K&s a jednu tficetinu nového
zbytku, tfeti dostal 6 K¢&s a jednu tficetinu dalsiho zbytku
atd. Vsichni obdrZeli stejnou &4stku. Kolik Z4kti se sbéru

zcastnilo a kolik korun za sbér obdrzeli dohromady ?
(5 bodu)

ReSeni. Oznatime x celkovy polet obdrzenych korun,
Prvni dva Z4ci dostali:

A x — 2
A Z:) S 4 4+ x — 2+”3** —41:30

Ale oba dostali stejné. Porovnidnim obou &istek dostaneme
rovnici:
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x —2 [ x—2 ]30
2+*—:;0*“—4+ x —|2+ 30 —41:

Rovnici fesime obvyklym zpusobem. Nejdiive ndsobime obg
strany Cislem 30:

) - .
60 + (x —2) :120+lx —<2+ 20 >—4J
Seltenim dostaneme
x — 2
30

= 56

a odtud snadno vypocteme x = 1682. Celkové dostali Zdci
za sbér 1682 Kds.
Prvni Zik dostal
1682 —2
30
korun. ProtoZe vSichni Zici dostali stejn€, miZeme vypocitat,
kolik zdka bylo celkem:

1682 :58 =29

Musime ovSem udélat zkousku. Prinejmen$im uZ proto, Ze
jsme pifi feSeni vibec nevyuZili podminky pro zpusob od-
mény ostatnich Zaka pocinaje od tietiho Zédka.

Zkouska. Vime, Ze prvni dva Zaci dostali po 58 Ké&s. Dalsi
dostali:

2 + 58

1682 —2.58 — 6

G 7:1 S 6 + 30 = 58
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1682 —3.58 — 8

4,78k ... .. ... ... = 58
zak 8 + 30 5

Tak bychom mohli postupovat déle. Vypoclet viak muZeme
provést obecné:

1682 —(n — 1).58 —2n
* 30

Tento vyraz postupné upravime na tvar

1740 — 60n

2n 4 — -
n + 30 58

Podle podminek ulohy musi byt jedna tficetina ze zbytku
nezéporné (islo, tedy

1740 — 60n = 0.
Odtud plyne n = 29. Posledni zdk je tedy skutetné de-

vétadvacaty.

Pozndmka. Provedeni zkousky se od zaka v soutéZi nepo-
Zadovalo.

Z8-11-3

Vyska rovnoramenného trojahelniku ABC k jeho zaklad-
né AB je v = 8 cm. Vypoltéte délku ramene AC a délku
zékladny AB, jestliZe jsou vyjadfeny pfirozenymi Cisly.

(6 bodn)
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ReSeni. Nadrtneme si obrdzek 7. Vyska CD rovnora-

menného trojihelniku ABC puli zdkladnu AB, takze |AD| =
c

= |DB| = PR Pomoci Pythagorovy véty dostaneme z pravo-

uhlého trojthelniku ADC

neboli

e D)o )

Na pravé strané je sou¢in dvou raznych Ciniteld, nebot
¢ # 0. Proto rozloZzime i &slo 64 na soudin dvou rtznych
¢initelt. Jsou 3 moZnosti:
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64 =1.64 =2.32=4.16

Odtud dostaneme 3 soustavy rovnic:

‘ 1 ‘ 2 c 4
a——= a——= a— - =

‘ 64 ‘ 3 ‘ 16
a+ 2 = a+ 5 = 2 a+ 5=
Snadno vypotteme kofeny téchto soustav:

a=325 a=17 a=10

¢ =63 ¢ =30 c =12

Protoze délky stran maji byt vyjadieny celymi &isly, vyho-
vuji tloze jen dvé z téchto feseni.

V obou piipadech jsou trojahelnikové nerovnosti pro strany
a a ¢ splnény. Ovéfte to sami.

Z8-11-4
a
Napiste rozdil b T 4 jako soucin dvou vyrazi, z nichZ
jeden j ¢ ’ 5 bodt
jeen)e7+7. (5 bodir)

ReSeni. Nezndmy vyraz oznatime V. Plati tedy
a b v a b
» Ta)V T T o
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Zlomky uvedeme na spole¢né jmenovatele
a’ + b2 a? — b2

ab -’ ab
Rovnost vyndsobime sou¢inem ab a pak vypolteme V.
a2 — b2

Ta+ B

Vysledek je tedy
a b a b\ a%— b2
e e e
b a b a) a2+ b2

ULOHY III. (KRAJSKEHO) KOLA V CSR
Z8 - 11l -1
Urcete délky stran pravouhlého trojuhelniku s obsahem
§ = 312 cm?, jestlize soucet celotiselnych délek obou jeho

odvésen je 50 cm. (5 bodu)

1. FeSeni (pomoci délitelnosti). Nadrtneme si obrizek 8
a oznatime délky stran. Obsah trojihelniku vypo&teme

1
c S:?ab=312 cm?,

Obr. 8
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MuZeme sestavit soustavu rovnic:

ab = 624
a+b= 50 (1)

ProtoZze a, b jsou celd Cisla, rozlozime Cislo 624 na soulin
takovych dvou d&initeld, jejichZ soucet je roven 50. Nejdiive
rozlozime ¢islo 624 na soucin prvodlisel

624 = 24.3.13.

Nyni snadno rozloZime Cislo 624 na soucin dvou pfirozenych
Cinitela. Nemusime vSak vypisovat vSechny moZnosti, staci
jen ty, kde mensi z obou C¢initeld je mensi nez 50 (nebot
a + b = 50). Je celkem 10 moznosti:

624 = 1.624 624 = 8.78
2.312 12.52
3.208 13.48
4.156 16.39
6.104 24.26

Podle podminky tlohy musi byt soucet Ciniteld roven 50.
Tomu vyhovuje jen rozklad

624 = 24.26.

Odvésny hledaného trojahelniku maji tedy délky 24 cm
a 26 cm. Podle Pythagorovy véty vypocteme délku prepony
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¢ = ]242 + 262 = |1252 = 35,4.

Pfepona ma tedy ptiblizné délku 35,4 cm.

2. FeSeni (uzitim algebry). Soustavu rovnic (1) mizeme
fesit algebraicky. Prvni rovnici nédsobime Cislem 4 a druhou
rovnici umocnime na druhou:

4ab = 2496
a? + 2ab + b2 = 2500

Odecteme-li od druhé rovnice prvni rovnici, dostaneme

a? — 2ab + b =
neboli
(a — b2 = 4.

Muzeme predpokladat, Ze a > b, takze

a—b=2.
Odtud a z druhé rovnice soustavy (1) snadno vypo¢teme
a =26, b =24.

3. FeSeni (experimentalni), Soustavu (1) feSime experi-
mentalné tak, ze ¢islo 50 rozlozime viemi moZnymi zptsoby
na souCet dvou prfirozenych Cisel, a pak ovéfime, zda je

1
splnéna rovnost Ea.b = 312, Vlastni feSeni pfenechdme

Ctenaitim,

49



Z8 - 111 -2

Pro které redlné ¢&islo a je hodnota vyrazu V = (a + 2)2 +
+ (1 — a)? nejmensi ? Urcete tuto hodnotu. (4 body)
ReSeni. Vyraz I snadno upravime na tvar
V = 2a% + 2a + 5.

Zde pouzijeme v matematice ¢asto pouzivané upravy. Vytkne-
me koeficient pfi kvadratickém ¢&lenu z prvnich dvou &lenu:

V =2a%+a)+5

Pak vyraz v zdvorce doplnime na druhou mocninu dvoj¢lenu:

1 1 1
V=2<a2 +2.a 5+ ———»> +5=

2 4 4
4 1)\2 1 5= 1)\2 9
—2(a+?—2+— a+ )+
1 .
Tento vyraz bude zifejmé nejmensi pro a = mr) a jeho

9
hodnota se bude rovnat o

Z8 -1l -3

V kosodélniku mé jedna strana délku 2.|/5 cm. Jeho
uhlopfi¢ky, z nichz jedna ma délku 4 cm, sviraji thel 45°.
Jak je dlouhd zbyvajici whlopfi¢ka? Sestrojte kosodélnik
a urlete jeho obsah. Kolik m4 tloha feleni? (6 bodu)
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ResSeni. a) Konstrukce kosodélniku, Nalrtneme a popi-
Seme si obrazek 9.

Obr. 9

Z ného snadno nahlédneme konstrukci; napf. (obr. 10).

. AC: |AC| =4 cm

. O:stied AC

. ¢: pfimka jdouci bodem O a svirajici s AC thel 45°

. k: kruZnice £ (4; 2]/5 cm)*)

. B: Bek N ¢ (2 moZnosti)

. D: usetku BO pieneseme na polopfimku opaénou k polo-
piimce OB

. Kosodélnik ABCD

A V1 WD -

~

*) Protoze je 2V§= VZ_O = 1/’/42 + 22, sestrojime polomér kruz-
nice k jako pfeponu pravouhlého trojuhelniku s odvésnami délek
4cma?2cm.
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Uloha mé 2 fedeni, na obr. 10 jsou to kosodélniky ABCD,
AB'CD'.

"~ Obr. 10

b) Vypocet délek uhloptitek BD a B'D’. Z bodu 4 vedeme
kolmici k pfimce BD, jeji patu ozna¢ime E. Trojuhelnik AEO
je pravouhly s jednim ostrym Ghlem 45°. Proto je i jeho druhy
thel roven 45° a trojtihelnik AEO je rovnoramenny. Snadno

vypocteme délky jeho odvésen |OE| = |4E| = |/2.

Bod E je stied zdkladny BB’ rovnoramenného trojihelniku
ABB'. Proto je |BE| = |B'E|. Délku BE vypo&teme z pravo-
thlého trojuhelniku ABE podle Pythagorovy véty
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|BE| = |/|4B|* — |4E|?
|BE| = |20 — 2 = |18 = 3]2.
Nyni vypo¢teme poloviny délek ahlopfi¢ek BD a B'D’.
1 = - _
?[BD} = |BO| = |BE| — |OE| = 3)/2 — |2 = 2)/2
1 _ _ —
'2—iB’D’| = |B'O| = |BE| + |OE| =32 + |2 = 4]2
Celé uhlopiic¢ky maji tedy délky
|BD| = 4]2, |B'D| = 8]2.

¢) Vypocet obsaht kosodélniki ABCD a AB'CD’. Obsah S
kosodélniku ABCD je roven dvojnisobnému obsahu troj-
thelniku ABD.

1
S = 2.—|BD|.|4E| = | BD|.| 4E|

S=4)2.)2=8

§ =8 cm?
Podobné vypotteme obsah S’ kosodélniku AB'CD’.
S’ =16 cm?

Z8- | -4

Adam, Bofek a Cyril méli postovni zndmky, ale o rizném
poc¢tu kust. Kdyz dal Adam Cyrilovi sedminu ze svého podtu,
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méli Adam a Cyril stejny pocet zndmek. KdyzZ pak jesté Boiek
dostal od obou (Adama a Cyrila) po tficeti zndmkéich, méli
vSichni stejny pocet zndmek. Kolik kusii zndmek mél pavod-
né kaZdy z chlapcu, jestliZze na za¢dtku méli Boiek s Cyrilem
dohromady o 110 kust zndmek vice neZ mél Adam ?
(5 bodu)
ReSeni. Polty znimek, které méli na zaldtku Boifek
a Cyril, oznatime postupné b, ¢. Dalsi podminky zapiSeme
do tabulky.

5 Adam | Botek | Cyril \
| | | ;‘
Na b+ c—110 - | ¢ |
zaCatku | | ! .
| |
Po 1. 6 1 1 ‘
predani 7(17 + ¢ — 110) | b ¢+ 7(b + ¢ —
| | —110) =
; 1 %
| = = (b + 8¢ — 110)
Po 2. 6 ? 1 1
fedani 0+ c¢c—110) — | b+ 60 | (b + 8 — 110) —
p 7 ‘ |7
| \
30 — ‘ | —30 = |
| ! |
7(b+c—145)1 i=7(b+8¢—-320)‘
1 ‘ |
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ZapiSeme rovnicemi stavy zndmek po 1. a po 2. predani:

6 1
~7—(b + ¢ —110) = ~7—(b + 8¢ — 110)

6
—(b+c—145) = b+ 60

Po odstranéni zlomku a jednoduché tpravé dostaneme:
56 — 2¢ = 550

—b + 6¢c =1290

Redenim této soustavy zjistime, %e na zaCdtku méli Borek
a Cyril tyto polty zndmek:

b = 210, ¢ = 250
Z 1. tadku tabulky vypoéteme, Ze Adam mél na zacatku 350
znamek.

Zkouskou ovéfte sami, Ze nalezené feSeni vyhovuje viem
danym podminkam.

ULOHY III. (KRAJSKEHO) KOLA V SSR
Z8- 11 -1

N4jdite najmensie prirodzené &islo véacsie ako 100 000, ktoré
sa d4 zapisat pomocou &islic 6, 8 a ktoré je ndsobkom &isla 72.
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Reseni. Hledané &islo bude aspoii Sesticiferné. Protoze
mi byt ndsobkem d&isla 72 = 9.8, musi byt i ndsobkem
Cisel 9 a 8. Aby bylo ndsobkem ¢&isla 9, musi byt jeho ciferny
souclet také nasobkem Cisla 9,

Vypocteme ciferné soulty vsech Sesticifernych Cisel za-
psanych pomoci ¢islic 6 a 8.

64+6+6+6+6+6=36
6+6+6+6+6+8=38
6+6+6+6+8+8=40

8+8+8+8+8+8=48

Jediné 36 je nédsobek &isla 9. Ale ¢&islo 666 666 neni ndsobkem
isla 8.

Hledané ¢islo bude tedy asponl sedmiciferné. Vypolteme
opét ciferné souty vSech Cisel sestavenych z Cislic 6 a 8.

64+6+6+6+6+6+6=42
6+6+-6+6+6+6+8=44
6+8+8+8+8+8+8=54
8+8+8+8+8+8+8=56

Mezi nimi je jediny ndsobek &isla 9, tj. Cislo 54. Nejmensi
islo sestavené z jedné estky a Sesti osmicek jejCislo 6 888 888.
Snadno zjistime, Ze je také ndsobkem cisla 8, a tedy i 72.

Pozndmka. Chceme-li vyzkouset, zda cislo 6 888 888 je
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ndsobkem Cisla 8, nemusime je celé délit. Stadi pouzit znaku
délitelnosti Cislem 8:
Pfirozené Cislo je ndsobkem &isla 8, prave kdyz ¢islo uréené
poslednim trojéislim je ndsobkem ¢isla 8.
Dikaz plyne ihned z rozkladu tvaru
6 888 888 = 6 888.1 000 + 888 = 6888.125.8 + 888.
Podrobnosti diikazu prenechdvime ¢tendftm.

Z8 - 111 -2

Z miesta A do miesta B i§li dve autd. Prvé auto islo 2 ho-
diny rychlostou 75 km/h a potom zrychlilo na 90 km/h,
Druhé auto islo jednu hodinu rychlostou 70 km/h a potom
zvysilo rychlost na 95 km/h. Do miesta B dorazilo druhé
auto o 12 mintt skér nez prvé. Akd je vzdialenost medzi
miestami A a B?

ReSeni. Nalrtneme si obrizek 11. Dobu jizdy prvniho
auta zvySenou rychlosti 90 km/h oznacime x.

2.75 x.90

X -
70 (1ex- )95

Obr. 11

Prvni auto ujelo drdhu dlouhou
2.75 + x.90 = 150 + 90x. (1)
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1
Druhé auto pfijelo o 12 minut, tj. o — hodiny do B dfive nez

5
prvni auto. Ujelo celkovou drahu
1
70 + (1 + x — -5—) 95 = 146 + 95x. (2)

Ob¢ auta ujela stejnou vzdilenost. Dostdvame rovnici

150 + 90x = 146 + 95x.

4
Jeji kofen je x = 5 = 0,8. Vzdalenost mezi A, B vypocita-

me dosazenim x = 0,8 do vyrazu (1) nebo (2). Vyjde |AB| =
= 222 km.
Zkousku si udélejte sami.

Z8 -1 -3

V rovine je dany trojuholnik STU. Zostrojte trojuholnik
ABC tak, aby platilo: S je stred strany 4B, T je taZisko troj-
uholnika 4BC a U je pita vysky vedenej vrcholem 4.

yxy

CS v poméru 2 : 1, proto je CT = 2T'S. Vyska trojuhelniku
z vrcholu A4 se rovnd dvojndsobku vzdilenosti bodu S od
piimky CB, tj. v = 2x. To ndm stali k sestrojeni trojahelniku
ABC.

Popis konstrukce
1. A STU
2. C: C lezi na polopfimce opatné k T'S; CT = 2TS
3.ata =< CU
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|
X

4
M

(@)
ek

Obr. 12

4. x: x je vzdalenost S od pfimky a
5. A: A lezi v poloroviné aS na kolmici vedené bodem U

k pfimce a ve vzdélenosti v = 2x
6. B:Bean« AS
7. N\ ABC

Zkouska. Bod S je stiedem strany AB, nebot tsetka SM
je stiedni pfi¢kou trojuhelniku ABU (SM || AU a |SM| =

1
= ?IAUI)' Z konstrukce plyne, Ze T je t&zisté a U pata vys-
ky z vrcholu 4.

Z8-111-4

Dan4 je kocka ABCDA'B'C’'D’ s hranou dizky 1 m.
V strede M steny A'B'C’'D’ je mravec, ktory dokdZe prejst
1 m za 1 minatu. Ozname P vietky miesta na povrchu
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kocky, ku ktorym dokdZe mravec prist za 1 minttu alebo
krat§i Cas. VSetky tieto miesta tvoria Cast povrchu kocky,
ktorej obsah midte vypocitat.

ReSeni. Nalrtneme si obrézek krychle (obr. 13) a rozvi-

neme &ast povrchu, po kterém se muze pohybovat mrave-
nec (obr, 14 na str, 61).

M

l

I

|
p)—— | Jc
/

Obr. 13

Mista, kam muze dorazit mravenec, jsou na siti (obr, 14)
zndzornéna jako prunik kruhu 2 = (M; r = 1) a sité. Ob-
sah tohoto f(tvaru je roven Ctyfndsobku obsahu ttvaru
MC'PQD’.

Nyni vypoéteme obsah obrazce MC'PQD’. Vsechny vy-
pocty provadime v metrech a CtvereCnych metrech. Obsah
obrazce MC'PQD’ vypolteme jako soucet obsahit dvou
shodnych trojuhelniki MC'P a MD’'Q a kruhové vysele
MPQ. Ze zadani a konstrukce plyne, Ze

1
|IMP| =1, |MS| = 2"
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Q P
D A ,& C
8677/

B0 /X 60"

S; S
AN
A \Q y B
\_—k/

A B
Obr. 14

Proto je pravouhly trojuhelnik M S;P roven poloviné rovno-
stranného trojuhelniku, takZze thel S1MP mé velikost 60°.
Podobné& maji velikost 60° i Ghly SoMQ a PMQ.

MuzZeme vypotitat délky stran PC’ a QD'.

[a—y

PC| = |PS)| — |G| =2 -

s —5=703-D

I\)]»—‘

Scucet obsaht trojuhelnikit MC'P a MOD' je tedy roven
1 | [—
2.7|PC’|.|MSl| e ~4—(]/3 - 1).
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Obsah kruhové vysete MPQ je roven jedné Sestiné kruhu

1
o poloméru r = 1, tj. P Obsah obrazce MC'PQD’ je roven

1/ — 1
4 1/3—1 +6n.

Obsah utvaru, ktery muze dosdhnout mravenec, je roven
Ctyindsobku, tedy
— 27
S=]3-1+ ?i2,83.
Hledany obsah je roven pfiblizné 2,8 m2.

Pozndmka. Je mozné kontrolovat vysledek odhadem. Obsah
hledaného tutvaru je pfiblizné obsah kruhu o poloméru
r = 1 m zmenS$eny o obsah ¢tyf pravouhlych rovnoramennych

)
trojuhelnika s odvésnami délky |PC’| = ) (J3— 1). Tedy
obsah § je odhadem

1 e 2
T2 — 2[-2— (3 - 1)] - 2,87.

Odhad vychdzi o néco vétsi, coz je pochopitelné. (Pro¢?)
Rédove v8ak odhad souhlasi s vysledkem.
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Kategorie Z7

ULOHY I. KOLA

Z7-1-1

Némotnik vzpominal, Ze pfi posledni plavbé kolem Evropy
vyplouval se svou lodi z Leningradu za krasného slune¢ného
rdana prvni pondéli v mésici. Prvni pondéli po prvni ned&li
v témZe mésici se koupal jiz v Kodani. Posledni sobotu pi‘ed
posledni nedéli v dal$im mésici si prohliZzel Atény. Do Odésy
piiplul posledni sobotu téhoz mésice. Urlete den, mésic
a rok zacitku a konce cesty. Pfihoda neni star$i sedmi let.
(Uloha byla zadéna ve $kolnim roce 1985/86.)

ReSeni. Prvni pondéli v mésici (vypluti z Leningradu)
musi byt 1. den tohoto mésice, V opatném piipadé by nésle-
dujici pondé&li (koupdni v Kodani) nebylo prvnim, ale dru-
hym pondé&lim po prvni nedé€li v mésici, viz tabulku A (str. 64).
Podobné posledni sobota v ndsledujicim mésici (pfipluti do
Odésy) musi byt poslednim dnem meésice. V opatném prii-
padé by pfedchdzejici sobota (prohlidka Atén) nebyla posled-
ni, ale pfedposledni sobotou pied posledni nedéli. (Sestavte
si sami tabulku obdobnou tab. A.)
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Tabulka A
U St C Pi So Ne Po

(@)
2]
=3
(@3
)
o
w
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Nelie N B NI
e o)
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10 11 12

—
[\

B N -

(S I O R S R

[« NS, BV S

NN U R 0N e

W~ -t W W DN

O© 0NN W

Plavba trvala celé dva po sobé jdouci mésice. Polet dni

téchto mésict muze byt:
a) 28 + 31 = 59 b) 29 + 31 = 60
c) 30 + 31 = 61 d) 31 + 31 =62

Je-li 1. den plavby pondéli, pak 59. den je stfeda, 60. den je
ctvrtek, 61. den je patek a konecné 62. den sobota. ProtoZe
plavba skoncila v sobotu, trvala 62 dny a musela se uskute¢nit

bud v &ervenci a srpnu, nebo v prosinci a lednu.
V tabulce B je vypis z kalendait z poslednich 8 let.

Tabulka B

ROK 8 84 83 82 81 80 79 178
1. 12. Ne So ¢ St U Po So Pi
1.17. Po Ne P4 C St U Ne So

Z tabulky je vidét, Ze jsou dvé moznosti:

Zacatek cesty 1. 7. 1985 nebo 1. 12. 1980 a konec cesty
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31. 8. 1985 nebo 31. 1. 1981. (ProtoZe se namoinik béhem
plavby koupal v Kodani, lze pokliddat 1. mozZnost za pravdé-
podobnéjsi.)

Z7-1-2
P4s je sloZen z 1985 Ctverct (obr. 15). V kazdém Ctverci je
jedna &islice. Dvojice sousednich &islic tvofi dvojciferné Cislo,

které je ndsobkem ¢&isla 17 nebo 23. Urdete prvni Eislici,
jestlize posledni &islo je 7.

Obr. 15
ReSeni. Napideme si dvojciferné nésobky ¢isel 17 a 23:

17, 34, 51, 68, 85; 23, 46, 69, 92 (1)

Nejdiive si sestavime pomocny $ipkovy diagram (obr. 16),
ktery ukazuje, jakého souseda mé nalevo kazd4 &islice.

60..660 OO

Obr. 16
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Mezi nésobky ¢isel 17 a 23 je jediné dvojciferné ¢islo konéici
&islici 7 a to &islo 17. Cislice 7 m4 tedy levého souseda &islo 1.
Mezi nisobky (1) je opét jediné &islo, které konci &islici 1, je
to &slo 51. Cislici 1 musi tedy predchézet &islice 5. Timto
zpusobem dostaneme diagram zndzornény na obrizku 16.
Piekontrolujte jej sami.

Z diagramu je vidét, Ze pds kon¢i skupinou Cislic 8 51 7
a pied ni se opakuji stdle skupiny Cislic 9 2 3 4 6.

Pole pésu otislujeme od konce (obr. 17). Vidime, Ze do kaz-
dého pole, jehoz pofadové ¢islo je ndsobek Cisla 5, je vepsdna
islice 6. Tedy i posledni pole odprava, tj. pole ¢islo 1985,
musi obsahovat ¢islici 6.

16.15.14.13.12.11.10) 9. 8. 7. 6. 5]4. 3. 2. 1.
4|619[213[4]16]912[3]4161815[117]
t— 1 ]|

Obr. 17

Z7-1-3

Narysujte trojuhelnik ABC o stranich délek a = 5cm,

= 6 cm, ¢ = 7 cm. Sestrojte uvniti trojuhelniku 4ABC bod
D tak, aby trojuhelniky ABD, BCD a ACD mély stejny ob-
sah,

ResSeni. Nadrtnéte si obrizek 18. Trojuhelnik ABC je roz-
loZzen na tii trojuhelniky ABD, BDC a CDA, které maji
stejny obsah. Ten se tedy rovnd jedné téeting obsahu S celého
trojthelniku 4BC. Naptiklad obsah trojuhelniku ABD mi-
Zeme vypocitat dvéma zplisoby:
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Sapp =

SABD = *‘.7.7}6

Porovnanim pravych stran dostaneme

1 1 1
37 7w, = 7.7.‘00,
odkud vyjde
1

*3* We-

Bod D tedy lezi na pfimce ¢, kterd je rovnobé&znd se stranou
AB ve vzdélenosti rovné jedné tfetiné vysky w. daného troj-
uhelniku ABC.

Podobnou tGvahu muZeme opakovat pro zbyvajici dva
trojahelniky BDC a ADC.

Ve =
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Konstrukce (obr. 19)
1. NAABC:a=5cm,b =6cm,c =7cm
2. w, = CCy: vyska ke strané 4B

2
. Cz . Cze CCl, CCz = ‘:;wc

c:Ceec,c|| 4B

. Opakujeme kroky 2 aZ 4 pro jinou vysku napt.w, = BB
.D:Decnb

. \ ABD, )\ BCD, )\ ACD (na obrézku nejsou vyznaceny)

N o v s W

Zkouska. Sestrojené trojuhelniky déli trojuhelnik 4BC na
tfi Casti téhoz obsahu, nebot vZdy maji nékterou stranu spo-
le¢nou s danym trojihelnikem a pfislusnou vysku rovnou
jedné tfetiné odpovidajici vysky trojuhelniku ABC.

Pozndmka. Konstrukci lze provést jednoduseji. Bod D je

vy
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Obr. 20

Ze t&zisté T libovolného trojuhelniku ABC déli kazdou téZnici
na dvé &asti, jejichz délky jsou v poméru 2 : 1, pocinaje od
trojahelniku ABC vzdalenost rovnou jedné tfetiné piisluiné
vysky.

Z7-1-4

Zvolime libovolné osm po sobé nasledujicich pfirozenych
¢isel. Zjistéte, kolik mezi nimi muZe byt a) nejvyse, b) nej-
méné prvolisel. Uvedte priklady.

ReSeni. a) Mezi osmi po sobé jdoucimi &isly jsou vzdy
¢tyii ¢isla lichd a Ctyfi Cisla sudd, Kromé &isla 2 jsou vSechna
prvocisla lichd, Neni-li tedy mezi danymi <&isly dvojka,
mohou byt z nich nejvyse Ctyfi prvolisla, Zkusime proto
jesté pripad, kdy mezi danymi osmi &isly je dvojka. Jsou dvé
mozZnosti.
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1,2,3,4,5,6,7,8
nebo
2,3,4,5,6,7,8,09.

Ale i v té&chto pfipadech jsou mezi nimi jen Ctyii prvocisla,
ato2,3,5,7.

b) Nyni ukiZeme, Ze mezi danymi Cisly nemusi byt Zidné
prvocislo. Stati uvést priklad. Nejdiive najdeme nejmensi
spole¢ny nésobek Cisel 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. To je ¢islo 2520.
K nému pri¢teme ¢&isla 2, 3, 4, ..., 9. Dostaneme osm Cisel

2522, 2523, 2524, 2525, 2526, 2527, 2528, 2529.

Z nich prvni Cislo je délitelné Cislem 2, druhé &islem 3, tieti
&islem 4, atd. Zadné z téchto &isel neni tedy prvodislo.

Mezi osmi po sobé jdoucimi celymi ¢isly nemusi byt zddné
prvocislo, nejvyse viak jsou mezi nimi étyfi prvodisla.

Pozndmka. Ovéite, 2e misto isla 2520 lze pouZit nejmensi
spole¢ny nédsobek &isel 2, 3, 5, 7, tj. 210.

Z7-1-5

Vézni hodiny odbijeji malym zvonem kazdou ¢tvrthodinu:
prvni ¢tvrt jeden tder, druhd &tvrt dva Udery, tfeti Ctvrt tii
udery, Ctvrta Ctvrt Etyfi udery. Daéle odbijeji velkym zvonem
na konci kazdé hodiny pfislusny pocet udert (1, 2,3, ..., 12
udertr). Zjistéte nejkrat§i dobu, za kterou muZeme slySet
1000 udert. (Dobu mezi udery pii odbijeni téze ¢tvrthodiny
nebo téZe hodiny nepocitejte.)
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Reseni. Udery se opakuji ve dvanéctihodinovém cyklu,
Zjistime pocet udert béhem jednoho cyklu,

l.hodina: 1 +2+3+4+1
2.hodina: 1 +2+3+4+2
3.hodina: 1+2+3+4+3

12. hodina: 1+ 2 + 3 + 4 + 12
Pocet vSech udert je
R+2+3+4H+A+2+3+ ...+ 12) =198.

Béhem péti dvanactihodinovych cykla odbiji hodiny 5.198 =
= 990 uderu.

Zatneme-li poslouchat pii odbijeni dvanicté hodiny, a pak
poslouchdme 5 celych dvanictihodinovych cykla, usly$ime
dokonce

1+2+3+4+ 12+ 990 =1012
uderu. Nejkratsi doba je tedy 60 hodin.
Z7-1-6

Narysujte Ctyrlistek a vypoltéte jeho obsah; délka strany
étverce je a = 6 cm (obr. 21, str. 72).

Reseni. Narysujeme &tverec o stran& a = 6 cm. Ctyflistek
ohraniCuji ¢tyfi pulkruZnice o polomérech 3 cm opsané ze

stfedd stran narysovaného &tverce.
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a=6 cm

Obr. 21
Ctyilistek je sloZen ze &tyi &4sti, z nichZ kazd4 je prunikem
dvou pualkruhii o poloméru » = S9e= 3 cm. Soucet obsahu

¢tyi pulkruha se rovnd souctu dvojndsobného obsahu &tyi-
listku a obsahu nevysrafované &asti &tverce. Tedy soulet
obsahu ¢tyf palkruhit o poloméru » = 3 cm se rovnd souctu
obsahu Ctverce o strané a = 6 cm a hledaného cbsahu §
Cyilistku.
4S5 =a2 + §

neboli

‘ § =485~ — a2
Po dosazeni vypolteme:

1
S=4.,m3 —62=18x — 36 = 18(x—2)
S = 20,52 == 20,5.

Obsah ¢&tyilistku je piiblizné 20,5 cm?2.
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Pozndmka. Jsou dalsi mozné vypocty. Napi. polovina kaz-
dého ze 4 listki md obsah rovny rozdilu obsahu ¢tvrtkruhu
o poloméru » = 3 cm a poloviny obsahu Ctverce o strané
- délky 3 cm.

ULOHY II. KOLA
Z7 -1 -1

V krabici je 666 hracich kostek. Jirka je postupné bere
z krabice a pokldda na stal. Prvni kostku poloZi s jednim okem
nahoru, pak dvé kostky se dvéma oky nahoru, déle tii kostky
se tfemi oky nahoru atd., aZ Sest kostek s Sesti oky nahoru.
Potom vSe za¢ne opakovat, tj. opét polozi jednu kostku jednim
okem nahoru atd. dokud se krabice nevyprazdni. Vypoctéte
soucet vSech ok na hornich sténach kostek. (4 body)

Reseni. Situace se opakuje vzdy po poloZeni 21 kostek.
Na jejich hornich sténich je celkem

1+2.2+33+4+4.44+55+6.6=091 ok,

Ze 666 kostek vznikne 31 aplnych skupin, které se skladaji
z 21 kostek a zbude netplnd skupina s 15 kostkami
(666 : 21 = 31, zbytek 15). Na 31 tuplnych skupinich po
21 kostkach je na hornich sténich celkem 31.91 = 2821 ok.
Na poslednich 15 kostkidch je na hornich sténich 1.1 +
+ 2.2 4+ 3.3+ 4.4+ 5.5 = 55 ok. Celkovy pocet ok, kte-
rd vidime na hornich sténich, je roven souctu &isel 2821 + 55,
coz je 2 876.
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Z7-11-2

Vypoctéte soucet obsahu &tyf mési¢kua, které jsou sestro-
jeny nad stranami &tverce ABCD (obr. 22); |AB| = 6 cm.
Porovnejte vysledek s obsahem &tverce ABCD. (5bodu)

Reseni. V celém feseni jsou délky vyjadieny v centimetrech
a obsahy v centimetrech ¢tverednych. Pramér d a polomér r
kruhu opsaného ¢tverci ABCD jsou
d=16 +62=6.]2, r=3.]2
Obsah kruhu opsaného &tverci ABCD je
S1 =x.(3.)2)2 = 18.x.
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Ctyti palkruhy opsané nad stranami &tverce ABCD maji
dohromady obsah
. Sz = 2.7t.32 = 18.7t.
Obsah &tverce ABCD je
53 =62 = 36.
Soucet obsahu vsech ¢tyf mésicku je
S:S3+ 32—51:36-{- 18.wm — 18.w = 36.

Soucet obsahu v3ech &tyf mésitku je stejny jako obsah

ttverce ABCD a rovna se 36 cm?.

Pozndmka. Viimnéte si, Ze za &islo w jsme v celém feSeni
nemuseli dosazovat. Tim se vypocet znainé zjednodusil.

Z7-1-3
Urcete prvnich 9 a poslednich 9 ¢&islic podilu
3000 ........ 000 7 : 37.
99 nul
Udejte také zbytek. (6 bodu)

Reseni. Postupnym délenim se zjisti, ze dokud sepisujeme
k dil¢im zbytktm nuly, opakuje se v podilu trojice &islic 810:

3/000/000(000| ... : 37 = 810810 ...
40
3/00
40
3/00
T 40
3

75



Castetny zbytek 3 vyjde vzdy pod kazdou tfeti nulou, tedy
i pod 99. nulou. TakZze konec déleni ma tvar

... 000{000|7 : 37 = ... 811 .
3|00

Podil je proto roven &islu

810810 810 ... 810810 811.
32krat trojice 810

Zbytek je nula.
Z7-11 -4

Narysujte libovolny trojahelnik ABC a zvolte jeho bod X
nelezici na ziddné strané. Sestrojte k bodu X body soumérné
sdruzené podle ptimek AB, AC, BC a oznalte je postupné
K, L, M. Vyznalte prunik trojuhelnika 4BC a KLM. Méiite
tvar trojuhelniku ABC i polohu bodu X a zjistéte, zda pri-
nikem muze byt ¢tyfuhelnik, pétithelnik, Sestitthelnik. Vy-
sledky narysujte. (5 bodu)

Reseni. Pranikem muiZe byt ¢tyfuhelnik, pétithelnik i §esti-
tihelnik. Ctytthelnik jen v ptipadé, Ze trojuhelnik ABC je
tupouhly a bod X zvolime dostate¢né blizko vrcholu jednoho
nebo druhého ostrého vnitfniho whlu trojahelniku ABC
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Obr. 23a

(obr. 23a). Pétithelnik muZe vzniknout pro pravouhly nebo
tupothly trojihelnik ABC (obr. 23b). Sestithelnik muze
vzniknout jen pro ostrouhly trojuhelnik ABC (obr. 23c).

L M

1
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Kategorie Z6

ULOHY I. KOLA
Z6-1-1

Dany je rovnobeznik ABCD: |AB| = 9 cm, |BC| =
=6 cm, v(<C DAB) = 60°. Rozdelte dany rovnobeznik na
6 zhodnych trojuholnikov. Zhodnost trojuholnikov dokézte.

RieSenie (obr. 24)
1. Priamka CX je osou uhla BCD. Potom plati:
o(<t XCB) = (<L XCY) = 30°
(<X YCX) = v(<. CXB) = 30° ... striedavé uhly
Z toho vyplyva, Ze trojuholnik XBC je rovnoramenny.

D Y C
-/ 60°
307
60° /] 30°
A X
Obr. 24
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Priamka BY je osou uhla XBC, z toho
A XBS ~ A BCS (usu).

2. Trojuholnik BCY je rovnostranny; z toho vyplyva
(<L YBC) = o(<f BCY) = v(<t BYC) = 60°,
uhol BYC a uhol XBS su striedavé, z toho vyplyva:

A BCS ~ N\ CYS

3. A XS§Y >~ A CSY (sus)

4. N XYD =~ A XYS (usu)

5. AN XYD =~ A DAX (usu)

Teda: AN AXD =~ N\ YDX ~ A YSX >~ A BSX
~ ABSC=x= A YSC

e

Pozndmka. Iné rieSenie je na obr. 25.

Obr. 25
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Z6-1-2

Samko mal 100 kusov samolepiek tvaru $tvorca so stranou
3 cm. Kolko samolepiek mu ostalo, ak nimi oblepil steny tele-
sa »deravej kocky« (aj znutra) zndzornenej na obrizku 26°?
Teleso je postavené z 20-tich zhodnych kociek s hranou 3 cm.

Obr. 26

RieSenie. Na kazdu stenu potrebujeme 8 ks, tj. 6.8 =
= 48 ks, na kazdua »dieru« potrebujeme 4 ks, tj. 6.4 = 24 ks,
100 — (48 + 24) = 28, Samkovi ostalo 28 samolepiek.

Z6-1-3
Do krazkov vpiste &isla tak, aby zodpovedali uvedenym
poctovym vykonom. (Pozri obrazok 27.) (Ak nerozumiete za-

daniu, pozrite Glohu Z5-1-5.)
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Obr. 27

RieSenie (obr, 28)

@ +5'6

12,4

40,8

Obr. 28
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Priklad mozno riesit experimentélne, alebo rovnicou,

[(x +5,6):17 + 8,2].4 — 124 = «x
x =284

Z6-1-4

Nézov mesta sa pise piatimi pismenami. Ked kazdé pismeno
nahradime poradovym ¢islom abecedy (A = 1,B = 2,C = 3,
D =4, ...; nezabudnite na CH), dostaneme ¢isla, ktoré
maji tieto vlastnosti: Sucet vSetkych piatich Cisel sa rovna

1
72 256. Tretie &islo je vidsie ako vietky ostatné, a to od dru-

hého o 10, od prvého o 5, od $tvrtého o 2 a od piateho o 19.
Aky je ndzov mesta?

RieSenie. Ozna¢me 3. &islo x, potom

. islo je x — 5,
. &islo je x — 10,
. &islo je x — 2,
. islo je x — 19.

S, BN

Ich sucet je
x+(x—5)+(x—-10) + (x —2) + (x —19) = 5x — 36.

1
Pritom stcet vietkych piatich &isel ma byt Y z 256, ¢o je

64. Teda
5x — 36 = 64
5x = 100
x = 20.
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Tieto ¢isla su v poradi: 15, 10, 20, 18, 1. Priradime im
pismend NI TR A.

Z6-1-5

Karol ma telefénne &islo abed, Maridn m4 telefénne Cislo
mnopq. Tieto Cisla si zaujimavé tym, Ze spolu obsahuju
vsetky Cislice od 1 az po 9, kazdu &islicu prave jeden raz.
Pritom sG¢in tychto dvoch &isel je najvacsi mozny. Zistite,
aké telefénne &isla maja Karol a Maridn.

1. rieSenie. Hladdme také dve Cisla 4, B (3tvorciferné
a pitciferné), aby obsahovali kazdu cifru 1 aZz 9 prdve raz
a pritom ich sa¢in bol ¢o najvacsi. Aby to platilo, musia mat
¢isla A, B na prvom mieste cifru 9 a 8 a na druhom mieste
cifru 7 a 6. St dve mozZnosti: 4 =97_, B = 86__, alebo
A4 =96_,B =87_.S0in97_.86__ = 8342__ je vilsi ako
sucin 96__.87__ = 8352__. Nam vyhovuja teda ¢&isla 96__,
87 . Ako dalsie cifry pouZijeme najvidcSie zo zvy$nych,
teda 5 a 4. Porovniame suliny 965__.874_ = 843410__,
964__.875__ = 843500 _. Vyhodnej$i je druhy z nich.
Najvicsie zo zvy$nych &isel su 2 a 3. Cifry 2, 3 zapiSeme
na Stvrté miesto v Cislach 4, B. Porovnidme suiny
9643 __ .8752__ =84395536__,9642__.8753 __ =84396426__.
Vyhodnejsi je druhy. Poslednt cifru 1 mézme pridat jedné-
mu, alebo druhému ¢&islu. Porovndme saliny 96421.8753 =
= 843973013 a 9642.87531 = 843973902. Karol md te-
lefénne &islo 9642 a Marian 87531. (Ak ste ulohu riesili
len usudkom, mohli ste dojst k vysledku 97531.8642.
V ¢om bol vas Gsudok chybny ?)
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Pozndmka. Viimnite si eSte raz, ako sme nasli hladané
telefénne Cisla. Povedali sme, Ze musia zadinat &islicami 9
a 8 a Ze na druhych miestach stoja Cislice 7 a 6. Na trefom
mieste zlava su Cislice 5, 4 a tak dalej. Tieto vlastnosti sme
brali z ndzoru. Hibavejsi Citatel by si viak mal poloZit otiz-
ku, ¢i to tak naozaj musi byt. Uvedieme preto este jedno
rieSenie, kde na tuto otdzku odpovieme. RieSenie je urcené
hlavne star§im ziakom.

2. rieSenie. Aby sme nemuseli rozliSovat, ktoré ¢islo je
pitciferné a ktoré Stvorciferné, dlohu trochu pozmenime,
Budeme hladat dve pitciferné &isla, v ktorych sa kazdi
z Cislic 0, 1, 2, ..., 9 pouzije prave raz a ktorych slin je
¢o najvacsi, Cislica O musi byt na konci jedného z tychto
isel, Po pretiarknuti tejto nuly zrejme dostaneme z nidej-
nych pitcifernych Cisel hladané telefénne Cisla,

UkézZeme, Ze jedno z pitcifernych &isel zacina 9 a druhé 8.
Ak by totiz obidve c&islice 9, 8 patrili tomu istému ¢&islu,
dostali by sme mensi sti¢in. Odhadneme sucin 98 __.7__.

98__.7_ = 99 000.80 000 = 7 920 000 000 ¢))
Podobne odhadneme su¢in 9_ .8 __. Pritom st dve moz-
nosti, podla toho ¢&i je 7 v 1. &isle, alebo v druhom ¢isle.
Cislo, ktoré neobsahuje 7, musi mat na 2. mieste aspoii
¢islicu 3.

9_.8_ =97000.83 000 = 8 051 000 000
9_.8_=93000.87 000 = 8091 000 000
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Porovnanim s nerovnostou (1) vidime, Ze skuto¢ne je
9__.8_ >098_.7__.

Hladané ¢isla maju teda na prvych miestach Cislice 9, 8.
Podobne by sme mohli ukédzat, Ze na druhych miestach maja
Cislice 7, 6, na tretich miestach &islice 5, 4 atd. Ostdva doka-
zat, ze sucin 96 420.87 531 je zo vsetkych st¢inov najvacsi.
Viimnite si, Ze vietky dvojice Cisel s uvedenym rozmiest-
nenim ¢islic (napr. dvojica 96420, 87531, alebo 97531,
86420 apod.) maja rovnaky sucet, ktory je rovny

S = (90 000 + 80 000) + (7 000 + 6 000) + (500 + 400) +
+ (30 + 20) + (1 + 0).

Teraz pouzijeme tato matematicku vetu: Zo vsetkych
dvojic 4, B(A = B), pre ktoré plati 4 + B =S, ma
najvacsi sacin ta dvojica, pre ktord je rozdiel 4 — B naj-
mensi.

Takouto dvojicou je zrejme dvojica Cisel 4 = 96 420
a B = 87531. Uvedent vetu Iahko dokiZeme. Cisla 4, B,
pre ktoré plati 4 + B = S, mdZeme napisat v tvare

1
A=75+x=n+x

1
B=—2—S——x=n—x,

kd 1S

en=—=3,.
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Vypocitame ich sucin
A.B=(n+ x).(n — x) = n? — x2
Tento sudin je najvicsi, ked je x ¢o najmensie.

Z6-1-6

Urlte zloZenie, poradie a bodové hodnotenie prvych
troch dvoj¢lennych hliadok v brannych pretekoch podla
tychto udajov: JoZo ziskal o 10 bodov viac ako Dusan, Dusan
0 20 viac ako Peter. Rudo ziskal o 5 bodov menej ako druhy
¢len jeho hliadky. Emil stratil na kazdom stanovisti o 5 bodov
viac ako druhy c¢len jeho hliadky. Karol stratil na dvoch
stanovi§tiach po 5 bodov a na ostatnych piatich stanovistiach
po 10 bodov, zatial ¢o jeho partner ziskal na vSetkych stano-
vistiach plny po&et bodov. Uspeinejsi pretekdri z tychto
troch hliadok ziskali dovedna 380 bodov. Hliadka, ktord sa
umiestnila na druhom mieste, ziskala 220 bodov.

RieSenie. Oznalime poéty bodov, ktoré ziskali chlapci,
zatiatoénymi pismenami ich mien. Ciarkou ozna¢ime polet
bodov ziskanych druhym ¢lenom hliadky. Potom zo zadania:

J] =D+ 10
D=P +20
R=R —5

E=F —-75=E —-35
K=K —-25-510=K"—-60
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Dalej vieme, z2e R" + E' + K’ =P + D + ] =380 (lepsi
z dvojice).

P+D+]J=P+P+20+ P+ 30 =3P+ 50 =380
P =110

Teda Peter ziskal 110 bodov, Dusan 130, JoZzo 140. Najlepsi
bol Jozo, a teda bol v hliadke s Karolom, potom Karol
ziskal 140 — 60 = 80 bodov.

Dalej méZeme uvazovat:

a) Emilov partner je Dusan, potom Emil ziskal 130 — 35 =
= 95 bodov a Rudov partner je Peter, Rudo ziskal 110 — 5 =
= 105 bodov, alebo )

b) Emilov partner je Peter, Emil ziskal 110 — 35 = 75
bodov, Rudov partner je Dusan, Rudo ziskal 130 — 5 = 125
bodov.

Uloha mé dve rieSenia:

a) I. miesto Dusan, Emil ziskali 130 + 95 = 225 bodov.
II. miesto JoZo, Karol ziskali 140 + 80 = 220 bodov.
III. miesto Peter, Rudo ziskali 110 + 105 = 215 bodov.

b) I. miesto Dusan, Rudo ziskali 130 + 125 = 255 bodov.
II. miesto JoZo, Karol ziskali 140 + 80 = 220 bodov.

III. miesto Peter, Emil ziskali 110 + 75 = 185 bodov.

ULOHY II. KOLA
Z6-11-1

Nézov mesta sa pie §tyrmi pismenami. Ak sa kazdé pisme-
no nahradi poradovym ¢islom abecedy ABCD EF G H
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CHIJKLMNOPRSTUV XY Z (je CH,nieje Q),

ziskané 4 &isla budd mat tieto vlastnosti:

1. Prvé Cislo sa rovnd jednej osmine $tvrtého Cisla.

2. Tretie ¢islo je o 13 vidsie ako prvé, o 3 mensie ako druhé
a o 1 mensie ako $tvrté.

AKky je ndzov mesta ? (4 body)

RieSenie. Tretie Cislo oznalime x, prvé &islo je potom
x — 13, druhé &islo x + 3, Stvrté Cislo x + 1 a sacasne
prvé Cislo je osmina Stvrtého Cisla. Teda

1
x—l3=§(x+l)

x = 15.
Cisla v poradi sa 2, 18, 15, 16 a mesto im prislichajice
BRNO.

Z6-11-2

Dany je pravouhly trojuholnik s preponou dizky 8 cm
a odvesnou dizky 4 cm. Zistite, & sa zo Siestich takychto
neprekryvajtcich sa trojuholnikov d4 zloZit rovnobezZnik,
ktorého jeden vnuatorny uhol je 30°. Njjdite vSetky moz-
nosti. (5 bodov)

RieSenie. St tri moZnosti rovnobeznikov s danou vlast-
nostou (obr, 29a, b, c¢). Rovnobeznik mdzme sice dostat
aj inym priloZzenim trojuholnikov medzi »dvomi krajnymi,
ale vzdy vytvoria ten isty rovnobeznik - teda ich nebudeme
povazovat za rozne riesenia,
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Obr. 29a

Obr. 29¢

Z6-11-3

Dominové kocky moéZeme chépat ako zdpisy zlomkov.
Pritom jedna kocka méZe vyjadrovat dva zlomky, napr.
prvé z kociek na obrizku 30 vyjadruje, podla toho, ako ju po-

& @ €960 6 @ % ®
(] ® ? ®
N - ese o e ® @ @
Obr. 30
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1 2
stavime, zlomky AT Do kruzkov v obrazku 31 vpiste zna-

mienka »plus« alebo »minus¢ a na miesta prazdnych domin
umiestnite domind z obrédzku 30 tak, aby vysledok bol rovay 5.

(4 body)

OO0 =

Obr. 31

RieSenie. Jediné rieSenie, a7 na poradie slitancov, je
5 2 4 1
— + —— + —

e T3 T >

Z6-11-4

Myslim si $tvorciferné ¢&islo. Viem o niom povedat:

1. Jeho ciferny stGlet je stotina z (&isla, ktoré dostanem
zaokrhlenim mysleného &isla na stovky.

2. Jeho poslednd ¢&islica je o 1 vdcSia ako predposlednd
islica a sacet jeho poslednych dvoch ¢&islic sa rovnd jeho
druhej &islici.

AKké je to &islo ? (5 bodov)

RieSenie. Myslené &islo moéZeme pisat ako 1000a +
+ 1006 + 10c + d, kde a, b, ¢, d su celé nezdporné (isla
mensie ako 10, a 7= 0. Potom z podmienky 1 vyplyva
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a+b+c+d=10a + b, akc <5 (1)
alebo
a+b+c+d=10a + b + 1, ak ¢ = 5. )

Z (1) ur¢ime: 9a = ¢ + d, potom a = 1, pretoZze ak a = 2,
potom ¢ + d =18, z toho ¢ =d =9 ... odporuje pod-
mienkam tlohy, ak a > 2 ... podobne.

Teda a =1, potom ¢ +d =9 a z podmienok ulohy
¢ =4, d = 5. Druh4 &islica b je sGétom poslednych dvoch,
teda b = 9. Hladané &islo je 1945.

Z (2) nendjdeme také ¢, d, aby vyhovovali podmienkam
alohy.
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Kategorie Z5

ULOHY I. KOLA
Z5-1-1
N4jdite najmensie ¢islo s tymito vlastnostami:
a) Po deleni &islom 51 déva zvySok 33.
b) Po deleni ¢islom 54 déva zvySok 0.
Z5-1-2

Matematickd kriZovka (obr. 32). Do kazdého StvorCeka
vpiste jednu z &islic 0, 1, ..., 9. V riadkoch a stipcoch su
zapisané trojciferné Cisla.

1 2 3
a
b
c
Obr. 32
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VODOROVNE
V riadku:
a - polovica &isla ako v stipci 1, ale odzadu,
b - Cislo, ktoré pri deleni desiatimi ddva zvySok nula,
c - Cislo, ktoré je rozdielom najvi¢Siecho a najmensieho
trojciferného &isla.

BN e
ZVISLE

V stipci:

1 - ak by tu bolo zapisané Cislo o 400 vicsie, malo by vietky
Cislice rovnaké,

2 - tretia Cislica tohto ¢isla sa rovnd saétu prvych dvoch
Cislic,

3 - TAJNICKA.

Ak od &sla, ktoré zistite z TAJNICKY, odiitate 174, dosta-

nete, kolky ro¢nik matematickej olympiddy sa koni v tom-

to $kolskom roku.

Z5-1-3

V Case kradeze bolo v hoteli 96 Iudi. 61. z nich je mimo
podozrenia. Zo 47 zamestnancov, ktori vtedy boli v hoteli, je
23 mimo podozrenia. Kolko hosti nie je mimo podozrenia?

Z5-1-4
Dosadte za jednotlivé pismend J
Cislice tak, aby platil naznaleny J A
stet. Za rozne pismend dosadte roz- J AN
ne Cislice, za rovnaké pismend, rov- JANO
naké Cislice. 43 21
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Z5-1-5

V kruZzkoch na obrdzku 33a sa Cisla, ktoré zodpovedaja
vyznatenym poltovym vykonom (nmapr. 2 + 0,5 = 2,5;
2,5.7 =17,5). Aj do krazkov na obrizku 33b vpiste také
Cisla, aby zodpovedali uvedenym poétovym vykonom.

+4,5

Obr. 33a

Obr. 33b
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Z5-1-6

Z mesta A do mesta B je 36 km. Z mesia A vyrazili sa-
Casne cyklista rychlostou 12 km/h a osobné auto S 100.
Akou rychlostou isiel vodi¢ S 100, ak v meste B sa zdrzal
nakupmi 50 mintt a pri ceste spit stretol cyklistu v polovici
vzdialenosti medzi mestami A, B? (UvaZujte, Ze cyklista aj
auto i3li stédlou rychlostou.)

ULOHY II. KOLA
Z5-11-1

Myslim si ¢islo. Keby som ho vydelil &islom 72, dostal
by som zvySok 50. Keby som ho vydelil ¢islom 74, dostal
by som zvySok 0. Je to najmensie &islo z tych, ktoré maja
tieto vlastnosti. N4jdi ¢islo, na ktoré myslim. (5 bodov)

Z5-11-2

V triede je 35 Ziakov. Odoberaju ¢asopisy Kamarit a ABC.
ABC-é¢ko neodobera 20 Ziakov a Kamarita neodoberd 15
ziakov triedy. Aspoii jeden z tychto ¢asopisov odoberd 30 zia-
kov triedy. Kolko Ziakov triedy odober4 obidva &asopisy ?

(4 body)

Z5-11-3

Do krizkov v obrazku 34 napiste celé &isla tak, aby zod-
povedali uvedenym poétovym vykonom. (5 bodov)
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Obr. 35
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Z5-11-4

Na obrizku 35 vidite pit utvarov. Pokryte nimi $tvorec
s 5X5 StvorCekami (je na obrazku 36) tak, aby kazdy ttvar
pokryl jedint hviezdi¢ku. (4 body)

Obr. 36
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Kategorie Z4

ULOHY I. KOLA
Z4-1-1

Svitopluk dal kazdému zo svojich synov 4 palitky s dizka-
mi 6 dm, 5 dm, 8 dm, 4 dm a povedal im: »Kazdu zo Styroch
palitiek moéZete najviac raz prepilit. Urobte to tak, aby ste
pilenim ziskali paliky pozadovanych diZok:

1. Ty, najstar§i moj syn, prines pali¢ky s dizkami 2, 2, 3, 4,

4,4,5 dm.

2. Ty, stredny, prines palitky s dizkami 1, 2, 2, 3, 4, 5,

6 dm.

3. Ty, najmladsi, prines palitky s dizkami 1, 1, 1, 2, 3, 3,

4,4,4 dm.

Mohol kazdy syn splnit Glohu? Néjdite v3etky rie3enia.
Z4-1-2
Hanka a Misko sa hrali na obchod. Ich platidlami boli
gulotky a kocky. Dohodli sa, Ze gulé6¢ka bude mat hodnotu
3 K¢&s a kocka 5 K&. Ako mohla platit Hanka, ak si chcela
kapit
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a) knizku v hodnote 13 K¢s,
b) babiku v hodnote 49 K¢&s.
(Uvedte vzdy vSetky mozZnosti.)

Z4-1-3

Liliputani obdivovali velky kamenny tunel, ktory postavil
Guliver z kameiiov tvaru kvidra s rozmermi 1 m X 1 m X 2 m.
Cast tohto 500 m dlhého tunela so 3irkou 3 m a vykou 2 m
je vyznalend na obrdzku 37 (vy$ka a Sirka su vyznalené).

S S

2m

DNANAN

3m

Obr. 37

Guliver chce postavit novy, rovnako dlhy tunel, ale taky,
aby mal vy$ku 4 m a Sirku 6 m (hrubka stien ma zostat
nezmenend).

Kolko takych kvddrov s rozmermi 1m X 1m X 2m si
musi na stavbu prichystat ?
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Z4-1-4

Vypliite matematicka kriZovku (obr. 38):
1. riadok: &islo, ktoré po deleni 10 déva zvy3ok 3,
2. riadok: &islo, ktoré je nasobkom 3,
3. riadok: dvojndsobok 1. riadku.

Obr. 38

Stipec A: &islo, ktoré je nisobkom ¢&isla 229,

stipec B: najmensie trojciferné &islo, ktoré je delitelné 3
bezo zvysku,

stipec C: &islo, ktorého strednd &islica je su¢tom krajnych
¢islic v jeho zapise,

stipec D: potet trpaslikov, priatelov Snehulienky.

Z4-1-5

Utvorte najvicsie 7ciferné Cislo z &islic 0, 1, 3, 4, 5, 8, 9,
ktoré ma vsetky tieto vlastnosti:
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a) v Cisle je kazd4 z danych (islic préve raz;
b) &islo je mensie ako 8 000 000;
c) dslo nie je deliteIné desiatimi.

Z4-1-6

Na obrizku 39a je nakreslenych pit mnohouholnikov.
Poukladajte ich do 3katulky, ktorej dno je nakreslené na
-obr. 39b tak, aby bolo splnené:

Obr. 39a

a) kazdy z piatich mnohouholnikov zakryje préve jednu
hviezdicku,

b) mnohouholnikmi pokryjete celé dno 8katulky, okrem
vymalovaného $tvorceka.
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Obr. 39b

ULOHY II. KOLA

Z4-11-1

Vytvor z &islic 0, 2, 5, 7, 8, 9 najmensie mozné pirne
6ciferné ¢islo. Kazda z danych d&islic pouZi préve raz.
(5 bodov)

Z4-11-2

Samko mal 100 kusov samolepiek tvaru $tvorca o strane
3 cm. M4 derava kocku (zndzornent na obrézku 40), ktord je
zloZzen4 z 24 zhodnych kociek o hrane 3 cm.

Kolko samolepiek mu ostalo, ak nimi oblepil steny tejto
deravej kocky (aj znttra) ? (4 body)
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Obr. 40
Z4-11-3

Cokoldda stoji 10 kortin. Mami¢ka m4 v pokladnitke vela
jednokorunacok, dvojkorundcok a pitkorunilok. Povedala
Jankovi, Ze si moZe kipit tolko okoldd, kolkymi réznymi
sposobmi ich méZe vyplatit pomocou jednokorunacok, dvoj-
koruniok a pitkorunatok. (Nemusi vzdy pouzit vietky
druhy.) Kolko ¢okoldd si méze kapit Janko? Vypi§ vSetky
 moZnosti platenia. (Nie je ich viac ako 10.) (6 bodov)
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