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Predmluva

Mili mladi prdtelé,

ustfedni vybor matematické olympiddy uZ tradi¢né po
ukonéeni kazdého ro¢niku matematické olympiddy vydédva
roenku o pritbéhu soutéze. V ni se mizZe ¢tendf sezndmit
s organizaci soutéZze, se soutéZnimi tilohami vsech kol a s jejich
feSenimi. Od 35. ro¢niku (1985/86) se vyddvaji dvé rocenky.
Prvni je vénovdna matematické olympiddé na stfednich $ko-
lach, tedy kategoriim A, B, C a P, druhd je vénovdna matema-
tické olympiddé na zdkladnich $koldch, tedy vSem kategoriim Z.

V kategoriich A, B, C soutéZi Zici stfednich $kol od zacatku
soutéZe v roce 1951. Na zdkladni $koly se rozsifila matema-
tickd olympidda v roce 1953. V 35. ro¢niku vznikla kategorie P,
ve které mohou soutézit vSichni Zici stiednich i zdkladnich
Skol v programovini, Az do 33. ro¢niku (1983/84) soutézili
celostdtné zdci zdkladnich S$kol v jediné kategorii Z urcené
zékim 8. roc¢niki. Kategorie Z7 urlend pro zdky 7. roCnikt
Z8 byla celostitn& experimentilné zavedena ve $kolnim roce
1984/85, tj. ve 34. ro¢niku MO. Od $kolniho roku 1986/87
se tento experiment celostdtné rozgitil i do 6. ro¢niki ZS.

Nyni dostavdte do rukou ro¢enku matematické olympiddy
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na zdkladnich $koldch za Skolni rok 1988/89. Véfime, Ze tato
utld knizka bude pro vds dobrou pomtckou pro pfipravu
na MO v dalSich ro¢nicich soutéZe.

Co vam muZeme doporudit, jak ro¢enku vyuZivat ? Nejdiive
si pozorné prectéte zaddni uloh. Potom se snaZte sami tyto
ulohy fesit. AZ potom se podivejte na uvedené feSeni. (U za-
dani dloh jsou uvedeny stranky, kde najdete jejich feSeni.)
Budete-li se tim ridit, nepfipravite se o krdsny pocit, ktery
m4 kazdy, kdyZ se mu né&co podaii. Cim déle se budete s pii-
kladem trdpit, tim vét$i budete mit radost z jeho vyfeSeni.

Jestlize se vam podafi vyfeSit tlohy i jinym zplsobem,
moznd i jednodus$im, nez je feSeni otisténé v roence, miiZete
byt o to vice spokojenéjsi. Jestlize si myslite, Ze jste nasli
zvlast pékné feSeni, poradte se se svym ulitelem matematiky
a potom poslete takové feSeni UV MO.

Rocenku nemusite studovat najednou. Zaméite se zejména
na tlohy, které maji podobnou tematiku jako soutézni ulohy,
které pravé feSite. Pfitom se vam vyplati podivat se na tlohy
ijinych kategorii, zejména niz8ich, ale i vy$sich, neZ ve kterych
pravé soutézite. U nékterych uloh uvddime i vice zpisobil
feSeni. V nékterych pfipadech i takovd, kterd jsou vazdna
i na védomosti ¢i dovednosti z vyssich ro¢niki, zejména je-li
takové feSeni z jistého hlediska elegantnéjsi. Rozhodli jsme
se k tomu proto, abychom vdm ukdzali i jiné moZnosti feSeni,
ale zejména proto, abyste mohli tyto nové zplisoby feSeni
pouZit u novych uloh.

Prejeme vdm pfi feSeni dloh, ale i pfi studiu feSeni uloh
z nasi roCenky, na kterd jste sami nepfisli, mnoho uspéchi.
Povazovali bychom za Gspéch zejména to, kdybyste pfi feSeni
uloh této knizky zaZili aspofi jednou krasny pocit z tspéchu.
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Bude nds tésit, jestlize vim broZurka pomuZe pfi feSeni tloh
soutéznich kol, popfipadé i vyssich kategorii.

Bude-li se vdm naSe brozurka libit, maji na tom zdsluhu
i obé& lektorky RNDr. Libuse Hozovd a RNDr. Jitka Kucero-
vd, které svymi cennymi piipominkami piispély na mnoha
mistech ke zlepSeni a v&tsi srozumitelnosti textu. Autofi bro-
zurky jim proto vyslovuji touto cestou své podékovani,

V prosinci 1989 Milan Koman a Viadimir Repds



Zprava o pribéhu 38. ro¢niku (1988/89)
matematické olympiady na zidkladnich Skolach

1. Poradatelé

38. ro¢nik matematické olympiddy pofddalo ministerstvo
$kolstvi, mlideZe a t&lovychovy CSR a ministerstvo §kolstvi,
mlddezZe a télesné vychovy SSR ve spolupridci s Jednotou &esko-
slovenskych matematikti a fyziki (JCSMF), Jednotou slo-
venskych matematikt a fyzikd (JSMF), Matematickym
ustavem CSAV v Praze a Ustrednym domom pionierov
a mlddeZe v Bratislavé.

Soutéz fidil ustfedni vybor matematické olympiddy (UV
MO) prostiednictvim krajskych a okresnich vybortt mate-
matické olympiddy (KV MO a OV MO). Organizatné pomd-
haji soutéz zajiStovat krajské pedagogické ustavy, pobolky
JCSMF a JSMF a mnoho dobrovolnych pracovniki, zejména
utitelu ZS.

Cleny UV MO jmenovalo na tfileté obdobi ministerstvo
Skolstvi, mlddeZe a t&lovychovy CSR a ministerstvo $kolstvi,
mlddeZe a t€lesné vychovy SSR, ¢leny KV MO a OV MO
prislu$né odbory Skolstvi KNV a ONV. V pribéhu 38. ro¢-
niku MO byl pfedsedou UV MO RNDr. Franti$ek Zitek,
CSc., z MU CSAV, ktery vsak 18. listopadu 1988 néhle
zemiel. Po jeho odchodu #idil &innost UV MO dosavadni
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jednatel doc. RNDr. Leo Bocek, CSc., z MFF UK Praha.
Mistopfedsedy byli prof. RNDr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
&len korespondent CSAV, z MU CSAV Praha, doc. RNDr.
Branislav Rovan, CSc.,z MFF UK Bratislava a doc, RNDr.
Milan Koman, CSc., z MU CSAV Praha. Jednateli UV MO
byli doc. RNDr. Leo Boéek, CSc., z MFF UK Praha a RNDr.
Karel Horsk, CSc., z MU CSAV Praha.

Komisi pro kategorii Z v UV MO vedli doc. RNDr. Milan
Koman, CSc., z MU CSAV Praha a RNDr. Vladimir Repds
z EF SVST Bratislava.

2. Soutéini kategorie

Z4ci zdkladnich $kol celostdtn& soutézili ve tfech kategori-
ich Z. Kategorie Z8 byla uréena Zdkim 8. ro¢niku, kategorie Z7
zékdm 7. ro¢nikt a kategorie Z6 Zdkim 6. ro¢nika zdkladnich
Skol. Se souhlasem svého uclitele mohli vSak nadani Zdci
soutézit ve vys$$i kategorii, dokonce ti nejlepsi i v nékteré
z kategorii A, B, C nebo P, které jsou uréeny Zéktiim stfed-
nich §kol.

Ve Slovenské republice probihala matematickd olympidda
i pro mladsi Zdky. Pro zdky 5. ro¢nikil to byla kategorie Z5
a pro zaky 4. ro¢nika kategorie Z4. Ob& soutéZe v téchto
kategoriich maji na Slovensku jiz delsi tradici. Kategorie Z5
vznikla ve Skolnim roce 1980/81 a kategorie Z4 ve Skolnim
roce 1983/84.

V Ceské republice organizuje matematickou olympiddu
v kategoriich Z4 a Z5 jiz n&kolik let samostatné Zapadocesky
kraj. Dalsi podrobnosti o téchto soutézich v Zipadoleském
kraji jsou uvedeny v ptriloze na str. 152.



Souté%e matematické olympiddy pro mlad$i Zziky ZS
(4. az 7. rot.) vznikly z podnétu slovenské komise MO
Jednoty slovenskych matematikii a fyzikh v roce 1980,
kterou v té dobé vedl prof. RNDr. Jozef Moravéik, DrSc.,
z VSDS Zilina.

3. Pribéh soutéze

V kategorii Z8 souté€zili Zdci ve tfech kolech, v kategoriich
Z7 a Z6 a na Slovensku téz v kategorii Z5 soutézili Zici
ve dvou kolech. V kategorii Z4 soutéZzili slovensti Zdci v jed-
nom kole, které vSak mélo dveé ¢dsti: domdci a Skolni. Nékteré
odliSnosti soutéZe v kategoriich Z5 a Z4 v Zdpadoleském
kraji jsou uvedeny v priloze, str. 152.

V I. kole, které se organizovalo na $koldch, bylo zaddno pro
kazdou kategorii 6 soutéZnich tloh. Ulohy fesili Zici doma
a na jejich feSeni méli dostatek Casu, v kategorii Z8 napf.
4 mésice, v ostatnich kategoriich jesté vice. Ulohy Zikaim
opravili jejich ucitelé a ohodnotili je podle stupnice: 1 — vy-
borné, 2 — dobfe, 3 — nevyhovuje.

SoutéZici, ktefi méli asponi 4 feSeni uloh ohodnocena vybor-
né nebo dobfe, se stali Gspé$nymi feSiteli 1. kola.

Uspé&ni fesitelé v kategorii Z4 postoupili do celo$kolniho
kola. Na rozdil od prvni &sti soutéze fesili Zici v tomto kole
ulohy ve $kole. Byly jim zaddny 3 tlohy, na jejichz reSeni
méli vymezen Cas v délce 60 minut. V nasi roence najdete
tyto tlohy pod oznacenim Z4 — II — 1, 2, 3. Soutéz se usku-
te¢nila 15. 2. 1989. Ulohy byly podle stanoveného Klice
bodovédny a Zdk, ktery ziskal asponl polovinu moZnych bodd,
se stal uspé$nym feSitelem celoskolniho kola.
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Z usp&nych resiteld I. kola kategorii Z6 az Z8, na Slovensku
téz kategorie Z5, vybraly OV MO nejlepsi fesitele a pozvaly
je do II. kola soutéze. To se uskute¢nilo zpravidla v okresnim
meésté, pro kategorii Z8 1. tnora 1989 a pro kategorie Z5
az Z7 19. dubna 1989.

Pozvani Zdci kategorie Z8 feSili samostatné v prabéhu
4 hodin 4 soutézni ulohy. Pozvani Zdci kategorii Z5 az Z7
fesili samostatné 3 tulohy v prubéhu 2 hodin. V kategoriich
Z5 az Z7 se tak pocet soutéznich uloh oproti pfedchdzejicim
ro¢nikim MO snizil ze Ctyf na tii.

Ve vsech Ctyfech kategoriich pro Zaky 5. aZ 8. roc¢nikt
se ulohy v II. kole obodovaly a podle souctu ziskanych boda
se sestavilo pofadi ucastnikii II. kola. Ulastnici, ktefi ziskali
aspori polovinu z celkového poctu dosazitelnych bodu,
se stali GspeSnymi feSiteli II. kola. Nejlepsi z nich se stali
vitézi II. kola.

Pro kategorii Z8 se ukutecnilo je$té 10. dubna 1989 v kraj-
skych méstech III. kolo. Pravidla soutéZe byla stejnd jako
pro II. kolo. Vitézové III. kola, ktefi se umistili na 1. az 10.
misté v kazdém kraji, jsou uvedeni na str. 17 az 23.

K vysledkim II. a III. kola se pfihliZelo pfi pfijimacim
fizeni na stfedni Skoly.

SoutéZni ulohy I. kola byly spolu s pokyny pro soutézici
uvefejnény v Ceském a slovenském letdku MO doddvaném
pfimo na Skoly. Kromé toho uvefejnily znéni uloh Casopisy
Matematika a fyzika ve §kole, Rozhledy matematicko-fyzikélni
a Sedmi&ka pionyra. Ulohy ostatnich sout&Znich kol byly tajné
a byly zasildny organizatorim v zapeceténych obdlkdch tésné
pred soutézi.
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4. Priprava soutésnich iloh

SoutéZni tlohy 38. ro¢niku vSech kategorii pfipravovala
14¢lennd pracovni skupina. Bylo v ni 9 ¢lenti ze SSR a 5 ¢lenti
z CSR. Slovenskou &dst tvofili ¢lenové subkomise pro ZS
pti slovenské komisi MO, kterou vede doc. RNDr. Tomas
Hecht, CSc., z MFF UK Bratislava. Byli to RNDr. Vladimir
Repa$ z EF SVST Bratislava (pfedseda subkomise), RNDr.
Anna PribiSovd, SZS Bratislava, RNDr. Vladimir Burjan,
gymnézium Bratislava, dr. Pavol Cernek, CSc., StF SVST
Bratislava, Jozef Gallo, ZS Nové Zimky, dr. Gabriela
Monoszovd, PF Banskd Bystrica, Dagmar Vongrejovd, ZS
Zilina, RNDr. Juraj Vantuch, CSc., UEP SAV Bratislava,
Miroslav Zdkovi¢, ZS Nové Mesto nad Véhom. Ceskou &ast
tvorili: RNDr. Milan Koman, CSc., MU CSAV Praha,
RNDr. Vladimir Dfizal, PF Praha, dr. Marta Volfovd, CSc.,
PF Hradec Krdlové, dr. Jifi Héjek, PF Brno, Marie Tichd
CSc., MU CSAV Praha.

Autory soutéznich uloh jsou vSak nejen Clenové uvedené
pracovni skupiny, ale i dalsi pracovnici. Do soutéZe se kazdo-
ro¢né zafazuji i tlohy zasilané do konkursu na soutézni tGlohy,
ktery vyhlasuje UV MO. V tomto ro¢niku to byly tlohy dr.
Josefa Trejbala z Chlumce nad Cidlinou a dr. Kvéty Sovikové
z Prahy.

Vsechny vybrané ulohy nakonec schvaluje pfedsednictvo
UV MO.

5. Akce na pomoc organizdtorim soutée a soutéZicim

Na pomoc referentim MO byly jako kazdy rok vypracoviny
komentdre k soutéznim tlohdm a pokyny pro jejich hodnoceni.

12



Ve vSech krajich probé&hly také instruktdZe urené uclitelim
matematiky a referentim MO.

Pro uspé$né resitele MO, fesitele korespondenénich semi-
ndfd, feitele pythagoridd, ale i pro jiné talentované Zéky po-
fddali rtizni organizdtofi na mnoha mistech republiky zimni
a letni Skoly, soustfedéni a tdbory mladych matematika.
Mnoho Zdkid od &tvrtych az do osmych tfid zdkladnich Skol
mélo pfileZitost zudastnit se korespondencnich semindit
organizovanych jednotlivymi okresy nebo kraji. Jejich vzorem
byly Casto dva slovenské korespondenéni semindfe zndmé
pod ndzvy PIKOMAT a KOMINAR. Prvni z nich je uréen
Zz4ktim 7. a 8. ro¢nikil, druhy zdkiim 4., 5 a 6. ro¢nikd.

Z krajskych vybora MO byly tGstfednimu vyboru MO
ohl4eny tyto akce pro zaky zékladnich $kol:

Praha: V 3esti obvodech prob&hly piipravné seminife
pro zéky 8. ro¢niki, Byla uspofddina dvé soustiedéni, letni
Skola matematiky a matematickd $kola v pfirodé. Pro ziky
6. tfid s roz$ifenym vyulovdnim matematiky a pfirodovéd-
nych pfedméta byla uspofdddna tymova soutéz, které se
zudastnilo 26 druzstev z Prahy a StfedoCeského kraje, Byly
organizoviny i dal$i matematické soutéze s mensi narocnosti,
a to: pythagoridda a pro 4. ro¢niky soutéz Ukaz, co umis,

Stiedoclesky kraj: Pro vitéze III. kola kategorie Z8 bylo
zorganizovano krajské soustiedéni.

Jihodesky kraj: Byla organizovéna letni §kola MO kate-
gorie Z, krajsky koresponden¢ni seminar Pikomat a krajska
pythagoridda pro Zéky 5. a 6. ro¢niktt ZS. Ve spolupraci
s kabinety matematiky OPS byly uspofddény 4 letni picnyr-
ské tébory se zaméfenim na matematiku a letni $kola mate-
matiky ve spolupraci s KV MO,
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Zapadocesky kraj: Pro 25 nejlepsich fesitela MO bylo
uspordd4no tydenni soustiedéni. Jako v jediném kraji v CSSR
bylo uspoiddéno samostatné III. kolo MO v kategoriich
Z5 az Z7. V kategorii Z4 bylo uspofadano I. a II. kolo MO.

Severotesky kraj: Pro fesitele kategorie Z8 bylo uspo-
fdd4no nékolik semindfu a tydenni letni $kola, Pro Zzaky
4. a 5. ro¢niku byla poradéna krajska soutéz MO v kategoriich
Z4 a 75,

Vychodocesky kraj: V kraji organizovali koresponden¢ni
seminaf a k nému dvé tydenni soustiedéni., Déle organizovali
koresponden¢ni seminaf se dvéma soustiedénimi. O prazdni-
nich byl uspofddin tibor mladych pythagorejct a dalsi
tdbor mladych matematika v Polsku.

Jihomoravsky kraj: Byl zorganizovan zimni matematicky
tabor pro zdky 7. ro¢niku,

Severomoravsky kraj: Zorganizovino krajské soustie-
déni fesitela MO a FO, Byly uspoiddany dva korespondenc¢ni
seminare, jeden pro Zziky 4. ro¢nikia a druhy pro Zaky 6. az 8.
ro¢nikt, V Opavé uspofddali uz 23, ro¢nik Klubu mladych
matematikl, jeho souldsti byla i tymova soutéz pro Zzaky
6. ro¢niki Dejte hlavy dohromady.

Bratislava: Jako v pfedeslych letech byly usporadany
dva koresponden¢ni seminafe: Pikomat pro kategorii Z7 a Z8
a Komindr pro kategorie Z4 az Z6. Komindr byl organizovan
pro zaky z celého Slovenska, Pikomatu se zucastnilo 150
fesiteld, pro nejlepsi z nich bylo pfipraveno tydenni soustie-
déni. Pro fesitele MO v kategorii Z8 bylo usporddano v cervnu
tydenni soustfedéni, kterého se zulastnilo 30 ulastniku,

Zipadoslovensky kraj: Pro nejlepsi ucastniky III. kola
kategorie Z8 bylo uspoidddno pétidenni soustiedéni.
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St¥edoslovensky kraj: Pro ulastniky okresniho kola
se konaly instruktize a pro ucastniky III. kola Z8 se usku-
te¢nilo krajské soustfedéni. Pod vedenim dr. B. Sivdka, CSc.,
se konaly okresni a krajské koresponden¢ni seminafe z mate-
matiky a programovini, V kraji se uskute¢nily tii okresni
tabory mladych matematiku a krajské soustiedéni korespon-
den¢niho seminéfe,

Vychodoslovensky kraj: Krajsky vybor MO pfipravil
pro nejvyssi roéniky ZS korespondenéni seminaf a pro nej-
lepsi Gcastniky zimni a letni soustfedéni.

O nékterych z uvedenych akci 1ze najit podrobnéjsi infor-
mace v priloze, Autofi dékuji v§em, ktefi se na zpracovani
prilohy podileli. Za poskytnuti dloh z krajskych korespon-
dent¢nich semindftt nebo jinych akci a za laskavé svoleni
k otiSténi vybranych uloh dékuji autofi témto spolupracov-
nikam: dr. J. Zhoufovi z Prahy, dr. Sokolovi z Ceskych
Budéjovic, dr. M. Volfové, CSc., z Hradce Kralové, dr. Z, Ba-
chelové z Frydku-Mistku, dr. P, Cernekovi, CSc., z Bratislavy,
dr. L. Hozové z Opavy, dr. M. Ausbergerové z Plzné a J. Trej-
balovi z Chlumce n. Cidlinou,

6. Strutné zhodnoceni soutése

38. ro¢nik matematické olympiddy na zdkladnich $koldch
probéhl bez vétsich problému. Krajské vybory MO hodnotily
soutéZni ulohy jako primérné niroéné. Uspésnost v jednotli-
vych kolech byla o néco vy$si neZ v minulém ro¢niku. Ustiedni
vybor MO nedostal k jednotlivym tlohdm Zddné pfipominky.
Kladné byla hodnocena ndvaznost uloh na predchdzejici
kola. Uplynuly ro¢nik miZeme proto povazovat za UspéSny

15



nejen ve vybéru tloh, ale i v tispé$nosti jejich feSeni soutéZi-
cimi.

6. Konkurs na soutézni ilohy MO

Jiz v roce 1966 vyhlisily JCSMF a JSMF konkurs na sou-
téZni ulohy pro MO. Navrhy uloh miiZze podat kazdy obcan
CSFR. Névrhy tloh spolu s feSenimi ve dvou vyhotovenich
miize kazdy poslat na adresu UV MO, Zitnd 25, Praha 1,
PSC 115 67. Ustfedni vybor MO md privo piijaté tlohy
upravit a autor md povinnost je utajit. Kazdd prijatd tloha
je bez ohledu na kategorii honorovdna ¢dstkou Ké&s 50.

Ustiedni vybor MO
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Uspé&sni Fesitelé 111 kola kategorie Z8

vvvvvv

Siteldr a adresy jejich zdkladnich $kol. Pokud se na 10. misté
umistilo vice fesiteld, uvidime viechny. Udaj (7) znamend,
Ze soutézici byl Zdkem 7. ro¢niku. Ostatni soutéZici jsou

z 8. roCniku.

Praha

1. — 4. Vit Novdk
Tomds Petrdan
Ludmila Palounkovd
Jiri Vanicek

5. Petr Pus

6. — 9. Jirfi Hamika
Viclav Hrabdk
Petr Kren

Tomds Milsimer
10. — 16. Markéta Piikrylovd
Jan Tichy
Tomas Solar
Vit Soupal
Jiri Vesely

Praha 4, Na planiné
Praha 4, Hordckova
Praha 4, Kvasnicova
Praha 8, Rudé armady
Praha 2, Kladska
Praha 1, Uhelny trh
Praha 3, Chel¢ického
Praha 4, Zirubova
Praha 5, Korenského
Praha 1, Uhelny trh
Praha 1, Uhelny trh
Praha 1, Uhelny trh
Praha 1, Uhelny trh

Praha 3, Capajevovo ndm.



Marek Havrdnek
Jan Frysédk

Praha 4, Hordckova
Praha 8, Ustavni IT

Sti¥edocesky kraj

1. —17.

8. — 11. Petr Vrzdk Hotovice, 2. ZS
Radan Hanzl Kolin, 7. Z§
Helena Nesporovd Mélnik, 3. ZS
Martin Smrg Celakovice, 1. ZS
Jihodesky kraj
1. Pavla Kozdkovd Milevsko, 2. ZS
2. — 4.  Milos Beran Humpolec, Z8 Hialkova
Marek Jaros Milevsko, 1. ZS
Marko Solmosi Tabor, 5. ZS
5. —9. Zdenék Vandrovec Strakonice, ZS Dukelskd

Robert Pesta
Radek Duchoslav
Perr Prochdzka
Martin Fér

Fan Sndsel
Martin Mastny

Jana Holzlovd
Pavel Jurus

Kladno, 10. ZS
Mélnik, Fucikova
Neratovice, 3. ZS
Lysd nad Labem
Mnisek pod Brdy
Revnice

Z8 Velesin
Z8 Volary

Oleg Hanzal

Libor Stdfl
10. — 11. Jan Medek

Martin Mora

Datice, ZS Bozeny Némcové
Humpolec, Z8§ Hilkova
Vimperk, 2. ZS

Kaplice, Z§ Fantova

Zapadocesky kraj

1. — 5. ¥ifi Cerny Plzet, ZS Na Dlouhych

18



Jitka Drabkovad
Ales Janka
Jindfich Kiiourek

Lenka Syrovdtkovd

Helena Nyklovd
Petr Pisek (7)
Véra Kubistovd
Petra Medovd
10. — 12. Vlastimil Bldha
Fi¥i Skoda
Ladislav Némec

Severodesky kraj

1. — 7.  Michal Nesvara
Rostislav Suma
Martin Kaler
Tomds Marek
Ji¥i Lahvicka
Karel John
Tomas Pdcl

8. Sylva Rydvalovd

9. Daniela Pechovd

10. — 12. Michal Gust
Lukds Fogl
Radek Bim

Vychododesky kraj

1. Rudolf Cejka

2. — 4.  Pavel Cermdk

Eva Petrasovd

Zbiroh

Plzesi, ZS Sokolovskd
Plzeni, Z§ Sokolovskd
Cheb, 3. Z8

Karlovy Vary, ZS Tuhnice
Cheb, 3. Z§

Karlovy Vary, Z8 Tuhnice
Plzeii, ZS Na Dlouhych
Z8 Tepld

Z8 Tepld

Sokolov, 8. ZS

Litomé&fice, 6. ZS

Usti nad Labem, 12. ZS
Jablonec, 6. ZS
Liberec, 7. Z8

Liberec, 5. ZS

Liberec, 6. ZS

Ceska Lipa, Sovova
Teplice, Buzuluckd
Usti nad Labem, 12. ZS
Most, 10. ZS

Jablonec, 5. ZS
Liberec, 5. ZS

Svitavy, ndm. Miru
Novd Paka, Komenského
Poli¢ka, ndbrezi J. Fucika
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5. —10.

Petr Vdgnzr
Michal Docekal
Jan Fezek

Petr Kmet
Robert Sedivec
Fan Zeithaml
Tomds§ Zusédk

Jihomoravsky kraj

1. —2.
3.

4. — 8
9. — 13.

Martin Ander
David Kruml
Markéta Kylouskovd
Martin Dostdl
Pavel Kasal
Radek Matousek
Petr Matula
Marek Smrs
Marek Beran
Ondrej Klima
Petr Spatka
Marie Tesaiovd
Marek Zemdnek

Severomoravsky kraj

1. — 8.
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Perr Masopust (7)
Radim Wystyrk (7)
Ondrej Hefman
Zbynék Vik
Radovan Peka¥
Fi¥i Stolba

Upice, Liny
Pardubice, Hakenova
Moravskd Ttebovd
Hefmantuv Mé&stec
Nadchod, Komenského
Chrudim, Husova
Police n. Metuji

Vyskov, Purkyiiova
Tiebi¢, Komenského
Brno, Lastavkova
Brno, ndm. 28. fijna
Brno, Hakenova
Trtebi¢, Komenského
Ostrovacice

Tiebi¢, Komenského
Zlin, Mikoldse Alse
Blansko, Erbenova
Brno, Kiidlovickd
Lysice

Boskovice, ndm. 9.

Frydek-Mistek, R.
Frydek-Mistek, R.
Frydek-Mistek, R.
Frydek-Mistek, R.

kvétna

armady
armddy
armddy
armady

Studénka, Sjednoceni

Haviftov, 1. mdje



Antonin Sedlicek
Miloslav Simek

9. — 10. Petra Bdlkovd
Viadimir Marek

Bratislava

1. — 5.  Kamil Budinsky
Andrea Jurdakovd
Viadimir Krno
Milos Volauf
Martin Niepel

6. Andrej Skoviera

7. — 20. Pavol Marton

Martin Berek
Viliam Bur
Ladislav Jombik
Branislav Stépdnek
Boris Bartl
Michal Kovdr (6)
Radoslav Volny
Michal Holly
Marcel Mojzes
Daniel Stefankovié
Richard Kovdé
Daniel Pastor
Marek Maéuha

Zapadoslovensky kraj

1.
2. —8.

Frantisek Gabris (7)
Martin Plavec

Olomouc, 8. kvétna
Novy Malin
Klimovice
Kopfivnice, ndmésti

Bratislava, KoSickd
Bratislava, Kos$ickd
Bratislava, KoS$ickd
Bratislava, KoSickd
Bratislava, Ho Ci Minova
Bratislava, Batkova
Bratislava, Jesenského
Bratislava, Palackého
Bratislava, Medzilaboreckd
Bratislava, Kosickd
Bratislava, Kosickd
Bratislava, Neviddzova
Bratislava, gymn. C. armdady
Bratislava, Nejedlého
Bratislava, Nejedlého
Bratislava, Batkova
Bratislava, Lumumbova
Bratislava, Budonného
Bratislava, Budonného
Bratislava, Ho Ci Minova

Hlohovec, Leninova
Komairno, Slobody
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Martin Vagasky (7) Trencin, Pionierskd

Zuzana Ralikovd Nitra, Topolova
Gabriel Rdcz Dunajskd Str., Komenského
Viadimir Rumanovsky Nitra, NdbreZie mladeZe
Darina Kozovd Bratislava-vidiek, Dunajska
Luznd

Rasto Graus Nitra, NdbreZie mlddeze

9. — 15. Michaela D3upinkovd Trencin, Pionierskd
Metod Spalek Galanta, Futikova
Marek Mészaros Nitra, Febr. vitazstva
Michal Santai Sala, Pionierska
Peter Cyéii Nové Zamky, Velké Lovce
Eva TomdSovd Nové Mesto n. V., kpt. N4l.
Peter Maco Partizdnske, SNP

Stiedoslovensky kraj

1. — 2. Peter Duda Banskd Bystrica, Radvan
Tvan Muska Banskd Bystrica, Radvan
3. — 4. FranuSek Mala Dolny Kubin, Nemocni¢na

Martina Celestiakovd Martin, Tomésikova
5. — 6. Miriam Copikovd Kremnica, 1. ZS
Zuzana Jurédkovd Lokca, okr. Dolny Kubin

Vychodoslovensky kraj

1. — 2. Peter Gulvd§ Kosice, Dneperskd
Peter Katusédk Kosice, Tomadsikova

3. Fdn Soltis Poprad, Svit, Mieru

4. — 6. Ondrej Azor Kosice, Marxova
Juraj Macko Kosice, Poziarnickd

Barbora Novdkovd Stard Luboviia, Svajlovskd
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9. —13.

Marek Iléin
Viadimir Vajda
Peter Chyméak
Roman Klein
Marek Knapcik
Martin Ondds§

Reviica, Hviezdoslavova
Vranov nad Toplou

Kosice, Maurerova
Krompachy, Maurerova
Presov-Solivar, gen. Petrova
Kosice, L. Novomeského
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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA

(Reseni tloh na str, 37 az 50)

Z8-1-1

Je ddn trojihelnik ABC. Body Ri, Rz, které déli stranu BC
na tfetiny, vedte rovnobézky se stranou AC. Jejich praseciky
se stranou AB oznalte postupné Si, S» a sestrojte usecky
Si1C a S;C. Timto zpusobem rozdélite trojihelnik ABC
na 6 &asti. Urcete jejich obsahy, jestliZe vite, Ze obsah troj-
thelniku ABC je 18 cm?2.

Z8-1-2

V kleci tvaru krychle ABCDEFGH s délkou strany 48 cm
jsou umistény dv€ dfevéné pricky BG a KE (K je stied
hrany HD). Z jedné z nich vzlétl kandrek a preletél nejkratsi
cestou na druhou, z ni se vrdtil zase nejkratsi cestou na prvni
a z ni opét na druhou atd.
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Popiste, jak sestrojite bod X3, do kterého se dostal ka-
ndrek z vychoziho bodu X po tfetim preletu.

Najdéte na tseéce BG takovy bod X, ze kterého musi
kandrek vzlétnout, aby se do n€ho po nékolika preletech zase
vratil.

Uicete vzddlenost bodu X od pfimky CG.

Z8-1-3

Je dédn ostrouhly trojihelnik ABC (4B > BC). Na strané
AB je vyznalen bod X, pro ktery plati AX ~ CX. Dokazte,
Ze stfed O kruZznice vepsané trojuhelniku XCB leZi na pfim-
ce p, kterd je rovnobéznd se stranou AC a prochdzi bodem X.

Z8-1-4

Pythagorejsky trojuhelnik je pravouhly trojuhelnik s celo-
¢iselnymi délkami stran. UkaZte, Ze kazdy pythagorejsky
trojihelnik md obsah délitelny &islem 3.

Z8-1-5

Na $achovnici na poli al (obr. 1) stoji hraci kostka. Piekld-
pénim pievedte kostku na pole h8. MuzZete ménit drdhy
putujici kostky tak, aby se na poli h8 vystfidaly vSechny jeji
stény (tj. vSechny pocty ok)? Udejte pro kazdou moZnost
pfislu$nou drihu kostky.
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Z8-1-6

Jsou ddny dva body A4, B. Sestrojte pravidelny osmidhelnik,
ktery md v bodech A, B stifedy nékterych dvou stran. Vy-
Setite vSechny mozZnosti.

Dvé poznamky k tloham I. kola:

Pozndmka 1. Pii feSeni Glohy Z8-1-2 je mozno pouzit nasledu-
jici vétu 1, kterd byla v soutéznim letdku téZ uvedena,

Véta 1. Necht je din pravy ihel, jehog jedno rameno je
rovnobdiné s rovinou podstavy krychle a druhé k ni neni kolmé.
Potom pri pohledu smérem kolmym k podstavé vidime tento
pravy tihel jako pravy uhel. JestliZe jsou obé ramena tohoto
whlu riznobéind s rovinou podstavy, pak to neplati.

Vétu 1 zde nebudeme dokazovat, ale ovéfime ji na dvou
prikladech:



a) Necht je ddna krychle ABCDEFGH (obr. 2a). Za jedno
rameno pravého uhlu zvolme polopfimku EH. Pak druhé
rameno musi leZet v roviné boc¢ni stény ABFE. Pii pohledu
shora splyne tento pravy thel s thlem BAD (nebo s tihlem
vedlej$im k dhlu BAD), ktery je pravy.

b) Necht je dén &tyfboky hranol ABCDEFGH (obr. 2b),
pro ktery plati

|AB| = |2, |BC| = |CG| = 1.

\T
Y AN

Obr. 2a

Potom jeho uhlopfi¢ny fez ABGH je (tverec, takZe jeho
uhlopricky AG a BH jsou navzajem kolmé. Pfi pohledu
shora splynou tyto uhlopficky s thlopfickami AC a BD,
které ziejmé& nejsou kolmé. Pfi tomto pohledu vidime pravy
thel ASB jako tupy uhel a pravy thel BSG jako ostry uhel.

Pozndmka 2. Pti feSeni tlohy Z8-1-4 je moZné — i kdyz ne
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nutné — pouzit nasledujici véty 2 a 3, které byly rovnéz v sou-
téznim letdku uvedeny,

Véta 2. Zvolime-lIi dvé pfirozend &sla k,1 (k > 1) a vypo-
Citdme Cisla

(R) a =2k, b=k —P c=k+D

pak a, b, c jsou délky stran pravouhlého trojuhelniku. Také
jejich prirozené ndsobky anm, bn, cn (pro libovolné prirozené
&slo n) jsou délky stran pravotihlého trojihelniku.

Véta 3. Jestlize md pravouhly trojihelnik celoliselné délky
stran, mitgeme je vypocitatr podle véry 2. (MiiZeme najit p¥iro-
zend Cisla k, | tak, %e &sla a, b, ¢ dand rovnicemi (R) nebo
jejich ndsobky an, bn, cn jsou délky stran daného trojuhelniku.)

Vétu 2 sami snadno dokdZete. Dikaz véty 3 uvedeme aZz
po feSeni tlohy Z8 - I - 4 na str. 44. Zde uvedeme dvé ukdzky
vypoctu Cisel &, 1.

a) Trojihelnik o strandch 8 cm, 15 cm, 17 cm je pravouhly,
nebot

82 + 152 =172,

Pokusime se najit ¢isla &, / tak, aby
8 =2kl, 15=Fk—12, 17 =F2+ %

Seltenim druhé a tfeti rovnice dostaneme 242 — 32. Odtud
vypolitdime 2 = 4, [ = 1.
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b) Také trojihelnik o strandch 5 cm, 12 cm a 13 cm je
pravouhly, nebot

52 + 122 = 132,
Snadno vsak zjistite, Ze soustava
5 =2k, 12=Fk2—12 13 =Fk2 + I
nemd celodiselné feSeni. Zato md celoliselné feSeni soustava
5=~k —12, 12 =2kl, 13 =Fk% + 2

Najdéte sami toto feSeni.



ULOHY II. KOLA

(Reseni tGloh na str, 51 az 57)

Z8-11-1

V Kkleci tvaru krychle ABCDEFGH o strané a = 30 cm
sedi 2 kandrci, modry uprostied stény ADHE, zeleny upro-
stied stény DCGH. V bod¢ K na hrané AB ve vzdilenosti
2 = 10 cm od B je krmitko. Ktery kandrek md k nému bliZe
a o kolik centimetrt1 ?

Z8-11-2
V obdélniku ABCD jsou E, F po fadé stfedy stran 4B, CD.
Obdélnik je rozdélen tseCkami AF, CE, BD na 6 4sti, z nichZ
dvé nejmens$i maji stejny obsah 24 cm?. Vypocltéte obsah
celého obdélniku.

Z8-11-3

Vypoctéte délky stran vSech pythagorejskych trojihelnikd,
jejichZ jedna odvésna je dlouhd 12 cm.
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Z8-11-4

Na stole jsou 3 hromady stejnych minci. Z prvni z nich
pfemistime na zbylé dvé tolik minci, aby se v kazdé z nich
pocet minci zdvojndsobil. Pak udélime totéZ s druhou a na-
konec s tieti hromadou. Zistanou 3 hromady se stejnym poc-
tem minci. Minci je dohromady vic nez 150, ale méné nez
190. Kolik bylo ptivodné na hromaddch minci?
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ULOHY III. KOLA

(Reseni uloh na str. 58 aZ 64)

Z8-11-1

V kleci tvaru krychle 4BCDEFGH jsou dvé ty¢ky CF
a AH a krmitko ve stfedu K hrany AB délky 40 cm. Bily
kandrek letél z K nejkrat§i cestou na ty¢ku AH, odtud nej-
kratsi cestou na ty¢ku CF a zpét do bodu K. Zeleny kandrek
letél obrdcené z K nejkrats$i cestou na CF, pak nejkratsi
cestou na AH a zpét do K. Vypocltéte, ktery kandrek uletél
krat$i drahu a o kolik centimetril,

Z8 - il -2
Pravidelny Sestithelnik ABCDEF o strané¢ a = 6 cm byl
rozdélen usetkami AM a DN (kde M, N jsou stiedy stran
DE a AB) na 3 &isti. Porovnejte obsahy vSech tfi ¢dsti.

Z8-1il-3

Vypoctéte délky stran vSech pythagorejskych trojihelnik,
jejichZ prepona je o 8 cm kratsi neZ soucet jejich odvésen.
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Z8-111-4

Hraci kostka se pieklipi po obdélnikovém pédsu (obr. 3),
ktery je sloZen ze (tvercti shodnych se st®nami krychle.
Ve vychozim misté 4 je na horni st&né kostky $estka. Kde bude
Sestka, kdyZ kostka ob&hne stokrit obdélnikovy pds a zlstane
v mist€ 4 (nahote, vpravo, vlevo, vpiedu, vzadu nebo dole)?

Obr. 3
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RESENI ULOH I. KOLA

ReSeni tlohy Z8 - I - 1 (str. 27)

Obsahy ¢asti trojuhelniku ABC oznatime podle obrdzku 4.
Obsah celého trojuhelniku oznadime S; S = 18 cm?2.

ProtoZze body Ri, Re déli stranu BC na tfetiny a pricky
S1R1, S2Rs jsou rovnob&zné se stranou AC, déli body Si, Sq
stranu AB také na tfetiny.*)

Usegky CS1 a CS» déli tedy trojuhelnik ABC na tii trojuhel-
niky stejného obsahu, proto

*) Mizete to odvedit ze stejnolehlosti se sttedem ve vrcholu B, ale
i bez stejnolehlosti, jen z vlastnosti stfedni pfi¢ky trojuhelniku
a lichobézniku.
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1
§S] = S2 + §3 = 4 + S5+36:;s:60m2.

Use&ka SoR» rozdéli trojihelnik BCS2 na dvé &sti o obsazich
sy a s5 + s¢. ProtoZze Rg je ve tietiné strany BC, je obsah
trojuhelniku BR2Ss roven tietiné obsahu trojuhelniku BS:C:

sq = ;(54+55+s6):—3—. 6 cm2 = 2 cm?

s5 + s¢ = 4 cm?
Use¢ka PR; je stfedni pfi¢ka trojuhelniku S»R>C a zdroveii
PS§; je t€Znice trojuhelniku S1S2C. Proto je obsah s¢ roven
ctvrting obsahu trojihelniku SeR2C**) a obsahy sa, s3 se sobé

rovnaji.

1
— . 2 2
e 7 (55 + s6) 7 4 cm 1cm

s5 = 3 cm?

/N
N

Obr. 5

**) Nebot stfedni pii¢ky déli kazdy trojuhelnik na 4 navzijem shodné
trojuhelniky. Ovéfte sami podle obrazku 5.
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1

(s2 + s3) :E-6cm2=3cm2.

S3 = §3 =

1
2

Celkovy vysledek zndzorfiuje obrdzek 6.

A
S
Sz
2 3

Reseni tlohy Z8 - I - 2 (str, 27)

Krychle i s pii¢kami je znizorn&na na obrdzku 7. Kanirek
musi létat vidy tak, aby drdha letu byla kolmd k piicce,

H G
/| F /4
E E——r _X K'
X K
fo
vl/ D)‘——__" C
/I//
A B
Obr. 7
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ke které leti. Situace pfi pohledu kolmém na bolni sténu
BCGF je podle véty 1, str. 29 zndzornéna na obrdzku 8.
Draha kandra se pfitom zobrazuje (obr, 8) jako lomend &dra
XX1XoX3 ..., pficemZ

E=F H=G
IX _xz

x1x3 K

A:B D '-'-C
Obr. 8

XX1 | BG, X1Xe | EK, X:X3 | BG,

Ma-li se kandrek vrdtit do téhoZz mista, musi vyletét z bodu X,
ktery se na obrdzku 9a zobrazuje do prisetiku BG a EK.
Léta pfitom mezi pfi¢kami po pfimce kolmé k ob&éma prickim
(obr. 9b). MuiZe startovat jak z pfimky BG, tak z pfimky EK.
Celd draha, po které se kandrek pohybuje, se zobrazi na obr. 9a
do jediného bodu X.

Vzdélenost bodu X od pfimky CG se zobrazina obrdzku 9a
ve skute¢né velikosti. VyuZijeme toho, Ze trojuhelniky AEX

1
a GKX jsou podobné. Protoze |GK| = Y |AE|, je pomé&r

1 1
podobnosti roven > Z toho plyne, ze |PX| = > 1QX]|.
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Q ap : X' /1'—‘—F:E 2( K’
XNk // :K
i
A=B - D=C A"/ 3
Obr. 9a Obr. 9b

Hledand vzdélenost

1 1
v:]PX]=?]QP]:-,;.48cm:16cm.

Dopliiujici otdzky k feSeni ulohy Z8 - I - 2. Jaké jsou vzdd-
lenosti bodu X (obr. 9b) od vrcholt B, G? Jaké jsou vzddle-
nosti bodu X’ (obr. 9b) od bodu E, K? Jaké jsou vzddlenosti
bodit X a X’ od vSech vrcholti krychle?

Regeni tilohy Z8 - I - 3 (str. 28)

Situace je zndzornéna na obrdzku 10. Existenci bodu X
na strané 4B, pro ktery plati AX ~ CX, zaruCuje podminka

AB > BC.
Trojuhelnik ACX je rovnoramenny, a proto

XL XCA = 4 XAC =«
<L BXC = 2u (vnégjsi thel A\ ACX).
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Obr. 10

Osa uhlu BXC, na které leZi stfed kruZnice vepsané trojihel-
niku BXC, puli thel BXC (obr. 10). ProtoZe

1
> L BXC =a, < XCA =a, (stfidavé uhly)

jsou pfimky AC a p rovnobézné.

Reseni tlohy Z8 - I - 4 (str. 28)

1. #eSeni. Necht je ddn libovolny pythagorejsky trojihelnik.
Podle véty 3 (str. 31) mliZeme najit pfirozend Cisla &, [ tak,
Ze Cisla

a=2kl, b=k —12 c=k+1]2

nebo jejich ndsobky an, bn, cn jsou strany daného trojihelniku.
Pritom a, b (nebo jejich ndsobky) jsou délky jeho odvésen.
Proto obsah tohoto pythagorejského trojihelniku je ndsobkem
Cisla

1
s _ b= Rl(k2 — 12) = Rl(k + 1) (R — D).
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Stadi tedy ukdzat, Ze &islo S je ndsobkem Cisla 3. Je-li nékteré
z &isel k, I ndsobkem tfi, je 1 S ndsobkem tfi. V opatném
piipad€ mohou nastat dvé moZnosti:

a) Cisla k, I davaji pti déleni tfemi tyZ zbytek. Potom
je rozdil 2 — I,a tedy i S, ndsobkem tfi.

b) Cisla k, I ddvaji pfi déleni tfemi rtzné zbytky (jeden
je 1 a druhy 2). Potom je ndsobkem 3 soucet &isel & + [,
atedyiS.

2. feSeni (bez pouziti vét 2 a 3 na str. 31). Jestlize a, b
jsou odvésny pythagorejského trojihelniku a ¢ je prepona,
potom plati

1
Obsah trojuhelniku je S = > ab. Aby toto &islo bylo ndsob-

kem tfi, musi byt soudin ab ndsobkem Sesti. Musime dokdzat,
Ze aspoinl jedno z &isel a, b je ndsobkem 2 a aspoil jedno ni-
sobkem 3.

Nejdfive dokdZzeme pomocnou vétu 1: V kaZdém pythago-
rejském trojuhelniku je aspori jedna odvésna ndsobkem 2.

DokédZeme to sporem. Budeme pfedpoklddat, Ze obé ¢isla
a,bjsoulichd (a = 2m + 1,b = 2n + 1). Potom ¢ = a® + b2
musi byt Cislo sudé. Sudé &islo vSak muize byt druhou mocni-
nou prirozeného &isla, jen kdyZ je ndsobkem 4. Ziroven

=a+ b =02m+ 172 + 2n + 1)2 =
=4(m> + n®> + m + n) + 2.

43



To vSak znamend, Ze Cislo ¢® neni ndsobkem 4. Pfedpoklad,
Ze obé (isla a, b jsou lichd, vede tedy ke sporu. Proto musi
byt aspoii jedno z nich sudé.

Podobné dokdzeme pomocnou vétu 2: V kaZdém pytha-
gorejském trojihelniku je asposi jedna odvésna ndsobkem 3.

DokdZeme to opét sporem. Budeme predpoklddat, Ze ani
jedno z Cisel a, b neni ndsobkem 3. Potom muZeme psét

a=73m-+ 1, b=73n-+1.
Potom
2 =0Bm+ 12+ Bn + 1)2 =308m2 4+ 2m + 31> 4 2n) + 2.

Tedy c&islo ¢ neni ndsobkem 3, nebot ddva pfi déleni tfemi
zbytek 2. Proto ani ¢ neni ndsobek 3, takZe

c=3k+1 a =303k +£2k)+ 1L

To v8ak znamend, Ze ¢2 ddvd pii déleni tfemi zbytek 1, a nikoli 2.
Protoze jsme dosli ke sporu, byl nd§ pfedpoklad, Ze ani jedno
z Cisel a, b neni ndsobkem 3, chybny. Tim je dokdzdna pomoc-
nd véta 2.

Z obou pomocnych vét 1 a 2 plyne naSe tvrzeni o obsahu
pythagorejského trojuhelniku.

Dodatek. DokiZeme vétu 3 uvedenou bez diikazu na str. 31.
Necht je ddn pythagorejsky trojuhelnik, jehoz délky stran
a, b, ¢ jsou nesoud&lnd &isla a pro néz plati ¢z = a> + b2
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Podle pomocné véty 1 je aspoii jedno z Cisel @, b sudé, necht
je to a. Potom musi byt & liché &islo, jinak by bylo i ¢ sudé
a disla a, b, ¢ by byla soudélnd. Podobné zjistime, Ze jeic
liché &islo,

Nyni plati

@=c b=+ b —b)

Cisla ¢ + b ac — b jsou soulet a rozdil lichych &isel, a proto
jsou sudd. MlZeme psit

¢+ b =2u, ¢ —b =20,

kde u, v jsou vhodn4 pfirozend Cisla. Odtud dostaneme
(1) c=u+ v, b=u—wo.
UkdZeme, Ze Cisla #, v jsou nesoudélnd, tzn. nemaji Zddného
spoletného prvociselného délitele p. V opainém piipadé
by jejich spole¢ny prvoliselny délitel délil i jejich soudet
a rozdil, tedy Cisla b a c. ProtoZe
(2) a® = (¢ + b) (¢ — b) = 4uwv,
délilo by prvocislo p i a® a samoziejme i a, coZ je spor s tim,
Ze a, b, ¢ jsou nesoudélnd ¢&isla.

ProtoZe a je sudé, muZeme psit a = 2x, z rovnosti (2)
dostaneme 4x2 = 4uv neboli

3) x2 = uw.
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ProtoZe u, v nemaji Zddného spoletného prvocisclného déli-
tele, plyne z rovnosti (3), Ze u, v musi byt také 2. mocniny
pfirozenych Cisel, tzn.

u — k2, v =2,
Z rovnosti (2) dostaneme a? = 4k2[2 neboli
a = 2kl
Z rovnosti (1) dostaneme
b=k —1I2 c =k + I2

Tim je véta 2 (str. 31) dokdzdna. Navic z dikazu plyne, Ze
strany pythagorejského trojihelniku jsou nesoud&lna cisla,
pravé kdyz k, I jsou nesoudélnd &isla, z nichZ jedno je liché
a druhé sudé &islo.

Reseni ulohy Z8 - I - 5 (str. 28)

1. FeSeni. Ukdzeme, Ze muzeme prekldpénim premistit
kostku na pole h8 tak, Ze nahofe muze byt kterdkoli jeji
sténa.

Prekldpime-li kostku po drdze zndzornéné na obriazku 11,
bude na poli h8 nahoie sténa s 1 okem. Pfitom po prvnich
osmi tazich bude kostka na poli €5 s 1 okem nahofe. Staci tedy
ovéfit poslednich 6 preklopeni. Tento pohyb prekldpéné
kostky zapiSeme pomoci pismen P = preklopeni vpravo,
N = pieklopeni nahoru:
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m
= NWH OO

a bcdefgh

Obr. 11

PPPPNNNNPNPNPN  (nahotfe »1«)

Podobné zapiSeme dal§i 4 pohyby kostek, pfitom prvnich
8 taht (tj. na pole e5) ponechdme beze zmény:

PPPPNNNNPNPNNN  (nahofe »2«)
PPPPNNNNNPPNNP  (nahofe »3«)
PPPPNNNNNPNNPP  (nahofe »4«)
PPPPNNNNPPPNNN  (nahofe »5¢)

Posledni zptisob premisténi zachycuje zdpis
PNPNPNPNNPNNPP (nahofe »6¢).

VSechna tato piemisténi jsou provedena pomoci 14 pteklo-
peni. Snadno si uvédomite, Ze men$im poltem pieklopeni
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kostku piemistit nelze. Snadno také zjistite, Ze existuji i jind
feSeni pomoci 14 nebo i vice pfeklopeni.

2. FeSeni. Dokdzeme obecnéj$i tvrzeni: Kostku mutZzeme
pfemistit na libovolné pole Sachovnice tak, aby nahoie byla
kterdkoli ze zvolenych stén.

Budeme pouzivat &tyf druh@t preklépéni: vpravo (P),
vlevo (L), nahoru (N), dola (D).

Provedeme-li pfeklopeni kostky z polohy zobrazené na
obrizku 12*) takto:

NPDL,

vriti se kostka na vychozi misto a nahofe budou 2 oka.

Opakujeme-li tento postup, dostaneme po 2. ob&hu nahoie
4 oka, po dal$im obé&hu opét 1 oko.

*) Predpokladame, Ze jde o spravnou kostku, na které je soucet pocta
ok na libovolnych dvou protéjsich sténdch roven 7.
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Provedeme-li pieklopeni
NNPDDL,

dostaneme nahote 6 ok. Tedy sténa s jednim okem se vyméni
s protilehlou. Spojenim obou moZnosti miiZeme ziskat na
horni sténé kterykoli pocet ok.

Ukdzali jsme tedy obecnéjsi tvrzeni, ovSem za cenu, Ze
pocet prekldpéni neni nejmensi (na rozdil od 1. feSeni).

Reseni tlohy Z8 - I - 6 (str, 29)

Stfedy stran pravidelného osmithelniku jsou také vrcholy
pravidelného osmithelniku: obrdzek 13. Oba osmiuhelniky
maji spoleény stied S. Stfedy stran hledaného (tj. vétsiho)
osmithelniku Vg jsou tedy vrcholy pomocného (mensiho)
osmithelniku Ms.

A
E \
45°
45°
A‘
B

S 45°
45°

Obr. 13 Obr. 14a—d
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Uhel ASB miiZe mit velikost o = 45°, 90°, 135° nebo 180°,
obr. 14a—d. Je-li o < 180°% jsou body 4, B, S vrcholy
rovnoramenného trojuhelniku, jehoZ uhly pfi zdkladné maji

1
velikost o = 5—(180° — 0), tj. v jednotlivych pfipadech
o = 67,5°, 45°, 22,5°.

Konstrukce pro o << 180°

1. 4, B

2. N\ ASB: <t SAB = ¢ SBA = o (usu); v kazdé poloro-

viné urlené pfimkou AB jeden trojihelnik

. k(S, S4)

4. Mpg; pravidelny osmithelnik vepsany kruZnici k2 s vrcho-
lem A4

5. Vg; pravidelny osmithelnik, jehoZ strany jsou te¢ny kruz-
nice k ve vrcholech Mg

W

Konstrukce pro ¢ = 180° se lisi jen v bodé 2, bod § je
stied useCky AB.

Uloha mi po 2 feSenich pro uhly ¢ = 45°, 90°, 135°
a jedno feSeni pro uhel ¢ = 180°. Celkem je tedy 7 pravidel-
nych osmiuhelniki, které vyhovuji tloze.

Dopliiujici Gloha. Vypoctéte délky stran a obsahy sestro-
jenych osmithelnikd v zdvislosti na vzddlenosti bodt A, B.
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RESENI ULOH II. KOLA

Reseni tilohy Z8 - IT - 1 (str, 33)

Vzdélenost kandrki od krmitka uréime pomoci vhodnych
pravouhlych trojuhelnikd, napf. podle obrizku 15.

Q

Obr. 15

1 —
Protoze AM je polovina tse¢ky AH,je |AM| = —2—]/2.30 =

=15. ]/—2_ Z pravothlého trojuhelniku AKM podle Pytha-
gorovy véty

|MK|2 = |AM|? + |AK[2 = (15.]/2)2 + 202 = 850
IMK| = |/850 cm == 29,2 cm
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Délku ZK vypolteme pomoci dvou pravothlych trojihelnikit
ZZ1Ky a ZK1K.%)

|ZKy|2 = |ZZ12 + |Z1Ky|? = 152 + 52 = 250
|ZK[? = |KK|? + |ZKy[2 = 30% + 250 = 1150

|ZK| = ]/1 150 cm == 33,9 cm

Rozdil
|ZK| — [MK|==33,9cm — 29,2 cm = 4,7 cm.

Modry kandrek md o 4,7 cm blize ke krmitku neZ zeleny
kandrek.

Reseni tilohy Z8 - IT - 2 (str. 33)

Situaci zndzorfiuje obrdzek 16. Protoze FC =~ AE, je
¢tyfahelnik AECF rovnobéznik. V trojihelniku DLC je
KF stiedni pfickou (nebot DF =~ FC a AF je rovnob&iné
s EC). Proto DK ~ KL. Podobné plati KL ~ LB.

Trojihelniky DLC a BLC maji ve vrcholu C spole¢nou
vysku. Protoze DL = 2.BL, je obsah trojihelniku DLC
dvakrdt vétsi nez obsah trojuhelniku BLC.

S2 + S3 =281

*) Jinou moznosti je vyuZit pravouhlé trojuhelniky Z,K,K a Z,ZK.
Vysledek tak muzZete zkontrolovat.
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S3
S;
Sy K
L g
S, A
S3
Obr. 16

Obsah S; je proto tfetina obsahu trojuhelniku BCD neboli
$estina obsahu S_ celého obdélniku ABCD.,

1
SD

1
Slz‘“‘SD, Sz+S3:‘§‘

6

Trojtihelnik DKF md strany i vy$ky rovné polovindm stran
a vysek trojtihelniku DLC. Proto je obsah trojihelniku DKF
rovny Ctvrting obsahu trojuhelniku DLC.

1 1
Sa=—4‘(Sz+ S3)ZESD

1

3 3 S
822‘21‘(524—83):128@:4 o

Z obsahti 81, Sz, S3 je nejmensi Sz = Ty S_. Podle zadéni

je S3 = 24 cm?. Tedy obsah S, daného obdélniku je 288 cm?
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Reseni tlohy Z8 - II - 3 (str. 33)

Ozna¢me délky odvésen daného pythagorejského trojuhel-
niku a, b = 12 cm a délku pfepony c. Pak je

122 = ¢2 — g2
144 = (c —a)(c + a).

RozloZime 144 na soudin dvou &initela:

e
| 144
|

|

| [
1 l 2 { 3 ‘ 4 ] 6 | 8 | 9 I 12 |
r
| | |
I |
| |

72 l 48 36 ‘ 24 ' 18 16 | 12

Protoze ¢ — a < ¢ + a, jsou v 1. fddku tabulky &isla ¢ — a,
ve 2. fddku &isla ¢ + a. Aby byla &isla a, ¢ celd, musi byt oba
¢initelé ¢ — a, ¢ + a sudd &isla. Dostaneme 4 soustavy rovnic:

c—a= 2 c—a= 4 c¢c—a= 6 c—a= 8
c+a="172 c+a=36 c¢+a=24 ¢+ a=18
a =35 a =16 a= 9 a= 5
¢ =37 c =20 c =15 c =13

Existuji tedy celkem ¢&tyfi pythagorejské trojuhelniky, které
maji jednu odvésnu dlouhou 12 cm. Jejich délky stran jsou:

35 cm, 12 cm, 37 cm 9 cm, 12 cm, 15 cm
16 cm, 12 cm, 20 cm 5cm, 12 cm, 13 cm
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ReSeni tlohy Z8 - II - 4 (str. 34)

1. #eSeni. Ulohy tohoto typu se nejlépe fe$i »od konces.
Napiseme po¢ty minci na hromddkdch po tietim, druhém
a prvnim pfemisténi a nakonec na zacdtku.

Po 3. pfemisténi x X X
Po 2. pfemisténi x/2 x/2 2x
Po 1. pfemisténi x/4 Tx/4 x
Na zaddtku 13x/8  7x/8 x/2

(Vypocet kontrolujeme pomoci soultu vSech tii &isel, tj.
celkového poltu minci na tfech hromddkdch, ktery musi
byt 3x.)

Polet x musi byt ndsobek osmi, jinak by 13x/8 a 7x/8
nebyla celd Cisla. Soudet

x+ x + x=3x

musi byt ndsobkem 3 a 8, tedy ndsobkem 24.

Mezi Cisly 150 a 190 je jediny ndsobek 24, je to &islo 168.
Odtud dostaneme x = 56. Polty minci na hromddkdch na
zaldtku uddvaji Cisla 91, 49, 28.

Zkousku si udélejte sami.

2. feSeni. Ulohu je mozZno fesit i »od zaldtku«. NapiSeme
si polty minci na hromddkéch:

Na zacdatku

x y b4
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Po 1. pfemisténi "

xX—y—z 2y 2z

Po 2. pfemisténi

2(x—y—2) |2y — | 42
—(x—y—2)—2z—|
’ =3y —x—2z

Po 3. premisténi

Ax—y—2) |20y —x—2) | 42 — ;
‘ | —2Ax—y—2)— |
‘ \~(3y—x—z)=
I | =—x—y+ 7z

Odtud porovndnim dostaneme (vypocet prekontrolujtc sami)

Tx = 13y, 4y = 7z,
takze
yiz=1T:4, x:y=13:17,

Odtud zjistime
x:y:2=13:7:4
neboli
x = 13k, y =Tk, g =4k (k je celé &islo).
Pocet vSech minci je

N=x+y + z =24k
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Podle podminek ulohy je

24k = 168, E=1.
Odtud

Zkousku provedte sami.
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RESENI ULOH III. KOLA

Reseni dlohy Z8 - III - 1 (str, 35)
Situaci zndzoriluje obrdzek 17. Drdha bilého kandrka je
vyznalena bilymi Sipkami, dréha zeleného kandrka &ernymi

Sipkami.

H G

H=G

D=C
Obr. 17 Obr. 18

Porovndnim obrdzka 17 a 18 zjistime, Ze bily kandrek let&l
po lomené Cite KAMK a zeleny po lomené ife KMLK,
kde M, L jsou po fadé stiedy usetek CF a AH.

Vypocteme délky (v centimetrech):

|KA| = 20, |LM]| = 4o0.
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Dile pocitdme pomoci Pythagorovy véty:

IKL| = J/20% + 202 + 202 = 20. |3 == 34 *)
|[KM| = |KL| =34
|AM| = J/40% + 20% + 20%==49

Délky lomenych car jsou

|[KAMK|==20 + 49 + 34 = 103
|IKMLK| == 34 + 40 + 34 = 108.

Dréha bilého kandrka je pfiblizné 103 cm, zeleného 108 cm.
Drdha bilého je asi 0 5 cm kratsi.

Reseni tilohy Z8 - III - 2 (str. 35)

1. Fefeni. Situace je zndzornéna na obrdzku 19. Obsahy
S1 a 83 se sobé rovnaji, protoze Ctyftuhelniky AMEF a DNBC
jsou shodné (proc¢?).

Obsah §2 rovnobéZniku ANDM vypolteme jako soulin
délky AN a vysky MN ke strané AN. Délka strany AN

1
se rovnd S e= 3 cm a vySka MN je dvojndsobek vysky

rovnostranného trojuhelniku o strané ¢ = 6 cm. Tedy
|MN| = a3
|[MN|=6.1,7cm = 10,2 cm.

*) Vsimnéte si také, Zze KL je stfedni pficka trojuhelniku ABH,
a proto je délka KL rovna délce poloviny télesové thlopti¢ky BH
(na obrazku 18 neni vyznacena).
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Obsah rovnobézniku ANDM jc
1 _

Sz — *2*a2 . 1,3
1
So — PX 62. 1,7 cm2 = 30,6 cm?.
Obsah celého Sestithelniku je
a? 1/—3 3 o 1T
S=8+ 8+ S3=6 4 2a 13
A= > - 36 . 1,7 cm2 = 91,8 cm?2.

Obsahy S; a S jsou

1 1
Si=S="5(5—S)=—a]3

Obr. 19
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1
Sy = S3—=— 2 36.1,7 cm? = 30,6 cm2.
Vsechny tfi Cdsti maji stejny obsah
| -
Sl = Sz = Sg == "2—‘(12]/3,

coz je priblizné 30,6 cm?. Je to tfetina obsahu daného Sesti-
thelniku.

2. feSeni. (Obr. 20) Obsah rovnobézniku ANDM se rovna
obsahu obdélniku ANME, ale ten se rovnd obsahu koso&tverce
ASEF. (Pro¢?) Obsah tohoto kosoltverce je roven treting
obsahu Sestitthelniku ABCDEF. (Pro¢?)

Podobné obsah ¢tyfihelniku AMEF je roven také obsahu
kosoétverce ASEF (obr. 20), nebot trojuhelniky AME a ASE

maji spole¢nou stranu AE a stejnou vySku k této strané.
Je tedy obsah Ctyfuhelniku AMEF také roven tfetiné obsahu
Sestitihelniku ABCDEF.

ReSeni tlohy Z8 - III - 3 (str. 35)
1. FeSeni. Necht a, b (a << b) jsou odvésny a ¢ prepona
pythagorejského trojihelniku. Do rovnosti
2 =a%+ b
dosadime podle piedpokladu ¢ = a + & — 8. Vypolteme

(a + b —8)2=a2+ b2

61



Po umocnéni a dalsi jednoduché upravé dostaneme:
ab —8a —8b+ 32=0
(@ —8)(b—8) =232

ProtoZe a, b jsou prirozend Cisla (@ << b), dostaneme rozlo-
Zenim ¢isla 32 tfi moZnosti:

a—8=1, b—-8=32, atedy a=9, b=40, ¢c=41
a—8=2, b—8=16, atedy a =10, b =24, ¢ =26
a—8=4, b—8=28, atedy a=12, b =16, ¢ =20

Existuji pravé tfi pythagorejské trojihelniky, jejichZ pfepona

je o 8 cm krat$i neZ soulet jejich odvésen.

2. fefeni (podle zikyné Pavly Kozdkové z 2. ZS v Milevsku).
Strany kazdého pythagorejského trojuhelniku miizeme napsat
ve tvaru

(1) a = 2kin, b = (k> — P)n, ¢ = (k> + P)n,
kde %, [, n jsou vhodnd pfirozen Cisla (viz véty 2 a 3 na str. 31).
Podle predpokladu plati

a+b=c+ 8
neboli

2kin + (k2 — I*n = (k% + I*)n + 8.

Po upravé dostaneme

(k — Din = 4.

Pro & — I, 1 a n je 6 moznosti uvedenych v prvnich 3 sloup-
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cich tabulky 1. Z prvnich dvou sloupct vypolteme k a pak
za k, I, n dosadime do rovnosti (1). Tim vypoéteme a, b, c.

Tab. 1
| |
E—1 | 1 | = k| a s |
| I |
| | | |
4 1 | 1| s 10 | 24 | 26 |
i ? |
2 2 1 4 |16 | 12 20 J
» | 1 | -
1 4 |1 5 4 9 4
| | | |
| | | |
| 2 |1 2 3 12 | 16 | 20 |
Lo 2 2 3 | 24 | 10 | 26 \
|
r | 1 |
| 1 |1 l 4 2 |16 | 12 | 20

V tabulce dostaneme 6 vysledki, ale nékteré se li$i jen vymé-
nou a, b, nebo jsou dokonce stejné. Ruzné trojuhelniky jsou
jen tfi, jejich délky jsou:

10, 24, 26 16, 12, 20 40, 9, 41

ReSeni tilohy Z8 - II - 4 (str. 36)

Jak se méni poloha Sestky pfi prvnim obé&hu pdsu, ukazuje
obrdzek 21. Na pds se divame ve sméru §ipky, oznaceni je toto:
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H = nahorte L = vlevo Z = vzadu
D = dole P = vpravo C = v &ele (vptedu)

Po ukonceni 1. obéhu (po 16 pieklopenich) je Sestka vzadu.
Podobné zjistime, Ze po 2. ob&hu bude Sestka vlevo a po
3. ob&hu opét nahofe. Situace se tedy opakuje po kazdych
tfech obézich.
Po 99 obézich bude Sestka nahote. Po stém ob&hu — stejné
jako po prvnim — bude Sestka vzadu.

HI{P|D|L|H]|P H|P
¢ = ¢|P
D P DI|P
Z Z

G/PID|L|H|P 4P

T i

Obr. 21 Obr. 22

Pozndmka. Viimnéte si, Ze stfiddni poloh Sestka na vycho-
zim poli daného pdsu je stejné jako stiiddni Sestka na vycho-
zim poli A »zkriceného« pdsu (obr. 22). To muzZe usnadnit
feSeni.
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Kategorie Z7

ULOHY I. KOLA

(Reseni dloh na str. 68 az 77)

Z7-1-1

Kazdy z vnitfnich thld « = 64°, B = 96° trojihelniku
ABC je rozdélen polopfimkami s politky ve vrcholu 4 nebo B
na 160 shodnych whli. Necht O je prise¢ik dvou takovych
polopfimek s riiznymi pocitky. Kolik existuje takovych bo-
da O, pro které je velikost thld AOB rovna 22°? Kolik
z nich je takovych, Ze velikosti vSech vnitfnich dhla troj-
dhelniku 4OB (vyjadiené ve stupnich) jsou pfirozend &isla?

Z7-1-2

Dédetek si vySel na prochdzku se svymi tfemi vnuky.
Dédecktiv zndmy se jich zeptal, kolik jim je let.

Pavel: »Jsem mlad$i neZ Jakub a je mi vice neZ 4 roky.«

Jakub se pridal: »Jsem o tfi roky mladsi nez Matéj.«

Matgj dodal: »Ndm tfem je dohromady tfikrdit méné nez
dédeckovi, ale s dédeCkem je ndm dohromady 100 let.«

Kolik je jim let? (Stdfi vSech je vyjddfeno celymi Cisly.)
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Z7-1-3

V roviné jsou ddny dvé navzdjem kolmé pfimky p, q.
Zvolte v této roviné€ 11 bodu tak, aby rovnobézky s piimkami
p, g vedené té€mito body rozdélily spolu s pfimkami p, ¢
rovinu na a) 26 Cdsti, b) 40 &dsti, c) 68 Cdsti.

Z7-1-4

Jsou dény body A, B. Sestrojte pravidelny Sestithelnik,
ktery md v bodech 4, B stfedy dvou uhlopfi¢ek. VySetrete
vSechny moznosti.

Z7-1-5

Oplocend obdélnikova zahrada s rozméry a metrt a b metra
se md rozdélit na tii stejné velké obdélnikové zahradky tak,
aby bylo tfeba postavit co nejméné nového plotu.

Ulohu napred feste pro rtizné konkrétné zvolené hodnoty
a, b. Zjistéte a popiste, jak je tfeba postavit novy plot pro
libovolné hodnoty rozméra a, b. Které pripady musite
rozlisit ?

Z7-1-6

Skola m4 800 Ziku, z toho 450 chlapcii. Z chlapct je 200
modrookych, 250 svétlovlasych, 50 chlapcii nemd Zidnou
z téchto vlastnosti.

Co je vétsi: Procento modrookych chlapct mezi svétlo-
vlasymi, nebo procento modrookych chlapct mezi viemi Zéky ?
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ULOHY II. KOLA

(ReSeni na str. 78 az 81)

Z7-11-1

Jsou diny body X, Y; | XY]| = 3 cm. Sestrojte pravidelny
Sestithelnik ABCDEF, pro ktery je bod X stfedem strany AB,
bod Y stfedem thlopficky AE. Porovnejte délku strany AB
s délkou usecky XY.

Z7-1-2

V roviné bylo zvoleno nékolik bodu. Jednim z nich byly
sestrojeny dvé navzdjem kolmé pfimky, ostatnimi body byly
vedeny s témito kolmicemi rovnobézky. Pfimky, které takto
vznikly, rozdélily rovinu na 130 &isti, z nich je 88 pravo-
thelnikd. Jaky nejmens$i pocet bodii mohl byt zvolen?
Nacrtnéte jedno takové reSeni.

Z7-11-3
S¢itdime dvé dvojcifernd Cisla, kterd se li§i jen poradim

¢islic. Dostaneme Cislo, které je soufinem dvou stejnych
prirozenych ¢isel. Najdéte vSechny tyto dvojice.
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RESENI ULOH I. KOLA

Reseni alohy Z7 -1 -1 (str. 65)

Situace je na obrazku 23.

Obr. 23

Uhly BAO a ABO jsou po fadé

14
ndsobky uhla 160 2 160 °
) {@:BAOI:m--ia, m=1,2,3,...,159
96°
@) ]@:ABO!:n-mo, n=1,2,3,...,159

68



Uhel AOB mai velikost 22°. Soudet vniténich Ghla v trojihel-
niku ABO je roven 180°. Proto

64 96

m-i‘6‘6+n‘1—66+22=180.

Postupnymi ipravami dostaneme

2m + 3n = 790
m = 395 — 1,5n.

Hleddme pfirozena ¢islam, nod 1 do 159, kterd vyhovuji této
rovnici. Pfitom » musi byt sudé &islo.

1<m< 159
1 £395 — 1,51 < 159.

Re$enim této nerovnice dostaneme

1

2
1575 <n< 2625,

Protoze #» musi byt nejvyse 159 a navic sudé &islo, dostdvame
pro # jediné feSeni:

n = 158, m = 158
Odtud vypoclteme
|<C BAO| = 63,2°, |<X ABO| = 94,8°.
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Existuje tedy jediny bod O, pro ktery je velikost thlu AOB
rovna 22°. Pfitom velikosti zbyvajicich vnitfnich ahla troj-
dhelniku 4OB jsou desetinnd, ale nikoli pfirozend Cisla.

Pozndmka. Kdybychom pfipustili v rovnostech (1) a (2)
i hodnoty m = n = 160, méla by tloha je§té jedno feSeni:

n = 155, m = 160,
a tedy
|<£ BAO| = 62°, <t ABO| = 96°.
V tomto piipadé¢ ma trojuhelnik AOB velikosti vSech vnitf-
nich uhlu vyjddfeny pfirozenymi Cisly. Vysvétlete sami, pro¢
toto feSeni neodpovidd podminkdm ulohy.

Reseni tlohy Z7 - I - 2 (str. 65)

Dé&da je trikrdt star$i neZ vSichni tfi vnuci dohromady
(obr. 24). ProtoZe vSem Ctyfem je celkem 100 let, musi byt
dédovi 75 let a vnukiim dohromady 25 let.

3 vnuci déda

Obr. 24
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Oznat¢ime vnuky pocdte¢nimi pismeny. Plati tedy
(3) 4<P<yf JF+3=M P+ F+ M=25
Dosadime M = ¥ + 3 do posledni rovnice; dostaneme

P+2f+3=25
P+2f =22

Odtud je vidét, ze P je sudé Cislo. ProtoZe je P > 4,je P = 6
nebo 8 nebo 10 atd. Pro P = 6 dostaneme ¥ = 8, M = 11.
Pro P =8 dostaneme J =7, ale to neni moZné, nebot
P < ¥. Proto P nemuzZe byt ani vétsi nez 8.

Dostdvame jediny vysledek: Pavlovi je 6 let, Jakubovi 8 let,
Matéjovi 11 let a dédeckovi 75 let. Zkousku udélejte sami.

Pozndmka. Druhou &ést feSeni je moZné najit bez nerovnosti
a rovnic (3) pouhym vyexperimentovinim.

Reseni dlohy Z7 -1 - 3 (str. 66)

Provedeme rozbor tlohy pomoci obrdzku 25. JestliZze je ddno
n vodorovnych pfimek a m svislych pfimek, pak tyto pfimky
rozdé€li rovinu na (m + 1) (n + 1) &sti. Z nich obdélniku
nebo Ctverct je (m — 1) (n — 1); ostatni Cdsti jsou nekonecné
utvary.

Nyni budeme fesit tfi zadané pripady. Pro zjednoduSeni
budeme piedpoklddat, Ze m = n (kdyby tomu tak nebylo,
oto¢ime rovinu napfiklad o 90°).
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X
Q
« E
q =
el O
c
LN ]
m primek
Obr. 25

a) Pocet &dsti je 26. Tedy
(m+1n+1)=26=13.2.

Jedind moZnost je, Ze m = 12, n = 1. Na obrdzku 26a je
zndzorn€na pislusnd sit pfimek a jedna z moZnych voleb
11 bodu.

q |
P 1T )2 |36 |56 |7 [8 ]9 0 [
q
P 102 13 T4 |5 16 |7 18

s 10
——0A 1

Obr. 26a, b, ¢

b) Pocet &isti je 40. Tedy
(m+1)(n+1)=40=20.2=10.4 =8.5.
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Jsou tfi mozZnosti pro sité pfimek:

m =19 m=29 m="17
n =1 n =3 n =4

V 1. pfipadé by muselo byt asponi 18 bodi, coZ neni moZné.
Vyhovuji zbylé dvé sité. Mozné rozmisténi bodi je na obraz-
cich 26b, c.

c) Pocet casti je 68. Tedy

(m+1D@m+1)=68=34.2=17.4.

Pro sité pfimek jsou dv€ mozZnosti:

m = 33 m =16
n =1 n =3

V prvnim pfipadé by bylo tfeba aspoit 32 a ve druhém aspoii
15 bodu. Proto pro pfipad c) (68 Cdsti) nemd tloha feSeni.

ReSeni tlohy Z7 - I - 4 (str. 66)

Rozbor. Pravidelny Sestithelnik md dva typy uhlopficek.
Delsi, jejichz stfed je zdroven stfedem Sestitthelniku, a kratsi,
jejichz stied puli usecka spojujici sted Sestithelniku s nékte-
rym vrcholem.

Body 4, B leZi bud na jedné delsi a jedné kratsi dhlopficce
(obr. 27a,b), nebo na dvou kratSich uhlopfi¢kich (obr. 27c,
d, e). Klitem k feSeni je sestrojeni stfedu S Sestitthelniku.
Jsou &tyfi mozZnosti:

(a) stfed S je néktery z bodu A4, B (obr. 27a, b)
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(b) stied S je stfedem usecky AB (obr. 27¢)

(c) stfed S je vrcholem rovnostranného trojihelniku ABS
(obr. 27d)

(d) stfed S je vrcholem rovnoramenného trojuhelniku ABS,
ktery md pti zdkladné AB thly velikosti 30° (obr. 27¢).

K P P 0 P 0
K B N A, B
M N L M L M

L K
25\ N
) P P "
N 0 K L
Obr. 27a,b, ¢, d, e

Konstrukce

Sestrojime stfed S Sestithelniku. Je 5 moZnosti: S = 4,
S = B, §je stiedem usecky AB, S je tfetim vrcholem rovno-
stranného trojuhelniku se stranou AB, § je tfetim vrcholem
rovnoramenného trojihelniku se zdkladnou AB a s thly pii
zakladné velikosti 30° (konstrukce wusu).

Dile sestrojime vrchol Sestidhelniku. Sestrojime ho jako
krajni bod tsecky, kterd md druhy krajni bod v bod¢& S a stied
v bod€ A4 nebo v bodé B.
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Dalsi konstrukce je zfejmd, nebot zndme stied Sestidhelniku
a jeden jeho vrchol.

Uloha md 7 riiznych fedeni. Po jednom feSeni dostaneme
v pfipadech, kdy stied S je v bodé A4 nebo v bodé B nebo
ve stfedu usecky AB. Po dvou feSenich dostaneme v piipa-
dech, kdy stfed S je vrcholem rovnostranného nebo rovno-
ramenného trojihelniku. Tyto dvojice feSeni jsou soumérné
sdruzené podle pfimky AB.

Reseni tdlohy Z7-1-5 (str. 66)
RozliSime 4 mozZznd rozdéleni zndzornénd na obrdzcich

28a, b, ¢, d, kde jsou uvedeny i délky di, d2, ds, ds novych
ploti. Predpoklddejme a = b.

a a a a
d4=2b d,=2a d3=0+%b d4=b0§0
Obr. 28a,b,c,d
Potom je di < d» (rovnost jen pro a = b). Dile
2
-dy < dy, pravé kdyz b < —;a
dy < ds, pravé kdyz b < a.
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Dostdvame vysledek (obr. 29):

2 2
Pro b < *gaie nejkratsi délkad; a pro 34 < b £ ajenejkratsi
délka dj.

2
£a a
2 2a<h <
bsao 3cx.b.u
Obr. 29

ReSeni tlohy Z7 -1 - 6 (str. 66)

Znamé potty chlapcti zapiSeme do tabulky 2.

CHLAPCI
a Vlasy | Vlasy
1 svitlé | jiné |Celkem
| z
\Modreé 200
ocC1 |
'Jiné [
od 50 !
ECelkeml 250 | i 450 |

Tab. 2
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Nyni doplnime chybé&jici tdaje; vysledek ukazuje tabulka 3.

CHLAPCI
Vi [V oo,
Modré | 50 ‘ 150 , 200

Jiné ] 200 | 50 l 250
Celkem| 250 | 200 | 450

|

Tab. 3

Z tabulky 3 je vidét, Ze mezi 250 svétlovlasymi chlapci
je 50 modrookych, tj. 20 9;. Mezi 800 ziky je 200 modrookych
chlapct, tj. 25 9. V druhém piipad€ je procento vétsi.
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RESENI ULOH II. KOLA

Reseni alohy Z7 - II - 1 (str. 67)

Rozbor (obr. 30). Ctytthelnik ABSF je Kkosoltverec.
Usetka XY jeho stiedni piicka, proto je

|AB| = |BS| = | XY| = 3 cm.
Trojuhelnik XY'S je pravouhly (pravy uhel je pfi vrcholu §).

Uhly p#i vrcholech X, Y maji po fadé velikosti 30° a 60°
(v rovnobézniku XBSY jsou uhly pfi vrcholech B, Y shodné).

60° $)C

60°

QObr. 30
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Konstrukce (obr. 30)

1. X,Y

2. N\ XYS; (usu), |[< XYS| = 60°, |< YXS| = 30°; 2 troj-
thelniky soumérné sdruzené podle pifimky XY

3. F; Y stied FS

4. ABCDEF; pravidelny Sestithelnik se stfedem S a jednim
vrcholem F

Uloha m4 dvé feSeni soumérné sdruzend podle pfimky XY.

Reseni Glohy Z7 - II - 2 (str. 67)

Rozbor. Jestlize sit pfimek tvori m svislych a n vodorov-
nych piimek (obr. 25 na str. 72), rozdéli tyto pfimky rovinu
na (m + 1) (n + 1) &isti, z nichZ je (m — 1) (n — 1) pravo-
thelnikd (obdélnikd nebo ¢tverch).

Tedy
(m+ 1)(n + 1) = 130
(m—1)(n — 1) = 88.

Rozlozime ¢islo 130 na soucin dvou pfirozenych Cisel. Vzhle-
dem k druhé rovnici musi byt oba ¢initelé asponl 3. MuZeme
predpokladat, Zze m = n.

130 =13.10=26.5

Jsou dvé moZnosti:

m+1=13 n+ 1 =10; m+1=26 n+1=5
Odtud:
m—1=11 n—1=28§; m—1=24 n—1=3
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Vyhovuje jen 1. moZnost
(m—1)(m—1)=11.8 =88,

Na obrdzku 31 je vidét, Ze musime zvolit nejméné 12 bodi.
(Mén& nemtiZeme, protoZe je 12 svislych p¥imek.)

444
—¢
¢
> n=9
1
. 2

—*\Q )

~

m=12
Obr. 31

Pozndmka. Ulohu lze fesit také rozkladem ¢&isla 88. Nevy-
hodou je nutnost prozkoumat vice moZnosti. Ulohu miiZzeme
reSit také tak, Ze uréime pocet nekoneénych &dsti:

2m + 2n = 130 — 88
Odtud

m + n = 21.

Dalsi postup jisté najdete sami.
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Reseni tlohy Z7 - II - 3 (str. 67)
Dand ¢&isla zapiSeme ve tvaru
10x + y a 10y + x.
SeCtenim dostaneme
(10x + ) + (10y + x) = 11(x + ).

Aby ¢&islo 11(x + y) bylo sou¢inem dvou stejnych Cisel, musi
byt x + y = 11 (nezapomeiite, Z¢ x, y < 9). Proto tloze
vyhovuji 4 dvojice &isel:

29, 92 38, 83 47, 74 56, 65

Zkousku udélejte sami.
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Kategoéria Z6

ULOHY I. KOLA

(RieSenia na str, 86 az 97)

Z6-1-1

Krdl prijal do sluzby pastiera na 1 rok. SIubil mu za sluzbu
120 groSov a plast. Pastier viak v sluzbe vydrzal len 7 mesia-
cov. Spravodlivy kral mu vyplatil za sluzbu 50 groSov a plast.
Aku cenu mal pldst?

Z6-1-2

Nech 4, B, C, D, E, F su vrcholy pravidelného $estuhol-
nika.

a) Kolko existuje trojuholnikov s vrcholmi v tychto bodoch ?

b) Keby sme tieto trojuholniky rozdelili do skupin tak,
Ze v jednej skupine budu trojuholniky s rovnakym obsahom,
kolko skupin by vzniklo?

Z6-1-3

Deti i8li na Skolsky vylet autobusom. Cesta spit im trvala

3
4-krit dlhSie ako cesta tam. Bolo to preto, Ze presne v Y
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spiatoCnej cesty sa autobus pokazil a zvySok cesty presli
deti peso.
Kolkokrit bol autobus rychlej§i ako deti?

Z6-1-4

Kolko trojcifernych <&isel delitelnych deviatimi méZeme
napisat pomocou cifier 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7? Cifry sa mdzu
opakovat.

Z6-1-5

Na obrazku 32 je 10 bodov. Body ¢&islo 4 a 5 st zafarbené
na modro. Zistite, ¢i je moZné zafarbit zvy$nych 8 bodov
Cervenou a modrou farbou tak, aby Ziadne tri body jednej
farby neboli vrcholmi rovnostranného trojuholnika. Zafarbit
treba vsetky body.

ol
o? o3
B ®° of
o7 o8 8 O
Obr. 32
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Z6-1-6
Nidjdite tri prirodzené &isla x, y, 2z, ktoré spiﬁaiﬁ obidve
nasledujice podmienky:
a) Sudin x.y.z = 1988.%)
b) Sucet x + y + 2 je prvolislo, a to aj pri Citani odzadu.
Nigjdite vSetky rieSenia.

ULOHY II. KOLA

(RieSenie na str. 98 az 101)

Z6-11-1
Kolko existuje trojcifernych Cisel, ktorych ciferny sulet
sa rovnd 8?2
Z6-11-2
Krdl prijal do sluzby pastiera. Za rok sluzby mu slubil
18 oviec a 4 kozy. Pastier vSak vydrzal v sluzbe iba 10 mesia-

cov. Spravodlivy kral mu dal 18 koz a 4 ovce. Kolko groSov
stoji koza, ak vieme, Ze ovca stoji 12 groSov?

*) Uloha bola zadana roku 1988.
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Z6-11-3

Na obrdzku 33 je schéma s 10 bodmi. Bod s ¢islom 8 je
vyfarbeny modrou, bod s &islom 9 ervenou farbou. Zistite,
¢i je mozné vyfarbit ostatnych 8 bodov Cervenou a modrou
farbou tak, aby Ziadne tri body tej istej farby neboli vrcholmi
rovnostranného trojuholnika. (Vyfarbit sa maju vietky body.)

o/ w8 AQ o0

Obr. 33
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RIESENIA ULOH I. KOLA

RieSenie tlohy Z6 - I - 1 (str, 82)

1. spdsob - uvahou, Krdl slubil pastierovi dat za rok sluzby
120 groSov a plast. Teda za 7 mesiacov mal pastier dostat

7 7
1 plasta a 12 % 120 (= 70) grosov. Avsak dostal cely

5
plast a 50 groSov. Teda dostal o Ty pldsta viac a 0 20 groSov

5
menej. Ak bol krdl spravodlivy, tak 1 plasta muselo stat

prave 20 groSov.

Ked 1 plasta stoji 20 groSov, 1 musi stit 4 grose
o 12
a cely pldst ( to je ET) musi stat 12.4 = 48 groSov.

IIL. sposob - rovnicou, Oznalme cenu pldsta p groSov.

Za rok mal pastier dostat.......... 120 + p

7
Teda za 7 mesiacov mal dostat ... ‘12 (120 + p)
Ale za 7 mesiacov dostal .......... 50 + p
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Z toho

7
5(120+p)=50+p | .12
840 + 7p = 600 + 12p
240 = 5p
p =148
Skiiska
Za rok mal dostat ............. 48 + 120 = 168 grosov.
Teda za 7 mesiacov mal dostat .. 12 2° 168 = 98 grosov.
Pastier dostal ................. 48 + 50 = 98 groSov.
Odpoved

Plast stdl 48 grosov.

Pomocné ulohy k tlohe Z6-1-1

1. Dvaja robotnici dostali za dokonfend pricu spolu
2010 Ké&s. Prvy robotnik na nej odpracoval 21 dni a druhy
len 15 dni. Dennd mzda prvého robotnika je o 10 K&s vyssia
ako dennd mzda druhého. Akd je dennd mzda kazdého z nich?
(60 Ké&s, 50 Kés.)

2. Za pit kozenych a tri koZenkové aktovky zaplatili spolu

1800 K¢&s. Kolko stdla koZend aktovka, ak viete, Ze cena
koZenkovej je tretina ceny koZenej aktovky ? (300 K¢&s, 100 K¢&s,)
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RieSenie tlohy Z6 - I - 2 (str, 82)
Néjdime najskor, aké typy trojuholnikov sa vyskytuju.
Na obrdzku 34 st vyznalené tri rozne druhy trojuholnika

s vrcholmi v bodoch A, B, C, D, E, F.

E

Obr. 34

I. typ su trojuholniky, ktorych dve strany tvoria susedné

strany Sestuholnika.

IL. typ su trojuholniky, ktorych jedna strana je strana Sest-
uholnika a druhd strana je najdlh$ia uhlopriecka
(priemer) Sestuholnika.

III. typ st trojuholniky, ktorych strany su kratsie uhlopriecky
Sestuholnika (ich vrcholy st »na preskacku« po obvo-
de Sestuholnika).

Hladajme trojuholniky I. typu. Uvazujme stranu Sestuhol-
nika a k nej prilahld. Ddvame pozor, aby sme niektory troj-
uholnik nezardtali viackrdt a aby sme iny nezabudli. Toho
sa vyvarujeme, ak pdjdeme stdle proti smeru hodinovych
ruciciek.
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Teda su to trojuholniky ABC, BCD, CDE, DEF, EFA,
FAB.

Hladajme teraz trojuholniky II. typu. Zvolime stranu
Sestuholnika a k nej priradime priemer (ku kazdej strane su
dve moZnosti).

Teda st to trojuholniky ABD, ABE, BCE, BCF, CDF,
CDA, DEA, DEB, EFB, EFC, FAC, FAD.

Na koniec trojuholniky III. typu. Ak uvdZime, Ze maju
vrcholy »na preskdku«, tak su to len trojuholniky ACE
a BDF.

Odpoved

a) Takych trojuholnikov existuje spolu 6 + 12 + 2 = 20.

b) Vzniknd tri skupiny trojuholnikov.

Pomocné ulohy k tlohe Z6-1-2
Vypiste vSetky trojuholniky z obrazku 35a. Urobte to

isté pre trojuholniky z obrdzku 35b. (a) 12 trojuholnikov,
b) 15 trojuholnikov.)

Obr. 35a Obr. 35b
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RieSenie Glohy Z6 - I - 3 (str, 82)

1. spdsob - graficky. Na obrdazku 36 je zndzorneny <as
jazdy autobusom jednym smerom hrubo vyznaenou dseckou.

3
Autobus sa pokazil v T spiatoCnej cesty, teda v -4—éasu,

ktory mali vyhradeny na celd spiatoénd cestu, ak by bolo
vSetko v poriadku. Predpokladdme, Ze cesta spit by trvala
rovnako ako cesta tam. Cas poruchy je vyznadeny na obriz-
ku 36.

Cesta spat trvala Styrikrdt dlhsie ako cesta tam, teda Cas
spiato¢nej cesty (ktory je vyznaleny cely na obrdzku 36)

] . | I T S W R A
— —t—rt —t—t—t—t—+—+—1
pOFUChO ' !

Obr. 36

je Styrikrdt dlhsi ako Cas cesty vyznaCeny na obrdzku hrubo.

Ak si dizku &asu cesty autobusom rozdelime na $tvrtiny,
tak z obrdzku lahko vycitame, Ze deti §li eSte 13 takych Caso-
vych usekov. Autobus by to presiel (ak by nebol pokazeny)
za jeden taky Casovy usek. Teda autobus iSiel 13-krdt rych-
lejSie ako deti.

I1. spésob - fyzikdlnou dwahou. Oznatme si diZku cesty
tam (teda aj spét) s. Autobus ide rychlostou v, deti rychlos-
fou vg. Oznalme &as trvania cesty tam z. Potom pre dizku
cesty tam plati
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3 3
Cestou spit autobus za ¢as —t preSiel dradhu —1 . ;. Cesta

4 4
spét trvala Styrikrdt dlhSie, teda &as 4t, z toho deti $li pesi
3 13 . 13
polas 4: — 2=t Za ten Cas presli drahu RERL
Spolu s autobusom cestou spit presli drahu
3 13
S:Zt.va + Tt.vd.

Porovnanim dizky dréhy tam a spit dostivame:

3 13
t.va=—4—t.va+'4—t.‘vd |2t |.4
49, = 30, + 1304
vg = 1304

Autobus bol 13-krdt rychlejsi ako deti.

II1. sposob - tabulkou. Oznacenie zvolime rovnako ako pri
11. spdsobe. Uvahy viak zaznamenime do tabulky.

Driha | Rychlost Cas l Rovnice
|

Cesta tam s Va t i §$=1Va.t

| |
Cesta spat | 3 3 3 3
(autobus) ZS Ve Zt l‘ ZS = Y& .ot

| o | l' )
Deti _1_: Va 4r — it Ls = vq (4:— 3 z)
4 4 |4




Odtial potom

t.vs = 131. 4
Vg — 137)d.

Autobus bol 13-krdt rychlejsi ako deti.

Pomocné ulohy k tilohe Z6-1-3

1. Chodec isiel z jednej obce do druhej pesi 3 hodiny
a povozom 2 hodiny. Na spiatoCnej ceste sa zviezol povozom
3 hodiny a pesi iSiel 1 hodinu. Kolkokrdt rychlejsie iSiel
povozom ako pesi? (Dvakradt.)

2. Chlapec isiel z mesta do susednej dediny na bicykli
rychlostou 13,2 km/h. Cestou sa mu bicykel pokazil, takze
sa musel vrétit pesi rychlostou 4,8 km/h. Cesta tam aj spit
mu trvala 2,5 hodiny. Ako daleko presiel na bicykli? (8,8 km)

RieSenie ulohy Z6 - I - 4 (str. 83)

Podla kritéria delitelnosti deviatimi je <&islo delitelné
deviatimi préve vtedy, ak je deliteIny deviatimi jeho ciferny
sucet. Ciferné sucty vsetkych trojcifernych ¢&isel zo zadania
dlohy su prirodzené ¢isla od 3 (ciferny sucet ¢&isla 111) po
21 (ciferny sucet Cisla 777). Medzi nimi su len &isla 9, 18
deliteIné deviatimi. Uréme teda vSetky mozné rozklady Cisel
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9 a 18 na tri sCitance (samozrejme len pouzitim 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7). Z rozkladu potom ur¢ime hladané trojciferné Cisla.
Prehladne si to zachytime v tabulke:

|
Rozklad 9 i Hladané &isla Podet
1+1+7 | 117,171,711 3
14216 | 126,162,216,261,612,621 6
1345  135,153,315,351,513,531 6
1444 | 144,414,441 3
202415 | 225 252,522 3
2 13-4 | 234,243,324, 342, 423, 432 6
34343 333 1
Rozklad 18 | i
: | ? ‘
| 7+7+ 4 | 774,747,477 3
| 7465 | 765,756,675,657,576,567 6
6+ 646 | 666 1
|

Spolu 38 trojcifernych ¢&isel vyhovujtcich podmienkam ulohy.
Pozndmka. Polet trojcifernych &isel uréenych trojicou Cisel
pri danom rozklade zdvisi len od toho, ¢i su tieto ¢isla navzd-

jom rdzne, alebo nie.
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Ak su vSetky cifry navzdjom rdzne a Ziadna z nich nie 0,
potom na prvé miesto trojciferného &isla modZem vybrat
z 3 ¢islic, na druhé miesto uZ len zo zvys$nych 2 ¢&islic a na
posledné, uz len tu Cislicu, ¢o mi zostane, t, j. 1 &islicu. Teda
spolu 3.2.1 = 6 rdéznych trojcifernych &isel.

Ak st v danom rozklade dve C&isla rovnaké, tak td »ind«
cifra mdZe byt na prvom, alebo druhom, alebo tretom mieste
hladaného trojciferného &isla. Teda spolu 3 moZnosti.

Ak su vSetky tri cifry rovnaké, tak je len jedna moZnost
zépisu trojciferného &isla pomocou nich.

Pri rieSeni tlohy nie je nutné vypisovat vSetky moZnosti,
nakolko tloha vyZaduje len pofet moznosti. Teda 2. stipec
tabulky je vlastne zbyto¢ny.

Pomocné ulohy k tlohe Z6 - 1-4

1. Rozlozte &islo 12 na sulet troch s&itancov. Nadjdite
vSetky moZnosti.

2. Kolko réznych trojcifernych ¢isel moZno zapisat pomo-
cou cifier 1, 1, 2 a kolko pomocou cifier 1, 2, 3, 4, ak kazdu
z napisanych cifier mdZete pouZit prdve raz? (3, 24)

RieSenie ulohy Z6 - I- 5 (str. 83)

Uvézme, aké moZnosti na vyfarbenie méme, ak je zo zadania
uréend modra farba bodov 4, 5. Z rovnostrannych trojuhol-
nikov 452 a 458 (obr. 37), aby ich vrcholy boli réznej farby,
je ur&end farba vrcholov 2,8 — &ervend.*) Ak uvdzime rovno-

*) Na obrazku 37 je Cervend farba znalend trojuholnikom, modra
Stvoréekom.
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stranny trojuholnik 286, ktory md dva vrcholy 2, 8 Cervené,
tak jeho vrchol 6 musi byt modry. Z rovnostranného troj-
uholnika 563 je urlené, Ze vrchol 3 je Cerveny. UvdZme teraz
vrchol 1. Vzhladom na rovnostranny trojuholnik 123 by mal
byt modry, ale vzhladom na trojuholnik 146 by mal byt
Cerveny. Modry aj Cerveny sucasne byt nemdze. TakZe body
na obrédzku 32 (str, 83) nemozno vyfarbit tak, aby boli splne-
né poziadavky ulohy.

of
& &3
e ®° @b
o7 &8 o9 o

Obr. 37

Pomocné ulohy k tlohe Z6-1-5

1. Body 1, 2, ..., 9 na obrazku 38 vyfarbite na modro
a Cerveno tak, aby Ziadne Styri body vyfarbené rovnakou
farbou netvorili vrcholy pravouholnika. Kazdy bod mé byt
vyfarbeny prave jednou farbou.

2. Trojuholnik na obrizku 39 je rovnostranny. Body
1, 2, ..., 12 delia jeho strany na rovnako dlhé usecky.
Nidjdite vSetky rovnostranné trojuholniky urcené bodmi
4,B,C, 1,2, ..., 12
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5
A +6
7 8 9 A
Obr. 38 Obr. 39

RieSenie ulohy Z6 - I - 6 (str. 84)

Uvazujme najskor podmienku a). To znamend hladajme
vSetky trojice x, y, 2z, aby su¢in x.y.z = 1988. K tomu
vyuZijeme rozklad c&isla 1988 na prvolinitele. 1988 =
= 2.2.7.71. Z neho teraz urime vsetky delitele ¢isla 1 988.
Suto: 1, 2, 4, 7, 14, 28, 71, 142, 284, 497, 994, 1 988. HIa-
dame rozklad na tri Cinitele. Zvolime si prvého, ako Iubovol-
ného delitela Cisla 1988 a ostatné si dourlime z delitelov
tak, aby sucin vSetkych troch bol 1 988. Aby sa ndm nestalo,
Ze niektoré trojice sa budu opakovat, budeme postupovat
tak, Ze v stCine kazdé dalsie ¢islo mozZe byt len vicSie, nanaj-
vys rovné predchddzajicemu. Za¢neme najmens$im a postupne
budeme prvého Cinitela zvdcSovat. Dbidme na to, aby sme
na ni¢ nezabudli.

Takto ndjdené mozZnosti st uvedené v prvom stipci tabulky.
V dalsich stipcoch tabulky uvazujeme o podmienke b).
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Rokdaq | Ciferny | Gif. stcet St obe &isla
i sucet | odzadu prvodislami ?
111988 | 1990 0001 | mie (1 990)%)
1.2.994 997 799 | nie (799 = 17.47)
1.4.497 502 205 nie (502)
1.7.284 292 202 nie (292)
1.14.142 157 751 4no
1.28.71 100 o001 nie (100)
2.2.497 | 501 105 | nie (105)
27142 151 | 151 4no
2.14.71 | 87 1 78 nie (78)
4771 82 | 28 nie (82)

(V zitvorke j2 uvedené jedno z dvojice Cisel, ktoré nevyho-
vuje podmienke prvociselnosti.)

AZ na poradie su len dve mozZnosti trojic vyhovujice
podmienkam ulohy. St to: 1, 14, 142 a 2, 7, 142.

Pomocné ulohy k tilohe Z6-1-6

1. Ndjdite prvociselny rozklad &isel 100 a 120 (22.52,
23.3.5).

2. Ndjdite vSetky delitele ¢isel 100 a 120. (9 delitelov,
16 delitelov)

*) Overte sami v tabulke prvodisel.
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RIESENIE ULOH II. KOLA

RieSenie ulohy Z6 - II - 1 (str, 84)

Ulohu vyrie$ime vymenovanim vsetkych moznosti. Vypi-
Seme si najskdr vietky moZné suctové rozklady &isla 8 (1. sti-
pec). K nim vypiSeme mozné zdpisy trojcifernych ¢&isel.
Cislo 0 neméze byt na zaliatku.

8=8+0+0 800 1 moznost
=7+ 1+0 710,701, 170, 107 4 moznosti
=6 +2+ 0 620,602, 260, 206 4 mozZnosti
=6+1+1 611,161,116 3 moznosti
=5+3+0 530,503, 350, 305 4 moZnosti
=5+ 2+ 1 521,512, 251, 215, 152, 125 6 moZnosti
=4+ 4+ 0 440, 404 2 moznosti
=4 + 3 + 1 431,413, 341, 314, 143, 134 6 moZnosti
=4 + 2+ 2 422,242,224 3 mozZnosti
=3+ 3+ 2 332,323,233 3 moznosti

Existuje 36 takych trojcifernych &isel.
Pozndmka. Nakolko otdzka bola na pocet, ulohu mozno
rieSit i bez vymenuvidvania vetkych moZznosti, v zmysle Gvahy

v pozndmke k tdlohe 6 - I - 4 v jej rieSeni (str, 93).
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RieSenie tlohy Z6 - II - 2 (str, 84)

1. spésob - vvahou. Pastier mal za rok sluzby dostat 18 oviec
a 4 kozy. Dostal 4 ovce a 18 koz, pretoze si odsluzil len 10 me-

10

siacov, ¢o je 12 roku. Teda podla spravodlivosti mal dostat

10 10
TR 18 oviec, ¢o je 15 oviec, a 2 70 4 koz, ¢o je 3 kozy.

Dostal vsak len 4 ovce, ¢o je o 11 oviec menej, avSak 18 koz,

44
¢oje o K} viac, ako mal dostat. Ak to bolo spravodlivé, tak

44

musi byt 11 oviec za tolko ako 3 kozy. TakZe trojndsobné

mnoZstvo 33 oviec musi byt za tolko ako 44 kéz. Z toho nim
vychddza, Ze 3 ovce su rovné 4 kozdm. TakZe ak ovca stoji
12 groSov, tak 3 ovce stoja 12.3 = 36 groSov, ¢o je tolko,
ako stoja 4 kozy. Teda 1 koza stoji 36 : 4 = 9 groSov.

II. spdsob - rovnicou. Nech koza stoji k& groSov. Potom

pastier mal za rok dostat za ovce ... 18.12 groSov
za kozy ... 4.k groSov
spolu..... 18.12 + 4.k grosov
10
za 10 mesiacov mal dostat......... ETR (18.12 + 4k) =

10k
= 180 + 3 grosov

za 10 mesiacov dostal za ovce ... 4.12 = 48 grosov
za kozy ... 18.k groSov
spolu ..... 48 + 18.k grosSov
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Ak bol krdl spravodlivy, tak musi byt rovnost medzi tym,
Co mal pastier dostat a ¢o dostal. Teda:

10
180 + -k =48 + 18k [.3

540 + 10k = 144 + 54k
396 = 44k
k=9

Jedna koza stoji 9 groSov.
Skusku urobte sami,

RieSenie ulohy Z6 - II - 3 (str, 85)

Uvazujme bod 5. Ak ho vyfarbime modrou, tak bod 4
(obr. 40) musi byt Cerveny (z trojuholnika 4 8 5), bod 3 musi
byt modry (z trojuholnika 49 3), potom bod 6 musi byt
Cerveny (z trojuholnika 356). Ale potom bod 10 by musel
byt zdrovefi modry (z trojuholnika 9 10 6) aj Cerveny (z troj-
uholnika 8 3 10) a to nemdZe byt.

ol ol
0? 3 A2 3
/il' ms Q? 4 &E ms
o wd &% O J w® &8 O
Obr. 40 Obr. 41
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Ked vsak vyfarbime bod 5 ¢ervenou (obr. 41), potom bod 6
musi byt modry (z trojuholnika 5 9 6), potom bod 2 musi byt
Cerveny (z trojuholnika 2 8 6), ale potom bod 4 musi byt modry
(z trojuholnika 4 5 2). AvSak potom bod 7 by musel byt zaroveri
aj modry (z trojuholnika 7 2 9) aj &erveny (z trojuholnika 7 8 4),
¢o vsak nemdze byt.

Bod 5 vSak iny ako modry, alebo Cerveny neméZe byt,
teda zvy$né body nemoZno vyfarbit tak, aby boli splnené
podmienky ulohy.

Pozndmka. Vsimnite si, Ze tvaha pre Cerveny bod 5 je
»taka istd« ako pre modry bod 5. Vlastne sme ju ani nemuseli
robit, stailo si v§imnut symetriu (obr. 42).

Obr. 42
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Kategoria Z5

ULOHY 1. KOLA

(RieSenia na str, 107 az 124)

Z5-1-1

V zdpise
965
67 4
866
797

1111

nahradte niektoré &islice jednotkou tak, aby sucet bol spravny.
(Rovnaké &islice nemusia byt nahradené rovnako.)

Z5-1-2

Kolko pravouholnikov je na obrazku 43? Kolko z nich
obsahuje pole C2? Ktorych je viac, tych ¢o obsahuji pole C2,
alebo tych, ¢o obsahuju pole B3?
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12 3 45 6

U o o >

Obr. 43

Z5-1-3

Maidme 100 kociek 1 cm X 1 cm X 1 cm. Kolko roéznych
kvddrov z nich moZno poskladat, ak musime vidy pouZzit
vietky kocky?

Z5-1-4

Na istom ostrove je 7 miest. Spojari mali pospdjat dvojice
miest telefénnymi kdblami tak, aby sa z kazdého mesta dalo
telefonovat do vsetkych ostatnych. (Ak sa dd telefonovat
z A do B, z B do C, mozno telefonovat aj z A do C.) Spojari
polozili 15 kdblov. Po nejakom case prisla reklamadcia, Ze ilohu
nesplnili. Isté dve mestd nemdZzu nadviazat spojenie. Je to
mozné? Svoju odpoved zddvodnite.

Z5-1-5

Strodenci Adam, Betka, Cyril a Dana zdedili zdhradu
tvaru Stvorca 100 m x 100 m. V zdhrade je studiia. Zdhradu

103



st rozdelili $tyrmi priamymi plotmi, ktoré viedli vZdy z rohu
zdhrady po studnu. Adam pritom dostal 4-krdt vdcSiu Cast
ako Dana, Betka 3-krdt vd¢Siu ako Dana a Cyril 2-krdt vacSiu
ako Dana. Nakreslite polohu studne v Stvorcovej zdhrade.
Svoje tvrdenie zddvodnite.

Z5-1-6
Napiste ¢isla 1, 2, ..., 9 do kruhu tak, aby Ziadne dve
susedné nemali sucet delitelny 3, 5, 7 (v Ceskej verzii 3, 4, 7).
Nidjdite jedno rieSenie (obr. 44).

Obr. 44
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ULOHY II. KOLA

(Rie$enia na str, 125 az 128)

Z5-11-1

V zépise
665
754
786
498

2222

nahradte niektoré islice &islicou 2 tak, aby bol zdpis stuctu
spravny. Ndjdite vSetky rieSenia.

Z5-11-2
Traja surodenci Janka, Marienka a Anicka zdedili zahradu
tvaru Stvorca o strane dlhej 90 m. V zdhrade je studia.

Zihradu si rozdelili tromi priamymi plotmi, ktoré viedli

D C

Obr. 45
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z troch rohov zdhrady priamo ku studni (obr. 45). Vsetky
tri dostali rovnako velké zdhrady. Zistite, kolko metrov
je studiia vzdialend od jednotlivych strdn $tvorca.

Z5-11-3
Vo vyraze 128 — 64 + 32 — 16 + 8 dopliite zatvorky

tak, aby ste po vypocitani dostali a) najvacsi vysledok,
b) najmensi vysledok.
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RIESENIA ULOH 1. KOLA

Riesenie Glohy Z5-1-1 (str. 102)

Najskor uvazujme Cislice na mieste jednotiek. Ich suctom
musi byt Cislo, ktoré md na mieste jednotiek Cislicu 1. Teda
1, 11, 21, 31, ... Suacet Cisel na mieste jednotiek je 5 + 4 +
+ 6 + 7 = 22, teda musime niektoré z nich nahradit jed-
notkou tak, aby sme dostali sucet bud 21, alebo 11. Sucet
1, 31 a viac nemdZeme samozrejme dostat, pretoze najmensi
mozny sucet je 4 (pri nahradeni vSetkych Cislic jednotkou)
a najvacsi 22 (ak nenahradime Ziadnu <¢islicu jednotkou).
Ak nahradime jednotkou ¢&islo 5, stcet sa zmens$i o 4, ak &islo 4,
sucet sa zmen$i o 3, nahradenim d&isla 6 sa sudet zmensi o 5
a nahradenim ¢&isla 7 sa sucet zmensi o 6. TakZe su¢et moZeme
zmensit o 4, 3, 5, 6, alebo Iubovolni kombindciu siétu
tychto Cisel.

Aby na mieste jednotiek bol sicet 21, museli by sme pévod-
ny sacet 22 zmensit o 1. To, ako vidime, nejde. Zostdva ndm
len uprava na sucet 11. To viak musime povodny stucet 22
zmenSit o 11. Sucet 11 z Cisel 4, 3, 5, 6, o ktoré mdZeme
zmens$ovat, méZeme dosiahnut len jedinym spdésobom 5 + 6.
Teda na mieste jednotiek musime &islicou 1 nahradit &islice
6, 7. Zapis suCtu potom bude vyzerat takto:
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965
674
861
791

« 1 a »jedna zostala«.

Prejdime na miesto desiatok. Do stctu desiatok nesmieme
zabudnut na 1 desiatku z miesta jednotiek. Stucet na mieste
desiatok je teda 6 + 7 + 6 + 9 + 1 = 29. Musime ho zni-
zit na 21, pripadne na 11. To moéZeme urobit len zdmenou
Cisel 6, 7, 6, 9 na Cislo 1, teda mdéZeme zmenSovat o 5, 6, 5, 8,
pripadne o IubovoInti kombindciu stuctu tychto Cisel.

Ak chceme Cislo 29 zniZit na 21, musime ho zniZit o 8.
To sa da jedine ndhradou Cislice 9 na &islicu 1. Ak by sme
cheeli ¢islo 29 znizit na 11, museli by sme ho znizit o 18
a to sa dd jedine ndhradou Cislic 6, 6, 9 za Cislice 1. Sua teda
zatial dve mozZnosti: |

965
674
861
711

. 11 a»dve zostali«

~ 0 & O

el e e ]
L R N S G ) |

a »jedna zostala«

Uvdzme teraz prvu z tychto moZnosti a uvazujme Cisla
na mieste stoviek. Ich sucet, pri ktorom nezabudame na
2 stovky z miesta desiatok, je 9 + 6 + 8 + 7 + 2 = 32,
Tento stcet 32 mdzeme zmensit o 8,5, 7, 6, pripadne o Tubo-
volni kombindciu suctu tychto d&isel. Podla podmienky
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tlohy musime ho zniZit na 11, teda musime &islo 32 znizit
o &islo 21. Cislo 21 dostaneme z nasich moZnosti jedine ako
sulet 8 + 7 + 6. Teda musime nahradit Cislice 9, 8, 7 Cisli-
cou 1.

Uvdzme druhtd z moZnosti. UvaZujeme Cislice na mieste
stoviek. Ich stcet s prirdtanim jednej stovky z miesta desiatok
jie 9+ 6+ 8+ 7+ 1 =31 Vysledny sucet musi byt 11.
Teda ¢&islo 31 musime zmensit o 20. Mdme mozZnost zniZzit
08,5, 7, 6, pripadne o TubovoIni kombindciu stuctu tychto
Cisel. Jedind mozZnost je 8 + 5 + 7. Teda musime nahradit
Cislice 9, 6, 8 &islicou 1.

Zhrnutim predchddzajtcich uvah dochddzame k odpovedi:
Uloha md prive dve rieSenia:

165 115
674 174
161 111
111 711
1111 1111

Riesenie alohy Z5-1- 2 (str, 102)

1. spdsob - hladanim vsetkych mozZnosti. Hladdme najskor,
kolko pravouholnikov je v obrazku 43 (str, 103). UvazZujme
vsetky typy pravouholnikov, ktoré mozeme ndjst v obrédzku.
Typ 1 X 1 (Stvorcek). Takych Stvorcekov je tam 4.6 = 24.
Typ 2 X 1. Mdzeme ho umiestnit »nastojato« alebo »naleza-

to«. UvaZujme najskor »nastojato«. Horné poli¢ko
modze potom byt len na miestach oznacenych
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na obrdzku 46a krizikom. To je 3.6 = 18 moz-
nosti.

UvaZujme teraz »nalezato«. Potom Iavé poli¢ko
modZze byt len na miestach oznaCenych kriZzikom
(obr. 46b). To je 4.5 = 20 moZnosti.

Spolu pre tento typ mdme 18 + 20 = 38 moz-

nosti.
1 2 3 4 5 6
AlX X [X|X[X]X XPX X XX
Bl XX |[X|X[X|X XXX [X]|X
CIX[X|X|[X]|X]IX X|X|X|X|X
D XXX |X}|X
Obr. 46a Obr. 46b

Typ 3 x 1. Podobnou uvahou ako pre typ 2 x 1.
»Nastojato« je 2.6 = 12 moZnosti.
»Nalezato« je 4.4 — 16 moZnosti.
Spolu 12 + 16 = 28 moZnosti.

Typ 4 x 1. »Nastojato« je 1.6 = 6 moZnosti.
»Nalezato« je 4.3 = 12 moZnosti.
Spolu 6 + 12 = 18 mozZnosti.

Typ 5 x 1. »Nastojato« sa uZ nezmesti.
»NaleZato« je 4.2 = 8 moznosti.

Typ 6 X 1. »Nalezato« st 4.1 = 4 moZnosti.

Typ 7 X 1 sauz nijako nezmesti.

Uvazujme teraz pravouholniky »$irky« 2. Typ 1 X 2 sme uz

uvaZovali.
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Typ 2 x 2. Uvazujme Iavé horné poli¢ko. To méze byt
len na miestach vyznacenych krizikom (obr. 47).
To je 3.5 = 15 moZnosti.

XIX[|X|X]|X

XXX |X]|X

XX | X|[X}X
Obr. 47

Typ 3 X 2.»Nastojato«: Ak oznatime krizikom miesta, kde
moZe byt favé horné poli¢ko, tak vidime (obr. 48a),
Ze je 2.5 = 10 moznosti.
»Nalezato«: Ak oznalime kriZzikom miesta, kde
méze byt Iavé horné poli¢ko (obr. 48b), tak vidime,
Ze je 3.4 = 12 mozZnosti.

X[X|X|X]|X X[ X|X}X
XXX |X]|x XX |Xx]|X
X|X[xX]|x

i
Obr. 48a Obr. 48b

Spolu pre tento typ teda je 10 + 12 = 22 moz-
nosti.
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Dalsie vysledky dostivame podobnou tvahou.

Typ 4 x 2.»Nastojato« je 1.5 = 5 moZnosti.
»NaleZato« je 3.3 = 9 moZnosti.
Spolu 5 + 9 = 14 moZnosti.

Typ 5 x 2. »Nastojato« sa nezmesti.
»NaleZato« je 3.2 = 6 moZnosti.

Typ 6 X 2.»Nalezato« st 3.1 = 3 moZnosti.

Podobne pre pravouholniky »Sirky« 3.

Typ 3 X 3 md 2.4 = 8 moZnosti.

Typ 4 X 3. »Nastojato« st 1.4 = 4 moznosti.
»NaleZato« je 2.3 = 6 moznosti.
Spolu je 4 + 6 = 10 moZnosti.

Typ 5 X 3. »Nastojato« sa uZ nezmesti.
»NaleZato« st 2.2 = 4 mozZnosti.

Typ 6 < 3.»NaleZato« sti 2.1 = 2 moZnosti.

Pre »Sirku« 3 sme vylerpali vSetky moznosti. UvaZujme
posledni »3irku« 4. »SirSie« typy uZ nevyhovuju.

Typ 4 X 4 md 1.3 = 3 moZnosti.

Typ 5 X 4 md 1.2 = 2 mozZnosti.

Typ 6 X 4 md 1.1 = 1 moZnost.

Na obrdzku 43 (str, 103)je teda spolu 24 + 38 + 28 + 18 +
+8+44+15+224+14+6+-3+8+10+4+ 2+
+ 3 + 2 + 1 = 210 pravouholnikov.

Podobne, podla typov, mbzeme zistit, kolko pravouholnikov
daného typu obsahuje policko B3, pripadne C2. Vysledky

su v tabulke.
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\ Typ !Obsl';\;mie Obsgémje Typ ObsBa;mje Obgélguje
| 1x1 | 1 1 2%5 4 4
l><2l 4 4 2X%X6 2 2
1x3 5 4 3% 3 6 4 !
| 1x4 4 3 3% 4 9 6
C1xs 2 | 2 3x5 4 s
l1x6 I | 3x6 | 2 2 ‘
izxz 4 4 4x4 3 2
| 2 x 08 4x5 2 2
!2><4 8 ‘ 6 4><6! 1 1

Pravouholnikov obsahujucich pole C2 je 60, pravouholni-
kov obsahujucich pole B3 je 72. Viac je pravouholnikov,
ktoré obsahuju pole B3.

I1. spdsob - kombinatorickou vvahou. Kazdy pravouholnik

je jednoznalne ureny dvojicou zvislych a dvojicou vodo-
rovnych priamok, ktoré vznikni prediZenim strin pravo-

uholnikov. Vodorovnych dvojic priamok je (;) =10, zvislych

.. (7
dvojic je (2) = 21. (Obr. 49.) Teda vSetkych pravouholnikov
5\ (7)
je (2) . (2) — 10.21 — 210.
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(3 ) takovych dvojic
/—A‘ﬂ

(3 ) takovych dvojic

Obr. 49

Teraz uréime pravouholniky, ktoré neobsahuju pole C2.
Lavu zvisld stranu mdZeme zvolit na 2 priamkach, pravu
na 5 priamkach (obr, 50). To je spolu 2.5 = 10 moZnosti. Hor-
nu vodorovnu stranu moéZeme zvolit na 3 priamkach, dolnd
na 2 priamkach (obr, 50), tj. spolu 3.2 = 6 moZnosti. Preto
pocet pravouholnikov, ktoré obsahuju pole C2, je rovny
10.6 = 60.

1 2 3 4 5 6

A
B 3 pfimky
C
D

>2 primky
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Podobne uréime pocet pravouholnikov, ktoré obsahuju
role B3. Ten je rovny (3.4).(2.3) = 72.

Pozndmka. Pocet pravouholnikov, ktoré obsahuju pole C2
alebo B3, m6zeme zistit aj takto: Kazdy pravouholnik je ureny
TubovoInou dvojicou protilahlych (t.j. nesusednych) vrcholov.
Budeme uvaZovat Iavy dolny a pravy horny vrchol. Moznosti
pre Tavy dolny vrchol st vyznacené na obrdzkoch 51a52 plny-
mi kruzkami, pravé horné vrcholy prazdnymi kruzkami.
Z obrdzku 51 je vidiet, Ze je prdve 4.15 = 60 pravouholni-
kov, ktoré obsahujt pole C2. Podobne z obrdzku 52 je vidiet,
Ze je prave 9.8 = 72 pravouholnikov, ktoré obsahuju pole B3.

1 2 3 & 5 6 1 2 3 4 5 6

OO0 w P
.0 W P

Obr. 51 Obr. 52

Teda pravouholnikov, ktoré obsahuju politko B3, je viac
ako pravouholnikov, ktoré obsahuju politko C2.

RieSenie ulohy Z5-1- 3 (str, 103)

Pocet kociek kvadra je uréeny su¢inom poctu kociek roz-
merov kvddra. Teda pre pocet kociek na hrandch kvddra musi
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platit, Ze ich sucin je 100. Su tieto moznosti rozkladu Cisla
100 na sucin troch ¢initelov (nezabudame samozrejme na
jednotku):

100 =1.1.100 100 =1.10.10
=1.2.50 =2.2.25
=1.4.25 =2.5.10
=1.5.20 =4.5.5

Ind moznost rozkladu &isla 100 na sudin troch Cisel nie
je. Ak sa dohodneme, Ze kviadre, napriklad 1 x 2 x 50,
50 x 1 x 2,2 x 1 x50 atd., st rovnaké, tak zo 100 kociek
mozno poskladat 8 réznych kvidrov.

Pozndmka. Pri hladani rozkladov ¢isla 100 na sucin troch
Cinitefov ndm moZe pomoct rozklad ¢isla 100 na prvodinitele:
100 = 2.2.5.5.

RieSenie Glohy Z5-I - 4 (str, 103)

I. sposob. Medzi 7 mestami je mozné polozit 21 kablov,
pretoZe mesto A mozZno spojit so 6 mestami,
potom mesto B uZ len s 5 nespojenymi mestami,
potom mesto C uZ len so 4 nespojenymi mestami,
potom mesto D uz len s 3 nespojenymi mestami,
potom mesto E uZ len's 2 nespojenymi mestami,
potom mesto F uZlens 1 nespojenym mestom,
potom mesto G uZ je spojené so vSetkymi.
(Komu nie je tdto dvaha celkom jasnd, nech si nakresli 7 bo-
dov — miest a tieto v poradi, podla naSej uvahy, spdja s ostat-
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nymi mestami.) Takze spoluje6 + 5 +4 + 3 + 2 4+ 1=21
kdblov. Ak spojdri polozili 15 kéblov, to znamena, Ze z moz-
nych 21 nepolozili 6. Kazdé mesto je so vSetkymi ostatnymi
pospdjané 6 kdblami, teda je mozné, Ze jedno mesto nebolo
pripojené.

I1. spésob. 6 miest mozno pospdjat kazdé s kazdym 15 kdb-
lami (1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15), obrazok 53. TakZe (pri
stroche« nepozornosti) spojdri mohli zabudnut na posledné
7. mesto, ked predtym pospdjali 15 kdblami ostatnych 6 miest,

kazdé s kazdym.
/ . D

A 2\ //ZC
B G
Obr. 53

Riesenie Glohy Z5-1- 5 (str, 103)

I. spésob. Oznalme velkost Daninej zdhrady d. Potom
Adamova zdhrada m4 velkost 4d, Betkina zdhrada md velkost
3d, Cyrilova zdhrada md velkost 2d. Velkost celej zdhrady
je sultom velkosti zdhrad Adama, Betky, Cyrila a Dany.
Takze velkost celej zdhrady méZeme vyjadrit ako 4d + 3d +
+ 2d + d = 10d. Av$ak zdhrada m4a velkost 100.100 m? =
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= 10000 m2 Z toho zrejme Dana md zdhradu velkosti
1000 m2, Cyril zdhradu velkosti 2000 m2, Betka zdhradu
velkosti 3 000 m? a Adam zdhradu velkosti 4 000 m2. Potom
vyska trojuholnika Daninej zahrady (k strane AB, obr, 54)
musi byt 20 m, nakolko obsah tohto trojuholnika je

20 m . 100 m

1000 m? = - Podobne vyska trojuholnika Cy-

rilovej zdhrady je 40 m, Betkinej je 60 m a Adamovej je 80 m.

D C D Z c

N

\‘- A

y

E2. 3N C. B

T =
A B A kX ( B

Obr. 54 Obr. 55

II. sposob. Rovnakym spdsobom vySrafované trojuholniky
su rovnaké (obr. 54). To znamend, Ze 1. a 4. zdhrada (podla
oznadenia v obrdzku 54) majt spolu rovnaku velkost ako 2. a 3.
zahrada spolu. Ozna¢me zdhrady 1, 4 a zahrady 2, 3 ako
zahrady proti sebe. Dalej oznaéme velkost Daninej zihrady d.
Potom Adamova zihrada md velkost 4d, Betkina zdhrada
md velkost 3d a Cyrilova zdhrada md velkost 2d. Takze
zihrady Adama a Dany maji spolu velkost 5d, takisto ako
zdhrady Betky a Cyrila spolu. Teda zdhrady proti sebe musia
mat Adam s Danou a Betka s Cyrilom. (Obr. 55.)
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Dana md zdhradu, ktorej obsah je polovica obsahu obdizni-
ka ABYT; jeho obsah je 100.x m2. Adam m4 zdhradu, ktorej
obsah je polovica obsahu obdiZnika DCYT; jeho obsah je
100.y m?2. Zrejme pre x, y plati (podIa obr. 55): x + y = 100
a x:y je v pomere 1:4, nakolko Adam m4 Styrikrat vicSiu
zahradu ako Dana. Z toho x =20 m a y = 80 m. Podobne
pre k, I plati: & + [ =100, 2:] =2 :3, takZe £ = 40 m,
[ = 60 m.

Ak vrchol A4 S§tvorca ABCD je najbliZsie k studni, potom
studia je od strany 4B vzdialend 20 m a od strany 4D
40 m (pripadne naopak). RieSenia pre studnu bliZSie k bo-
du B (resp. C, D) st obdobné. Su len osovo, pripadne stre-
dovo stimerné a povaZujeme ich za rovnaké.

RieSenie dlohy Z5 - I - 6 (str, 104)

I. sposob. Najskor si vypiSeme, ktoré Cisla mdZu byt vedla
seba. K tomu ndm pomdZe, ked si uvedomime, Ze moZné
sticty dvoch cisel vedla seba méZu byt len: 4, 8, 11, 13, 16,
17. Potom ku kazdému &islu od 1 do 9 ndjdeme moZnych suse-
dov jednoducho ako doplnky k moZnym stiétom (samozrejme,
Ze aj tie musia byt od 1 do 9). Takze

vedla 1 mdzu byt 3, 7,

vedla 2 mézu byt 6, 9,

vedla 3 mézu byt 1, 5
vedla 4 mézu byt 7, 9,
vedla 5 m6zZu byt 3, 6
vedla 6 mozu byt 2, 5
vedla 7 mdzZu byt 1, 4,
vedla 8 m6zu byt 3, 5,
vedla 9 mdZu byt 2, 4, 7, 8.

8,

o

-
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Zatnime Cislom, ktoré md len dvoch susedov. Vyberme si
napriklad 2. Pre ¢&islo 2 je len jedna moznost (aZ na symetriu):
9—-2—6

Budeme pokracovat &islom 6, Cislo 9 nechdme tak. K &islu
6 mozu byt (podla ndSho prehladu mozZnosti) uz len susedia
Cisla 5 alebo 7, pretoZe &islo 2 uz tam je. Budeme to zapisovat
prehladne do tzv. stromu vSetkych moZnosti.

s
9 VARN
7 5

Takto postupujeme dalej, staic ddvame pozor na disla,
ktoré sme uz pouzili, aZz dostaneme strom vsetkych mozZnosti.
(n znamend, Ze sme uz vycCerpali vietky Cisla, ktoré mézu byt
susedom predchddzajuceho ¢isla.)

AN\
6
7/

7\

“\

5t
S~
/w__—‘
D3
N
>—ul—o—

JS—uU—o
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Teda existuje jediné rieSenie (obr. 56) aZ na orientdciu
a otoCenie obrdzku.

® ®

Obr. 56

RieSenie Ceskej verzie (zmena vznikla pravdepodobne
prepisom): Vyhovujice sucty dvoch susednych Cisel su:
5, 10, 11, 13, 17, Takze

vedla 1 mdzu byt 4, 9,

vedla 2 mdzZu byt 3, 8, 9,

vedla 3 mézu byt 2, 7, 8,

vedla 4 m6zu byt 1,6, 7, 9,
vedla 5 mdzu byt 6, 8,
vedla 6 mdzu byt 4, 5, 7,
vedla 7 mézu byt 3, 4, 6,
vedla 8 méZu byt 2, 3, 5, 9
vedla 9 mézu byt 1, 2, 4, 8

> 7>

Zatnime napriklad ¢islom 5. Podobnym postupom ako pre
slovensku verziu zostavime strom vSetkych moZnosti:
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F—=—w0— N—-w——\:\\‘
T—N—W—N

T—N—W— N—O— =

Uloha m4 jediné riesenie (v zmysle odpovede v slovenskej
verzii) na obrdzku 57.

Obr. 57
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II. spésob. Naznatime len rieSenie slovenskej verzie ulohy.
ZapiSeme ¢isla do pomocnej schémy v Tubovolnom poradi,
napriklad podla velkosti. Spojime usetkou tie dvojice &isel,
ktoré modZu byt vedla seba (obr. 58a).

Obr. 58a

Potom v obrdzku vyhladdme uzavretd lomenu Ciaru, aby pre-
chéddzala vSetkymi ¢islami. Hladand lomend Ciara musi obsa-
hovat spojnice 7 — 1 — 3,9 —2 — 6,9 — 4 — 7 (obr. 58b),
vysvetlite sami preco. Tym dostaneme lomenu Ciaru 3 — 1 —
—7—4—9—2 —6. Potom ju uz lahko jedinym spdso-
bom doplnime na lomenu ¢iaru3 —1 —7 —4 —9 —2 —
— 6 —5 — 8 — 3 (obr. 58¢c). Teraz uz len ¢isla prekreslime
do kruhu v tomto poradi; dostaneme znovu rieSenie zndzor-
nené na obr. 56.

Pozndmka. RieSenie sme mohli hladat aj postupnym ndhod-
nym vpisovanim do koliesok v obrdzku tak, Ze by sme pri-

pisovali vZdy len vyhovujuce susedné &isla a v pripade netspe-
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Obr. 58b Obr. 58¢

chu by sme sa vracali spit. Takym spdsobom by sme viak
neukdzali, Ze tloha m4d prdve jedno rieenie.
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RIESENIA ULOH II. KOLA

Riesenie ulohy Z5 - II - 1 (str, 105)

Uvazujme Cisla na miestach jednotiek. Ich sucetje 5 + 4 +
+ 6 + 8 = 23. Nahradenim ¢&islic 5, 4, 6, 8 Cislicou 2 sa
vysledny sucet zmensi o 3, 2, 4, 6, pripadne o Iubovolnd
kombindciu suctu tychto Cisel. Novy stcet musi byt 12,
pripadne 22. Sdlet 22 mdZeme dostat zmensSenim o 1 a to sa
v naSom pripade nedd. Sucet 12 dostaneme zmenSenim po-
vodného sucétu o 11 a to mdzeme dostat len ako 3 + 2 + 6,
teda nahradenim ¢&islic 5, 4, 8 &islicou 2.

TakZe medzivysledok je

66 2
752
786
492

. 2 a»rjedna zostala«.

UvaZujme teraz Cisla na miestach desiatok. Z miesta jed-
notiek zostala 1 desiatka, teda stfet na mieste desiatok je
6+ 5+ 8+ 9+ 1=29. Musime dosiahnut sacet 22, pri-
padne 12. Stcet 22 dosiahneme zniZenim o 7, ¢o moZno
urobit nahradenim cifier 6 a 5 cifrou 2, pripadne nahradenim
cifry 9 cifrou 2.
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Stcet 12 modzeme dosiahnut zniZzenim o 17, ¢o moZno
urobit nahradenim ¢islic 6, 8, 9 &islicou 2.
TakZe médme tri moZnosti dalSieho medzivysledku:

622 66 2 622

722 752 752

786 786 726

492 422 422

.22 a»dve .. 22 a»rdve ... 22 an»rjedna
zostali« zostali« zostala«

V prvych dvoch pripadoch zostdvaji 2 stovky z miesta
desiatok, teda spolu sucet je 6 + 7 + 7 + 4 + 2 = 26.
Musime zniZit na 22. Jedind moZnost je zamenit cifru 6
na cifru 2.

V tretom pripade zostiva 1 stovka z miesta desiatok,
teda sulet na mieste stoviek je 25. Mdme ho zniZit na 22,
teda o 3 a to sa v naSoin pripade neda.

Uloha md prave dve rieSenia:

222 262
722 752
786 786
492 422
2222 2222

RieSenie alohy Z5 - II - 2 (str, 105)

Obsah zdhrady je 90 m . 90 m = 8 100 m?2 (obr. 59). KedZe
kazdy méd rovnako velkd zdhradu, jedna z nich m4d obsah
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8100 m®> : 3 = 2700 m2 Obsahy trojuholnikov ASB

a BSC st rovnaké, preto plati v; = vs. Ale obsah 2 700 =
90.7; 5

= takze v; = 90 = 60 (m). Z toho (pozri obr. 59)

potom v3 = 93 = 90 — 60 = 30 (m). Teda studiia je od

dvoch susednych stran Stvorca vzdialend o 60 m a od dru-

hych dvoch susednych stran o 30 m.

Dr— c
si%3
V4 } V2 30
A8
Obr. 59

RieSenie Glohy Z5 - II - 3 (str, 106)

Maiéme vo vyraze 128 — 64 + 32 — 16 + 8 umiestnit zi-
tvorky tak, aby vysledok bol ¢o najmensi (pripadne ¢o naj-
vadsi). Zmenu vysledku dosiahneme len zdtvorkovanim, pri
ktorom aspofi jedna zatvorka je »za minuskou«.

Najmens$i vysledok dostaneme, ak od¢itame Co najviac.
To dosiahneme, ak vSetky znamienka »zmenime zdtvorko-
vanim na minus«. Tak je tomu v pripade:

128 — (64 + 32) — (16 + 8) =8
Najvicsi sacet je bez zdtvoriek
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128 — 64 + 32 — 16 + 8 = 88,

teda ak musime dat zdtvorky, urobime to tak, aby sa vysledok
nezmenil. Napriklad:

128 — 64 + (32 — 16 + 8) =88
Najmensi vysledok, aky modZeme zdtvorkovanim dostat, je 8,

najvacsi je 88.

Pozndmka. Ulohu bolo moZné riesit i vypisanim vietkych
moznosti zdtvorkovania (pozri rieSenie ulohy Z4-1-6)

.....

vietkych moznych vysledkov.
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Kategoria Z4

ULOHY 1. KOLA

(RieSenia na str, 132 az 136)

Z4-1-1

V istom mesiaci mali tri soboty pdrny ddtum. Aky deni
v tyZdni pripadol v tomto mesiaci na 28-eho?

Z4-1-2

Kvider s rozmermi 260 mm, 120 mm, 40 mm rozrezali
na kocky s hranou 2 cm. VSetky kocky, ktoré takto dostali,
postavili do radu. Aky dlhy rad vznikol?

Z4-1-3

Midm 9 paliciek. Ich diiky si lcm, 2 cm, ..., 9 cm.
Chcem z nich zostrojit §tvorcovy rdm. Mdj mladsi brat chce,
aby som mu dal aspoii jednu pali¢ku. Poradte mi, kolko a kto-
rych pali¢iek mu méZem dat, NapiSte mi vSetky moZnosti.
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Z4-1-4

Pozrite si postupnost slov: ruka, akur, karu, ... Je vytvo-
rend podla tohto pravidla: v poslednom napisanom slove pre-
suni posledné pismeno na zatiatok a potom vymeni pismend
1, k.

Napriklad v slove ruka najprv déme posledné pismeno na
zaliatok — dostaneme aruk — a potom este prehodime r,
k — dostaneme akur. Rovnako pokracujeme dale;j.

Zistite, aké slovo bude v tejto postupnosti na 99. mieste.

Z4-1-5

Pri lesnej §kolke pichla Miska osa. Zacal bezat popri plote.
Od prvého rozného*)stipika po 5. stipik prebehol za 12 sekitind.
Potom pokradoval az po 15. stipik, tam sa otoil a bezal spit.
Pri druhom stipiku sa otocil a bezal az k 14. stipiku. A tak
behal od 14. stipika ku 3., odtial k 13., naspit ku 4., atd.
Nakoniec sa zastavil pri 8. stipiku. Vieme, %¢ Misko beZal
stdle rovnakou rychlostou. Ako dlho bezal Misko popri plote ?

Z4-1-6

Do zdpisu
1988 — 183 — 512 — 411 + 102

vyznacte zdtvorky piatimi spdsobmi tak, aby ste dostali pit
réznych vysledkov.

*) Cesky »rohovéhoc.
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ULOHY II. KOLA

(Riesenia na str, 136 az 137)

Z4-11-1

Z 31 rovnakych kociek treba zloZit Co najvidcsiu kocku.
Kolko kociek budeme potrebovat?

Z4-141-2

Nahradte hviezdi¢ky Cislicami tak, aby platil nasledujici
sulet. (Hviezdi¢ky nemusia byt nahradené rovnakou &islicou.)

* Kk Kk Kk Xk

* * Kk *x X

199997

Z4-11-3

Maime 7 pali¢iek. Su dlhé 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm,
6 cm, 7 cm. Chceme z nich zloZit trojubolnik, ktory ma
vSetky strany rovnako dlhé. Aky najvacsi a aky najmensi
takyto trojuholnik mozno zlozit ? Uved, z ktorych pali¢iek a ako
ho zlozis,
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RIESENIA ULOH I. KOLA

RiesSenie tlohy Z4 -1 -1 (str, 129)

PretoZe tyZdefi md 7 dni, ¢o je nepdrny pocet, majd soboty
iduce za sebou ddtumy rdznej parity (— parny — nepérhy —
— parny —). KedZe tri soboty boli s pdrnym ddtumom,
muselo byt v danom mesiaci aspoil 5 sobdt. Sobota s parnym,
potom nepdrnym, pdrnym, neparnym, parnym ddtumom.
Teda tri soboty s pairnym a medzi nimi dve soboty s neparnym
datumom. Viac sobdt v mesiaci nemézZe byt.

Rozdiel ditumov medzi piatou a prvou sobotou v mesiaci
musi byt 4.7 = 28. Prva pdrna sobota v mesiaci mdZe byt
druhého. Teda piata sobota by potom bola 30-teho v mesiaci.
Dalsia prvd pdrna sobota by mohla byt 4-tého v mesiaci, ale
potom piata sobota by musela byt 32-hého v mesiaci, ale Ziaden
mesiac nemd tolko dni.

Teda jediné rieSenie je, Ze prvd sobota v mesiaci bola dru-
hého, piata bola 30-teho, a teda 29-teho bol piatok a 28-ho
bol §tvrtok.

28. deni v mesiaci pripadol na $tvrtok.

RieSenie Gillohy Z4 -1 - 2 (str, 129)

Uvédzme najskor, kolko kociek s hranou 2 cm méZeme poloZit
pozdiZ jednotlivych hrin kvidra. Vedla 260 milimetrove;j hra-
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ny mozno polozit 13 dvojcentimetrovych kociek, pretoze
13.2 cm = 26 cm = 260 mm. Vedla 120 milimetrovej hrany
mozno poloZit 6 kociek, vedla 40 milimetrovej hrany 2 kocky.
Teda z kvddra dostaneme 13.6.2 = 156 dvojcentimetro-
vych kociek.
Ked ich postavime vedla seba, vznikne rad dlhy 156.2 cm =
= 312 cm.

RieSenie ulohy Z4 -1 - 3 (str, 129)

I. spdsob. Najskor zistim, aké Stvorcové rdmy je mozZné
z danych paliCiek zostrojit. Zrejme nemozno Zostrojit ramy
so stranou 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm, 6 cm, pretoZe
dihdie palitky nemoZno pouzit a vhodnych kritkych je malo.

Rdm so stranou 7 cm moZno zostrojit, ak jednotlivé stra-
ny budud zloZené z paliciek 1 + 6, 2 + 5, 3 + 4 a 7. Inym
sposobom to nejde. TakZe mladSiemu bratovi mdzem dat
palitky dizky 8 cm a 9 cm.

Rédm so stranou 8 cm mozZno zostrojit, ak jednotlivé strany
buda 1 + 7,2 + 6,3 + 5, 8. Mohol by som zvizit, Ze nie-
ktoru stranu zostrojim viacerymi pali¢kami; napr. 4 + 3 + 1,
5+ 2 + 1, potom mi ale nezostane dost krat$ich paliciek
na ostatné strany. Je len jedind moZnost na ziskanie stran
dizky 8 cm. Takze mlad$iemu bratovi méZem dat v tomto
pripade pali¢ky diZky 4 cm a 9 cm.

Rdm so stranou 9 cm mozZno zostrojit, ak jednotlivé strany
budal + 8,2 + 7,3 + 6,4 + 5, alebo 9. Pri¢om si mdzem
vybrat Iubovolné $tyri z piatich moznosti. Takze mladSiemu
bratovi by som mohol dat bud palitku dizky 9 cm, alebo
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palitky dizky 1 cm a 8 cm, alebo 2 cm a 7 cm, alebo 3 cm
a 6 cm, alebo 4 cm a 5 cm.

Rédm so stranou 10 cm mézem zostrojit, ak jednotlivé strany
buda 1 +9, 2 + 8, 3 + 7, 4 + 6. TakZze na darovanie mi
zostane pali¢ka dizky 5 cm.

Rdm so stranou 11 cm md obvod 44cm. 1 + 2 + 3 + 4 +
+ 5+ 6+ 7+ 8+ 9 =45, Teda zostane mi pali¢ka dizky
1 cm. T mdzem, v pripade, Ze sa z ostatnych paliciek dd
poskladat $tvorcovy ram, darovat mladsiemu bratovi. Z ostat-
nych pali¢ieck mozno urobit rdm so stranami 2 + 9, 3 + 8,
4+ 17,5+ 6.

Teda mladSiemu bratovi mdéZem dat bud palicky dizky
8 cm a 9 cm, alebo 4 cm a 9 cm, alebo 9 cm, alebo 1 cm
a 8 cm, alebo 2 cm a 7 c¢m, alebo 3 cm a 6 cm, alebo 4 cm
a 5 cm, alebo 5 cm, alebo 1 cm.

IL. spésob. Ulohu mozno riesit aj od paliciek, ktoré mdzem
darovat. Obvod Stvorca totiz musi byt ndsobkom Styroch,
potom zvySok obvodu do 45 cm mézem darovat za predpokla-
du, Ze zo zostdvajucich pali¢iek moézZem urobit Stvorcovy ram.
Teda podobnd uvaha ako v I. spdsobe pre rdm so stranou
11 cm.

RieSenie tlohy Z4 - I -4 (str. 130)

Pokracujeme dalej v pisani postupnosti slov: ruka, akur,
karu, urak, ruka, ... Vidime, Ze postupnost sa bude opakovat.
A to tak, Ze na kazdom S$tvrtom mieste bude »urak«. Z toho
na 4.24 = 96. mieste bude teda »urak«. A potom na 97. mies-
te bude »ruka¢, na 98. »akur«, na 99. »karu«.

Na 99. mieste postupnosti slov bude slovo »karuc.
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RieSenie ulohy Z4-1-5 (str. 130)

Zapidme si postupne &isla stipov, pri ktorych sa Misko
otdcal:
1—-15—2—-14—-3—-13—-4—-12—-5—-11—6 —
— 10 — 7 — 9 — 8, medzi nimi je postupne medzier:

14 +13+12+ 11 4+10+9+8+7+6+5+ 4+
+ 3 + 2 + 1. Co je spolu 105 medzier.

Od 1. po 5. stipik, ¢o st 4 medzery, prebehne za 12 sekind.
Teda 1 medzeru prebehne za 12 :4 = 3 sekundy. Potom
ale 105 medzier prebehne za 105.3 = 315 sekind, ¢o je 5 mi-
nit a 15 sekdnd, alebo 5 a Stvrt mindty.

RieSenie ulohy Z4 - I - 6 (str. 130)

ZapiSme si vSetky moZnosti zdtvorkovania a vypocitajme
ich sucty. Takto ndjdeme vSetky rieSenia. (V ulohe sa ndjdenie
vSetkych rieSeni nepozaduje, stali, ak ndhodnym zdtvorko-
vanim ndjdete 5 réznych vysledkov.)

1988 — 183 — 512 — 411 + 102  — 984
01988 — (183 — 512) — 411 + 102 = 2008
1988 — ((183 — 512) — 411) + 102 — 2830
1988 — ((183 — 512) — 411 + 102) = 2626
1988 — (183 — 512) — (411 + 102) = 1804
1988 — ((183 — 512) — (411 + 102)) = 2 830
1988 — 183 — (512 — 411) + 102 — 1806
1988 — (183 — (512 — 411)) + 102 = 2008
1988 — (183 — (512 — 411) + 102) — 1804
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1988 — 183 — ((512 — 411) + 102) = 1602
1088 — 183 — 512 — (411 + 102) = 780
1988 — (183 — 512 — (411 + 102)) = 2830
1988 — 183 — (512 — (411 + 102)) = 1806

1988 — (183 — 512 — 411) + 102 = 2830
1988 — ((183 — 512 — 411) + 102) — 2626
01988 — 183 — (512 — 411 + 102) = 1602
1988 — (183 — (512 — 411 + 102)) = 2008
01988 — (183 — 512 — 411 + 102) = 2626

Moznosti zdtvorkovania prvych &isel v zdpise sme vyne-
chdvali, nakolko nemajd vplyv na zmenu suctu. Ak si pozorne
vSimnete spdsoby zdtvorkovania, pred ktorymi st bodky,
a poradie, ako idu za sebou, moZzno vis to navedie na sposob,
akym sme to robili.

Su tieto moZnosti vysledkov: 780, 984, 1602, 1804,
1 806, 2 008, 2 626, 2 830.

RIESENIA ULOH II. KOLA

RieSenie ulohy Z4 -II -1 (str, 131)
Ak by kocka mala na jednej hrane 2 kocky, potom by bola
zloZend z dvoch vrstiev, v kaZdej po 4 kockich, teda spolu

z 8 kociek.
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Ak by kocka mala rozmer 3 kocky, potom by bola zloZend
z 3.9 = 27 kociek. Vi&siu kocku uz nemozno z 31 kociek
zloZit.

RieSenie ulohy Z4 - II - 2 (str, 131)

V ¢&islach, ktoré s¢itavame, musia byt na prvych miestach
najvicSie Cislice, teda deviatky. Aj tak ich sulet bude len
18 a nie 19, teda »jedna« musi zostat z predchddzajuceho
medzistic¢tu. Tou istou tvahou zistime, Ze aZ po miesta desia-
tok musia byt namiesto hviezdi¢iek samé deviatky. Z miesta
jednotiek musi zostat 1, teda, aby sme v sti¢te dostali na miesto
jednotiek 7, musime s¢itat 8 + 9.

Jediné rieSenie, aZ na poradie scitancov je:

99998
99999

199997

RieSenie ulohy Z4 - II - 3 (str, 131)

Suet dizok vietkych palitiek je 28 cm. Najvidsi trojuholnik
by mohol mat stranu 9 cm, pretoze 9.3 = 27.

Jedini mozZnost zostrojenia jeho strin je z palitiek dizok
7cma2cm,6cma3cm,5cmaédcm.

Najmensi trojuholnik by mohol mat napriklad dizku strany
4 cm, ale potom by sme z danych pali¢iek mohli zostrojit
len dve strany 4 cm, 3 cm + 1 cm. Teda najmensi trojuholnik
musi mat stranu dizky 5 cm. Jedind moZnost zostrojenia
jeho stran je z palitiek dizky 5 cm, 1 cm a 4 cm, 2 cm a 3 cm.
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Vybrané alohy
z koresponden&nich seminarua
a dalSich soutézi

Snad v kazdém kraji a Casto i v okresech se konaly ve $kol-
nim roce 1988/89 korespondencni soutéze pro vSechny zdjem-
ce o feSeni zajimavych matematickych tloh. Koresponden¢ni
semindre jsou dobrou Skolou pro vSechny mladé matematiky.
Pro vSechny ucastniky je cenné zejména to, Ze organizdtofi
jim vraceji opravené ulohy Casto i s komentdfi, jaké udélali
chyby. Nejlepsi z feSiteld jsou zpravidla zvani na né&ko-
likadenni soustfedéni.

Kromé korespondenénich semindft se pro mladé matema-
tiky poradaji vedle oficidlni matematické olympiddy i dalsi
matematické soutéze. Napfiklad v ZiapadocCeském kraji je to
ndstavbovd soutéz — 3. kolo matematické olympiddy pro
kategorie Z5 az Z7. Na matematické olympiddé je naproti
tomu nezdvisld soutéz »Dejte hlavy dohromady« pofddand
praZskou pobotkou JCSMF pro talentované Ziky 6. ro¢nikil.

Véfime, Ze vybrané dlohy z téchto akci pfijmou se zdjmem
predevSim ti mladi matematici, ktefi nemaji pfileZitost
se podobnych akci zacastnit. Zdroven véfime, Ze zvefejnéni
téchto tloh muze inspirovat i dal$i organizdtory k pofdddni
podobnych akci.
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A

V Praze pofdidd KV MO spolu s gymndziem W. Piecka
(od roku 1990 gymnézium Korunni ti.) jiz 3. ro¢nik Pikoma-
tu pro Zdky 8. ro¢. ZS. Hlavnim organizitorem je prof. ¥. Zhouf.

vvvvv

1. Urcete nejvétSiho spole¢ného délitele Cisel
m=1.2.3.....25.26 a n = 1010,

2. Kuan a mezek, oba téZce naloZeni, $li jeden vedle druhého.
Kun si stéZoval na svij tézky ndklad. »Na co si stéZujes 2«
zeptal se ho mezek. »Vzdyt kdybych si vzal jeden z tvych
pytla, byl by muj ndklad dvakrdt té€z§i nez tvij, ale kdybys
ty vzal jeden pytel z mych zad, méli bychom oba stejné tézké

ndklady.« Kolik pytla nesl ki a kolik mezek?

3. Zjistéte, zda lze do &tverce o strané 1 umistit navzdjem
se nepronikajici kruhy tak, aby soucet jejich poloméra byl
veétsi nez 1 989.

4. Nejvyse kolik ¢isel 1ze vybrat z ¢isel 1, 2, 3, .. ., 99, 100,
aby mezi nimi nebyla Zddnd dvé, jejichz pomér je mocnina
dvou?

5. Muze mit lichob&znik strany dlouhé 5 cm, 5 cm, 6 cm,
8 cm? Které z téchto hodnot jsou pak délkami jeho zdkladen?
Najdéte vSechna feseni.

6. Na kruznici je » bodu (n = 1, celé). Oznacte je postupné
proti smyslu hodinovych rudicek &isly 1, 2, 3, ..., n — 1, n.
V bodé 1 sedi blecha, kterd zalne skdkat. Sko&i do bodu 2,
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z n&j do bodu 4, pak do bodu 7 atd. Tzn. pii i-tém skoku
preskodi bod 7 — 1. DokaZte, Ze pro lichd » vidy existuje bod,
na ktery blecha nesko¢i. (Mimo soutéZ: Jak je to pro sudd n?)

B

V Jihoeském kraji se uskute¢nil 3. ro¢nik Pikomatu, ktery
pod vedenim dr. Sokola priipravili pracovnici gymndzia
v Jirovcové ul. v Ceskych Budé&jovicich a pracovnici katedry
matematiky Pedagogické fakulty v Ceskych Budéjovicich.
Koresponden¢ni semindf mél 5 kol a zudastnilo se ho 107 Zé-
ka 6. az 8. ro¢nikd.

Ukazky dloh

1. Sesticiferné &islo, které lze zapsat ve tvaru 1k 31%4, je
délitelné 12, ale neni dé&litelné 9. Urcete Cislici k.

2. Kazdy z 9 ucastnikd a zdloznikd mistrovského fotbalo-
vého celku dal v sezéné alesponi jeden gél a vSichni dohroma-
dy dali 47 gélu. Dokazte, Ze alespoit dva z nich dali stejny
pocet golu, jestlize vime, Ze jeden z hraca dal 12 gold.

3. Mdme 2 000 ¢tverct se stranami délek 1, 2, 3, ..., 2 000
centimetrt. DokaZzte, Ze je muzeme rozdélit do dvou skupin
po 1000 ctvercich tak, Ze soulet obsahlt Ctverct v obou
skupindch je stejny.

4. Najdéte vSechny pythagorejské trojihelniky, jejichz
jedna strana md délku 15.
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5. Na tabuli byl narysovdn lichob&znik ABCD, v ném
stfedni pricka EF. Pak sestrojili prasecik O uhlopficek a vedli
jim kolmici OK k zdkladné AB (K € AB). Nakonec obrizek
umazali tak, Ze zustaly jen useCky EF a OK. Navrhnéte, jak
je moZno sestrojit puvodni lichobéznik. (Ndvod: Zkoumejte
stfedy useCek rovnobéZnych s AB, které maji krajni body
na ramenech lichob&Zniku.)

6. Prevedeme-li vyraz

1 1 1
1+ — + e+ —
2 3 p—1

kde p je prvolislo v&tSi neZ 2, na stejného jmenovatele,
dostaneme zlomek, jehoz Citatel je délitelny p. DokaZte to.

C

Ve Vychodoceském kraji pfipravili korespondenéni semindf
pro ziky ZS spole¢né gymnazium J. K. Tyla v Hradci Kra-
lové, KPU v Hradci Krilové a pracovnici katedry matematiky
Pedagogické fakulty v Hradci Krélové. Vybrali jsme pro vis
tyto tlohy:

1. Je &islo 219 + 512 pryocislo?

2. Napiseme-li v8echna pfirozend Cisla od 1 do 99 999 za
sebou na dlouhy pds, dostaneme &islo

123456789101112. ..999979999899999.
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a) Urcete ciferny soucet tohoto Cisla.
b) Kolikrdt se v zdpise Cisla opakuje Cislice 72

3. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC, je-li déna piepona
¢ = AB, pii¢emz délka téZnice z. prislusné k pieponé je
rovna geometrickému priméru obou odvésen a, b (tzn.
te = Ja.b).

D

Ze Severomoravského kraje uvedeme ukdzky uloh z 3. ko-
responden¢niho semindfe pro 4. rocnik, ktery vedla dr. Ba-
chelova z OPS ve Frydku-Mistku. SoutéZe se zucastnilo
1 248 zakt okresu Frydek-Mistek.

1. Do ¢tvercu vepiste &islice 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, aby cislo
v hornim <{tverci vyndsobené ¢&islem v prostiednich dvou
Ctvercich dalo vysledek v dolnich tfech Ctvercich (obr. 60).
Napiste svou uvahu.

Obr. 60
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2. Rozdélte ¢isla 3, 6, 9, 12, 18, 21, 24, 27 do dvou skupin
tak, aby pro obé€ skuiny platilo: Rozdil libovolnych <isel
z téze skupiny uZz do této skupiny nesmi patfit. (Napiiklad
kdyZz 9 a 3 patii do jedné skupiny, nesmi do této skupiny uZ
patfit jejich rozdil 9 — 3 = 6. Tedy 6 patfi do druhé skupiny.)

3. Na mista 4, B, C (obr. 6la) vloZte tfi z péti hracich
kostek na obrdazku 61b tak, abyste vodorovné, svisle i uhlo-
piitné€ dostali vzdy soucet 16. Zduvodnéte své feSeni.

ece|e ) A | ° eee | |eoe | .o
XX . ' XX XX 3K
. ° ecoecle o
° . e o0 o XX
. ojoee|e o ° ®
e o|e o eeeo o o
: o o
| B ¢ e e . B
.
. eee C : ° °
eloee }
Obr. 6la Obr. 61b

4. Stdfi otce a syna je dohromady 80 let. Pred 8 lety byl
otec trikrdt star$i nez syn. Kolik let je kazdému z nich?

E

Jiz dlouholetou tradici md koresponden¢ni semindi zndmy
pod nizvem Komindr, ktery pod vedenim dr. P. Cerncka
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organizuje skupina bratislavskjch matematikd. Ulohy jsou
v poslednich letech pravideln& otiskovdny v Casopise Zenit
pionerov*). Ulohy jsou podle obtiZnosti odstupiioviny pro

vvvvv

1. Na obrdzku 62 je zndzornéna deska ve tvaru trojdihelni-
ku. Na desce je vyznaeno 16 shodnych trojihelnika o stra-
ndch 5 cm, 4 cm a 3 cm. Mdte rozifezat desku na dvé &dsti tak,
aby na obarveni stran obou &4sti bylo potieba stejné mnoZstvi
barvy. Pfitom je dovoleno fezat jen po vyznalenych &drich.
Najdéte vSechny mozZnosti. Dv€ moZnosti povaZujeme za
shodné, jestlize po rozfezdni vzniknou shodné <&isti.

NS X
NN

Obr. 62

2. V mésté jsou tii autobusové linky. Sit té€chto linek i se
zastdvkami je na obrdzku 63. Oznalime zastivky pismeny
A,B,C D, E,F, G, H, I, J. Autobusy zastdvky nevynecha-
vaji. Autobus ¢. 1 stoji postupné na zastdvkidch H, G, A, J, B.
Autobus ¢&. 2 stoji postupné na zastavkdach G, C, J, A, H, I, B.
Autobus ¢. 3 stoji postupné na zastavkich J, F, D, E, I, A.

*) Od roku 1990 jen Zenit.
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Zkuste z téchto zaddni najit na obrdzku 63 spravné oznaceni
zastavek.

Obr. 63

3. Postupnym vyndsobenim deseti dvojek dostaneme Cislo
1 024. Kdybychom postupné vyndsobili 400 dvojek, dostali
bychom obrovské &islo, které md vice nez 100 &islic. Kdyby-
chom postupné vyndsobili 240 trojek, dostali bychom opét
obrovské &islo s vice nez 100 &islicemi. Zjistéte, které z té€chto
dvou ¢isel je v&tsi, aniz byste &isla vypotitali. Svij vysledek
oduvodnéte.

4. Karel a Ivan si napsali nékolik &isel. Karel je vypsal
podle pravidelnosti: 30, 60, 90, 120, 150, ... . Ivan zase
vypsal ¢&isla: 1,2,2, 3, 4, 6,9, 14, 22, .. . . Pfedstavte si, Ze oba
napsali 99 &isel, kterd pak scitali. Kdo z nich dostal vétsi
¢islo? Odpovéd oduavodnéte.



F

Pro zdky 6. tfid s rozSifenym vyulovdnim matematiky
a prirodovédnych pfedmétt z Prahy a Stiedoleského kraje
se porddal jiz 4. ro¢nik soutéZe Dejte hlavy dohromady.
SoutéZ je urcena Ctyfclennym druZstviim, kterd fesi spole¢né
zadané tlohy. Ulohy pro tento roénik ptipravili dr. V. D¥izal,
doc. dr. M. Koman, CSc., a dr. Ji¥i Mida.

1. K¥iZzovka: a) Reite kiizovku (obr. 64). Do kazdého
pole se pise jen 1 <islice,

1 2 3 4
| I B B |
A— -C
B— —-D
Obr. 64

Vodorovné
A: Nisobek 7.
B: Prvoclislo mensi nez 20.
C: Soucet tfi jednocifernych prvocisel.
D: Nisobek 6.

Svisle
1. Nésobek 3.
2. Prvocislo s cifernym souctem 17.
3. Délitel &isla 231.
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4. Posledni 2 C(islice nejmensiho trojciferného ndsobku
cisla 9.

b) V kfiZovce je tajenka — vyznamné datum. Napiste toto
datum a uvedte jeho vyznam.

2. Digitalni hodiny: Hantiny digitdlni hodinky ukazuji
hodiny a minuty (obr. 65).

( \

7 hodin

q 34 minuty
{ )

Obr. 65

Hodiny udévaji ¢isla 00, 01, ..., 23
Minuty uddvaji ¢isla 00, 01, ..., 59

Seltéte vSechny Casové useky jednoho dne, kdy muze Hanka
spatfit na hodinkdch aspon jednu 0.

3. Plan cest: V okoli naSeho mésta vedou 4 turistické
cesty znaCené Cervenou, modrou, zelenou a Zlutou barvou.
Cesty spojuji tyto turistické zajimavosti: Borek (B), Milife (M),
Néhon (N), Rokle (R) a Viklan (V). Cesty jsou vedeny takto:
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Cervend: M — R — N Zeleni: B — N — L
Modrd: V—-M —L Zluti: V—R —L

1y

Vsechny cesty se sbihaji nebo kfiZi jen v uvedenych mistech.
Z4idné dvé cesty nemaji nikde spole¢ny usek.

Nacrtnéte zjednoduseny planek téchto cest. V ném vyznalte
okruzni cestu (odkud vyjdete, tam se vratite), na které se
vystfidaji znalky vSech 4 barev. Pfitom po Zddném useku
nesmite jit dvakrdt. MiZe byt na pldnu vice okruznich cest,
které se 1i§i asponi v jednom tseku? Svou odpovéd odivod-
néte.

4. Ciferny soudet

a) — Lukas zvolil &islice 3, 5, 7.
— Vytvofil z nich vS§echna moznd trojcifernd ¢isla.
— Vytvorend Cisla secetl.
— Soucet délil souctem danych ¢&islic (3 + 5 + 7).
— Vyslo mu ¢islo | B
Vypottéte i vy toto &slo:
b) Zvolte sami tfi riizné Cislice a postupujte jako Lukas.
c) Pokud jste dobfe pocitali, dostali jste stejny vysledek jako
Lukds. Dovedete vysvétlit pro¢?

5. Povrch staveb: Ze shodnych krychli stavime modely
staveb. Povrch stavby na obrazku 66a tvofi 20 ¢tverca (stény
krychli, které lezi na podloZce, do povrchu nepolitdme). Na
obrizku 66b je plan této stavby.

Nakreslete plany vSech dalSich staveb, jejichz
— povrch tvofi 20 ¢tverct,
— pldn ma tvar obdélniku nebo Etverce.
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212 |11

Obr. 66a Obr. 66b

Pozndmka. Stavby postavené napf. podle plint na obrdz-
ku 67 jsou shodné.

Obr. 67

6. Nejvétsi prvocislo: V roce 1988 bylo do znimé
Guinnesovy (¢ti Ginesovy) knihy rekordi zapsdno nejvétsi
v té dobé zndmé prvocislo, které md 65 020 &islic. Je mozné
ho zapsat ve tvaru

2216091 __ ] %)
Zjistéte jeho posledni Cislici.

7. Sit télesa: a) Narysujte na ¢tvereCkovany papir zmen-
Senou sit télesa sestaveného ze 4 shodnych krychli o hrané
a = 3 cm (obr. 68).

*) Zapis 2216991 znali soudin 216 091 dvojek, tzn.
2216091 — 2. 2.2, ... .2...

216 091krat
Je to tzv. mocnina ¢isla 2 s exponentem 216 091.
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b) Sit narysujte ve skute¢né velikosti na velkou ¢tvrtku papiru,
vystiihnéte a slepte z ni nakreslené téleso.

/-“_7'

o

Obr. 68

8. Hraci kostka: Petr hdzi obycejnou hraci kostkou,
Pavel mu dal dlohu: »Tady mas dalsi kostku, kterd ma vSak
jesté prazdné stény. Doplil na jejich sténdch oka tak, aby pri
hdzeni obou kostek mohl byt soucet ok, kterd padnou, libo-
volné ¢islo od 1 do 12.« Petr vak Pavla piekvapil: »To zndm.
Ja to umim dokonce tak, Ze kterykoli ze souctli miiZze padnout
pravé tiemi zplsoby.«

Nakreslete sit takové neobvyklé hraci kostky.

G

Podobné jako v Praze i v Opavé se uskutecnila tymovd
soutéZ pro zdky 6. ro¢nikl s ndizvem Dejte hlavy dohromady.
Soutéz pfipravila dr. L. Hozovd. Na ukizku uvedeme tfi
z péti zadanych tloh.
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1. Objevte princip, podle kterého jsou vytvafeny ndsledu-
jici posloupnosti ¢isel. V kazdé posloupnosti dopliite ndsle-
dujici dvé &isla a urcete &islo, které je napsdno na padesdtém
misté.

a) 1,6,11, 16,21, ...

b) 2, 5, 10, 17, 26, ...

¢ 1,3,6,10,15, ...
d)1,4,9,7,7,9,13, 10, ...

2. Na obrdzku 69 jsou tii pohledy na jedinou krychli

Obr. 69

Dopliite na dal$im obrdzku 70 prdzdné sté€ny tak, aby vznikly
dalsi pohledy na tuto krychli.

PP

Obr. 70

3. Nahradte pismena na obrizku 71 navzdjem raznymi
pfirozenymi Cisly tak, aby kazdé &islo bylo sou¢tem dvou
&isel bezprostfedné nad nim (8ipky naznaduji zptsob séitdni).
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Ale aby tloha nebyla tak lehkd, pfiddme dal$i podminku:
nejspodnéj$i &islo musi byt co nejmensi. Kolik schémat
s nejmensi hodnotou »j« dokédZete vyplnit?

\/\/\/
\/\/
\/

Obr. 71

H

V Zipadoceském kraji navazuje na celostdtni soutéz MO
jesté krajskd soutéz, kterou potfddd pod vedenim dr. M. Aus-
bergerové kabinet matematiky pro ZS a SOU Krajského
pedagogického ustavu v Plzni.

Pro kategorii Z4 pofddaji podobné jako na Slovensku $kolni
a okresni kolo. Ulohy maji viak vlastni. Pro kategorie Z5
a Z7 potidaji jako v jediném kraji v CSFR kromé $kolniho
a okresniho kola je§t€ své vlastni krajské kolo. Ve vsech
krajskych kolech zafazuji po péti tlohdch, tj. o dvé vice nez
v okresnich kolech. Této skute¢nosti pfizpusobuji i obtiZnost
dloh. Jako ukdzky uvedeme ze zdvéreCnych kol vSech (tyf
kategorii Z4 az Z7 po dvou ulohdch.
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Okresni kolo Z4

1. M4 byt napsdno 10 000 adres. Sta¢i je napsat 5 lidi
za 2 dny, trva-li napsani jedné adresy jednu minutu ? Pocitdme
osmihodinovou pracovni dobu.

2. Do krouzkd v trojuhelniku (obr. 72) vepiSte ¢isla 1,
2, 3, ..., 9 tak, aby jejich soucet na kazdé strané trojuhel-
niku byl 21.

Obr. 72
Krajské kolo Z5 (27 soutézicich, z toho 22 Gspé&inych)

1. Silnice se klikati mezi poli a lesy, péSina vede primo.
Silnice je o 7,5 km delsi neZ pé&Sina. Po silnici jel cyklista,
po pésiné Sel chodec. Cyklistova rychlost byla &tytikrat
vétsi nez rychlost chodce, ale kazdému z nich trvala cesta
stejné dlouho. Jak dlouhd je péSina?

2. Urcete velikost tthlu o na obrazku 73, jestlize o = 70°,
f =50° v = 30°
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Obr. 73

Krajské kolo Z6 (31 soutézicich, z toho 19 uspé&snych)

1. Jirka vyndsobil ¢tyfi za sebou jdouci prvocisla a k sou-
¢inu pricetl 266. Vysledek délil 627 a dostal 627. Urdi, kterd
prvocisla to byla.

2. Vysrafovand plocha i ¢tyfthelnik BCDH maji stejny
obsah a plati |AB| = |[DE| =3 cm, |EF| =5 cm, |BC| =
= 6 cm. (Obr. 74.) Vypoctéte délku tsecky AF.

F E
Vo
/ H
A B - o
Obr. 74
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Krajské kolo Z7 (42 sout&Zicich, z toho 26 G3pésnych)

1. V dilné zhotovuji denné 125 vyrobkt z materidlu v cené
17 K¢&s za jeden kilogram. ZlepSovatel navrhl zptsob, jak pfi
zméné pouzitého materidlu sniZit hmotnost vyrobka o 10 %,
musel by se vSak pouZivat materidl, ktery je o 1 korunu
za 1 kg drazsi. Celkem by se denné uSetfilo na materidlu
140 K¢&s. Jakou hmotnost md jeden vyrobek?

2. Objem tfi nddob je v postupném poméru 3:2:1.
Nejvétsi nddoba byla ze tfi Ctvrtin naplnéna vodou. Dvé
tretiny této vody byly prelity do druhych dvou nddob tak,
Zze nejmensi nddoba byla zcela naplnéna a do prostfedni
nidoby bylo nalito zbyvajicich 13 litrd vody. Kolik litrd
vody zbylo v nejvétsi nadobé?

I

Ve Vychodoteském kraji organizuje J. Trejbal pro Zdky
z tiid s rozSifenym vyuCovinim matematiky a pfirodovéd-
nych predmétd kaZdoro¢ni soutéZ Vikend s matematikou.
V roce 1989 vydalo OPS v Hradci Kralové sbirku jeho uloh
pro Ziky 6. tfid.

Ukdézky dloh

1. Reste algebrogram:

o= <
w| > ot
>R >
| O R
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2. Narysujte podle obriazku 75 vétrnik slozeny ze Sesti
shodnych pravouhlych trojihelniki; |S4| = 6 cm. Vypo-
&téte jeho obsah.

Obr. 75

3. Napiste do ¢tvereckt vSechny ¢islice od 1 do 9 tak, aby
soudin tfi vzniklych trojcifernych ¢&isel byl co nejvétsi.
(Obr. 76.) Tento soulin vypoctéte.

Obr. 76

4. Honza se vypravil na boj s drakem, ktery mél tfi hlavy
a tii ocasy. Carodé&j Dobrodé&j ho vyzbrojil kouzelnym mecem
a fekl mu: »Jednou ranou muze§ drakovi useknout jednu
hlavu, nebo dvé hlavy, nebo jeden ocas, nebo dva ocasy.
Nic jiného. Pamatuj vSak, Ze kdyz usekne$ hlavu jednu,
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vyrostou mu hned dvé nové. KdyZ mu useknes jeden ocas,
narostou mu hned dva nové. KdyZ mu usekne§ dva ocasy,
vyroste mu hlava. Pouze kdyZ mu usekne$ dvé hlavy, nic mu
nenaroste. ¢

Kterym nejmen$im poltem ran mohl Honza zabit draka,
tzn. useknout mu vSechny hlavy i vSechny ocasy?
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