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O prabéhu 58. ro¢niku matematické olympiady

Padesaty osmy ro¢nik matematické olympiady se uskute¢nil v Ceské
republice ve Skolnim roce 2008/09. Hlavnim pofadatelem soutéze bylo
(stejné jako v predchozich letech) Ministerstvo skolstvi, mladeze a télo-
vychovy CR, dale Jednota éeskych matematiki a fyzikii a Matematicky
tstav Akademie véd CR. Pritbéh soutéze zajistovala stejné jako v pred-
chozich roénicich soutéze Ustiedni komise MO (UK MO), které predse-
dal doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., s mistopiedsedy RNDr. Jarosla-
vem Svrékem, CSc. (pro kategorie A, B, C), RNDr. Vojtéchem Zddnikem,
Ph.D. (pro kategorie Z9-75) a doc. RNDr. Pavlem Tépferem, CSc. (pro
kategorii P). Tajemnikem UK MO byl RNDr. Karel Hordk, CSc.

Ptipravou a vybérem uloh pro jednotlivé kategorie a soutézni kola
byly povéfeny Usttedni komisi MO dvé tilohové komise (jedna pro ka-
tegorie A, B, C a druhd pro kategorie Z). Obé komise se sesly na svych
pracovnich seminafich dvakrat roéné (v listopadu 2008 a v kvétnu 2009).
Ve spolupraci se slovenskymi kolegy zabezpecuji obé komise s vice nez
roénim piedstihem vybér tloh pro dalsi roénik MO v Ceské republice
i na Slovensku. Garanty vybéru tloh pro tento ro¢nik soutéze byli Pe-
ter Novotny (kategorie A), Pavel Calabek (kategorie B) a Martin Panak
(kategorie C).

Pribéh 58. roéniku soutéze byl standardni. Letaky s tlohami a ko-
mentare k feSenim tloh I. kola 58. ro¢niku MO byly pro vSechny katego-
rie soutéze dodany vcas. Krajska (II.) kola v jednotlivych kategoriich se
uskutecnila ve stanovenych terminech: 20. 1. 2009 v kategorii A, 7. 4. 2009
v kategoriich B a C a 13. 1. 2009 v kategorii P. Celkové pocty ucastniki
v jednotlivych krajich kazdé z uvedenych kategorii jsou uvedeny v tabul-
kach, které tvori prilohu této zpravy.

Usttedni kolo 58. ro¢niku Matematické olympiady v kategorii A se
uskutecnilo 22.-25. bfezna 2009 v Plzni. Organizace zévérecného kola sou-
téze se v tomto roce ujala Krajska komise MO Plzenského kraje. Vlastni
soutéz se konala v prostorach Zapadoceské univerzity v Plzni, soutézici
a ¢lenové UK MO byli po dobu soutéze ubytovani v Domové mladeze
Stfedniho odborného uéilisté elektrotechnického a Hotelové skoly v Plzni.
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Slavnostni zahajeni ustfedniho kola probéhlo v nedéli 22. birezna 2009
v Zapadoceském muzeu v Plzni. Zastitu nad III. kolem soutéze prevzali
Mgr. Ondrej Liska, ministr skolstvi, mladeze a télovychovy Ceské repub-
liky, doc. MUDr. Milada Emmerovd, CSc., hejtmanka Plzenského kraje,
Ing. Pavel Rodl, primator mésta Plzné, doc. Ing. Josef Priusa, CSc., rek-
tor Zapadoceské univerzity, a dale senatoti Ing. Jiri Bis a Mgr. Miroslav
Nenutil. Kromé soutézicich, ¢lentt UK MO a garantii se zahdjeni soutéze
zucastnili rovnéz pozvani hosté, mezi nimiz byli predevsim zastupci spo-
le¢enského zivota v Plzni a déle zastupci sponzorskych firem (skupina
CEZ, Vydavatelstvi Fraus, Komeréni banka, a.s., CSOB) a Gymnézia
v Plzni na Mikuldsském nameésti.

Na zakladé jednotné koordinace tloh krajského kola kategorie A po-
zvala UK MO k tGcasti v ustfednim kole 50 nejlepsich fesiteltt z celé
republiky. Svého zastupce v ném tentokrat nemél pouze Karlovarsky
a Ustecky kraj. Soutéznimi dny byly 23. a 24. bfezen 2009. Na FeSeni
obou trojic soutéznich tloh méli soutézici jiz tradicné vyhrazeny vzdy
4,5 hodiny ¢istého ¢asu a za kazdou tlohu bylo mozno ziskat maximalné
7 bodi.

Plzensti organizatofi ptipravili pro soutézici a pro ¢leny UK MO zaji-
mavy doprovodny program. Pondélni odpoledne bylo vyhrazeno nejprve
prohlidce historického centra Plzné, déle pak byla pro vSechny ucastniky
zajiSténa zajimava exkurze do Plzenského Prazdroje, a.s. Odpoledne po
druhém soutéznim dni absolvovali soutézici exkurzi do nékterych vy-
znamnych pracovist ZCU v Plzni.

Slavnostni vyhlaseni vysledki a predani cen nejlepsim soutézicim se
uskutecnilo ve stfedu 25. brezna 2009 dopoledne v aule Gymnéazia v Plzni
na Mikulasském namésti opét za pritomnosti predstaviteli mésta Plzen
a zastupctt ZCU v Plzni. Predseda UK MO ve svém zavéreéném pro-
jevu mj. podékoval také vsem, ktefi se zaslouzili o bezchybnou organi-
zaci ustfedniho kola kategorie A, predevsim pak predsedkyni Krajské
komise MO v Plzenském kraji PaedDr. Nadé Kubesové a kratce informo-
val vSechny pritomné o ustfednim kole nadchazejiciho 59. ro¢niku MO,
které se uskute¢ni v bieznu 2010 v Karlovarském kraji (v Chebu).

Na tusttedni kolo kategorie A bezprostfedné navazalo ustfedni kolo ka-
tegorie P. K Gcasti v zdvérecném kole této soutéze bylo tentokrat pozvano
30 nejlepsich fesitelt krajského kola, findle soutéze se vsak zucastnilo
pouze 29 z nich.

Soutéznimi dny ustfedniho kola v kategorii P byly 26. a 27. brezen

v s

2009. Prvni soutézni den Tesili soutézici tii ulohy teoretické, cely druhy
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soutézni den byl vyhrazen tradicné reseni dvou praktickych taloh. Za kaz-
dou teoretickou tlohu mohli soutézici ziskat nejvyse 10 bodi, za feseni
kazdé praktické ulohy pak 15 bodi — celkové tedy nejvyse 60 bodi. Na
pripravé soutéznich tloh v kategorii P se podileli pracovnici Katedry ma-
tematické informatiky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze.

Devét z deseti vitézi soutéze v kategorii A bylo pozvano k vybéro-
vému soustfedéni pred 50. mezinarodni matematickou olympiadou. Ta
se uskutecnila v ¢ervenci 2009 v némeckych Brémach. Kromé toho bylo
vybrano také druzstvo pro 3. ro¢nik Stredoevropské matematické olym-
piddy (MEMO), ktery se konal koncem zat{ 2009 v polské Poznani. Druz-
stvo pro tuto mezinarodni soutéz tvorila Sestice iispésnych resitel ustred-
niho kola kategorie A, ktefi se nezti¢astnili 50. MMO. Pocatkem ¢ervence
2009 se konal v Rumunsku (Tirgu-Mures) za Ceské tcasti také 16. roc-
nik Stfedoevropské olympiddy v informatice (CEOI) a zhruba o mésic
pozdéji se Ceské reprezentacni druzstvo zucastnilo jiz 21. ro¢niku Me-
zinarodni olympiady v informatice v bulharském Plovdivu. Podrobnéjsi
zpravy o téchto mezinarodnich soutézich jsou uvedeny na konci rocenky.

Ustiedni komise MO se béhem 58. ro¢niku soutéZe sesla na dvou
pravidelnych jednanich, a to 12. prosince 2008 v Matematickém tstavu
AV CR v Praze a dale 23. bfezna 2009 v Plzni u piilezitosti tstfedniho
kola MO.

Pro 40 nejlepsich fesiteli krajského kola 58. rocniku MO v kate-
goriich B a C uspofadala UK MO v ¢ervnu 2009 tradiéni soustie-
déni v Jevicku, organizované reditelem taméjsiho gymnézia, dr. Dagem
Hrubym. Lektorsky chod soustifedéni zabezpecovali doc. Calda, doc. Bo-
ek, doc. Simsa, Mgr. Panak, dr. Svréek a dr. Hruby. Po¢atkem zaii té-
hoz roku se konalo v Janskych Laznich na chaté Lovrana jesté vybérové
soustfedéni nejlepsich fesitelu kategorie A, jez bylo zéaroven i posledni
pfipravou reprezentacniho druzstva pro 3. MEMO v Polsku. Na tomto
soustiedéni jednotlivé seminaie vedli doc. Simsa, dr. Horak, dr. Svréek,
dr. Leischner, Mgr. Panak a dr. Calabek.

Zavérem dovolte podékovat vSem nadSenym ucitelim matematiky,
ktefi nad své pracovni povinnosti pfipravovali své matematicky talento-
vané zaky pro soutéz v tomto rocniku. Bez nich si 1ze jen tézko predstavit
uspésny priitbéh nejstarsi predmétové soutéze v Ceské republice, kterou
je MO.



Projev piredsedy Ustfedni komise MO
pFi slavnostnim zahajeni ustfedniho kola 58. roéniku MO
v Plzni

Damy a panové, vazeni hosté, mili soutézici,

po nasledujici dva dny ¢ekaji vas, posledné jmenované, hodiny nesnad-
ného premysleni o matematickych problémech. Atmosféru napinavého
hledani dil¢ich poznatk, které by mohly vést k vytéenému cili, doprova-
zenou pocity objevitelského nadseni z dil¢ich hypotéz, stiidaného casto
trpkym poznanim, ze to byly pouhé domnénky, vAm nyni priblizim velice
osobnim vypravénim o jednom piibéhu s doposud otevienym koncem.

Loni v ¢ervnu v anglicky psané knize Secrets in Inequalities vietnam-
ského autora Pham Kim Hunga (vydanou rumunskym nakladatelstvim
Gil Publishing House v roce 2007) jsem objevil nasledujici ilohu samot-
ného autora knihy:

Dokazte, Ze pro libovolna kladnd ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

\/ ab " \/ be n ca <1 (1)
4a2 4 b2 + 4c2 4b2 + 2 + 4a2 4c2 4 a2 +4b2 = 7

Autorské feseni podané v knize je velmi naro¢né: nejprve je pro sou-
et t¥i hodnot konkavni funkce f(z) = \/z vyuZita Jensenova nerovnost
s rafinované vybranymi vahovymi koeficienty, po nasledném dvojim uziti
AG-nerovnosti je uloha zredukovana na dukaz takové nerovnosti:

9(a®(b+c)+b°(c+a)+c*(a+b)) +3abc(a+b+c) <
< 4(a* +b* + ¢*) +17(a®0* + b2 + a?).

I to je vSak nesnadny tukol feSeny v knize tak, ze ziskana symetricka
nerovnost je nejprve upravena do tvaru se souctem t¥i analogickych sci-
tanci
2 2, 3¢ 2

Z(2a + 2b% + - —5ab>(a—b) = 0.

cykl
Dalsi avahy o znaménkach t¥i velkych zavorek a porovnavani jejich ab-
solutnich hodnot zaloZena na predpokladu a = b = ¢ zde nebudu uvadeét,
nema to pro dalsi déj pribéhu vyznam.

Nad takovym postupem jsem si jen povzdechl, ze tohle bych sam asi

nikdy nevymyslel. Nepropadl jsem vsak trudnomyslnosti, protoze vim,
jak podobné priklady casto autofi vytvareji, totiz opa¢nym postupem
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od metody dikazu k zaddni. S chladnéjsi hlavou a kriti¢nosti jsem si
polozil otazku, pro¢ vibec kompetentni autor zapletl do zadani tlohy
odmocniny, kdyz diky zndmé Cauchyové nerovnosti

(Vu+ Vo + V) S 3(u+ v+ w)

mohl dokazovat tvarové jednodussi, a pfitom silnéjsi vysledek

ab be ca 1
2 1 B2 st e 2 5 T g2 2 2 s 3 (2)

4a? + b% + 4c 402 + ¢? + 4a 4c? + a? + 4b 3
Mozné vysvétleni bylo dvoji: budto nerovnost (2) pro nékteré trojice
kladnych a, b, ¢ neplati, nebo autor nebyl schopen obecné platnou ne-
rovnost (2) dokazat (po listovani celou zminénou knihou bych téméf vy-
lougil, Ze jeji autor na nerovnost (2) nepomyslel). Ze by v piipadé druhé

vvvvv

vvvvv z

slozit&jsi nerovnosti (1)?

Posledni otazka zptisobila, Ze jsem mél o letnich prazdninach o uslech-
tilou zdbavu vystarano. Dny, kdy jsem ve chvilich volna usilovné pre-
myslel, jak na dikaz (2) navléct vSemozné obvyklé postupy a klasické
nerovnosti, se stfidaly s dny, kdy jsem na pocitaci zkusmo hledal trojice
Cisel (a, b, c), pro které nerovnost (2) neplati. Netspéchy jednoho druhu
snazeni posilovaly nasledné snazeni druhého druhu, a tak se to pravidelné
opakovalo. Uz mé to celé dost iritovalo, zejména ta konkrétni ctyrka ve
jmenovatelich zlomki, Ze jsem pomyslel, pfiznam docela netakticky, i na

vevs

obecnéjsi nerovnost
ab be ca 3
2 1 p2 2 T o2 R 5 S (3)
pa? 4+ b% +pc?  pb? + c? + pa pc? + a? + pb 2p+1

s nezapornym parametrem p, v niz je zlomek na pravé strané sestaven tak,

aby po dosazeni a = b = ¢ pfesla nerovnost v rovnost (pro zaporna p ne-
muzeme kvili jmenovatelim na obecnou platnost (3) pomyslet). Slabou
utéchou mi bylo, ze takovou nerovnost umim dokazat v jednom konkrét-
nim pripadé p = 1, kdy zlomky nalevo maji stejny jmenovatel, takze je
mohu snadno secist a dostat tak jednoduchou nerovnost

ab + bc + ca <1

a?+b2+c2 =7
o které je dobfe znamo, Ze skutecné plati. Na druhou stranu, po dosa-
zeni do (3) krajniho pfipustného p = 0 dostaneme nerovnost, ktera plati
rovnéz obecné, ovSem naopak:

Gybilxy
b ¢ a



Proto méa také smysl se ptét, zda pro néktera (aspoin mald) kladnd p
neplati obecné opacné nerovnost

ab 2 be " ca > 3
pa? +b2+pc2  pb?+c2+pa®  pcE+a?+pb? T 2p+1°

(4)

V listopadu jsem si vzpomnél, ze muj pritel, pan docent Jaroslav Hora
ze Zapadoceské univerzity v Plzni, je expertem na programy pocitacové
algebry, a ze nékteré z nich jsou schopny dokazovat polynomické nerov-
nosti, zduraznuji symbolicky dokazovat, nikoliv pouze numericky testovat.
Tak jsem mu napsal, zda by dostupnymi prostfedky nerovnosti (3) a (4)
pocitacové nezpracoval. Jako dnes si pamatuji na 27. listopad, kdy mi
kolega Hora poslal email, Ze nerovnost (3) pro pivodni parametr p = 4
skutecné plati, jak mu ohlésil pocita¢ po asi 20 minutach vypocti. Nej-
prve v programu Mathematica 6.1 upravil nerovnost (3) s obecnym p na
ekvivalentni nerovnost M (a, b, c,p) 2 0 pro mnohoclen

M(a,b,c,p) = —a®b3c— a3bc?® + 3a2b?c? — ab*c® — a®bp+ 3a*b?p — a®b3p +
+3a2b*p— a*bep— a®b2cp—2a2b3cp — ab*ep— bPcp+ 3ac?p— 2acbc?p —
—ab?p+3b*c?p—adcPp—a?bcPp — 2ab%cAp — b3 cPp+ 3a2ctp — abctp +
+3b%ctp—acdp+3ap? —2a5bp? +3a*b?p? —3a3b3p? +3a?b*p? —abSp? +
+ 30%p% — aPep? — 2a*bep? — 3aBb%ep? — albiep? — 2abtep? — 20°cp® +
+ 3a*c?p? — a®bcp? + 9a?b2c?p? — 3ablc?p? + 3b4c2p? — 3adc3p? —
—3a%bc3p? — ab?c3p? — 3b3c3p? 4+ 3a%ctp? — 2abctp? 4 3b%cip? —2ac®p? —
— bc®p? + 3cPp? + 3ab?p® — 2a3b3p® + 3a2b*p® — 2ab5p3 — 2acp® —
—2a3b2cp® — 2a2b3cp® + 3ac?p?® — 2a3bc?p® + 6a2b?c?pd — 2ab3cp® +
+ 3b%c?pd — 2a3¢3p® — 2a%bcPp® — 2ab%c3p3 — 203c¢3p® + 3a’ctp? +
+ 3b%ctp® — 2bc%p?

pak do pocitace vlozil kol pro p rovné ¢tyfem

Reduce[ForAll[{a,b,c},a>0&&b>0&&
c>0,M[a,b,c,4]1>=0],{a,b,c},Reals]

a po zminéném case dostal kladnou lakonickou odpovéd , True“.

Jesté ten den mé napadlo, Ze bych mohl o nerovnosti (3) za 4 mésice
tady v Plzni povidat. Nez promluvim o dalsich poéitacovych experimen-
tech, které pro mne kolega Hora udélal pozdéji, prozradim, ze své osobni
marné pokusy a prvni prohru v dikazovém souboji s poc¢itacem jsem ne-
bral tragicky. Naopak pomérné sebevédomé jsem usoudil, Ze nic snadného
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ke zdolani nerovnosti (3) jsem snad nepiehlédl, a tak jsem ji v prosinci —
jak s hodnotou p = 4, tak s obecnym p — rozeslal soucasnym i minulym
¢eskym reprezentantiim na MMO i star$im kolegfim — tloh4itim z Cech,
Moravy, Slovenska i Polska. Do dnesniho dne se nikdo z nich neozval, ze
by vyftesil problém alespon pro p rovné ¢tyfem.

Jaké ovoce prinesly dalsi tydny komunikace s kolegou Horou? Predné
poznani, ze opacna nerovnost

ab N be n ca > 3
pa? + b2 +pc2  pb2+c2+pa?  pcZ+a?+pb? T 2p+1

(4)

(splnéna, jak vime, pro p = 0) nebude platit s obecnymi kladnymi a, b, ¢
pro z4dné kladné p. Pii zadani najit protiptiklad pro p rovné 10~°

FindInstance[a>0&& b>0&&c>0
&&M[a,b,c,1/100000]>0,{a,b,c},Reals]

dostal kolega Hora z pocitace odpovéd {a — 1/32768,b — 1/2,¢ — 1}.
Po podobném testovani jesté mensich kladnych p pochopil, Ze bude moci
nechat b = 1/2, ¢ = 1 a dohledévat k danému malému p vhodné malé a.
Proto zattocil obecné s tkolem

Reduce [ForAll[p,p>0,Exists[a,a>0,M[a,1/2,1,p]>0]]]

a podle ocekavani dostal kladnou odpovéd.

Po takové cenné kolegové napovédé uz nebylo obtizné vysvétlit bez
uziti pocitace, jak je to s nerovnosti (4). Kdyby platila s uréitym klad-
nym p pro vSechny trojice kladnych a, b, ¢, musela by ze spojitosti platit
i pro trojici (0,1/2,1). Pro ni vSak po dosazeni dostavame nerovnost

2 0> 3

0+ +0=2 ,
p+4 ~2p+1

ktera neplati pro zadné p < 10. Vsiml jsem si, ze jeSté ni¢ivéjsi dopad
ma uziti trojice (0,1, 1), pro niz vyjde nerovnost
1 0> 3

0+ +0=2 )
p+1 “2p+1

jez dokonce neplati pro zadné kladné p. Tim je nadéje na obecnou plat-
nost nerovnosti (4) pro né&jaké kladné p definitivné zmatena.
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exs

Daleko prekvapivéjsi a dodnes nezavrseny vyvoj udalosti se rozvinul
kolem nerovnosti (3). Jak uz vime, s hodnotou p = 4 stéla na zacatku
naseho pribéhu a 27.11. byla dokazana na pocitaci s programem Mathe-
matica. Ten pracoval s nerovnosti o tfech proménnych M (a,b,c,4) 2 0,
kde

M(a,b,c,4) = 48(ab + b® + %) — 36(a®b + b5c + c®a) — 144(a’c + b5a +
+ ¢5b) + 252(a*d?® + a*c?® + b*a® + bic? + c*a? + c*b?) — 36(a*bc +
+btca+ctab) —180(a®b® + b3¢3 + c3a3) — 180(a3b?c + b3c?a + c3a?b) —
— 153(a®bc? + b3ca? + c2ab?) + 531a%b?c?.

K dalsim pokustim mi kolega Hora piedevsim napsal, Ze jeho poci-
tac¢ nebyl schopen fesit podobny tkol pro ¢tyfi proménné, tj. vypocitat
vSechny hodnoty p dané zadanim

Reduce[ForAll[{a,b,c},a>0&& b>0&&
c>0&&p>0&&M[a,b,c,p]>=0,p,Reals],

Takovy tkol stroj po uréité dobé vzdal. Co ten jeho pocita¢ utahl,
ocituji z pritelovy zpravy: Pokud mu ddm konkrétni hodnotu parame-
tru p, dostanu po nékolika desitkdch minut odpovéd, zda je mnohodclen M
nezdporny pro véechna kladnd a, b, ¢ ¢ nikoliv. Projel jsem nékolik pri-
rozenych cisel. Vyslo mi, Ze hypotéza plati pro p = 1,2,3,4,5,6, neplati
prop=71,8,9,...,20,30,50,100. Pro p =7 to vyvraci a =5/2, b=1/3,
c = 1. Tak jsem zkousel jesté p mezi Sesti a sedmi. Plati to pro 13/2
a 33/5, ne viak pro 20/3. Pak jsem jesté zkousel p v pravém okoli nuly.
Vyhovuji 1/2,1/5,1/6,1/7,1/8 i 1/9, ne vsak jiz 1/10. Pro ni to vyvract
protipiiklad a = 3/4, b=3/4, c = 1.

Jisté pochopite, jaké vzruseni ve mné takova necekand zprava vyvo-
lala a jaky zavér se z poskytnutych informaci nabizi. Zda se, Ze vyho-
vujici hodnoty parametru p vytvori jeden interval s hranicemi priblizné
0,1 a 6,6. Tato hypotéza mé ptivedla k napadu, zda by se bez poci-
tade nedala vyloudit obecnéa platnost nerovnosti (3), kdyz je p hodné
malé nebo hodné velké, néjak podobné jednoduse, jako byla vyloucena
vSechna kladnd p u opacné nerovnosti (4). Tak jsem vsadil na trojice
tvaru (a,b,c) = (0,¢t,1), kde kladné ¢ hledam v zavislosti na daném p,
aby po dosazeni platila opa¢néa nerovnost

t 3
0> .
pt2+1+ 2p+1

0+

12



Existenci takového ¢ bude obecnéd platnost nerovnosti (3) pro dané p
vyvracena. Kazdy z pfitomnych (myslim soutéZicich) by rychle zjistil,
ze vyhovujici ¢ nalezneme jenom pro ta kladna p, kterd spliuji jednu
z nerovnosti

8_2—3‘/7 =0,03 nebo p> 8+T3\ﬁ

p < =1797.

Prestoze takové meze jsou o dost hrubsi, nez naznacovaly pocitacové
vysledky, jejich jednoduché odvozeni mé v prvni chvili docela uspokojilo;
brzy se vSak dostavila touha po vylepSeni.

Pomohla mi §tastna ndhoda. V p¥itelové zpraveé bylo uvedeno, ze hod-
notu p = 0,1 vylucuje trojice (3/4,3/4,1), na které mé zaujala rovnost
a = b. Proto jsem zadal zjistovat, pro které dalsi hodnoty p vylou¢im
obecnou platnost nerovnosti (3) jen pomoci trojic (¢,¢,1) s vhodnym
kladnym t. Po dosazeni takové trojice vyjdou na levé strané

t2 " t " t < 3
pt2+t2+p pt?4+1+pt2 p+t2+pt2 T 2p+1

dva krajni zlomky se stejnym jmenovatelem, coz podstatné zjednodusuje
situaci. Kdyz si navic uvédomime, Ze pro ¢t = 1 musime dostat rovnost,
dojdeme nakonec k ekvivalentni nerovnosti

(t — 1)%((4p* + 4p)t® — t(2p* — 3p+ 1) + 3p)
@pt2+1)((p+ 12 +p)(2p+1)

2 0.

Hodnota p bude tudiz vyloucena, pokud pro ni najdeme takové ¢, které
posledni nerovnosti nehovi, tedy kladné ¢ s vlastnosti

(4p® + 4p)t® — t(2p®> —3p+1) +3p < 0.

Neni obtizné ukazat, Ze takto vylou¢ime interval vSech malych hodnot p
s horni hranici py:

0<p<po=>—2v6=0,101020514.

Protipfikladem vSem takovym p je trojice (to,to,1) s ¢islem

_6+6
10

0 = 0,844 948 974.
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Vysledek mé nadchl o to vice, ze nalezena iracionalni mez pg lezi mezi
zlomky 1/10 a 1/9, kam ptesnou dolni hranici vyhovujicich p umistovaly
pritelovy experimenty. Proto jsem ho pozadal, aby hodnotu py otestoval
ukolem

Reduce[ForAll[{a,b,c},a>0&& b>0&&
c¢>0,M[a,b,c,5-2*Sqrt [6]1]1>=0],{a,b,c}, Reals]

Ocituji c¢ast jeho odpovédi: Predevsim Ti gratuluji k nalezeni meze
po = 5 — 2v/6. Pokousel jsem se ji ovéFit strojové piimo, vipocetni doba
je ale neunosnd. Dnes jsem meél v praci pocitac¢ pustény pres noc, a kdyz
jesté ani v poledne nebyl vypoctum konec, tak jsem to vzdal. Tak jsi po-
razil stroj K.O., aspon co se tyce programu Mathematica. Zda se mi, Ze
problém je v tom, Ze symbolické vypocty s odmocninami jsou holt krajnée
neprijemné. Tak jsem tu Tvou hranici testoval raciondlnimi ¢isly p leZi-
cimi blizko po, posildm to v priloze. Jesté se pokusim asi jinak.

Zminéné testy racionalnich p dopadly dobte, uvedu jen ta dvé nejblizsi
testovana priblizeni: jako vyhovujici byla shledana hodnota 0,101 03 vétsi
nez pg, naopak jako nevyhovujici hodnota 0,101 020 5 mensi nez py. A tak
jsem mohl vychutnavat pocit vitézstvi nad poc¢itacem, mozna jsem to mél
i néjak oslavit, byla vsak na to prilis kratka doba: od 3. brezna 14:43 do
4. bfezna 11:36. To jsem préavé dostal z Plzné zpravu, ze hodnota pg neni
vyhovujici, af ji i j& sdm otestuji na trojici ¢isel

433 . 27 .
a=g0 = 0,845703, b = 33 0,843 750, ¢ = 1.
S horkosti jsem ten snadny tkol vyplnil, pfitel mél samoziejmé pravdu.
Naplnil posledni vétu predchoziho citatu, zadal svému pocitaci tkol

FindInstance[a>0&& b>0&&c>0
&&M[a,b,c,5-2*Sqrt [6]1]1<0,{a,b,c},Reals]

a jeho splnéni ve tvaru uvedené trojice prineslo odvetné K.O. druhé stra-
né. Marné slava, pfesnéd dolni mez vyhovujicich p, ¢islo nepatrné vétsi nez
5—2+/6, je opét neznamé hodnota. Povzdechl jsem si jen, jak blizko je ta
trojice (a,b,1) trojici se shodnymi slozkami a, b, kterou jsem diive tak
stastné naSel a v jejiz rozhodujici roli jsem tolik véril. Tak to prosté pri
praci v matematice chodi, radosti stfidaji zklamani. Musim byt pfiteli
vdéény, ze ve své duslednosti nepolevil a nezanechal mé ziti v bludu déle.
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Chtél bych proto kolegovi Horovi za jeho veskerou dosavadni nezistnou
pomoc ve formé pocitacovych pokusii vyslovit vefejné podékovéni, a pro-
toze je dnes tady s nami, rdd bych vam ho ptredstavil.

Véazeni pritomni, dékuji vam za pozornost, se kterou jste sledovali
mé vypravéni. Nebylo by spravné, kdybych se jesté nezminil o jedné
vyznamné udalosti. Dne 19. tinora mi muj student Mgr. Milo§ Pfinosil
oznamil, Ze z Internetu stahl dokument Collected Problems About Inequa-
lities pétice autort Vo Quoc Ba Can, Nguyen Van Thach, Nguyen Phi
Hung, Phan Hong Son, Vo Thanh Van. Kromé anglického nazvu je cely
dokument ve vietnamstin€é a je v ném dokézano 174 od prvniho pohledu
velice zajimavych a obtiznych nerovnosti. Mgr. Pfinosil si povsiml tlohy 8
s timto zadanim:

8. Chung minh rang voi moi so thuc a, b, ¢, ta co

ab n be n ca
4a2 +b%2 +4c?2  4b%2 +c?2+4a?  4c? + a? +4b?

174\

1
3
Ano, je to pfesné ta nerovnost, kterd mé v loni éervnu nad knihou jiného
vietnamského autora napadla a o které jsem vam dnes povidal! Jak vy-
padé jeji vietnamsky komentovany dukaz bez uZziti pocitace i prostiedki
vys$si matematiky, co jsem vSechno pfi jeho lusténi prozil a pro¢ se mi
zatim nedaii rozsitit jeho ptisobnost na hodnoty parametru p rtzné od
C¢isla 4, je namétem na celou pouénou prednésku, kterou bych rad v bu-
doucnu proslovil na néjakém soustfedéni Fesiteltt matematické olympiady.
Snad tam budu mit stejné pozorné posluchace, jako jsem je mél dnes
ve vas.

Na uplny zavér svého vystoupeni chci jménem Ustiedni komise MO
srdecné pogratulovat vSem pritomnym soutézicim k postupu do nejvys-
stho kola letosniho roéniku olympiady a popfat jim do obou soutéznich
dopoledni co nejvice dobrych napadu a Stésti. Prohlasuji ustfedni kolo
58. ro¢niku MO za zahajené.

Dodatek. Diky byvalému olympioniku Michalu Rolinkovi jsme se pri
piipravé této rocenky dozvédéli o elegantnim dtikazu nerovnosti (2), ktery
pochézi z knihy Inequalities with Beautiful Solutions. Tomuto ndzvu zmi-
nény dikaz plné odpovida, proto ho zde nyni uvedeme.

Doty¢nou nerovnost

ab - be 3 ca
4a% + b2 +4c?  4b%2 +c2 +4a?  4c? + a? + 4b2

A

-
3
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pro libovolna kladna a, b, ¢ dostaneme se¢tenim dvou nerovnosti

c? 1
<0 — 2 5
Z4a2+b2+4c2_ & §4a2+b2+402 3’ (5)

A

kde zépis Y f(a,b,c) znadi soucet f(a,b,c)+ f(b,c,a)+ f(c,a,b). Nasim
cykl

ukolem je tedy obé nerovnosti v (5) dokdzat. Prvni z nich vyndsobime
Ctyrmi a poté ke kazdému zlomku z levé strany pri¢teme 1. Diky rovnosti

4(ab — c?) _ (2a+0b)?
4a2 + b2 + 4c? T 4a? + b2 + 4¢?

tak obdrzime ekvivalentni nerovnost
2
4a2 + b2 +4c2 =
cykl
ktera je souctem tii analogickych nerovnosti

2 b)? 2a2 b2
2atb) o 20 b (6)
4a2 + b2 +4c2 T 2a2 4+ ¢ 2¢2 + b2

jak plyne ze zfejmé tupravy souctu

2a? N b2 " 2b? i c? + 2¢? n a?
202 +c2  2¢2 4062 202+a2  2a2+4c2 22402 2024 a2’

Jak zdivodnit nerovnost (6)? Vyuzijeme k tomu Cauchyovu-Schwarzovu
nerovnost

(w101 + ugva + uzv)® < (uf + uj + u3) - (v] +v3 + v3)
s trojicemi Cisel

b
(ul’u2,u3): < a ) a ) )7
V2a2 + 2’ V2a2 + 2 V22 + b2

(v1,v2,v3) = (\/20L2—{—c2 V2a2 + ¢, \/2c2+b2)

pro néz plati

(ulvl + ugvg + U3’U3)2 = (2a + b)2,

2a? b?
202 + c2 u 2¢2 + b2’
v2 4+ 02 + 02 = 4a% + b? + 4c?,

2 2 2
u1+u2+u3=

16



takze po vydéleni kladnym souctem 4a? + b? 4 4c? skuteéné dostaneme
nerovnost (6). Tim je prvni z nerovnosti (5) dok4zana.

Protoze v druhé nerovnosti (5) vystupuji pouze druhé mocniny, pisme
2 b2, ¢2, tj. dokazujme nerovnost

déle a, b, ¢c namisto a“,
Z ;
por 4a + b+ 4c

Vynéasobme ji nejprve vyrazem 12(a + b+ ¢) a poté zlomky z levé strany
upravme podle vzoru

A

1
3

12c(a+b+c) —3c4 9bc
da+b+4c da+ b+ 4c’

Po odecteni 3(a+ b+ ¢) od obou stran dostaneme ekvivalentni nerovnost

Z—g-bc—— a+b+e,
4a + b+ 4c

ktera je souctem t¥i analogickych nerovnosti

9bc 2bc v be
4a+b+4c = 2c+a  2a+0b

174N
—~
-~
~—

jak plyne ze zfejmé tpravy souctu

2bc+ be +2ca+ ca +2ab+ ab
2c+a 2a+b 2a+b 2b+c 2b+c 2c+a’

Zbyva tedy dokézat nerovnost (7). Ta je opét disledkem vySe zminéné
Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti, tentokrat pro trojice

(U17U27u3 (\/2c+a \/20-}—(1 \/2a+b>

(v1,v2,v3) = (\/2c+a, V2c+ a, \/2a+b),

nebot pro né plati

(u1v1 + ugve + uzvz)? = (3@)2,

2bc be
[ _+_ —
2c+a 2a+b
v2 402 + 02 =4a+b+4c.

u:{+u§+u§:

Tim je cely dikaz hotov.
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Tabulka 1
Pocéty zaku stfednich Skol soutéZicich v I. kole 58. roéniku MO

. Kategorie

Kraj A B C P Celkem

S U S U S U|lSs U S U
Praha 71 49 | 128 110 | 149 129 |23 19| 371 307
Stredocesky 66 15| 54 32 60 40| 5 4| 185 91
Jihocesky 74 28| 54 36 64 35| 4 3| 196 102
Plzensky 51 44| 57 51 68 60|15 8| 191 163
Karlovarsky 12 8 6 5 13 91 0 0 31 22
Ustecky 22 18 56 29 53 29| 4 4 135 80
Liberecky 34 4| 43 15 46 18| 6 6| 129 43
Kralovéhradecky 18 11| 41 13 61 19| 1 1 121 44
Pardubicky 30 21 35 26 34 18| 4 4 103 69
Vysocina 63 30| 57 32 78 48| 1 1 199 111
Jihomoravsky 127 53| 106 54 141 58 | 15 11 389 176
Zlinsky 57 17| 75 29| 121 40| 1 1| 254 87
Olomoucky 24 10| 19 14 32 15| 2 2 7 41
Moravskoslezsky 62 231|114 39 137 34| 9 7 322 103
CR 711 331 | 845 485 | 1057 552 | 90 71 | 2703 1439

Tabulka 2
Pocty zaku stfednich $kol soutézicich v II. kole 58. roéniku MO
) Kategorie
Kraj A B C P Celkem
S U S U S U|S U S U

Praha 37 16| 44 22 59 2717 7| 157 72
Stifedocesky 14 1| 29 11 38 12| 4 1 85 25
Jihocesky 25 5| 29 7 33 9| 3 2 90 23
Plzensky 38 12 48 19 54 22 7 2 147 55
Karlovarsky 8 3 5 3 9 41 0 0 22 10
Ustecky 18 0| 28 9 27 5| 4 2 77T 16
Liberecky 4 1| 15 6 15 4| 6 6 40 17
Kralovéhradecky 11 2 13 10 19 7 1 0 44 19
Pardubicky 17 1 26 14 15 4( 4 3 62 22
Vysocina 21 4 25 14 39 16 1 1 86 35
Jihomoravsky 49 15| 51 30 56 10|11 3| 167 58
Zlinsky 14 2 26 16 28 4 1 1 69 23
Olomoucky 10 2 14 11 15 9 2 0 41 22
Moravskoslezsky 21 71 39 17 32 8| 7 3 99 35
CR 287 71392 189 | 439 141 |68 31| 1186 432
S ... pocet v8ech soutézicich U ... pocet Gspésnych resitelu
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Nejuspésnéjsi resitelé II. kola MO
v kategoriich A, B, C a P

Z kazdého kraje a z kazdé kategorie jsou dle dostupnych vysledki uvedeni
vsichni Gspésni fesitelé, ktefi skoncili do desiatého mista. Oznaceni G
znamena gymnazium.

D W N

-

seooeceecscee KrajPraha eececeoeceeceoeceocccse

Kategorie A

. Josef Tkadlec, G J. Keplera, Praha 6

. Tomas Zeman, G J. Keplera, Praha 6

. Petr Rysavy, G J. Heyrovského, Praha 5
. Jachym Sykora, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Tomas Pavlik, G J. Keplera, Praha 6

Karolina Rezkovd, G Praha 10, Vodéradska

. Van Nhan Nguyen, G Praha 6, Nad Aleji
. Radek Marciria, G Ch. Dopplera, Praha 5
9.-10.

Miroslav Olsak, G Praha 5, Budanka
Dan Safka, G J. Keplera, Praha 6

Kategorie B

. Michal Turek, G J. Keplera, Praha 6

. Tadeds Dohnal, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Daniel Safka, G J. Keplera, Praha 6

. Matéj Petrous, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Jakub Zika, G Praha 6, Nad Aleji

. Vit Henych, G Praha 7, Nad Aleji

David Votava, G Praha 9, Chodovicka

. Ondrej Bajgar, G J. Nerudy, Praha 1

Michal Palas, G J. Keplera, Praha 6

. David Koubek, G J. Keplera, Praha 6

19



1.-2

3
4.-5

6.-7

8.-10

1
2
3.4

)
6
7

Kategorie C

. Matous Helikar, G Praha 6, Nad Aleji
Martin Tépfer, G Praha 7, Nad Stolou

. Tereza Andrsovd, G J. Keplera, Praha 6

. Matous Hrubes, G J. Heyrovského, Praha 5
Marie Kvasnicovd, G Praha 2, Boti¢ska

. Jiri Cizek, Akad.G Praha 2, Korunni
Jan Hadrava, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Martin Hrycej, G J. Keplera, Praha 6
Petra Kastankovd, G Praha 10, Omska 1300
Julie Tomiskovd, Akad.G Praha 2, Korunni

Kategorie P

. Viastimil Dort, G Praha 9, Spitalska

. Frantisek Hejl, G J. Nerudy, Praha 1

. Antonin Novdk, G Praha 6, Arabska
Martin Patera, G Praha 6, Arabska

. Jir{ Setnicka, G Praha 9, Cakovice

. Ondrej Pelech, G J. Nerudy, Praha 1

. Tomas Vitek, G Praha 6, Arabska

ceevecoooveoe StfedoCeskykraj eeoeoeceoeoeveccooe

Tt W N =

20

Kategorie A

. Jan Pokorny, G V. B. Ttebizského, Slany

Kategorie B

. Jan Mikes, G Kolin

. John Plechaty, G V. B. Ttebizského, Slany

. Jan Musil, G Kolin

. Helena Brandejskd, G J. Ortena, Kutna Hora
Tomads Martinek, G Vlasim
Jana Vanovd, G J. Ortena, Kutna Hora



U W N~

10.

LR 2 N J

T W N =

. Karolina Kopeckd, G J. Barranda Beroun

Jiri Strdnsky, Dvotakovo G a SOSE, Kralupy

. Marek Kettner, G V. B. Ttebizského, Slany
. Markéta Kostdlovd, Dvordkovo G a SOSE, Kralupy

Martin Prochdzka, G V.B. Ttebizského, Slany
Petra Cdpovd, G Vlagim

Kategorie C

. Miroslav Martinek, G Vla§im

. Jindrich Skripko, G Kladno

. Martin Frumar, G dr. J. Pekafe, Mlada Boleslav
. Michal Berg, G V. Hrabéte, Hofovice

. Dominik Pénkava, G Kladno

. Lenka Houdkovd, G BeneSov

Stanislav Hlubocky, G Kolin

ITva Kavkova, G Jitiho z Podébrad, Podébrady
Jan Kratochvil, G Ptibram, Svata Hora
Tomds Kumsta, G BeneSov

Kategorie P

. Petr Cermdk, G Kladno

eeoeveooovooe JihoCeskykraj eceoecvoocccocoe

Kategorie A

. Jan Matéjka, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

. Pavel Vesely, G Strakonice

. Martina Vavdckovd, G P. de Coubertina, Tabor
. Adam Jurazsek, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Jan Moravec, G Cesky Krumlov

Kategorie B

. Josef Janousek, G P. de Coubertina, Tabor
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6.

22

. Ales Flandera, G P. de Coubertina, Tabor

Jan Vesely, G Strakonice

. Petr Kastanek, G P. de Coubertina, Téabor
. Vit Kubelka, G J.V. Jirsika, Ceské Budé&jovice

Tomds Masdk, G J.V. Jirsika, Ceské Budé&jovice
Frantisek Petrous, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Kategorie C

. Frantisek Petrous, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova
. Martin Mach, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Michal Hruska, G J. V. Jirsika, Ceské Budéjovice
Katerina Duspivovd, G Cesky Krumlov

. Lenka Curnovd, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova
. Lenka Stard, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Frantisek Vik, G V. Novaka, Jindfichuv Hradec

. Sdrka Vordckovd, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Karel Kotalik, G J.V. Jirsika, Ceské Budéjovice

Kategorie P

. Pavel Vesely, G Strakonice
. Jan Matéjka, G Ceské Budéjovice, Jirovcova,

eocoeseocooee Plzefiskykraj seecocoececoocoone

Kategorie A

. Filip Hldsek, G Plzen, Mikulasské nam.

Van Minh Nguyen, G Tachov

. Trung Ha Duc, Masarykovo G, Plzen

Lukds Chlad, G Plzen, Mikulasské nam.
Jakub Klemsa, G Klatovy
Karel Tesar, VOS a SPSE, Plzen



Kategorie B

. Martin Buchdcek, G L. Pika, Plzen

Filip Hlasek, G Plzen, Mikulasské nam.

. Tomas Bdrta, G Plzen, Mikulasské nam.
. Vaclav Fanfule, G Plzen, Mikulasské nam.
. Sven Johannes Kiinkel, G Plzen, Mikulasské nam.

Jakub Suchy, G Plzen, Mikulasské nam.

. Vojtéch Matula, G Plzen, Mikulasské nam.

Jiri Némecek, G Plzen, Mikulasské nam.

. Jan Kotrbaty, G Plzen, Mikulasské nam.
. Michal Bathory, G Plzen, Mikulasské nam.

Ondrej Hovjacky, G Plzen, Mikulasské nam.
Filip Stédronskyj, G Plzeti, Mikul4sské nam.

Kategorie C

. Katerina Soukupovd, G Plzen, Mikulasské nam.
. Eliska Pildtovd, G J.S. Baara, Domazlice

Martin Prudek, G Plzen, Mikulasské nam.
Jaroslava Ryplovd, Masarykovo G, Plzen

. Radek Hosek, G Plzen, Mikulasské nam.
. Frantisek Havranek, G Stfibro

Kategorie P

. Martin Holecek, G Plzen, Mikulasské nam.

2. Karel Tesar, VOS a SPSE, Plzen

esoovooeeeo Karlovarskykraj seecoecececeoocs

Kategorie A

. Josef Hazi, G Cheb

Jan Humplik, Prvni ¢eské G, Karlovy Vary
Martin Kvés, G Sokolov
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Kategorie B

1. Josef Hazi, G Cheb
2. Miroslav Kozak, G Cheb
3. Dung Le Quang, G Cheb

Kategorie C

1. Pham Tat Dat, G Cheb
2.-3. Katerina Jarosilovd, G Sokolov
Emil Mindr, G Cheb
4. Tran Anh Duc, G Cheb

eeocecescossoee Usteckjkraj eoececocococcooccce
Kategorie B

1.-3. Vojtéch Havel, G Rumburk
Tomas Holka, G Kadan
David Kubori, G Teplice, Cs. Dobrovolcti
4. Vojtéch Havlicek, G C. Kamenice
5.-6. Vojtéch Hlavenka, G Teplice, Cs. Dobrovolcii
Martin Zukerstein, G Lovosice
7. Michal Mojzik, SPS a VOS, Skolni 50, Chomutov
8.-9. Kristyna Matéjovd, G V. Hlavatého, Louny
Jindrich Luberisky, G Zatec

Kategorie C

1. Frantisek Kavdn, G C. Kamenice
2. Zuzana Borsiovd, G Teplice, Cs. Dobrovolcti
3.—4. Markéta Pilnerovd, G J. Jungmanna, Litomérice
Otakar Zich, SPS a VOS, Chomutov
5. Stépdn Simsa, G J. Jungmanna, Litoméfice



1.
2.

Kategorie P

Lukads Kripner, G T.G. Masaryka, Litvinov
Karel Kradl, Podkrusnohorské G, Most

sovee00o0ovesse Libereckjykraj eeecoeceoocococcoe

Kategorie A

. Kldra Holkovd, G F.X. Saldy, Liberec

Kategorie B

. Jan Poldsek, G Turnov
. Karolina Buresovd, G Ceska Lipa

Jakub Hrnéir, G F. X. Saldy, Liberec
Jakub Petr, G F.X. Saldy, Liberec
Ondrej Zlevor, G Turnov

. Martin Dvordk, G Jablonec nad Nisou, U Balvanu

Kategorie C

. Martin Zikmund, G Turnov

2. Jiti Erhart, G F.X. Saldy, Liberec

. Magdalena Nechanickd, G Liberec, Jeronymova

David Pustai, G Jablonec nad Nisou, U Balvanu

Kategorie P

. Milan Cejnar, G Turnov
. Jan Poldsek, G Turnov

Martin Zikmund, G Turnov

. Karolina Buresovd, G Ceska Lipa

Vojtéch Kudrnaé, G Turnov
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seoeeeoeseee Krilovehradeckykraj eee s oececceooe

N O Ot B

Kategorie A

. Petr Parizek, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Anna Chejnovskd, G B. Némcové, Hradec Kralové

Kategorie B

. Anetta Sternwaldovd, Biskupské G B. Balbina, Hradec Kralové
. Katerina Medkovd, Biskupské G B. Balbina, Hradec Kralové

Jan Remes$, G Dobruska

. Anna Chejnovska, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Jan Fiser, Lepafovo G, Ji¢in

Jan Simbera, Jiraskovo G, Nachod

. Vit Baumelt, G Dviur Kralové n. L.
. Zdenék Borecky, G a SOS, Jaroméf

Marek Stehlik, G B. Némcové, Hradec Kralové
Petra Svatoriovd, G Dobruska

Kategorie C

. Petr Bartoni, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Petr Juréo, G Trutnov
Jakub Konrdd, G a SOS, Jaromér

. Katetina Vickovd, G Broumov

. Anezka Semrddovd, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Michal Pokorngj, SS aplik. kybernetiky, Hradec Kralové
. Josefina Madrova, G Dobruska

soeceoesecoosee Pardubickjkraj eseceocecesooos

1.

26

Kategorie A

Miroslav Koblizek, G Zamberk



Kategorie B

. Lukds Charamza, G Litomysl

Filip Luz, G Zamberk

. Miroslav Koblizek, G Zamberk

Martin Lastovicka, G Pardubice, Dasicka

. Tomds Klejch, G Litomysl
. Jakub Puchyr, G Chrudim

Tereza Soukupovd, G Ceska Ttrebova
Ondrej Tobek, G Litomysl

. Tomds Felcman, G Zamberk
. Zuzana Jedlickova, G Lanskroun

Kategorie C

. Tomds$ Kubelka, G Zamberk
. Nikola Havlasovd, G Pardubice, Dasicka

Petr Kovdr, G Lanskroun

. Tomas Hordk, G Chrudim

Kategorie P

. David Vondrdk, G Pardubice, Dasicka
. Ondrej Holy, G Chrudim

Jan Tichy, G Pardubice, Dasicka

eosovecococceesoveoe KrajVysoCina eeoceseecccecosce

Kategorie A

. Jan Nevoral, G Jihlava

vvvvv

Marek Lané, G Telé

. Lubos Vitek, G Jihlava

Kategorie B

. Kristyna Krejéivovd, G O. Bfeziny a SOS, Telé
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2. Petr Lousa, Havlickovo G, Havlickiv Brod
3.-4. Tomds Havelka, G Zdar nad Sazavou
Petra Starnkovd, G Jihlava
5. Jan Hudecek, Biskupské G Zdar nad Sazavou
6.—7. Dalimil Fisar, G Zdar nad Sazavou
Adam Kucera, G Chotébor
8. Jakub Prdsek, G O. Bfeziny a SOS, Telé
9.-11. Tomds Kardsek, G Zdar nad Sazavou
Lukds Ridky, G O. Bieziny a SOS, Telé
Viclav Strdnsky, G Zdar nad Sazavou

Kategorie C

1.-2. Ondrej Bartos, G Zdar nad Sazavou
Helena Fisarovd, G Jihlava
3. Jan Kuchatik, G Jihlava
4. Jan Klusacek, G Tiebic¢
5. Jan Mazdnek, G Zdar nad Sazavou
6. Lucie Zemdnkovd, G Ttebi¢
7. Filip Murdr, G Ttebic¢
8. Katerina Zagorovd, Havlickovo G, Havlickiv Brod
1. Jana Novotna, G Tiebic¢
Viasta Vitkovd, G Jihlava
Simona Zimovd, G Moravské Budé&jovice

Kategorie P

1. Michal Koutny, G Ttebic

eecosocoesoveese Jhomoravskykraj eeeveeceoceococoe
Kategorie A

1. Samuel Riha, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
2. David Klaska, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
3. Hana Sormovd, G Brno, tf. Kpt. Jarose
4. Alexzander Sldvik, G Brno, T. Novakové
5. Bohuslav Zmek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
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. Frantisek Fiala, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Michal Hordk, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Petr Hruska, G Hodonin

Hynek Jemelik, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
David Macek, G Hodonin

Kategorie B

. Hynek Jemelik, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Pavel Sevecek, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

. Frantisek Fiala, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Ales Dostdl, G Blansko

. Zdenék Jakub, Biskupské G Brno

Petr Koéi, G Brno, tf. Kpt. JaroSe
Dominik Velan, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Jakub Jurdnek, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Markéta Janosovd, G Zidlochovice

Gabriela Kubickovd, G Brno, Lerchova
Stanislav Schiitz, G Kyjov

Kategorie C

. Viclav Raida, G Brno, tf. Kpt. JaroSe
. Pavel Polcer, G Brno, Kfenova
. Jan Stopka, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Dominik Télupil, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Jana Sotdkovd, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Tomas Jorddn, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Petr Vodicka, G Brno, t¥. Kpt. JaroSe

. Jakub Vosmera, G M. Lercha, Brno
. Kldra Janoskovd, G Straznice

Bedrich Said, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Kategorie P

. Hynek Jemelik, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

2. David Klaska, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

. Alezander Sldvik, G Brno-Reckovice
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seoescseesosocoeoe Zlinskykraj eecececeoceccocoscee
Kategorie A

1. Jan Vanhara, G L. Jarose, Holesov
2. Josef Ondrej, G Roznov pod Radhostém

Kategorie B

1. Adam Vyskovsky, Masarykovo G, Vsetin
2. Zuzana Klukovad, G Uherské Hradisté
3. Markéta Svehldkovd, G Kromériz
4. Eliska Dostdlkovd, G Uherské Hradisté
6. Petr Martisek, G Kromériz

Petr Pecha, SPSS Vsetin
7.~10. Matéj Kocidn, G Zlin-Lesni ¢tvrt
David Svoboda, G Zlin-Lesni étvrt
Petr Tomcik, G Holesov

Kategorie C

. Jan Mikel, G Roznov pod Radhostém
. Michal Opler, Masarykovo G, Vsetin

. David Seryj, G Roznov pod Radhostém
. Filip Krenek, G Roznov pod Radhostém
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Kategorie P

1. Lukd$ Ptdcek, G J. A. Komenského, Uhersky Brod

seseoococooosseoo Olomouckykraj eeeceococcsosece
Kategorie A

1. Jana Faltynkovd, Cyrilometodéjské G Prostéjov
2. Vit Musil, G Sumperk
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Kategorie B

. Jan Twvrdik, Cyrilometodéjské G Prostéjov
. Daniel Frybort, Cyrilometodéjské G Prostéjov

Lukads Kunovsky, G Jesenik
Petra Macigovd, G Hranice

. Véra Zitkovd, G Sternberk
. Marie Krocovd, G J. Skody, Pferov
. Karel Benes, G Kojetin

Pavel Francirek, G Kojetin
Katerina Jarousovd, G Sternberk
Adéla Kldarovd, G Jesenik

Dominik Lachman, G Olomouc-Hejéin

Kategorie C

. Jiri Vesely, G J. Wolkera, Prostéjov

. Kldra Slddeckovd, G J. Skody, P¥erov

. Gabriela Olivikovd, G J. Skody, Pferov

. Katerina Burgetova, G J. Wolkera, Prostéjov
. Simon Rozsival, G Sumperk

Josef Uchytil, G Jesenik

. Eva Gocnikovd, G J. Skody, Pferov

Vendula Horcickovd, G J. Skody, Prerov

. Tomds$ Lazna, G J. Wolkera, Prosté&jov

esoo0eeoo Moravskoslezskykraj eeeooeceoeccooe

Kategorie A

. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec
. Simona Domesovd, G M. Kopernika, Bilovec

Lucie Mohelnikovd, G M. Kopernika, Bilovec
Lenka Sumbalova, G M. Kopernika, Bilovec
Vojtéch Kaluza, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Hana Bilkovd, G Frenstat pod Radhos$tém

Petr Boros, G M. Kopernika, Bilovec
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Kategorie B

1.-2. Jiri Biolek, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
Jakub Solovsky, G M. Kopernika, Bilovec

. Helena Svobodovd, G Frydlant nad Ostravici

. Ondrej Vejpustek, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Petra Kosédakovd, Mendelovo G, Opava

. Vendula Maulerovd, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Jakub Stocek, G Havifov-Podlesi

8.-10. Ines Arencibiovd, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba
Tomds Bartonék, G O. Havlové, Ostrava-Poruba
Vojtéch Sindldr, G Havifov-Podlesi

N O Ot W

Kategorie C

. Lukas Folwarczny, G Havifov, Komenského

. Michal Kopf, Slezské G Opava

. Barbora Modlovd, G M. Kopernika, Bilovec

. Ondrej Bouchala, G Havifov, Komenského

. Sebastian Filip, Mendelovo G, Opava
Tomds Haddmek, Mendelovo G, Opava
Augustin Zidek, G Frydlant nad Ostravici

8. Jakub Dedek, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

N AW N

Kategorie P

1. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec
2. Jitka Novotnd, G M. Kopernika, Bilovec
3. Libor Plucnar, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
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12.-13.

14.
15.-20.

21.-22.

23.-25.

Vysledky ustifedniho kola 58. roéniku MO
kategorie A

Vitézove

. Miroslav Klimos, 4/4 G M. Kopernika, Bilovec

Josef Tkadlec, 8/8 G J. Keplera, Praha 6

. Samuel Riha, 4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jaroge

Tomds$ Zeman, 6/8 G J. Keplera, Praha 6

. David Klaska, 3/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Jan Matéjka, 8/8 G Ceské Budé&jovice, Jirovcova

. Josef Ondrej, 7/8 G Roznov pod Radhostém

Hana Sormovd, 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Miroslav Olsdk, 7/8 G Budanka, Praha 5
. Jan Varihara, 8/8 G L. Jarose, HoleSov
. Hana Bilkovd, 8/8 G Frenstat pod Radhostém

Dalsi uspésni resitelé

Nguyen Van Minh, 6/6 G Tachov
Bohuslav Zmek, 3/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Jana Faltynkova, 8/8 Cyrilometodéjské G Prost&jov

Petr Boros, 3/4 G M. Kopernika, Bilovec
Simona Domesovd, 7/8 G M. Kopernika, Bilovec
Vit Musil, 4/4 G Sumperk, Masarykovo nam.
Nguyen Van Nhan, 8/8 G Praha 6, Nad Aleji
Tomds Pavlik, 8/8 G J. Keplera, Praha 6

Petr Rysavy, 7/8 G J. Heyrovského, Praha 5
Radek Marcinia, 3/4 G Ch. Dopplera, Praha 5
Alexander Sldvik, 8/8 G Brno, Terezy Novakové
Duc Trung Ha, 7/8 Masarykovo G, Plzeti
Zuzana Komdrkovd, 4/4 G Brno, tf¥. Kpt. Jaroge
Lucie Mohelnikovd, 4/4 G M. Kopernika, Bilovec

39b.
39b.
35b.
35b.
28b.
28b.
26 b.
26 b.
20b.
19b.
18b.

17b.
17b.
16b.
15b.
15b.
15b.
15b.
15b.
15b.
14b.
14b.
13b.
13b.
13b.
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12.
13.-14.

15.-16.

34

Vysledky ustfedniho kola 58. roéniku MO
kategorie P

Vitézove

. David Klaska, 7/8 G Brno, ti. Kpt. Jarose

. Miroslav Klimos, 4/4 G M. Kopernika, Bilovec
. Vlastimil Dort, 7/8 G Praha 9, Spitalska

. Karel Tesar, 3/4 VOS a SPSE Plzeti

. Hynek Jemelik, 2/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose

. Ondrej Holy, 8/8 G J. Ressela, Chrudim

Jan Poldsek, 6/8 G Turnov

. Libor Plucnar, 6/6 G P. Bezruce, Frjdek-Mistek

Dalsi uspésni resitelé

. Martin Holecek, 7/8 G Plzen, Mikulasské nam.
10.-11.

Frantisek Hejl, 6/6 G J. Nerudy, Praha 1

Pavel Vesely, 4/4 G Strakonice

Petr Cermdk, 7/8 G Kladno

Lukd$ Kripner, 7/8 G T. G. Masaryka, Litvinov
Jitka Novotnd, 4/4 G M. Kopernika, Bilovec
Jan Matéjka, 8/8 G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Alezander Sldvik, 8/8 G Brno-Reckovice

53b.
37b.
34b.
33b.
32b.
29b.
29b.
28b.

27b.
24b.
24b.
22b.
21b.
21b.
20b.
20b.



Kategorie C

Texty dloh

C-1-1

Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na namésti sbirku na dobro¢inné
ucely. Za chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich. Prvni dal
Honzovi do jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 K¢ a Petrovi
nic. Druhy dal jednomu z chlapcii 8 K¢ a zbylym tfem nedal nic. Treti
dal dvéma chlapciim po 2 K¢ a dvéma nic. Ctvrty dal dvéma chlapctim
po 4 K¢ a dvéma nic. Paty dal dvéma chlapcim po 8 K¢ a dvéma nic.
Poté chlapci zjistili, ze kazdy z nich vybral jinou ¢astku, pficemz tyto
tvori ¢tyri po sobé jdouci ptirozena ¢isla. Ktery z chlapct vybral nejméné
a ktery nejvice penéz? (Peter Novotny)

C-1-2

Pravouhlému trojuhelniku ABC s pfeponou AB je opsana kruznice. Paty
kolmic z bod A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C' oznac¢me D, E.
Vyjadrete délku tsecky DE pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC.

(Pavel Leischner)

C-1-3

Najdéte vsechna ¢tyrmistna ¢isla n, ktera maji nasledujici t¥i vlastnosti:
V zépise ¢&isla n jsou dvé rizné &islice, kazda dvakrat. Cislo n je délitelné

sedmi. Cislo, které vznikne obracenim poradi éislic &isla n, je rovnéz étyi-
mistné a délitelné sedmi. (Pavel Novotny)

C-1-4

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE. Na polopfimce BC' sestrojte ta-
kovy bod G, aby obsah trojihelniku ABG byl shodny s obsahem daného
pétithelniku. (Lucie RizZickovd)
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C-1-5
Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet &isel tak, aby soudet
zadnych dvou vybranych ¢isel nebyl nasobkem jedenacti. (Vysvétlete,
proc zvoleny vybér ma pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho
poctu ¢isel nevyhovuje.) (Jaromir Simsa)

C-1-6

Dokazte, ze pro libovolna ruzna kladna ¢isla a, b plati

a+b _ 2(a? + ab + b?) _ [a? + b2
2 3(a+b) 2

(Jaromir Simsa)

C-S-1

Dokazte, ze pro libovolna nezaporna ¢isla a, b, ¢ plati
(a+ be)(b+ ac) = ab(c +1)2.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-S-2

V pravothlém trojuhelniku ABC oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C'
na preponu AB. Prusecik usecky AB s pfimkou, ktera prochézi vrcholem
C a stfedem kruznice vepsané trojuhelniku PBC, oznac¢ime D. Dokazte,
ze tsecky AD a AC jsou shodné. (Pavel Leischner)

C-S-3

JestliZe jista dvé prirozena Cisla ve stejném poradi secteme, odeéteme, vy-
délime a vynésobime a vSechny ¢tyfti vysledky secteme, dostaneme 2 009.
Urcete tato dvé ¢isla. (Vojtech Bdlint)
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cC-1n-1
Uvazujme vyraz
50* — 422 +5
Viz) = ——5—7
a) Dokazte, Ze pro kazdé realné éislo z plati V(z) 2 3.
b) Najdéte nejvétsi hodnotu V(). (Ales Kobza)

C-11-2

V pravothlém trojihelniku ABC oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C
na preponu AB a D, E stfedy kruZnic vepsanych po fadé trojihelniktim
APC, CPB. Dokazte, ze stfed kruznice vepsané trojihelniku ABC je

prisecikem vysek trojihelniku CDE. (Pavel Leischner)
cC-1n-3
Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik rtiznych ¢&isel tak, ze soudet

zadnych tf z nich neni nasobkem deviti.
a) Dokazte, Ze mezi vybranymi éisly jsou nejvyse ¢tyii délitelna tiemi.
b) Ukazte, ze vybranych ¢isel miize byt 26. (Jaromir Simsa)

C-1n-4

Pravothlému trojihelniku ABC' s preponou AB a obsahem S je opsana
kruznice. Tecna k této kruznici v bodé C protiné teény vedené body A
a B vbodech D a E. Vyjadiete délku usecky DFE pomoci délky ¢ pfepony
a obsahu S. (Peter Novotny)
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Reseni tloh

C-1-1

Dohromady chlapci dostali 3+2+1+8+2-2+2-44+2-8 = 42 K¢.
Toto ¢islo lze jednoznacné vyjadrit jako soucet ¢ty po sobé jdoucich
pfirozenych ¢&isel: 42 = 9 4 10 + 11 + 12. Ctyfii chlapci tedy (v néjakém
poradi) vybrali sumy 9, 10, 11 a 12 K¢.

Zadny chlapec nemohl dostat 8 K¢ zaroven od druhého i od patého
kolemjdouciho (jinak by mél alesponn 16 K&, nejvice vSak mohl kazdy
z chlapct dostat 12 K¢). Takze od druhého a patého maji tfi chlapci po
8 K¢ a jeden od nich nedostal nic. Nejvyse jeden z téchto tfi chlapci
mohl dostat 4 K¢ od ¢tvrtého kolemjdouciho, jinak by méli uz alespon
dva chlapci alespon 12 Ké&. Ctvrty kolemjdouci musel tedy dat 4 Ké pravé
jednomu z nich a 4 K¢ zbyvajicimu chlapci. Bez penéz prvniho a tfetiho
kolemjdouciho tedy maji chlapci vybrano 12, 8, 8 a 4 K¢. Chlapec, ktery
dostal v souctu od druhého, ¢étvrtého a patého kolemjdouciho dvanact
korun, uz nemohl dostat od prvniho a tietiho kolemjdouciho nic, nebot
by mél vice nez dvanact korun. Ten, ktery dostal v sou¢tu od druhého,
¢tvrtého a patého kolemjdouciho 4 K¢, musel dostat od prvniho a tretiho
v souc¢tu maximalni moznou ¢astku, tj. 3+2 = 5 K¢, jinak by mél celkove
méné nez 9 K¢ (dostal tedy pravé 9 K¢ a ma nejméné). TakZe nejméné
vybral Honza, nebot on dostal od prvniho kolemjdouciho 3 K¢, a nejvic
Petr, ktery od prvniho kolemjdouciho nedostal nic.

Uvahy snadno dokonéime a ukézeme, %e popsané rozdéleni je vskutku
mozné. Jak uz vime, Honza vybral 9 K¢ a Petr 12 K¢, Jirka, ktery dostal
2 K¢ od prvniho, nemohl dostat od tfetiho nic, takze dostal celkem 10 K¢,
a Martin 11 K¢&. VSechny tvahy mtuzeme prehledné usporadat do tabulky,
kterou postupné dopliujeme:

1 2 3 4 5 by
8 0 0
0 0 8
0 0 0 4 8 12 - P
3 0 2 4 0 <9 - H
14243 1x8 2x2 2x4 2% 8
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C-1-2

Oznacme odvésny trojuhelniku ABC obvyklym zpisobem a, b a proti-
lehlé ahly «, (. Stfed pfepony AB (stfed opsané kruznice) oznacime O
(obr.1).

Vyska v = CP rozdéluje trojuhelnik ABC na trojahelniky AC'P
a C'BP podobné trojiuhelniku ABC podle véty uu (a+ 3 = 90°), tsecka
OC je kolmé na DE anavic |OC| = |OA| = r (polomér opsané kruznice).
Odtud |<OCA| = |xOAC| = a a |xDCA| =90° — |xOCA| = 3.

Pravothlé trojihelniky ACP a ACD se spole¢nou preponou AC' se
tudiz shoduji i v thlech pfi vrcholu C. Jsou proto shodné, dokonce sou-
mérné sdruzené podle pfimky AC. Analogicky jsou trojuhelniky CBP
a CBE soumérné sdruzené podle BC. Je tedy |CD| = |CE| = v, tudiz
|DE| = 2v = 2ab/va? 4+ b%, nebot z dvojiho vyjadfeni dvojnasobku ob-
sahu trojuhelniku ABC plyne v = ab/|AB|, pficemz |AB| = va? + b2.

Pozndmka. Misto dvojiho vyjadfeni obsahu muzeme k vypoctu
vysky CP vyuzit podobnost trojihelniki CBP a ABC: sina =
= |CP|/|AC| = |BC|/|AB|.

Obr. 1 Obr. 2

Jiné FeSeni. Usecka OC je stiedni pfic¢kou lichobé&zniku DABE, ne-
bot je rovnobézna se zdkladnami a prochéazi stiedem O ramene AB. Je
proto D obrazem bodu E v soumérnosti podle stfedu C. Obraz F' bodu
B v téze soumérnosti lezi na polopfimce AD za bodem D (obr.2). Je
|CF| = |BC| = a, thel ACF je pravy, trojuhelniky AFC a ABC jsou
tedy shodné. Vidime, ze C'D je vyska v trojuhelniku AFC shodné s vys-
kou v, trojihelniku ABC, a DFE je jejim dvojnasobkem. Velikost vysky
v, dopocitame stejné jako v predchozim FeSeni.
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Jiné feSeni. Usecky CD a CFE (obr. 3) jsou shodné s vskami rovnora-
mennych trojahelniki ACO, BCO na spole¢nou stranu OC'. ProtozZe tyto
dva trojihelniky maji ve srovnani s tfetim trojihelnikem ABC polovi¢éni
obsah a i jejich spole¢nd strana OC' je oproti pfeponé AB polovi¢ni, jsou
obé vysky na stranu OC' trojihelniki ACO, BCO shodné s vyskou na
stranu AB trojuhelniku ABC. Jeho vysku dopocitdme jako v prvnim
feSeni.

D

Odpovéd. |DE| = 2ab/va? + b2.

C-1-3

V feSeni budeme 7 znacit Cislo, které vznikne obracenim poradi ¢islic
¢isla n. Rozlisime t¥i pfipady.

(i) Cislo n mé4 tvar aabb, kde a, b jsou rtizné cifry. Je tedy n = 1100a+
+11ba 7 = 1100b+ 11a. Cislo 7 méa délit jak n, tak 7, tedy i jejich rozdil
n—n = 1089(a — b) a soufet n + 7 = 1111(a + b). Protoze ani ¢islo
1089, ani ¢islo 1111 nejsou nasobkem sedmi a sedm je prvocislo, tak
T|a—0biT7]a+b. Pouzijeme-li stejnou Gvahu jesté jednou, vidime, ze
7| (a=b)+(a+b)=2aaT]|(a+b)—(a—b)=2b,tedy 7|aaT]|b,
neboli a,b € {0,7}. Cislice a, b jsou navzajem riizné, proto jedna z nich
musi byt 0. Ale potom jedno z ¢isel aabb, bbaa neni ¢tyfmistné. Hledané
¢islo n tedy nemuze byt uvedeného tvaru.

(ii) Cislo n ma tvar abab. Potom 7 | n = 1010a + 101b a rovnéz
7|7 =10100+ 101la. Podobné jako v predchozim pripadé odvodime, Ze
7|n—n=909(a—b)aT7|n+n=1111(a+b), a ze stejnych divodu
jako v pfedchozim piipadé zjistujeme, ze 7 | a, 7 | b. Néktera z ¢islic by
tedy musela byt 0. Cislo n tak nemfize byt ani tvaru abab.
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(iii) Cislo n mé tvar abba. Potom obricenim pofadi ¢islic vznikne
totéz cislo, takZe mame jedinou podminku 7 | 1001a + 110b. Protoze
71001 a 7t 110, je tato podminka ekvivalentni s podminkou 7 | b.
Proto b € {0,7}, a € {1,2,...,9}, a # b. Vyhovuje tak vSech 17 ¢isel,
ktera pravé uvedené podminky splnuji: 1001, 2002, 3003, 4004, 5005,
6006,7007,8008,9009,1771,2772,3773,4774,5775,6776,8778,9 779.

C-1-4

Rozbor: Nejprve uvazme bod F', ktery je prusecikem pfimky BC' a rov-
nobézky s EC jdouci bodem D (protoze E ¢ BC, jsou EC a BC ruz-
nobézky, obr.4). Obsahy trojuhelniki ECD a ECF jsou shodné (maji
spole¢nou stranu EC' a shodnou vysku na tuto stranu), obsah pétitihel-
niku ABCDE je tedy shodny s obsahem ¢tyftuhelniku ABFE.

Obr. 4

Déle uvazme bod G, ktery je prusecikem pfimky BC' a rovnobézky
s AF jdouci bodem E. Potom jsou opét obsahy trojuhelniki AFE a AFG
shodné, a jsou proto shodné i obsahy ¢tyruhelniku ABF'E a trojahelniku
ABG. Bod G tak mé pozadovanou vlastnost.

Hledany bod je na polopfimce BC' jediny, nebot pro riizné body X, Y
na poloptimce BC maji trojuhelniky ABX a ABY riuzné vysky na spo-
le¢nou stranu AB, maji tedy rtzné obsahy.

Popis konstrukce:

Lp;p| EC, D € p;

2. F; F € pn BC,

3.¢;q||AF, E€g;

4. G; G e gnNBC;

Uloha m4 jediné feseni.
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C-1-5
Cisla od 1 do 99 rozdélime podle jejich zbytku pti déleni &slem 11 do
jedenacti devitiprvkovych skupin Ty, T4, ..., Tio:
To = {11,22,33,...,99},
T, ={ 1,12,23,...,89},

Tyo = {10,21,32,...,98}.

Vybereme-li jedno ¢islo z Ty (vic jich ani vybrat nesmime) a vSechna
¢isla z Ty, Ty, T3, Ty a Ts, dostaneme vyhovujici vybér 1+5-9 = 46 ¢isel,
nebot soucet dvou éisel z 0, 1, 2, 3, 4, 5 je délitelny 11 jediné v piipadé
0 4 0, z mnoziny T jsme vSak vybrali pouze jedno ¢islo.

Na druhou stranu v libovolném vyhovujicim vybéru je nejvyse jedno
¢islo ze skupiny Tj a nejvyse 9 Cisel z kazdé ze skupin

Ty UTy, ToUTy, T3UTs, T4 UTr, T5 U T,
nebot pfi vybéru 10 éisel z nékteré skupiny 7; UT11_; by mezi vybranymi
bylo nékteré ¢islo ze skupiny 7T; i nékteré cislo ze skupiny T71—;; jejich

soucet by pak byl délitelny 11. Celkem je tedy ve vybéru nejvyse 1 +
+5-9 =46 cisel.

C-1-6
Levou nerovnost dokazeme ekvivalentnimi upravami:
a+b _ 2(a®+ab+b?)
2 3(a+b)
3(a+b)* < 4(a® + ab + b?),
0< (a—0b)%

|-6(a+b)

Posledni nerovnost vzhledem k predpokladu a # b plati. Také pravou ne-
rovnost ze zadani budeme ekvivalentné upravovat, za¢neme umocnénim
kazdé strany na druhou:

4(a® +ab+b*)?  a?+b?
9(a+b)? g
8(a? + ab + b*)? < 9(a? + b?)(a + b)?,
8(a* + b* + 2a3b + 2ab® + 3a%b?) < 9(a* + b* + 2a3b + 2ab® + 2a?b?),
6a2b? < a* + b* + 2a3b + 2ab°.

| -18(a + b)?
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Posledni nerovnost je souétem nerovnosti 2a2b? < a* + b* a 4a%b? <
< 2a3b + 2ab?®, které obé plati, nebof po prevodu ¢lenti z levych stran na
pravé dostaneme po rozkladu uz ziejmé nerovnosti 0 < (a? — b?)?, resp.
0 < 2ab(a — b)2.

cC-S-1

Roznéasobenim a dal$imi ekvivalentnimi tpravami dostaneme

ab+ b%c + a’c + abc? = abc? + 2abe + ab,
b%c + a%c = 2abe,
(a—b)%c=0.

Podle zadani plati ¢ = 0 a druhd mocnina realného &isla a — b je rovnéz
nezaporna, takze je nezadporna i leva strana upravené nerovnosti. Rovnost
v ni (stejné jako v ptivodni nerovnosti) nastane, pravé kdyz a — b = 0
nebo ¢ = 0, tedy pravé kdyz je splnéna aspon jedna z podminek a = b,
c=0.

C—~5=2

V pravothlém trojuhelniku ABC' s preponou AB pro velikosti «, 8 thld
pii vrcholech A, B plati a + 5 = 90°, proto je | ACP| =90° —a = f
a [xBCD| = |xDCP| = 3(90° — 8) = %a, nebot pfimka CD je osa
uhlu BCP (obr.5). Pro vnéjsi thel ADC trojahelniku BCD tak zfejmé
plati [XADC| = |xDBC| + |¥BCD| = 8 + 3a = |xDCA.

Obr. 5

Zjistili jsme, ze trojuhelnik ADC mé u vrcholi C, D shodné vnitini
uhly, je tedy rovnoramenny, a proto |AD| = |AC|.
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C-S§-3

Pro hledana pfirozena ¢isla = a y lze podminku ze zadani vyjadfit rovnici
x
(o) + (@ =)+ (5) +(-y) = 2009 1

ve které jsme dil¢i vysledky jednotlivych operaci uzavorkovali.
VyfeSme rovnici (1) vzhledem k nezndmé z (v niZ je, na rozdil od
neznamé y, rovnice linedrni). Vyjde

. 2009y ‘ 2)
(y+1)?

Hleddme pravé ta pfirozena cisla y, pro kterd ma nalezeny zlomek
celoc¢iselnou hodnotu, coz lze vyjadfit vztahem (y + 1)? | 2009y. Protoze
¢isla y a y + 1 jsou nesoudélnd, jsou nesoudélnd i &isla y a (y +1)?, takze
musi platit (y +1)2 | 2009 = 72 - 41. Protoze y + 1 je celé ¢&islo vétsi
nez 1 (a éinitelé 7, 41 jsou prvocisla), posledni podmince vyhovuje pouze
hodnota y = 6, které po dosazeni do (2) odpovidd = = 246. (Protoze
rovnice (1) a (2) jsou v oboru prirozenych ¢isel ekvivalentni, neni zkouska
nezbytna.)

Hledan4 ¢isla v uvazovaném potadi jsou 246 a 6.

Pozndmka. Uvaze o nesoudélnosti ¢isel y a y+ 1 se lze vyhnout: z rov-
nice (1) plyne, ze podil z/y je celé ¢islo. Dosadime-li do ni x = ky, kde k
je vhodné piirozené ¢&islo, dostaneme po tipravé k(y + 1) = 2009, odkud
podle rozkladu ¢isla 2009 na prvocinitele zjistime, Zze mtze byt jediné
k=4lay+1="7,tedy y =6 a z = ky = 246.

C-ll-1

Vyraz V je ziejmé definovan pro vSechna redlna cisla z.

a) Protoze x*+1 > 0 pro kazdé z, je nerovnost V (z) = 3 ekvivalentni
nerovnosti 5z% — 422 + 5 > 3(2* + 1) neboli 2z* — 422 +2 2> 0. Vyraz na
levé strané je roven 2(x? — 1)2, takZe je nezdporny pro kazdé z.

b) Vyuzijme nésledujici ipravu:

4_42 4 1 42 42
V(ac)=5x x+5=5(:c+)_ 2 . 4t
i +1 4 +1 ¢ +1 4 +1

Protoze zlomek 4x2/(z* + 1) je diky sudgym mocnindm proménné x pro
libovolné realné ¢islo x nezdporny, nabyva vyraz V své nejvétsi hodnoty
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Vinax, pravé kdyz 4z%/(z* + 1) = 0, tedy pravé kdyz z = 0. Dostdvame
tak Vinax = V(0) = 5.

C-1-2

V pravouhlém trojuhelniku ABC s pfeponou AB oznaéme « velikost
vnitiniho thlu pfi vrcholu A, ziejmé pak plati |XACP| = 90° — a,
|« PCB| = «. Stfed D kruznice vepsané trojihelniku APC lezi na ose
Ghlu PAC, takze |xDAC| = 1o, a podobné i X PCE| = . Odtud pro
velikost tthlu AUC' v trojuhelniku AUC, kde U je prisecik poloptimek
AD a CE (obr.6), vychézi

XAUC| = 180° — (90° — a + 2a) — o = 90°.
2 2

To znamend, ze polopfimka AD je kolma na CFE, usecka DU je tudiz
viska v trojihelniku DEC. Uplné stejné zjistime, 7e i polopfimka BE

Obr. 6

(jinak osa thlu ABC') je kolma na C'D. Dostavame tak, ze pruseéik po-
lopfimek AD a BE, coz je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC, je
zaroven i prusecikem vysek trojuhelniku DEC.

Jiné Feseni. Oznac¢me F' a G odpovidajici pruseéiky pfimek CD a CE
se stranou AB (obr. 7). Podle tvrzeni tlohy C-S-2 je trojihelnik CAG
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rovnoramenny se zakladnou CG. Osa AD uhlu CAG rovnoramenného
trojihelniku C'AG je tudiz i jeho osou soumérnosti, a je proto kolma na
zdkladnu CG, tedy i na CE. Podobné zjistime, Ze i trojuhelnik CBF
je rovnoramenny se zakladnou CF, takze osa BE thlu FBC je kolméa
na C'F, tedy i na C'D. Prusecik obou os AD a BE je tak nejen stfedem
kruznice vepsané trojuhelniku ABC, ale i pruseéikem vysek trojuhelniku
CDE, coz jsme méli dokazat.

cC-1n-3

Podle zbytki pifi déleni deviti rozdélime vSsech 99 uvazovanych ¢isel do
deviti jedenactiprvkovych tfid Ty, Ty, ...,Ts (do t¥idy T; patii vSechna
Cisla se zbytkem i):

To ={9,18,27,...,99},

T, = {1,10,19,...,91},

Ty = {8,17,26,...,98}.

a) Nagim tkolem je dokazat, ze v Tp U T3 U Ty lezi nejvySe Ctyti
vybrana ¢isla. Z kazdé ze ttid Ty, T3, Tg mohou pochéazet nejvyse dvé
z vybranych ¢isel (soucet libovolnych tii ¢isel z jedné takové tiidy uz
totiz délitelny deviti je). ProtoZe soucet libovolnych t¥{ ¢isel, kterd po
jednom lezi ve tridach Ty, T a Tg, je deviti délitelny, aspon jedna z téchto
ttid zadné vybrané cislo neobsahuje. Z obou vyslovenych zavéru plyne
dokazované tvrzeni: vybranych cisel délitelnych tfemi je totiz nejvyse
2+240=4.

b) Ukazme, ze vyhovujici vybér mize obsahovat 26 ¢isel. Vybereme
po dvou ¢islech z T, T5 a po 11 ¢islech (tedy vSechna ¢isla) z Ty a Tb.
Dostaneme tak celkem 2 -2+ 2-11 = 26 c¢isel; pfitom soucet libovolnych
t¥l z nich dava pfi déleni deviti zbytek alesponn 0 + 0 + 1 = 1, nejvyse
vsak 2 4+ 3 + 3 = 8, takze deviti délitelny byt nemiize.

C-1-4

Oznacme O stied opsané kruznice, tedy stfed pfepony AB daného pra-

vothlého trojihelniku ABC, a v velikost jeho vysky na pfeponu (obr. 8).

Trojuhelnik EDO je zfejmé rovnéz pravouhly, protoze jeho strany DO

a FO jsou kolmé na odvésny trojuhelniku ABC; pfitom jeho vys-
1

kou na pfeponu je usecka OC (o velikosti ;c). Vzhledem k soumér-
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nosti tsecky AC podle osy OD plati pro jeho thel pfi vrcholu D, Ze
|[«CDO| = 90° — |<xCOD| = 90° — |<xAOD| = «. Trojahelniky EDO
a ABC jsou tudiz podobné (uu). Koeficient k této podobnosti je dan po-
mérem délek odpovidajicich vysek na pfepony, takze k = |OC|/v = %c/ v,
a protoze vc = 285, je

2
=I5
V uvedené podobnosti odpovida pteponé AB piepona DE, proto pro jeji
velikost plati

k

3

c
E
C //
//
D |
| 7
\. vl
< e
\‘l\ /
« m N /
A O B
Obr. 8

Jiné FeSeni. Ze soumérnosti teéen z bodu ke kruznici plyne, Ze
oba trojuhelniky ACD i BCE jsou rovnoramenné, |AD| = |DC|,
|BE| = |CE|. Rovnoramenné jsou i trojuhelniky ACO a BCO, kde O
je stfed pfepony AB (ramena obou trojihelniki maji velikost poloméru
kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku ABC, coz je %c) Ukéazeme,
ze jde o dvé dvojice podobnych trojahelniki ACD ~ BCO a ACO ~
~ BCE. K tomu si sta¢i v§imnout, ze ve ¢tyfuhelniku AOCD, ktery
je slozen ze dvou shodnych pravouhlych trojuhelnikt, plati [<CDA| =
= 180° — |xAOC| = |xCOB|. Rovnoramenné trojuhelniky ACD a BCO
jsou tedy podobné podle véty wu. Z této podobmnosti plyne rovnost
|CD| : |CA| = |CO| : |CB|, takze pfi béZném oznaceni odvésen dostéa-
vame |CD| = %cb/a, a z podobnosti trojuhelniki ACO a BCE pak
|CE| = Jca/b. Celkem tak je

cb ca cb® +ca®  cla®+b?) A

|DE| = |DC| + |CE| =

% T 2 228 _4s
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Pozndmky. Podobnost zminénych rovnoramennych trojihelnik mu-
zeme odvodit také tak, Ze si vSimneme rovnosti odpovidajicich thla ACO
a BCFE pri zakladnach: oba totiz dopliuji ihel OCB do pravého thlu
(ACB, resp. OCE). Proto ACO ~ BCE.

Dalsi moZnost skyta objeveni rovnosti |<ADO| = |¥*BAC| = « (ra-
mena jednoho thlu jsou kolméa na ramena druhého). Z pravouhlého troj-
thelniku OD A tak mame |AO| : |AD| = tg |xADO| = tga = a : b, takZe
|CD| = |AD| = §cb/a, a analogicky pro pravouhly trojihelnik OEB.
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Kategorie B

Texty dloh

B-1-1

Na tabuli je napsano ¢tyrmistné ¢islo délitelné osmi, jehoz posledni ¢islice
je 8. Kdybychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom éislo
délitelné deviti. Kdybychom vSak posledni ¢islici nahradili éislici 9, ziskali
bychom ¢islo délitelné sedmi. Urcete ¢islo, které je napsané na tabuli.
(Peter Novotny)

B-1-2
Urcete vSechny trojice (z,y, z) redlnych éisel, pro které plati

w2+xy=y2+z2,
z2+zy=y2+x2.

(Jaroslav Svrcek)

B-1-3

Na strané BC, resp. C'D rovnobézniku ABCD uréete body FE, resp. F
tak, aby tsecky EF', BD byly rovnobézné a trojiuhelniky ABE, AEF
a AF'D mély stejné obsahy. (Jaroslav Zhouf)

B-1-4

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3.
Miuzeme se zeptat na libovolné poli¢ko desky, a pokud lod zasidhneme,
hra konci. Pokud ne, ptame se znovu. Uréete nejmensi pocet otazek, které
potfebujeme, abychom jisté lod zasahli. (Jan Mazdk)
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B-1-5

Trojahelniku ABC je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruznici k
v bodé K, ktery lezi v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC. Osy stran
AC a BC protnou pfimku CK po fadé v bodech P a . Dokazte, Ze
trojihelniky AK P a K B(Q jsou shodné. (Leo Bocek)

B-1-6
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel (m,n), pro néz je hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n—m — 2

celé kladné ¢islo. (Vojtech Bdlint)

B-S-1

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

ar +y =2,
T —y=2a,
z+y=1
o nezndmych x a y a redlném parametru a. (Jaroslav Svréek)
B-S-2

Pro vnitini bod P strany AB ostrouhlého trojihelniku ABC oznac¢me K
a L paty kolmic z bodu P na pfimky AC' a BC. Sestrojte takovy bod P,
pro ktery pfimka C'P puli tsecku K L. (Pavel Calabek)

B-S-3

Cislo nazveme magickym, pravé kdyz se da vyjadiit jako soucet trojmist-
ného éisla m a trojmistného ¢&isla m’ zapsaného stejnymi ¢éislicemi v opac-
ném poradi. Néktera magicka ¢isla lze takto vyjadrit vice zpusoby; napii-
klad 1554 = 579 + 975 = 777 + 777. Urcete vSechna magicka ¢isla, ktera
maji takovych vyjadieni m +m’ co nejvice. (Na potadi m a m’ nebereme
ztetel.) (Ales Kobza)
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B-II-1

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r+y=1,
T —y=a,

—dax +4y = 22 +4
o neznamych z, y, z a readlném parametru a. (Jaroslav Svrcéek)

B-11-2

Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyt poli desky je vytvorena jedna
lod né&kterého z tvari

L8 B B A

MuZeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasdhneme, hra
kon¢i.
a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu za-
sahu lodé.
b) Zdivodnéte, ze zadnych sedm otdzek takovou jistotu nedava.
(Jan Mazdk)

B-11-3

Je dan ostrouhly trojihelnik ABC, ktery neni rovnoramenny. Ozna¢me
K prusecik osy thlu ACB s osou strany AB. Pfimka C'K protne vysky
z vrcholi A a B v bodech, které ozna¢ime po fadé P a (). Pfedpokla-
dejme, ze trojuhelniky AK P a BK(Q maji stejny obsah. Urcete velikost

thlu ACB. (Jan Mazak)
B-1l-4

K libovolnému pfirozenému ¢islu uréime jeho zbytky prfi déleni kazdym

z deseti prirozenych ¢isel 2, 3,4, ..., 11 a téchto deset zbytki (nékteré mo-

hou byt nulové) se¢teme. Urcete vSechna takova ¢isla mensi nez 25 000,
ktera maji uvedeny soucet co nejmensi. (Nulu za pfirozené ¢islo nepova-
Zujeme.) (Jaromir Simsa)
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Reseni tloh
B-1-1

Oznaéme n trojmistné ¢islo uréené prvnim trojcislim (zleva) hledaného
¢tyfmistného ¢isla, které se pak rovna 10n + 8. Podle zadani ulohy plati

8| 10n + 8, (1)
9]10n+7, (2)
7| 10n 4 9. ()

Ze vztahu (1) plyne 8 | 10n neboli 4 | 5n. Cisla 4 a 5 jsou nesoudélna,
proto 4 | n neboli n = 4k, kde k je pfirozené ¢islo. Dosazenim n = 4k do
vztahu (2) dostaneme 9 | 40k + 7 neboli 9 | 4k + 7. Z tabulky zbytku ¢isel
4k + 7 pti déleni deviti

k|0
7

123456 738
4k +7 | 26150483
vidime, Ze toto ¢islo je délitelné deviti, pravé kdyz ¢islo k pri déleni deviti
dava zbytek 5. Proto k = 91+5, kde [ je celé ¢islo, takze n = 4k = 361+ 20.
Dosazenim takového n do vztahu (3) dostaneme 7 | 360! + 209 neboli
7| 31— 1. Opét sestavime tabulku zbytk, tentokrat pti déleni ¢isla 3/ — 1
sedmi:

1012
3-1]6 25

3456
1403
Vidime, ze 7 | 3] — 1, pravé kdyz | = 7m + 5, kde m je celé ¢islo. Odtud
dostavame, ze vSechna celoéiselnd n spliiujici trojici podminek (1)—(3)
jsou tvaru n = 361 + 20 = 252m + 200.

Dodejme, ze namisto sestavovani tabulek jsme mohli vyuzit tprav

40k + 7 = 36k + 4(k — 5) + 27,
3601 + 209 = 3571 + 3(I — 5) + 224,

z nichZ bychom jako dfive dostali 9|k —5a 7|l —5.

Cislo n = 252m + 200 je trojmistné jediné pro m € {0,1,2,3}; hle-
dané n je proto z mnoziny {200, 452,704,956} a na tabuli bylo napséno
jedno z ¢isel 2008, 4528, 7048, 9568. Zkouskou (ktera ovSem pfi nasem
postupu neni nutnd) mizeme ovérit, ze kazdé z téchto ¢tyt ¢isel vyhovuje
zadani tlohy.
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Jiné Feseni. Pfi druhém postupu budeme tvahy o délitelnosti vyhodné
zapisovat kongruencemi.! Zapis a = b (mod m) (¢teme ,a je kongruentni
s b podle modulu m*) znamena, 7e ¢isla a, b davaji pti déleni ¢islem m
stejné zbytky neboli m | a — b.

Oznac¢me N hledané ¢tyfmistné ¢islo koncici ¢islici 8. Protoze pfi jeji

vvvvvv

N =8 (mod 10), (4)
N =0 (mod 8), (5)
N —-1=0 (mod 9), (6)
N+1=0 (mod 7) (7

Ze vztahu (5) plyne N = 8k, kde k je celé ¢islo. Dosazenim do vztahu
(4) dostaneme 8k = 8 (mod 10) neboli 4k = 4 (mod 5), coz po déleni
Cislem 4 (nesoudélnym s éislem 5) vede k podmince £ = 1 (mod 5). Proto
k = 50+ 1, kde [ je celé cislo. Dosazenim N = 8k = 40l 4+ 8 do vztahu
(6) obdrzime podminku 40l + 7 = 0 (mod 9). Jeji Gpravou dostaneme

40l = -7=-7+9-23 =200 (mod 9)

a po vydéleni ¢islem 40 (nesoudélnym s éislem 9) dojdeme k podmince

=5 (mod 9). Existuje tedy celé ¢islo m tak, ze | = 9m + 5. Dosazenim
N = 40l + 8 = 360m + 208 do vztahu (7) dostaneme 360m + 209 = 0
(mod 7) neboli 3m =1 (mod 7). Upravou

3m=1=142-7=15 (mod 7)

po vydéleni éislem 3 vyjde m = 5 (mod 7), takZze m = Tn + 5, kde n je
celé ¢islo. Hledané N je proto tvaru N = 360m + 208 = 2 520n + 2 008.
Takové N je ¢tyfmistné, pravé kdyz n € {0,1,2,3}. Na tabuli proto
mohlo byt napséno kterékoliv ¢islo z mnoziny {2008, 4 528, 7048, 9 568}
a zadné jiné.

1S timto zpisobem pocitani se zbytkovymi tfidami se lze sezndmit v brozuie Aloise
Apfelbecka: Kongruence, Mlada fronta, edice Skola mladych matematikii, Praha
1968.
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B-1-2
Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme po tpraveé
(z—z)(2z24+ 22 +y) =0.
Jsou proto mozné dva pripady, které rozebereme samostatné.

a) Pripad z — x = 0. Dosazenim z = z do prvni rovnice soustavy
dostaneme z? + zy = y? + 2% neboli y(z — y) = 0. To znamena, ze
plati y = 0 nebo x = y. V prvnim pfipadé dostdvame trojice (z,y,z) =
= (z,0,z), ve druhém (z,y,2) = (x,z,z); takové trojice jsou FeSenimi
dané soustavy pro libovolné realné ¢islo x, jak snadno ovérime dosazenim
(i kdyz takové zkouska pfi nasem postupu vlastné neni nezbytnd).

b) Pripad 2z + 2z +y = 0. Dosazenim y = —2x — 2z do prvni rovnice
soustavy dostaneme

2% + 2(—2x — 22) = (—22 — 22)> + 2°> neboli 5(z + 2)*> = 0.
Posledni rovnice je splnéna, pravé kdyz z = —x, tehdy ovSem y = —2z —
— 2z = 0. Dostévame trojice (x,y,z) = (x,0,—x), které jsou feSenimi
dané soustavy pro kazdé redlné x, jak ovéfime dosazenim. (O takové
zkousce plati totéz co v ptipadé a).)

Odpovéd. Viechna FeSeni (x,y, z) dané soustavy jsou trojice t¥i typu:
(z,z,z), (z,0,2), (=,0,—2x),
kde z je libovolné realné ¢islo.

Jiné Feseni. Obé rovnice soustavy sec¢teme. Po tipravé dostaneme rov-
nici
ylx+2z—-2y)=0
a opét rozlisime dvé moznosti.

a) Pripad y = 0. Z prvni rovnice soustavy ihned vidime, ze 2% = 22,

neboli z = +z. Zkouskou ovéiime, Ze kazda z trojic (z,0,z) a (z,0,—x)
je pro libovolné realné x resenim.
b) Pripad x + z — 2y = 0. Dosazenim y = %(ZL‘ + 2) do prvni rovnice
soustavy dostaneme
(z+2)  (z+2)?
2 4
Plati tedy z = —z nebo z = z. Dosazenim do rovnosti z 4+ 2z — 2y =

2

z? + + 22, po tpravé 2% =22

= 0 v prvnim pfipadé dostaneme y = 0, ve druhém piipadé y = z.
Odpovidajici trojice (x,0, —z) a (x, x, x) jsou feSenimi pro kazdé redlné =
(prvni z nich jsme ovSem nasli jiz v ¢asti a)).
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B-1-3

Oznacme a velikost stran AB a C'D a v vzdalenost jejich ptimek, ktera je
zarovel rovna vysce trojihelniku AF'D z vrcholu A (obr.9). Z podminky
EF || BD podle véty uu vyplyva, ze trojuhelniky BCD a ECF jsou
podobné; ozna¢me k € (0,1) koeficient jejich podobnosti. Jakmile ho
vypocteme, bude tuloha vyfesena.

D (I1-ka g ka ¢

Obr.9

Protoze |FC| = ka, |[FD| = (1 — k)a a vysky trojahelnikd ECF,
ABE ze spole¢ného vrcholu E mayji velikosti kv, resp. (1—k)v, pro obsahy
trojihelniki AFD a ABE plati

(I1-k)av a(l -k

L Py = =
AFD 2 2 ABE)

takze oba obsahy se rovnaji pro libovolné k € (0,1). Protoze obsah troj-
thelniku FCF mé hodnotu Sgpcr = %ka kv = %k:zav a obsah celého

rovnobézniku ABCD je dan vzorcem Sapcp = av, miizeme obsah troj-
uhelniku AEF vyjadrit takto:

Saer = SaBcp — SaBe — Secr — Sarp =
=av(1-3(1—k)—3k* - 3(1—k)) = av (k — 3k?).

Obsahy trojuhelnikt ABE, AFD proto budou shodné s obsahem troj-
thelniku AEF, pravé kdyz bude platit

3(1—k)=k—1k* neboli k®—3k+1=0.

Tato kvadraticka rovnice méa koreny

k1,2 =
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z nichz podmince k € (0,1) vyhovuje pouze kofen k = (3 — v/5). Do-
dejme, ze pro takové k plati

V-1 k

1-k=—3 11—k

Odpovéd. Hledané body E, F jsou uréeny poméry
|CE|: |EB| = |CF|:|FD| = (V5 —-1): 2.

Pozndmka. Rovnost (1—k) : 1 =k : (1—k) ze zavéru feSeni znamena,
ze body E, F' déli prislusné strany rovnobézniku v tzv. zlatém pomeéru.
Vyjadfuji to rovnosti

|CE|:|EB| = |EB|:|BC| a |CF|:|FD|=|FD|:|DC|.

B-1-4

Podle obr. 10 mtizeme na desku umistit 8 disjunktnich obdélniku 2 x 3
(stfedni policko desky ztistane prazdné). Abychom jisté zasahli lod, mu-
sime se zeptat na alespon jedno policko v kazdém z osmi vyznacenych ob-
délnikt, proto je nutny pocet otazek alespon 8.

Na obr. 11 je uveden ptiklad vybéru osmi poli, na ktera se staci ptat,
aby se uz mimo né nedala na desku umistit zadna lod 2 x 3. Proto téchto
8 otazek k zasazeni lodé vzdy staci.

Obr. 11

Z obou uvedenych tvah plyne nasledujici zaveér.
Odpoved. Nejmensi pocet otézek, které potfebujeme, abychom jisté
lod zasahli, je prave 8.
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B-1-5

Oznacme «, 3, v obvyklym zptisobem velikosti vnitfnich thla trojihel-
niku ABC (obr.12). Bod K lezi na ose tsecky AB, proto |AK| = |KB|.
Trojuhelnik AK B je rovnoramenny se zakladnou AB, jeho vnitini thly

Obr. 12

pfi vrcholech A a B jsou tudiz shodné. Podle véty o obvodovych thlech
jsou shodné i thly BCK a BAK, resp. ACK a ABK, jsou proto shodné
i thly BCK a ACK. Polopfimka CK je tudiz osou thlu ACB:

|XxACK| = |¥*BCK| = %

Protoze bod P lezi na ose strany AC, je trojuhelnik AC'P rovnoramenny
a jeho vnitini thly pfi zdkladné AC' maji velikost %7, takze jeho vnéjsi
thel APK pfi vrcholu P mé velikost %’y + %7 = 7. Stejné tak z rovno-
ramenného trojahelniku BCQ usoudime, Ze i velikost thlu BQK je 7.
Podle véty o obvodovych uhlech jsou shodné uhly ABC a AKC, tedy
thel AKC (neboli tthel AKP) mé velikost 3 a — zcela analogicky —
thel BK(Q ma velikost a.

V kazdém z trojuhelniki AK P a BK () jiz zname velikosti dvou vniti-
nich ahla (8, v, resp. «, v), takZe vidime, ze zbyvajici thly KAP a K BQ
maji velikosti «, resp. 3.

Z predchoziho plyne, Ze trojuhelniky AK P a K B(Q jsou shodné po-
dle véty usu, nebot maji shodné strany AK a KB i obé dvojice k nim
prilehlych vnitifnich Ghla.
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K uvedenému postupu dodejme, ze vypocet thla K AP a K B(Q pres
thly APK a BQK lze obejit takto: shodnost thlit KAP a BAC (resp.
KBQ a ABC) plyne ze shodnosti thla KAB a PAC (resp. KBA
a QBQC).

B-1-6

Nejprve si vSimneme, ze jmenovatel zlomku lze postupnym vytykanim
rozlozit na sou¢in (m+2)(n —1). Proto bude vyhodné polozit a = m+2,
b =mn —1 a pro nova neznama (nenulova!) celd ¢isla a, b zkoumat, kdy
je hodnota daného vyrazu

m+3n—-1  (a—2)+3b+1)—-1 a+3b
mn+2n—m-—2 ab  ab

(jak vyzaduje zadani) cel€ kladné ¢islo (pouzivejme dale obvykly termin
prirozen€ c¢islo). Uvedme dva mozné pristupy k feSeni takové otazky.
Pfi prvnim zptsobu vyuzijeme rozkladu

a+3b 1 3
V: = — —
ab b+a
a zfejmych odhadt
1 3
0<H§1, 0<H§3.
b a

Kdyby platilo a < 0, bylo by 3/a < 0, a tudiz V < 1/b < 1, tedy V by
nebylo pfirozené ¢islo. Proto nutné plati a > 0.

Proa > 6 je 3/a < %, atedy V< 1/b+ %, takZe nerovnost V = 1
plati, jediné kdyz 1/b > %, coz splnuje jediné celé b, totiz b = 1, pro
které pak ovem je 1 <V < % Proto musi platit 1 £ a < 6. Téchto Sest
moznosti jednotlivé rozebereme:

> a=1. Cislo V = 3+ 1/b je celé jediné pro b = +1, kdy je i klad-
né. V pivodnich nezndmych dostavame dvé feseni (m,n) = (—1,2)
a (m,n) = (—1,0).

>a=2CisloV = %—Q—l/bje prirozené, pravé kdyz b = +2; odpovidajici
feSeni jsou (m,n) = (0,3) a (m,n) = (0,—1).

> a = 3. Cislo V = 1+1/b je pfirozené, pravé kdyz b = 1, tehdy (m,n) =
= (1,2).
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>a=4.CisloV = %+1/bje prirozené, pravé kdyz b = 4, tehdy (m,n) =
=(2,5).

> a=5. Cislo V = 2 + 1/b zfejmé neni celé pro zadné celé b.

> a=6.CisloV = %+1/bje ptirozené, pravé kdyz b = 2, tehdy (m,n) =

= (4,3).

Odpovéd. Existuje pravé 7 dvojic celych ¢isel (m,n), pro které je hod-
nota daného vyrazu V celym kladnym ¢islem, jsou to dvojice

(m’ TL) € {(_1’ 2)’ (_17 0)7 (0?3)7 (0’ _1)’ (1’2)’ (2v 5)’ (473)}'

Jiné FeSeni. Hleddme nenulova celd a, b, pro néz a + 3b = kab pro
vhodné pfirozené k. Oznaéme d = 1 nejvétsi spoleény délitel takovych
¢isel a, b. Pak a = xd a b = yd pro cela nesoudélna ¢isla x, y, jez spliuji
rovnici (z + 3y)d = kxyd? neboli x + 3y = kzyd. Odtud plyne, Ze &islo y
déli nesoudélné cislo z. To je mozné, jediné kdyz y = +1.

V pfipadé y = 1 mame rovnici  + 3 = kzd neboli 3 = z(kd — 1).
ProtozZe plati kd = 1 (éisla k, d jsou ptirozend),jebudz =1akd—1=3
(pak kd = 4, a tedy d € {1,2,4}, takZe (a,b) = (d,d) je jedna z dvojic
(1,1), (2,2), (4,4)), nebo je x = 3 a kd —1 = 1 (pak kd = 2, a tedy
d € {1, 2}, takze (a,b) = (3d,d) je jedna z dvojic (3,1), (6,2)).

V pfipadé y = —1 mame rovnici z — 3 = —kzd neboli 3 = z(1 + kd),
coz vzhledem k nerovnosti 1 + kd = 2 znamené, ze x = 1 a 1 + kd = 3,
takze je kd = 2, a tedy d € {1, 2}, proto (a,b) = (d, —d) je jedna z dvojic
(1,-1), (2,-2).

Zjistili jsme, ze existuje sedm vyhovujicich dvojic (a, b), vypsat odpo-
vidajici feseni (m,n) = (a — 2,b+ 1) je uz nasnadé (viz odpovéd vyse).

B-S-1

Sec¢tenim druhé a tfeti rovnice dostaneme 2z = 2a + 1, odeétenim druhé
rovnice od treti 2y = —2a + 1. Odtud vyjadiime

r=a+3% y=-a+3} (1)

a dosadime do prvni rovnice puvodni soustavy. Po tpravé dostaneme
kvadratickou rovnici

a’*—ta—3=0, (2)
kterd ma kofeny a3 = —1 a as = % Pro kazdou z téchto dvou (jediné
moznych) hodnot parametru a jiz snadno stanovime neznamé z a y do-
sazenim do vzorct (1).
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Dana soustava rovnic ma feSeni pouze pro dvé hodnoty parametru
a, jednak pro a = —1, kdy je jejim jedinym feSenim (z,y) = (—%, %),
jednak pro a = £, kdy (z,y) = (2, -1).

Zkouska dosazenim je snadnd, lze ji vynechat takovym zduvodnénim:
Soustava dvou rovnic, kterou jsme dostali (a vyfesili) seétenim a ode-
¢tenim druhé a treti rovnice, je s touto dvojici ptivodnich rovnic ekviva-
lentni. Zbyla (prvni) rovnice soustavy je pak ekvivalentni s kvadratickou
rovnici (2), jejimz FeSenim jsme nasli mozné hodnoty parametru a.

B-S-2

Oznacme S stied tsecky C'P. Podle Thaletovy véty lezi body K a L na
kruznici p sestrojené nad priumérem CP. Pfedpokladejme, Ze bod P méa
pozadovanou vlastnost, tj. ze praumér C'P puli tétivu KL (obr. 13).

C

A P B
Obr. 13

Pramér libovolné kruznice puli kazdy jiny prameér téze kruznice a také
vSechny tétivy k nému kolmé. A Zadnou jinou tétivu pulit nemuze: kdyz
totiz prochéazi dvéma rizngmi body jeji osy soumeérnosti (totiz stfedem
tétivy a stfedem kruZznice), musi byt — stejné jako tato osa — k dané
tétivé kolmy.

Tétiva KL ovSem nemuze byt primeérem kruznice p, protoze podle
Thaletovy véty by byl tthel KCL (a tedy i ithel ACB) pravy, coz odporuje
zadani, proto je tétiva KL k pruméru CP kolma. V tomto pripadé jsou
trojihelniky CK P a CLP soumérné sdruzeny podle pfimky C'P, odkud
jiz plyne, ze uhly KCP a LCP jsou shodné. Poloptimka C'P je tedy osou
thlu ACB.

Je-li naopak poloptimka C'P osou thlu ACB, shoduji se pravouhlé
trojuhelniky CK P a C'LP ve spole¢né preponé C'P a ve dvou vnitinich
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uhlech, takze body K a L jsou soumérné sdruzeny podle ptimky CP.
Proto tétiva CP puli tsecku K L.

Odpovéd. Existuje pravé jeden vnitini bod strany AB ostrotihlého
trojihelniku ABC| pro ktery usecka C'P pili ise¢ku K L. Je to priusecik
osy vnitiniho thlu pfi jeho vrcholu C se stranou AB.

B-S-3

Kazdé trojmistné ¢islo mé vyjadieni m = 100a+10b+c, kde a, b, ¢, a # 0,
jsou jeho cislice. Trojmistné ¢islo zapsané stejnymi Cislicemi v opa¢ném
pofadi méa pak vyjadieni m’ = 100c + 10b + a, ¢ # 0. Protoze na poradi
¢isel m a m’ neni bréan ztetel, pro urcitost predpokladejme, ze m < m’
neboli a < ¢, kde a,c € {1,2,3,...,9} abe {0,1,2,...,9}.

Pro magické ¢islo x podle zavedeného oznaceni Cislic plati

z=m+m' =101(a+ c) + 200b.

Vidime, ze hodnota x nezalezi tolik na jednotlivych cislicich a a ¢ jako
na jejich souctu s = a + ¢, ktery mize nabyvat hodnot s € {2,3,...,18}.
Dale uz budeme pracovat pouze s vyjadfenim z = 101s + 20b.

Predpokladejme na okamzik, ze se jako soucet 101s + 20b da nékteré
magické ¢islo x zapsat dvéma riznymi zptsoby:

z =101s + 20b = 101s" + 200’ (1)

Z rovnosti 101(s — s’) = 20(b — V') a nesoudélnosti ¢isel 101 a 20
vyplyva, zZe ¢islo 101 musi délit ¢islo b — b'. Protoze vsak b a b jsou
éislice, plati —9 < b — b < 9. V tomto intervalu najdeme jediné &islo
délitelné éislem 101, a to éislo 0. Je proto b—b" = 0 neboli b = V', a tudiz
i s = ¢'. To vSak odporuje predpokladu, Ze ¢islo x mé4 dvé rizna vyjadieni
tvaru (1). Znamena to, ze ve vyjadieni z = 101s + 20b m4 kazdé magické
¢islo z jednoznac¢né urcenou ¢islici b i jednoznacné uréeny soucet s.

Pocet zpisobt, kterymi lze magické ¢islo vyjadrit jako soucet m +m’
neboli 101s + 20b, se proto rovna poctu zpisobu, kterymi lze vyjadrit
odpovidajici hodnotu s jako soucdet dvou ¢islica ac, kde 1 Sa < c < 9.
V mnoziné {2,3,...,18} mé nejvétsi pocet takovych vyjadieni éislo s =
= 10, jez se da vyjadrit pravé péti vyhovujicimi soucty:

10=149=2+8=3+7=4+6=5+5.
Ostatni ¢isla maji takovych vyjadieni méné.
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Skutecéné: v piipadé s £ 9 z rovnosti a + ¢ £ 9 a predpokladu a < ¢
plyne a < 4, takZe mensi ¢islice a nabyva nejvyse ¢étyi hodnot stejné jako
vétsi Cislice ¢ v pfipadé s = 11, kdy ze vztahti a + ¢ 2 11 a a < ¢ plyne
c 2 6.

Nejvice (péti) soucty m + m’ se daji vyjadfit magicka ¢isla tvaru
101-10420b,kde b € {0,1,2,...,9}, jednd se tedy o ¢isla z desetiprvkové
mnoziny

{1010,1030,1050, ...,1190}.

B-Il-1

Sectenim prvni a druhé rovnice dané soustavy dostaneme 2z = 1 + a,
odectenim druhé rovnice od prvni 2y = 1 — a. Odtud

T = %(1+a), y:%(l—a). (1)

Dosadime-li za x a y do tfeti rovnice puvodni soustavy, dostaneme rovnici
—2a(14+a)+2(1 —a)=224+4 neboli 2%+ 2a?+4a+2=0,
kterou upravime na tvar
224+ 2(a+1)*=0.

Oba scitanci na levé strané posledni rovnice jsou nezaporna cisla. Jejich
soudet je 0, pravé kdyz z = 0, a = —1. Dosazenim t&chto hodnot do (1)
dostaneme x =0, y = 1.

Zaveér: Dana soustava rovnic mé feseni pouze proa = —1,atoz =0,
y =1, z = 0. Zkouska pfi tomto postupu neni nutna.

B-1l1-2

a) Staci se otdzat naptiklad na ¢ernd pole v obr.14: v kazdém Fadku
i sloupci jsou vedle sebe nejvyse dvé bila pole, zatimco kazda z lodi zabere
v jednom z obou smérti pravé t¥i po sobé stojici pole. Aspon jedno z nich
tedy bude cerné.

5

Obr. 14 Obr. 15
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b) K zdsahu lodé na desce o rozmérech 3 x 2 jsou potieba alespon dvé
otazky, protoze zadné jeji pole nelezi ve vSech lodich, které na tuto desku
muzeme umistit. Na desce 5 x 5 mizeme vymezit ¢tyfi neprekryvajici se
oblasti 3 x 2 (obr. 15). I kdyby lod byla umistovana pouze do téchto ¢ty¥
oblasti, sedm otazek na jeji zasah nestac¢i — podle predchozi uvahy totiz
potfebujeme aspon 4 x 2 = 8 otazek.

B-11-3

Ozna¢me vnitini thly v trojihelniku A BC obvyklym zpisobem. Ze shod-
nosti obvodovych thlt ACK a BCK v kruznici opsané trojtihelniku
ABC plyne shodnost odpovidajicich tétiv AK a BK, takze bod K puli
ten z oblouki AB, ktery lezi proti vrcholu C' (obr. 16). Podle véty o ob-
vodovych thlech jsou velikosti thlt AKC a BKC po tadé rovny 3 a a.
Oznacme V,, V}, paty vySek pfislusnych vrcholim A, B trojthelniku
ABC'. Protoze ABC je ostrouhly trojuhelnik, jsou body V, a V, vnitini
body odpovidajicich stran. Velikost thlu APK je shodna s velikosti vnit¥-
niho thlu pfi vrcholu P v pravouhlém trojahelniku CPV,, je tedy rovna
90° — %'y. Stejnou velikost ma analogicky i ihel BQK.

K
Obr. 16

Trojuhelniky AKP a BK( maji stejny obsah, shodné strany AK
a BK, a tudiz i vysky na né, a navic se shoduji i v tthlu proti nim.
Z konstrukce trojihelniku podle dané strany, vysky na tuto stranu a pro-
tilehlého vnitiniho thlu a ze soumérnosti sestrojenych feSeni plyne, ze
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trojihelnik AK P je shodny bud's trojihelnikem K B(Q, anebo s trojuhel-
nikem BK Q. Jelikoz trojuhelnik ABC neni rovnoramenny (tj. a # 3), je
trojihelnik AK P shodny s trojuhelnikem K BQ. Velikost vnitiniho thlu
pfi vrcholu A trojahelniku PAK je 180°—3— (90° — %'y) =90°—B+37,
takze z uvedené shodnosti plyne

90°—,6+%=a neboli 90°+%:a+ﬁ:180°—7.
Odtud dostavame vy = 60°. Naopak pokud v = 60°, je |<APK| =
= |¥xBQK]| = 60° a trojuhelniky AK P a KBQ jsou shodné podle véty
usu, maji tedy stejny obsah.

Zdvér: Uhel ACB mé velikost 60°.

B-1l-4

Uvazujme prirozené ¢islo n < 25000 a oznac¢me 73,73, ...,7r11 odpovi-
dajici mu zbytky po déleni ¢isly 2,3,...,11. Jako soucet nezapornych
zbytkl je prislusny soucet z = ry + r3 + ... + r1; rovnéz nezaporny.
V daném ptipadé vSak nemuze byt roven 0, protoze to by znamenalo, ze
¢islo n je délitelné kazdym z prvkia mnoziny M = {2,3,4,...,11}, jejichz
nejmensi spole¢ny nasobek je 27 720 > 25 000.

Ukazeme, Ze nejmensi mozny soucet je 1, a zaroven najdeme i vSechna
¢isla n mensi nez 25000 s touto vlastnosti.

Je-li prislusny soucet roven 1, jsou vSechny zbytky rx s vyjimkou
jednoho rovny 0, a existuje tedy pravé jedno d € M tak, ze ry = 1.
Ukazeme, Ze d = 7 nebo d = 11. Nemtize ziejmé byt d < 5, to by totiz
nenulovy zbytek odpovidal i ¢islu 2d € M. Kdyby zbytek 1 odpovidal
jednomu z ¢isel d = 6,8,9,10, odpovidal by nutné i jednomu z ¢isel 2
nebo 3.

Pokud d = 7, musi byt hledané ¢islo nasobkem vsech ¢isel z M\ {7},
tedy nasobkem ¢isla 3 960. Toto ¢islo dava pfi déleni 7 zbytek 5, zbytek 1
déava jeho trojnasobek n = 3 - 3960 = 11 880, ktery vyhovuje podminkam
ulohy, a obecné kazdy (3 + 7a)-ndsobek; ovSem dalsi nasobek 10 - 3 960
s vyhovujicim zbytkem je uz vétsi nez 25 000.

Pokud d = 11, musi byt hledané ¢islo ndsobkem vsech ¢isel z M\ {11},
tedy nasobkem ¢isla 2 520. Protoze toto ¢islo dava pfi déleni 11 zbytek 1,
vyhovuje pro d = 11 jediné ono (dalsi ndsobek (1+11)-2 520 s vyhovujicim
zbytkem je totiz uz vétsi nez 25000).

Zavér: Hledana ¢isla jsou dvé, a to 11880 a 2 520.
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Kategorie A

Texty tdloh

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

2sinzcos(z +y) +siny =1,
2sinycos(y + z) +sinz = 1.

(Jaroslav Svrcek)

A-1-2

Je dan tétivovy ctyruhelnik ABC D. Dokazte, Ze spojnice priseciku vysek
trojuihelniku ABC' s pruseéikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobézna
s pfimkou CD. (Tomds Jurik)

A-1-3
Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel z, y takové, ze
2

zy
xr+y

je prvocislo. (Jan Mazak)
A-1-4
Uvazujme nekonecnou aritmetickou posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (*)
kde a, d jsou pfirozend (tj. kladnd celd) ¢isla.
a) Najdéte pfiklad posloupnosti (*), kterd obsahuje nekone¢né mnoho

k-tych mocnin pfirozenych ¢isel pro vSechna k = 2,3, ...
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b) Najdéte priklad posloupnosti (x), ktera neobsahuje zadnou k-tou moc-
ninu prirozeného ¢isla pro zadné k = 2,3, ...

c) Najdéte priklad posloupnosti (), kterd neobsahuje zadnou druhou
mocninu prirozeného cisla, ale obsahuje nekonec¢né mnoho tfetich
mocnin pfirozenych c¢isel.

d) Dokazte, ze pro vSechna ptirozena ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Posloup-
nost (%) bud neobsahuje zddnou k-tou mocninu pfirozeného éisla,
anebo obsahuje nekonecné mnoho k-tych mocnin pfirozenych cisel.

(Jaroslav Zhouf)

A-1-5

V kazdém vrcholu pravidelného 2008thelniku lezi jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak,
ze jedna se posune ve smeéru a druha proti sméru chodu hodinovych ruci-
¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zptusobem vSechny mince postupné
presunout:

a) na 8 hroméddek po 251 minci,

b) na 251 hromédek po 8 mincich. (Radek Horensky)

A-1-6

Je dan trojuhelnik ABC. Uvnitf stran AC, BC jsou dany body FE, D tak,
ze |AE| = |BD|. Ozna¢me M stied strany AB a P prusecik pfimek AD
a BE. Dokazte, ze obraz bodu P v stfedové soumérnosti se stfedem M
lezi na ose thlu ACB. (Jan Mazdk)

A-S-1

Zjistéte, pro které dvojice kladnych celych ¢isel m a n plati
Vm?2 —4 < 2y/n—m < \/m2—2.

(Jaromir Simsa)

A-S-2

Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik, v némz vnitini ahel pfi vrcholu A
ma velikost 45°. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C. Uvazujme déle
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libovolny vnitini bod P vysky CD. Dokazte tvrzeni: P¥imky AP a BC
jsou navzajem kolmé, pravé kdyz tsecky AP a BC jsou shodné.
(Jaroslav Svrcéek)

A-S-3

Urcete vSechna cela ¢isla vétsi nez 1, kterymi lze kratit néktery ze zlomkt
tvaru

3p—gq

5p + 2q’

kde p a ¢ jsou nesoudélna cela cisla. (Vojtech Bdlint)

A-l1l-1

Jisté ¢tyrmistné prirozené ¢islo je délitelné sedmi. Zapiseme-li jeho ¢islice
v opacném potradi, dostaneme vétsi ¢tyFmistné ¢islo, které je rovnéz dé-
litelné sedmi. Navic pfi déleni ¢islem 37 davaji obé zminéna ¢tyfmistna
lisla stejny zbytek. Urdete pivodni étyfmistné ¢islo.  (Jaromir Simsa)

A-11-2

Na odvésnach délek a, b pravouhlého trojihelniku lezi po tadé stiedy
dvou kruznic kg, k. Obé kruznice se dotykaji prepony a prochézeji vrcho-
lem proti pfeponé. Poloméry uvedenych kruznic oznac¢me g,, 0p. Urcete
nejvetsi kladné redlné cislo p takové, Ze nerovnost

i+i>p(.1_+.1_>

% O " \a b
plati pro vSechny pravothlé trojuhelniky. (Jaroslav Svréek)
A-11-3

Urcete velikosti vnitfnich Ghla «, (3, v trojihelniku, pro néz plati

2sin@sin(a + ) —cosa = 1,
2sinysin(8 + ) — cos B = 0.

(Jaroslav Svrcek)
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A-1l-4

Uvnitf strany BC' ostrotihlého trojihelniku ABC zvolme bod D a uvnitf
usecky AD bod P tak, aby nelezel na téznici z vrcholu C. Pfimka této
téznice protne kruznici opsanou trojuhelniku CPD v bodé, ktery ozna-
¢ime K (K # C). Dokazte, ze kruznice opsané trojihelniku AK P pro-
chazi kromé bodu A dal$im pevnym bodem, ktery na vybéru bodd D

a P nezavisi. (Tomds Jurik)
A-1ll-1

Jsou-li vSechna ¢isla p, 3p+2, 5p+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvodisla,

je ¢islo 6p + 11 slozené. Dokazte. (Pavel Novotny)
A-1ll-2

Na krat$im z obloukt C'D kruznice opsané pravouhelniku ABC D zvolme
bod P. Paty kolmic z bodu P na ptimky AB, AC' a BD ozna¢me po-
stupné K, L a M. Ukazte, ze thel LK M ma velikost 45°, pravé kdyz
ABCD je ¢tverec. (Tomds Jurik)

A-11I1-3

Najdéte nejmensi kladné ¢islo x, pro néz plati: Jsou-li a, b, ¢, d libovolna
kladna ¢isla, jejichz soucin je 1, potom

1 1 1 1
a®+b"+c"+d" 2 -+ -+ =+ .
a b ¢ d

(Pavel Novotny)

A-IllIl-4

Zkoumejme, pro kterd prirozend ¢isla n existuji praveé Ctyfi prirozena
¢isla k takova, ze &islo n + k je délitelem &isla n + k2.
a) Ukazte, Ze vyhovuje n = 58, a najdéte piislusna Ctyfi k.
b) Dokazte, Ze sudé n = 2p, kde p = 3, vyhovuje, pravé kdyz p i 2p+ 1
jsou prvocisla.
(Nulu mezi pfirozend ¢isla nepoéitdme.) (Jaromir Simsa)

68



A-Illl-5

V kazdém z vrcholl pravidelného n-thelniku A; A, ... A, lezi uréity po-
éet minci: ve vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 £ k < n. Vybereme dvé
mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se
posune ve sméru a druhd proti sméru chodu hodinovych ruéi¢ek. Rozhod-
néte, pro kterd n lze po koneéném poc¢tu takovych pfemisténi docilit toho,
ze pro libovolné k, 1 < k < n, bude ve vrcholu Ay, leZet n + 1 — k minci.

(Radek Horensky)

A-I1ll1-6

V roviné w jsou dany dva rizné body O a T. Najdéte mnozinu vrcholt

vvey

opsané kruznice v bodé O. (Jaromir Simsa)
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Reseni tiloh

A-1-1

Pouzitim znamych vzorci

cos(z 4+ y) = coszcosy — sinzsiny,

sin2z = 2sinzcosz, cos2zx =1—2sin’z
dostaneme upravou levé strany prvni rovnice

2sinz cos(z + y) +siny = 2sinz(coszcosy — sinxsiny) + siny =
= 2sinzcoszcosy + (1 — 2sin® z)siny =
=sin2x cosy + cos2xsiny =
= sin(2z + y).

Podobné je leva strana druhé rovnice rovna sin(2y + z). Dana soustava
je tedy ekvivalentni soustavé

sin(2z +y) = 1,

. (1)
sin(2y + z) = 1.
Protoze funkce sinus nabyva hodnotu 1 pravé v bodech tvaru %n+2kn,
kde k je celé ¢islo, budou feSenim soustavy pravé ty dvojice (z,y), pro
néz existuji cela ¢isla k, [ takova, ze

2c+y=4in+2kn, 2y+z=gn+2n (2)

Odtud bud odeétenim vhodnych nasobkii rovnic (napf. od dvojnasobku
prvni odecteme druhou), anebo prfimym vyjadfenim jedné proménné
z prvni rovnice a dosazenim do druhé rovnice po tpravé dostaneme

T=1in+202k-Dn, y=3in+2(2 -k

Resenim soustavy jsou tedy dvojice (%TH— —23-(2k =D, %TE+ %(2[ —k)), kde
k, 1 jsou libovoln4 celd ¢isla. Neni nutné délat zkousku, nebot z uvedeného
postupu vyplyvd, Ze takovéto dvojice (z,y) spliiuji vztahy (2), a tedy
i soustavu (1), ktera je zadané soustavé ekvivalentni.

Poznamka. Uvedeny vysledek se da zapsat i jinak. Vzhledem k tomu,
#e y—x = 1(61—6k)n = 2(l — k), mzeme pro m =l —k, n = 2k —1 psét
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T = %n -+ %mt, y = = + 2mmn, feSenim jsou tedy dvojice (én + %m:, %n +
+ %nﬂ: + 2mn), kde m, n jsou libovolna celd ¢isla. (Pokud k, | probihaji
vSechny mozné dvojice celych ¢isel, plati to i pro ¢isla m, n.)

Jiné FeSeni. Pokud je feSenim dané soustavy dvojice (x,y), jsou diky
periodicité funkci sinus a kosinus s periodou 2r ziejmé feSenim i vSechny
dvojice (z + 2kmn,y + 2In) (k, I jsou libovolna cela ¢isla). Budeme tedy
soustavu Fesit jen v oboru (0, 21) a na konci nalezend feSeni ,,posuneme*
0 (2km, 2ir), abychom ziskali obecné FeSeni.

Odectenim rovnic soustavy ziskame po rozkladu levé strany na soucin
rovnici

(sinz — siny)(2cos(z +y) — 1)= 0.

Rozlisime dva pfipady podle toho, ktery z ¢initeld je nulovy.

I. Jestlize sinz = siny, mame vzhledem k podmince z,y € (0, 2r) tii
moznosti: bud z = y, anebo x + y = 1, anebo = + y = 3x (obr. 17).

Obr. 17

Pro z = y po dosazeni do ptivodni soustavy ziskdme jedinou rovnici
2sinx cos2z +sinz = 1.

Z ni pouzitim vzorce cos2x = 1 — 2sin?z a po substituci sinz = ¢
ekvivalentnimi ipravami postupné dostaneme

2sinz(1 — 2sin® x) +sinz = 1,
2t(1 —2t3) +t =1,

463 -3t +1=0,
(t+1)(2t—1)*>=0.

Pfi posledni tpravé jsme ,uhodli“ koten ¢t = —1 a rozklad na souéin
ziskali vydélenim mnohoé¢lenu 4¢3 — 3t + 1 kofenovym ¢initelem ¢ + 1.
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Vzhledem k pouzité substituci ¢ = sinx jsou feSenim posledni rovnice

ta z € (0,2n), pro kterd bud sinz = —1, anebo sinz = %, takze x €

e{ %n, %n, %n} Ve zkoumaném oboru jsou fesenim dané soustavy dvojice
11 55 3. 3

(g™ g™, (g™ g™ a (3T, 37).

Proz +y = n & z +y = 31 mame cos(z + y) = —1. Dosazenim
do puvodni soustavy (vzhledem k pfedpokladu sinz = siny) ziskdme
jedinou rovnici sinz = —1, a tedy i siny = —1. Ve zkoumaném oboru

tak dostavame jediné feseni z =y = %n, které jsme nasli uz prve.

IL. Jestlize 2cos(z + y) — 1 = 0 neboli cos(z +y) = 3, je z +y =
= i%n + 2kn pro néjaké celé k a nékteré znaménko. Po dosazeni do
puvodni soustavy dostaneme jedinou rovnici sin z + siny = 1, ktera diky
periodé 2n funkce sinus a nasledujicimu uziti zndmého vzorce sin(a+b) =
= sinacosb + cosasin b, podle néhoz

siny = sin(+in + 2kt — z) =sin(+in—z) =

= sin(£37) cos — cos(+3n)sinz = ilg cosz — sinz,

prejde do tvaru (zminény vzorec uplatnime jesté jednou)
¢ & 3 1 . i 1
1=sinz +siny = j:32£ cosz + 3 sinx = sin(x £ 7).

Ve zkoumaném oboru tak dostdvame x + %n = %n, takze bud (pfi ,hor-

nim“ znaménku) z = én, coz vzhledem k rovnosti y = %n —x + 2kn

dé jedingé y = in — In = 1ln), nebo (pfi ,dolnim* znaménku) z = 2x

. . . ’ . 5 v/ v . 27 e Y A

a analogicky dostaneme jediné y = gn. V piipadé II tedy neexistuji jind
feseni nez ta, jez jsme objevili uz v pripadé I.

Zdvér. Resenim v oboru (0,2r) jsou dvojice (3, gm), (2w, 37),

6
(%n, %n) V oboru realnych éisel to pak jsou dvojice
(in+2km, in+2ln), (3n+2km 3n+2n), (3n+ 2kw, 3n+ 2in),

kde k a [ jsou libovolna cela cisla.

Poznamka. Naznacme jesté jeden mozny zacatek feSeni zalozeny na
tom, Ze z rovnic zadané soustavy vylou¢ime spoleény ,slozity“ clen
cos(z 4+ y). Dosdhneme toho, kdyZ prvni rovnici vynésobime siny, dru-
hou rovnici vynasobime sin x a vzniklé rovnice odecteme. Dostaneme tak
rovnici
2

sin?y — sin® 2 = siny — sinz,
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po upraveé
(sinz —siny)(1 —sinz —siny) = 0.

Musi tedy platit sin z = siny nebo sin z+siny = 1. V prvnim pfipadé dale
postupujeme jako v pfedchozim feSeni, ve druhém pfipadé po dosazeni
siny = 1—sinz do prvni rovnice dané soustavy dostaneme prvni z rovnic

(2cos(z +y) —1)sinz =0, (2cos(z +y) —1)siny =0,

druhou pak odvodime obdobné. Protoze aspon jeden scitanec v rovnosti
sinx + siny = 1 musi byt nenulovy, vedou predchozi rovnice k zavéru, ze
cos(z +y) = 3, takZe opét miizeme postupovat stejné jako v predchozim
feSeni.

A-1-2

Oznacéme k kruznici opsanou ¢tyftuhelniku ABCD. Pruseciky vysek troj-
thelniki ABC a ABD ozna¢me postupné U a V' (obr. 18).

D
C
%
v
U
A A
A B
U/
> —

Obr. 18

Je znadmo, Ze obraz priseciku vysek v osové soumernosti podle strany
daného trojuhelniku lezi na kruznici trojuhelniku opsané. To znamena, ze
obraz U’ bodu U v osové soumérnosti podle strany AB lezi na kruznici k,
ktera je trojihelniku ABC opséna. (To plati i pro tupouhly trojihelnik
ABC'.) Podobné lezi na kruznici k i obraz V' bodu V v téze osové sou-
mérnosti.

Predpokladejme, ze trojuhelniky ABC a ABD jsou ostrouhlé. Body U
a V tedy lezi v poloroving ABC. Obé kolmice CU’ a DV’ na stranu
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AB jsou rovnobézné, takze ¢tyttuhelnik CU'V'D je tétivovy lichobéznik,
ktery je nutné rovnoramenny. Odtud a z vlastnosti osové soumeérnosti
dostavame rovnosti

|xCDV'| = |xU'V'D| = |xUVV'|.

Protoze body C a U lezi v téZze poloroviné vzhledem k pfimce V'D, jsou
piimky CD a UV rovnobézné, coz jsme méli dokazat. (V posledni uvaze
jsme vyuzili, ze body D, V, V' lezi na pfimce v tomto potadi.)

V pripadé, kdy je aspon jeden z trojuhelniki ABC a ABD tupouhly,
je argumentace velmi podobné. Body C, D, V', U’ vzdy vytvoii rovno-
ramenny lichobéznik, i kdyz ne nutné s vrcholy v uvedeném poradi.

Jiné Feseni. Pokud je AB primérem kruZnice k opsané danému téti-
vovému Ctyfthelniku ABCD, jsou ziejmé oba trojuhelniky ABC a ABD
pravouhlé, takze plati U = C, V = D a neni co dokazovat.

V opacném pripadé uvazme osu o kruznice k rovnobéznou se stranou
AB, 0 # AB. Jak uz vime, obrazy U’ a V' bodt U a V' v 0sové soumér-
nosti podle strany AB lezi na kruznici k opsané obéma trojuhelnikiim
ABC a ABD. Obé tétivy CU’ i DV’ jsou kolmé na osu o, takze body C
a D jsou obrazy bodi U’ a V' v osové soumérnosti podle osy o. To zna-
mena, ze usecka C'D je obrazem tsecky UV ve slozeni obou uvedenych
osovych soumérnosti. Slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéz-
nymi osami je ovSem posunuti, takze CD | UV. Tim je tedy tvrzeni
ulohy dokazéano.

Jsou to opravdu tétivy? Pokud je pfislusny trojuhelnik ABC ¢ ABD
ostrouhly, neni o tom pochyb. Podobné i v pfipadé tupého thlu pfi vr-
cholu C (a tedy i D); v obou pfipadech jsou body C,U’ i D, V'’ oddéleny
primkou AB. Zbyva moznost, kdy je tupy uhel pfi jednom z vrchold A
nebo B (s ohledem na symetrii rozebereme pouze druhou moznost,
obr.19). Je-li C = U’, je trojihelnik UC' A soumérny podle piimky AB,

c=U

Obr. 19
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takze |« BCU| = |xUAB| = |xCAB)|. Z rovnosti obvodového (CAB)
a tsekového (BCU) thlu tétivy BC nyni plyne, Ze vyska CU je tecnou
opsané kruznice, bod C' = U’ tak lezi na ose o (je samodruznym bodem
zminéné osové soumérnosti) a postup popsany v predchozim odstavci je
naprosto korektni.

Jiné FeSeni. Uvazujme tétivu AB dané kruZnice k. Pro libovolny
bod C na jednom z obloukii AB kruznice k ozna¢me U prusecik vysek
prislusného trojihelniku ABC. Ukazeme, ze délka tsecky CU nezavisi
na poloze bodu C na zvoleném oblouku AB.

Pokud je AB prumér dané kruznice, je C' = U a uvedené tvrzeni
ziejmé plati. V opacném piipadé je U # C. Oznac¢me K patu vysky
z vrcholu A na stranu BC a L patu vysky z vrcholu C na stranu AB.
Vysky AK a CL ziejmé sviraji stejny uhel jako pfimky BC a AB, k nimz
jsou kolmé. To znamena, ze uhly CUK a ABC maji stejny sinus. Z pra-
vothlych trojihelniki UKC a AKC tak méme (pfi oznaceni velikosti
stran a thli obvyklym zptsobem)

|CK]| _blcosy|  c|cosn|

sin|xCUK|  sinf3 siny ’

|CU| =

pfi¢emz posledni rovnost plyne ze sinové véty pro trojihelnik ABC.
Délka usecky CU tedy zavisi jen na délce usecky AB a na velikosti pfi-
slusného obvodového thlu ACB. Protoze tisetka AB i oblouk kruZznice
jsou dany, délka tsecky C'U se neméni.

Vrcholy C' a D daného ¢tyttuhelniku lezi na témze oblouku AB opsané
kruznice. Podle pfedchozi uvahy jsou tedy usecky CU a DV stejné dlou-
hé. Coby vysky na tutéz stranu jsou navic rovnobézné, a to souhlasné
(podle toho, zda je thel v ostry nebo tupy, méa vektor CU stejny smér
jako CL & opaény). Ctyitihelnik CDVU je tedy rovnobéznik, coz zna-
mena, ze pfimky C'D a VU jsou rovnobézné.

Predpokladejme, Ze prirozend ¢isla x, y a prvocislo p vyhovuji rovnici
2

zy
=p. 1
T+y e (1)

Nejvétsi spolecny délitel cisel z, y ozna¢me d. Potom z = da a y = db,
kde pfirozena ¢isla a, b jsou (jiz) nesoudélna. Po dosazeni do rovnosti (1),
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odstranéni zlomku nasobenim a po vydéleni kladnym cislem d dostaneme
d*ab® = p(a +b). (2)

Cisla a a b jsou nesoudélna, proto jsou takova i ¢isla b2, a + b z rznych
stran rovnosti (2). To podle zndmého pravidla! znamena, ze b2 | p. Prvo-
¢islo p ma pouze dva délitele: ¢isla 1 a p, druhé z nich vsak neni druhou
mocninou, proto nutné plati b = 1. Po dosazeni do (2) obdrzime

d*a = p(a + 1). (3)

Zopakujme podobnou tvahu jako dfive. Protoze a déli levou stranu rov-
nosti (3), déli i jeji pravou stranu, coz vzhledem ke zfejmé nesoudélnosti
Cisel a, a + 1 vede k zavéru, Ze a | p. Plati proto bud a = 1, nebo a = p.
Oba pripady nyni posoudime oddélené.

Po dosazeni a = 1 do (3) dostaneme d? = 2p. ProtoZe p je prvoéislo,
¢islo 2p je druhou mocninou jediné v ptipadé p = 2. Potom rovnéz plati
d = 2 a vysledek vede k prvni vyhovujici dvojici z = da = 2, y = db = 2.

Po dosazeni a = p do (3) a vydéleni kladnym p dostaneme d? = p + 1
neboli p = (d + 1)(d — 1). Takovy rozklad prvoéisla p na dva &initele
(d=1<d+1)jejediny: d—1=1ad+1=p. Odtud dostavame d = 2,
p = 3, takZe druha vyhovujici dvojice je x =da =dp =6 ay = db = 2.

I kdyz muzeme provést zkousku obou feSeni snadnym dosazenim do
rovnice (1), pfi naSem postupu takova kontrola neni nezbytnd, nebot jsme
rovnici v daném oboru upravovali ekvivalentné.

Odpovéd': Uloze vyhovuji pravé dvé dvojice (z,v), a to (2,2) a (6,2).

A-1-4

a) Polozme napfiklad a = 1, d = 1. Posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)

pak ma tvar
1,2,3,4,...,

tj. obsahuje vSechna pfirozena ¢isla. Mezi nimi je samoziejmé nekonecné
mnoho k-tych mocnin pro kazdé k. (Vyhovujici a, d v této trividlni ¢asti
ulohy je mozné zvolit i mnohymi jinymi zpisoby.)

L Jsou-li k, | nesoudélné a k | Im, pak k | m.
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b) Polozme napiiklad a = 2, d = 4. Posloupnost (*) pak mé tvar
2,6,10,14, . . .,

tj. je tvofena sudymi ¢isly tvaru 4n + 2, kde n = 0,1,2,... Tato po-
sloupnost proto urcité neobsahuje zadnou k-tou mocninu lichého Cis-
la. VS8imnéme si, ze k-t4 mocnina libovolného sudého Cisla je délitelna
gislem 2% tedy i ¢islem 4 (uvazujeme pouze exponenty k = 2), tuto
vlastnost vSak nema zadné ¢islo tvaru 4n + 2. Zvolena posloupnost proto
neobsahuje k-tou mocninu Zaddného pfirozeného éisla, at je k = 2,3, ...
zvoleno jakkoli.

(Podobné muzeme zdtvodnit, Ze tloze b) vyhovuje kazda posloup-
nost, kterou dostaneme volbou a = p, d = p? pro libovolné prvoéislo p;
popsany pripad odpovida hodnoté p = 2.)

c¢) Polozme napfiklad a = 8, d = 16. Posloupnost (*) pak mé tvar

8,24,40,56, .. .,

tj. je tvofena lichymi ndsobky osmi tvaru 8(2n + 1), kde n = 0,1,2,....
Vysvétlime, pro¢ zvolena posloupnost neobsahuje zadnou druhou moc-
ninu pfirozeného ¢isla. Kazdy jeji ¢len 8(2n + 1) mé totiz prvocislo 2 ve
svém rozkladu na prvocinitele zastoupeno tiikrat (8 = 22 a &islo 2n + 1
je liché), zatimco kazdé druhd mocnina m4 ve svém rozkladu sudy pocet
vyskytt jakéhokoli prvocisla.

Na druhé strané, ve zvolené posloupnosti jsou zastoupeny vSechny
tfeti mocniny 8- 13,833,853, ..., protoze tfeti mocnina lichého &isla je
opét ¢islo liché, tedy tvaru 2n + 1, a vSechna ¢isla tvaru 8(2n + 1) naSe
posloupnost obsahuje.

Zvolena posloupnost tedy tloze ¢) vyhovuje. (Opét jsme mohli éisla
a a d zvolit jinak, napf. obecnéji a = p® a d = p?, kde p je libovolné
prvocislo.)

d) Predpoklddejme, ze pro dané k > 1 se v posloupnosti (x) vy-
skytuje aspon jedna k-t4 mocnina, Feknéme é&slo m*, kde m je pfiro-
zené. Ze vzorce pro obecny Clen aritmetické posloupnosti pak plyne, ze
pro nékteré celé nezaporné ¢islo n plati rovnost mF = a + nd. Ukaz-
me, %e pak v posloupnosti (x) lezi (spolu s mocninou mF) vsechny
mocniny (m + d)*, (m + 2d)¥, (m + 3d)*, ... (kterjch je nekone¢né
mnoho).
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Vezméme rovnou obecny ¢len z vypsanych k-tych mocnin, tedy moc-
ninu (m + td)*, kde t je celé kladné &islo. Podle binomické véty plati

(m + td)* =
=m* + km*td + (5)mF22d? + .+ kmtFTLdE L 4 thak =
=m* +d(km* 1t + (5)mF262d + ... + kmtF1dE 2 4 thakol) =
=m*+d-M = (a+nd)+dM =a+d(n+ M).

Protoze M (vyraz ve velké zavorce) je zfejmé pfirozené ¢islo, hodnota
(m+td)* = a+d(n+ M) je ¢lenem posloupnosti () pro kazdé prirozené t.
Tim je pozadovana vlastnost nasi posloupnosti dokazana.

Poznamenejme, Ze namisto binomické véty jsme v poslednim odstavci
mohli vyuzit kongruence?. Kazda aritmetickd posloupnost (x) je totiz
tvofena pravé témi celymi ¢isly z, pro néz plati z = a (mod d) a z 2
> a. Jak je znamo, plati implikace: jestlize z = y (mod d), pak ¥ =
= y* (mod d) pro kazdé ptirozené k. Diky tomuto pravidlu o umocnéni
miizeme celé feSeni tlohy d) pojmout takto: mé-li pro dané k kongruence
z* = a (mod d) né&jaké feseni z = m s vlastnosti m > a, je jejim fesenim
i kazdé takové z, pro néz x = m (mod d). (V pavodnim feseni bychom
mohli tedy vzit i napf. mocninu (m — d)*, kdyby platilo a + d < m.)

A-1-5
Ocislujme vrcholy daného mnohotuhelniku po fadé ¢isly 1, 2, ..., 2008.

a) Popiseme rovnou jeden z postupi jak presouvat mince, abychom
je dostali na 8 hromadek po 251 mincich.

Nejprve mince z prvnich 251 vrchola s ¢isly 1,2,...,251 postupné
shroméazdime na jedné hromadce ve vrcholu s ¢islem 251, pfitom jejich
pohyb budeme vyvazovat ziejmym ,symetrickym® pfesouvanim minci
z poslednich 251 vrcholu s ¢isly 1758,1759,...,2008 do vrcholu s ¢is-
lem 1758. Takto vytvorime prvni dvé pozadované hromadky. Podobnym
zpusobem pak shroméazdime mince z vrchola 252 az 502 na jedné hro-
madce ve vrcholu s ¢islem 502. Jejich pohyb opét symetricky vyvazime
vytvorenim stejné pocetné hromdadky ve vrcholu s ¢islem rovnym rozdilu
1757—250, tedy s éislem 1 507. Postup zopakujeme jesté dvakrat; posledni

2 S timto zpiisobem poéitani se zbytkovymi tfidami se lze seznamit v brozute Aloise
Apfelbecka: Kongruence, Mlad4 fronta, edice Skola mladych matematik®, Praha
1968.
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dvé hromadky s 251 mincemi dostaneme v sousednich vrcholech s ¢isly
1004 a 1005.

b) Dokézeme, zZe zadny postup ke kyZenému cili nevede.

Prifadme kazdé minci ¢islo vrcholu, v némz se (aktudlné) nachézi.
Vsimnéme si, jak se zmeéni soucet S vSech 2008 ¢isel prifazenych jednot-
livym mincim, kdyz povolenym zptisobem presuneme libovolnou dvojici
minci. Nenastane-li pfitom presun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008,
hodnota souctu S se zfejmé nezméni, nebot jedné z presouvanych minci
se prifazené ¢islo o 1 zvétsi, druhé pfesouvané minci se prifazené ¢islo
o 1 zmensi (¢isla pfifazena ostatnim mincim, jez zistaly na misté, se ne-
zméni). Pokud vSak pfesun mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2 008 nastane a nejde-li
pritom o bezvyznamnou vymeénu mince z vrcholu 1 za minci z vrcholu
2008 a naopak, soucet S se zméni na hodnotu S £ 2008, nebot ¢isla
prifazend pfesouvanym mincim se bud obé zvétsi, nebo obé zmensi, a to
v obou pfipadech o hodnoty 1 a 2007.

Nase tvahy o aktuédlnich hodnotach sou¢tu S ptifazenych vsem min-
cim muzeme shrnout takto: po libovolném poctu presunt dvojic minci
se hodnota S z pocatecéni hodnoty Sy = 1+ 2 + ... + 2008 dostane na
hodnotu S = Sy + 2008k, kde k je vhodné celé ¢islo. Snadno urcime
hodnotu Sy = 1004 - 2009. Kdybychom pfipustili, Ze po ur¢itém poctu
presunt dvojic minci vznikne 251 hroméadek po 8 mincich ve vrcholech,
jejichz ¢isla oznacime vy, va, . .., v251, musela by platit rovnost

1004 - 2009 + 2008k = 8(vy + vg + . .. + va51),

kterou vSak nespliiuje zadné celé ¢islo k, nebot jeji prava strana je na-
sobkem osmi, zatimco leva strana nikoliv (¢islo 2 008k nasobkem osmi je,
¢islo 10042 009 nikoliv). Tim je tvrzeni o neexistenci hledaného postupu
dokéazano.

Dodejme pro zajimavost, ze ivaha o souctu S neni v rozporu s vy-
sledkem ¢asti a). Postupu popsanému v feseni a) odpovida rovnice

1004 - 2009 + 2008k = 251(vy + v2 + ... + vg),
a to dokonce s hodnotou k = 0 (Zadny pfesun mince mezi vrcholy s ¢éisly
1 a 2008 jsme neprovedli). Z uvedené rovnice s hodnotou k = 0 plyne,
ze ¢isla vrcholt osmi koneénych hromadek museji spliiovat rovnici

v +v2+...+vg =4-2009,
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at volime jakykoli postup bez pfesunu mince mezi vrcholy 1 a 2008. Pri
nasem postupu za rostouciho potadi ¢isel v; plati

v1 + vg = vy +v7 = v3 + v4 = V5 + vg = 2009.

A-1-6

Ozna¢me @ obraz bodu P ve stfedové soumérnosti se sttedem M. Bod
Q@ bude lezet na ose thlu AC B, pravé kdyz bude mit stejnou vzdalenost
od obou pfimek AC a BC'. Vzhledem k tomu, Ze usecky AE a BD maji
stejnou délku, vidime, ze bod @ bude stejné vzdalen od ptimek AC a BC,
pravé kdyz trojuhelniky AEQ a BD(@) budou mit stejny obsah (obr. 20).
Rovnost jejich obsahti ted dokazeme.

Obr. 20

Z konstrukce bodu @ plyne, ze AQBP je rovnobéznik, tj. pfimka QB
je rovnobézna s primkou AD, proto maji trojuhelniky QBD a QBA
stejny obsah (maji shodné vysky na spole¢nou zékladnu QB). Podobné
z rovnobéznosti pfimek QA a BE plyne rovnost obsahu trojahelniki
QAFE a QAB. Tim je rovnost obsahu trojuhelniki AEQ a BD(Q doka-
zana, a tudiz je dokazano i tvrzeni ulohy.

Jiné ¥eseni. Oznacéme C’ obraz bodu C a @ obraz bodu P ve stte-
dové soumérnosti podle sttedu M. Dale ozna¢me K priisecik pfimek C'B
a AD. Priseciky piimky C'P s pfimkami AB a AC ozna¢me N a L
(obr. 21).
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c/

Obr. 21

Mame dokazat, ze bod @ lezi na ose uhlu AC B, coz je diky vlastnos-
tem stfedové soumérnosti ekvivalentni tomu, ze bod P lezi na ose uhlu
AC’ B (vnitiniho thlu v trojihelniku AC’ B). Je znamo, Ze toto nastane,
pravé kdyz bod N rozdéli tsecku AB v poméru délek useéek AC" a BC'.
Pokusime se tedy urc¢it pomér |AN|: |BN|.

Ozna¢me |BD| = |AE| = z, |CD| = y a |AC| = b. Trojahelniky
ADC a KDB jsou podobné, proto

|BK| _|BD| _z z
|AC| — |CD] g’ |BC'| y

Ze stejnolehlosti se stfedem v bodé P tak plyne

|AE| |BK| «
|[EL| — |BC'| y’

takZze |EL| =y a |AL|=z+y = |BC|=|AC'|.

Koneéné z podobnosti trojihelnikit ANL a BNC’ dostavame

|AN| _ |AL| _ |AC'|
[BN|  |BC'|  |BC'|

To, jak jsme pfed vypoétem poméru |AN| : |BN| zminili, znamena, ze
pfimka C'N = C'P je osou tthlu AC’B. Tim je tvrzeni tlohy dokézano.
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A-S-1

Spliuji-li pfirozena ¢isla m, n zadané nerovnosti, musi zfejmé platit
m=2 a 2yn—m>0, (1)

jinak by zastoupené odmocniny nebyly definovany, resp. prostfedni vyraz
2y/n—m by byl nekladny, a tak by nemohl byt v&tsi nez nezdporny vyraz
m? — 4.

Predpokladejme, ze podminky (1) jsou splnény a kazdou ze zadanych
nerovnosti v jednom sloupci ekvivalentné upravme (pfi kazdém ze Ctyt
umocnovani jsou obé strany definovany a maji nezaporné hodnoty, stejné
tak obé déleni kladnym ¢islem n jsou v poradku):

2Vn—m<vVm2—2 Vm2-4<2/n-m |2

4n — dmyn+m? <m? —2 m? —4 < 4n — dm~/n + m?
n+ 3 <myn myn<n+1 |2
n2+n+%<m2n m2n <n?+2n+1 ‘:n
1 1
n+1+-—<m? mi<n4+2+=
4in n

Posledni dvé nerovnosti plati, pravé kdyz ¢islo m? lezi v otevieném in-
tervalu

(n+1+i,n+2+ l).

4n n
Ten s ohledem na zfejmé nerovnosti 0 < in‘l < % a0<nt<l
obsahuje jediné celé ¢islo n + 2. Za predpokladu (1) proto pfirozené ¢isla
m, n spliuji ptivodni nerovnosti, pravé kdyz plati m? = n + 2.
 Zbyva zjistit, ktera piirozend ¢isla m, n vézand vztahy n = m? — 2
spliuji za predpokladu m = 2 i druhou z podminek (1). Provedme jeji
ekvivalentni tpravy:

2v/m? —2—m >0,

owm2—2>m, |°
4(m? - 2) > m?,
3m? > 8.

Posledni nerovnost je ovsem pro kazdé m = 2 uz splnéna.
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Odpoved. Hledané dvojice jsou pravé ty tvaru (m,n) = (m,m? — 2),
kde m = 2 je libovolné pfirozené ¢islo.

A-S-2

Nejdiiv dokdzeme prvni implikaci. Necht AP 1 BC, bod P je pak prii-
seCikem vysSek trojihelniku ABC. Chceme dokazat, ze usecky AP a BC'
jsou shodné, najdeme proto dva shodné trojihelniky, v nichz si tyto
usecky jako strany odpovidaji.

Ozna¢me FE prusecik ptimky BP se stranou AC, tj. patu vysky z vr-
cholu B. Z pravouhlého trojiuhelniku ABE a dané velikosti thlu BAC
snadno dopo¢itame, ze |« PBD| = 45°. Trojahelnik PDB je tedy pravo-
uhly a rovnoramenny, takze |DP| = |DB| (obr. 22). Podobné trojthelnik
ADC je pravouhly a vzhledem k velikosti ihlu pfi vrcholu A i rovnora-
menny, proto |[DA| = |DC|. Podle véty sus jsou pak pravotuhlé trojihel-
niky APD a CBD shodné a jejich ptepony AP, BC proto maji stejnou
délku.

C
E
P
45° A
A D B
Obr. 22

Zbyva dokazat opacnou implikaci. Predpokladejme, ze |[AP| = |BC|.
Protoze ADC' je rovnoramenny pravouhly trojthelnik, plati |AD| =
= |CD|, takze trojuhelniky PAD a BCD jsou shodné podle véty Ssu.
Mame tak |[PD| = |BD|, proto |<ABP| = 45°. Ozna¢me opét E prisecik
primky BP se stranou AC. V trojihelniku ABE vychéazi, ze thel BEA je
pravy, takze pfimka BP je vyskou trojihelniku ABC (obr.22) a bod P
je tak jeho prusecik vysek. Odtud plyne, Ze AP je vyska na stranu BC,
tudiz je na ni kolma.
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Jiné feSeni. Je-li AP L BC, je bod P pruseéikem vysek trojuhelniku
ABC'. Oznaéme a = |<BAC| = 45°. Podobné jako v jednom z FeSeni
ulohy A-I-2 mtzeme odvodit, Ze

|BC| - cos a

|AP| =
sin «

= |BC| - cotga = |BC| - cotg45° = |BC.
Necht naopak |AP| = |BC|. Ozna¢me @ prisecik vysek trojuhelniku
ABC. 7 pravé dokdzané implikace vime, ze |AQ| = |BC|. VSechny body
vysky C'D maji ovSem navzajem ruznou vzdalenost od vrcholu A, proto
muze uvnitt usecky C'D lezet nejvyse jeden bod P s vlastnosti |[AP| =
= |BC]|, a tento bod musi byt totozny s bodem Q. Je tedy AP L BC.

A-S-3

Zlomek lze kratit celym cislem d > 1, pravé kdyz je ¢islo d spole¢nym
délitelem citatele i jmenovatele uvazovaného zlomku. Predpokladejme
tedy, ze plati d | 3p—q a zaroven d | 5p+2¢q, kde p a ¢ jsou nesoudélna cela
¢isla. S¢itanim vhodnych nasobkt dvojclent 3p — ¢ a 5p + 2q dostaneme

23p—q)+ (5bp+2q) =11p a 3(5p+2q) —5(3p—q) = 11q.

Protoze obé ¢isla 3p — ¢ a 5p + 2q jsou dle predpokladu nasobky cisla
d, jsou jeho nasobky i sestavena ¢isla 11p a 11¢q. Jinak feceno, ¢islo d je
spoleénym délitelem &isel 11p a 11q. Cisla p a ¢ jsou vSak nesoudélna
a cislo 11 je prvocislo, takze ¢isla 11p a 11¢ maji jediného spole¢ného
délitele vétsiho nez 1, a tim je ¢islo 11. Musi tedy platit d = 11.

ResSeni jesté neni u konce: musime ukazat, ze ¢islem 11 lze skuteénd
nékteré z uvazovanych zlomku kratit. Jak tedy najit dvojici nesoudélnych
Cisel p a g tak, aby platilo 11 | 3p — ¢ a zéroven 11 | 5p + 2¢? S trochou
trpélivosti objevime takové hodnoty p a ¢ zkusmym dosazovanim; staci
vsak vypsat soustavu rovnic

3p—q=1lm a bp+2q=11n,

najit jeji feSeni (p,q) = (2m + n,3n — 5m) a pak pohodlné dosazovat:
dvojici nesoudélnych ¢isel p a g urcité dostaneme, kdyz bude ¢ = 3n —
—5m = 1, tedy napf. pron =2 am = 1, kdy (p,q) = (4,1) a uvazovany
zlomek je 11/22.

Odpovéd. Jediné celé &islo vétsi nez 1, kterym lze kratit néktery z uve-
denych zlomk, je ¢islo 11.
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A-I1l1-1

Ozna¢me hledané ¢islo n = abed = 1000a+100b+10c+d a ¢islo s opaénym
poradim ¢islic £ = dcba = 1000d + 100c + 10b + a. Protoze obé ¢isla k, n
davaji stejny zbytek pri déleni ¢islem 37, je jejich rozdil

k —n = (1000d + 100c + 10b + a) — (1000a + 1006 + 10c + d) = g

=999(d —a) +90(c—b) = 37-27(d — a) + 90(c — b) )
délitelny ¢islem 37, odkud 37 | 90(c — b). Jelikoz 37 je prvodislo a ¢islo 90
neni jeho nasobkem, musi platit 37 | ¢ — b. To je pro &islice b, ¢ mozné
jediné v pripadé, kdy b = c. Naopak, je-li b = ¢, plyne z vyjadfeni (1),
ze bez ohledu na hodnoty ¢islic a, d je rozdil k — n délitelny ¢islem 37,
takze cisla n a k skutecné davaji pfi déleni 37 stejny zbytek. Mizeme
tedy predpokladat, ze n = abbd a k = dbba, a déle se uz zabyvat pouze
podminkami tlohy o délitelnosti sedmi.

Z podminek 7 | n, 7 | k plyne

7|k —n=237-27(d—a)

(do vyjadteni (1) jsme dosadili b = ¢), odkud vzhledem k nesoudélnosti
¢isla 7 se soucinem 37 - 27 dostéavame, ze 7 | d — a. Protoze podle zadani
plati £ > n, plati rovnéz d > a; takové cislice d, a spliuji podminku
7| d — a jediné v piipadé, kdy d — a = 7. Konkrétné je tedy bud a = 1
ad=8,neboa=2ad=09. (Moznost a =0, d =7 je vylouGena, protoze
a je prvni ¢islici ¢tyFmistného ¢isla n.)

V pripadé a = 1, d = 8 budou ¢isla

n 1008 + 110b = 7 - (144 + 15b) + 5b,
k = 8bbl = 8001 + 110b = 7 - (1143 + 15b) + 5b

délitelna sedmi, pravé kdyz bude platit 7 | 5b neboli b € {0, 7}. Dostavame
tak prvni dvé feSeni n = 1008 a n = 1778.

Rovnéz v ptipadé a =2 a d =9, kdy
2bb9 = 2009 + 1100 = 7 - (287 + 15b) + 5b,

9bb2 = 9002+ 110b = 7- (1286 + 15b) + 5b,

n
k

vyjde stejnd podminka 7 | 5b, ktera vede ke zbylym dvéma feSenim n =
=2009 an=2779.
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Hledané ctyrciferné ¢islo je kterékoli z ¢isel 1008, 1778, 2009, 2779
(a zadné jiné).

Jiné FeSeni. Zachovejme oznaceni ¢isel n, k a jejich éislic z piivodniho
feSeni. Za¢neme-li feSeni analyzou podminek 7 | n a 7 | k, zjistime s ohle-
dem na zbytky fadi 103, 102, 101, 10° pii déleni sedmi (jez jsou po fadé
6, 2, 3, 1), Ze tyto podminky lze zjednodusit do tvaru

7|6a+2b+3c+d, resp. T7|6d+ 2c+ 3b+a.

Sectenim obou vyrazi dostaneme 7 | 5(b+ ¢) neboli 7 | b+ c. Zjistime-li
stejné jako v ptivodnim FeSeni, ze plati 37 | k — n < b = ¢, z podminky
7| b+ cvyplyne b = ¢ € {0,7}; z obou zbylych podminek 7 | 6a + d
a7 | 6d+ a, jez jsou obé ekvivalentni jednomu vztahu 7 | d — a, pak
s ohledem na d > a > 0 najdeme obé vyhovujici dvojice ¢islic (a,d) =
=(1,8) a (a,d) = (2,9).

A-1I1l1-2

Ozna¢me vrcholy daného trojuhelniku A, B, C tak, aby vrcholy A, B
lezely postupné proti odvésnam délek a, b.

Nejdfive vypocitame velikosti poloméria obou kruznic k, a k.
Oznaéme A’ obraz bodu A v osové soumérnosti podle piimky BC.
Kruznice k, je vepsana trojihelniku A’AB (obr.23). Rovnoramenny
trojuhelnik ABA’ ma obvod o = 2(b + ¢) a obsah S = ab, pro polomér
0o kruznice k, tak podle znamého vztahu vychazi

_E_ ab
g = T b4c

Podobné vypocitame i polomér kruznice kp: vyjde op = ab/(a + c).
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Pro ¢islo p a pro libovolny pravouhly trojuhelnik s odvésnami a, b
a preponou ¢ ma platit

i+l b+C a—+c
p < Qo Ob _ _ab * ab :a+b+2c:1 2_—\m2+b2
a b ab

Protoze v pfipadé a = b mé posledni vyraz hodnotu 1 + /2, musi
kazdé vyhovujici &islo p spliiovat nerovnost p < 1+ /2. UkéZzeme-li nyni,
ze pro libovolné dvé kladné hodnoty a, b plati

/2 2
2 a +b 2\/5,

a+b (1)

bude vyse odvozena nerovnost znamenat, 7e p = 1++/2 je hledané reslné
¢islo (a tloha tak bude vyfesena).

Nerovnost (1) pro libovolna kladna a, b snadno ptrevedeme ekviva-
lentnimi pravami na nerovnost, ktera ziejmé plati:

2v/a? + b2 > V2(a+b),

4(a® +b?) = 2(a + b)?,
4a? + 4b% > 2a® + 4ab + 20,
2(a —b)? = 0.

Misto takové provérky bylo mozné vyuzit Cauchyovu nerovnost 2(a? +
+ %) = (a + b)? nebo nerovnost mezi kvadratickym a aritmetickym
prumeérem
a?+b2 _ a+b
2 2
Obé tyto klasické nerovnosti jsou zfejmé pouze obménénymi zapisy ne-
rovnosti (1).
Odpovéd. Hledané ¢&islo p ma hodnotu 1 + /2.

Poznamka. Velikost poloméria o, a op je mozné vypocitat i jinak:
Dvojim vyjadfenim sinu thlu ABC' z pravouhlych trojuhelnika S,BT
a ABC (obr.24) dostaneme

v

87



odkud plyne g, = ab/(b+ ¢). Analogicky vypoc¢itame i gp.

A-11-3

Z rovnosti a+ 3+~ = n a ze zndmych goniometrickych vzorci dostavame

sin(a + ) = sinvy,
cosa = — cos(f + ) = — cos Fcosy + sin @ sin .

Dosadme tato vyjadieni hodnot sin(a + 3) a cosa do prvni rovnice ze
zadani a vysledek upravme:

2sin Bsiny — (— cos B cosy + sin Bsinvy) = 1,
cosFcosy +sinfFsiny = 1,
cos(f—~) =1.

Posledni rovnost nastane, pravé kdyz 5 = -, nebot rozdil dvou vnit¥nich
ahlt trojuhelniku lezi v intervalu (—m, ), v némz ma funkce kosinus
hodnotu 1 jediné v bodé nula. Tak jsme ukézali, ze prvni zadana rovnice
je pro vnitini thly trojuhelniku splnéna, pravé kdyz 8 = .
Nyni snadno vyfesime i druhou ze zadanych rovnic, kdyz do ni za y
dosadime f3:
2sin #sin 23 — cos 3 = 0,
4sin? Bcos B — cosf =0,
(4sin® B — 1) cos 3 = 0.
Je tedy bud cos3 = 0, nebo sin3 = 1. Rovnost § = v vSak pro thly
trojihelniku znamena, ze thel 3 je ostry, takze cos 3 > 0, a proto musi
platit sin 8 = % (hodnota sinfg = ——% je pro thel 8 z intervalu (0, )
vyloucena). Tak dochézime k jedingm moznym hodnotdm 3 = v = 30°,
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z nichZ snadno dopocteme v = 120°. Pfi uvedeném postupu neni zkouska
nutnd: prvni zadanda rovnice plati diky rovnosti § = v a druhou rovnici
jsme za predpokladu [ = «y Tesili ekvivalentnimi Gpravami.

Jiné Feseni. Podobné jako pri feseni ulohy domaciho kola vyuzijeme
znamé goniometrické vzorce k odvozeni rovnosti

2sinysin(z +y) — cosz = 2siny(sinx cosy + coszsiny) — cosx =
= 2sinycosysinx + (2sin2y— 1)cosx =

= sin2ysinx — cos 2y cosz == — cos(z + 2y)

pro libovolna realna ¢isla x, y. Diky tomu mizZeme soustavu rovnic ze
zadani prepsat do tvaru

cos(a + 20) = —1, (1)
cos(B+2vy) =0. (2)

Vnitfni thly libovolného trojuhelniku lezi v intervalu (0, n), z ¢ehoz ply-
nou nerovnosti 0 < a + 23 < 3n.2 Z nich plyne, Ze rovnice (1) je spl-
néna, pravé kdyz a + 23 = n. Porovnanim s obecné platnou rovnosti
a+ B+~ = r dostdvame ekvivalentni podminku v = 3, za niz (2) prejde
do tvaru

cos33 = 0. (3)

Protoze thel f je ostry (nebot je shodny s thlem v a trojuhelnik nemuze
mit dva pravé nebo dva tupé vnitini ihly), plati nerovnosti 0 < 35 < %Tt,
pri kterych je rovnice (3) splnéna, praveé kdyz 33 = %n neboli g =~ = én.
Stejné jako v prvnim FeSeni dopocitdme o« =t — [ — v = %n. Zkouskou
(ani pfi tomto postupu vSak neni nutna) snadno ovéfime, ze nalezena
trojice uhlta «, B, v spliuje vSechny podminky zadani tlohy.

Podminkam tulohy vyhovuji pouze trojuhelniky, jejichz vnitini thly
maji velikosti o = 120°, § = v = 30°.

A-Ill-4

Oznacéme ¢ velikost thlu, ktery svira pfimka t., na niz lezi téznice z vr-
cholu C, s primkou strany BC' daného trojuhelniku. Vzhledem k definici
bodu K budou stejny thel ¢ svirat i pfimky K P a AD. To vSak zname-
né, ze na kruznici opsané trojuhelniku AK P bude lezet i takovy bod M

3 Plati dokonce a + 283 < 2r, nebot a + 28 < 2(a + 8+ ) = 2r.
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primky ¢., v némz piimka AM protne pfimku ¢. pod thlem ¢. Takovou
vlastnost ziejmé ma bod M soumérné sdruzeny s bodem C podle stfedu
strany AB (ktery na volbé bodi D a P rovnéz nezavisi, obr. 25).

Obr. 25

Dokazeme nyni shora uvedené skutecnosti podrobnéji. Ozna¢me @
prusecik téznice t. s useckou AD (Q je tedy ,zakézana“ poloha bodu P).
Bod P lezi bud uvnitf tsecky D@, nebo uvnitf tsecky QA.

V prvnim ptipadé lezi bod @ vné kruznice opsané trojuhelniku CPD,
bod K tedy padne dovnitf polopfimky QC. Pokud bod K lezi uvnitf
usecky QC, jsou body C a P protilehlymi vrcholy tétivového ctyrihel-
niku CDPK, a tudiz |<APK| = ¢. Navic body P a M lezi vzhledem
k ptimce AK v téze poloroviné, takze ze shodnosti thlt AMK a APK
vyplyva, ze ¢tyfuhelnik AM PK je tétivovy, proto bod M skutecné lezi
na kruznici opsané trojuhelniku AK P.

Pokud bod K uvnitf tsecky QC nelezi a je K # C (obr.26), je
|«KPD| = |«xKCD| = 180° — ¢, takze |xKPA| = ¢ = |[xKMA]|.
(Posledni rovnost samoziejmé plati i pro K = C.) Protoze body P a M
lezi v téze poloroviné ur¢ené primkou K A, lezi i v tomto pripadé bod M
na kruznici opsané trojuhelniku AK P.

Ve druhém pfipadé lezi bod K uvnitf polopfimky QM. Pokud bod K
lezi uvnit¥ tsecky QM (obr.27), lezi body P a M v opac¢nych polo-
rovinach vzhledem k pfimce AK a z rovnosti obvodovych uhlt DCK
a DPK nad tétivou DK plyne |xDPK| = ¢ = |<XAMK|, coz zarucuje,
ze Ctytuhelnik AM K P je tétivovy, takze bod M lezi na kruznici opsané
trojuhelniku AK P.

Pokud bod K uvniti tsecky QM nelezi (obr. 28), vychazi | x K PA| =
= |xKMA| = 180° — ¢. Protoze body P a M lezi v téze poloroviné
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urcené primkou K A, lezi i v tomto pfipadé bod M na kruznici opsané
trojihelniku AK P.

Jiné FeSeni. Oznac¢me body @ a M stejné jako v prvnim feseni. Pro
mocnost bodu @ ke kruznici opsané bodtim C, P, D, K (bez ohledu na
polohu bodu P) plati |QK| - |QC| = |QP|-|QD|, takze |QK| : |QP| =
= |@D] : |QC|. Z podobnosti trojihelniki QDC a QAM, jez plyne z rov-
nobéznosti piimek BC a AM, dostavame |QD| : |QC| = |QA| : |QM].
Plati tedy

QK| _ QD] _ |Q4]
QP [QC| QM

takze
QK| QM| =|QP|-|QA]. (1)

Jak uz vime, lezi bod @ bud uvnit¥, anebo vné obou tiseéek AP a KM,
proto z pravé ziskané rovnosti vyplyva, ze bod M lezi na kruznici ur¢ené
body A, P, K. Ozna¢ime-li totiz M’ druhy prisecik piimky QK s touto
kruznici (M’ # K), plyne z mocnosti bodu @ vi¢i této kruznici rovnost
QK| - 1QM’| = |QP] - |QAl, takze podie (1) je |QM| = |QM], a musi
tudiz byt M’ = M.

Poznamky. V zadném z obou TfeSeni jsme nevyuzili predpoklad, ze
dany trojuhelnik ABC' je ostrouhly. Za tohoto predpokladu lezi bod K
vzdy uvnitt usecky C'M. Lze to ukazat tvahami o obvodovych thlech po-
dobné, jako jsme ukézali, Ze tvrzeni tlohy platii v pfipadech, kdy bod K
padne mimo tuto usecku. Jiny dukaz dostaneme nasledujici avahou:

Je-1i trojuhelnik ABC ostrouhly, plati ¢ > ¢, kde jsme jako 1) ozna-
¢ili velikost thlu CDA. Tato nerovnost ¢ > ¢ plyne ze zfejmé nerov-
nosti ¥ = 3+ |xDAB| > [ a z nerovnosti # > ¢, kterad je ekvi-
valentni nerovnosti t. > 1|AB| (proti vétsi strané trojihelniku lezi
vétsi tdhel), coz je nerovnost |CM| > |AB| mezi délkami thlopricek
rovnobézniku C AM B, jehoz vnitini thel pfi vrcholu C je dle pied-
pokladu ostry (tuto nerovnost ziskdme snadno pouzitim kosinové véty:
|AB|? < |AC|? + |CB|? = |AC|? + |AM|? < |CM|?).

7 nerovnosti 1) > ¢ pak pro bod P uvnitf use¢ky D() pro délky stran
trojuhelniktt QPK, QCD (obr.29) vychazi, ze |QK| < |QP| < |QD| <
< |QC| (proti vétsimu thlu v trojihelniku lezi vétsi strana), takze bod K
lezi uvniti tsecky QC'. Podobné pro bod P uvnitf tsecky QA dostaneme
QK| < |QP| < |QA| < |QM], takze bod K lezi uvnitt tsecky QM.

Budeme-li tthel ¢ chéapat jako orientovany thel dvou pfimek (tj. thel,
o ktery musime prvni pfimku oto¢it, aby splynula nebo byla rovnobézna
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s druhou pfimkou), vyplyne tvrzeni tlohy z tivah v tvodnim odstavci
a z nasledujici charakterizace kruznice: Body A, B, C, D leZi na kruznici,
praveé kdyz se orientovany thel ACB rovnd orientovanému thlu ADB.

A-Il1-1

Predpokladejme, ze vsechna cisla p, 3p + 2, bp + 4, Tp + 6, 9p + 8 a
11p + 10 jsou prvodisla. Zkoumejme, jaky zbytek pfi déleni péti mize
dévat prvodislo p, tj. pro jaka [ z mnoziny {0,1,2,3,4} a nezdporné celé
éislo k muze platit p = bk + [.
> Je-li p = 5k prvocislo, pak p = 5, tehdy ovSem 11p 4+ 10 = 65 neni
prvocislo.
> Je-lip = bk+1, pak 3p+2 = 5(3k+1) je prvocislem jediné pro k = 0,
tehdy ovSem plati p = 1, coz neni prvocislo.
> Je-li p = 5k + 2, pak 7p + 6 = 5(7k + 4) neni prvocislem pro zadné
celé k = 0.
> Je-li p = 5k + 3, pak 9p + 8 = 5(9% + 7) neni prvocislem pro zddné
celé k = 0.
Prvocislo p tedy musi byt tvaru 5k + 4. Pak ovSem 6p + 11 = 5(6k + 7)
je slozené ¢islo pro kazdé celé k = 0.

Pozndamka. Nejmensi prvocislo p, pro néz jsou i vSechna cisla 3p + 2,
5p+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvodcisla, je p = 2099.
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A-1llI-2

Ukézeme, ze Gthel LK M ma stejnou velikost jako thel CBD (obr. 30).
Odtud dané tvrzeni trividlné plyne (tthel CBD m4 velikost 45°, pravé
kdyz |BC| = |CD|, tj. kdyz ABCD je étverec).

Obr. 30

Body B, K, M, P lezi v tomto poradi na Thaletové kruznici nad
prumeérem BP. Pro velikosti obvodovych thlt nad tétivou PM tedy plati
|xPKM)| = |<PBM|. Podobné body A, K, L, P lezi v tomto pofadi
na Thaletové kruznici nad pramérem AP a pro velikosti obvodovych
thlt nad tétivou PL mame |<LKP| = |<LAP|. Z obvodovych thli
nad tétivou C'P kruznice opsané pravouhelniku ABCD tak dostavame
[«xCAP| = |xCBP|.

Z uvedenych rovnosti vyplyva

| xLKM| = |<LKP|+ |xPKM|=|xLAP|+ |xPBM| =
= |x<CAP|+ |<PBD| = |<xCBP| + |xPBD| = |<xCBD|,
coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka. Uvedeny postup se da pouzit i v trividlnim pfipadé, kdy
P = C anebo P = D; tehdy maji nékteré z uvazovanych thld nulovou
velikost.

Jiné feSeni. Opét dokdzeme, ze thly LK M a C'BD maji stejnou ve-
likost. Oznaéme N patu kolmice z bodu P na pfimku BC. Body K, L,
N lezi na Simsonové pfimce prislusejici bodu P a trojuhelniku ABC
(obr.31). Na Thaletové kruznici nad priamérem PB lezi body K, M i N.
Z obvodovych thld nad tétivou M N téze kruznice tak mame

|xLKM|=|xNKM|=|xNBM|=|xCBD|.
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Obr. 31

A-1l1-3

Necht a, b, ¢, d jsou libovolna kladna ¢&isla, jejichz soucin se rovna 1. Podle
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prameérem trojice ¢isel a”,
b®, ¢* pro libovolné z > 0 mame

xT x "
AV A S Yarbeer = o L
3 - d*
Volbou z = 3 dostavame nerovnost 3(a® + b* + ¢®) = 1/d. Analogicky
plati

2P+ +d®) 21/, LaP+ P +d®) 21/, LBP+E+dP)21/a
Sectenim uvedenych ¢tyt nerovnosti dostaneme

1 1 1 1
A+ +E+d -+ -+ -+ -,
a b ¢ d

takze pro x = 3 nerovnost ze zadani ulohy vzdy plati.

Ukéazeme, ze © = 3 je hledanou nejmensi hodnotou, tedy ze pro
kazdé kladné x < 3 dand nerovnost pro nékterou z uvazovanych ¢tve-
fic (a, b, c,d) neplati. Najdeme takovou ¢tvefici ve tvaru a = b =c =t
ad = 1/t3 pro vhodné t > 1 (z4vislé na daném z < 3). Pro takova kladna
a, b, c, d jisté plati abed = 1,

1 1 1 1 1 3
PB4+ d =3+ —— < 4t° —t -+ =—4t3 >3
a® + b + ¢ + + & a SHoto o=+
95



Bude-li proto navic platit 4t* < t3, nebude nerovnost ze zadani alohy
splnéna. S ohledem na podminku x < 3 je nerovnost 4t* < 3 ekvivalentni
s nerovnosti
1
t > 435-=,

kterd je pro dostatecné velké t skutecné splnéna.

Zdver. Hledané nejmensi kladné ¢islo je x = 3.

Pozndmka. Pozadovanou vlastnost ma nejen z = 3, ale kazdé =z = 3
(a rovnéz kazdé x < —1). Vysvétlime to tak, ze jednicky ve jmenova-
telich zlomkt na pravé strané uvazované nerovnosti zaménime vyrazem

z+1

(abed) “+ ; dostaneme tak homogenni nerovnost

> CLIT_S(bcd)E‘li + bIT_B(acd)mTH + c'z"}é(abd) = + 45T (abc) zjl,

coz je Muirheadova nerovnost pro ¢tvefice exponenti

(2,0,0,0) a (x—f—l r+1 z+1 x—3)

4 7 4 47 4

jejiz uplatnéni je v ptipadé x > 0 vazano jedinou podminkou %(:c -3)2
2 0 neboli z = 3 (zatimco v ptipadé x < 0 vychéazi jedind podminka
1(z +1) <0 neboli z < —1).

A-I1lIl-4

Z rovnosti n + k% = (k +n)(k —n) + n(n + 1) vidime, ze n + k | n + k>
plati, pravé kdyz n+ k | n(n+1). Pocet ¢isel k s touto vlastnosti je tedy
rovny poctu téch déliteld ¢isla D = n(n + 1), které jsou vétsi nez n.

a) V piipadé n = 58 z rozkladu na prvocinitele pfislusného D = 58 -
- 59 = 229 - 59 vidime, ze délitelé ¢isla D, jez jsou vétsi nez 58, jsou
praveé Ctyfi: 59, 2-59 = 118,29 -59 = 1711 a 229 - 59 = 3422. To jsou
hodnoty 58 + k, takze prislusna hledana k jsou o 58 mensi, jsou to tudiz
postupné &isla k = 1, k = 60, k = 1653 a k = 3364 = 582. (Dodejme, Ze
obé ¢isla k = 1 a k = n? spliji podminku n + k | n + k? pro kazdé n.)

b) Pro sudé n = 2p, kde p = 3, plati D = 2p(2p + 1), takZe snadno
vypiSeme Ctyfi délitele ¢isla D, které jsou vétsi nez dané n = 2p:

2p+1<2(2p+1)<p2p+1)<2p(2p+1). (1)
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Jsou-li obé ¢isla p, 2p + 1 prvocisla, zadné jiné takové délitele cislo D
ziejmé nema, tudiz ¢islo n = 2p ma pozadovanou vlastnost.

Je-li naopak asporni jedno z ¢isel p, 2p+ 1 sloZené a plati-li predpoklad
p 2 3 ze zadani ulohy, ukdZeme, Ze piislusné D pak ma kromé délitelt
vypsanych v (1) jesté aspoii jednoho dalsiho délitele vétsiho nez 2p. Roz-
lisime pfitom dva pfipady podle toho, které z ¢isel p, 2p + 1 je slozené.

(1) Je-li slozené éislo p, je toto ¢islo délitelné nékterym ¢, 2 < ¢ = %p,
a &islo D mé pak délitele 2¢(2p + 1), ktery s vyjimkou piipadu ¢ = 3p
lez{ mezi druhym a t¥etim délitelem vypsanym v (1):

22p+1) <2q(2p+1) <p(2p+1).

Nemaé-li vsak cislo p jiného netrividlniho délitele kromé ¢ = %p, plati
nutné p = 4. Tehdy ani druhé ¢islo 2p + 1 = 9 neni prvocislo, takze
péatého délitele ¢isla D (vétsitho nez 2p) najdeme v asti (ii).

(ii) Je-li slozené (liché) ¢islo 2p + 1, je toto ¢islo délitelné nékterym g,
3 < g < p,acislo D ma pak délitele 2pq, ktery lezi mezi druhym a tfetim
délitelem vypsanym v (1):

1 1
2(2p+1) < 2pg < p(2p+1), nebot q>2+5 a q<p~|—§.

Ekvivalence z ¢asti b) tlohy je tak dokazana.

Jiné Fedeni asti b). Ozna¢me D = 2p(2p + 1). Protoze 2p < VD <
< 2p+ 1, ma D pravé ¢tyti délitele vétsi nez 2p, pravé kdyz ma zaroven
pravé ¢tyii délitele mensi nez /D, celkem tedy pravé osm déliteli. Cislo
D ma aspoti dva prvocinitele, takze je bud souéinem t#i riiznych prvoéisel
(to zfejmé nastane, pravé kdyz p a 2p+ 1 jsou prvoéisla), nebo tvaru ¢°r,
kde g, r jsou rizna prvocisla. Druhy pripad vSak nemuze nastat, protoze
D = 2p(2p + 1) je sudé, ma lichého délitele 2p + 1 a jesté délitele p
nesoudélného s 2p + 1, muselo by proto byt p = 22, odkud r = 2p+ 1 =
=9, coz ovSem neni prvodéislo. Tim je pozadovana ekvivalence v ¢asti b)
dokéazana.

Pfifadme kazdé minci index ¢ vrcholu A;, na kterém lezi (tedy ¢islo z mno-
ziny {1,2,...,n}) a po kazdém pfemisténi dvojice minci ¢isla pfifazena

mincim aktualizujme. Sledujme nejprve, jak se zméni soucet S vsech n
¢isel prifazenych jednotlivym mincim po jednom premisténi.
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Nepfemistujeme-li Zddnou z obou minci mezi vrcholy A; a A, sou-
¢et S se nezméni, protoze jedno z ¢isel minci se o 1 zmensi, druhé se
o 1 zvétsi (a ostatni se nezméni). Stejné tak se soudet S zfejmé ne-
zméni, pfemistime-li jednu minci z A; do A, a soucasné druhou z A,
do A;. Pfemistime-li jednu minci z A; do A,, a druhou z A; do A;;; (kde
1 =i <n—1),soudet S vzroste o (n—1)+1 = n. Koneéné premistime-li
jednu minci z A,, do A; a druhou z A; do A;—1 (kde 2 £ i < n), soucet S
klesne o n. Z uvedeného tplného rozboru plyne, Ze zbytek souctu S po
déleni cislem n se nikdy nezménd.

Soucet S ve vychozi pozici mé hodnotu

1-142-24...+n- n—ZkQ n(n+1)(2n+1),
zatimco v kyzené cilové pozici by mél mit hodnotu

zn:k(n—l-l—k) (n+1 Zk Zk2
k=1 k=1

n(n +1)(2n +1) = én(n +1)(n+2)

Il

~n(n+1)? -

Il

Chl'—‘

(vyuzili jsme znamé vzorce pro soucet prvych a druhych mocnin &isel
prvnich n pfirozenych ¢isel). Aby bylo mozné zamgysleného cile doséh-
nout, musi dvé urc¢ené hodnoty S davat po déleni ¢islem n stejny zbytek,
neboli jejich rozdﬂ in(n 4 1)(n — 1) musi byt nasobkem &isla n. Cislo
Fn+1)(n—-1)=1¢ (n — 1) proto musi byt celé. Dosazenim vs$ech jednot-
livych zbytkd 0 az 5 modulo 6 snadno zjistime, Ze nalezena podminka je
splnéna, pravé kdyz ¢islo n dava po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5. V dalsi
Casti TeSeni ukazeme, ze pro vSechna takova n l1ze skutecné kyzené cilové
pozice doséhnout.

Popiseme jeden z moznych postupti. (Jedinou) minci, které je na po-
catku ve vrcholu A;, ozna¢me M. VSechny mince s vyjimkou M budeme
neustéale premisfovat ve stejném spole¢ném sméru. V opa¢ném sméru se
tedy bude pfemistovat jedind mince M, aniz bychom se o jeji pozici néjak
prubézné ,starali“. Jeji kone¢nou polohu uréime pomoci dfive odvozené
vlastnosti sou¢tu S: index ¢ vrcholu A;, ve kterém se mince M nakonec
ocitne, je jednoznacné urCen tim, Ze koneCnd hodnota souctu S dava
po déleni ¢islem n stejny zbytek jako hodnota vychozi — indexy vsech
vrcholu totiz tvofi tplnou soustavu zbytkt modulo n.
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Navrzenym postupem permanentniho pfemistovani mince M miizeme
kteroukoliv ze zbylych minci (nezévisle na ostatnich zbylych mincich)
premistit do libovolného vrcholu, ktery si zamaneme. Po koneéném poctu
vhodnych pfemisténi tedy zfejmé dosdhneme toho, aby vSechny mince
rizné od M byly v kazdém vrcholu A; s indexem i > 1 v poctu, jaky
nam predepisuje zadani ikolu, tedy n+1—1. Je celkem lhostejno, Ze je to
praveé n+ 1 — i, dilezité vsak je, ze celkové poc¢ty minci ve vychozi pozici
i kyzené cilové pozici jsou zfejmé stejné, takze po zminéném ,zajisténi*
vrcholi Ag, As, ..., A, mincemi riznymi od M bude zbylych n — 1 minci
riznych od M ve vrcholu A; a posledni mince M se ocitne v nékterém,
prozatim nezjisténém vrcholu. Kdy to bude vrchol Ay, a tudiz cile bude
dosazeno? Pravé tehdy, kdyz pocet vrcholi n bude takovy, ze soucet S
pro vychozi pozici dava pti déleni n stejny zbytek jako soucet pro cilovou
pozici, o kterou premistovanim usilujeme. A vSechna takova n jsme jiz
nasli.

Odpovéd. Pozadovaného cile je mozné dosdhnout, pravé kdyz éislo n
dava po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5.

Pozndmka. Popsany zpisob feseni vede k nasledujicimu zavéru: Jsou-
-li dana dvé rozmisténi stejného poc¢tu minci ve vrcholech n-tthelniku,
pak jedno z nich lze pfevést na druhé popsanym premistovanim minci,
praveé kdyz oba soucty S, které odpovidaji témto rozmisténim, dévaji po
déleni c¢islem n stejny zbytek.

A-I1ll1-6

Vezméme néjaky bod A z roviny w. Aby mohl byt vrcholem trojuhel-
niku popsaného v zadani, musi byt rizny od bodi O a T. Nejprve popi-
Seme obecnou konstrukci trojiuhelniku ABC, v némz jsou dany vrchol A,
A, O, T). Teprve pak zjistime, pro které body A takovy trojihelnik se-
strojit nelze.

Oznaéme A’ st¥ed strany BC. Bod A’ je obrazem bodu A ve stej-
nolehlosti se stfedem T' a koeficientem —%. Pokud A’ # O, lezi body B
a C na kolmici p vedené bodem A’ k pfimce OA’ a zaroven na opsané
kruznici k se stfedem O a polomérem |OA| (obr. 32).

K danému bodu A dokdzeme vzdy sestrojit jeho obraz A’ v uvedené
stejnolehlosti. Pfedpokladejme nejprve, ze A’ # O. Abychom dostali dva
rizné body B a C, musi byt pfimka p seénou kruznice k. To nastane,
pravé kdyz |OA’| < |OA|. Oznaéme O’ obraz bodu O ve stejnolehlosti
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A/
Obr. 32

se stfedem T a koeficientem —2. Plati |O'A| = 2|OA’|, proto konstrukéni
podminku muzZeme zapsat ve tvaru |O’A| < 2|OA|. Bod A proto musi
lezet mimo kruh uréeny Apolléniovou kruznici* m(S;|ST|), kde S je bod
soumérné sdruzeny s bodem 7" podle bodu O (obr. 33).

A

o O T o'

A
Obr. 33 Obr. 34

Pokud tedy A’ # O neboli A # O’, dostaneme konstrukei t¥i body A,
B, C. Ty budou vrcholy vyhovujiciho trojahelniku, pokud nelezi v pfim-
ce. Na pfimce lezi, kdyz je pfimka BC totozna s primkou AT, tj. kdyz
piimka OA’ je kolmé na AT. Bod A’ proto nesmi lezet na Thaletové
kruznici nad primérem OT a (po ,zobrazeni“ této podminky ve stejno-
lehlosti se stfedem 7' a koeficientem —2) bod A nesmi lezet na Thaletové
kruznici nad pramérem O'T (obr. 34).

V piipadé, ze bod A je totozny s bodem O’, tj. A’ = O, namisto
kolmice p mizeme vzit libovolnou pfimku (rtiznou od AT) prochazejici
bodem O (obr. 35). Dostaneme tak nekone¢né mnoho riznych trojihel-

4 Pro dané dva rtzné body P, @ a kladné ¢islo k # 1 je Apolléniova kruznice
mnozina bodd X, pro néz plati |PX| = k|QX]|. Stfed Apolléniovy kruznice lezi na
primce PQ stejné jako dva body kruznice, které dovedeme pro dané k jednoduse
sestrojit.
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Obr. 35 Obr. 36

nikd ABC' s pravym thlem pfi vrcholu A, které spliiuji vSechny podminky
zadani.

Zdvér. Hledanou mnozinou bodi je vnéjsi oblast kruznice m kromé
bodii lezicich na Thaletové kruznici nad primérem O'T, pfiéemZ bod O’
do hledané mnoziny téz patii (obr. 36).
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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1
Ucebnice

»PiSeme déjiny, tyhlety krajiny, jaky to ptribéh je...“ prozpévoval si kral
Zloburtus a rozverné upravoval ucebnice déjepisu. Prece jen byly napsany
za jeho predchtidce krale Pravdomila ITI. a ten mél na historii prili§ upjaté
nazory. Tfeba tvrdil, ze rod Pravdomila byl starsi a urozenéjsi nez rod
Zloburtusi. Coz ovSem nebyla pravda a bylo potfeba vSe napravit. To je
spousta prace, a tak vas kralovskym rozkazem pozadal o program, ktery
by dokazal nahrazovat nevhodna slova slovy vhodnéjsimi.

Soutézni tloha. Pro zadany seznam nevhodnjch slov a jejich nahrad
upravte vstupni text tak, ze kazdy vyskyt nevhodného slova v textu
nahradite jeho vhodnéjsim ,ekvivalentem*.

Formadt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje ucebnice.in. Na prvnim
fadku souboru se nachdzi pfirozené éislo N (1 < N < 100000), které
udava pocet nevhodnych slov. Nésleduje N fadkt, pficemz na kazdém
z nich se nachézeji vzdy dvé slova oddélend mezerou, ktera jsou tvofena
pouze velkymi pismeny. Prvni slovo na kazdém z téchto N radku je ,ne-
vhodné“ a druhé je jeho vhodné&j$i ndhrada. Od (N + 2)-ého Fadku az
do konce souboru pak nasleduje samotny text ucebnice. Text je tvofen
pouze velkymi pismeny anglické abecedy a mezerami (a konci fadkl),
pric¢emz souvislé useky pismen tvofi jednotliva slova. Mtzete predpokla-
dat, ze zadné slovo nebude delsi nez 255 pismen a ze N nevhodnych slov
je navzajem ruznych.

Format vystupu: Vystupni soubor se jmenuje ucebnice.out. Vystu-
pem programu je text, ve kterém byla vSechna nevhodna slova nahrazena
jejich vhodnéjsimi ekvivalenty. Ostatni slova, tj. zbytek souboru, musi
zustat beze zmény. Vystupni text musi téz zachovavat mezery mezi slovy
a odradkovani podle vstupniho souboru.
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Priklad:
Vstupni soubor ucebnice.in:

5
PRAVDOMIL_ZLOBURTUS

ZLOBURTUS_PRAVDOMIL

DRACKA,_DRAKA

ZROUNA_MRACKA

ZBYTECNA,_DVOJICE

A PAK_HRDINNY_PRAVDOMIL_PRAVDOMILUJICNE_SRAZIL_K ZEMI_DRACKA_ZROUNA
VSE_LZE_NAJIT_VE FILMU_ HISTORIE,_RODU_PRAVDOMILU

V TETOLUCEBNICI_BUDE_HANEN_ ZLOBURTUS

Vystupni soubor ucebnice.out:

A PAK_HRDINNY_ZLOBURTUS PRAVDOMILUJICNE SRAZIL K ZEMI_DRAKA_MRACKA
VSE_LZE_ NAJIT VE_FILMU_ _ HISTORIE_ RODU_PRAVDOMILU

V TETOLUCEBNICI_BUDE_HANEN_ PRAVDOMIL

P—1-2

Egyptské pyramidy

Amon a Thespis kontroluji bezpe¢nost pyramid pred lupi¢i ve starové-
kém Egypté. Amona stavitelé vpusti do nové pyramidy a c¢ekaji, jestli
se dostane k nékterému z ukrytych pokladi. Thespis zistane venku se
stavebnim planem a voldnim Amona naviguje. Ani jeden z nich bohuzel
neni zadny génius a Thespis ¢asto netusi, kam by mél Amona poslat.
U vas$i firmy na dérovani hlinénych desticek si proto objednali navrh
algoritmu na hledani cest v pyramidach.

Pyramidy i jejich interiéry jsou podle odvéké tradice zorientovany po-
dle svétovych stran a plany se obvykle kresli na ¢tvereckovany papyrus,
pricemz jeden ctverecek odpovida délce 1 m. Podle nejnovéjsich bezpec-
nostnich trendi se v pyramidé téz vyskytuji uzamykatelné dvere a klice.
Kazdé z policek planu pyramidy je chodba, sténa, poklad, dvefe nebo
mistnost, kde se nachazi kli¢. Dvefe a klice jsou pro odliSeni oznaceny
¢ervenou, zelenou, modrou a fialovou barvou.

Aby se Amon v pyramidé neztratil, otac¢i se jen o nasobky devadesati
stupnu a kazdy jeho krok méri presné 1 m, tj. Amon se muze pohybovat
pouze vodorovné nebo svisle o jedno pole. Na pole mize Amon vstoupit,
pokud je prazdné, je to poklad, mistnost s klicem, nebo pokud jsou to
dvere, ke kterym uz ma pfislusny kli¢. K1li¢ Amon sebere, jakmile vstoupi
na pole, kde se kli¢ nachazi, a kli¢ mu uz poté zustava po cely zbytek
pohybu v pyramidé. Jednim klicem mtze Amon odemknout libovolné
mnoho dvefi barvy shodné s barvou klice.
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Diky magickym formulim vyféenym faradénskymi kouzelniky plati, ze
pokud Amon udéla jeden krok doleva z policka v nejlevéjsim sloupci
planku, ocitne se na policku ve stejném rfadku v nejpravéjsim sloupci. Na
druhou stranu, krok doprava z nejpravéjsiho sloupce ho privede do nej-
levéjsiho sloupce. Podobné krok nahoru z prvniho fadku ho premisti do
posledniho fadku a naopak. Jakmile se Amon dostane na policko s pokla-
dem, da to hlasitym volanim najevo, a Thespidiv tkol navigovani uvnitt
pyramidy kon¢i.

Vasim tkolem je napsat program, ktery pro zadanou mapu pyramidy
najde cestu k nékterému z pokladi nebo urci, ze zadna takova cesta neni
mozna. Pamatujte, ze v pyramidé nemusi byt vibec zadny poklad ukryt,
mohou existovat dvere bez prislusnych klict a také klice, ke kterym ne-
existuji zadné dvere stejné barvy. Také se mize vyskytnout vice pokladu
nebo dveri ¢i kli¢u stejné barvy. Amonova vychozi pozice je ale na planu
vzdy pravé jedna.

Formdt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje pyramida.in. Na jeho
prvnim fadku jsou uvedeny rozméry planu pyramidy jako dvé prirozena
¢isla R (pocet fadkl) a S (pocet sloupcil) oddélena jednou mezerou.
Miizete predpokladat, ze 1 < R x S < 1000000. Na kazdém z nésle-
dujicich R radku je vzdy pravé S znaka popisujicich mapu pyramidy
s nasledujicimi vyznamy:

# zed
volné policko
* Amonova vychozi pozice
CZMF cervené, zelené, modré nebo fialové dvere
czmf ¢erveny, zeleny, modry nebo fialovy kli¢
$ poklad

.

Mapa pyramidy je ve vstupnim souboru orientovana jako bézné mapy,
tj. jeji horni okraj je severni.

Format vystupu: Vystupni soubor pyramida.out obsahuje jediny ra-
dek, ktery popisuje nékterou z nejkratsich posloupnosti krokt, jimiz se
Amon mitize dostat k nékterému z pokladi. Posloupnost Amonovych
kroki k pokladu je zadana jako posloupnost znakua ,S¢, ,J¢, V¢ a ,Z°,
které udavaji, na kterou svétovou stranu ma Amon udélat nasledujici
krok. Pokud zadna takova posloupnost neexistuje, tj. poklad neni mozné
ziskat, vystupni soubor obsahuje pouze slovo NELZE‘.
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Priklady:

Vstup: Vystup:

35 NELZE

220224

#xFS#

ity

Vstup: Vystup: .
319 ZZVVVVVZZZZZZZVVVVVVVVVVVVVZZZZZZZZ2Z222227Z
S R

#$F.zMc.*.Cm.Z.ZZf#

LG R

Vstup: Vystup:

31 S

* (Pfejdeme pies severni okraj.)

P-1-3
Horsky maraton

V jedné hornaté zemi si vSimli, Ze ve velkoméstech ziskévaji na popula-
rité vselijaké maratony, pulmaratony a podobné bézecké zavody, které se
odehravaji v jejich ulicich. Rozhodli se, ze podobny zavod usporadaji ve
svych velehorach. Ubéhnout vice nez 42 kilometriu ve vysoké nadmoiské
vySce ovSem neni zadna legrace. Chtéji proto postavit zavod na jiném
principu — nebude tak dlouhy, ale jeho naroc¢nost bude spocivat v roz-
dilu mezi nadmoiskou vyskou startu a cile.

Protoze podobné akce jsou Casto vyuzivany k propagaci, poradatelé
stanovili, Zze trasa tohoto ,maratonu“ by méla vést po nedavno oteviené
turistické znacce, kterd prochéazi celym pohotim, a start i cil by mély byt
u nékterého z rozcesti. Aby vsak zavod meél stale jesté néco spole¢ného
s maratonem, potrebuji vybrat takovou trasu, aby rozdil nadmorskych
vysek cile a startu byl pokud mozno co nejblize pfedem dané hodnoté X,
coz bude vhodné zvoleny nasobek oné maratonské délky 42,195 km.

Organizatofi vas pozadali o pomoc s vybérem trasy zavodu. Trasa tu-
ristické znacky se sklada z N tsekt mezi rozcestimi. Pro kazdy z usekt je
zadano celé ¢islo a; — rozdil nadmorskych vysek konce a zacatku tseku.
Pokud je a; kladné, pak trasa stoupé, pokud je zdporné, tak trasa klesa,
a pokud je nulové, tak trasa v tomto useku vede po roviné. Vasim tukolem
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je nalézt Cislai a j, 1 < ¢ < j £ N, takova, Ze rozdil mezi nadmotskou
vyskou konce j-tého tseku a zacatku i-tého tiseku je co nejblizsi ¢islu X.
Jinymi slovy, vasim tkolem je nalézt v zadané posloupnosti souvislou
podposloupnost a;, ait1,. .., a;, jejiz soucet je S a | X — S| je co nejmensi
mozné.

Pri reseni ulohy neptedpokladejte, ze by velikost ¢isel v posloupnosti
byla omezena (pfeci jen nevite, jak presné tdaje vam poradatelé za-
daji), ale mizete predpokladat, Ze vSechny aritmetické operace vyzaduji
¢as O(1).

Priklad: Pro posloupnost 3,5, —2,5,4 délky N = 5 a pro X = 7 je
hledanou podposloupnosti —2,5,4 (tedy i = 3 a j = 5) se souc¢tem 7. Pro
X = 10 jsou moznym fesenim podposloupnost 3,5, —2,5 se sou¢tem 11
a jinym moznym feSenim je podposloupnost 5,4 se sou¢tem 9. Vas pro-
gram nemusi nalézt vSechna nejlepsi feseni — staci, kdyz vypise libovolné
z nich.

P-1-4
Stackal

V letosnim ro¢niku olympiady se budeme setkavat se zdsobnikovymi poci-
taci. To jsou vypocetni stroje, jejichz pamét je tvorena nékolika zdsobniky.
Kazdy zasobnik obsahuje posloupnost hodnot a umi s nimi provadét tyto
t¥i operace: pfidat hodnotu na konec posloupnosti (ulozit ji do zésob-
niku), odebrat hodnotu z konce posloupnosti (vybrat ji ze zasobniku)
a konecné zjistit, zda v zadsobniku jesté néjaké hodnoty jsou. Mimo to ma
nas pocitac jesté pevny pocet obycejnych proménnych. Hodnoty ulozené
v zasobnicich i v proménnych musi mit pevny rozsah nezdvisly na veli-
kosti vstupu.

Zasobnikové pocitace budeme programovat v jazyku Stackal. To je
jazyk podobny Pascalu, ovSem upraveny podle moznosti nasich stroji.
V nasledujicich odstavcich popiSseme, v ¢em se od klasického Pascalu lisi.

Proménné ve Stackalu mohou byt pouze téchto typl: boolean (lo-
gicky typ, mize nabyvat hodnot true a false), char (znak z néjaké
koneéné mnoziny znakt, které budeme fikat abeceda), a..b (celd ¢isla
z intervalu od a do b; jak a, tak b musi byt nezaporné konstanty mensi
nez 100) a stack of ¢, coZ je zdsobnik hodnot typu ¢ (jiného nez stack).
Pocatecni hodnoty proménnych pfi spusténi programu nejsou definovany,
vyjimku tvori zasobniky, které jsou na poc¢atku vzdy prazdné.
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Vstup a vystup programu jsou vzdy posloupnosti znaki (neboli Fe-
tézce). Funkce read(c) precte dalsi znak ze vstupu, ulozi ho do pro-
ménné c¢ a vrati true. Pokud by jiz na vstupu zadné dalsi znaky nebyly,
vrati false a proménnou ¢ nezméni. Na vystup se zapisuje prikazem
write(z), kde z je budto znak nebo proménna typu char. Ve vstupu ani
vystupu se neni mozné vracet ani znaky preskakovat.

Zasobniky je mozno ovladat pomoci specidlnich prikazu a funkci:
Je-li S zésobnik, pak pfikaz push(S,z) ulozi do S hodnotu z (hodnota
samozfejmé musi byt spravného typu), funkce pop(S) vybere hodnotu
ze zasobniku a vrati ji jako svij vysledek a booleovska funkce empty(.S)
vrati true, pokud je zasobnik S prazdny, jinak false. Funkci pop je také
mozné volat jako proceduru, pokud néas odebrand hodnota nezajima. Po-
uziti funkce pop na prazdny zasobnik neni povoleno a zpisobi zastaveni
programu s béhovou chybou. Zadnym jinym zpiisobem nelze se zasobniky
manipulovat.

Prikazy Pascalu mame k dispozici vSechny, jedinym omezenim je,
Ze nesmime pouzivat prifazovaci prikaz := na zasobniky. Také muzeme
v programu definovat procedury a funkce, neni ovSsem dovoleno pouzi-
vat rekurzi a zadsobniky mohou byt pouzity jako parametry pouze tehdy,
jsou-li predavany odkazem.

Casovou a pamétovou sloZitost programii definujeme obdobné jako
na normalnim po¢itaéi. Cas budeme méfit poétem provedenych piikazii,
pamét nejvétsim poctem hodnot, které si program pamatuje v jednom
okamziku ve svych proménnych a vsech zisobnicich. Casto se budeme
snazit o to, aby program pouzival co nejmensi pocet zdsobnikii, byt by
kvili tomu byl pomalejsi.

Priklad: Napiste program, ktery zjisti, zda se v zadaném fetézci vy-
skytuje stejny pocet znaki ,a‘ jako znakt ,b¢ a podle toho vypise bud ,1¢
(kdyz to je pravda), nebo ,0° (kdyZ ne).

RESEN{: Jelikoz hodnoty proménnjch jsou omezené stovkou, nemii-
zeme si jednoduse pocitat vyskyty znaku v celoc¢iselné proménné. Misto
toho vyuzijeme dva zasobniky: do jednoho budeme ukladat a-cka, do
druhého b-cka. Az vstup skonéi, budeme vybirat znaky vzdy z obou
zasobnikd soucasné a odpovime 1 pravé tehdy, kdyz se oba soucasné

vyprazdnily.
program rovnost;
var a, b: stack of char; { dva zasobniky na znaky }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin
while read(c) do begin { &teme ze vstupu, dokud to jde }
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if c=’a’ then push(a, c); { znak uloZime do spravného zasobniku }
if c=’b’ then push(b, c);
end;
while not empty(a) and not empty(b) do begin
pop(a); { odebirdme znaky z obou zas. soulasné& }
pop(b) ;
end;
if empty(a) and empty(b) then { vysly oba prazdné? }
write(’1’)
else
write(’0’);

end;

Tento program mé linedrni éasovou i pamétovou slozitost a potfebuje
dva zasobniky.

DRUHE RESEN{: Uk4zeme si, jak jeden zasobnik uSetfit a stale zacho-
vat linedrni ¢asovou slozitost. Misto jednotlivych poc¢tu znakt budeme
do zasobniku uklddat, o kolik vic jsme vidéli a-cek nez b-¢ek. Pokud
je tento rozdil kladny (a-¢ek je vice), zapamatujeme si prislusny pocet
znakd ,+'. Zaporné rozdily budeme ukladat pomoci znaka ,-¢.

Rozmysleme si tedy, co se stane, kdyz program precte znak ,a‘. Tehdy
by mél k rozdilu pric¢ist jednicku. Proto zkontroluje, jaka hodnota se na-
chazi na vrcholu zasobniku — to je hodnota, kterou by precetl nasledu-
jici pop. Pokud to je ,-‘, tak ho pouze odstranime. V opa¢ném piipadé
(,+ nebo prazdny zasobnik) pfiddme nové +'. Znak b‘ se zpracovava
obdobné, pouze se k obéma znaménkiim chovame opacné.

program rovnost_podruhe;

{ Pomocna funkce, ktera zjisti, co je na vrcholu zasobniku }

function look(var s:stack of char): char;
var c: char;

begin
if empty(s) then ¢ := 0’ { pokud je prazdny, vratime nulu }
else begin
c := pop(s); { jinak odebereme prvek ze zasobniku }
push(s, c); { a ihned ho vratime zpé&t }
end;
look := c;
end;
var r: stack of char; { zde je uloZen rozdil a-b }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin
while read(c) do begin
if c=’a’ then begin { pfeetli jsme ‘a’ => zvySujeme rozdil }
if look(r)=’-’ then pop(r)
else push(r, ’+’);
end;
if c=’b’ then begin { pfe&etli jsme ‘b’ => sniZujeme rozdil }

108



if look(r)=’+’ then pop(r)
else push(r, ’-’);
end;
end;
if empty(r) then write(’1’) { je rozdil nulovy? }
else write(’0’);

end;

Na zpracovani kazdého znaku potfebujeme konstantné mnoho piika-
z1, takze Casova slozitost je stale linearni. Na jediném pouzitém zasobniku
se objevi nejvyse tolik znamének, kolik je znaki na vstupu, takze pamé-
tova slozitost je taktéz linedrni.

Soutézni tloha. Napiste program pro zasobnikovy pocitac, ktery o za-
daném fetézci rozhodne, zda je symetricky. Tak se fika tém Tfetézctum,
které se pozpatku ctou stejné jako popfedu, jinymi slovy prvni znak je
stejny jako posledni, druhy jako predposledni a tak dale.

a) SnaZte se o co nejlepsi ¢asovou slozitost. (5 bodi)
b) Pouzijte nejmensi mozny pocet zdsobnikt. (5 bodii)

P-Il-1
Lesnik Jehlicka

Pan Jehlicka kdysi vysazel krasny a veliky les, stromy rostouci v pfesnych
fadach se ani jehlickou neodchylovaly od dokonalosti. Pfisel ¢as, kdy les
jiz vyrostl, a zacalo se s tézbou dfeva. Kazdy z drevorubct zacal kacet
na jiném okraji lesa a vysekal do néj poradnou paseku. Kdyz se pan
Jehlicka prisel na les podivat, objevil jen jeho zbytek, s hlubokymi vyseky
od tézby. Pana Jehlicku by ted zajimalo, kolik stromt mu vlastné zbylo.
Pomiizete mu s tim?

SoutéZni tloha. Stromy v lese pana Jehli¢ky jsou vysézeny tak, Ze
rostou v mrizovych bodech obdélnikové mrizky. Polohu kazdého stromu
lze tedy popsat dvojici celoc¢iselnych soufadnic (z,y). To, co z lesa zby-
lo, je vymezeno mnohothelnikem (ktery muze byt i nekonvexni) tak, ze
vrcholy mnohothelniku jsou stromy a na vSech mfizovych bodech uvnit¥
i na hranici mnohothelniku stale jesté stoji strom. Vasim tikolem je spoci-
tat, kolik mrizovych bodiu lezi uvniti tohoto mnohothelniku, véetné jeho
hranice.

Format vstupu: Prvni fadek obsahuje pfirozené ¢islo N — pocet vr-
choli mnohothelniku (3 < N < 100 000).

Na nasledujicich N fadcich jsou popsany jednotlivé vrcholy mnoho-
tihelniku. Na i-tém z nich je dvojice celo¢iselnych soufadnic 1 < z; < 107,
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1 < y; £ 10° udavajici polohu i-tého vrcholu. Vrcholy jsou zadané v po-
fadi, v jakém lezi na hranici mnohothelniku pti obchazeni po nebo proti
sméru hodinovych rucicek.

Format vstupu: Na jediny fadek vystupu vypiste jedno celé ¢islo pred-
stavujici pocet mfizovych bodi uvnitt mnohothelniku véetné jeho hra-
nice.

Priklady:

Vstup : Vystup :
3 9

11

35

31

T¥i mrizové body tvori vrcholy trojihelniku, pét
miizovych bodu lezi na hranach a jeden mrizovy
bod lezi uvnitr.

Vstup: Vystup :
8 28

25

33 —T ]
11
52
61
. N

86

Osm mftizovych bodi tvoii vrcholy mnohotihelniku, dva miizové body
lezi na hranach a osmnact mrizovych bodu lezi uvnitr.

P-1l1-2

Cinsky nebo esky?

Déd Vsevéd zestarl. Nelze se tedy divit tomu, Ze na vSetecné dotazy uz
neodpovida tak rad a ochotné jako dfive. Navic ho zacala zlobit pamét,
takze se tu a tam stava, ze néco nevi, coz je v jeho profesi velmi nemilé.
Proto u¢inil moudré rozhodnuti — predat své poslani nékomu mladsimu,
a to rovnou svému vnukovi.
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Vnuk Vsevéd je na sviij vék neskonale moudry, chytry a navic precetl
vSechny encyklopedie i wikipedie. Bohuzel se ale nestihl za tak kratkou
dobu naucit dostatek cizich jazyki.

Coz o to, s tim by, diky programu TheBestTranslatorOfTheWorld 5.0,
nemél byt zadny problém. Nepiijemné je, ze tento program sam od sebe
neumi zjistit, z jakého jazyka ma prekladat, takze je nutné vstupni jazyk
nastavit rucné.

Vyzkouset viech 10° jazykil, které program umi, by zabralo netinosné
dlouhou dobu, takze pred kancelari vnuka Vsevéda by se tvorily fronty.
Proto by potieboval jesté jeden program, ktery by umél zjistit, v jakém
jazyku je dany text napsany.

Soutézni dloha. Vasim ukolem je navrhnout program, ktery uréi ja-
zyk, jehoz slova se v daném textu vyskytuji nejcastéji. Vas program bude
mit k dispozici dva soubory: slovniky.in, ve kterém jsou ulozena slova
jednotlivych jazykt, a text.in, ve kterém je text, ktery ma program ana-
lyzovat. Do souboru jazyk.out vas program zapise jméno jazyka, jehoz
slova jsou v textu nejcastéji obsazena. V pripadé, ze takovych jazyka bude
vice, mél by program vypsat vsechny takové jazyky. Opakované vyskyty
téhoz slova v souboru text.in se pocitaji do poctu slov opakované.

Formdt vstupu — soubor slovniky.in: Na prvnim fadku souboru je
¢islo N (1 £ N £ 10000), které udava pocet slovnikit v souboru. Dale
nasleduje N slovnikii.

Kazdy ze slovniki za¢ind dvéma fadky. Na prvnim je uvedeno jméno
jazyka a na druhém cislo S, které udava pocet slov v tomto slovniku.
Poté nasleduje S fadku, pficemz na kazdém z nich je pravé jedno slovo
daného jazyka (kazdé slovo je krat$i nez 255 znaki a je tvofeno pouze
malymi pismeny anglické abecedy). Tato slova nejsou uvedena v Zadném
ur¢itém poradi, ale jsou navzajem rizna. Celkovy pocet slov ve vSech
slovnicich dohromady je nejvyse 100 000.

Jméno kazdého jazyka je tvoreno nejvyse 255 malymi pismeny an-
glické abecedy. Muzete predpokladat, ze jména jazyki jsou navzéjem
rizna. Ruzné slovniky mohou obsahovat stejné slovo.

Format vstupu — soubor text.in: V tomto souboru je ulozen text
urceny k analyze. Text je tvofen slovy krat$imi nez 255 znakt, pficemz
slovem nazyvame souvisly tsek malych pismen anglické abecedy. Slova
jsou oddélena mezerami nebo konci fadki. Text nebude obsahovat vice
nez 1000000 slov. Tato slova nemusi byt navzajem rizna.

Format vystupu — soubor jazyk.out: Pokud existuje jeden jazyk, je-
hoz slova se vyskytuji v zadaném textu nejéastéji, program vypise do vy-
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stupniho souboru jméno tohoto jazyka. V pripadé, ze takovych jazyki je
vice, program vypise jména vSech takovych jazykt na samostatné radky
(v libovolném poradi).

Priklad:

slovniky.in text.in jazyk.out
3 tento text cestina
cestina by nepochopila anglictina
4 ani zebra

text co ma auto

bagr

ahoj

zebra

anglictina

4

zebra

by

hello

car

nemcina

3

hallo

auto

sagt

P-11-3
Cyklisticky zavod

Po uspéchu horského maratonu se na vas jeho organizatori obratili
s prosbou o pomoc pii organizaci cyklistického zavodu. Trasa zavodu by
méla vést z cile horského maratonu, Vysnych Hékd, do hlavniho mésta
Velkého Sumce. Cyklisticky zavod bude tvoren nékolika etapami a or-
ganizatori jiz urcili mozné dvojice mést, mezi kterymi by mohly vést
jednotlivé etapy zavodu. Pro kazdou takovou dvojici navic odhadli pocet
divaku, ktefi by se na zavod pfisli podivat. Protoze rozpocet celého za-
vodu je omezeny, organizatori by radi trasu zavodu navrhli tak, aby mél
co nejméné etap, a pritom ho vidélo co nejvice divaku.

Soutézni tloha. VAs program obdrzi seznam dvojic mést, mezi kterymi
by mohly vést etapy zavodu, a pro kazdou dvojici odhad poctu divaki,
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ktefi by se na danou etapu pfisli podivat. Jednotlivé etapy, které tvori
trasu zavodu, musi na sebe v koncovych méstech navazovat. Program
by mél nalézt trasu zavodu vedouci z Vysnych Haku do Velkého Sumce,
ktera ma co nejméné etap, a mezi vSemi takovymi trasami urcit tu, kterou
shlédne nejvétsi pocet divakt (pocty divaki jednotlivych etap zavodu se
s¢itaji). Pokud je i takovych tras vice, program mize vypsat libovolnou
z nich.

Format vstupu: Prvni fadek obsahuje dvé prirozené ¢isla N a M,
2 < N £1000000a1 < M < 1000000; N je pocet mést a M je
pocet dvojic mést, mezi kterymi by mohla jedna z etap zavodu vést.
Meésta jsou ocislovana ¢isly mezi 1 a IV, pricemz Vysné Haky maji ¢islo 1
a Velky Sumec ma 2. Na kazdém z M nasledujicich radki je trojice ¢isel
A, BaD (1< AB<Na0< D < 1000) popisujici jednu z dvojic
mést, mezi kterymi by mohla vést jedna etapa zavodu: etapa zavodu
by mohla vést mezi mésty s ¢isly A a B a o¢ekdvany pocet divaku pro
tuto etapu je D. Etapa zavodu miuze vést z mésta A do mésta B nebo
naopak.

Mzete predpokladat, ze zadané dvojice mést pro etapy zavodu umoz-
nuji sestavit aspon jednu trasu zavodu. Vstup navic neobsahuje dva rtzné
radky, které by popisovaly etapu mezi stejnou dvojici meést.

Formadt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste dvé ¢isla, nejmensi
mozny pocet P etap zavodu z mésta s Cislem 1 do mésta s c¢islem 2
a nejvétsi pocet divaki, ktery by mohl shlédnout takovy zavod tvoreny
P etapami. Na druhy radek vypiste P+1 cisel mést, ktera tvori optimalni
trasu.

Priklad:

Vstup: Vystup :
69 316
1610 1342
138

46 2

437

560

534

45100

241

252
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P-1l-4
Stackal
K dloze se vztahuje studijni text z tlohy P-I1-4.

Soutézni uloha. NapiSte program pro zasobnikovy pocitac, ktery vy-
hodnoti zadany logicky vyraz a vypise jeho hodnotu na vystup. Program
by mél pouzivat nejmensi mozny pocet zasobniki.

Logické vyrazy zapisujeme pomoci znaku 0, 1, &, |, ( a ). Znaky
0 a 1 slouzi jako konstanty (nepravda a pravda), & je logicky soucin
(0&0 = 0&1 = 1&0 = 0, 1&1 = 1), | je logicky soucdet (010 = O,
0l1 = 110 = 1|1 = 1) a zavorky funguji béZnym zpiisobem. Pokud
zavorky neuvedeme, sou¢in méa prednost pred souctem, tedy 1]0&0|0 =
=1/(0&0)|0=1]0]0=1.

P-1ll-1
Lesnik Jehlicka I1

V krajském kole pan Jehlicka s vasi pomoci a s hrizou zjistil, ze z jeho
kdysi krasného a velikého lesa zbyva jen drobny hdj. Aby zabréanil jeho
dalsimu zmensovani, najal tlupu straznych trollid. Trollové jsou znami
pro svou silu, méné pak jiz pro svou pronikavou inteligenci. Pan Jehlicka
se proto rozhodl pfikazy pro trolly co mozna nejvice zjednodusit. Kazdy
troll mé pridéleny dva body a mezi nimi pochoduje po rovné c¢are.

Béhem prvniho dne bylo vSak nutné oSetfit takika vSechny trolly
s drobnymi zranénimi. Pan Jehlicka pozapomnél, ze se tsecky, po nichz
trollové pochoduji, mohou protinat, a ve svych instrukcich nezminil nut-
nost vyhybat se srazkam s ostatnimi trolly. Pokus pfidat trollim tento
prikaz narazil na jejich zapomnétlivost. Po nékolika opakovanich obtiz-
ného pfikazu ,na konci usecky se oto¢* trollim pretekl zasobnik a piikaz
,vyhybej se srazkam* se ztratil, s neblahymi dusledky pro rozpocet oSet-
fovny.

Pan Jehlicka se proto rozhodl vSechna kfizeni oznacit dopravni znac-
kou ,,Pozor, troll!“. Vasim tkolem je zjistit, kam tyto znacky umistit.

Soutézni tiloha. Usecka, po niz se i-ty troll pohybuje, je zadana dvojici
jejich krajnich bodu se soutadnicemi (a;,b;), (¢;,d;), kde a;, b;, ¢; a d;
jsou cela ¢isla. Krajni body tsecky nelezi na zadné jiné tisecce. Ulohou je
vypsat soutfadnice pruseciku téchto usecek. Kazdy prusecik vypiste pouze
jednou, i kdyz by se v ném protinalo tfi nebo vice tsecek. Predpokladejte,
7e prisecikii je malo — podstatné méné nez N2.
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Format vstupu: Prvni fadek obsahuje ptirozené cislo N, udavajici po-
get trollt, 0 < N < 10000. Na nésledujicich N fadcich jsou popséany
usecky, po nichz se trollové pohybuji. Na i-tém fadku se nachazi ¢tvefice
celych ¢isel a;, b;, ¢; a d;, soufadnice krajnich bodu (a;,b;) a (¢, d;)
usecky.

Format vystupu: Na kazdy radek vystupu vypiste souradnice jednoho
z pruseciki zadanych tsecek. Poradi priseciki mize byt libovolné.

Priklady:

(4,4)

Vstup:

0044
0320
1331
1232

P—-1l-2

Kouzelnik Pecivalis

P1i poklesu zajmu o jeho magickd predstaveni v dusledku hospodarské
krize se stary kouzelnik Pecivalis rozhodl vyuzit nové nabytého casu
k procestovani vzdalenych koutt Zemé. Klesajici trzby vsak maji ten
nepiijemny disledek, ze si nemuze dovolit konvenéni zpusoby prepravy
a nezbyva nez se spolehnout na (ne)osvédcéené metody predkd. . .
Béhem patrani v zapomenutych koutech svého obydli mél Pecivalis
Stésti a podarilo se mu najit potfebné svazky zaklinadel. Jejich pouziti
vsak neni iplné jednoduché — podle nejlepsich soudobych poznatkii v ob-
lasti cestovni magie (které se za poslednich par set let prili§ nezménily)
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muze sice zacit i skoncit zarikani na libovolném misté v knize, neni vSak
zahodno mezitim néjaky text preskocit a navic musi magickymi slovy
vyvolana energie dosahnou nékteré z potfebnych hladin pro kyzeny cil
presunu. Cim vét$i bude pocet pfectenych slov, tim vétsi je pak Sance
uspésného zakonceni. Jelikoz vSak neni stary mag v této oblasti ¢arovani
prilis zbéhly, bude potfebovat vasi pomoc.

v 2

Soutézni uloha. Méjme posloupnost slov, z nichz kazdé je ohodnoceno
celym cislem, které predstavuje jeho energii. Hledana energeticka hladina
je reprezentovana (vSemi) nasobky daného prirozeného ¢isla K. Vasim
ukolem je na zakladé téchto informaci najit nejvhodnéjsi zacatek a konec
zatrikani, to jest nejdelsi souvisly usek slov, jejichz energie budou v souctu
nasobkem ¢isla K. Predpokladejte, Ze ¢islo K je obvykle fadové mensi
nez pocet slov v knize zarikadel.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku vstupu jsou dvé pfirozena cisla N
aK,1<N<1000000al< K <50000, oddélend mezerami; éislo N
udava pocet slov v knize zatikadel. Jak jiz bylo feceno, K je obvykle
mnohem mensi nez N. Na druhém fadku je pak mezerami oddéleny se-
znam N nezdpornych celych ¢isel ay, . .., an, 0 < a; < 1000000000, kterd
predstavuji energie jednotlivych slov v knize.

Format vystupu: Program vypise dvé ¢islaia j (1 £ i < 5 < N),
pricemz soucet a; + a;4+1 + ... + a; musi byt nasobkem ¢isla K a rozdil
7 — 1 nejvétsi mozny mezi vSemi dvojicemi ¢ a j, pro néz je soucet a; +
+ aj41 + ... + a; ndsobkem K. Je-li moznych dvojic ¢ a j vice, mtzete
vypsat libovolnou z nich. Pokud naopak zadna takova dvojice neexistuje,
vypiste ,Nelze zaklinat.“.

Priklad 1:

Vstup: Vystup:

85 37
12863449

Priklad 2:

Vstup: Vistup:

58 Nelze zaklinat.
11111
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P-1lI1-3
Stackal
K tloze se vztahuje studijni text z ilohy P-I-4.

SoutéZni dloha. Na vstupu je zadan fetézec obsahujici pouze znaky
A% b, ¢t a d‘. Napiste program pro zasobnikovy pocitac, ktery zjisti,
zda méa v tomto Fetézci kazdy ze znaku ,a‘ az ,d‘ stejny pocet vyskyti.
Pokud ano, program na vystup zapise jednicku, jinak nulu.

Zaméite se na pouziti co nejmensiho poétu zasobnikii, byt za cenu
vyssi casové slozitosti.

Priklad: Na vstupy ,abcddcba‘ a ,aaabbbcccddd’ je spravna odpo-
véd ,1¢.

Na vstup ,badbadc‘ je spravna odpovéd ,0° (znaky ,a‘, b‘ a ,d‘ se
vyskytuji dvakrat, ale znak ,c‘ pouze jednou).

P-1IlIl-4
Vylet do Svycarska
Program:  swiss.pas / swiss.c / swiss.cpp
Vstup: swiss.in
Vystup: swiss.out

Tibor je vasnivy cyklista. Kromé cykla v grafech ma vsak také rad
hory. Rozhodl se, Ze se o prazdninach vypravi s kamarady na kola do Svy-
carska. Chtéli by podniknout ¢tyfdenni vylet a spat budou vzdy v hotelu
v nékterém ze Svycarskych mést. Vlakem dojedou do jednoho z meést
a odtud vyrazi do strmych kopct a hlubokych udoli. Na internetu si
nasli seznam jednodennich tras mezi svycarskymi mésty, dokonce i s bo-
hatym hodnocenim od ostatnich cyklistti. Stejné jako mnoho dalsich véci
v Tiborové zivoté, i vylet musi tvofit cyklus. Po ¢tyfech dnech se tedy
musi vratit zase zpét do mésta, ze kterého vyrazili. Ted jen napldnovat
tu nejlepsi trasu. Tibor vSak zjistil, Ze to neni tak jednoduché a rad by,
abyste mu pomohli.

Soutézni tiloha. Svycarska mésta si pro jednoduchost ocislujeme &isly
od 1 do N a pocet tras nalezenych na internetu si ozna¢ime M. Kazda
trasa vzdy spojuje dvé rizna meésta a zadné dvé trasy nespojuji stejnou
dvojici mést. Navic ma kazda trasa ohodnoceni, coz je prirozené ¢islo
mensi nebo rovné 256. Vsechny trasy lze projet obéma sméry a ohodno-
ceni trasy je pro oba sméry stejné. Z kazdého mésta vede nejvyse 100 tras.
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Tibor pfirozené nechce jet zadnou z tras dvakrat. Vasim ukolem je najit
CtyTi na sebe navazujici trasy takové, ze prvni z nich zacind ve stejném
mésté, kde posledni konci, a tyto trasy maji nejvétsi soucet ohodnoceni.
Pokud existuje vice feSeni, muzete vybrat libovolné z nich.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru swiss.in obsahuje
prirozend ¢isla N a M, pocet mést 4 < N < 10000 a pocet tras 4 <
< M <1000 000.

Na néasledujicich M fadcich jsou popsany jednotlivé trasy. Na i-tém
fadku jsou prirozena ¢isla x;, y; a hj, kde 1 S x; S Nal <y <N jsou
¢isla mést, které spojuje i-ta trasa, a 1 < h; < 256 je ohodnoceni i-té
trasy. Zadné mésto se nevyskytuje ve vice nez 100 trasach.

Format vystupu: Na prvni fadek vystupniho souboru swiss.out vy-
piste nejvyssi soucet hodnoceni ¢tyf tras, které splinuji podminky zadéani.
Na druhy radek vypiste pét Cisel navstivenych mést v poradi, v jakém je
cyklisté projedou. Dle zadani tlohy musi byt prvni a posledni z téchto
Cisel stejna.

Pokud zadné takové ctyfi trasy neexistuji, vystup bude tvofen jednim
radkem se slovem ,NEEXISTUJE“.

Priklady:
Vstup: Vystup: Vstup: Vystup :
69 43 79 NEEXISTUJE
1210 26352 121
2511 231
3110 131
637 341
143 351
26 15 541
5310 561
455 671
469 271
P-llI-5
Zachranna akce
Program:  akce.pas / akce.c / akce.cpp
Vstup: akce.in
Vystup: akce.out
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Do lunérni stanice na Mésici narazil neznamy predmét a jedinou Sanci
na zachranu je vyslat teleportem robota s prosbou o pomoc do nékteré
z dalsich stanic na Mésici. Nejblizsi takovou stanici je stanice Alfa, kterd
je v8ak kromé jednoho skladisté zcela odstinéna proti teleportaci.

Mapa skladisté je obdélnikova miizka ¢tvercovych poli, kde je kazdé
pole bud celé zabrano prekazkou (a tedy je nepriichozi) nebo je pro robota
celé prichozi. Robot je maly primitivni model, kterého lze ovladat jen
tak, ze se mu zada posloupnost jednoduchych prikazti a on ji neustéle
opakuje. Ptikazy jsou ¢tyfi: pro otoceni robota vlevo a vpravo (o 90°)
a pro pohyb vpfed a vzad (na sousedni pole).

Robot se po teleportaci muze ocitnout na libovolném policku na mapé
skladisté, kde neni prekazka, a je natoCen smérem na sever. Pokud se
robot pokusi pohnout na misto s prekazkou, zlistane na misté (zarazil se
o ni) a pokracuje néasledujicim ptikazem ze své posloupnosti. Za opusténi
skladisté se povazuje prekroceni libovolného okraje mapy.

Soutézni loha. Vasim tkolem je napsat testovaci software, ktery na
zékladé prikazové sekvence pro robota a mapy skladu ve tvaru cétver-
cové sité spocita, z kolika policek lze sklad opustit provadénim zadané
posloupnosti pfikazt. Pfipomernime, ze po provedeni posledniho pfikazu
této posloupnosti robot za¢ne znovu provadét prikazy posloupnosti od
zacatku. Navic pro kazdé policko, ze kterého robot skladisté opusti, pro-
gram uréi pocet prikazi, které robot provede do opusténi skladisté (do
tohoto poctu se zapocitavaji i ty prikazy, které robot nemohl vykonat
kvili prekazce v cesté).

Formadt wvstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru akce.in je
délka L (1 < L < 500) sekvence piikazli pro robota; samotnd sekvence
prikazi pro robota je pak uvedena na druhém fadku. Druhy radek tedy
obsahuje posloupnost ¢itajici L nasledujicich znaku:

> L = otoceni robota o 90 stupni doleva,

> R = otoceni robota o 90 stupnu doprava,

> + = posun robota o jedno policko vpred vzhledem ke sméru jeho
natoceni,

> - = posun robota o jedno policko vzad vzhledem ke sméru jeho na-
toceni.

Na tretim Ffadku vstupu jsou pak ¢isla S a V', oddélena jednou meze-
rou. S (1 £ S £ 500) udava siirku mapy, tedy pocet poli¢ek od zapadu
k vychodu (vodorovné), a V (1 < V < 500) reprezentuje vysku mapy,
tj. pocet policek od severu k jihu (svisle).
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Na dalsich V fadcich néasleduje samotnd mapa. Kazdy radek obsahuje
S znaki tecka (.) nebo miiz (#), kde tecky predstavuji volna policka
a mfize prekazky. Prvni znak prvniho fadku mapy odpovida jejimu seve-
rozapadnimu rohu.

Format vystupu: Na prvni fadek vystupniho souboru akce.out vy-
piste pocet policek, ze kterych robot skladisté opusti. Kazdy z néasleduji-
cich V fadki pak obsahuje S ¢isel: j-té ¢islo na i-tém fadku udava pocet
robotem vykonanych prikazti do okamziku, kdy robot opusti skladisté.
Pokud z odpovidajiciho policka nelze skladisté opustit nebo se na ném
nachézi prekazka, je toto ¢islo rovno nule.

Priklad:
Vstup: Vystup:
8 9
+R++LL+R 11011
53 99040
. 170003
R 4

CL#

Pldan skladisté z prikladu:

[1;1]

[5; 3]

7 policka se Sedou znackou robot neunikne, pokud dostane posloup-
nost prikazu uvedenou v prikladu.
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Kategorie Z5

Texty tloh

Z5~-1-1

Ucitelka Kadrnozkova kupovala v pokladné zoologické zahrady vstu-
penky pro své zaky a pro sebe. Vstupenka pro dospélého byla drazsi
nez pro skolaka, avSak ne vice nez dvakrat. Ucitelka Kadrnozkova zapla-
tila celkem 994 K¢. Ucitel Hnizdo mél s sebou o tfi zaky vice nez jeho
kolegyné, a tak za své zaky a za sebe zaplatil 1120 K¢.

1. Kolik zakt mél s sebou ucitel Hnizdo?

2. Kolik stala vstupenka pro dospélého? (L. Simiinek)

Z5-1-2

Frantisek Nudilek se zabyval tim, Zze psal po sobé jdouci prirozena ¢is-
la. Zacal takto: 1234567891011. .. Po ¢ase ho to prestalo bavit, dokon¢il
praveé rozepsané cislo a kriticky se podival na sviij vytvor. Zjistil, Zze v po-
sloupnosti ¢islic, které napsal, se vyskytuje pét jednicek bezprostfedné za
sebou.

1. Kolik nejméné po sobé jdoucich prirozenych ¢isel musel Frantisek na-

psat?
2. Kolik nejméné ¢islic musel Frantisek napsat? (S. Bedndrova)

Z5-1-3

Nejvyssi znama sopka na Zemi je Mauna Kea na Havajskych ostrovech.
Jeji vyska od upati po vrchol je dokonce o 358 metru vétsi, nez je nadmort-
skéa vyska nejvyssi hory svéta, Mount Everestu. Nezveda se vsak z pev-
niny, ale ze dna Tichého oceanu, z 5 000metrové hloubky. Kdyby motska
hladina v této oblasti klesla o 397 metrii, byla by ponofend ¢ast Mauna
Key presné stejné vysoka jako ¢ast, kterd by vycénivala nad hladinu.

1. Jakou nadmotskou vysku mé vrchol sopky?
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2. Kolik méri Mauna Kea od upati po vrchol?
3. Jakou nadmorskou vysku ma Mount Everest?

(Udaje o nadmoiskych vyskach uvadéné v riiznych zdrojich se mohou
lisit, coz je zpuisobeno nepresnostmi méfeni, pohyby zemské kury, vrstvou
snéhové pokryvky apod. Pfi feseni tlohy proto vychéazej pouze z tdaji
v ni uvedenych.) (S. Bedndrovd)

Z5-1-4

Klasicka hraci kostka se prevracela naznacenym smérem po planu na
obr. 37. Na kazdém policku zustaly otisknuty tecky ze stény, kterou se
kostka planu dotykala. Pocet vSech tecek otisknutych na planu byl 23.

Obr. 37

Kolik tecek bylo otisknuto na vybarveném policku?

(Klasicka hraci kostka ma na sténéach tecky v po¢tu od 1 do 6 umisténé
tak, Ze na protilehlych sténach je vzdy dohromady 7 tecek. Plan je tvoren
¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.) (M. Dillingerovad)

Z5-1-5

Digitalni hodiny ukazuji hodiny a minuty, jako naptiklad 14:37.
Kolik minut denné sviti na téchto hodinach alespon jedna pétka?
(M. Volfova)

Z5-1-6

Dan si ze ¢tvercové sité vystfihl utvar jako na obr.38. Odstfihni dva
Ctverecky sité tak, aby se vysledny utvar nerozpadl a mél co nejvétsi
obvod. Najdi vSechna FeSeni. (M. Dillingerovd)
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2cm

Obr. 38
Z5-11-1
Mirek si ze Ctvercové sité s vepsanymi Cisly vystfihl utvar na obr. 39:
16
12 | 1 2
8 | 716
15 2cm
Obr. 39

Odstfihni dva ¢tverecky utvaru tak, aby se vysledny utvar nerozpadl,
aby po odstrihnuti obou ¢tvereck mél stejny obvod jako ptivodné a aby
soucet vepsanych c¢isel byl nejmensi mozny.

(M. Petrovd, M. Dillingerova)

Z5-11-2

Patnact na sobé polozenych stejnych listt papiru jsem najednou prelozil.
Ziskal jsem tak ,sesit“, jehoz stranky jsem ocisloval po radeé ¢isly 1 az 60.
Ktera dalsi tfi ¢isla jsou napsana na stejném listu papiru jako ¢islo 257

(L. Siminek)

Z5—-11-3

Frantisek Vsimalek vypisoval po sobé jdouci ¢isla vysledkt malé naso-
bilky t¥i, péti a deviti. Mezi jednotlivymi ¢isly nepsal mezery a postupoval

123



nasledovné: nejprve vypsal nasobky ¢isla t¥i, za poslednim z nich zacal
hned vypisovat nasobky péti a nakonec nasobky deviti. Vsiml si, ze v jeho
zapisu se objevuji soumérnd ¢isla. (Soumeérné ¢islo se ¢te zezadu stejné
jako zepfedu, napt. 272, 3553, 98089.) Frantisek vypsal viechna soumérna
c¢isla se tfemi a vice cislicemi a setfadil je podle velikosti od nejmensiho
po nejvétsi. Které ¢islo bylo v téhle posloupnosti na tfetim misté a které
bylo posledni? (L. Hozova)
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Kategorie Z6

Texty tdloh

Z6 -1-1

Na obr. 40 je ¢tvercova sit, jejiz ¢tverce maji stranu délky 1cm. V siti je
zakreslen obrazec vybarveny Sedé. Libor ma narysovat primku, ktera je
rovnobézna s pfimkou MO a rozdéluje Sedy obrazec na dvé ¢asti o stej-
ném obsahu. V jaké vzdélenosti od pfimky MO povede Libor tuto rov-
nobézku? (L. Simiinek)

Obr. 40 Obr. 41

26 -1-2

Do prazdnych poli na obr.41 vepis ¢isla 2, 4, 6, 8, 12, 14 a 21 tak, aby
tfi C¢isla zapsana na jedné tsecce davala vzdy stejny soucin. Napi§ sviij
postup. (L. Simiinek)

Z6 -1-3

B-banka vydéava bankomatové karty se ¢tyfmistnym PIN kédem, ktery
neobsahuje ¢islici 0. Pan Skleréza se bal, ze zapomene PIN kdd své karty,
proto si ho napsal pfimo na ni, av8ak fimskymi ¢islicemi IITVIIIXIV, aby
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to pripadny zlodéj nemél tak jednoduché. Sviij napad prozradil nejlep-
simu priteli, panu Odkoukalovi, ktery byl také klientem B-banky. Ten
zahy se svym PIN kédem udélal totéz a na kartu si napsal IVIIIVI. Ke
svému velkému prekvapeni vsak z fimského zapisu neumél sviij PIN kéd
urcit presne.

1. Jaky PIN kéd ma karta pana Sklerézy?

2. Jaky PIN kéd muze mit karta pana Odkoukala? (S. Bedndrovd)

26 -1-4

Nagcrtni vSechny mozné tvaroveé rizné ctyituhelniky, které maji vrcholy ve

vrcholech daného pravidelného Sestitithelniku.
Urdéi, jaké by byly jejich obsahy, kdyby Sestitthelnik mél obsah 156 cm?.
(M. Volfova)

Z6-1-5

Pani Kuderova byla na sedmidenni dovolené a Kéata ji po celou tuto dobu
vencila psa a krmila kraliky. Dostala za to velky dort a 700 K¢. Po dalsi
dovolené, tentokrat ¢étyfdenni, dostala Kata za vendeni a krmeni podle
stejnych pravidel stejny dort a 340 Kc.

Jakou cenu mél dort? (M. Volfova)

Z6 -1-6

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné prvo-
¢islo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou ¢isel na proti-
lehlych sténach byly vzdy stejné. Kostku jsme polozili
na prvni policko planu na obr. 42 nejmensim ¢islem do-

li. Potom jsme kostku prevraceli naznacenym smérem
po planu. Pti kazdém dotyku kostky s planem jsme na
odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho kostka Obr. 42
dotkla.

Kterym cislem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet
vSech napsanych ¢isel byl nejmensi mozny?

(Plan je tvoten ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)
(M. Dillingerovad)
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Z6-11-1

Kéfa chce obdarovat své kamaradky a premysli: kdybych kazdé koupila
sponku za 28 K¢, zbylo by mi jesté 29 K¢, ale kdyby to byl medvidek za
42 K¢, tak by mi 13 K¢ chybélo. Kolik ma Kata kamaradek a kolik penéz
na déarky? (M. Volfova)

Z6 - 11 -2

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné
prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou ¢isel
na protilehlych sténach byly vzdy stejné. Kostku
jsme polozili na prvni policko planu na obr.43
nejmensim ¢islem doli. Potom jsme kostku pte-
vraceli naznacenym smérem po planu. Pti kaz-
dém dotyku kostky s planem jsme na odpovida-
jici policko napsali ¢islo, kterym se ho kostka do-
tkla. Kterym ¢islem se kostka dotkla zabarveného
policka, jestlize soucet vSech napsanych ¢isel byl

Obr. 43

1. nejmensi mozny,
2. nejvétsi mozny?

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky,
obr.43.) (M. Dillingerovd, L. Hozovd)

Z6 -11-3

Tti zahradnici méli velkou tirodu mrkve, a tak zkusili mrkve odstavovat.
Pak §tavu nalili do 9 sklenic¢ek. VSechny byly plné, kazda vSak méla jiny

objem: 1dl, 2dl, 3dl, ..., 9dl. Chtéli se spravedlivé podélit tak, aby
kazdy dostal stejny pocet sklenicek i stejné §tavy. Najdi dva zpiisoby, jak
to mohli provést. (M. Volfovad)

127



Kategorie Z7

Texty tloh

Z7 -1-1

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné prvo-
¢islo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou ¢isel na proti-
lehlych sténach byly vzdy stejné. Kostku jsme polozili
na prvni poli¢ko planu na obr. 44 nejvétsim ¢islem do-
lid. Potom jsme kostku prevraceli nazna¢enym smérem
po planu. Pti kazdém dotyku kostky s planem jsme na
odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho kostka
dotkla.

Obr. 44

Kterym cislem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet

vsech napsanych ¢isel byl nejvétsi mozny?

Plan je tvotren ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.
J

Z7 -1-2

(M. Dillingerovd)

Na obr. 45 je ¢tvercova sit, jejiz ¢tverce maji stranu délky 1 cm. V siti je

Obr. 45

zakreslen obrazec vybarveny Sedé. Libor ma narysovat pfimku, ktera je
rovnobézna s primkou MO a rozdéluje Sedy obrazec na dvé ¢asti o stej-
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ném obsahu. V jaké vzdélenosti od pfimky MO povede Libor tuto rov-
nobézku? (L. Simiinek)

Z7-1-3

Turisté planovali dlouhou turu na tfi dny s tim, ze kazdy den ujdou
tretinu celé trasy. To dodrzeli jen prvni den. Druhy den usli pouze tfetinu
zbylé cesty a tfeti den, unaveni, jen ¢tvrtinu zbytku. Poslednich 24 km
do cile je dovezlo terénni auto.

Jak dlouhéd méla byt cela tura a kolik kilometra turisté usli prvni,
druhy a tfeti den? (M. Volfova)

Z7 -1-4

Pan Horéak je o 3 roky starsi nez jeho zena a jejich prvorozeny syn je
0 4 roky starsi nez jejich druhorozeny. VSichni ¢tyfi ¢lenové rodiny slavi
narozeniny ve stejny den, nyni maji dohromady 81 let. Pfed 5 lety bylo
¢leniim této rodiny dohromady 62 let. Urci dnesni stari rodict i obou
déti. (M. Volfova)

Z7 -1-5

Zuzka napsala pétimistné ¢islo. Kdyz pripsala jednicku na konec tohoto
¢isla, dostala ¢islo, které je trikrat vétsi nez cislo, které by ziskala, kdyby
napsala jednicku pred puvodni ¢islo. Které pétimistné ¢islo Zuzka na-
psala? (L. Hozova)

Z7 -1-6

Je déan obdélnik ABCD. Bodem A vedeme piimku, kterd protne tsecku
CD v bodé X tak, ze pro obsahy vzniklych atvara plati Saxp : Sapcx =
= 1: 2. Bodem X vedeme pfimku, kterd protne usecku AB v bodé Y
tak, ze plati Saxy : Syscx = 1: 2. Nakonec bodem Y vedeme pfimku,
ktera protne tsecku XC v bodé Z tak, ze plati Sxyz : Sypcz =1: 2.
Vypocitej pomér obsahtt Saxp : Saxzy- (M. Dillingerova)

Z7 -1 -1

Radovan ¢te zajimavou knizku. Véera precetl 15 stran, dnes dalSich
12 stran. S udivem si uvédomil, Ze soucet ¢isel stran, které precetl vée-
ra, je stejny jako soucet cisel stran, které precetl dnes. Kterou strankou
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zacne zit¥ejsi cetbu? (Radovan pii éetbé zadné stranky nepreskakuje ani
necte zadnou stranku podruhé. Denni ¢etbu nikdy neskon¢i rozectenou
strankou.) (M. Petrova)

Z7 -1 -2

Tajny agent se snazi rozlustit pristupovy kdéd. Zatim ziskal tyto infor-

mace:

a) je to CtyFmistné éislo,

b) neni délitelné sedmi,

c¢) Cislice na misté desitek je souctem Cislice na misté jednotek a cislice
na misté stovek,

d) ¢islo vytvorené z prvnich dvou éislic kédu (v tomto pofadi) je pat-
nactinasobkem posledni ¢islice kédu,

e) prvni a posledni éislice kédu (v tomto potadi) tvori prvoéislo.
Sta¢i mu tyto informace k rozlusténi kédu? Svij zavér zduvodni.

(M. Petrova)

Z7 -1 -3

Na obr. 46 je ¢tverec ABC'D o strané délky 10 cm a mensi ¢tverec EFGH,
jehoz vrcholy E, F, G, H lezi na thlopfickach AC, BD ¢tverce ABCD.
Plocha, kterd lezi uvnitf é¢tverce ABC'D a pritom vné ¢tverce FFGH,
je oznacena Sedé. Pfimka p, kterd je rovnobéina s AB ve vzdalenosti
6,5 cm a prochézi ¢tvercem EFGH, rozdéluje Sedou plochu na dveé casti.
Obsah jedné této ¢asti je o 13,8 cm? vétsi nez obsah druhé. Vypoditej
délku strany EF. (L. Siminek)

D C

Obr. 46
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Kategorie Z8

Texty tloh

Z8-1-1

Myslim si nezaporné ¢islo ve tvaru zlomku s celociselnym citatelem a jme-
novatelem 12. Kdyz je napisi ve tvaru desetinného ¢isla, bude mit pred
i za desetinnou carkou po jedné ¢islici, obé tyto cislice budou nenulové.
Cisel, kterd maji ob& uvedené vlastnosti, je vice. Pokud je vSak sefadim
od nejmensiho po nejvétsi, bude to ,moje* predposledni.

Jaké ¢islo si myslim? (S. Bedndrovd)

Z8 -1 -2

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné prvocislo mensi nez 20
tak, aby soucty dvou ¢isel na protilehlych sténach byly vzdy stejné.
Kostku jsme polozili na prvni policko planu na obr. 47. Potom jsme kostku

L]

Obr. 47

prevraceli naznacenym smeérem po planu. Pti kazdém dotyku kostky s pla-
nem jsme na odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho kostka do-
tkla.
Kterym svym ¢islem se kostka planu nedotkla, jestlize soucet vSech
napsanych cisel byl 867
(Plan je tvofen étverci, které jsou stejné velké jako stény kostky:.)
(M. Dillingerova)
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Z8-1-3

Grafik v redakci novin dostal dva obrazky, aby je umistil k ¢lanku. Prvni
original byl 13 cm Siroky a 9 cm vysoky, druhy méfil na sitku 14 cm a na
vysku 12 cm. Grafik se rozhodl umistit obrazky na stranku vedle sebe tak,
aby se dotykaly a aby oba mély stejnou vysku. Po vytisténi mély obrazky
dohromady zaujimat Sitku 18,8 cm. Obrazky tedy vhodné zmensil, aniz
by je jakkoli ofezaval.

Jaka bude vyska vytisténych obrazki? (L. Simiinek)

Z8 -1-4

Mame dany tii navzajem ruzné nenulové cislice. Na tabuli napiSeme
vSechna trojciferna ¢isla, ktera lze slozit z téchto ¢islic, pficemz pro kazdé
¢islo pouzijeme vSechny tii ¢islice. Soucet napsanych cisel je 1776.
Se kterymi tfemi ¢islicemi jsme pracovali? Urcete vSechna feseni.
(L. Siminek)

Z8 - 1-5

Na vézi radnice jsou hodiny, které maji blizko stfedu ciferniku dvirka
pouzivana pti udrzbé (obr. 48). Dvitka se vSak oteviraji ven, coZ je ne-
praktické — naptiklad presné v 12:09 zakryje velka rucicka dvirka, ktera
pak nejdou otevtit po dobu, jez kon¢i presné v 12:21.

Obr. 48

Kolik minut denné dvifka nelze oteviit?
(Nezapomerite, ze dvitka muze zakryt i mala rucicka; celd dvirka lezi
v kruhu, ktery tato rucicka opisuje.) (L. Simiinek)
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Z8 - 1-6

V kvidru ABCDEFGH je umisténo téleso PQRSTUV X, jehoZ vrcholy
jsou stfedy hran kvadru (obr. 49).

H G
S X
N\
E 1 N\ F
ST v
P ! yi
\\ I’//E ___________ W c
) 4 —— S -
7Q U
A B
Obr. 49

Vypoctéte objem a povrch télesa, je-li: |[AB| = 8cm, |BC| = 6cm,
|BF| = 4cm. (M. Krejéovd)

Z8 -11-1

U lesa, ktery mél tvar rovnoramenného trojihelniku, se u jednoho z jeho
vrcholi utaborili Ivo s Petrem. Uprostied protilehlé strany byla studanka.
Chlapci se rozhodli, Zze k ni neptijdou lesem, ale po jeho obvodu. Kazdy
vysel jinym smérem, ale oba rychlosti 4km/h. Ivo dorazil ke studance
za 15 minut, Petr za 12. Jak dlouhé byly strany ,lesniho® trojuhelniku?

(Délky stran zaokrouhlete na celé metry.) (M. Volfovd)
Z8 - 11 -2

Eva psala po sobé jdouci pfirozend ¢isla: 1234567891011. .. Jakou déislici

napsala na 2009. misté? (M. Volfova)
Z8 -11-3

TTi dand prirozena ¢isla jsou sefazena podle velikosti. Urcete je na zakladé
nasledujicich informaci:

> aritmeticky primér danych tii Cisel je roven prostfednimu z nich,

> rozdil nékterych dvou danych ¢isel je 321,

> soucet nékterych dvou danych ¢isel je 777. (L. Siminek)
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Kategorie Z9

Texty tloh

Z29-1-1

Do tii prazdnych poli na obr. 50 patii takova prirozena ¢isla, aby soucin
tii Cisel na kazdé strané trojuhelniku byl stejny. Jaké nejmensi a jaké

w7 ows

nejvétsi ¢islo maze byt za této podminky vepsano do Sedé vybarveného
pole? (L. Siminek)

Z29-1-2

Alena, Béra, Cenék a David si spoleéné koupili tandem — jizdni kolo
pro dva. Na projizdku vyrazeji vidy ve dvojici. Kazdy jel s kazdym uz
alespon jednou a nikdo jiny se na tandemu jesté nevezl. Alena byla na
projizdce jedenactkrat, Bara dvacetkrat, Cenék jen ¢tyfikrat.

Urcete, kolikrat minimalné a kolikrat maximalné mohl byt na pro-
jizdce David. (L. Siminek)

Z29-1-3

Ve étvercové siti, jejiz ¢tverce maji stranu délky 10 cm (obr.51), je na-
rysovana kruznice se stfedem S ve vyznaceném mfizovém bodé€ a polo-
mérem 20 cm. Body A, B, C' a D jsou prisec¢iky kruZnice se sitovymi
pfimkami. Uréete obsah vybarvené plochy ABCD. (L. Simiinek)
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Z29-1-4

Dominik si vyrobil ,prvociselné domino“ — kazda kostka odpovidala
jednomu dvojmistnému prvocislu tak, ze na kazdé poloviné kostky byla
jedna éislice tohoto prvoéisla. Zadné dvojmistné prvoéislo v dominu ne-
chybélo a zadné prvocislo nebylo na dvou kostkach.

Dominik se rozhodl, ze vSechny kostky usporada do kruznice tak, aby
kostky lezici vedle sebe sousedily stejnou ¢islici (obr.52). Jeho kamarad
Borek mu fekl, Ze to nelze provést. Mél Borek pravdu? (M. Petrovd)

Obr. 51 Obr. 52

Z9-1-5

Na stole s kruhovou deskou o pruméru 0,6 m je ,nakfivo“ poloZzen ¢tver-
covy ubrus se stranou 1 m (obr. 53). Jeden cip ubrusu pfe¢niva ptes hranu
desky stolu 0,5 m, sousedni cip 0,3 m. Urcete délku presahu zbylych dvou
cipti. (S. Bedndrouvd)

0,5m

Obr. 53
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Z9-1-6

Ctyfi tatinkové chtéli détem sponzorovat lyzaisky zajezd.
Prvni slibil: ;Dam 11500 K¢,
druhy slibil: ,Dam tfetinu toho, co vy ostatni dohromady,*
treti slibil: ,Ja dam ctvrtinu toho, co vy ostatni dohromady,“
¢tvrty slibil: ,A ji ddm pétinu toho, co vy ostatni dohromady.“
Kolik korun slibil druhy, tfeti a étvrty tatinek? (M. Volfova)

Z29-11-1

Do prazdnych ¢tverci na obr. 54 patii takova pfirozend cisla, aby soucet
tfi cisel na kazdé strané trojuhelniku byl stejny. Kolik riznych trojic
prirozenych ¢isel 1ze do obrazku doplnit? (L. Simiinek)

Z9 -11-2

Noc¢ni hlida¢ si psal pro ukraceni ¢asu posloupnost c¢isel. Zacal jistym

prirozenym ¢islem. Kazdy dalsi ¢len posloupnosti vytvoril tak, ze k pred-

chozimu ¢lenu pficetl uréité ¢islo: k prvnimu ¢lenu pricetl 1, k druhému 3,

ke tfetimu 5, ke ¢tvrtému 1, k patému 3, k Sestému 5, k sedmému 1 a tak

dale. Vime, ze se v jeho posloupnosti nachazeji ¢isla 40 a 874.

1. Které ¢islo nasleduje v posloupnosti tésné po cisle 40 a které tésné po
Cisle 8747

2. V posloupnosti najdeme dva tésné po sobé jdouci ¢leny, jejichz soucet
je 491. Ktera dvé ¢isla to jsou? (L. Siminek)
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Z9-11-3

V Kocourkové planovali postavit pfes feku ozdobny most, jehoz oblouk
mé byt ¢asti kruznice. Profil oblouku vymezuje spolu s vozovkou kru-
hovou tse¢ (obr. 55). V puvodnim navrhu byla ale vyska oblouku mostu
prilis velka. Postavili tedy most, jehoz vyska oblouku byla trikrat mensi,
tim se vSak polomeér prislusné kruznice dvakrat zvétsil. V jakém pomeéru
byla vyska oblouku mostu a polomér pfislusné kruznice u navrhu a v ja-
kém u postaveného mostu? (M. Petrova)

v
(/ )
Obr. 55

Z9-11-4

Na nasi zamySovanou chalupu jsme privezli mysilovce kocoura Vildu.
V pondéli chytil % vsech mysi, v utery % zbylych, ve stiedu % téch, co
zbyly po uternim lovu, a ve ¢tvrtek uz jen % zbytku. V patek se zbylé
mysi radéji odstéhovaly. Kolik bylo mysi na chalupé puvodné, jestlize
se v patek odstéhovalo o dvé mysi vice, nez jich Vilda chytil v utery?
Nezapomenite ovérit, zda byl kazdy den uloven celociselny pocet mysi.

(M. Volfova, M. Dillingerova)

Z9 -1l -1

Jirka, Vit a Ota na soutézi ziskali vSechny tfi medaile. Nechtéli se chlubit,
proto takto Zertovali:

Jiri: ,Ota ziskal zlatou!“

Vit: ,Ale ne, Ota ziskal st¥ibrnou!“

Ota: ,Nedostal jsem ani zlatou ani stf¥ibrnou!“

Télocvikar prozradil, Ze nositel zlaté medaile mluvil pravdu a nositel
bronzové lhal. Kdo ziskal jakou medaili? (M. Volfovad)
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Z9 - 11l -2

Ve ctvercové siti, jejiz ¢tverce maji stranu délky a, jsou narysovany dvé
kruznice (obr.56). Obé maji stied v bodé S a kazda prochézi ¢tyimi
m¥izovymi body. Sedé vybarveny obrazec je vymezen ¢astmi téchto kruz-
nic a jednou sitovou pfimkou. Vyjadiete obsah sedého obrazce pomoci

délky a. (L. Simdinek)
-
.
|
.
. . ;@35
.
a
Obr. 56
Z9-111-3

Adam s Evou hrali sachy.

Adam vyhral a utésoval Evu: ,To vi§, ja hraji Sachy dlouho, dvakrat
déle nez ty!“

Eva se zlobila: ,Ale minule jsi fikal, Ze je hrajes t¥ikrat déle!*

Adam se divil: ,,To ze jsem fikal? A kdy to bylo?“

,, Predloni!“

»No tak to ano, mluvil jsem pravdu — a dnes také.“

Jak dlouho hraje Adam Sachy? (M. Volfova)
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Pfipravna soustredéni pred 50. MMO

V priubéhu 58. ro¢niku se konalo vybérové soustfedéni pro pfipravu na
mezinarodni matematickou olympiadu bezprostiedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 20. do 24. dubna 2009 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustfedéni bylo pozvano 9 nejlepsich
fesitelil III. kola kategorie A. Soustfedéni bylo zaméfeno na pripravu
reprezentanti a ke konecné nominaci Sesticlenného druzstva.
Uspésnost jednotlivych studentii ukazuje nasledujici tabulka:

Josef Tkadlec
Samuel Riha
David Klaska
Jan Matéjka
Toméas Zeman
Josef Ondrej
Jan Vanhara
Hana Sormova
Miroslav Olsak

8/8 G J. Keplera, Praha 6 105
4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 81
3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 14 78
8/8 G Ceské Budé&jovice, Jirovcova 78
6/8 G J. Keplera, Praha 6 72
7/8 G Roznov pod Radhostém 68
8/8 G L. Jarose, Holesov 62
4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 61
7/8 G Praha 5, Budanka 49

Vzhledem k uvedenym vysledktim bylo do reprezentac¢niho druzstva
Ceské republiky pro 50. MMO v Brémach vybrano prvnich Sest studentt

bez Toméase Zemana, ktery odmitl ucast na dalsi pripravé v Uherském
Hradisti a na stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska z divodu studia
v zahranici, takze byl jmenovan nahradnikem.

Jednotlivé seminare vedli a tlohy pripravili:
dr. Karel Hordk (20.4.),

dr. Jaroslav Zhouf (21.4.),

Mgr. Martin Pandk (22.4.),

dr. Jaroslav Svréek (23.4.)

a doc. Jaromir Simsa (24.4.).
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Ulohy zadané na piipravném soustiedéni

1. Uvazujme krychli 1 x 1 x 1 a ozna¢me O a A dva jeji vrcholy takové,
ze OA tvori sténovou thlopricku. Zjistéte, co je vétsi: pocet cest délky
1386 zacinajicich i koncicich ve vrcholu O, nebo pocet cest délky 1386
zacinajicich ve vrcholu O a konéicich ve vrcholu A? (Cesta délky n na
uvazované krychli je posloupnost n + 1 jejich vrcholi, z nichz kazdé dva
po sobé jdouci maji vzdalenost 1.)

2. Jsou dany dvé kruznice k1, k2, jez maji vnéjsi dotyk v bodé P. Z libo-
volného bodu A kruznice k; sestrojme obé tecny ke kruznici ko a ozna¢me
M, M’ prislusné body dotyku. Jestlize dalsi prisecik piimky AM, resp.
AM' s kruznici k1 ozna¢ime N, resp. N’, plati

|PN|-|M'N'| = |PN'| - IMN|.

Dokazte.

3. V pravouhlém trojihelniku ABC oznacéme M stied prepony BC. Na
poloptimce AC zvolme bod D tak, ze |AD| = |AM]|. Druhy priisecik
kruznic opsanych trojuhelnikim AMC a BDC ozna¢me P. Dokazte, ze
bod P lezi na ose uhlu ACB.

4. Je dana koneéna mnozina P prvocisel. Dokazte, ze existuje ¢islo x, jez
se da pro zvolené prvocislo p vyjadrit jako soucet x = a? 4+ bP s vhodnymi
prirozenymi ¢isly a, b, pravé kdyz p € P.

5. Na kruznici stoji 2009 déti a kazdé ma jeden micek. Kazdou minutu
kazdé dité hodi micek, pokud néjaky ma, nékterému ze dvou nejblizsich
sousedu. Pokud se u nékterého ditéte sejdou dva micky, jeden z nich
odlozi. Za jakou nejmensi dobu muze v kruhu zustat jen jeden micek?

6. Je dan trojuhelnik ABC. Na strané AC je libovolné zvolen bod P
a na polopfimkach AB, CB jsou sestrojeny po radé body N, M tak,
aby velikosti thla APN, CPM a ABC byly stejné. Ozna¢me @ prusecik
polopfimek AM a CN. Dokazte, ze vsechny piimky PQ prochazeji tymz
bodem.

7. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna z,y € R je
splnéna rovnost

y(x +y)f(z)sine + z(x + y) f(y) siny = zyf(—z — y) sin (z + y).
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8. Mnohoclen P(z) = 2" + a1z" ' + a2z % + ... + an_17 + a, stupné

n > 1 mé n riznych realnych kofent z1,zs,...,z,. Mnohoclen Q(x) =
=nz" 1 +a;(n—1)2"" 2 +az(n—2)2"3+...+ an_1 stupné n — 1 ma
realné koteny y1,y2,. .., Yn—1. Dokazte nerovnost

o+ xi+... +22 - v4+yi+.. +yi,
n n—1 ’

9. Rekneme, ze dvé kladna celd ¢isla a, b jsou vzdéalena o jeden krok,
jestlize ab + 1 je étvercem pfirozeného ¢isla. Rekneme, 7e dvé pfirozena
¢isla jsou vzdalena o n kroki, jestlize existuje posloupnost kladnych ce-
lych ¢isel a = cg, c1, ..., ¢, = b takova, ze kazdé dva jeji sousedni ¢leny
jsou vzdaleny o jeden krok a pfritom neexistuje takova posloupnost kratsi
délky nez n.
a) Ukazte, ze libovolna dvé kladna celd ¢isla jsou vzdalena o koneény
pocet krokii.
b) Urcete, o kolik kroki jsou vzdalena kladnéd cela ¢isla m a m + 1
(v zéavislosti na m)

10. Najdéte vsechny funkce f: RT — R* takové, Ze

@+ ) f(f(@)y) =2°F(f(z) + f(y)).

11. Necht a, ¢ jsou celd kladna ¢isla a b celé. Dokazte, ze existuje kladné
celé x tak, ze
a®+ 2 =0b (mod ¢).

12. Necht o je polomér kruznice vepsané trojihelniku ABC a o4, o,
0c jsou poloméry kruznic vné pfipsanych jeho stranam. Urcete obsah
trojuhelniku ABC, jestlize o4, 0b @ 0. jsou prirozena ¢isla a o = 1.

13. Nechf ay,as,...,a2,11 jsou celd éisla s vlastnosti: Kazdych 2n &isel
z nich je mozno rozdélit do dvou skupin o n ¢islech tak, Ze soucet ¢isel
v obou skupinach je stejny. Dokazte, ze a1 = as = ... = aspy1-

14. Je dan tétivovy ¢tyfuhelnik ABCD. Necht S je priisecik jeho tihlo-
pricek. Paty kolmic z bodu S k pfimkam AB a C'D ozna¢me po fadé F
a F'. Dokazte, ze osa usecky EF' prochézi stfedy stran BC' a AD.

15. Uvazujme libovolnou n-prvkovou mnozinu B bodi v roviné a oznac-
me S mnozinu stiedu vSech tsecek s krajnimi body v B. V zavislosti na
¢isle n urcete nejmensi mozny pocet prvki mnoziny S.
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16. Reélna cisla a, b maji tuto vlastnost: rovnice
r2—az+b-1=0

ma v oboru R dva riizné koteny, jejichz rozdil je kladnym kofenem rovnice

2 —az+b+1=0.
Najdéte nejmensi mozné a.
17. Urcete nejvétsi mozny pocet ruznych cisel, které lze vybrat z mno-
ziny {1,2,3,...,1000} tak, aby soucet zadnych tf{ vybranych éisel nebyl
nasobkem deviti.
18. Na stranach daného trojuhelniku ABC jsou vybrany body K, L a M
tak, ze AK = %AB, BL = %BC aCM= %CA. Urcete, jakou ¢ast obsahu
trojuhelniku ABC' tvori obsah trojuhelniku vymezeného useckami AL,
BM a CK.
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Mezinarodni stfetnuti cesko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz devaté mezina-
rodni st¥etnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zeme reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 50. MMO v Brémach.

Soutéz se uskutec¢nila 21.-24. ¢ervna 2009 na fakulté PEDAS Zilin-
ské univerzity. VSechna tfi reprezentacni druzstva pricestovala na misto
konani jiz v nedéli vecer 20. 6. 2009. Organizace a pribéh soutéze zustal
zachovan z predeslych ro¢niki — je ptizpusoben stylu III. kola nasi MO
a podminkam na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé
trojice soutéznich tuloh, pfitom za kazdou z tloh mohli ziskat nejvyse
7 bodt, tj. celkové (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici
uloh méli soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi| Jméno Zemé | body |Soucet
1. | Jakub O¢wieja POL 777777 | 42
2. | Tomasz Kociumaka |POL |770777 35
3. | Damian Orlef POL |707774 32
4.-6. | Tomasz Pawlowski [POL |707770 28
Josef Tkadlec CZE 607771 28
Jakub Witaszek POL |770770 28
7.-8. | Martin Bachraty SVK |701770 22
David Klaska CZE |170770 22
9.-12. | Mikoti Fraczyk POL (401754 21
Michal Hagara SVK [700770 21
Jan Matéjka CZE |[700770 21
Filip Sladek SVK 601770 21
13. | Samuel Riha CZE |600770 20
14. | Ladislav Baco SVK |701730 18
15. | Eduard Eiben SVK [401750 17
16.-17. | Jakub Uhrik SVK [401070 12
Jan Varnhara CZE (200460 12
18. | Josef Ondrej CZE |701300 11
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Néavrh vsech Sesti uloh (a jejich vzorova feSeni) pfipravili kolegové
ze Slovenské republiky (s vyuzitim jedné polské tlohy), feseni tiloh koor-
dinovala mezinarodni porota, kterou tvorili RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
a Mgr. Martin Panak, PhD., z Ceské republiky, dr. Malgorzata Bednar-
ska a Barttomiej Bzdega z Polska, Mgr. Peter Novotny, PhD., a doc.
RNDr. Pavel Novotny, CSc., ze Slovenska. Organizacné soutéz zabezpe-
¢il doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.

Nejvic se uz tradicné dafilo polskému druzstvu, ac¢ tento rok neobsa-
dilo (na rozdil od poslednich dvou) prvnich Sest pficek — v prvni Sestici
mélo pét studentt. Nase druzstvo tak soutézilo predevsim se slovenskym,
coz byl opét souboj velmi vyrovnany.

Texty soutéZnich tloh

1. Ozna¢me R* mnozinu vsech kladnych realnych ¢isel. Najdéte viechny
funkce f: RT — R*, které pro libovolna z,y € R spliiuji podminku

(1+yf(x)(1-yf(z+y)) =1
(Frantisek Kardos)

2. Pro dana kladna celd ¢isla a, k je posloupnost (a,)52; definovéna
vztahy

a1 =a a Gpy1 = ap +k-o(a,) pron=1,2,...,

kde o(m) znadi souéin vsech &islic zépisu ¢isla m v desitkové soustavé
(naptiklad p(413) = 12, 0(308) = 0 apod.). Dokazte, ze existuji takova
kladné celd ¢isla a, k, Ze posloupnost (a,)52; obsahuje pravé 2009 ruz-
nych ¢isel. (Peter Novotny)

3. Necht k je kruznice prfipsanéd strané BC daného trojuhelniku ABC.
Zvolme piimku p rovnobéznou se stranou BC, ktera protina usecky
AB, AC po fadé v bodech D, E. Kruznici vepsanou trojihelniku ADE
oznac¢me [. Teény ke kruznici k z bodi D a E, které neprochazeji bo-
dem A, se protinaji v bodé P. Teény ke kruznici [ z bodu B a C, které
neprochazeji bodem A, se protinaji v bodé Q. Dokazte, ze pfimka PQ
prochazi pevnym bodem nezavislym na volbé ptimky p. (Tomas Jurik)
4. Je dana kruznice k a jeji tétiva AB, ktera neni jejim pramérem. Uvnitt
delsiho oblouku AB kruznice k zvolme libovolné bod C. Oznac¢me K
bod soumérné sdruzeny s bodem A podle primky BC a L bod soumérné
sdruzeny s bodem B podle ptimky AC. Dokazte, ze vzdalenost stfedi
usecek KL a AB nezavisi na poloze bodu C. (Tomds Jurik)
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5. Je dana n-tice celych cisel ay, ..., a, spliujici nasledujici podminky:
(1) 1§a1<a2<...<an§50,
(ii) pro kazdou n-tici kladnych celych éisel by, ..., b, existuje kladné

celé c¢islo m a takova n-tice kladnych celych ¢isel ¢1, ..., c,, Ze
m-b;=c" proi=1,...,n.
Dokazte, ze n < 16 a uréete pocet vSech rtiznych n-tic ay,...,a, spliu-
jicich dané podminky pro n = 16. (Peter Novotny)

6. Necht n = 16 je pfirozené ¢islo. Uvazujme mnozinu

G={(z,y): z,y€ {1,2,...,n}}

tvofenou n? body roviny. Je-li A libovolna podmnozina mnoziny G ob-
sahujici asponi 4n+/n prvki, dokazte, ze existuje aspoti n? konvexnich
¢tyttuhelniki, které maji vrcholy v A, a pfitom vSechny jejich thlopticky
prochéazeji jednim bodem. (Polsko)
Reseni tiloh
1. Postupnymi tpravami zadané podminky dostavame
1+yf(z) —yflz+y) -y f@)fz +y) = 1,
yf(@) —yf(z+y) = y*f(@)f(z +y).

Posledni rovnost miZzeme vydélit hodnotou y # 0. Po dalsich apravach
(vSechny vyrazy, kterymi budeme délit, jsou evidentné nenulové) tak pro
libovolna x,y € R* dostaneme

f@) = flx+y) =yf(x)f(z+y),

f(@)
flz+y)= m,

R S O
faty) VT f@)y

a tedy i
1 1
fly+z) 7 fly)
Odtud
+ ! =T+ !
e f@)
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pro vsechna kladna z, y. Dosazenim y = 1 dostaneme

f(lz):x—i—f(ll)—l:x—f-c, tedy f(w):x-li—c’

kde ¢ je konstanta. Protoze f(z) > 0 pro kazdé = > 0, musi byt z+¢ > 0
pro kazdé x > 0, tedy ¢ = 0.

Snadno ovéfime, ze kazda funkce f(z) = 1/(z + ¢), kde ¢ 2 0, vyho-
vuje:

(1+ Y )(1_ Y )_:c+c+y.:c+y+c—y
T +c r+y+c T +c rT+y—+c

Jiné FeSeni. Dosadme do zadané podminky z = 1. P¥i oznadeni a =
= f(1) > 0 tpravami postupné dostavame

(I4+ay)(1-yfly+1)) =1,
ay —yf(y+1)(1 +ay) =0,
fy+1) =1

Jestlize nyni do dané podminky dosadime y = 1 a f(z+1) = a/(1+ ax),
vyjde

Q+f@) (- =) =1,

- 1+ ax
l+ax—a a
@) l+az  1l4az’
a 1 1
fla) = - -

l+axr—a x+1/a—1 z+c

Podobné jako v prvnim feSeni musi byt ¢ 2 0 a snadno ovérime, ze kazda
takova funkce vyhovuje.

Pozndmka. ReSeni se d4 zapsat i ve tvaru

a

f(m):m7

kde a = f(1) € (0,1) je redlny parametr.

146



2. Posloupnost (a,,)%; je evidentné rostouci az po prvni ¢len, v jehoz
zapise se vyskytne ¢islice 0, a pocinaje timto ¢lenem je uz konstantni.
Nasim cilem je tedy najit hodnoty a, k, pro néz se ¢islice 0 poprvé vy-
skytne v ¢lenu aggoe. Ulohu vyfesime obecné — uvedeme piiklad hodnot
a, k, pro néz se cislice 0 poprvé vyskytne v ¢lenu a,,, pricemz m > 4 je
dané celé cislo.

Vezméme
102m—5 -1
o= ———=11...1, k=10m"34+4=100...04.
9 S—— N e’
2m—>5 jednicek m—4 nul

Postupné mame

g=a=11...1,
—
Q(a1):1, 2m—>5
ay=a1+k=a;+100...04=11...1211...15,
Q(a2):10, m—4 m—3 m—4
as3 =as + 10k =as+100...040 =11...12211...155,
Q(a3):100, m—4 m—4 m—>5

a; =a;—1+10%k=11...122...211...155...5,
] N e N e e N e
o(a;) =101, m—i-1 i-1 m—i—-2 -1

Um—2 = Gm_3 + 10" 4k =122...255...5,
o(am—2) = 10m_3, m-3 m-3

A1 = Am—2 + 10" 3k = ay_o +100...0400...0 =

=22...2655...5, m—4 m—3
N—— N —
m—3 m—3

o(am_1) =6-10m3,
Am = Am—1 4+ 6-10™ 3k = a;_1 +600...02400...0 =

=822...25055...5, m—>5 m—3
m—>5 m—3
o(am) =0.

Zdver. Posloupnost obsahuje pravé 2009 riznych éisel napiiklad pro
a = (104013 — 1), k = 102006 4 4,
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Jiné FeSeni. Zvolme

1
Y 6
2007 2007 2007
Potom
ap =611...1,
\__V__/
2007
o(a1) =6, ko(a;) =200...04,
2007

ag =2611...15,
——
2006
Q(GQ) = 607

az =22611...155,
——
2005
o(az) = 600,

ag = 222611 ...1555,
—
2004
o(as) = 6000,

ai+1 = 22...2611...155.

ko(az) =200...040,

2007

ko(as) =200...0400,

2007

ko(as) =200...04000,

2007

..5,
——

i 2007
o(aiy1) =60...0,

i

ag007 = 22...26155...5,

2006 2006
Q(a2007) = 6 0 sue 0,
2006

o008 = 22...2655...5,

2007 2007
Q(azoog) =60.. .0,
2007

a2009 = 22230555,
2007 2007
o0(az000) = 0,

kg(a2007) = 20004000,
2007 2006

ko(asoes) = 200...0400...0,
2007 2007

ko(az009) =0

a dale samoziejmeé as009 = G2010 = G2011 = - - -
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Pozndmka. Na vyteseni tlohy staci najit takové hodnoty a, k, aby po-
sloupnost obsahovala aspori 2009 riznych ¢isel a zaroven neobsahovala
nekoneéné mnoho ruznych ¢isel. Jestlize totiz uvedena posloupnost obsa-
huje pravé m ruznych ¢isel, pricemz m > 2 009, tak posloupnost s prvnim
¢lenem a,,, 2008 bude obsahovat praveé pozadovanych 2 009 riznych ¢isel.

3. Necht T} je bod, v némz se kruznice k dotyké strany BC a T} je bod,
v némz se kruznice [ dotyka strany DE. Ukazeme, ze hledanym pevnym
bodem je bod T}.

Nejdrive dokazeme, ze body Tk, T; a P jsou kolinearni. Oznacme
body dotyku kruznice k s primkami EP, DP postupné U, V, pruseciky
strany BC' s témito pfimkami postupné M, N a body dotyku kruznice k
s poloprimkami AB, AC postupné Ty, T5.

Protoze BC' || DE, jsou trojihelniky DEP a NM P podobné a stej-
nolehlost H se stfedem P a (zdpornym) koeficientem opa¢nym k ¢islu
q = |MN|/|ED| zobrazi usecku DE na usecku NM. Na kolinearnost
bodu T}, T;, P staci dokazat rovnost

INT|  |DTY|’
je-li totiz splnéna, zobrazi se ve stejnolehlosti H bod 7; do bodu T.

Obr. 57

Oznacme a, b, ¢ délky stran trojihelniku DEP tak jako na obr. 57.
Daéle necht |AD| = e, |AE| = d. Pfipometime znamé vztahy pro délku
useku mezi vrcholem trojuhelniku a dotykovym bodem vepsané, resp.
pripsané kruznice: V trojuhelniku XY Z je vzdalenost vrcholu X od do-
tykového bodu vepsané, resp. pfipsané kruznice (leziciho na strané XY)
rovna 1 (|XY|+|XZ| - |YZ|), resp. 2(| XY |+ |[YZ| — |X Z]).
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Kruznice k je pripsanou kruznici ke strané N M trojuhelniku NM P.
Proto

| MTy| _ %(|MN|+|NP|_ |M P|) - qa + qc — gb B a+c—>b @)

INT.| ~ 1(IMN|+|MP|—|NP|) qa+gb—qgc a+b—c

Kruznice [ je kruznici vepsanou trojihelniku DEA. Proto

[ETi| _ 3(DE|+|AE|~|AD) a+d—e

= . 3
|DTi|  i(|DE|+ |AD|-|AE|) a+e—d )

Jestlize z néjakého bodu vedeme ke kruznici dvé tecny, vzdalenost obou
dotykovych bodi od daného bodu je stejna. Opakovanym pouzitim to-
hoto faktu dostavame

e+c+|PU|l=e+c+|PV|=e+|DTy| = |AT1| = |AT,| =
=d+ |ETy| =d+b+|PU|,

tedy e+ ¢ = d+b. Proto ¢ — b = d — e a dosazenim do (2), (3) okamzité
dostavame

IMTy| a+(c—b) a+(d—e) |ET]
INT.| a—(c—b) a—(d—e) |DT|’

coz je pozadovand rovnost (1). Bod P tedy lezi na pfimce 7;T}.

Podobné dokazeme, ze i body Tk, T; a @ jsou kolinedrni. Oznac¢me
body dotyku kruznice [ s pfimkami CQ, BQ postupné U’, V', priseéiky
strany DFE s témito pfimkami postupné M’ N’ a body dotyku kruznice [
se stranami AD, AE postupné T7, T5. Dale necht a’, V', ¢’ jsou délky stran
trojahelniku BCQ, |AB| = €', |AC| = d’ (obr. 58).
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Analogickymi Gvahami jako v prvni ¢dsti dostavame (tentokrat jsou
obé kruznice pfipsané)

IM'TY| o+ =V CT| o +¢ —d

IN'T)| o' +¥ —c’ |BTx| o +d —e'

Porovnavanim délek (obr.58) mame
¢ ¢~ |QU'| =€ ~ ¢ ~ IQV'| = ¢ ~ | BI{| = |AT}| = |AT}| =
=d —|CT3| =d -V - |QU’,
tedy ¢ — b = ¢’ — d’' a nasledné

(M'Ti| _ |CTy|
IN'Ti|  |BTk|

Ze stejnolehlosti trojuhelniki BCQ a N’'M’(Q nakonec dostavame, ze
bod @ lezi na ptimce T;Tk.

Piimka PQ (zfejmé P # Q) je tedy totozna s piimkou T; T}, a prochézi
bodem T}, ktery na poloze primky p nezavisi.
4. V trojuhelniku ABC oznacme S stied strany AB a P, () paty vysek
z vrcholi A, B. Stted tsecky K L ozna¢me M. Body P, () jsou samoziejmeé
stiedy tsec¢ek AK, BL (obr.59). Proto QS je stfedni pri¢kou trojihelniku
LAB a M P stfedni ptickou trojihelniku LAK. Odtud

QS| = 3|LA|=|MP| a QS| LA| MP,

tedy SPMQ@ je rovnobéznik (to zfejmé plati i v ptipadé, jestlize néktery
z trojuhelniki LAB, LAK je ,degenerovany“).
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Body P, Q lezi na Thaletové kruznici nad prumérem AB, proto
|SP| = |SQ| = 3|AB|. Rovnobéinik SPMQ je tedy kosoétverec a délka
jeho strany nezavisi na poloze bodu C. Abychom dokéazali, ze ani délka
jeho thlopticky S M nezavisi na poloze bodu C, stac¢i dokazat, ze velikost
uhlu, ktery sviraji jeho strany SP, SQ, je pro libovolnou polohu bodu C'
na kruznici k stejna (vSechny mozné kosoétverce SPMQ, a tedy i jejich
uhlopricky SM jsou pak navzdjem shodné).

Obr. 60 Obr. 61

Jestlize je thel a trojuhelniku ABC ostry, lezi bod @ uvnitf stra-
ny AC (ahel v je podle zadani ostry vzdy) a tthel PSQ je stfedovym
uhlem k obvodovému thlu PAQ nad tétivou PQ Thaletovy kruznice
nad primérem AB (obr. 60). Je tedy

|xPSQ| = 2|xPAQ| = 2(90° — 7) = 180° — 2.

Stejné vyjadreni dostaneme i v pripadé, ze uhel o neni ostry; tehdy
je totiz ostry thel § a muzeme namisto uhlu PAQ pouzit obvodovy
uhel PBQ (obr.61):

|xPSQ| = 2|xPBQ| = 2(90° — v) = 180° — 2.

Protoze pfi pohybu bodu C' po kruznici k se velikost thlu + neméni
(je to obvodovy thel nad pevnou tétivou AB), neméni se ani velikost
thlu PSQ, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feSeni. Oznacme «, (3, v velikosti vnitfnich thla trojihelniku
ABC. Budeme predpokladat, ze tihel « je ostry; ptipad, kdy a neni ostry,
je analogicky (tehdy je ostry thel ). Necht S, M, U, V jsou postupné
sttedy usecek AB, KL, AL, BK a H je prusecik pfimek AK a BL
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(obr. 62 a obr. 63). Ctytiuhelnik USVM je rovnobéznik (SU || BL | MV,
SV || AK || MU). Ziejmé
|SV|=|AB|sin, |MV|=|SU|=|AB|sinaq,
|xSVM|=|xAHL| = |xACB| = .
Pouzitim sinové véty v trojihelniku ABC' mame

|[ACl 1 JAC| _ 1 |BC| _ |BC|
|SV|  |AB| sinf  |AB| sina |[MV]|’

trojuhelniky SV M a ACB jsou tedy podobné (strany svirajici stejny
uhel maji délky v stejném poméru). Jestlize opét pouzijeme sinovou vétu
v trojuhelniku ABC, dostaneme

|SV| |AB|?sin  |AB|?siny

M| =|AB|- = =
|SM] = |AB |AC| |AC| |AB|

= |AB]|sin~,

coz je vyraz, ktery zfejmé nezavisi na poloze bodu C.

Obr. 62 Obr. 63

5. Nejdrive dokazeme, zZe c¢isla aj, ..., a, jsou navzajem nesoudélna.
Kdyby tomu tak nebylo, méli bychom (a;,a;) = d > 1 pro néjaké i # j.
Necht a; = u-d, aj = v - d. Zvolme b; = 1, b; = 2. Podle podminky (ii)
existuji m, ¢; a c; takova, ze

U)d.

m-b;=c" a m~bj=c;”, tedy m=(c*)? a 2m = (cj

Odtud 2(c¥)? = (c;.’)d, coz neni mozné, protoze exponent prvocisla 2
v prvociselném rozkladu pravé strany je nasobkem ¢isla d a v prvodisel-

ném rozkladu levé strany neni nasobkem ¢isla d.
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Predpokladejme, ze Cisla aq,...,a, jsou navzajem nesoudélna. Uka-
Zeme, ze potom je podminka (ii) splnéna. Necht by, ..., b, je libovolna
n-tice prirozenych ¢isel a p1, ..., pr jsou vSechna prvodcisla nachéazejici se
v prvociselnych rozkladech cisel by, ..., b,. Hledejme m ve tvaru

(o3 (o3
m=pi"-..ppk.

Prokazdéi =1,...,n oznacme [3; ; exponent prvocisla p; v prvociselném
rozkladu b;. Aby ¢islo m - b; bylo a;-tou mocninou, staci, aby pro kazdé
j=1,...,k bylo a; + 3; ; ndsobkem a;. Kazdou hodnotu «; tedy staci
zvolit tak, aby platilo

aj = —p1; (mod a1), «;=—02; (modasz), ...,
a; = —f; (mod ay,).
Existence takového «; plyne z ¢inské zbytkové véty (Cisla aq,. .., a, jsou

navzajem nesoudélnd).

Dokézali jsme, ze podminka (ii) je splnéna, pravé kdyz jsou d¢isla
ai,...,a, navzajem nesoudélna. Mezi ¢isly 1,2,...,50 je pravé patnact
prvocisel. Kdyby bylo n = 17, existovala by mezi ¢isly 2 < as < az <
< ... < a, < 50 urdité aspon dvé ¢isla majici v prvociselném rozkladu
stejné prvocislo, byla by tedy soudélna. Proto nutné n < 16.

Jestlize n = 16, musi byt a; = 1 a kazdé z patnacti cisel as, as, ..., ag
musi byt mocninou jiného prvocisla. Vypisme, které mocniny prvocisel
muzeme pouzit:

p=2 2.4,8,16,32,
p=3 3,9,27,
p=5 5,25,

p="T 7,49,
p=11: jen p.

Celkovy pocet vyhovujicich Sestnactic je tedy 5-3-2-2 = 60.

6. Ozna¢me |A| = m = 4n+/n. Necht S je mnozina vSech tsecek majicich
krajni body v A. Ziejmé |S| = (). Soufadnice stiedu kazdé usecky z S
jsou celé nasobky cisla % a lezi v konvexnim obalu mnoziny G. Takovych
bodt je (2n — 1)2, tedy méné nez 4n?. Proto existuje bod B, ktery je

sttedem aspon (') /(4n?) tsedek z S. Nechf P je mnozina viech usecek
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z S, jejichz stfedem je B. Potom

P| > (3) _m(m-1)
= 4n? 8n? =
4 - 3
ny/n(4ny/n — 1) _ l6n dn/n P 1 S on 1,
8n? 8n? 2\/n

v

tedy |P| = 2n.

Rozdélme P na tfidy tsecek lezicich na jedné ptrimce. Ozna¢me k
pocet téchto tiid a a; pocet tsecek v i-té t¥idé pro i = 1,..., k. Kazda
usecka mezi a; tseckami jedné t¥idy ma krajni body v G a vSech 2a;
krajnich bodt (které jsou ziejmé riizné) tsecek jedné tiidy lezi na jedné
pfimce, proto 2a; < n. Pritom kazdé dvé tsecky z P jsou thlopfickami
rovnobézniku, pravé kdyz nelezi na jedné pfimce. Pro pocet ruznych rov-
nobézniku s thloptickami patficimi do P tak dostavame

i

15i<j<k

v

N | =

N

P

M- L[]
8 =

\—/w \./M
| |
M- 1M
8 So

N——

N3

N v
Il

|
N~
(G
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S
|
o
|3
~—
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DN | =
0
gy
o
|
|3
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3
—~
(3]
S
I
|3
NG
Il
|
3

[ v}
Vv
S

[ v}

Existuje tedy vice nez n? konvexnich ¢tyftahelnikii (dokonce rovnobéz-
nikl) s pozadovanou vlastnosti.
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50. mezinarodni matematicka olympiada

Jubilejni 50. ro¢nik Mezinarodni ma-
tematické olympiddy se uskutecnil
10.-22. cervence 2009 v némeckém
hansovnim mésté Brémy. Poprvé po-
cet zemi, které se zcastnily této nej-
starsi mezinarodni pfedmétové soutéze, prekrocil stovku. Padl zde také
novy rekord v poctu soutézicich — celkové se 50. ro¢niku MMO zucast-
nilo 565 soutézicich ze 104 zemi (pfedchozi 49. MMO ve Spanélsku se
zuastnilo 535 soutézicich z 97 zemi). Nechybéli zde zadni tradiéni Géast-
nici a poprvé se soutéze zucastnila druzstva Mauretanie, Zimbabwe, Syrie
a Beninu.

Ceské druzstvo tvofili v abecednim poradi tito soutézici: David Klaska
z Gymnézia v Brné na tf. Kpt. Jarose, Jan Matéjka z Gymnazia v Ces-
kych Budéjovicich v Jirovcové ul., Josef Ondrej z Gymnézia v Roznové
pod Radhostém, Samuel Rihaz Gymnazia v Brné na ti. Kpt. Jarose, Josef
Tkadlec z Gymnéazia Jana Keplera v Praze 6 a Jan Varihara z Gymnézia
Ladislava Jarose v Holesové. Vedoucim cCeského druzstva a zastupcem
Ceské republiky v mezinarodni jury byl RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
z Prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci, jeho zastup-
cem a pedagogickym vedoucim byl Mgr. Martin Pandk, Ph.D., z Ptiro-
dovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné.

Vedouci jednotlivych delegaci a dalsi ¢lenové jury se sjeli do Némecka
jiz 10. cervence. Thned po svém pfijezdu do Brém byli vSichni odvezeni
autobusy do pristavniho mésta Bremerhaven, které je od Brém vzdaleno
zhruba 60 km. V hotelu Atlantic, kde byli ubytovani, se konala i vSechna
jednani jury. Zde byla také vybrana Sestice tloh pro vlastni soutéz. Sou-
tézici pricestovali do Brém 13. ¢ervence a byli po celou dobu ubytovani
v rozsahlém, modernizovaném kampusu Jacobs Univerzity v Bréméach.

Slavnostni zahajeni 50. ro¢niku MMO se uskutecnilo den po prijezdu
vSech soutézicich do Brém. V jeho tivodu pozdravila vSechny piitomné
z predtoceného videozaznamu kanclérka Spolkové republiky Némecko
Angela Merkelovd. Osobné vSechny ucastniky privital parlamentni statni

g International
Mathematical
Olympiad

1 | Germany | 2009 |

156



sekretal ministerstva Skolstvi, védy a vyzkumu SRN Andreas Storm
a dalsi vyznamni predstavitelé spolecenského a politického zivota Né-
mecka vcetné zastupci mésta Brémy.

Vlastni soutéz se konala 15. a 16. ¢ervence ve velkém pavilénu vy-
stavisté v Brémach. Pro nasledujici dva dny pfipravili organizatofi pro
soutézici dva autokarové zajezdy. Prvni do nedalekého Hamburku, kde
navstivili atraktivni vystavu vyznamnych architektonickych zmensenin
(Miniatur Wunderland), Nésledujici den pak soutézici navstivili Univer-
sum v Brémach. Po oba tyto dny probihala zaroven v objektech Jacobs
Univerzity koordinace zakovskych feseni.

U prilezitosti 50. roéniku MMO usporadali organizatoti slavnostni
podvecer, ktery se konal v brémském Divadle hudby. Slavnostni pro-
gram moderovala dvojice vyznamnych soucasnych némeckych matema-
tiki Martin Aigner a Giinter M. Ziegler a vystoupila v ném se svymi
prispévky Sestice vyznamnych svétovych matematik, ktefi v minulosti
ziskali zlaté medaile na mezinarodni matematické olympiadé: Terence
Tao, Béla Bollobds, Timothy Gowers, Stanislav Smirnov, Jean-Christophe
Yocozz a Ldszlo Lovdsz, ktery je v soucasnosti predsedou Mezinarodni
matematické spole¢nosti a byl protagonistou celého podveéera. Uastnici
se od nich nejen dozvédéli mnoho zajimavého o jejich védecké praci, ale
méli navic i ojedinélou prilezitost si s nimi pohovorit.

Zavérecny den olympiady se jiz tradiéné konalo slavnostni zakonceni
spojené s oficialnim pfedanim medaili nejlepsim soutézicim. VSechny pii-
tomné privitala v hudebni sini brémské Komorni filharmonie (die Glocke)
ministryné skolstvi, védy a vyzkumu SRN Prof. Dr. Anette Schavanovd.
Slavnostni ceremonial, jehoz se zUcastnili i dal§i vyznamni predstavitelé
spolecenského zivota v Brémach, zpestfila brémska Komorni filharmonie
provedenim zavérecné ¢asti 1. symfonie Ludwiga van Beethovena.

Je potésitelné, ze mezi ocenénymi byli i vSichni nasi studenti. St¥ibr-
nou medaili ziskal Josef Tkadlec a bronzové medaile Jan Matéjka a Jan
Varihara. Ostatni t¥i nasi soutézici obdrzeli ¢estnd uznani za bezchybné
vytesSeni jedné z uloh.

Na zlatou medaili bylo letos potfeba minimalné 32 bod, na st¥ibrnou
medaili 24 body a na bronzovou medaili stac¢ilo ziskat 14 bodu. Jedini
dva soutézici, Dongyi Wei z Ciny a Makoto Soejima z Japonska, dosahli
maximalniho bodového zisku, tj. 42 bod.

Za zminku stoji, ze nejmladsi ucastnik soutéze, jedenéctilety Rauil
Arturo Chdvez Sarmiento z Peru, ziskal bronzovou medaili se ziskem
16 bodu. Stal se tak zaroven druhym nejmlad$im drzitelem medaile v his-
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torii mezinarodnich matematickych olympiad; tim plné nejmladsim byl

shora jmenovany Terence Tao z Austrélie, jenz postupné ziskal bron-

zovou, stfibrnou a nakonec i zlatou medaili v letech 1986-1988. Dalsi

medaile neziskal zfejmé jen proto, ze jako 13lety nastoupil na univerzitu.
Vysledky nasich studentti shrnuje nasledujici tabulka:

Body za ulohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

117.-129. Josef Tkadlec 7T 717 30 25 11
249.-263. Jan Matéjka 6 6 1 02 0 15 II1.
264.-282. Jan Vanhara 6 01 070 14 II1.
296.-313. David Klaska 7100 40 12 HM
314.-334. Samuel Riha 730100 11 HM
335.-353. Josef Ondfej 73 0000 10 HM

Celkem 4020 3 816 0 &7

Pro srovnani uvedme i vysledky slovenskych reprezentanti, ktefi zis-
kali 0 14 bod méné (jejich nejzkusenéjsi reprezentant Michal Spisiak dal
prednost tcasti na Mezindrodni fyzikdlni olympiddé v Mexiku):

Body za tilohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
233.-248. Martin Bachraty 711700 16 II1.
314.-334. Jakub Uhrik 731000 11 HM
314.-334. Filip Sladek 721100 11 HM
376.-392. Peter Csiba 710000 8 HM
393.-415. Eduard Eiben 320020 7
190.-197. Michal Hagara 7T 713 20 20 III.
Celkem 3816 411 4 0 73

V neoficidlnim poradi zemi se nasi reprezentanti umistili na konci
¢tvrté desitky (tabulka na nasledujici strané). Ve srovnani s predeslym
rocnikem MMO jsou letosni vysledky naseho druzstva o trochu lepsi.
Nasi reprezentanti privezli domu o jednu bronzovou medaili vic a i ti
nasi soutézici, ktefi na medaili nedosahli, si domu pfivezli aspon cestna
uznani. Zajemce o detailnéjsi informace o prubéhu 50. roéniku MMO
odkazujeme na prislusné oficialni stranky: www.imo2009.de.

Na ptedposledni den pobytu v Brémach pfipravili némecti organi-
zatori pro vsechny ucastniky MMO jednodenni vylet na ostrov Wange-
rooge v Severnim mori, ktery byl pomérné nedavno zaclenén do seznamu
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111 body

CLR
Japonsko
Rusko
Korea
KLDR
USA
Thajsko
Turecko
Némecko
Bélorusko
Italie
Tchaj-wan
Rumunsko
Ukrajina
fran
Vietnam
Brazilie
Kanada
Bulharsko
Madarsko
Velka Britanie
Srbsko
Australie
Peru
Gruzie
Polsko
Kazachstan
Indie
Hongkong
Singapur
Francie
Chorvatsko
Portugalsko
Turkmenistan
Argentina
Azerbajdzan
Makedonie
Belgie
Kolumbie
Ceskd republika
Recko
Uzbekistan
Indonésie
JAR
Tadzikistan
Izrael
Nizozemsko
Svycarsko
Litva
Mexiko
Moldavsko
Sri Lanka

C OO OO OO0 OO0 O0OO0OCOHOOCOOONFRFFEFREFFEFREFNFWNFHNFHREFNFEFNDWWIUO |-
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NAEWHFWHFWNNNANWNNNNWNFEF WWEREWWRWNNNWANNNFNRNNNNFEFNDNONFE R, OOOROORRO

Slovensko
Mongolsko
Spanélsko
Svédsko
Dénsko
Bangladés
Rakousko
Lucembursko
Bosna a Hercegovina
Lotyssko
Norsko
Arménie
Slovinsko
Novy Zéland
Finsko
Macao

Kypr

Chile (4)
Estonsko
Kostarika (4)
Kyrgyzstan
Maroko
Malajsie (2)
Trinidad a Tobago
Tunisko (5)
Ekvador
Filipiny (4)
Island
Albénie
Honduras (3)
Cerna hora (4)
Portoriko
Kuba (1)
Lichtenstejnsko (2)
Pakistan (5)
Uruguay
Irsko

Nigérie
Guatemala (4)
Kambodza
Paraguay (4)
Salvador (3)
Venezuela (2)
Panama (1)
Bolivie (3)
Mauretanie
Syrie (5)
Zimbabwe (2)
Benin (2)
Kuvajt (4)
SAE (5)
Alzirsko (4)
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prirodnich pamatek UNESCO. Otuzilejsi ucastnici vyuzili béhem vyletu
moznost okoupat se v chladnych motskych vodach, které tento ostrov
obklopuji.

Ustfedni komise MO a vedeni ¢eského reprezentacniho tymu dékuji
nasledujicim firmam a institucim — Hanacké kyselce, a.s., Nissan Kobliha
Car v Pierové a FJFI CVUT v Praze — za jejich nevsedni pomoc pii
zabezpeceni spole¢ného obleceni celého ceského tymu na 50. MMO.

Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Necht n je kladné celé ¢islo a ay,...,ar (k = 2) jsou navzajem rizna
celd ¢isla z mnoziny {1,...,n} takova, ze pro kazdé i = 1,...,k — 1 je
¢islo a;(a;41 — 1) délitelné n. Dokazte, Ze ¢islo ag(a; — 1) neni ¢islem n
deélitelné. (Austrdlie)
2. Necht O je stfed kruznice opsané danému trojihelniku ABC' a necht
P a @ jsou po fadé vnitini body stran AC' a AB. Ozna¢me K, L, M
postupné stiredy usecek BP, CQ, PQ a k kruznici body K, L, M procha-
zejici. Jestlize pfimka PQ je te¢nou kruznice k, je |OP| = |OQ)|. Dokazte.

(Rusko)

3. Nechf s, s2, 83, . .. je rostouci posloupnost kladnych celych ¢isel tako-
véa, ze obé jeji podposloupnosti

Ss15 58258835+ & Ssi+4158s541,Ss3+1y -+
jsou aritmetické. Dokazte, ze posloupnost s, s2, s3, ... je rovnéz aritme-
ticka. (USA)

4. Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AB| = |AC|. Osy jeho vnitfnich ahli
pri vrcholech A a B protinaji strany BC a C'A po fadé v bodech D a E.
Oznac¢me K stied kruznice vepsané trojuhelniku ADC' a predpokladejme,
7e |¥* BEK| = 45°. Najdéte vSechny mozné velikosti thlu CAB.
(Belgie)

5. Urcete vSechny funkce f z mnoziny kladnych celych ¢isel do mnoziny
kladnych celych ¢isel takové, ze pro vsechna kladna cela ¢isla a, b existuje
nedegenerovany trojihelnik, jehoz strany maji délky

a, f(b), f(b+f(a)—1).

(Trojahelnik je nedegenerovany, pokud jeho vrcholy nelezi v pfimce.)
(Francie)
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6. Necht ay,as,...,a, jsou navzajem rizna kladna celd éisla a M je mno-
zina n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujici ¢islo s = a; +as + ...+ a,.
Luc¢ni kobylka ma skakat podél ¢iselné osy tak, ze zacne v bodé 0 a ve
sméru doprava provede v néjakém poradi n skokt o délkach aq, as, ..., a,.
Dokazte, ze poradi skoku lze zvolit tak, ze se kobylka neoctne na zadném
¢isle z mnoziny M. (Rusko)

ResSeni souté&Znich tiloh
1. Dana cisla ay, as, ..., ar splnuji nasledujici soustavu kongruenci

ajaz = a; (mod n),

azaz = ay (mod n),

ak—1ak = ak—1 (mod n).
Odtud postupné dostavame
a1 = a1a2 = aja2a3 = ... = ajaz ... a; (mod n) (1)
a (vynechanim prvni kongruence)
Az = 203 = a20304 = ... = az...a; (mod n). (2)

Kdyby ¢islo ag(a; — 1) bylo délitelné ¢islem n neboli ara; = ag
(mod n), bylo by zéaroven

102 ...05 = a2 ...axa1 = az ...a (mod n),
coz podle (1) a (2) davd a; = a2 (mod n). Dvé rlizné éisla z mnoziny

{1,...,n} v8ak nemohou pti déleni ¢islem n davat stejny zbytek. Tim je
tvrzeni tlohy dokazano.

Jiné FeSeni. Z kongruenci (1) specialné dostdvame

a1 = (ay...ax—1)ax = arar (mod n).
Protoze dvé ruzna disla aj, ax z mnoziny {1,...,n} nemohou pii dé-
leni ¢islem n davat stejny zbytek, musi byt ajar # ar (mod n) neboli

ak(a; —1) Z0 (mod n).
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2. Use¢ka MK je stfedni piickou trojihelniku QBP, proto |MK| =
= 1|QB| a MK | AB. Z rovnosti stiidavych Ghl& plyne (obr.64)
[<xAQP| = |<xKMQ)|. Protoze PQ je tefnou kruznice k, dostdvame
z rovnosti usekového a obvodového thlu prislusného tétivé M K rovnost
|« KMQ| = |<KLM)|. Dohromady je tedy |<AQP| = |<KLM|.

C

Obr. 64

Podobné je LM stfedni pfickou trojuhelniku C'PQ, takze |LM| =
= L|CP| a LM || CA. To znamena, ze |¥*KML| = |xBAC| a troj-
thelniky PAQ a KM L jsou podobné. Pro poméry odpovidajicich stran
postupné (po dosazeni za délky |K M| a |[LM|) dostavame

PAl QAL [PAl _ |QA|
kM|~ LM QB ijPCl’
QA| - |QB| = |PA| - |PC].

Posledni rovnost znamena, ze body P a () maji stejnou mocnost ke
kruznici opsané trojihelniku ABC (zfejmé oba body lezi uvnitf této
kruznice). Proto maji od jejiho stfedu O stejnou vzdalenost neboli
|OP = 10Q)|.

Jiné feSeni. Oznaéme P;, Q1 body soumérné sdruzené s body P
a @ podle stiedi pfislusnych stran AC, resp. AB (obr.65). Protoze
ML | AC a |[ML| = i|PC| = %|PiA| a podobné i MK | AB,
IMK|= %|QB| = %|Q1A|, jsou trojuhelniky M KL a AQ4 P, stejnolehlé
(s koeficientem 1), tudiz P1Q || LK.
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Obr. 65

Jestlize je PQ tecnou kruznice opsané trojuhelniku M KL, plyne
z rovnosti tsekového a obvodového uhlu prislusného tétive MK rov-
nost |[XKMQ| = |« KLM|, takze je také | <X AQP| = |<xAP;Q1|. To ale
znamena, ze body P, @, P;, @ lezi na jedné kruznici, pfitom stfedem
této kruznice je ziejmé stied O kruznice opsané trojihelniku ABC, ne-
bot osy tsecek PP; a QQ; jsou zaroven osami stran AC' a AB. Proto

|OP| = [0Q).

Jiné FeSeni. Necht PQ je libovolnd piicka stran AC a AB trojthel-
niku ABC. Ozna¢me U stfed kruznice opsané trojihelniku APQ a Oq,
Ui kolmé projekce bodi O a U na pfimku AB (obr.66). Pro kolmou

C
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projekci vektoru OU do pfimky AB ziejmé plati O, U; = %(BA+ AQ) =
= %BQ = KM, protoze KM je stfedni pticka trojahelniku BQP. Po-
dobné zjistime, Ze projekci téhoz vektoru do pfimky AC je vektor LM.
Stejné projekce ma ovsem i vektor M'M urceny primérem MM’ kruz-
nice k (opsané trojuhelniku K LM ). Pfipomenme, ze vektor v roviné je
jednoznacéné uréen svymi projekcemi do dvou nezavislych sméri. Dosta-
vame tak tedy, ze OU = M'M. Protoze UM 1 PQ, je také M'O L PQ.

Pokud je nyni PQ tecna kruZnice k, je M'M 1L PQ a bod O lezi na
téze kolmici k PQ jako body U a M’, coz je ovSem osa tsecky PQ. Tim
je tvrzeni tlohy dokéazano.

Pozndmka. Z predchozich uvah plyne, ze obecné je UOM'M rovno-
béznik (redukovany na tusecku UM’, kdyz je PQ tec¢nou kruznice k),
a protoze UM L PQ, je také M'O L PQ. Oznaéime-li N patu kolmice
z bodu O na PQ, je zfejmé bod N (podle Thaletovy véty) dalsim prisedi-
kem primky P@ s kruznici k. Dokéazali jsme tak vlastné obecnéjsi tvrzeni
(obr. 66):

Je-li O stred kruznice opsané trojuhelniku ABC a P a Q) jsou po Tadé
vnitrni body stran AC a AB, lezi stredy tusecek BP, CQ, PQ a pata
kolmice z bodu O na PQ na jedné kruznici.

Ukéazeme jesté jeden pékny ditkaz tohoto tvrzeni. Necht AA’ je primér
kruZnice opsané danému trojihelniku ABC, takze A’'B 1 AB a A'C L
1 AC. Ozna¢me dale V prusecik vysek trojuhelniku APQ a P, Q2
odpovidajici paty vysek (obr.67). Je-li M’ stied tsecky VA’, oznac¢me M,
a Mj jeho kolmé priméty do stran AB a AC, potom je M’M; stiedni

C
M, ‘,
. ] 4
"L A
P - 'z
Q2 |\, -
z I\O.
% — L K
L VN 4
A\ P, Q M B
Obr. 67
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ptickou lichobézniku V Py BA" a nutné na ni lezi i stted K tsecky PB. Je
tudiz M'K 1 MK apodobnéi M'L 1 ML, cozznamend, ze MK M'L je
t&tivovy ¢tytfihelnik, tedy M M’ je priimérem kruznice k. Nyni uz vidime,
ze OM’ je stfedni ptickou trojuhelniku AA'V| a protoze AV L PQ, je
také M'O L PQ. Pata N této kolmice zfejmé lez{ na kruznici k.

3. Oznacme D diferenci aritmetické posloupnosti sg,, Ss,, Ssss--. @ pPro
kazdé prirozené i oznacme d; = s;41 — s;. Chceme dokazat, ze hodnota d;
je pro vSechna ¢ stejna.

Nejdrive ukdzeme, ze mnozina hodnot d; je ohrani¢ena. Protoze dana
posloupnost je rostouci, je d; = 1 pro kazdé i. Kazdé dva po sobé jdouci
¢leny posloupnosti (s;) zfejmé lezi mezi nékterymi dvéma sousednimi
¢leny posloupnosti 1, ss,, Ssy, Ssgs - - -, Proto s;41 — 8; < max{D, s, }.

Ozna¢me m nejmensi a M nejvétsi z hodnot d; (jejich existence plyne
z ohranicenosti). Sta¢i dokazat, ze m = M. Pfedpoklddejme naopak, Ze
m < M.

Necht n je libovolny takovy index, Ze d,, = m. Tedy sp11 — 8, = m,
odkud

D =85,y — 85, = Ssptm — Ss,, =

=ds, +ds,41+...+ds,sm1 SEM+M+...+M=mM. (1)

m-krat

Podobneé je-li N libovolny index takovy, ze dy = M, je sny4+1 — sy = M,
tedy

D= Ssnt1 — Ssn = Ssy+M T Ssy =
=dsy +dsy41+ ... +dsysm—1 Z2m+m+...+m=Mm. (2)
| ——
M-krat

Z (1) a (2) plyne, ze D = Mm, a aby platila rovnost, nutné d,, =
= dsn+1 =...= dsn—{—m—l =M a dsN = d5N+1 =...= d5N+M-1 =m.
Specialné mame

ds, = M a dsy = m. (3)

Z toho, ze posloupnost (s,) je rostouci, plyne s, = n. Navic dokonce
sp > n, nebot kdybychom méli s,, = n, bylo by podle (3) m = d,, =
=ds, = M, coz odporuje pfedpokladu m < M. Stejné mizeme ukazat,
ze sy > N.

Polozme ny = n. Tedy d,, = m a podle (3) plati d;, = M. Dale
zvolme ny = s,, > ni. Protoze d,, = M, mize ny vystupovat v po-
zici N, takze podle (3) méame d

sn, = ™ & zaroven Sn, > ng. MiZeme
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proto zvolit n3 = sp, a z (3) (protoze ng muze vystupovat v pozici n)
dostaneme ds,, = M. A tak pomoci predpisu n;41 = $p, postupné se-
strojime rostouci posloupnost ni,ns,ns, ... takovou, ze

ds, =M, d =M, d

Sy Sng = My A, Sy =My - (4)

Pfitom posloupnost ds,, ,ds,,,... je podposloupnosti posloupnosti ds,,
ds,, ... Ta ma cleny, které jsou rozdily cleni aritmetickych posloupnosti
Ssy4+1sSsatly--- @ Ssyy Ssyy -« -, j€ tedy rovnéz aritmetickou posloupnosti.
Podle (4) se v ni nekone¢nékrat opakuje hodnota m (i M), coz pfim < M
ziejmé neni mozné.

Protoze nas predpoklad vede ke sporu, nutné musi byt m = M.

Jiné feSeni. Pfedevsim si uvédomme, Ze obé uvazované aritmetické
podposloupnosti museji mit stejnou diferenci. Posloupnosti (ss,+1 — Ss;)
a (85,4, — Ss;+1) jsou obé jako rozdil dvou aritmetickych posloupnosti
rovnéz aritmetické a navic s opacnymi diferencemi. Protoze jsou vSak
zaroven obé nezaporné, museji byt jejich diference nulové (a tudiz jsou
obé ,rozdilové“ posloupnosti konstantni).

Ozna¢me tedy d spole¢nou diferenci obou posloupnosti (ss,) a (Ss,+1)-
Pro ostfe rostouci posloupnost (s;) nepochybné plati |j — k| < |s; — s/,
proto 0 < sgpy1 — Sk = S5y, — Ss, = d, takZe posloupnost spy1 — sk je
ohranicend, a nabyva tak pro néjaké N svého maxima syy1 — sy = M
a pro néjaké n minima s,4; — s, = m. Pritom

SSsN+1 — SSSN = d(sN+1 - SN) =dM = (55N+1 . SSN)M'
Levou stranu této rovnosti mizeme zapsat jako soucet sy, — 85, sCi-
tancti tvaru s;4 1 — s; < M, takze museji byt vSechny rovny M, coz
specidlné v pfipadé toho posledniho znamend, Ze ss, 41 — ss,, = M.
Jak ale vime z tivodniho odstavce, je posloupnost (ss,+1 — Ss,) konstant-
ni, tudiz s, 41 — Ss; = M pro vSechna prirozena .

Uplné stejné (jen misto N a M budeme psat n a m) ukdZeme, Ze
Ss;4+1 — 8s; = m pro vSechna i. Je tudiz M = m a tvrzeni ulohy je tak
dokazano.

4. Ozna¢me I stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC a F jeji bod do-
tyku se stranou AC. Pokud F' = F, tedy osa thlu pii vrcholu B je zaroven
vyskou trojuhelniku ABC), je trojuhelnik ABC rovnostranny a jeho thel
pri vrcholu A tak ma velikost 60°.
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V kazdém pripadé je usecka [F obrazem tusecky ID v soumérnosti
podle osy C1, takze I'F je te¢nou kruznice vepsané trojuhelniku ADC.
Piimka K F je tedy osou pravého thlu a | IFK| = 45°.

Pokud jsou body E a F rtzné a |<IEK| = |[<xBEK| = 45° (obr.68),
lezi body K, E, F, I na (Thaletové) kruznici s primérem I E. To zname-
né, Ze trojuhelnik ETK je rovnoramenny pravouhly, tudiz [« KTE| = 45°.
Protoze KIF je zaroven vnégjsi ihel rovnoramenného trojuhelniku BC1T,
je |XABC| = |xBCA| = 2|xIBC| = |xKIE| = 45°, tudiz thel pfi
vrcholu A ma velikost 90°.

Obr. 68

V obou piipadech snadno ovérime, ze thel BEK ma velikost 45°.

Jiné FeSeni. (Podle Martina Bachratého, Slovensko.) Ozna¢me I stied
kruznice vepsané trojuhelniku ABC' (je to spoleény bod piimek AD,
BE, CK) a uvazujme kruZnice ki, ke opsané trojihelnikim IKF,
IKD (obr.69). Obé maji nad spolecnou tétivou I K obvodovy thel ve-

A
ky
E
I 45°
k?g 45° //K
B D FE' C
Obr. 69
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likosti 45°, nebot K lezi na ose pravého tthlu ADC. Proto jsou obé
kruZnice shodné a odpovidaji si v osové soumérnosti podle pfimky C1I.
V téze osové soumérnosti si odpovidaji i primky AC, BC, takze prise-
¢iky kruznice kp se stranou AC' se zobrazi na priseciky kruznice ko se
stranou BC'.

Protoze jednim ze spole¢nych bodi kruznice k; a pfimky AC' je bod E
a jednim ze spoleénych bodu kruznice ko a pfimky BC' je bod D, mohou
nastat dva pripady.

Je-li obrazem bodu F v osové soumérnosti podle piimky C'I bod D,
je thel CEI pravy, coZ znamenad, ze v trojihelniku ABC je osa thlu pri
vrcholu B zaroven vyskou. Z toho plyne, ze trojuhelnik ABC' je rovno-
stranny, takze |<xCAB| = 60°.

Pokud kruznice ko protind primku BC ve dvou ruznych bodech D
a F', pficemz obrazem bodu E v osové soumérnosti podle pfimky C1I je
bod E’, je kruznice ks opsdna pravothlému trojihelniku IDE’ (obr. 69;
bod E’ lezi uvniti usecky DC, protoze trojihelnik DK je ostrouhly —
soucet dvou jeho ostrych thlt je totiz 45° + 90° — £[xBCA| > 90°),
takze tthel E'K I je rovnéz pravy. Pro vnéjsi ihel EIK rovnoramenného
trojuhelniku BCT tak dostavame

|XEIK| = 45° = |xBCA].
Odtud uz snadno dopoéitdme |<CAB| = 180° — 2|x<xBCA| = 90°.

Snadno ovérime, ze jak v rovnostranném, tak v pravouhlém rovnora-
menném trojihelniku je |xBEK| = 45°.

Jiné FeSeni. Oznacme [ stfed kruznice vepsané rovnoramennému
trojuhelniku ABC a jeho thly ozna¢me obvyklym zptsobem, takze
B =v=90°— %a. Bod K je prusecikem os thli trojuhelniku ADC,
proto '
|¥*ECK|=|xKCD|=18=45°-ta a |xCDK|=|xKDA|=45°.
Z trojuhelniku BEA plyne (obr. 70)

|¥*BEA| = 180° — a — 1,
takze

|xKEC| =180° — 45° — |xBEA| = a + 38 — 45° = 3a.
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45° K ; 45° — 1o
/X450 58
B D C
Obr. 70

Pro jednodussi poc¢itani oznac¢me z = %a. Z vlastnosti osy thlu DK
v trojihelniku DCT méme
|KI|  |DI

= =tg|xDCI| = tg(45° —
KC| ~ iDpo| | | = tg( z)
a pomoci sinovych vét v trojuhelnicich KEI a K EC dostaneme

|KI| |KI|-|EK|  sin45° sin(45° — x)
|[KC| ~ |EK|-|KC| sin(90° —2z)  sin3z

Spojenim obou rovnosti po zkraceni vychazi
cos(45° — ) - sin45° = cos 2 - sin 3.
Levou i pravou stranu upravime pomoci vzorecku
sin(u + v) + sin(u — v) = 2sinu cosv,
takze po zfejmych upravach dostavame

sin(90° — z) + sinz = sin 5z + sinx,
cosz + sinz = sin 5z + sinx,
cosz = cos(90° — 5z).
Protoze 0° < a = 4z < 180°, je bud z = 90°—5z neboli o = 60°, nebo

x = 52— 90° neboli a = 90°. Pro obé tyto hodnoty plati |[x BEK| = 45°,
jak snadno ovéfime.
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5. Predevsim si uvédomme, ze pokud maji tii prirozena cisla 1, m, n
spliiovat trojihelnikovou nerovnost, musi byt m = n.

Ozna¢me m = f(1) — 1. Pro a = 1 tak dostavame tii ¢isla 1, f(b),
f(b+ m), ktera pro libovolné pfirozené b spliuji trojuhelnikovou nerov-
nost, jediné kdyz f(b) = f(b+ m). Pokud by vsak bylo m > 0, byla
by funkce f periodickd s periodou m, a nabyvala by tudiZ jen koneény
pocet hodnot f(1), f(2),..., f(m). V takovém piipadé je ovSem ziejmé,
ze pro dostatecné velké prirozené ¢islo a (vétsi nez dvojnasobek maxima
uvedenych hodnot) nemohou ¢isla a, f(b), f(b+ f(a) — 1) spliiovat troj-
thelnikovou nerovnost. Nutné tedy m = 0 neboli f(1) = 1.

Pro b =1 odtud hned dostavame, ze ¢isla a, 1, f(f(a)) pro libovolné
prirozené ¢islo a splnuji trojuhelnikovou nerovnost, takze podle ivodniho
pravidla

f(f(a)) =a pro vSechna pfirozena ¢isla a. (1)

Z vlastnosti (1) navic plyne, ze funkce f je prosta. Je-li totiz f(z) = f(y),

pak nutné z = f(f(z)) = f(f(y)) = v.

Ozna¢me k = f(2). Protoze f(1) = 1 a f je prostd, je k = 2. Navic
f(k) = f(f(2)) =2. Proa=2,b=k tak mame, ze ¢isla 2, 2 a f(2k —1)
splnuji trojuhelnikovou nerovnost, proto

If(2k —1)—2| <2,  takze f(2k—1)€ {1,2,3}.

Ponévadz f(1) =1, f(k) =2a2k—1 ¢ {1,k}, z prostoty funkce f nutné
plyne f(2k — 1) = 3.
Nyni podobné pro a = 2, b = 2k — 1 dostavame

If(3k—2)—3| <2,  takie f(3k—2)e{2,3,4};

a protoze 2 = f(k),3 = f(2k—1) a 3k — 2 ¢ {k,2k — 1}, musi byt
f(3k — 2) = 4. Matematickou indukei tak snadno odvodime, ze

f(nk—(n—1))=n+1
plati pro vSechna pfirozena cisla n. Specialné pak pro n = k—1 dostavame
f((k—=1Dk—(k—2)) =k,

coz vzhledem k prostoté funkce f dava (kK — 1)k — (k — 2) = 2 neboli
k(k —2) = 0. Je tedy k = 2, takze indukci odvozeny vztah je tvaru

fln+1)=n+1 pro vsechna prirozend ¢isla n.
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To spolu s rovnosti f(1) = 1 znamen4d, ze jedinou vyhovujici funkei je
identita f(z) = z.

Snadno ovétime, Ze tato funkce vyhovuje, nebot |[a —b| <a+b—1<
< a + b pro libovolna dvé pfirozend ¢isla a, b.

Jiné FeSeni. Stejné jako v predchozim feseni zjistime, ze f(1) =1 a ze
funkce f je involutorni, tj. f(f(a)) = a pro libovolné pfirozené a, coz
zaroven znamena, ze funkce f je prosta.

Polozme k = f(2) — 1, k = 1. Z predpokladii tlohy plyne, Ze pro
libovolné pfirozené ¢islo b spliuje trojice ¢isel 2, f(b), f(b+ k) trojiahel-
nikovou nerovnost |f(b + k) — f(b)| < 2. ProtoZe f je prosta, musi byt
|f(b+ k) — f(b)| =1, coz znamena, ze f(b) a f(b+ k) jsou dvé sousedni
prirozena cisla. Zaménou b postupné za b + k, b + 2k, ... zjistime, ze
stejnou vlastnost maji i dvojice ¢isel f(b+ k) a f(b+ 2k), f(b+ 2k)
a f(b+ 3k), ... Navic posloupnost éisel

f(b), f(b+k), f(b+2k), f(b+3k), ... (2)

musi byt rostouci, protoze funkce f je prostd (klesajici byt nemuze, pro-
toZe je to nekonecna posloupnost pfirozenych éisel). Tak dochazime k za-
véru, ze (2) je posloupnost vsech (po sobé jdoucich) ptirozenych éisel
poc¢inaje ¢islem f(b). Pro b = 1 tak dostavame vSechna pfirozena ¢isla,
proto v takovém pfipadé mezi argumenty funkce f ve (2) nesmi zadné
pfirozené ¢islo chybét. Je tedy k = 1 a f(n) = n pro kazdé ptirozené n.
Zaroven je ziejmé, ze tato funkce ma pozadované vlastnosti.

6. K dikazu vyuzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni tri-
vialné splnéno. Budeme tedy predpokladat, ze n > 1 a ze tvrzeni ulohy
plati pro vSechna pfirozend ¢isla mensi nez n.

Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze a3 = max (a1, az, ..., ay),
a ozna¢me m = min M. Rozebereme dva pripady: m < a; a a; < m.

Pokud m < a; a zdroven a; ¢ M, zaéneme skokem délky ai, kterym
preskoc¢ime m, a pouzijeme indukéni predpoklad na zbylych n — 1 skoki
a nejvyse n — 2 ¢isel z mnoziny M\ {m}, jez lezi v intervalu (ay, ).

Pokud m < a; € M, uvazujme n—1 dvojic as,as+ax, ..., an,an+ay.
To je celkem 2n — 2 ruznych c¢isel, z nichz nejvyse n — 2 muze patfit do M
(v M je ay, které mezi nimi urcité neni). To znamena, ze z n ¢isel, ktera
v M nelezi, aspon dvé tvofi jednu z uvedenych n — 1 dvojic, feknéme
ai,a; + a1, 2 < i < n. Budou-li prvni dva skoky kobylky a;, a;, pfeskoci
m ia; z M a zbylé n — 2 skoky najdeme podle indukéniho predpokladu
(v mnoziné M zbyla nejvyse n — 3 ¢isla k preskocent).
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Pokud a; = m, uvazujme posloupnost skokli a; = ag(1),as(2),-- -,
ag(n), kde o je n€jakd vhodnd permutace ¢isel 1,2,...,n takova, Ze ko-
bylka neskoé¢i na zadné ¢&islo z M \ {m}. Takovou permutaci o doka-
zeme najit podle indukéniho predpokladu (mame k dispozici n — 1 skokii
as,...,a, anejvyse n — 2 ¢isel z M vétsich nez m, ktera lezi v intervalu
(a1,5)).

Je-li nyni m = a;, staci prohodit prvni a druhy skok, tj. skoky délek
ai a Gqs(2)-

Pokud v nalezené posloupnosti skokt néktery z nich vede do cisla
m > ay, je tedy m = a1 + ... + a,(;) pro n&aké i € {2,3,...,n — 1}
(obr.71), prohodime prvni a (i 4 1)-ni skok, tj. skoky délek a; a ay(it1)-
Tim dosdhneme toho, ze ¢islo m kobylka preskoci a ostatni ¢isla, do nichz
vedou jeji skoky, se zméni pouze v intervalu (0,m), kde vSak zddné ¢islo
z M nelezi.

a . Bo(i) Qo(it1) ‘
0 ai m S

Obr. 71

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.
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3. stfedoevropska matematicka olympiada

EUROPEAN

Treti ro¢nik Stfedoevropské matematické
olympiady se uskutecnil 24.-29. zari 2009
v polské Poznani za tcasti 59 studenti z de-
seti zemi stfedoevropského regionu: z Ceské
republiky, Chorvatska, Litvy, Madarska, Né-
mecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovin-
ska a Svycarska.

Ceské druzstvo tvofili Petr Boro§ a Si- POZNAN
mona Domesova z Gymnazia Mikulase Ko- POLAND 2009
pernika v Bilovci, Radek Marciria z Gymna-
zia Christiana Dopplera v Praze, Miroslav Ol$dk z Gymnéazia Budanka
v Praze, Petr Rysavy z Gymnazia Jaroslava Heyrovského v Praze a Bo-
huslav Zmek z Gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné. Vedoucim druzstva
byl Mgr. Martin Pandk z P¥irodovédecké fakulty Masarykovy univerzity
v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Calabek z Ptrirodovédecké fakulty
Palackého univerzity v Olomouci.

Vlastni soutéz probihala v prostorach Fakulty matematiky a infor-
matiky Univerzity Adama Mickiewicze, a to ve dvou dnech: v sobotu
26. zari byla na programu soutéz jednotlivel, v nedéli 27. zafi se pak
konala soutéz druzstev. V soutézi jednotlivet fesili zaci v pribéhu péti

hodin ¢tyti tlohy, v tymové soutézi pak kazdé narodni druzstvo mélo
stejny Cas na FeSeni osmi uloh. Priklady do soutéze vybirala z navrhi
jednotlivych ucastnickych statti mezinarodni jury slozena z vedoucich
jednotlivych narodnich delegaci.

Absolutnim vitézem mezi jednotlivci se stal madarsky student Berta-
lan Bodor, ktery jako jediny vytesil vSechny ¢tyfi ulohy. V tymové sou-
tézi dominovalo druzstvo Polska. Cesk4 vyprava byla spésna, Bohuslav
Zmek ziskal stfibrnou medaili, zbyli ¢lenové druzstva az na Petra Borose
pak vybojovali medaili bronzovou. V soutézi druzstev obsadil cesky tym
p€kné paté misto.
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Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4

52.-55. Petr Boros 0 0 0 1 1

27.-35. Simona Domesova 0 0 8 1 9  bronz

36.-39. Radek Marcina 0 0 8 0 8 bronz

27.-35. Miroslav Olsak 0 0 8 1 9 bronz

27.-35. Petr Rysavy 0 0 8 1 9  bronz

8.-12. Bohuslav Zmek 5 1 8 1 15  stfibro
Celkem 5 1 40 5 51

Prehled vysledku vsech zemi v soutézi jednotlivet je v druhé tabulce.
Zemé jsou v ni sefazeny podle sou¢tu bodu celého druzstva podobné jako
pri neoficidlnim pofadi zemi na MMO (éislo v zavorce oznacuje mensi

pocet ucastniki).

I II III body I II III  body
Madarsko 3 1 2 100 Ceskd republika - 1 4 51
Polsko 2 31 86  Slovensko 1 1 - 48
Némecko 1 2 2 75  Rakousko -1 2 39
Chorvatsko - 2 3 59  Litva -1 17
Slovinsko (5) - 2 3 54  Svycarsko - -1 16

Nejvic se tak dafilo druzstviim z Polska a Madarska — Polsko vyhrélo
soutéz druzstev a v soutézi jednotlivet ziskalo dvé zlaté medaile, Madar-
sko bylo v soutézi druzstev druhé a v soutézi jednotlivcu ziskalo tii zlaté
medaile. Celkové vysledky soutéze druzstev jsou uvedeny v nasledujici

tabulce.
Body za ulohu Body

Umisténi 1 2345 6 78
1. Polsko 8 6 8 8 8 8 6 8 60
2. Madarsko 6 5 8 8 8 4 8 8 55
3. Némecko 8 4 8 8 8 8 0 8 52
4. Chorvatsko 8 5 8 5 8 2 8 8 52
5. Ceskd republika 8 6 8 8 8 3 10 42
6. Slovinsko 8 28 080 2 8 36
7.-8. Rakousko 8 343 20 86 34
Slovensko 7386 8 011 34
9. Svycarsko 02488008 30
10. Litva 8 2405 014 24

V pondéli po soutézi studenti navstivili lanové centrum a mnohym
z nich ziistane tato atrakce nesmazatelné vryta do paméti. Po této fyzicky
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wevs

probéhlo v historické budové univerzity v centru Poznané.

Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera ilohu navrhla)
Soutéz jednotlivel

1. Najdéte vSechny funkce f: R — R splnujici
f@fW) + £(f(2) + fW) = vf(@) + f(z + f())

pro libovolna realnd z, y. (R zna¢i mnozinu realnych ¢isel.)  (Slovinsko)
2. Méjme n = 3 rtznych barev. Necht f(n) je nejvétsi pfirozené ¢islo
s nasledujici vlastnosti: kazdou stranu a kazdou tuhlopricku konvexniho
f(n)-thelniku mtzeme obarvit jednou z n barev tak, ze

> pouzijeme aspon dvé barvy,

> libovolné t¥i vrcholy mnohothelniku jsou spojeny bud tiseckami stejné

barvy, nebo navzajem ruznych barev.

Dokazte, ze f(n) < (n — 1)? a Ze rovnost v této nerovnosti nastavi
v nekoneéné mnoha piipadech. (Slovinsko)

3. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik se shodnymi stranami AB
a CD, které nejsou rovnobézné. Oznacme F, F sttedy thlopricek AC
a BD. Primka FF protina usecky AB a CD po tadé v bodech G a H.
Ukazte, ze |[<AGH| = |«*DHG|. (Madarsko

)

4. Urcete v8echna pfirozena k = 2 takovd, Ze pro zadnou dvojici (m,n)

riiznych kladnych celych ¢isel, nepievysujicich k, nend ¢islo n~1 —mm~1

délitelné ¢islem k. (Swijcarsko)
Soutéz druzstev

5. Necht realna ¢isla z, y, z splituji podminku 22 +y%+22+9 = 4(x+y+2).
Dokazte, ze

ot + oyt + 2 +16(2% + 9% + 2%) 2 8(2 + 3 + 28) + 27,
a urcete, kdy nastava rovnost. (Slovensko)
6. Nechf a, b, ¢ jsou realna ¢isla takova, ze pro kazdé dvé z rovnic
?4+ar+b=0 22+br4+c=0, 2’4+cx+a=0
existuje pravé jedno realné ¢islo, které je jejich spole¢nym fesenim. Urcete

vSechny mozné hodnoty vyrazu a? + b2 + 2. (Slovensko)
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7. Na tabuli jsou napséna ¢isla 0,1,2,...,n (n = 2). V kazdém kroku
vymazeme Cislo, které je aritmetickym primeérem dvou riznych cisel,
ktera jesté na tabuli zustala. Tyto kroky opakujeme tak dlouho, az uz
zadné dalsi ¢islo na tabuli nemtzeme smazat. Bud g(n) nejmensi mozny
pocet ¢isel, kterd na tabuli mohou ztistat. Pro kazdé n urcete g(n).
(Polsko)

8. Kazdé policko hraci desky 2 009 x 2 009 obarvime jednou z n barev (ne-
musime pouzit kazdou z nich). Barvu nazveme souvislou, jestlize existuje
bud jediné policko dané barvy, nebo libovolna dvé poli¢ka jsou vzajemné
dosazitelna posloupnosti tahi Sachové damy takovych, ze kazdy z nich
zaCind i kon¢i na policku dané barvy (Sachova dama se po hraci desce
muze pohybovat vertikalné, horizontalné a diagonalné). Urcete nejvétsi n
takové, Ze pro libovolné obarveni bude alespon jedna barva pouzitd na
hraci desce souvisla. (Polsko)

9. Je dan rovnobéznik ABCD, v némz |«BAD| = 60° a E oznacuje
prusecik jeho uhlopricek. Kruznice opsand trojuhelniku AC'D protina
piimku BA v bodé K # A, ptimku BD v bodé P # D a pfimku BC
v bodé L # C. Pfimka EP protina kruznici opsanou trojuhelniku CEL
v bodech E a M. Dokazte, ze trojihelniky K LM a C AP jsou shodné.

(Slovinsko)

10. Je dan tétivovy ¢tyftahelnik ABCD, v némz |[CD| = |DA|. Body E
a F lezi po fadé na tuseckdch AB a BC tak, ze |<XADC| = 2|<EDF)|.
Usecka DK je vyskou a DM téznici trojihelniku DEF. Necht L je obraz
bodu K ve stfedové soumérnosti podle bodu M. Dokazte, ze pfimky DM
a BL jsou rovnobézné. (Polsko)

11. Naleznéte vSechny dvojice (m,n) celych ¢isel, které spliuji rovnici

(m +n)* = m?n® 4+ m? +n? 4 6mn.

(Chorvatsko)
12. Najdéte vsechna feSeni rovnice
2% 42009 = 3Y5*
v mnoziné nezapornych celych ¢isel. (Litva)
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Reseni tiloh

1. Konstantni funkce f(z) = 0 zfejmé vyhovuje. Pfedpokladejme dale,
Ze existuje a € R, pro néz f(a) # 0. Dokazeme, Ze funkce f je pak prosta.

Necht f(y1) = f(y2) pro né&jakd y1,y. € R. Postupnym dosazenim
Yy = Y1,y = Y2 do dané rovnice a odectenim vzniklych rovnosti dostaneme
y1f(z) = y2f (z) pro vSechna x € R. Po dosazeni = a miizeme nenulové
f(a) vykratit, takze y; = y2 a f je vskutku prosta.

Dosazenim z = 0, y = 1 do dané rovnice ziskame

FO) + £(£(0) + f(1)) = £(0) + f(f(1)),

tedy f(f(0) + f(1)) = f(f(1)) a vzhledem k prostoté f odtud plyne
f(0) + f(1) = £(1) neboli f(0) = 0.

Volbou y = 0 nésledné z dané rovnice dostaneme f(f(z)) = f(z),
odkud opét diky prostoté funkce f plyne f(z) = x pro vSechna z € R.
I tato funkce vyhovuje, o ¢emz se dosazenim snadno presvédcime.

Jedingmi FeSenimi jsou tedy funkce f(z) =0 a f(z) = z.

2. Uvazujme mnohothelnik, jehoz vsechny strany i uhlopricky jsou obar-
veny popsanym zpusobem, miZeme ho tedy povazovat za tplny graf.
Jeho hrany jsou obarveny n barvami tak, ze kazdy trojuhelnik (neboli
uplny podgraf s tfemi vrcholy, tzv. 3-klika) je bud jednobarevny, anebo
trojbarevny. Navic cely graf neni jednobarevny.

Uvedena podminka pro trojuhelniky je vlastné ekvivalentni s nasle-
dujici podminkou: V8echny hrany grafu lze rozdélit do nékolika (alesponi
dvou) jednobarevnych klik (iplnych podgrafi), pticemz kliky téze barvy
jsou vrcholové disjunktni (za kliku povazujeme i podgraf tvofeny dvéma
vrcholy neboli jedinou hranou). Otazkou uz zlstava jen to, jak velké
takové kliky mohou byt a kolik nejvice jich bude jedné barvy.

Kdyby néktera z téchto jednobarevnych klik (feknéme modra) méla
aspon n vrcholti, musel by mimo ni existovat vrchol v, ktery by byl s kaz-
dym vrcholem modré kliky spojen jinou nez modrou barvou, coz vsak
neni mozné, protoze kromé modré barvy mame k dispozici uz jen n — 1
barev. Proto kazda jednobarevna klika méa nejvyse n — 1 vrcholi.

Jeden vrchol lezi nejvyse v n ruznych klikdch (rtizné barvy) a kazda
z nich ma nejvyse n — 2 dalsich vrcholi. Tento vrchol mé tedy nejvyse
n(n — 2) sousedi. Graf m4 tudiz nejvyse f(n) S n(n—2)+1= (n— 1)
vrcholt.

V druhé ¢asti feseni najdeme pozadované obarveni hran tplného grafu
s (n —1)? vrcholy n barvami pro né&jaké vhodné n.
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Z naseho odvozeni odhadt pro f(n) plyne, ze v hledaném ,maximél-
nim“ pfipadé bude kazdy vrchol praveé v n klikich (vSech) riznych barev,
kazda klika bude mit n—1 vrcholt a od kazdé barvy jich bude pravé n—1.
Odtud plyne, ze kazdé dvé kliky ruznych barev budou muset mit spo-
leény vrchol (kupt. kazdy vrchol dané modré kliky je v jiné zluté klice,
takze to jsou v souhrnu vSechny zluté kliky). Budeme-li proto chapat
jednobarevné kliky jako ,pfimky“ o n — 1 bodech (pfislusnych vrcholech
grafu), pak kazdé dvé z téchto ,pfimek“ budou mit vzdjemnou polohu
jako rovnobézky ¢i riznobézky v roviné — podle toho, zda ptjde o kliky
stejné barvy ¢i dvou ruznych barev.

Nabizi se tak moznost umistit vSechny body jedné kliky na primku
jedné barvy. Body kliky jiné barvy budou na pfimce nejen jiné barvy, ale
i jiného sméru tak, aby prusecik téchto dvou primek ptredstavoval spo-
le¢ny vrchol obou klik. Dvé kliky téze barvy pak mizeme reprezentovat
rovnobézkami.

Protoze vrcholt je dohromady (n—1)?%, zkusime je rozmistit do étverce
(vrcholy grafu tak budou vSechny body s celo¢iselnymi soufadnicemi
(i,7), kde 7,5 € M, = {0,1,...,n — 2}) a pospojovat pfimkami riz-
nych smért. Na kazdé pfimce by mélo lezet pravé n — 1 vrchola grafu.
Takovych idealnich primek sice moc nenajdeme, ale pomizeme si tim, ze
budeme s miizovymi body poéitat modulo (n — 1).

Nejprve vrcholy pospojujeme n — 1 svislymi pfimkami prvni barvy
a déale n—1 vodorovnymi primkami druhé barvy. Mezi ptimky tfeti barvy
zafadime hlavni thlopti¢ku s body (k,k) (k € M,,) a déle primky s ni
rovnobézné, tj. (n — 1)-tice bodd (a + k (mod (n — 1)),k) (k € My,),
kde a postupné volime z mnoziny M,, \ {0} (pro a = 0 dostavame ovSem
hlavni thlopricku). To jsou vlastné vSechny ,,primky“ se smérnici 1, které
jakmile ,vybéhnou* vpravo ze ¢tverce ve vysce k, vrati se zleva do ¢tverce
pod stejnym thlem ve vysce k + 1.

Podobné budeme postupovat i dale: kliky dalsi barvy budou tvorit
(n — 1)-tice vrcholt vSech n — 1 rovnobéznych primek se smérnici 2 vy-
chézejicich postupné z vrcholi (0,0),(0,1),...,(0,n — 2) (princip kon-
gruence ted uplatnime nejen vodorovné, ale i vertikalné, tedy na obé
soufadnice): na kazdé z uvedenych pfimek pak budou lezet vrcholy se
soufadnicemi (a + k,2k) (mod (n — 1)), kde k € M,,, a € M,,. Stejny
postup zopakujeme i pro dalsi smérnice A € {3,4,...,n — 2}; jed-
notlivé piimky budou obsahovat vrcholy se soufadnicemi (a + k, \k)
(mod (n —1)).

Popsanou konstrukei jsme ziskali n(n — 1) ptimek n riznych sméru.
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Pfitom jsme v kazdé klice (,,pfimce“) obarvili (";1) hran, celkem tedy

n(n — 1) (”; 1> _n(n— 12;(71 -2) _ ((n _2 1)2)

hran. To vSak je presné pocet hran tiplného grafu s (n — 1)? vrcholy.

Zbyva uz jen zvolit n tak, aby prinikem dvou klik rizné barvy byl
pravé jeden vrchol. K tomu staci, aby p = n — 1 bylo prvoéislo, nebot
pak ma kongruence

(a+k, k)= (b+1,ul) (mod p) resp. (a, k)= (b+1,ul) (mod p)

pro dana cisla a,b, A\, u € M,, pravé jedno feseni. A protoze prvocisel
je nekonecné mnoho, nasli jsme nekonec¢né mnoho riznych n, pro néz
f(n) = (n —1)2. Tim je tloha vyfeSena.

3. Ozna¢me K, L stfedy stran BC, DA. Z vlastnosti stfednich pticek
trojihelniki ABC, ABD plyne EK | AB || LF, piicemz |EK| =
= |LF| = }|AB| (obr.72). Podobné plati FK | CD | LE, pficemz
|FK| = |LE| = }|CD|. A protoze |AB| = |CD|, je EKFL kosoétverec
nebo ctverec. To ovSem znamend, ze trojuhelnik F'EK je rovnoramenny

Obr. 72

(se zakladnou FE), pfi¢emz z rovnobéznosti pricek v uvedenych troj-
thelnicich plyne

|XAGH| = |¥xLFH| = |xLEG| = |xDHG)|.

Jiné FeSeni. Za pocatek soustavy souradnic zvolme priisecik P pfimek
AB a CD (obr. 73). Polohové vektory bodti A, B, C, D ozna¢me postupné
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Obr. 73

a, b, c, d. Potom smérové vektory ptimek AB, C'D jsou a — b, d — c,
a protoze podle zadani maji stejnou velikost, smérovy vektor osy thlu
mezi nimi je
(a—b)+(d—c)

2

[0

Stiedy E, F thlopticek AC, BD maji polohové vektory e = %(a +c),
f = 1(b+d). Z rovnosti |AB| = |CD| plyne

0=(a—b*—(d-c)*=((a—b)—(d—c)) - ((a—b)+(d—c)) =
_4(9tc b+d\ (a—b)+(d—-c)
a ( 2 2 ) 2

=4(e—f) o

(vSechna uvedend nésobeni a druhé mocniny vektort jsou skaldrni sou-
¢iny). Osa uhlu sevieného pfimkami AB a CD je tedy kolma na
primku EF, takze trojuhelnik GH P je rovnoramenny se zakladnou GH .
Protoze body A a D lezi v téze poloroviné urcené piimkou GH, jsou
uhly AGH a DHG shodné (bud jsou oba vnitinimi thly pfi zakladné
rovnoramenného trojihelniku, anebo jsou jejich doplitky do 180°).

4. Podminka v zadéni je ekvivalentni s prostotou funkce
f(m) =m™ ! mod k

v oboru zbytkovych t¥id pfi déleni ¢islem k.
Pro k = 2 a k = 3 snadno zjistime, Ze odpovidajici funkce f prosta je.
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Protoze pro kazdé k pro prislusnou funkci f plati f(1) = 1a f(k) =0,
je pro libovolné sudé k > 2

fk=1)=(k-1)F2=(-1)*2=1=f(1) (mod k),

takze funkce f pro takova k prostd neni.
Jestlize se v rozkladu ¢isla k na prvocinitele vyskytuje liché prvocislo p
aspoll v druhé mocniné, je ¢ = k/p 2 p 2 3, a tudiz

k kya-1 k rkya-3
1G)=G) =#% ()
p p p p
Zbyva tedy vysettit licha ¢isla k > 4, kterd nejsou délitelna druhou
mocninou zadného prvocisla. Vsechny hodnoty

f(k)v f(k_2)’ 1erg f(3)a f(l)

jsou zbytky druhych mocnin ptirozeného ¢isla pfi déleni ¢éislem k, tzv.
kvadratické zbytky. Kromé nich je kvadratickym zbytkem modulo &
i f(4) = 4° = 8% (mod k). Nasli jsme tak celkem 3(k + 1) + 1 kvad-
ratickych zbytku, ale riznych kvadratickych zbytk je nejvyse %(k +1),
nebot a? = (k — a)? (mod k). Aspon dvé ze zminénjch hodnot funkce f
museji byt proto stejné, takze ani pro takova k nemuze byt funkce f
prosta.
Uloze vyhovuji jediné k =2 a k = 3.

0= f(k) (mod k).

5. Danou podminku muzeme pfepsat do tvaru
z(z—4)+yly—4)+2(z2—4)=-9
a zkoumanou nerovnost zase na napadné podobny tvar
23z —4)2 + 4y (y - 4)? +22(z - 4)? 2 27.

Posledni nerovnost dostaneme z Cauchyovy nerovnosti (a + b+ c)? <
< 3(a? + b2 + ¢?) pro hodnoty a = z(z — 4), b = y(y — 4), c = 2(z — 4).
Rovnost v Cauchyové nerovnosti nastane, pravé kdyz

r(z—4) =y(y —4) = 2(z — 4),

coz vzhledem k dané podmince vede na rovnosti (z — 2)? = (y — 2)? =
= (2 — 2)? = 1. Resenim této soustavy je 8 uspotadanych trojic (1,1, 1),
(1,1,3), (1,3,1), (3,1,1), (1,3,3), (3,1,3), (3,3,1), (3,3,3).
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Jiné feSeni. S vyuzitim podminky
P+ + 22 +9=4(z+y+2) (1)
miuzeme danou nerovnost ekvivalentné upravit na tvar
-2+ @y -2+ (2 -2)" 23, (2)
zatimco samotnou podminku (1) pfepiseme na
(x-2)%+(y -2+ (z2—-2)?2=3.
Vidime tedy, Zze nerovnost (2) opét plyne z Cauchyovy nerovnosti
(a+b+c)? < 3(a® + b? + ¢?), tentokrat pro hodnoty a = (z — 2)2,

b= (y—2)?% c = (z—2)2. Rovnost ziejmé nastane, pravé kdy# (z —2)% =
= (y—2)? = (2 —2)? =1, coZ je stejnd podminka jako v prvnim Feseni.

6. Vysetiime dva pripady.
Pokud maji vSechny tfi rovnice jeden spoleény kofen 1, je

z?+ax +b=0, (1)
zi + bz +c=0, (2)
24+ cx; +a=0. (3)

Kombinaci rovnosti (3) — (2) + z1((1) — (3)) a néslednou upravou dosta-
neme

(a—c)(z? =z +1)=0.

Odtud vzhledem k nenulovosti kvadratického trojclenu x% —x1+1 (ma
zaporny diskriminant) plyne a = ¢. Cyklickou zaménou dostaneme ¢ =
= b = a a jedinou kvadratickou rovnici z2 + ax + a = 0, ktera s ohledem
na zadani musi mit dvojnasobny koten. Pro jeji diskriminant tak plati
a? —4a = a(a —4) =0, proto je a = b =c =0 nebo a =b =c=4. Pro
vyraz a? + b* + ¢? tudiz dostavame dvé mozné hodnoty: 0 a 48.

Druhy pfipad, kdy prvni rovnice méa kofeny x1, xo, druhda zo, 3 a treti
x1, x3 (pfiCemz vSechny tii kofeny jsou navzdjem ruzné, jinak bychom
méli predchozi ptipad) je o poznani komplikovanéjsi.

Budeme zkoumat koeficienty mnohoclenu

(2% + az + b)(2z? + bz + ¢)(z* + cx + a), (4)
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o0 némz vime, ze ma tfi dvojnasobné koteny x1, x2, x3, a tedy tvar
(x3 — pz? + qz — )2 (5)
Z Vietovych vztaht pro puvodni mnohocleny navic plyne
2p=2(z1+x2+2x3) = —(a+b+c) = —(r122 + T2w3 + T123) = —¢. (6)

Jestlize ozna¢ime a + b+ ¢ = e, ab+ bc + ca = f, abc = g, dostaneme
roznasobenim totoznych mnohoélent (4) a (5) a porovnanim jejich koe-
ficienti pfi mocninach z°, 2%, 2% a z° postupné

e=-2p, et+f=p"—dp, E—frg=4’-2r, g=r" (7)

Koeficienty pii 22 a x sice nejsou symetrické v proménnych a, b, ¢ (a ne-
daji se tedy vyjadfit pomoci e, f, g), ale jejich soudet symetricky je, proto
jejich porovnanim po tupravé dostaneme

f+ef—3g=4p®+ 6pr. (8)

Spojenim (6), (7) a (8) dostavdme soustavu Sesti rovnic o Sesti ne-
znamych p, q, r, e, f, g. Mizeme ji feSit ruznymi zpusoby. Napfiklad
dosazenim prvnich dvou vztahi ¢ = —2p a e = —2p do tfeti rovnice
dostaneme f = p? — 2p. Spolu s patou rovnici ¢ = r? ted miizeme za
neznamé q, e, f, g dosadit do ¢tvrté a Sesté rovnice vyrazy obsahujici jen
neznamé p a r. Po upravé dostaneme dvé rovnice

(r+p)(r—p+2)=0, 2p°—p?+2p(3r+1)+3r’=0.

Nyni stac¢i vyjadrit » z prvni rovnice a dosadit do druhé. Pro r = —p tak
dostaneme rovnici p(p —1)? = 0, pro r = p—2 rovnici (p+6)(p—1)? = 0.

Pokud by bylo p # 1, dostaneme v prvnim ptipadé p = 0 a také
g =1 =0,coz v (5) vede na mnohoé¢len z%, ktery zfejmé nevyhovuje.
Podobné pro p = —6 vyjde r = —8, ¢ = 12, takze v (5) dostaneme mno-
hoélen (x + 2)¢, ktery rovnéz nevyhovuje. Zbyva tudiz posledni moznost
p =1, odkud ¢ = =2, » = —1, a mnohoclen v (5) ma tvar

(3 — 22 — 2z +1)2. (9)

Snadno nahlédneme, ze mnohoé¢len p(x) = 23 — x? — 2z + 1 opravdu

ma tii rizné redlné kofreny, protoze p(—2) < 0, p(—=1) > 0, p(0) > 0,
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p(1) <0, p(2) > 0. Uz jen dopoéitdme e = -2, f = —1, g =1, a®> + b*> +
+c?2=e2-2f=6.

Odpovéd. Uvedeny vyraz muze nabyvat hodnot 0, 6 a 48.

Poznamka. Pro tplné feseni bychom méli jesté ovérit, ze k trojici ko-
fenl (x1, z2, z3) mnohoclenu (9) skutecné prislusi tii kvadratické rovnice
s koeficienty jako v zadéani. Jednou z moznosti, jak to udélat, je ukazat,
ze prislusné koeficienty a, b, ¢ (které jsou podle Vietovych vztahti kofeny
mnohoélenu 23 —ex?+ fr—g) po dosazeni do (4) daji mnohoélen identicky
s (5). Protoze koeficient pti x° je ziejmé stejny a rovnost koeficientii pii
25, 2%, 23, 20 plyne z toho, ze p, q, 7, e, f, g spliuji (7), staéi ukazat
rovnost koeficientti pfi 22 a x. Na zdkladé rovnosti (8) vSak vime, Ze
soucet koeficientt pfi z2 a x je stejny.

7. Krajni hodnoty 0 a n zfejmé nesmazeme nikdy. Kromé toho snadno
ovérime, ze

g(1)=g(2)=2, ¢g(8)=3, g4) =2

Technika mazani pouzita pro n = 4 se da snadno rozsifit na vSechna
n tvaru n = 2% (struéné feceno, nejprve smazeme vsechna lichd ¢isla
jako aritmeticky pramér dvou sousednich sudych ¢isel, zbyla suda ¢isla
si predstavime jako dvojnésobky ¢isel od 1 do 2¢~! a smazeme vsechny
dvojnéasobky lichych ¢isel atd.), proto je g(2%) = 2 pro vSechna pfirozend
c¢isla a.

Méjme nyni n, které neni mocninou dvou, takze 2¢ < n < 2! pro
néjaké prirozené a. Predstavme si, ze i v tomto pripadé nakonec zustala
na tabuli jen dvé ¢isla (nepochybné 0 a n). P¥i zpétné rekonstrukei (pri-
davame aritmeticky pramér nékterych dvou ¢isel, kterd na tabuli zistala)
dokéazeme piidat vzdy jen &isla tvaru tn/2F, kde t a k > 1 jsou piirozena
¢isla. Takto vSak nikdy nevznikne ¢islo 1, protoze neni-li ¢islo n mocninou
dvou, nemiize ji byt ani zadny jeho nasobek. To je spor.

Naopak pro libovolné takové n dokazeme postupné smazat ¢islan — 1,
n—2,...,2%+1 (éislo n — i je aritmetickym pramérem cisel n a n — 2i;
pokud n = 2% 4+ 1, mazeme pochopitelné prazdnou mnozinu), nacez uz
popsanym zpusobem smazeme vSechna ¢isla mezi 0 a 2¢. Na tabuli tak zu-
stanou jen t¥i ¢isla 0, 2%, n. Proto neni-li n mocninou dvojky, je g(n) = 3.

8. Ukazeme ptiklad obarveni desky k x k (pro liché k = 5) tfemi nesou-
vislymi barvami 1, 2 a 3.

Nejprve obarvime policko (2, k) barvou 1 a policko (3, 1) barvou 2. Na
desce zfejmé existuji pravé ¢tyfi policka (2,1), (2,2), (3,k—1) a (3,k),
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ktera jsou dosazitelnd tahem damy z obou zvolenych poli zaroven (staci si
uvédomit, ze pii bézném cernobilém obarveni poli maji pfi lichém k obé
zvolené pole riznou barvu). Uvedend ¢tyti policka tedy obarvime tfeti
barvou, zatimco vSechna ostatni policka dosazitelnd damou z (2, k) do-
stanou barvu 2 a naopak policka dosazitelnd ddmou z (3,1) barvu 1. Tim
jsme obarvili vSechna policka dosazitelnd jednim tahem damy z policek
(2, k) nebo (3, 1), pfi¢emz ani jedna ze t¥i barev neni souvisla. (Nasledujici
tabulka znéazorfiuje popsanou situaci pro k = 9.)

2|11(3|2(2(2|2(2]|2
21213

2|12 1
2|1 2 1
2|1 2]1
2|1 1
1121 1 2
3111 2
1(3(2(1|1]|1|1|1|1

Obarvime-li dosud neobarvena policka desky libovolné barvami 1 a 2,
zustanou policka (2, k) a (3,1) izolovdna od ostatnich policek své barvy.
Dokazeme nyni, ze pii libovolném obarveni libovolné desky k x m
dvéma barvami bude jedna z barev souvisla. Pfipady k = 1 nebo m =1
jsou jisté trividlni. Budeme proto predpokladat, ze k = m = 2. Tvrzeni
dokazeme matematickou indukci vzhledem k souctu k + m.
Predpokladejme, Ze uvedené tvrzeni plati pro libovolnou desku &’ x m’
spliiujici k' +m/ < k + m. Uvazujme libovolné obarveni desky S s roz-
méry k x m dvéma barvami, napf. ¢ervenou a modrou, a oznac¢me Sy, Sa,
resp. S3 desky, které dostaneme z S odstranénim prvniho sloupce, po-
sledniho sloupce, resp. posledniho fadku. Podle indukéniho predpokladu
je na kazdé ze tii desek Si, S2, S3 aspon jedna ze dvou barev souvisla.
Necht S;, S; jsou ty dvé z nich, jez maji souvislou stejnou barvu, napf.
Cervenou, a oznac¢me dale Ag =5, N S;, Ay =5;\SiaAdy=5;\9,.
Pokud je deska Ay uz jednobarevnd, je zfejmé jeji barva souvisla
i na celé desce S. Predpokladejme tedy, ze v Aj existuje ¢ervené policko.
V takovém pripadé je ovsem cervena barva souvisla v mnoziné S; U S;.
Pfipomenme, ze S;USy = S, S1US3 = S\{(1,m)}, S2US5 = S\{(k,m)}.
Pokud {4, j} = {1, 2}, jsme hotovi. Pokud napt. {7, j} = {1, 3} (obé zbylé
moznosti jsou zfejmé symetrické), nebude cervend barva souvisla v celé S,
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jediné kdyz policko (1,m) bude Cervené a vSechna policka v Ay U Ay C
C S; U S; naopak budou modra. Pak je ovSem modra barva souvisla v S.
Tim je dikaz indukéniho kroku hotov.

Odpovéd. Hledané nejvétsi éislo je n = 2.

9. Protoze AK || CD, je AKCD rovnoramenny lichobéznik, takze troj-
uhelnik BKC je rovnostranny (obr. 74). Podobné je rovnostranny i troj-
thelnik BLA. Oba trojuhelniky jsou tak soumérné podle osy tthlu CBK,
odkud plyne rovnost |AC| = |LK|. Zaroven z rovnosti obvodovych thla
nad tétivou AC mame | APC| = 60°.

Obr. 74

Bod B lezi na chordéle obou kruznic, proto plati
|AB|-|BK|=|DB|-|BP|=|LB|-|BC|=|EB|-|BM|.

Uvazujme proto zobrazeni s, které vznikne slozenim kruhové inverze po-
dle kruznice se stfedem B a polomérem +/|LB|-|BC| a stiedové sou-
mérnosti s tymz stfedem B. V tomto zobrazeni si vzajemné odpovidaji
dvojice boda A, K, C,L, D,P a E, M.

Jednou z vlastnosti kruhové inverze je, ze primku neprochazejici ste-
dem inverze zobrazi na kruZnici stfedem inverze prochézejici (stejnou
vlastnost zfejmé ma i slozené zobrazeni ). Z toho plyne, Ze obrazem
primky obsahujici body A, E, C v zobrazeni s je kruznice opsana troj-
thelniku LM K a prochazejici bodem B, tudiz ¢tyithelnik BLMK je
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tétivovy. Proto
[<xKML|=180° — |« KBL| = 180° — 120° = 60° = |<APC|
a navic (obr. 74)
|xLKM|=|xLBM| = |xADP| = |xACP|.

Trojuhelniky APC, LMK jsou tedy podobné, a protoze (jak jsme uz
ukazali) |AC| = |LK], jsou i shodné. Tim je tvrzeni ulohy dokézano.

10. Jestlize N je obraz bodu A v osové soumérnosti podle DE (obr.75),
potom

|xCDN| = |xCDA| — |xADN| =
= 2|xEDF| - 2|xEDN| = 2|xFDN|

a|ND|=|AD| = |CD|.Bod N je tudiz zaroven obrazem bodu C' v osové
soumérnosti podle DF'. Ze shodnosti dvojic trojihelniki ADE, NDE
a CDF, NDF, jez si v uvedenych osovych soumérnostech vzajemné od-
povidaji, plyne

|XEND|+ |xDNF|=|xEAD|+ |xDCF| = 180°,

proto bod N lezi na tisecce EF.

Obr. 75

Uvédomme si jesté, ze piimka E'F' je v soumérnosti podle DE obrazem
pfimky AB a v soumérnosti podle DF' obrazem piimky BC. Bod D ma
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proto od uvedenych tii primek stejnou vzdalenost, a je tedy stfedem
kruznice k; pfipsané strané EF' trojuhelniku BEF (obr.76), a bod K je
tudiz bodem dotyku ptipsané kruznice se stranou EF.

Obr. 76

Jak znamo, body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou soumérné
sdruzeny podle stfedu prislusné strany trojuhelniku, proto je bod L bo-
dem dotyku kruznice k vepsané trojuhelniku BEF.

Oznac¢me P obraz bodu L ve stejnolehlosti se sttedem v bodé B, ktera

prevadi kruznici k vepsanou trojihelniku BEF na pripsanou kruznici k.
Pak je zfejmé PK prumérem kruznice k1 a DM stfedni pfickou trojihel-
niku PLK. Tim je rovnobéznost ptimek DM a BL dokazana.
11. Jestlize je dvojice (m,n) feSenim, jsou feSenim i symetrické dvojice
(n,m), (—m,—n) a (—n,—m). Pro n = 0 dostaneme rovnici m* = m?
s feSenimi m € {—1,0,1}. Ze symetrie tak plyne, Ze FeSenim dané rovnice
je pét dvojic

(nvm) € {(0, "‘1)7 ("1»0)’ (070)? (07 1)’ (170)}‘

Uvédomme si, ze pro kladna m i n je leva strana fadové vétsi nez
strana prava. V takovém ptipadé, jak hned ukazeme, zadné reseni ne-
existuje:

Bez ijmy na obecnosti necht 0 < n < m. Z dané rovnice ov§em plyne

(m 4+ 1)* < (m+n)* =m?n? + (m +n)? + 4mn < m* + 8m?,
4m?® + 6m? +4m + 1 < 8m?,
2m?(2m —1)+4m+1 <0,
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coz zfejmé nemiize platit pro zadné pfirozené ¢islo m. Resenim tedy neni
zadna dvojice kladnych ¢isel (a ze symetrie) ani zadna dvojice zapornych
Cisel.

Bez Gjmy na obecnosti dale predpokladejme, ze n = —k je zaporné
a 0 < k £ m. Z dané rovnice pak mame

(m —k)* —m?k® = m? + k* — 6mk,
(m? — mk + k?)(m? — 3mk + k?) = m? — 6mk + k?,
(m? —mk + k2)(m2 — 3mk + k% — 1) = —5mk

Odtud plyne, ze
m? — mk + k? | 5mk.

Ozna¢me d = (m, k) nejvétsi spolecny délitel ¢isel m a k a necht k = da,
m = db, kde a, b jsou dvé kladna nesoudélné cisla. Je tedy

b? — ba + a® | 5ba.

Zaroven je vSak ziejmé, Ze Gislo b — ba + a? je nesoudélné jak s a, tak
s b, proto je nesoudélné i se soucinem ab obou nesoudélnych ¢isel. Pro
kladné ¢islo b2 — ba + a® tak mame jen dvé mozné hodnoty: 1 nebo 5.

Jestlize b — ba + a® = 1, ma odpovidajici kvadratick rovnice s ne-
znamou a diskriminant 4 — 3b2, ktery je étvercem piirozeného éisla jediné
pro b = 1, takze a = 1 a n = —m. Dosazenim do dané rovnice ziskdme
dalsi dvé feseni

(nv m) € {(27 _2)v ("27 2)}

Jestlize b2 —ba+a? = 5, piislusny diskriminant 20 — 3b% neni étvercem

prirozeného cisla nikdy. Dana rovnice tedy nema zadna dalsi celoc¢iselna
TeSeni.
12. Snadno nahlédneme, ze musi byt x =2 2 a y + z = 1. Uvazujme danou
rovnici modulo 4, dostaneme tak 1 = (—1)¥ (mod 4), proto y musi byt
sudé. Pokud je y > 0, je (—1)* + 2 =0 (mod 3), takze x musi byt sudé.
Podobné je-li z > 0, mame 2* — 1 = 0 (mod 5), coz pro = znamena
délitelnost ctyfmi. OvSem aspon jedno z ¢isel v, 2 je kladné, proto x musi
byt v kazdém ptipadé sudé.

Necht = = 2t a y = 2u. Protoze 2009 = 72 - 41, je

2% 42009 = 27 € {1,2,4} (mod 7),
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zatimco pro liché z plati
3Y5% = 9%(—2)* € {3,5,6} (mod 7).
Proto musi byt i z sudé, z = 2v. Rovnici nyni mizeme prepsat do tvaru
72.41 = 2009 = (3"5Y — 2%)(3“5Y + 2%).
Ziejmé existuje jen jedna dvojice ¢isel, jejichz soucin je 2009 a rozdil

je mocninou dvou: 41 a 49. Odtud plyne, Ze dand rovnice ma v oboru
nezapornych celych ¢isel jediné feSeni
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Sestnacty roé¢nik Stfedoevropské olympiady v informatice

Stfedoevropska olympiada v informatice se v le-
tosnim roce konala ve dnech 8.-14. 7. 2009
v rumunském mésté Targu Mures. Ke klasic-
kému zastoupeni sedmi stfedoevropskych statu
se jako hosté soutéze pridala navic druzstva
Svycarska, Moldavie, USA a Srbska. Celkem
soutézilo 44 studentii z 11 zemi a navic se akce zucastnilo 13 mistnich
rumunskych studentid mimo oficidlni soutéz.

Reprezentaé¢ni druzstvo Ceské republiky bylo sestaveno na zakladé vy-
sledki dosazenych soutézicimi v tstfednim kole 58. ro¢niku Matematické
olympiady — kategorie P. Celosvétové soutéze 101 2009 v Bulharsku se
zucastni Ctyfi nejlepsi studenti. Jako obvykle pro ucast na CEOI 2009
byli vybrani dalsi ¢tyfi nejlepsi studenti, kteri jesté nejsou v maturitnim
ro¢niku. Mohli tak ziskat zkuSenosti, aby tspésné reprezentovali Ceskou
republiku na IOI v pfistim roce. Letos se CEOI zucastnili néasledujici
studenti:

Petr Cermdk, student Gymnézia v Kladné,

Lukas Kripner, student Gymnazia T. G. Masaryka v Litvinoveé,
Martin Patera, student Gymnéazia Arabska v Praze,

Jan Polasek, student Gymnézia v Turnové.

Vedoucimi ¢eské delegace byli jmenovani Mgr. Petr Skoda a Be. Jan Bu-
lanek, oba z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Jiz tradicné se ucastnici pfipravovali na olympiddu na tydennim sou-
stfedénim CPSPC (Czech-Polish-Slovak Preparation Camp). Akci tento-
krat pripravili polsti organizatofi a tcastnili se ji vybrani studenti vSech
tF zemi.

Soutéz probihala jak je obvyklé béhem dvou soutéznich dnt. V kaz-
dém dni soutézici resili t¥i tlohy, na které méli celkem pét hodin. Kazdy
soutézici pracuje na pridéleném osobnim pocitac¢i s nainstalovanym sou-
téznim prostiedim, které umoznuje vyvijet a testovat programy a odesilat
je k vyhodnoceni. Vysledné programy jsou testovany pomoci pripravené
sady testovacich dat a se stanovenymi ¢asovymi limity. Tim je zajiSténa
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nejen kontrola spravnosti vysledki, ale pomoci ¢asovych limitu se také
odlisi kvalita pouzitého algoritmu. Pfi testovani kazdé tlohy se pouzi-
vaji sady testovacich dat rtizné velikosti, takze teoreticky spravné reseni
zalozené na neefektivnim algoritmu zvladne dokonéit vypocet pouze pro
nékteré, mensi testy. Takové feSeni je potom ohodnoceno ¢asteénym po-
¢tem bodu.

V letosnim roce organizatori pripravili velmi hezké a originalni, ale
také t&zké tlohy. Ulohy jsou vidy veder pred soutézi prelozeny do ma-
tefského jazyka studenti a cesti studenti tedy dostali jak anglickou, tak
i Ceskou verzi zadani uloh. Soutéz probéhla bez vétsich problému.

Kromé soutéze je pro ucastniky CEOI také ptipravovan doprovodny
program. Letos jeli Gcastnici na prohlidku stfedovékého méstecka Sighi-
soara, navstivili solné jeskyné Praid a prosli se po laznich Sovata.

Posledni den probéhlo slavnostni zakonceni soutéze s vyhlasenim vy-
sledkt. Kazda ze soutéznich uloh byla hodnocena maximalné 100 bo-
dy, takze celkové bylo teoreticky mozné ziskat az 600 bodu. Vitézem
se stal Ameri¢an Wu Neal, ktery dosahl vysledku 400 bodu. Podle pra-
videl CEOI obdrzi na zavér soutéze lepsi polovina ucastnikt nékterou
z medaili, pficemz zlaté, stiibrné a bronzové medaile se udéluji priblizné
v poméru 1 : 2 : 3 (pochopitelné s ohledem na to, aby soutézici se stej-
nym bodovym ziskem ziskali stejnou medaili). Letos byly udéleny 3 zlaté,
10 stfibrnych a 15 bronzovych medaili. Dalsi zlaté medaile ziskali souté-
zici z Chorvatska a Polska. Stfedoevropska olympidda v informatice je
soutézi jednotlived, zadné poradi zacastnénych zemi v ni neni vyhlaso-
vano.

Z4dny z naSich reprezentanti letos medaili neziskal. Nagi studenti
dosahli nasledujicich vysledk:

32. Petr Cermak 80 bodt
40.-42. Lukas Kripner 20 bodu
40.-42. Martin Patera 20 bodu

43. Jan Polasek 10 bodu

Veskeré informace o soutézi, texty soutéznich tloh i podrobné vy-

sledky vSech medailisti l1ze nalézt na adrese www.ceoi2009.ro. Pristi
17. ro¢nik CEOI se bude konat v Kosicich na Slovensku.
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21. mezinarodni olympiada v informatice

Dvacaty prvni ro¢nik Mezinarodni olympiady v in- Vs

formatice 101 2009 se konal ve dnech 8.-15. 8. 2009 <z

v bulharském Plovdivu. Zastitu nad soutézi pre- T ¢

vzal osobné bulharsky prezident Georgi Parvanov, -

ktery se také zucastnil slavnostniho zahajeni spo- 7, /

le¢né s ministryni skolstvi, mladeze a védy, pani Jor- \/

dankou Fandakovou a s dal$imi vyznamnymi hosty. PLB DIV
Na olympiadu do Bulharska pfijely delegace ENESEEERES

z 82 zemi celého svéta. Z kazdé zemé se olympiady

mohou zucastnit Ctyfi soutézici a dva vedouci, celkové letos soutézilo

312 studentii. Ceské druzstvo bylo sestaveno na zakladé vysledkt ustied-

niho kola 58. ro¢niku Matematické olympiady — kategorie P a bylo tvo-

feno témito studenty:

Vlastimil Dort, student gymnazia Spitalska v Praze,

Hynek Jemelik, student gymnaézia na tf. Kpt. Jarose v Brné,
David Klaska, student gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné,
Karel Tesat, student VOS a SPSE v Plzni.

Vedoucimi ceské delegace byli doc. RNDr. Pavel Topfer, CSc.,
a Mgr. Zdenék Dvordk, Ph.D., oba z Matematicko-fyzikalni fakulty Uni-
verzity Karlovy v Praze.

Jiz tradi¢né se nasi castnici pripravovali na olympiadu spolecné s re-
prezentanty vybranymi pro CEOI (Stfedoevropskéa olympiada v infor-
matice) na tydennim soustfedénim CPSPC (Czech-Polish-Slovak Prepa-
ration Camp). Pfipravné soustiedéni letos usporadali polsti organizatori
a zucastnili se ho vybrani studenti ze vsech t¥i zemi.

Béhem prvniho dne pobytu v Bulharsku probéhlo slavnostni zahajeni
soutéze a studenti méli také prilezitost seznamit se podrobné s poci-
taci a se softwarovym prostiedim, ve kterém budou pracovat pfi soutézi.
Vlastni soutéz se konala jako obvykle ve dvou dnech, oddélenych jednim
dnem odpocinku. Po druhém soutéznim dnu nasledoval jeden den véno-
vany vyletu k mofi a v zadvérecném dni pobytu se uskuteénilo vyhlaseni
vysledkt v historickych prostorach antického amfiteatru.

193



; vz

Soutéz probiha podobnym zptusobem jako prakticka ¢ast ustfedniho
kola nasi Matematické olympiddy — kategorie P. Kazdy soutézici ma
pridélen osobni pocita¢, na kterém fresi zadané tlohy. V kazdém dni
ma na praci vymezen ¢as 5 hodin. Ulohy je tfeba dovést az do tvaru
odladéného programu, hotové programy se odevzdavaji k vyhodnoceni
prostiednictvim soutézniho prostiedi. Odevzdané programy se testuji po-
moci predem pripravené sady testovacich dat. Provadéné testy jsou navic
omezeny Casovymi limity, aby se kromé otestovani spravnosti odlisila i ca-
sova efektivita algoritmu pouzitého jednotlivymi Gcastniky soutéze. Pri
testovani kazdé tlohy se pouzivaji sady testovacich dat rizné velikosti,
takze teoreticky zcela spravné reseni zalozené na neefektivnim algoritmu
zvladne dokoncit vypocet pouze pro nékteré, mensi testy. Takové feseni
je potom ohodnoceno ¢astecnym poctem bodi.

Ulohy byvaji tradiéné dost naro¢éné a stavalo se, ze fada tcastnikil
nevytesila spravné ani jednu z nich. Novinkou letosniho ro¢niku proto
bylo pridani navic jedné vyrazné lehci tlohy v kazdém soutéznim dnu.
V kazdém dnu byly tedy zadany nikoliv t¥i jako dfive, ale ¢tyfi tlohy.
Tyto pfidané snadnéjsi tlohy byly vyhodnocovany ve zvlastnim rezimu
»$ plnou odezvou® ihned v prubéhu soutéze. Jedna se o podobny sys-
tém, jaky pouzivame od lonska u nas v kategorii P pro praktické ulohy
domaéciho kola. Kratce po odevzdani vypracovaného programu do vy-
hodnocovaciho systému se soutézici dozvi hodnoceni svého feseni a ma
pak jesté moznost feSeni opravit a odevzdat feseni téze tlohy opakované
vicekrat. Soutézici z programatorsky méné vyspélych zemi tak dostali
velmi realnou Sanci vyfesit kazdy den aspon nékterou ulohu, zatimco pro
ty nejlepsi nepredstavovala pridana tloha zadné velké zdrzeni a mohli se
pak vénovat ostatnim, naro¢néjsim problémuam.

Kazda z osmi soutéznich tloh byla hodnocena maximéalné 100 body,
takze celkové bylo mozné ziskat az 800 bodu. To se ovsem nikomu nepo-
darilo, vitéz soutéze Genadii Karatzkevitch z Béloruska dosahl vysledku
743 bodu. Na zékladé presné stanovenych pravidel se na IO podle dosaze-
nych bodt rozdéluji medaile. Nékterou z medaili obdrzi nejvyse polovina
ucastnikl soutéze, pricemz zlaté, stiibrné a bronzové medaile se udéluji
priblizné v poméru 1 : 2 : 3 (s ohledem na to, aby soutézici se stejnym
bodovym ziskem ziskali stejnou medaili). Na letosni IOI bylo rozdéleno
celkem 26 zlatych, 50 stfibrnych a 73 bronzovych medaili. Vysledky na-
Sich soutézicich shrnuje nasledujici tabulka.

Mezinarodni olympiada v informatice je soutézi jednotlivel a zadné
poradi zucastnénych zemi v ni neni vyhlasovano. Podle dosazenych vy-
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73. David Klagka 497 bodu  stfibrna medaile

94. Vlastimil Dort 458 bodi  bronzova medaile
140. Hynek Jemelik 403 bodid  bronzova medaile
260. Karel Tesar 179 boda -

vvvvv

mémi byly letos Cina a Korea se tfemi zlatymi medailemi.

Vsechny podrobnosti o soutézi, texty soutéznich uloh i jejich Feseni
a celkové vysledky lze nalézt na adrese http://www.1012009.org. Pristi
roéniky IOI se budou konat v Kanadé (2010), Thajsku (2011), Italii
(2012) a Australii (2013). Poradatelé IOI 2010 z Kanady na misté po-
zvali vSechny delegace zucastnéné na IOI 2009, aby se ztcastnily také
nasledujiciho ro¢niku soutéze.

Texty soutéZnich tloh

1. Lukostrelba

Turnaj v lukostielbé ma nasledujici pravidla. Do fady se postavi NV
terci, ocislovanych zleva doprava od 1 do N. Soutézi 2N lukostfelct.
V kazdém kole turnaje se u kazdého terce utkaji dva lukosttelci. Po skon-
¢eni kola se lukosttelci pfesunou timto zpusobem:

> Vitézi na tercich 2 az N vcetné se posunou o jeden ter¢ doleva
(tj. k ter¢im 1 az N — 1).

> Porazeni na tercich 2 az N vcetné a vitéz na terc¢i 1 zustavaji u stej-
ného terce.

> Porazeny na terci 1 se presune k terci V.

Turnaj trva R kol. Pocet kol je vétsi nebo roven poctu lucistnikt
(tj. R = 2N).

Jste jediny tcastnik, ktery dorazil pfesné na ¢as, nebo mozna dokonce
o par minut pozdé (jako obvykle). Zbylych 2N — 1 ludistnikii zde uz je
a jsou sefazeni v poradi, ve kterém nastoupi k ter¢um. Zbyva se jiz jen
mezi né nékam zaradit, a turnaj muze zac¢it — dva nejlevéjsi lucistnici
nastoupi k terci 1, nasledujici dva k terci 2, a tak dale, az dva nejpravejsi
lucistnici nastoupi k ter¢i N.

Vsichni lucistnici véetné vas jsou oznamkovéani dle dovednosti (jako
ve skole, tj. lu¢istnik s nizsi znamkou je dovednéjsi). Zadni dva lu¢istnici
nejsou stejné dovedni, a kdyz spolu soutézi, ten s nizsi znamkou vzdy
zvitézi.

195



Znate znamky vsech soutézicich a chtéli byste se mezi né zaradit tak,
abyste skoncili u terce s co nejmensim cislem. Je-li vice moznosti, jak
toho dosdhnout, vyberte tu, kde zaCinate na terci s nejvétsim moznym
Cislem.

Uloha: Napiste program, ktery nacte znamky vsech lu¢istnikt véetné
vas a pocatecni poradi vasich soupeft a urci pozici, na niz byste se méli
zatradit, spliujici vySe popsané podminky.

Omezen:
1< N £ 200000 pocet terctl, roven téz poloviné pocétu lucistnika
2N < R < 1000000000 pocet kol turnaje
1< Sy £2N znamka lucistniku k

Vstup: Vas program musi nacist ze standardniho vstupu nasledujici
data:

> Prvni radek obsahuje dvé prirozena cisla NV a R, oddélend mezerou.

> Nasledujicich 2V fadku obsahuje znamky lucistniki. Prvni z téchto
rfadka obsahuje vasi znamku. Zbytek z nich obsahuje znamky va-
sich soupefti v pofadi, v némz jsou sefazeni (zleva doprava). Kazdy
z téchto 2N Fadka obsahuje jedno prirozené ¢islo v rozsahu od 1
do 2N. Znamka 1 je nejlepsi a znamka 2N je nejhorsi. Zadni dva
lucistnici nemaji stejnou znamku.

Vystup: V&S program musi na standardni vystup vypsat jediny radek
obsahujici jedno prirozené ¢islo v rozsahu od 1 do Nvcetné: cislo terce,
na kterém budete v turnaji zacinat.

Hodnoceni: Pro nékteré ze vstupti bude N mensi nebo rovno 5 000.
Za tyto vstupy muzete ziskat az 60 bodu. Pro nékteré z téchto vstupt
navic bude N mensi nebo rovno 200 a za tyto vstupy lze ziskat az 20 bodu.

Priklady:

Vstup Vystup
4 8 3

7

W = 00 0O N
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Jste druhy nejhorsi lukostielec. Zacnete-li na prvnim teréi, prohra-
jete a presunete se na ter¢ 4 a tam zustanete az do konce. Podobné,
zacnete-li na terc¢i 2 ¢i 4, zistanete na ném az do konce. Zacnete-li na
terc¢i 3, porazite nejhorsiho lukostfelce, posunete se na terc¢ 2 a tam zi-
stanete.

Vstup Vystup

49 2

2

D NP W o o

Jste druhy nejlepsi lukostrelec. Nejlepsi je jiz na prvnim terci a zu-
stane tam az do konce. Kdekoliv zacnete, budete se v kazdém kole posu-
novat o jeden ter¢ doleva, az dorazite k prvnimu terci. Zde prohrajete,
presunete se k ¢tvrtému terci, a opét se zacnete presunovat doleva. Abyste
po 9 kolech byli na terci 1, musite zacit na terci 2.

2. Stavba

Potiebujete najmout délniky na stavbu. Mate N zajemci, ocislova-
nych od 1 do N. V pripadé, ze zaméstnate zajemce c¢islo k, budete mu
muset platit alespon Sy korun. Navic, zajemce ¢islo £ ma uroven kvalifi-
kace Q. Odbory vyzaduji, aby platy byly pfimo imérné tirovni kvalifi-
kace. Zaméstnate-li napfiklad zdjemce A a B takové, ze Q4 = 3Q) B, pak
budete muset délnikovi A platit presné tfikrat tolik, co délnikovi B. Platy
mohou byt i necelociselné a dokonce je ani nemusi byt mozné vyjadrit
v desitkové soustavé koneénym poctem cislic; je tedy mozné délnikovi
platit naptiklad tfetinu ¢i Sestinu koruny.

Mate k dispozici W korun a chtéli byste najmout co nejvic délnik.
Je jen na vas, koho najmete a kolik mu budete platit, ale musite dodrzet
jak pozadavky na minimalni platy, tak omezeni odbort. VSem vybranym
délnikim samoziejmé nemizete dohromady platit vice nez W korun.

Vzhledem k tomu, Ze tito délnici stejné budou jen nosit cihly, jejich
kvalifikace pro vas neni dilezita a snazite se pouze maximalizovat pocet
najatych délnika. Existuje-li vice nez jedna moznost, jak tohoto maximal-
niho poc¢tu dosahnout, preferujete tu, v niz platite délnikiim dohromady
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nejméné penéz. Pokud existuje vice moznosti, jak splnit tyto podminky,
zvolte jednu libovolnou z nich.

Uloha: Napiste program, kterj nac¢te pozadavky na minimalni mzdy
a urovné kvalifikace délnikt a ¢astku, kterou disponujete, a urci, které dél-
niky mate najmout. Musite najmout co nejvice délniki, a to tak, abyste
pritom utratili co nejméné penéz a zaroven splnili vySe popsané omezeni
odborti.

Omezent:
1< N £500000 pocet zajemcii
1 <8, <20000 minimalni mzda pozadovana zajemcem ¢islo k
1< Qr 20000 urover kvalifikace zajemce ¢islo k

1< W £10000000000 ¢astka, jiz disponujete

Dalezité upozornént: Nejvétsi mozna hodnota W se nevejde do 32 bi-
t1, musite proto pro jeji reprezentaci pouzit 64-bitovy datovy typ, napii-
klad long long v C/C++ ¢i int64 v Pascalu.

Vstup: Va$ program musi nacist nasledujici data ze standardniho
vstupu:
> Prvni fadek obsahuje dvé pfirozena cisla N a W, oddélend mezerou.
> Nasledujicich N radku popisuje zajemce. Na k-tém z téchto radku se
nachazi dvé prirozena ¢isla Sy a O oddélena mezerou.

Vystup: Vas program musi vypsat na standardni vystup nasledujici
data:
> Prvni fadek musi obsahovat pravé jedno prirozené ¢islo H, pocet dél-
niku, které najmete.
> Nasledujicich H radka musi obsahovat ¢isla délniku, které jste se
rozhodli zaméstnat. Kazdy z téchto fadkd musi obsahovat jedno pri-
rozené ¢islo mezi 1 a N. Tato ¢isla musi byt navzajem rtzna. Jejich
poradi mize byt libovolné.

Hodnocent: Za dany vstup obdrzite plny pocet bodti, jestlize vase
volba délnikt splnuje vsechna omezeni, maximalizuje jejich pocet a mi-
nimalizuje soucet jejich platu. Jestlize vas vystup bude mit spravny prvni
fadek (tj. urcite spravné hodnotu H), ale zbytek nebude spliiovat pod-
minky zadéani, obdrzite 50 % bodt. Stejné budete hodnoceni i v ptripadé,
ze zbytek vystupu nebude spravné naformatovan.

V nékolika z testovacich vstuptt bude N nanejvys 5000. Celkové za
tyto vstupy mizete ziskat az 50 bodu.

Priklady:
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Vstup Vystup

4 100 2
5 1000 2
10 100 3
8 10
20 1

Jediny zpusob, jak si muzete dovolit najmout dva délniky, je zamést-
nat zajemce 2 a 3. Zajemci 2 zaplatite 80 korun a zajemci 3 zaplatite
8 korun. Celkové zaplacena ¢astka bude mensi nez 100 korun, které mate
k dispozici.

Vstup Vystup

34 3
12 1
13 2
13 3

Zde si muzete dovolit zaméstnat vSechny tfi zadjemce. Prvnimu z nich
zaplatite 1 korunu a zbylym dvéma 1 korunu a 50 haléri. Dohromady
jim tedy budete platit 4 koruny, coz presné odpovida vasemu rozpoctu.

Vstup Vystup

3 40 2
10 1 2
10 2 3
10 3

Zde si nemuzete dovolit zaméstnat vSechny tfi zajemce, jelikoz by vas
to stalo 60 korun. Nicméné miizete najmout libovolné dva z nich. Vybe-
rete si zadjemce 2 a 3, jelikoZ na této kombinaci utratite nejméné. Staci
vam délnikovi 2 platit 10 korun a délnikovi 3 platit 15 korun, dohromady
tedy utratite 25 korun. Oproti tomu, jestlize byste zaméstnali zdjemce
1 a 2, museli byste jim platit 10 a 20 korun, a jestlize byste zaméstnali
zadjemce 1 a 3, platili byste jim 10 a 30 korun.

3. POI (uloha s uplnou odezvou)

Mistni Plovdivska olympidda v informatice (POI) ma néasledujici ne-
obvykla pravidla. Soutézi v ni N Gcastnikt a maji za kol fesit T" soutéz-
nich tloh. Kazdé odevzdané reseni tlohy je testovano s jedinymi vstup-
nimi daty, takze za kazdou tlohu ziska kazdy soutézici bud plny podcet
bodii, nebo nic. Zadné ¢asteéné hodnoceni neexistuje.

Pocet bodi pridélenych za spravné vyfesenou ulohu se stanovi az
po skonceni soutéze a je roven poctu soutézicich, kteri tuto tlohu nevy-
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resili. Vysledné hodnoceni soutéziciho je stanoveno jako soucet bodi,
které soutézici ziskal za vSechny jim vyfeSené tlohy.

Filip se zucastnil soutéze, ale je zmaten slozitymi pravidly bodovéni
a nedokaze urcit svoje umisténi v celkovém poradi POI. Pomozte Fili-
povi a napiste mu program, ktery urci jeho celkové hodnoceni a vysledné
umisténi v soutézi.

Pred zahajenim soutéze obdrzeli ucastnici jednoznacné identifikacni
¢isla od 1 do N. Filip ma ¢islo P. Ve vysledkové listiné jsou soutézici
usporadani sestupné podle poc¢tu ziskanych bodu. V ptipadé shody bodi
je ve vysledkové listiné umistén diive ten soutézici, ktery vytesil vice
uloh. Pokud nerozhodne ani toto kritérium, soutézici se stejnymi vysledky
budou usporadani vzestupné podle svych identifika¢nich éisel.

Uloha: Napiste program, ktery uréi Filipovo vysledné hodnoceni
a jeho poradi ve vysledkové listiné na zakladé informaci, ktery soutézici
vytesil kterou tlohu.

Omezent:
1< N <2000 pocet G¢astniki soutéze
1T <2000 pocet FeSenych tloh
1PN Filipovo identifika¢ni ¢islo

Vstup: Vas program musi precist ze standardniho vstupu nasledujici
udaje:

> Prvni fadek obsahuje tfi celd ¢isla N, T', P oddélena vzdy jednou
mezerou.

> Dalsich N radka popisuje, které ulohy vyresil ktery soutézici. V poradi
k-ty z téchto radku urcuje, které tlohy vytesil soutézici s identifikac-
nim ¢islem k. Kazdy takovy fadek obsahuje 1" celych ¢isel oddélenych
mezerami. Prvni z ¢isel na fadku udava, zda soutézici k vytesil prvni
ulohu, druhé urcuje, zda vyftesil druhou tlohu, atd. Kazdé z téchto
T ¢isel je rovno 0 nebo 1, pfi¢emz 1 znamena vyfesenou tlohu a 0 zna-
mena nevytesenou ulohu.

Vystup: V&S program musi zapsat na standardni vystup jediny fadek,
ktery obsahuje dvé cela ¢isla oddélena jednou mezerou. Prvni z nich pred-
stavuje vysledny pocet bodu, které Filip ziskal v soutézi. Druhé z cisel na
vystupu urcuje Filipovo potadi ve vysledkové listiné. Je to cislo z rozmezi
od 1 do N, kde 1 znamena umisténi na prvnim misté (tj. soutézici, ktery
dosahl nejvyssiho bodového hodnoceni) a N umisténi na poslednim misté
(tj. soutézici s nejnizsim hodnocenim).
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Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich celkovému ohodno-

v

ceni 35 body nebude mit zadny soutézici v POI stejny vysledny pocet
bodiu jako Filip.

Priklad:

Vstup Vystup
532 32
001

110

100

110

110

Prvni tlohu nevyfesil jediny soutézici, takze bude hodnocena 1 bo-
dem. Druhou tlohu nevyfesili dva soutézici, bude tedy hodnocena 2 body.
Treti tlohu nevyresili ¢tytfi soutézici, takze je hodnocena 4 body. Prvni
soutézici tudiz ziskal celkem 4 body; druhy soutézici (Filip), étvrty a paty
soutézici maji vsichni po 3 bodech; tfeti soutézici ma 1 bod. Soutézici
s identifika¢nimi ¢isly 2, 4 a 5 maji nejen shodny pocéet bodii, ale i stejny
pocet vyfeSenych tuloh, takze jejich vzajemné poradi bude urceno podle
identifikac¢nich ¢isel. Filip bude tudiz ve vysledkové listiné POI na druhém
misté, hned za soutézicim s ¢islem 1.

4. Rozinky M=3
Cukrarka Bonny potiebuje roziezat ta- - _ E - ,'E F &
bulku ¢okolady s rozinkami. Cokolada ma -l
tvar obdélniku s dilky uspofadanymi do Y =277~ - * e -
N tadkt a M sloupcit. Celkové je tedy tvo- - iz:a_ | "

fena N M dilky. V kazdém dilku cokolady
je jedna nebo vice rozinek, zadna rozinka neptesahuje hranice dilk.

Na zacatku je cokolada vcelku. Bonny ji potfebuje postupné fezat na
mensi a mensi ¢asti, az nakonec bude ¢okolada rozrezana az na jednotlivé
samostatné dilky (tzn. na N M dilkil). Bonny m4 hodné préce a s fezanim
cokolady ji proto pomaha jeji asistent Petr. Petr provadi pouze rovné fezy
po hranicich dilkd, vzdy od kraje ke kraji fezaného kusu c¢okolady. Za
kazdy provedeny fez dostane Petr odménu. Bonny nemé po ruce dostatek
penéz, mé ale spoustu zbyvajicich rozinek. Za kazdy provedeny fez proto
Bonny zaplati Petrovi tolik rozinek, kolik rozinek je obsazeno v fezaném
kusu c¢okolady.

Bonny chce zaplatit Petrovi za rozfezani celé ¢okolady na dilky co
nejméné. Zna pocet rozinek v kazdém z NM dilki a mize podle toho
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volit potradi, v jakém dava Petrovi jednotlivé kusy cokolady na fezani,
a urcovat, jaky fez ma Petr provést (zda vodorovné nebo svisle a kde
presné). Pomozte Bonny uréit, jak ma cokolddu nechat fezat, aby zapla-
tila Petrovi za jeji roziezani na jednotlivé dilky co nejméné.

Uloha: Napiste program, ktery na zakladé poc¢tu rozinek obsazenych
v jednotlivych dilcich ¢okolady urc¢i miniméalni pocet rozinek, ktery musi
Bonny zaplatit Petrovi za rozirezani celé ¢okolady na dilky.

Omezeni:
1S N,M £50 rozméry ¢okolady (vyjadfeny poétem dilki)
1= Rip 1000 pocet rozinek v dilku v k-té Ffadé a p-tém sloupci

Vstup: Vas program precte ze standardniho vstupu nasledujici udaje:
> Prvni radek obsahuje dvé cela ¢isla N a M oddélena jednou mezerou.
> Dalsich N radku popisuje, kolik rozinek je obsazeno v jednotlivych

dilcich ¢okolady. V poradi k-ty z téchto N fadkt popisuje k-tou fadu

cokolady. Kazdy takovy rfadek obsahuje M celych ¢isel oddélenych
vzdy jednou mezerou. Tato ¢isla urcuji pocty rozinek obsazenych

v jednotlivych dilcich prislusné rady cokolady, a to v poradi dilkt

zleva doprava.

Vystup: Vas program musi zapsat na standardni vystup jeden radek

obsahujici jedno celé ¢islo: minimalni pocet rozinek, které musi Bonny
zaplatit Petrovi.

Hodnoceni: V nékolika z testovacich vstupt budou zadané hodnoty
N a M nanejvys rovny 7. Za tyto vstupy muzete ziskat celkem 25 bodi.

Priklad:

Vstup Vystup
2 3 77
275

195

Jeden z vice moznych zpusobu, jak lze dosdhnout ceny 77, vypada
nasledovne:

2izi§92iz+2izl 2i7]ls]  [J[7)[s]_ [2][7][5]
1191s] T [110][s] T [i0][5] T [el3]  [Lel[5) (W[5

Bonny nejprve pozada Petra, aby oddélil treti sloupec od zbytku co-
kolady. Za to zaplati Petrovi 29 rozinek.

Potom da Bonny Petrovi mensi z obou kust cokolady, ktery je tvoren
dvéma dilky po 5 rozinkach. Petr ho rozdéli za 10 rozinek.
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Dale da Bonny Petrovi zbyvajici kus ¢okolady, ktery ma dilky obsa-
hujici 2, 7, 1 a 9 rozinek. Bonny pozada Petra o vodorovny fez a zaplati
za néj 19 rozinek.

Kone¢né dd Bonny Petrovi na rozfiznuti levy horni blok (fez za 9 ro-
zinek) a pak i levy spodni blok (fez za 10 rozinek).

Celkové cena fezani cokolady je 29 4+ 10 + 19 + 9 + 10 = 77 rozinek.
Zadné jiné potadi fezii nevede k levnéjsimu rozfezani ¢okolady na jed-
notlivé dilky.

5. Garaz (loha s iplnou odezvou)

Ve velké garazi je N parkovacich mist, ktera jsou ocislovana od 1 do
N vcéetné. Garaz otvira kazdé rano prazdna a je béhem dne provozovana
v nasledujicim rezimu. Kdykoliv do garaze prijede auto, hlida¢ zkontro-
luje, zda je nékteré parkovaci misto volné. Pokud neni, auto musi pockat
u vjezdu do garaze, dokud se néjaké misto neuvolni. Je-li v garazi vice
volnych mist, auto zaparkuje na volném misté s nejmensim cislem. Jestlize
do garaze prijedou dalsi auta v dobé, kdy néjaké auto ceka na uvolnéni
mista, vSechna tato auta se fadi u vjezdu do fronty v tom poradi, v jakém
prijela. Kdyz se pak uvolni v garazi néjaké parkovaci misto, zaparkuje na
ném prvni auto z fronty (tzn. to z ¢ekajicich aut, které prijelo nejdfive).

Cena za parkovani (v dolarech) se po¢ita jako sou¢in vahy auta (v ki-
logramech) a koeficientu, jehoz hodnota zavisi na pouZitém parkovacim
misté. Cena nezavisi na tom, jak dlouho auto zustane v garazi.

Spravce garaze vi, ze dnes prijede do garaze celkem M aut, a zna také
poradi jejich ptijezdi a odjezdi. Pomozte mu spocitat, kolik dolartt dnes
celkové vybere za parkovani.

Uloha: Napiste program, ktery na zakladé znalosti cenovych koefi-
cientti jednotlivych parkovacich mist v garazi a udaju o prijizdéjicich
autech (vahy aut, poradi jejich prijezdi a odjezdi) uréi celkovou cenu
v dolarech, kterou ridic¢i parkujicich aut zaplati.

Omezent:
1< N <100 pocet parkovacich mist
1< M <2000 podet aut
1< Ry £100 koeficient parkovaciho mista s v dolarech za kilogram
1 < Wi £ 10000 vaha auta k v kilogramech

Vstup: Vas program musi pfecist ze standardniho vstupu nasledujici
udaje:
> Prvni radek obsahuje cela ¢isla N a M oddélena mezerou.
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> Dalsich NV radku udava koeficienty parkovacich mist. V poradi s-ty
z téchto fadkt obsahuje jedno celé ¢islo R, koeficient parkovaciho
mista ¢islo s v dolarech za kilogram.

> Nasledujicich M fadkt urcuje vahy aut. Auta jsou ocislovana od 1
do M vcetné, a to bez ohledu na poradi jejich ptijezdu do garaze
nebo odjezdu. V poradi k-ty z téchto M tadkt obsahuje jedno celé
¢islo Wy, vahu auta ¢islo k v kilogramech.

> Poslednich 2M fadka popisuje chronologicky, jak probihaji pfijezdy
a odjezdy jednotlivych aut. Kladné celé ¢islo ¢ znamena, ze auto ¢islo
1 prijizdi do garaze. Zaporné celé ¢islo —i znamena, ze auto ¢islo 7 od-
jizdi z garaze. Zadné auto nebude odjizdét z garaze diive, nez pfijelo,
a cislo kazdého auta od 1 do M vcetné se objevi v této posloupnosti
pravé dvakrat — jednou pii pifjezdu a podruhé pii odjezdu. Zadné
auto neodjede z garaze pred zaparkovanim (tzn. Zaddné auto neopusti
predéasné frontu, v niz éekd na parkovani).

Vystup: Program musi zapsat na standardni vystup fadek obsahujici
jedno celé ¢islo — ¢astku v dolarech, kterou dnes utrzi spravce garaze.

Hodnoceni: V testovacich datech, za ktera lze ziskat hodnoceni 40 bo-
di, bude mit kazdé prijizdéjici auto k dispozici vzdy alespon jedno volné
parkovaci misto v garazi. V téchto pripadech tedy zadné auto nebude
muset ¢ekat na uvolnéni mista.

Priklady:
Vstup Vystup
2 4 16200



Auto ¢islo 3 zaparkuje na misté 1 a zaplati 1000 -5 = 5000 dolart.

Auto cislo 1 zaparkuje na misté 2 a zaplati 100 - 2 = 200 dolar.

Auto ¢islo 2 prijede a musi ¢ekat u vjezdu.

Auto cislo 4 pfijede a musi ¢ekat u vjezdu za autem cislo 2.

Kdyz auto ¢islo 1 opusti své parkovaci misto, auto ¢islo 2 na ném
zaparkuje a zaplati 500 - 2 = 1 000 dolarti.

Kdyz auto ¢islo 3 opusti své parkovaci misto, auto ¢islo 4 na ném
zaparkuje a zaplati 2000 - 5 = 10000 dolart.

Vstup Vystup

34 5300

Auto ¢islo 3 zaparkuje na misté 1 a zaplati 300 - 2 = 600 dolari.

Auto cislo 2 zaparkuje na misté 2 a zaplati 100 - 3 = 300 dolart.

Auto ¢islo 1 zaparkuje na misté 1 (které se uvolnilo po odjezdu auta
¢islo 3) a zaplati 200 - 2 = 400 dolart.

Auto ¢islo 4 zaparkuje na misté 3 (posledni zbyvajici misto) a zaplati
800 - 5 = 4000 dolar.

6. Misa

Medvéd Misa objevil tajnou véeli zasobu medu a ted si lebedi a po-
chutnava si na ném. Vtom kde se vzala, tu se vzala — véela! Nez se Misa
stacil prekulit a schovat za strom, véela ho zahlédla jednim ze svych oc¢ek
a spustila poplach. Misa vi, ze z uli pravé vyrazily hordy vcel a pokud
ho dopadnou, zle to s nim dopadne. Musi v¢as prestat jist med a utéct
do svého doupéte. Ale med je sladoucky a Misovi se od néj viibec nechce
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odejit. Pomozte mu urcit, jak dlouho jesté muze zustat, aby se stihl bez-
pecné vratit dom.

Mistv les vypada jako ¢tvercova miizka o rozmérech N krat IV, orien-
tovana ve sméru svétovych stran. Na kazdém policku je strom, trava, 1l
nebo Misovo doupé. Dvé policka sousedi, pokud se jedno z nich nachézi
bezprostfedné na sever, jih, vychod ¢i zapad od druhého (ale ne diago-
nalné). Jak jste si jiz jisté v§imli, MiSa je velmi mlsny a to se negativné
projevuje na jeho pohybovych schopnostech — kazdym krokem se dokaze
posunout pouze na sousedni policko, a to pouze po travé (na stromy Misa
16zt nedokéze) ¢i do svého doupéte. Samoziejmé se také nesmi posunout
na policko obsahujici véely. Za jednu minutu MiSa ujde nanejvys S krok.

V okamziku, kdy vcely vyhlasi poplach, je Misa na policku obsahuji-
cim med a véely jsou na vSech polickach, kterd obsahuji ul (v lese muze
byt nékolik ul). Kazdou dalsi minutu se odehraji nasledujici udélosti:

> Jestlize je MiSa stale na policku s medem, rozhodne se, zda zustane
dalsi minutu nebo zda vyrazi domu. Jestlize zistane, pak se celou
minutu nepohne. Jinak (v pfipadé, ze se rozhodl vyrazit nebo jiz
policko s medem opustil) ujde nanejvys S kroku dle vySe popsanych
pravidel.

> Poté, co Misa stravi minutu pojidanim medu ¢i pohybem po lese,
se vcell roj rozsifi o jedno pole do vSech svétovych stran, ale jen po
travnatych polickach. Presnéji, roj véel se rozsiri na vSechna travnata
policka sousedni s policky, ktera jiz véely obsahuji. Misa tedy nesmi
byt na zadném z téchto policek. Jakmile na néjakém policku jsou
vcely, uz na ném zustanou az do konce — roj se nepresunuje, ale
zvétsuje se.

Na konci prvni minuty se tedy vcely nachazeji na tlech a na trav-
natych polickach, ktera s uly sousedi. Na konci druhé minuty jsou vcely
navic na travnatych polickach, na ktera se lze z ala dostat dvéma kroky
po travnatych polickach ve sméru svétovych stran, a tak dale. Po néjaké
dobé vcely zaplni vSechna policka, na ktera se z uli da dostat.

Ani Misa, ani véely nemohou opustit les. Dle vySe popsanych pravidel
Misa bude jist med celociselny pocet minut.

Uloha: Napiste program, ktery nacte mapu lesa a uréi maximalni
pocet minut, které Misa muze stravit na své vychozi pozici tak, aby se
stale byl schopen vratit do doupéte drive, nez ho dostihnou vcely.

Omezeni:
1< N <800 velikost (délka strany) lesa
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1 £ S £ 1000 maximéalni pocet krokt, které Misa mtize urazit za 1 min

Vstup: Vas program musi ze standardniho vstupu nacist nasledujici

data:

> Prvni fadek obsahuje cela ¢isla N a S oddélena mezerou.

> Mapa lesa je obsazena na nasledujicich N radcich. Kazdy z téchto
radku obsahuje N znaku, z nichz kazdy popisuje jedno policko lesa.
Mozné znaky a jejich vyznam:
oznacuje strom
oznacuje travnaté policko
oznacuje MiSovu pocatecni pozici, kterad je na travnatém policku
oznacuje MiSovo doupé. Na toto policko smi vstoupit Misa, ale ne
vcely.
H oznacuje 1l

O QR

Poznamka. Mapa vzdy bude obsahovat pravé jedno pismeno M, praveé
jedno pismeno D a alespon jedno pismeno H. Také vzdy bude existovat
posloupnost sousedicich pismen G spojujici pocatecni pozici Misi s jeho
doupétem a posloupnost sousedicich pismen G spojujici alespon jeden
ul s Misovou pocatecni pozici. Tyto posloupnosti mohou byt i prazdné,
jestlize doupé ¢i ul sousedi s MisSovou pocatecni pozici. VSimnéte si, ze
vcely nemohou vstoupit na policko obsahujici doupé, ani skrz néj nemo-
hou projit. Toto policko se tedy pro né chova stejné jako strom.

Vystup: Vas program musi na standardni vystup vypsat jediny ra-
dek obsahujici jedno celé ¢islo: maximalni pocet minut, které Misa mize
stravit na své pocatecni pozici tak, aby se stacil bezpecné vratit domi.

Jestlize se Misa nemuze vratit domu, aniz by ho vcely dostihly, vas
program musi misto toho vypsat na standardni vystup c¢islo —1.

Hodnoceni: Za vstupy, pro néz je N nejvyse 60, lze ziskat az 40 bodu.

Priklady:

Vstup Vystup
73 1
TTTTTTT

TGGGGGT

TGGGGGT

MGGGGGD

TGGGGGT

TGGGGGT

THHHHHT
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Poté, co Misa ji med jednu minutu, vyrazi nejkratsi cestou primo
vpravo a po dvou minutach bezpecné dorazi domu.

Vzorovy vstup Vzorovy vystup

73 2

TTTTTTT

TGGGGGT

TGGGGGT

MGGGGGD

TGGGGGT

TGGGGGT

TGHHGGT

Misa ji med dvé minuty, béhem tfeti minuty provede kroky —1—,
béhem ¢tvrté minuty kroky ——— a nakonec kroky |— béhem paté
minuty.

7. Kraje

Vybor OSN pro rozvoj kraji (VOSNRK) ma nésledujici organiza¢ni
strukturu: Zaméstnava celkem Nlidi, ocislovanych od 1 do N v klesaji-
cim potadi dle sluzebniho stafi. Sluzebné nejstarsi zaméstnanec (pred-
seda) ma tedy ¢islo 1. Kazdy zaméstnanec kromé predsedy (zaméstnance
¢islo 1) mé pravé jednoho pfimého nadfizeného. Nadrizeny je vzdy slu-
zebné starsi nez vsichni jeho podfizeni. Zaméstnanec A je manaZer za-
méstnance B, jestlize A je bud pfimy nadfizeny zaméstnance B, nebo
manazer pfimého nadfizeného zaméstnance B. Predseda je tedy mana-
zerem libovolného jiného zaméstnance. Zjevné také neni mozné, aby dva
zaméstnanci byli navzajem svymi manazery.

Kazdy zameéstnanec pochazi z jednoho z R kraji. Kraje jsou ocis-
lovany od 1 do R, prfi¢emz jejich poradi nema zadny specidlni vyznam.
Utad OSN pro vysetiovani (UOSNYV) se zabyva podezienim, ze VOSNRK
diskriminuje nékteré kraje. Aby bylo mozné toto podezieni potvrdit ¢i
vyvratit, UOSNV potiebuje poéitacovy system schopny odpovidat na
nasledujici dotazy: Mate dany dva ruzné kraje r; a ra. Kolik existuje
dvojic zaméstnanct e; a e takovych, ze zaméstnanec e; pochazi z kraje
r1, zaméstnanec es pochézi z kraje ro a e; je manazer zaméstnance ey?
Kazdy dotaz ma dva parametry (kraje r1 a r2) a odpovéd na néj je jedno
celé ¢islo (pocet dvojic e a es spliiujicich vySe popsané podminky).

Uloha: Napiste program, ktery naéte informace o krajich, z nichz po-
chazi zaméstnanci VOSNRK, a o primych nadfizenych téchto zamést-
nancu a poté interaktivné odpovidé na dotazy vyse popsaného typu.
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Omezent:
1 < N £200000 pocet zaméstnanct
1< R<25000 podet kraji
1 <@ £ 200000 pocet dotazil, na néz bude muset program odpovédét
1SH,£R kraj, ze kterého pochazi zaméstnanec k (1 < k < N)
1SSy <k pfimy nadfizeny zaméstnance k (2 < k < N)
1< r,r2 £ R disla krajt, udavajici parametry dotazu
Vstup: Vas program musi ze standardniho vstupu nacist nasledujici
data:
> Prvni radek obsahuje celd ¢isla N, R a @ oddélena jednotlivymi me-
zerami.
> Nasledujicich N radku popisuje N zaméstnancti vyboru v klesajicim
poradi dle sluzebniho stari, tj. k-ty z téchto fadku popisuje zamést-
nance ¢islo k. Prvni z fadki (popisujici predsedu) obsahuje jedno celé
¢islo udavajici kraj H;, ze kterého predseda pochazi. Kazdy z nasle-
dujicich N — 1 radku obsahuje dvé cela ¢isla oddélenda mezerou: ¢islo
Sk primého nadfizeného zaméstnance k a Cislo Hy kraje, z néhoz
zameéstnanec k pochazi.

Interakce: Poté, co vas program nacte vyse popsand vstupni data,
musi stfidavé ¢ist dotazy ze standardniho vstupu a vypisovat odpovédi
na né na standardni vystup. Na dotazy (jichz je dohromady @) je nutno
odpovidat postupné — na kazdy dotaz musite odpovédét predtim, nez
prectete nasledujici dotaz.

Kazdy dotaz je zadan na jednom fadku, obsahujicim dvé navzajem
ruzné cela ¢isla r; a ro oddélend mezerou. Odpovéd na tento dotaz musi
byt vypsana na standardni vystup jako jeden fadek obsahujici jedno celé
¢islo: pocet dvojic zaméstnanci e; a ey takovych, Zze zaméstnanec e;
pochazi z kraje ri, zaméstnanec es pochazi z kraje ro a e; je manazer
zameéstnance es.

Poznamka: Vstupni data budou takova, Zze spravnou odpovédi na
kazdy zadany dotaz bude ¢islo mensi nez 1000 000 000.

DdleZita poznamka: Aby vas program spravné komunikoval s vy-
hodnocovacem, je nutné, aby ,splachnul (flush) standardni vystup po
kazdé odpovédi. Musi také zabranit zablokovani pii ¢teni standard-
niho vstupu, coz by mohlo nastat, pokud byste pouzili naptiklad prikaz
scanf ("\%d\n").

Hodnoceni: Za vstupy, pro néz R nepresahne 500, lze ziskat az
30 bodu.
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Za vstupy, pro néz z kazdého kraje bude pochéazet nanejvys 500 za-
méstnanci, lze ziskat az 55 bodu.

Za vstupy spliujici obé podminky lze ziskat 15 bodl a za vstupy,
které splnuji alespon jednu z téchto podminek, lze ziskat 70 bodu.

Priklad:

Vstup Vystup
6 3 4
1
12
13
23
2 3
51
12
1 [splachnout standardni vystup]
13
3 [splachnout]
23
2 [splachnout]
31

1 [spléachnout]

Testovani: Jestlize budete testovat své Feseni pomoci rozhrani sou-
tézniho prosttfedi, vstupni soubor, ktery mu poskytnete, musi obsahovat
vstupni data i dotazy (obdobné jako ve vySe uvedeném piikladu, ale bez
prazdnych radki).

8. Obchodni cestujici

Obchodni cestujici usoudil, Ze optimalni planovani cesty mezi mésty
po zemi je vypocetné prili§ nadrocné, a proto prenesl svij obchod na feku
Dunaj. P1i planovani svych obchodnich cest se tak miize omezit pouze na
jednorozmérny pripad, nebot se pohybuje vyhradné podél vodniho toku.
Poridil si velmi rychly ¢lun, s jehoz pomoci se dostane po fece odkudkoliv
kamkoliv v zanedbatelném case; ¢lun ma ovsem znacnou spotiebu paliva.
Na kazdy metr ujety proti proudu (tzn. smérem k prameni feky) spotie-
buje palivo v cené U dolari, zatimco na kazdy metr ujety po proudu
(tzn. smérem od pramene) spotiebuje palivo za D dolart.

Obchodni cestujici by rad navstivil NV trha, které se konaji na riznych
mistech podél reky. Kazdy trh se kona pouze jeden den. O kazdém trhu X
zna obchodni cestujici jeho datum T’y (je vyjadieno poc¢tem dnti od doby,

210



kdy si poridil élun), misto konani Lx (je vyjadfeno jako vzdalenost v me-
trech podél toku od pramene feky) a predpokladanou trzbu v dolarech
M, kterou obchodni cestujici ziska, pokud tento trh navstivi. Obchodni
cestu musi zah4ajit i zakoncit ve svém domovském pristavu na fece, ktery
se nachézi v misté S (méfeno rovnéz v metrech podél toku od pramene
feky).

Pomozte obchodnimu cestujicimu zvolit, které trhy ma navstivit (po-
kud vibec néjaké) a v jakém pofadi, aby svou obchodni cestou dosahl
co nejvyssiho zisku. Zisk obchodniho cestujictho je roven souctu trzeb
(v dolarech), které ziska na vSech navstivenych trzich, minus celkova cena
paliva (rovnéz v dolarech), které spotfebuje jeho ¢lun pfi cestovani po
Tece.

Pamatujte na to, Ze pokud se trh A kona dfive nez trh B, obchodni
cestujici je miize navstivit jediné v tomto poradi (tzn. nemiize navstivit
trh B a teprve potom trh A). Jestlize se dva trhy konaji ve stejném
dni, obchodni cestujici mize navstivit oba tyto trhy, a to v libovolném
poradi. Neni nijak omezeno, kolik trhti mtize obchodni cestujici navstivit
v jednom dnu, ale pfirozené nemtize navstivit dvakrat stejny trh a ziskat
na ném dvakrat trzbu. Mize ale projet mistem, kde se pravé kona trh,
na kterém jiz dfive byl (bez ziskéni dalsi trzby na tomto trhu).

Uloha: Napiste program, ktery uréi maximalni zisk, jehoz mize do-
sahnout obchodni cestujici na své cesté. Vstupem programu jsou udaje
o datu, mistu konani a predpokladané trzbé pro vSechny probihajici trhy,
o umisténi domovského pristavu a o jizdnich nakladech clunu.

Omezend:
1< N £500000 pocet trhit
1< D S U <10 cena paliva (v dolarech) za jeden metr jizdy

proti proudu (U) a po proudu (D)

1 <5 <500001 umisténi domu obchodniho cestujiciho
1 < T, < 500000 datum konéni trhu &
1 < Ly £500001 misto konani trhu k
1< My £4000 predpokladana trzba (v dolarech) pfi névstévé trhu k

Vstup: Vas program musi precist ze standardniho vstupu nasledujici

udaje:

> Prvni fadek obsahuje celd ¢isla N, U, D a S v uvedeném poradi,
oddélena vzdy jednou mezerou.

> Dalsich N fadka popisuje vSech N trha (v libovolném vzajemném
usporadani). V poradi k-ty z téchto N fadku popisuje trh éislo k;
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obsahuje tfi cela ¢isla oddélenéd vzdy jednou mezerou: datum konani

trhu T}, jeho umisténi L a predpokladanou trzbu obchodniho cestu-

jictho M.

Poznamka: Vsechna umisténi uvedena na vstupu jsou navzajem
rizna. To znamend, Ze zadné dva trhy se nekonaji na stejném misté
a zadny trh se nekona v misté, kde ma obchodni cestujici sviij domovsky
pristav.

Vystup: VAas program musi zapsat na standardni vystup jeden fadek
obsahujici jedno celé ¢islo: maximalni zisk, jakého mize obchodni cestu-
jici dosdhnout uskuteénénim obchodni cesty.

Hodnoceni: V testovacich datech ohodnocenych 60 body se zadné
dva trhy nebudou konat ve stejném dni.

V testovacich datech ohodnocenych 40 body nebude zadné ¢islo na
vstupu vétsi nez 5 000.

Obé vyse uvedené podminky budou zaroven splnény v testovacich
datech ohodnocenych 15 body.

Alespon jedna z obou vySe uvedenych podminek bude splnéna v tes-
tovacich datech ohodnocenych 85 body.

Priklad:

Vstup Vystup

45 3 100 50

2 80 100

20 125 130

10 75 150

5 120 110

Optiméalni je navstivit trhy 1 a 3 (tzn. trhy na pozicich 80 a 75).
Poradi udalosti a jejich finanéni disledky budou nasledujici:

> Obchodni cestujici pojede 20 metrtu proti proudu za 100 dolard. Do-

savadni zisk: —100
Navstivi trh ¢islo 1, kde utrzi 100. Dosavadni zisk: 0
Pojede 5 metru proti proudu za 25. Dosavadni zisk: —25
Navstivi trh ¢islo 3, kde utrzi 150. Dosavadni zisk: 125
Pojede 25 metru po proudu, aby se vratil domi, coz stoji 75. Vysledny
zisk: 50

v v VvV
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