59. ro¢nik matematické olympiddy na stfednich Skolach

Zdenék Dvorak (editor); Karel Horak (editor); Daniel Kral (editor); Peter Novotny
(editor); Martin Panak (editor); Jaromir Simsa (editor); Jaroslav Svréek (editor);
Pavel Topfer (editor): 59. rocnik matematické olympiddy na stfednich Skolach.
Zprava o feSeni dloh ze soutéze konané ve Skolnim roce 2009/2010. 51.
mezinarodni matematické olympiada. 22. mezinarodni olympidda v informatice.
(Czech). Olomouc: Univerzita Palackého v Olomouci, 2012.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/405186

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/405186
http://dml.cz

99. rocnik matematické olympiady
na strednich skolach

BAY (\YAY/"
/ /\A/







PADESATY DEVATY ROCNIK
MATEMATICKE
OLYMPIADY
NA STREDNICH SKOLACH

Zprava o feSeni uloh ze soutéze konané ve skolnim roce 2009/2010

51. MEZINARODNiI MATEMATICKA OLYMPIADA
22. MEZINARODNI OLYMPIADA V INFORMATICE

\

UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI



* K x

* *

*
*
evropsky L

sociaini . MINISTERSTVO $KOLSTVI,
fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYGHOVY

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

OP Vzdélavani
pro konkurenceschopnost

Vydani této publikace je spolufinancovano Evropskym socialnim fondem
a statnim rozpoc¢tem Ceské republiky v ramci projektu OPVK MATES

(reg. & CZ.1.07/2.3.00/09.0017)

Za prispéni spolupracovnikt zpracovali

Mgr. Zdenék Dvordk, Ph.D.,

RNDr. Karel Hordk, CSc., RNDr. Daniel Kral, Ph.D.,

Mgr. Peter Novotny, Ph.D.,; Mgr. Martin Panak, Ph.D.,

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc.

(© Karel Horék, editor, 2012

ISBN 978-80-244-3018-8



Obsah

O prubéhu 59. roéniku matematické olympiady .

Nejuspésnéjsi resitelé I1. kola MO v kategoriich A, B, C a P

Vysledky ustredniho kola 59. roé¢niku MO kategorle A s
Vysledky ustfedniho kola 59. ro¢niku MO kategorie P
Kategorie C

Texty uloh .

Reseni tloh

Kategorie B

Texty uloh .

Reseni uloh

Kategorie A

Texty uloh .

Reseni tloh

Kategorie P

Texty uloh . .

Kategorie Z5 .

Texty uloh . .

Kategorie Z6 .

Texty uloh . :

Kategorie Z7 .

Texty uloh . :

Kategorie Z8 .

Texty uloh .

Kategorie Z9 .

Texty uloh . .

Pripravna soustredem pred 51 MMO

Ulohy zadané na pfipravném soustiedéni . .
Mezinarodni stietnuti cesko-p olsko-slovenske
Texty soutéznich tloh

Reseni tloh . .
51. mezinarodni matematlcka olymplada .
Texty soutéznich tloh s e s : S
Reseni soutéznich tloh . . .
4. stredoevropska matematlcka olympxada .
Texty soutéznich tloh e s s X .
Reseni tiloh

17. stredoevropska olymplada v 1nf0rmat1ce

22. mezinarodni olympiada v informatice

15

31
33

36
49

52
63

68

101
101

121
121

125
125

128
128

131
131

134
134

139
140

143
144
145

152
156
157

166
168
170

185
188






O prabéhu 59. ro¢niku matematické olympiady

Padesaty devaty ro¢nik matematické olympiady se uskutecnil v Ceské
republice ve $kolnim roce 2009/10. Hlavnim poradatelem soutéze bylo
(stejné jako v predchozich letech) Ministerstvo skolstvi, mladeze a télo-
vychovy CR, dile Jednota ¢eskych matematikil a fyzik a Matematicky
tstav Akademie véd CR. Priibéh soutéze zajistovala stejné jako v piede-
§lych roénicich soutéze Ustfedni komise MO (UK MO), které predsedal
doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., s mistopredsedy RNDr. Jaroslavem
Svrékem, CSc. (pro kategorie A, B, C), RNDr. Vojtéchem Zadnikem, Ph.D.
(pro kategorie Z9-7Z5) a doc. RNDr. Pavlem Topferem, CSc. (pro kate-
gorii P). Tajemnikem UK MO byl RNDr. Karel Hordk, CSc.

Ptipravou a vybérem tloh pro jednotlivé kategorie a soutézni kola
byly povéteny Ustiedni komisi MO dvé tlohové komise (jedna pro kate-
gorie A, B, C a druhd pro kategorie Z). Obé komise se seSly na svych
pracovnich seminafich dvakrat roéné (v listopadu 2009 a v kvétnu 2010).
Ve spolupraci se slovenskymi kolegy zabezpecuji obé komise s vice nez
ro¢nim piedstihem vybér tloh pro dalsi roénik MO v Ceské republice i na
Slovensku. Garanty vybéru tloh pro tento ro¢nik soutéze byli Jaromir
Simsa (A), Pavel Novotny (B) a Pavel Leischner (C).

Krajska (II.) kola v jednotlivych kategoriich se uskutecnila ve stano-
venych terminech: 19. 1. 2010 v kategorii A, 30. 3. 2010 v kategoriich B
a Ca 12. 1. 2010 v kategorii P. Celkové pocty ucastniki v jednotlivych
krajich kazdé z uvedenych kategorii jsou uvedeny v tabulkach, které tvori
prilohu této zpravy. V pribéhu 59. roéniku MO se na zdkladé Gc¢inné
podpory projektu OPVK MATES CZ.1.07/2.3.00/09.0017 v moravskych
regionech uskutecnily pravidelné seminére urcené resitelim MO. Konaly
se na PTF UP v Olomouci, dale v Jihlavé a ve Zliné. Lektorsky se na nich
podileli predevsim resitelé projektu MATES.

Ustiedni kolo 59. roéniku Matematické olympiady v kategorii A se
uskutecnilo 21.-24. brezna 2010 v Chebu. Organizace zavéreéného kola
soutéze se v tomto roce ujala Krajskd komise MO Karlovarského kraje.
Vlastni soutéz se konala v prostorach Zapadoceské univerzity v Plzni, sou-
tézici a ¢lenové UK MO byli po dobu soutéze ubytovani v Domové mla-
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deze Stfedniho odborného udilisté elektrotechnického a Hotelové skoly
v Plzni.

Zastitu nad findlovou ¢asti MO prevzali PaedDr. Josef Novotng, hejt-
man Karlovarského kraje, MUDr. Jan Svoboda, starosta mésta Chebu,
a Msgre. Frantisek Radkovsky, biskup plzensky, ktefi se ztucastnili slav-
nostniho zahajeni tstredniho kola. To se uskutec¢nilo v nedéli 21. brezna
2010 v prostorach Fakulty ekonomické Zapadoceské Univerzity v Chebu.
Kromé soutézicich, ¢élenit UK MO a garantti se zahajeni soutéze zicastnili
rovnéz pozvani hosté, mezi nimiz byli predevsim zastupci spolecenského
zivota v Chebu a v Karlovarském kraji a déle zastupci sponzoru (skupina
CEZ, ECOVIS Corporate Finance, s.r.0.). Soutézici a ¢lenové Ustiedni
komise MO (UK MO) byli ubytovéni v Domové mlédeze Stiedni zdra-
votnické skoly v Chebu. Vlastni soutéz se pritom po oba soutézni dny
konala v uc¢ebnach Gymnazia Cheb.

Na zékladé jednotné koordinace uloh krajského kola kategorie A po-
zvala UK MO k ucasti v ustfednim kole 51 nejlepsich fesiteli z celé
republiky. Svého zastupce v ném tentokrat nemeél pouze Liberecky kraj.
Soutéznimi dny byly 22. a 23. brezen 2010. Na Feseni obou trojic soutéz-
nich tloh méli soutézici jiz tradi¢né vyhrazeny vzdy 4,5 hodiny ¢istého
¢asu a za kazdou tlohu bylo mozno ziskat maximalné 7 bod.

Chebsti organizatori pripravili pro soutézici a pro ¢leny UK MO atrak-
tivni doprovodny program. Odpoledne po prvnim soutéznim dnu bylo vy-
hrazeno zijezdu do prirodni rezervace Soos pobliz Frantiskovych Lazni
a prohlidce historického centra Chebu. Nasledujici den odpoledne byla
pro zadjemce zajiSténa prohlidka zamku Kynzvart spojena s navstévou
nedalekych Maridnskych Lazni.

Slavnostni vyhlaSeni vysledki a predani cen nejlepsim soutézicim
se uskuteénilo ve stfedu 24. bfezna 2010 dopoledne v aule FEK ZCU
v Chebu za piitomnosti predstaviteli mésta Plzeni a zéastupct ZCU
v Plzni. Piedseda UK MO doc. Jaromir Simsa podékoval ve svém zave-
re¢ném slovu vSem, kteri se zaslouzili o zdarny prubéh ustredniho kola ka-
tegorie A, predevsim pak predsedovi Krajské komise MO v Karlovarském
kraji Mgr. Josefu Hazimu, a kratce informoval vsechny pritomné o tstred-
nim kole v jubilejnim, 60. roéniku MO, které se uskutecni v breznu 2010
v Brné.

Na ustiedni kolo kategorie A bezprostfedné navazalo tstfedni kolo ka-
tegorie P. K ui¢asti v zavérecném kole této soutéze bylo tentokrat pozvano
33 nejlepsich fesiteli krajského kola, findle soutéze se vSak zucastnilo
pouze 29 z nich.
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Soutéznimi dny ustfedniho kola v kategorii P byly 25. a 26. brezen
2010. Prvni soutézni den fesili soutézici tii dlohy teoretické, cely druhy
soutézni den byl vyhrazen tradi¢né feSeni dvou praktickych tloh. Za kaz-
dou teoretickou tlohu mohli soutézici ziskat nejvyse 10 bodu, za reseni
kazdé praktické tlohy pak 15 bodit — celkové tedy nejvyse 60 bodi. Na
pripravé soutéznich tloh v kategorii P se podileli pracovnici Katedry ma-
tematické informatiky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze.

Deset z jedenacti vitézli soutéze v kategorii A bylo pozvano k vybé-
rovému soustfedéni v Kostelci nad Cernymi lesy pred 51. mezinirodni
matematickou olympiadou. Ta se uskutecnila v cervenci 2010 v Astané,
hlavnim mésté Kazachstanu. Kromé toho bylo vybrdano také druzstvo
pro 4. ro¢nik Stfedoevropské matematické olympiady (MEMO), ktery se
konal 9.-15. zari 2010 ve slovenském Strecné. Druzstvo pro tuto mezi-
narodni soutéz tvorila Sestice ispésnych fesiteli ustiedniho kola katego-
rie A, ktefi se nezicastnili 51. MMO. Na Slovensku probéhl i 17. ro¢nik
Stredoevropské olympiady v informatice (CEOI, Kosice 12.-19. 7. 2010).
V srpnu se pak ceské reprezentacni druzstvo zicastnilo 22. ro¢niku Me-
zinarodni olympiady v informatice v kanadském Waterloo. Podrobnéjsi
zpravy o téchto mezinarodnich soutézich jsou uvedeny na konci rocenky.

Ustiedni komise MO se béhem 59. roéniku soutéze sesla na dvou
pravidelnych jednanich, a to 11. prosince 2009 v Matematickém ustavu
AV CR v Praze a dale 22. biezna 2010 v Chebu u piilezitosti tustiedniho
kola MO.

Pro 40 nejlepsich resitell krajského kola 59. ro¢niku MO v katego-
riich B a C uspofadala UK MO v ¢ervnu 2010 tradiéni soustfedéni v Je-
vicku, organizované reditelem taméjsiho gymndzia, dr. Dagem Hrubym.
Lektorsky chod soustiedéni zabezpecovali doc. Calda, dr. Svréek, dr. Pa-
nak, dr. Calabek, dr. Leischner a dr. Hruby. Poc¢atkem zari téhoz roku se
konalo v Janskych Laznich na chaté Lovrana jeSté vybérové soustifedéni
nejlepsich resitela kategorie A, jez bylo zaroven i posledni pfipravou repre-
zentacniho druzstva pro 4. MEMO na Slovensku. Na tomto soustiedéni
jednotlivé seminafe vedli doc. Simsa, dr. Hordk, dr. Svréek, dr. Pandk,
dr. Calabek, dr. Zhouf a Michal Rolinek.

Zaverem dovolte podékovat vSem nadSenym uditelim matematiky,
kteff nad své pracovni povinnosti pripravovali své matematicky talento-
vané zaky pro soutéz v tomto ro¢niku. Bez nich si Ize jen tézko predstavit
ispésny pritbéh nejstarsi predmétové soutéze v Ceské republice, kterou
je MO.



Projev piedsedy Ust¥edni komise MO
pri slavnostnim zahajeni ustredniho kola 59. ro¢niku MO
v Chebu

Damy a panové, vazeni hosté, mili soutézici,

vam z pritomnych, pro které je dne$ni setkani s matematickou olym-
piadou spise vyjimecnym zazitkem, bych nejprve rad priblizil charakter
nasi soutéze. Pro jeji ucastniky mame na kazdy ze dvou pristich dnt
pripravenu trojici tloh, kterou budou fesit po dobu 4,5 hodin. Naméty
tloh budou pro soutézici neznamé, takze tikolem nasich mladych Tesitela
bude objevit nékteré utajené rysy a dusledky matematicky popsanych
situaci a dobrat se ve vymezeném case logickymi tivahami k cili, jasné
stanovenému zadanim kazdé tlohy. Opravovatelsky tym pak v odevzda-
nych protokolech zhodnoti nejen vysledné odpovédi, ale i vyklad postupti
feseni a jeho korektnost a iplnost. Neni to tedy ani tak soutéz znalostni ¢i
soupereni v rychlosti a spravnosti slozitych vypocti, jako spise klani né-
padili, matematické intuice, objevnych myslenek a jejich spravného konec-
ného podani. Tyto dovednosti pritomni ticastnici jiz projevili ve skolnim
a krajském kole nasi soutéze a k postupu do tstredniho kola jim vsichni
blahoprejeme. Zitra a pozitii se rozhodne, kteri soutézici se na zakladé
podanych vykonti budou uchézet o misto v Sesticlenném reprezenta¢nim
druzstvu Ceské republiky pro kazdoroéni mezinarodni olympiddu. Té se
v poslednich letech icastni stfedoskolaci ze zhruba sto zemi celého svéta
a letos v Cervenci se bude konat v Kazachstanu.

Kdyz jsem se zamyslel nad tim, jaké matematické téma zvolit pro
své dnesni vystoupeni, uvédomil jsem si, ze zadani letosni Sestice tiloh
pro ustfedni kolo je nebyvale, jak se dnes tika, akéni. V jedné tloze se
bude strilet, pravda jenom do terce, namétem jiné tilohy bude pohadka
o tom, jak Carodéj unese nikoliv princeznu ze zamku, ale zastupce ¢tyt
nejmenovanych politickych stran, v tiloze pojmenovanych A, B, C a D.
Tak mne napadlo, Ze i ja bych dnes mohl v obdobném duchu promluvit
o jedné pékné matematické iloze, konkrétné ve formeé pribéhu o skakajici
blese. M& néasledujici zadéani.

V roviné jsou dany dvé riiznobézné piimky a a b. Blecha zacne opako-
vané skakat z jedné primky na druhou. VSechny jeji skoky maji stejnou
délku a kazdy nasledujici skok blecha voli tak, aby nebyl opakovanim
piedchoziho skoku v opacném sméru. Stanovte nutnou i postacujici pod-
minku, za které se blecha po urcitém poctu skoki dostane presné na
misto, odkud své skakani po pfimkach a, b zacala.
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Skakavy pohyb blechy nam priblizuje obr. 1. Vidime na ném tusecku,
ktera znazornuje délku jednoho blesitho skoku. Blecha zanedbatelnych
rozmeéru zacala popsany pohyb feknéme v bodé 1 primky a. Prvni skok
mohla cilit do dvou bodti 2 a 2’ piimky b, blecha si vybrala ten bod, ktery
je oznacen cislem 2. Dale uz blecha neméla na vybranou. Z bodu 2 sice
sméruji na primku a dva skoky dané délky, a to do bodt 1 a 3, aby vsak
neopakovala predchozi skok v opa¢ném sméru, blecha skocila do bodu 3,
ze kterého pak dale skocila na primku b nikoliv zpét do bodu 2, nybrz
do bodu 4, dale skocila na primku a do bodu 5 a tak dale. Zobrazeny
pohyb blechy konci ¢astecné znazornénym skokem z bodu 8 do bodu 9
na primce a, ktery uz na obrazku chybi. Je vsak vidét, ze to jesté neni
bod 1, jak bychom si préli, aby se draha blechy uzavrela. Z obrazku neni
patrné, zda se tak v dané situaci viibec nékdy stane.

Obr. 1

Obrazek 2 jasné vysvétluje, ze draha blechy se uzavie po ctyfech
skocich v ptipadé, kdy primky a a b jsou navzajem kolmé. Stane se tak
bez ohledu na to, ze kterého bodu 1 primky a blecha sviij pohyb zacala.
Jde jen o to, aby své skoky viibec mohla zacit, takze bod 1 musi mit od
pruseciku primek a, b vzdalenost mensi, nez je délka jednoho skoku.
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Daleko zajimavéjsi je situace z obr. 3, v niz piimky a, b sviraji tihel 45°.
Zda se, ze draha blechy se uzavie po osmi skocich, ani velmi presné ryso-
vani vsak nedava matematickou jistotu, ze tato hypotéza skutecné plati.

Obr. 3

K jejimu potvrzeni je zapotiebi uc¢init maly objev, podminény tim, ze
se na danou situaci podivame ponékud jinak. Jak, to vysvétluje obr. 4:
oddélené posoudime skoky z piimky a na pfimku b (fikejme jim liché)

Obr. 4

a skoky z pfimky b na pfimku a (ty budou sudé). Mize nis pak napad-
nout, ze kazdé dva po sobé jdouci skoky téze parity lezi na dvou navzajem
kolmych primkéach. Dobfre je to vidét na lichych skocich 34 a 56, které se
krizuji, méné uz na lichych skocich 12 a 34, nebo na sudych skocich 23 a 45,
které je tfeba protahnout, abychom seviené pravé tihly vytusili. Dokéazat
takovou dil¢i hypotézu o pravych tihlech neni tézké. Staci k tomu vyuzit
dvojice rovnoramennych trojihelniki, které pro skoky 12 a 34 vidite na
obr. 5, pro skoky 23 a 45 na obr. 6.
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Obr. 5 Obr. 6

Po této zkuSenosti uz neni obtizné provést obdobnou tivahu s uprave-
nym zavérem pro pripad obecnych primek a, b a vytesit tak Gplné celou
tlohu, o které tady povidam. Podivejme se jak.

Na obr. 7 jsou znazornény riznobézky a, b svirajici obecny thel veli-
kosti a a prvni tii skoky blechy tvorici drahu 1234. Z rovnoramenného
trojihelniku 123 plyne, ze skoky 12 a 23 predstavuji vektory, které jsou

Obr. 7

soumeérné sdruzené podle primky a. Podobné z rovnoramenného trojihel-
niku 234 plyne, ze skoky 23 a 34 predstavuji vektory, které jsou soumérné
sdruzené podle primky b. Abychom soumérnost téchto dvojic vektort lépe
vidéli, nakreslil jsem jesté exemplafe vektori 12, 23 a 34 umisténé do
priseciku primek a a b. Pritomni soutézici jisté maji ponéti o skladani
osovych soumérnosti, takze si nepochybné uvédomuji, ze vektor 34 je
obrazem vektoru 12 v otoceni o orientovany thel 2«, je-li jiz zminény
uhel « orientovan od primky a k primce b. To je zasadni objev, ktery nas
jiz rychle privede k feseni tlohy, a to diky tomu, ze provedenou tvahu
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muizeme ziejmé zopakovat pro kteroukoliv trojici po sobé néasledujicich
skoktl, nejenom pro tu trojici prvni.

Pozorni divaci si moznd povsimli, Ze na obrazku je kromé os soumeér-
s ptimkou a, ktera je obrazem této primky v posunuti o vektor 34. Do-
kladam na ni ten zfejmy poznatek, ze pocatecni i koncovy bod kazdého
skoku z jedné konkrétni piimky na druhou, v nasem pripadé skoku 34,
jsou jednoznacéné uréeny prislusnym volnym, kdekoliv umisténym vekto-
rem. Proto je draha blechy uzaviena, pravé kdyz je posloupnost lichych
vektorti 12, 34, 56, ... periodicka. Shrneme zjisténé poznatky a jejich
disledky do nasledujici podoby.

Oznacme « orientovany thel otoceni, které prevede primku a na
primku b. V posloupnosti vsech skoki z primky a na primku b je kazZdy
nasledujici vektor vZdy obrazem predchoziho vektoru v otoceni R o ihel 2c.
Proto je obecné (k + 1)-ni vektor posloupnosti obrazem proniho vektoru
v k-ndsobném otoceni R* o tihel 2ka. S ohledem na jednoznacné umisténi
kazdého vektoru skoku proto plati, Ze drdha blechy se uzavre po 2k skocich,
pravé kdyz je ihel 2ka roven nejmensimu celociselnému (reknéme m-)
nasobku plného uhlu 360°, tedy 2ka = m - 360°. Z upravené rovnosti

_ 180mye°
o= ()
vycteme hledanou — a ponékud prekvapivou — nutnou i postacujici pod-
minku pro uzavrenost blesi drahy: uhel o mezi primkami a a b je ve
stupnich vyjddren celym cislem nebo zlomkem.

Dokézany vysledek ilustrujeme pro tithel @ = 40°. Z rovnosti 40° =
= (180m/k)° plyne m/k = 2/9, odkud k = 9, takze draha blechy se uza-
vie po 2 -9 = 18 skocich, jak uvidite na myslim docela ptisobivém obr. 8,
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kterym své vypravéni o blese témér koncim. Dodam, Ze zajemci o tento
namét se mohou sami vénovat rozboru obdobného problému, kdy blecha
skace po dvou mimobézkach v prostoru, nebo situaci, kdy blecha skace po
stranidch daného trojuhelniku podle jejich neménného cyklického poradi.
Tehdy neni obtizné lokalizovat uzavienou drahu ze ti skoku, nebot jde
o pomérné jednoduchou tlohu vepsat do daného trojuhelniku ABC rov-
nostranny trojuhelnik 123, jak vidite na obr.9. Délka strany vepsaného

A 1=4 B
Obr. 9

trojihelniku 123, tedy délka jednoho blesiho skoku, ovSem zavisi na tvaru
a velikosti daného trojihelniku ABC. Zato nalezeni uzaviené dréhy slo-
zené ze Sesti skokt (obr. 10) je patrné velice slozita tloha, o jejimz feseni
nemam sebemensi ponéti. Obtiz spatiuji v tom, ze takové uzaviené drahy
maji nekonecné mnoho riznych tvari a je nesnadné stanovit, ktera z nich
ve vhodném zmenseni ¢i zvétSeni presné padne svymi vrcholy na strany
daného trojihelniku.

Obr. 10

Na tiplny zavér svého vystoupeni chei jménem Ustfedni komise MO
a vSech pritomnych hosti poprat vsem soutézicim do obou soutéZnich
dopoledni co nejvice dobrych napadii, postiehi a tfeba i potfebné stésti
pri rozhodovani, do kterych hypotéz, jez je napadnou, se pustit. Prohlasuji
ustredni kolo 59. rocniku MO za zahajené.
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Tabulka 1
Pocéty zaka strednich Skol soutézicich v I. kole 59. ro¢niku MO

. Kategorie
Kraj A B C P Celkem
S U|S U S U S U S U
Praha 87 81| 87 72 (126 102 | 23 18| 323 273
Stredocesky 100 48| 66 17| 8 34| 11 9| 262 108
Jihocesky 98 52| 28 23| 60 40 4 4 190 119
Plzensky 45 27| 47 5| 69 33| 10 9 171 74
Karlovarsky 22 15| 12 2| 19 6 1 1 54 24
Ustecky 30 22| 33 17| 55 27| 10 7| 128 73
Liberecky 59 26| 43 4| 47 15 9 7| 158 52
Kralovéhradecky 40 28| 34 8| 41 17 3 3 118 56
Pardubicky 46 36 17 31 30 25 6 4 99 68
Vysocina 71 48 57 25| 69 38 1 0 198 111
Jihomoravsky 149 90| 67 30132 68| 17 11| 365 199
Zlinsky 88 37| 52 9| 62 25 4 4| 206 75
Olomoucky 39 27| 32 14| 47 22 3 3 121 66
Moravskoslezsky 68 46| 69 12| 98 28 6 4 241 90
CR 942 583 | 644 241 | 940 480 | 108 84 | 2634 1388
Tabulka 2
Pocty zaku strednich Skol soutézicich v II. kole 59. ro¢niku MO
. Kategorie
Kraj A B C P Celkem
S U S U S U|S U S U
Praha 49 18| 41 13 54 45|17 8| 161 84
Stredocesky 46 1| 13 6 33 71 9 3 101 17
Jihocesky 48 4| 19 10 40 12| 3 2 110 28
Plzensky 27 9 5 3 33 17| 9 6 74 35
Karlovarsky 15 2 2 1 6 6] 1 0 24 9
Ustecky 22 3| 16 4 24 4| 7 4 69 15
Liberecky 26 3 4 3 13 8| 7 4 50 18
Kralovéhradecky 27 7 8 5 17 13| 3 2 55 27
Pardubicky 3 3 2 1 24 13| 4 1 65 18
Vysocina 40 8| 21 11 30 13| 0 O 91 32
Jihomoravsky 90 12| 30 9 68 28|11 6| 199 55
Zlinsky 18 1 9 5 23 9| 4 4 54 19
Olomoucky 27 4| 14 8 22 10| 3 1 66 23
Moravskoslezsky 43 9| 11 6 26 13| 4 2 84 30
CR 513 84| 195 85| 413 198 | 82 43| 1203 410
S ... pocet vsech soutézicich U ... pocet uspésnych resitelt
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Nejispésnéjsi resitelé I1. kola MO
v kategoriich A, B, Ca P

7 kazdého kraje a z kazdé kategorie jsou dle dostupnych vysledkt uvedeni
vsichni dspésni TeSitelé, kteri skoncili do desatého mista. Oznaceni G
znamena gymnazium.

® 0 0606000060000 000 KrajPraha ® 0000000000060 0o0

10.

Kategorie A

. Tomas Zeman, G J. Keplera, Praha 6
. Jachym Sykora, G Ch. Dopplera, Praha 5

Radek Marcina, G Ch. Dopplera, Praha 5
Lukas$ Zavrel, G Praha 9, Chodovicka

. Katerina Honzakovd, G J. Keplera, Praha 6
. Petr Rysavy, G J. Heyrovského, Praha 5
. Jakub Haji¢, Akad. G Praha 2, Korunni

Miroslav Olsak, G Budanka, Praha 5
Martin Topfer, G Praha 7, Nad Stolou
Tadeas Dohnal, G Ch. Dopplera, Praha 5

Kategorie B

. Martin Tépfer, G Praha 7, Nad Stolou
. Stanislav Mach, G J. Keplera, Praha 6
. Jakub Borovansky, G Ch. Dopplera, Praha 5

Tomas Rusy, G J. Keplera, Praha 6

. Matous Helikar, G Praha 6, Nad Aleji

Petra Kastankovd, G Praha 10, Omska

. Jakub Krejci, G Praha 1, Truhlarska
. Marie Kvasnicovd, G Praha 2, Boticska
. Jan Bydzovsky, G J. Heyrovského, Praha 5
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David Janda, G Ch. Dopplera, Praha

5

Alena Preradovd, G Praha 4, Konstantinova

Kategorie C

1.-3. Martin Cech, G Praha 6, Nad Aleji

Luisa Cernochovd, G Praha 6, Nad Aleji

Martin Sykora, G Praha 6, Nad Aleji

4. Eliska Jandskovd, G Praha 1, Truhlarska

5.-6. Ondrej Cifka, G Praha 6, Nad Aleji
Michal Kurz, G Budanka, Praha 5
7.-15. Hana Dlouhd, G J. Keplera, Praha 6

Ondrej Kosut, Akad. G Praha 2, Korunni
Anezka Kotrbovd, G Praha 9, Spitalska,

Adam Ldf, G Ch. Dopplera, Praha 5
Milos Pragr, G Praha 10, Vodéradska

Jakub Slepicka, G Praha 10, Vodéradska

Tereza Stopkova, PORG, Praha 8

Petr Tomasek, G Praha 10, Vodéradska

Tereza Uhlirova, G Praha 10, Omska

Kategorie P

. Vlastimil Dort, G Praha 9, Spitalska
. Tomds Malj, G Praha 6, Arabska

. Jiri Setnicka, G Praha Cakovice

. Martin Patera, G Praha 6, Arabska
. Jaroslav Brabec, G Praha 6, Arabska

N W

Martin Kerhart, G Praha 10, Vodéradska
Michal Soucha, G Praha 10, Vodéradska

8. Tomds Bdca, G Praha 6, Arabska

eoov0o0o0o0oe0oeoe e oo StredoCesky kraj
Kategorie A

1. Petr Cermdk, G Kladno
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Kategorie B

1.-2. Lenka Houdkovad, G Benesov
Miroslav Martinek, G Vlasim

3.-6. Petr Beélohlavek, G J. Barranda Beroun
Stanislav Hlubocky, G Kolin
Matéj Maivald, G J. Barranda Beroun
Jindrich Skripko, G Kladno

Kategorie C

1.-2. Linda Tichd, G Benesov
Anna Zavadilovd, Masarykovo klasické G Ricany
3. Lucie Konopdcova, G Kolin
4.-5. Petr Prochdzka, G Mlada Boleslav
Adéla Siminkovd, G dr. J. Pekafe, Mladéa Boleslav
6.-7. Jan Kdra, G Mlada Boleslav
Jakub Pesek, G Jittho z Podébrad, Podébrady

Kategorie P

1. Petr Cermdk, G Kladno
2. Vojtéch Kolar, G F. Palackého, Neratovice
3. Vitezslav Plachy, G Jifiho z Podébrad, Podébrady

eoo0evoovvo0eoeoe JhoCeskykraj eoeooeoceocecocce
Kategorie A
1. Martina Vavdckovd, G P. de Coubertina, Tabor
2. Pavel Dupal, G Ceské Bud&jovice, Jirovcova

3. Ondrej Sejul, SPS a VOS, Pisek
4. Jan Navara, G Strakonice

Kategorie B

1. Frantisek Petrous, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
2. Marek Lipdan, G Ceské Bud&jovice, Jirovcova

17



12.

DD W N =

18

. Michal Hruska, G J.V. Jirsika, Ceské Budéjovice

Stépdanka Simovd, SPS a VOS, Tabor
Kristyna Zemkovd, G Prachatice

. Filip Hermann, G Cesky Krumlov

Martin Mach, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

. Katerina Duspivovd, G Cesky Krumlov
. Lenka Curnovd, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
. Petr Marvan, G P. de Coubertina, Tabor

Kategorie C

. Patrik Kroft, G Ceské Budéjovice, Ceska
. Ondrej Matéjka, G J. V. Jirsika, Ceské Budéjovice

Alexij Moskovka, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

. Michal Gabriel, G Strakonice
. Ondrej Micka, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Michaela Stépankovd, G Strakonice

. Lenka Machovd, G Ceské Bud&jovice, Jirovcova,
. Lubomir Bures, G J.V. Jirsika, Ceské Budéjovice

Markéta Juzlova, G Strakonice

Mariya Marchuk, G P. de Coubertina, Tabor
Vojtech Votruba, G Tiebon

Jan Danhel, G Dacice

Kategorie P

. Filip Matzner, G J. V. Jirsika, Ceské Budéjovice
. David Krska, G J. V. Jirsika, Ceské Budéjovice

eeoco0oeeoee Plzenskykraj eoceceoeooeeeecoccoe

Kategorie A

. Michael Bily, G J. Vrchlického, Klatovy

. Martin Buchacek, G L. Pika, Plzen

. Martin Holecek, G Plzen, Mikulasské nam.

. Kamila Bdrnetovd, G Plzen, Mikulasské nam.

Trung Ha Duc, Masarykovo G, Plzen



2]

Jakub Klemsa, G J. Vrchlického, Klatovy

. Lukas Chlad, G Plzen, Mikulasské nam.
. Filip Hlasek, G Plzen, Mikulasské nam.
. Dung Le Anh, G Tachov

Kategorie B

. Jaroslava Ryplova, Masarykovo G, Plzen
. Martin Prudek, G Plzen, Mikulasské nam.

Katerina Soukupovd, G Plzen, Mikulasské nam.

Kategorie C

. David Hruska, G Plzen, Mikulasské nam.
. Michal NoZicka, G Plzen, Mikulasské nam.
. Juda Kaleta, G Klatovy

Thi Tuget Trang Nguyen, G Klatovy

. Katerina Kinzlova, G Plzen, Mikulasské nam.

Martin Matas, G L. Pika, Plzen

. Karolina Béhmovd, G J.S. Baara, Domazlice
. David Kubes, G L. Pika, Plzen
. Lucie Castordlovd, G Plzen, Mikulasské nam.

Martin Hezoucky, G Klatovy

Kategorie P

. Karel Tesar, VOS a SPSE, Plzen
. Filip Hlasek, G Plzen, Mikulasské nam.

Filip Stédronskyj, G Plzen, Mikulasské nam.

. Martin Holecek, G Plzen, Mikulasské nam.
. Tomas Faltin, G J. Vrchlického, Klatovy
. Dana Kodydkova, G J. Vrchlického, Klatovy
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eececeeeeeccoe Karlovarskykraj eeeceececeococcee

Kategorie A

—

. Josef Hazi, G Cheb
2. Lukds Jarosil, G Sokolov

Kategorie B

1. Pham Tat Dat, G Cheb

Kategorie C

. Duc Anh Mai, G Cheb

. Karel Guvenciak, Prvni ceské G, Karlovy Vary

. Jan Kucera, Svobodna chebska skola, Cheb

. Lucie Lenkovd, G Sokolov

. Jakub Karaffa, Svobodna chebska skola, Cheb
Jakub Kowalowski, G Sokolov

DA W N =

e0eco0oc0c0co00000000 Ij'steckykraj ec0000000000000
Kategorie A

1. Stépdn Simsa, G J. Jungmanna, Litoméfice
2. Michal Mojzik, SPS a VOS, Chomutov
3. Tadeds Berkman, G Usti nad Labem, Jate¢ni

Kategorie B

1. Frantisek Wolf, G Podbotany
2. Markéta Pilneyovd, G J. Jungmanna, Litoméfice
3.-4. Frantisek Kavin, G Ceska Kamenice
Vojtéch Kubica, G Ceska Kamenice

Kategorie C

1. Stépdn Simsa, G J. Jungmanna, Litoméfice
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. Hong Thay Le, G Décin, Komenského nam.
. Koldr Daniel, G dr. V. Smejkala, Usti nad Labem
. Sebesta Karel, G Teplice, Cs. Dobrovolcti

Kategorie P

. Daniel Stahr, G J. Jungmanna, Litomérice

. Stépdan Simsa, G J. Jungmanna, Litoméiice
. Michal Mojzik, SPS a VOS, Chomutov

. Ondrej Fiedler, G J. Jungmanna, Litomérice

eeoceeeeoeooee Libereckykraj eeececoceoocoocooe

Kategorie A

. Jan Polasek, G Turnov

2. Martin Zikmund, G Turnov

© 00 O Uk W N

. Ondrej Kunc, G Turnov

Kategorie B

. Martin Zikmund, G Turnov
. Jir{ Erhart, G F.X. Saldy, Liberec
. Petr Jancik, G Jablonec nad Nisou, U Balvanu

Kategorie C

. Marcel Tomanek, G Jablonec nad Nisou, U Balvanu
. Jan Babordk, G Ceska Lipa

. Ota Kunt, G F.X. Saldy, Liberec

. Jakub Chvosta, G Jablonec nad Nisou, Dr. Randy

. Pavel Buchvald, G Liberec, Jeronymova

. Ondrej Cajdnek, G Jablonec nad Nisou, U Balvanu
. Tomds Miiller, G Jablonec nad Nisou, Dr. Randy

. Miroslav Hanzelka, G Ceska Lipa
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1.
2.
3.
4.

Kategorie P

Jan Poldsek, G Turnov
Martin Zikmund, G Turnov

Karolina Buresovd, G Ceska Lipa
Ondrej Kunc, G Turnov

coo0eo0eoe00 00 Krialovehradecky kraj e e e e e o o0c 0000
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Kategorie A

. Petr Parizek, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Jan Vobornik, Jiraskovo G, Nachod

. Anna Chejnovskd, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Katerina Medkova, Biskupské G B. Balbina, Hradec Kralové

Tomas Rubin, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Jan Remes, G Dobruska

Martin Vojtisek, G B. Némcové, Hradec Krélové

Kategorie B

. Petr Jurco, G Trutnov
. Josefina Mddrovad, G Dobruska

Anezka Semradovd, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Katerina Vickovd, G Broumov
. Petr Barton, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Kategorie C

. Petr Kujal, G Broumov
. Vojtéch Erbrt, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Matéj Fanta, Jiraskovo G, Nachod

Filip Hauptfleisch, G F. M. Pelcla, Rychnov nad Knéznou
Pavel Rozdolsky, G a SOS Jaroméi

Jan Vdvra, G Horfice

. Bva Brozkovd, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Lenka Simonovd, Lepaiovo G, Ji¢in
. Daniel Knut Pernet, G Novy Bydzov



10.

Vaclav Pokorng, Lepatovo G, Jicin

Kategorie P

. Michal Bilansky, Leparovo G, Jicin
. Michael Pokorngj, SS aplikované kybernetiky, Hradec Kralové

ceceeo0eco0o0o000e Pardubickykraj eeeeecececcocoe

Kategorie A

. Tomds Kubelka, G Zamberk

2. Miroslav Koblizek, G Zamberk

. Jan Novotny, G Pardubice, Dasickd

Kategorie B

. Tomds Kubelka, G Zamberk

Kategorie C

. Kristyna Kohoutovd, G Zamberk
. Martin Dvordik, SPSE Pardubice
. Jirit Malir, G Pardubice, Dasicka
. Tomds Kodytek, G Usti nad Orlici

Marek Skalicky, G Usti nad Orlici

. Katerina Jarkovskad, G Jevicko

Frantisek Filip, G Usti nad Orlici
Michal Farnik, G Vysoké Myto

. Jan Balds, G Zamberk

Jakub Jacisko, G Lanskroun
Filip Jenis, G Jevicko
Jirt Trnka, G Policka

Kategorie P

. David Vondrak, G Pardubice, DaSicka
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eeccoeocecccee KrajVysolina eeeceeeeceocccsce

24

Kategorie A

. Jan Nevoral, G Jihlava
. Ondrej Bartos, G Zdar nad Sazavou

vvvvv

Jan Schwarz, G Jihlava

. Petr Lousa, G Havlickuv Brod
. Ondrej Salanda, G Zdar nad Sazavou

Jiri Vejrosta, G Trebic¢

. Vladislav Vétrovec, G Ttebic¢

Kategorie B

. Jakub Krasensky, G Jihlava
. Ondrej Bartos, G Zdar nad Sazavou
. Eva Havelkovd, G Zdar nad Sazavou

Jan Kucharik, G Jihlava

. Stépan Holub, G Jihlava
. Ondrej Zacha, G Jihlava

Helena Fisarovd, G Jihlava

. Josef Baca, G V. Makovského, Nové Mésto na Moravée

Ludmila Masterova, G Trebic

Kategorie C

. Jakub Slama, G Trebic
. Filip Murar, G Trebic¢
. Pavel Hladky, G Jihlava

Marian Krajicek, G Jihlava

. Stanislav Kruml, G Chotébor

Anna Kubdtovd, G Chotébor

. Jaroslav Fikr, G Zdar nad Sazavou

Jan Hladik, G Pelhfimov

. Lucie Zemankova, G Ttebic



eeeocoo0o0o0e0eee Jihomoravskykraj eeeecececeeoccoce

10.-12.

1.-3.

Kategorie A

. Hynek Jemelik, G Brno, tf. Kpt. Jarose

David Klaska, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Michal Hordk, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Bohuslav Zmek, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Tomds Pokorny, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Pavel Sevecek, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Pavel Coupek, Biskupské G Brno

Ales Dostal, G Blansko

Jan Sopousek, G Brno-Reckovice

Jaromir Kala, G Brno, ti. Kpt. Jarose

Gabriela Kubickova, Cyrilometodéjské G Brno, Lerchova
Tomds Lamser, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie B

Pavel Polcer, G Brno, Kfenova
Jana Sotakova, G Brno, t. Kpt. Jarose
Dominik Telupil, G Brno, tt. Kpt. Jarose

. Jan Stopka, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Martin Novdk, G Hodonin

Viclav Raida, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Tomds Effenberg, G Brno, Videnska

David Machal, Biskupské G Brno

. Michal Pokorny, G Breclav

Kategorie C

. Jakub Vancura, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Tadeas Kucera, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Jana Novotnd, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Vojtéch Hldvka, G a ZUS Slapanice

Mark Karpilovsky, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Anna Hradeckd, G Brno-Reckovice

Jan Povolny, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Kristian Kozdk, G Matyase Lercha Brno
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Tereza Novotnd, G a ZUS Slapanice
Oldrich Vlasic, G Brno, tr. Kpt. Jarose

Kategorie P

. Hynek Jemelik, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. David Klaska, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Tomas Lamser, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Bohuslav Zmek, G Brno, ti. Kpt. Jarose

. Vendula Poncovd, G Brno, tf. Kpt. JaroSe

Vit Stanislav, Purkynovo gymnéazium, Straznice

o000 0o0c0o0o0o0e Zlinskjkraj eeceeecececocccoe

Kategorie A

. Josef Ondrej, G Roznov pod Radhostém

Kategorie B

. David Sery, G Roznov pod Radhostém

. Filip Krenek, G Roznov pod Radhostém
. Zdenek Rafaj, G Zlin-Lesni ¢tvrt

. Michal Opler, Masarykovo G, Vsetin

. Lucie Dolezdlkova, G Uherské Hradiste

Kategorie C

. Jan Mikel, G Roznov pod Radhostém

. Adriana Slanikovd, G Uherské Hradisté
. Jitka Janikovd, G Uherské Hradisté

. Lukads Fusek, G Uherské Hradisté

Jan Mrazek, G Kromériz

. Petra Krenovd, G Uherské Hradisté
. Michal Janousek, G Zlin, nam. TGM
. Petra Hordk, G Kromériz

Lenka Silhdnkovd, G Jana Pivecky, Slavi¢in



1.-2.

Kategorie P

Ales Krivik, SPSH Uherské hradisté
Petr Pecha, SPSS Vsetin

. Matéj Kocidn, G Zlin-Lesni ¢tvrt

Lukas Ptacek, G J. A. Komenského Uhersky Brod

ecoooeccocoooeee Olomouckykraj eecececeeeceeeceee

N R R

Kategorie A

. Martin Brousek, G J. Skody, Pierov

. Vojtéch Milos, G Hranice

. Lukds Kunovsky, G Jesenik

. Dominik Lachman, G Olomouc-Hej¢in

Kategorie B

. Eva Gocnikovd, G J. Skody, Pferov
. Alena Harlenderovd, Slovanské G Olomouc

Kldra Slddeckovd, G J. Skody, Pierov

. Jiri Polcr, G Olomouc-Hejc¢in
. Jirt Eichler, Slovanské G Olomouc

Gabriela Olivikovd, G J. Skody, Pferov

. Josef Uchytil, G Jesenik
. Simon Rozsival, G Sumperk

Kategorie C

. Lubomir Grund, G Zabreh

Jan Krivosej, G Sumperk

. Ale$ Neoral, G Olomouc-Hejc¢in

. Matej Suchdnek, G J. Wolkera, Prostéjov
. Adéla Hrdlickovd, G Sumperk

. Dominika Fidrovd, G Kojetin

Ondrej Krémar, G Hranice

. Lukds Chmela, G J. Skody, Pierov
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Martina Langerovd, G J. Wolkera, Prostéjov
10. Katerina Sloupovd, G Jesenik

eeo0oe0e0000000e Moravskoslezsky kraj eeeeeoecocoeoe
Kategorie A

. Petr Boros, G M. Kopernika, Bilovec

. Jakub Solovsky, G M. Kopernika, Bilovec

. Jirt Biolek, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

Jan Legersky, G Ostrava-Hrabuvka

Simona Domesova, G M. Kopernika, Bilovec

. Miroslav Raska, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Matus Kopf, Mendelovo G, Opava

. Ondrej Bouchala, G Havitov, Komenského

. Josef Svoboda, G Frydlant nad Ostravici

. Lukas Folwarczny, G Havitov, Komenského
Lukas Habrnal, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

N R

10.-1

Kategorie B

1.-3. Ondrej Bouchala, G Havifov
Lukds Folwarczny, G Havirov
Michal Kopf, Slezské G Opava
4. Jan Tofel, Mendelovo G, Opava
5. Barbora Mdélovda, G M. Kopernika, Bilovec
6. Augustin Zidek, G Frydlant nad Ostravici

Kategorie C

1. Josef Svoboda, G Frydlant nad Ostravici

2. Stanislav Hordk, G M. Kopernika, Bilovec

4. Lukds Ondracek, G Ostrava-Zabieh

Matéj Vanek, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

5.-6. Filip Vavera, Biskupské G, Ostrava-Poruba
Magdaléna Zvickovd, G Rymaiov

7.-9. Lubomir Hudec, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
Lucie Koléarkova, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
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Kristyna Morkovskd, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
10.-12. Martin Poloch, Mati¢ni G, Ostrava

Ondrej Sikora, G Karvina

Katerina Solovska, G M. Kopernika, Bilovec

Kategorie P

1. Lukds Folwarczny, G Havirov, Komenského
2. Tomas Docekal, G J. Kainara, Hluc¢in
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Vysledky tstfedniho kola 59. ro¢niku MO

kategorie A
Vitézové
1. David Klaska, 4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 35b.
2. Miroslav Olidk, 8/8 G Budanka, Praha 5 34b.
3. Jachym Sykora, 4/4 G Ch. Dopplera, Praha 5 27b.
4.-6. Radek Marcinia, 4/4 G Ch. Dopplera, Praha 5 26 b.
Lukds Zavrel, 7/8 G Praha 9, Chodovicka 26 b.
Bohuslav Zmek, 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 26 b.
7. Petr Rysavy, 8/8 G J. Heyrovského, Praha 5 24 b.
8.-9. Filip Hldsek, 7/8 G Plzen, Mikulasské nam. 23b.
Tomds Zeman, 7/8 G J. Keplera, Praha 6 23 b.
10. Jakub Solovsky, 3/4 G M. Kopernika, Bilovec 22b.
11. Michael Bily, 7/8 G J. Vrchlického, Klatovy 21b.
Dalsi uspésni resitelé
12.-14. Martin Buchdcek, 7/8 G L. Pika, Plzen 20b.
Michal Hordk, 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 20 b.
Jakub Klemsa, 8/8 G J. Vrchlického, Klatovy 20b.
15.-19. Ondrej Bartos, 6/8 G Zdar nad Sazavou 19b.
Tadeds Dohnal, 7/8 G Ch. Dopplera, Praha 5 19b.
Katerina Honzdkovd, 4/4 G J. Keplera, Praha 6 19b.
Josef Ondrej, 8/8 G Roznov pod Radhostém 19b.
Martin Tépfer, 2/4 G Praha 7, Nad Stolou 19b.
20. Jiri Biolek, 5/6 G P. Bezruce, Frydek-Mistek 18 b.
21.-22. Hynek Jemelik, 3/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 17b.
Petr Parizek, 6/6 G B. Némcové, Hradec Kréilové 17b.
23. Lukd$ Chlad, 8/8 G Plzen, Mikulasské nam. 16 b.
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10.-11.

12.
13.
14.
15.-17.

Vysledky ustfedniho kola 59. roéniku MO
kategorie P

Vitézové

. Hynek Jemelik, 3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
. David Klaska, 4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Vlastimil Dort, 8/8 G Praha 9, Spitélska

. Jan Poldsek, 7/8 G Turnov

. Filip Hlasek, 7/8 G Plzen, Mikulasské nam.

Michal Mojzik, 3/4 SPS a VOS Chomutov

. Petr Cermdk, 8/8 G Kladno

Dalsi ispesni resitelé

. Martin Holecek, 8/8 G Plzen, Mikulasské nam.

Tomas Lamser, 8/8 G Brno, tf. Kpt. Jarose
Martin Patera, 4/4 G Praha 6, Arabska

Stépdn Simsa, 5/8 G J. Jungmanna, Litoméfice
Vojtéch Koldr, 8/8 G F. Palackého, Neratovice
Bohuslav Zmek, 8/8 G Brno, tf. Kpt. Jarose
Karel Tesar, 4/4 VOS a SPSE Plzeit

Michal Bilansky, 8/8 Lepatovo G, Ji¢in

Lukds Folwarczng, 6/8 G Havifov, Komenského
Jiri Setnicka, 5/6 G Praha 9, Cakovice

52b.
51b.
45b.
41b.
40b.
40b.
37b.

34b.
34b.
30b.
30b.
29b.
24 b.
20b.
19b.
19b.
19b.
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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“ s témito pravidly: Hrac A si
mysli slovo slozené z péti riznych pismen. Hra¢ B vyslovi libovolné slovo
slozené z péti riznych pismen a hra¢ A mu prozradi, kolik pismen uhodl
na spravné pozici a kolik na nespravné. Pismena povazujeme za rizna,
i kdyz se lisi jen hdckem nebo ¢arkou (napiiklad pismena A, A jsou riznd).
Kdyby si hra¢ A myslel napiiklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo
KOLAC, odpovi hra¢ A, ze jedno pismeno uhodl hraé B na spravné pozici
a dvé na nespravné. Zkraceneé sdéli ,,14-2%, nebot se opravdu obé slova sho-
duji pouze v pismenu O véetné pozice (druhé zleva) a v pismenech K a L,
jejichz pozice jsou odlisné. Erika si myslela slovo z péti riznych pismen
a Klarka vyslovila slova KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL.
Erika na tato slova v daném poradi odpovédéla 0+3,0+2, 142,240
a 1+ 2. Zjistéte, jaké slovo si Erika mohla myslet. (Peter Novotny)

C-1-2

Vrcholem C' pravothelniku ABCD vedte primky p a ¢, které maji s da-
nym pravouhelnikem spolecny pouze bod C|, pfricemz primka p méa od
bodu A nejvétsi moznou vzdalenost a primka g vymezuje s primkami
AB, AD trojtihelnik co nejmensiho obsahu. (Leo Bocek)

C-1-3
Urcete vSechna redlna ¢isla z, kterd vyhovuji rovnici 4z — 2|z = 5.

(Symbol |z] znaci nejvétsi celé cislo, které neni vétsi nez ¢islo x, tzv.
dolni celou ¢ast redlného cisla x.) (Jaroslav Svrcek)
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C-1-4

Kruznice k(S;r) se dotykd piimky AB v bodé A. Kruznice (T s) se
dotyka piimky AB v bodé B a protina kruznici k£ v krajnich bodech C,
D jejiho pruméru. Vyjadrete délku a tsecky AB pomoci poloméri r, s.
Dokazte dale, ze prusecik M primek C'D, AB je stfedem tsecky AB.
(Leo Bocek)

C-1-5

Dokazte, ze pro libovolné kladna realna ¢isla a, b plati

2(a® 4+ 3ab+b?) _ a+b
Vab < <
e CF NI

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost.
(Jdn Mazdk)
C-1-6
Najdéte vSechna prirozena cisla, kterd nejsou délitelnd deseti a kterd
ve svém dekadickém zapisu maji nékde vedle sebe dvé nuly, po jejichz
vyskrtnuti se pivodni ¢éislo 89krat zmensi. (Jaromir Simsa)
C-S-1
KruZznice k(S;6cm) a [(O;4cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Urcete
délky stran trojihelniku ABC, kde bod A je prisecik primky OB s kruz-
nici k£ a bod C je prusecik kruznice k s tecnou z bodu A ke kruznici [.
(Pavel Leischner)
C-S-2
Najdéte viechny dvojice nezapornych celych &isel a, b, pro néz plati a? +
+b+2=a+b%. (Jan Mazdk)
C-S5-3
2 k

Dokaite, ze pro libovolna cela &sla n a k vétsi nez 1 je éislo nf+2 —n
délitelné dvanacti. ( Vojtech Balint)

34



cC-n-1

Dokazte, ze pro libovolna ¢isla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost
@+1)" +1) ~ (a-1)*(b-1)* 2 4,
a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-1n-2

Je dana kruznice k se stifedem S. Kruznice | ma vétsi polomér nez kruz-
nice k, prochdzi jejim stfedem a protina ji v bodech M a N. Primka, ktera
prochézi bodem N a je rovnobézna s primkou M S, vytina na kruznicich
tetivy NP a NQ. Dokazte, ze trojuhelnik M P(Q je rovnoramenny.
(Tomds Jurik)

cC-1-3
Urcete vsechny dvojice realnych cisel x, y, které vyhovuji soustavé rovnic
lz +y] = 2010,
lz] —y =p,

jestlize a) p =2, b) p = 3.
Symbol |z | znaci nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez dané realné
¢islo z (tzv. dolni celd ¢ést redlného ¢isla z). (Jaroslav Svrcek)
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Reseni tloh

C-1-1

Slova ZAPAL a STRUK nemaji spoleéné pismena. Proto se, jak plyne
z odpoveédi 142 a 0+2, mezi jejich pismeny, jez dohromady tvori mnozinu
M = {Z,A,P,A,L,S,T,R, U, K}, nachazi viech pét pismen hledaného
slova. Ve slové SKOBA maji byt pravé tii z hledanych pismen. Jsou to
tedy pismena S, K, A. (Zbyvajici pismena B a O totiz do mnoziny M
nepatii.) Ve slové CESTA maji byt jen dvé z hledanych pismen, a obé na
spravné pozici. Jsou to jiz nalezena S a A, ktera tedy patii na tfeti, resp.
paté misto hledaného slova (a pismeno T lze z mnoziny M jvyloucit“).
Pismeno K nemtize byt ani na prvnim, ani druhém misté, jak plyne z od-
povédi pro slova KABAT (0 + 3) a SKOBA (1 + 2). Je tedy na ¢tvrtém
misté a zbyva urcit prvni dvé pismena. Ve slové STRUK jsou jen dvé
z hledanych pismen (musi to tedy byt S a K), obé v nespravnych pozi-
cich. Proto z mnoziny M jvylouc¢ime* i pismena R, U (a T, pokud jsme to
dosud neucinili). Zbyvajici dvé hledana pismena proto patii do mnoziny
{Z,A,P,L}. Z podminek pro slovo KABAT plyne, e jedno z nich je A.
Ve slové ZAPAL je pravé jedno pismeno ve spravné pozici. Kdyby to
bylo Z, neméli bychom kam umistit pismeno A. Je tedy A na druhém
misté a navic lze vyloucit pismeno Z. Na prvnim misté hledaného slova
miize byt L nebo P. Snadno se presvédéime, 7e nalezend slova LASKA
i PASKA vyhovuji vem podminkam tlohy.

C-1-2

Pata P kolmice z bodu A na primku p prochazejici bodem C' lezi na
Thaletové kruznici nad primérem AC. Vzdalenost bodu A od primky p,
tj. délka usecky AP, je tedy nejvyse rovna velikosti priméru AC. Pritom
rovnost nastane, pravé kdyz je pfimka p kolma na thlopticku AC. Ptitom
je zejmé, ze takova primka p ma s danym pravotihelnikem spolecny pouze
bod C.

Zvolme nyni libovolnou primku ¢ tak, aby méla s pravotuhelnikem
ABCD spoleény jen bod C. Jeji priiseciky s piimkami AB, AD ozna¢me
M a N (v uvedeném potfadi). Dale oznaéme M’ obraz bodu M v sou-
mérnosti podle piimky BC a N* obraz bodu N v soumérnosti podle
ptimky CD. Protoze |« NCD| + |¥xMCB| = 180° — |xBCD| = 90°,
plyne z pravé uvedenych soumérnosti rovnost |[<MCM'| = 2|xMCB| =
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= 2(90° — |[x NCDJ) = 180° — 2|« NCD| = 180° — |x NCN*|. Body C,
M'" a N* lezi tudiz na téze polopiimce s pocatkem C'. Pro obsah trojihel-
niku AMN tak vzdy plati (obr.11)

Samn = Sapcp +Spmc + Spen =
= Sapcp +SmBc + Spn+c 2 28aBcD,
s rovnosti, pravé kdyz polopfimka C M’ = CN* bude prochézet vrcho-

lem A daného pravothelniku, tj. pravé kdyz M’ = A = N* (pak budou
BC a CD stiednimi pfickami trojihelniku AMN).

TN
q~JN
D @ D €
M N” M
A " B M A B
N*/V[
Obr. 11

Zdvér. Piimku g, pro kterou je obsah trojihelniku AM N minimélni,
sestrojime jako primku C M, kde M je obraz bodu A v osové soumeérnosti
s osou BC. Piimka p s nejvétsi moznou vzdélenosti od bodu A je za
danych podminek kolmice na tsecku AC sestrojena v bodé C'.

Jiné FeSeni. Oznac¢me P patu kolmice z bodu A na hledanou primku
p a @ velikost odchylky piimek p a AC. Pro vzdalenost d ptimky p od
bodu A plati d = |AP| = |AC|sinp < |AC|. Pfimka p mé tedy nejveétsi
moznou vzdalenost od bodu A, pravé kdyz je kolma na AC.

Uvazujme libovolnou piimku ¢, kterd ma s pravothelnikem ABCD
spolecny jen bod C, a budeme hledat, za jakych podminek ohranicuje
spolu s primkami AB a AD trojihelnik nejmensiho obsahu. Pouzijeme
oznaceni z obr. 11 a zavedeme a = |AB| = |DC|, z = |BM|, b = |AD| =
= |BC| ay = |DN]|. Pomoci téchto veli¢in vyjadiime obsah trojihelniku
AMN a odhadneme jej uzitim A-G nerovnosti:

1 1
SAMN = §(a+m)(b+y) = §(ab+xy+ay+bx) >

%(ab—l—xy—i—%/ab-xy). (1)

Z podobnosti trojihelniki BMC a DCN dostavame |DN|/|BC| =
= |DC|/|BM]|, coz vzhledem ke zvolenému oznadeni dava zy = ab. Po

v
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dosazeni do (1) a po jednoduché tipravé tak dostaneme Sayn = 2ab =
= 2S5apcp- Pritom rovnost nastane, pravé kdyz plati ay = bx. Spolu
s podminkou zy = ab predstavuji oba vztahy soustavu rovnic s nezna-
mymi z, y, jejimz vyTresenim dostaneme x = a a y = b. Dospéli jsme tedy
ke stejnému vysledku jako v prvnim feseni, kde jsme téz uvedli konstrukei
primky q.

Jiné TeSeni. Postupujeme stejné jako v predchozim feSeni s tim roz-
dilem, ze nejprve z podobnosti trojuhelniki BMC ~ DCN urc¢ime

y = ab/z a potom odhadneme obsah trojihelniku AM N pomoci tvrzeni
z tlohy 5.2 takto:

Samn = %(a+x)(b+y) = %(a+x)(b+ a;b> —
2

1 b 1
= > (2ab+ b2+ 22) =ab+ Zab(Z+ 2) 2 20,
2 T 2 a x
Rovnost nastava, pravé kdyz - E, coz je ekvivalentni s podminkou
a x

T = Q.

C-1-3

Polozme |x| = a, pak ¢ = a+t, kde t € (0,1), arovnici 4(a+t)—2a =5
ekvivalentné upravme na tvar a = % — 2t. Aby bylo ¢islo a celé, musi
byt 2t = k - %, kde k je liché ¢islo. Navic 2t € (0,2). Je tedy bud 2t = %
a a = 2, nebo 2t = % a a = 1. Pavodni rovnice ma proto dvé TeSeni:

T, = 2,25 a xo = 1,75.

Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2z—3 = |z]. Jejim feSenim jsou
x-ové soutradnice priseciki graft funkei [: y = 23:—% ap:y=|z]. Grafy
se protinaji ve dvou bodech, jak vidime na obr.12. Pro prvni prisecik
plati |z] = 1. Po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme 4z — 2 = 5
aodtud 1 = % = 1,75. Pro druhy prusecik plati |z| = 2, takze da—4 = 5
axy = % = 2,25.

Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2z — 2 = |z]. Takova rovnice
bude splnéna, pravé kdyz cislo 21‘—% bude celé a bude splnovat nerovnosti
r—1< 2z — % < z neboli % <z < g Pro takovad x hodnoty vyrazu
2z — 3 ziejmé zapln{ interval § < 2z — 2 < 5.V ném lezf pravé dvé celd
¢isla 1 a 2, tudiz hledanéd x najdeme z rovnic 2x — % =1a2zx-— % =2.
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Obr. 12

C-1-4

Protoze kruznice | mé za tétivu primér C'D kruznice k a dané kruznice
nejsou totozné, plati pro jejich polomeéry nerovnost s > r. Oznacime-li P
patu kolmice z bodu S na tsecku BT (obr. 13), pak z Pythagorovy véty

Obr. 13
pro pravouhlé trojihelniky CST a SPT plyne
IST|?=3s%—-r% a |ST|?=|SP|>+ (s—r). (1)
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Odtud pro velikost tsecky SP vychazi
|SP|2= (s —r?) —(s—7)2 =2r(s — 7).
A protoze ABPS je pravouhelnik, dostavime
|AB| = |SP| = +/2r(s —).

7 pravouhlych trojihelniki AMS a MTS déle podle prvni rovnosti
v (1) plyne

|AM|? = |SM|? =2 = |MT|?> — |ST|? = r? = |MT|? - s*
pritom z pravothlého trojihelniku MBT mame
|BM|? = |MT|? -

Je proto |AM| = |BM]|, a bod M je tedy stfedem tsecky AB.

Pozndmka. Zaver, ze M je stiedem tsecky AB, plyne okamzité z moc-
nosti bodu M k obéma kruznicim (bod M lezi na tzv. chordéle obou
kruznic). Tyto pojmy jsou vSak pro soutézici kategorie C dosud nezndmé
a nebudou nezbytné ani pro feSeni dalsich soutéznich kol.

C-1-5
Prava nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
4(a® + 3ab + b*) < 5(a + b)?,

kterou lze ekvivalentné upravit na nerovnost a? +b% —2ab = (a —b)? =
Ta je splnéna vzdy a rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.
Levou nerovnost zbavime zlomki a umocnime na druhou,

25ab(a® + 2ab + b%) < 4(a* + 9a%b* + b* + 6a’b + 6ab® + 2a°b?),
25ab(a? + b?) + 50a2b? < 4a + 4b* 4 44a2b* + 24ab(a® + b?),

takze po upravé dostaneme ekvivalentni nerovnost
4a* + 4b* — 6a2b? > ab(a® + b?).
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Po odeé¢teni vyrazu 2a%b? od obou stran nerovnosti se nam podaii na
obou stranach vyuzit tpravy na ¢tverec. Dostaneme tak (opét ekviva-
lentni) nerovnost

4(a® — b*)% 2 ab(a — b)2.
Rozdil ¢tvercu v zavorce levé strany jesté rozlozime na soucin a vztah
upravime na tvar 4(a — b)%(a + b)? = ab(a — b)%.

Pokud je a = b, plati rovnost. Je-li a # b, miizeme posledni nerovnost
vydélit kladnym vyrazem (a—b)? a dostaneme tak nerovnost 4(a+b)? =
> ab neboli 4a? + 4b% + 7ab = 0. Leva strana této nerovnosti je vidy
kladné, proto vySetfovana nerovnost plati pro vsechna kladna cisla a, b,
pricemz rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.

Jiné FeSeni. Aritmeticky prumeér c ¢isel a, b ma tu vlastnost, ze se od
néj obé ¢isla list o tutéz hodnotu d. Nahradime-li proménné a, b v danych
nerovnostech proménnymi ¢, d, zapis nerovnosti i diikaz obou vztahti se
zjednodusi. Polozme tedy ¢ = $(a +b), pak a = c+d a b= c—d (kde
d = 3(a—b), jak se snadno mizeme piesvédéit). Tudiz a®+b* = 2(c*+d?),
ab = c? — d?, odkud a? + 3ab + b? = 5¢2 — d?. Oznaéme jesté pismeny m
a n levou a pravou stranu prvni z dokazovanych nerovnosti. Potom

m = Vab=c?— d?

2(a% + 3ab +b?)  2(5c? — d?)

5(a+ b) 5.2

—e- Sy 5 =y )

Protoze z vyjadieni kladné hodnoty m vidime, Ze d? < c?, pro vyraz
v posledni zavorce pod odmocninou plati

1>gzg__d2_>g_i:3>0,
575 25¢2° 5 25 25
coz znamend, ze odmocnénec lezi v uzavieném intervalu mezi éisly ¢? — d?
a c2. Odtud vyplyva m < n < ¢, pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz
d =0, tj. kdyz a = b.

Poznamka. Z vysledkl soutézni uilohy plyne, ze rozdil mezi aritmetic-
kym a geometrickym primeérem dvou kladnych ¢isel 1ze zdola odhadnout
nezapornym lomenym vyrazem takto:

a+b_m>a+b_2(a2+3ab+b2)_ (a—b)?
= 2 5(a+ b) ~ 10(a+b)’
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Umocnénim osamostatnéné odmocniny a dalSimi tipravami mizeme do-
kazat silnéjsi odhad téhoz druhu

a+b (a —b)?

—Vab 2 .

2 = Ya+o)
Jinou metodu dikazl spolu s dalsimi podobnymi nerovnostmi najdete

v ¢lanku J. Simsi Dolni odhady rozdilu priméri in Rozhledy matema-
ticko-fyzikalni 65 (1986/87), ¢islo 10, str. 403-407.

C-1-6

a) Predpokladejme nejprve, Ze nuly jsou na tietim a druhém misté
zprava. Hledané ¢islo z ma pak tvar z = 1000a + b, kde a je prirozené
¢islo (stejné jako v dalSich pripadech) a b nenulova cislice. Podminku
zadani 1000a + b = 89(10a + b) upravime na tvar 5a = 4b, z néjz plyne,
ze b je nasobek péti. Vyhovuje tak jen b =15 a a = 4, tedy x = 4005.

b) Jestlize hledané ¢islo x méa nuly na ¢tvrtém a tfetim misté zprava,
je £ = 10000a + b, kde b je dvojmistné c¢islo. Podminku zadani 10 000a +
+ b =89(100a + b) upravime na tvar 25a = 2b, z néjz plyne, ze b je lichy
nasobek ¢isla 25 (pfipomindme, Ze x, a tedy ani b neni délitelné deseti).
Odtud b = 25, a = 2 nebo b =75, a = 6, tedy = € {20025,60075}.

c¢) Jestlize hledané ¢islo x ma nuly na patém a ¢tvrtém misté zprava,
je z = 100000a+b, kde b je trojmistné ¢islo. Podminku zadani 100 000a +
+ b = 89(1000a + b) upravime na tvar 125a = b, z néjz plyne, ze b je
lichy nasobek ¢isla 125. Vyhovuji pouze b=125aa=1,b=375aa = 3,
b=625aa=>5,b=875aa =17, tedy z € {100125,300375, 500 625,
700875}.

d) Z predchozich pfipadi vidime, Ze pro hledané ¢islo z tvaru x =
= 10"*2a + b, kde b je n-mistné &islo, dostavime podminku 10"+2q +
+ b = 89(10™a + b) neboli 11 - 10"a = 88b, odkud pro n = 4 dostédvame
podminku 125-10"3a = b, podle niz je b nasobkem deseti. Zadné dalsi z,
které by vyhovovalo zadani, tedy neexistuje.

Zavér. Hledand c¢isla jsou 4005, 20025, 60075, 100125, 300375,
500625, a 700 875.

C-S-1
Oznac¢me a/b puvodni zlomek. Podle zadani plati rovnosti
a+1 a 1 a+2 a 1
-——=— —_— = beN
b+1 5 20 * bez b5 12 @PEN
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ekvivalentni se vztahy

20b(a + 1) — 20a(b + 1) = b(b+ 1)

12b(a +2) — 12a(b+ 2) = b(b + 2),

které upravime na tvar 19 — 20a = b? a 22b — 24a = b?. Po odedteni
obou vztahu zjistime, ze 4a = 3b, coz po dosazeni do druhé rovnosti da
22b — 18b = b? neboli b? = 4b. Vzhledem k podmince b # 0 odtud plyne
b=4aa=3.

Hledané zlomky jsou tedy 3/4, 4/5 a 5/6.

Jiné feseni. Oznacme a/b pivodni zlomek. Ze vztahi

11 11 2
20 4.5 * 12 4.3 1.6

lze odhadnout, ze fesenim by mohlo byt b = 4. Pak

4(a+1
4.

) — 1 4(a+2 B
5 20 4.

) —fa_

6 12’
neboli a = 3. Musime se vSak jesté presvedcit, ze tloha jiné reseni nema.
Podminky tlohy vedou ke vztahiim

b— 1 2(b - 2
a R ( a):__

bb+1) 4-5 bb+2) 4.6

Z podilu jejich levych a pravych stran pak plyne
b+2 6
b+1 5

¢emuz vyhovuje jediné b = 4.

Poznamka. V tplném feseni nesmi chybét vylouceni moznosti b # 4.
Naptiklad z podobnych rovnosti 1/20 = 30/24 - 25 a 1/12 = 52/24 - 26
bychom mohli hadat, ze b = 24, coz fesenim neni.
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C=-S—-2

Bod dotyku kruznice [ s tenou z bodu A ozna¢me D (obr. 14). Z vlast-
nosti tecny ke kruznici plyne, ze tthel ADO je pravy. Zaroven je pravy

Obr. 14

i thel ACB (Thaletova véta). Trojihelniky ABC a AOD jsou tak po-
dobné podle véty uu, nebot se shoduji v ihlech ACB, ADO a ve spolec-
ném thlu pti vrcholu A. Z uvedené podobnosti plyne

|BC| _ |AB| (1)
|OD|  |AO|
Ze zadanych d&iselnych hodnot vychdzi |OD| = |OB| = 4cm,

|OS| =|SB|—|OB| =2cm, |OA| = |0OS|+|SA| =8cm a |AB| = 12cm.
Podle (1) je tedy |BC| : 4cm = 12 : 8 a odtud |[BC| = 6cm.
Z Pythagorovy véty pro trojihelnik ABC nakonec zjistime, ze |AC| =

=122 — 62 cm = 63 cm.

C-S-3

Rovnici pfepiseme do tvaru 2 = (b* — a?) — (b — a), z néjz po vyuzit
vztahu pro rozdil ¢tverct a nasledném vytknuti vyrazu b — a dostaneme
2= (b—a)(a+b—1). Protoze 2 je prvocislo, mame pro uvedeny soucin
nasledujici ¢tyfi moznosti:
a)b—a=1laa+b—1=2,paka=1ab=2.
b)b—a=2aa+b—1=1,paka=0ab=2.
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¢)b—a=—-1aa+b—1 = —2. Druhou rovnici lze pfepsat na

tvar a + b = —1, z néjz vidime, Ze rovnost nenastane pro zadnou dvojici
nezapornych celych cisel.
d)b—a=-2aa+b-1= —1. Druhou rovnici lze pfepsat na tvar

a+b =0, z n&jz vidime, ze ji vyhovuje jedina dvojice nezapornych celych
¢isel a = b = 0, kterd vSak nevyhovuje prvni rovnici.
Zdvér: Uloha méa dvé feSeni: Budjea=1ab=2neboa=0ab=2.

Pozndamka. Misto rozboru ¢tyf moznosti miizeme zacit tvahou, ze
nulové ¢isla a, b nejsou feSenim tulohy, takze a+b—1 = 0, a tedy i b—a = 0.
Staci tudiz uvazovat jen moznosti a) a b).

Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2 = (b> — b) — (a® — a), resp.

na tvar 2 = b(b— 1) — a(a — 1). Z nasledujici tabulky i tvaru &isel 22 —
— 1z = z(z — 1) je zfejmé, ze rozdily mezi sousednimi hodnotami vyrazu
z(z — 1) rostou s rostoucim z (snadno se o tom presvédc¢ime vypoctem:
(z+ 1)z —z(x—1) = 2x).

T 0 1 2 3 4 5
z(x—1)] 0 0 2 6 12 | 20

Miize tedy byt jediné b2 —b =2 a a? —a = 0. Odtud a € {0,1} a b= 2.
Resenim tilohy jsou tedy dvé dvojice nezépornych celych ¢isel: a = 0,
b=2aa=10b=2.

C-1l-1

Vzhledem k tomu, ze 12 = 3 - 4, staci ukazat, ze ¢islo a = n
=nF(n? —1) = (n—1)n(n+1)nk"1 je délitelné tiemi a Etyimi. Prvni t¥i
¢initelé posledniho vyrazu jsou tfi po sobé jdouci prirozena c¢isla, takze
pravé jedno z nich je délitelné tfemi, a proto i ¢islo a je délitelné tremi.
A je délitelné i ¢tyrmi, nebof pii sudém n je v poslednim vyrazu druhy
a Cctvrty cinitel sudy, zatimco pri lichém n je sudy prvni a treti Cinitel.
Tim je dikaz proveden.

k+2 k _

—nt® =

Jiné FeSeni. Polozme a = n**2 —nk = nk(n? —1) = (n— \)n*(n+1).
Opét ukazeme, Ze a je délitelné étyfmi a tfemi. Je-li n sudé, je n* délitelné
GtyFmi pro kazdé celé k = 2. Je-li n liché, jsou ¢initelé n —1 a n+ 1 suda
Cisla, takze a je délitelné ¢tyfmi pro kazdé celé n = 2.

Délitelnost tfemi je ziejma pro n = 3l. Je-li n = 31 + 1, kde [ je
celé kladné ¢islo, je tfemi délitelny cinitel n — 1 (a tedy i ¢islo a). Je-li
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n =3l + 2 (I je celé nezaporné), je tfemi délitelny ¢initel n + 1. Protoze
jiné moznosti vzhledem ke zbytku ¢isla n pti déleni tfemi nejsou, je ¢islo a
délitelné tfemi. Tim je pozadovany diikaz proveden.

C-1n-2

Danou nerovnost ekvivalentné upravujme:

(a?0® +a® + b2 +1) — (a® —2a + 1)(b*> — 2b+ 1) = 4,
(a®b? +a® + 0> +1)—
—(a?b? — 2ab® + b%) + (2a%b — 4ab + 2b) — (a® — 2a + 1
2ab(a + b) — 4dab+2(a+b
2(a+b)(ab+1
2(ab+1)(a+b—

(ab+ 1),

v v v v
S o oA

)
)
)
2)

Vzhledem k predpokladu @ =2 1, b = 1 je a +b = 2, takZe upravend
nerovnost ziejmé plati. Rovnost v ni (a tedy i v zadané) nerovnosti pfitom
nastane, pravé kdyz a + b =2 nebolia =b=1.

Jiné FeSeni. Pfi oznaceni m = a? + 1 a n = b? + 1 lze levou stranu
dokazované nerovnosti prepsat do tvaru L = mn — (m — 2a)(n — 2b) =
= 2an + 2bm — 2ab — 2ab, z néjz vytykinim dostaneme L = 2a(n — b) +
+ 2b(m — a).

Cisla a, b jsou z intervalu (1,00), proto 1 = m — a? < m — a. Odtud
2b(m — a) = 2. Analogicky dostaneme 2a(n —b) 2 2. Je tedy L = 4
a rovnost nastava, praveé kdyz a =b = 1.

Jiné FeSeni. Po substituci a =1+ m a b=1+n, kde m,n 2 0, ziska
leva strana nerovnosti tvar

L = (m? +2m+ 2)(n? + 2n + 2) — m*n?.

Po roznasobent, které si stadi pouze piedstavit, se zrusi ¢len m?n?, takze
L bude souétem nezapornych clent, mezi nimiz bude i ¢len 2-2 = 4. Tim
je nerovnost L = 4 dokdzana. A protoZze mezi zminénymi ¢leny budou
rovnéz 4m a 4n, z rovnosti L = 4 plyne m = n = 0, coz naopak ziejmé
i rovnost L = 4 zarucCuje. To znamena, Ze rovnost nastava, pravé kdyz
a=b=1.
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cC-n-3

Polomér kruznice k oznacme r. Oznaceni vrcholi P, @Q v trojihelniku
M PQ neni dulezité, proto bez ijjmy na obecnosti oznacme jako P ten
z bodu primky vedené bodem N rovnobézné s piimkou MS, ktery lezi
na kruznici k. Bod @ pak lezi na kruznici [ a ctyfihelnik NQMS je
lichobéznik vepsany kruznici [ (obr. 15). Je tedy rovnoramenny s rameny
M@ a NS délky r. Navic i tsecky SP a SM maji délku r. Z rovno-
ramenného trojihelniku N PS a rovnoramenného lichobézniku NQM S
plyne rovnost thli |[<XSPN| = [<xSNP| = |xMQP)|. Pticka PQ tedy
protind primky SP a M@ pod stejné velkymi tihly, a proto (podle véty
o souhlasnych thlech) jsou pfimky SP a MQ rovnobézné. Ctytihelnik
PQMS je tudiz rovnobéznik, a protoze |SM| = |SP| = r, je to dokonce
kosoc¢tverec. Odtud je jiz ziejmé, ze trojuhelnik M PQ je rovnoramenny
s rameny PQ a MQ délky r.

Obr. 15 Obr. 16

Poznamka. Existence tétiv NP a NQ v zadani je zarucena diky pred-
pokladu, ze kruznice [ ma veétsi polomér nez kruznice k. Oznacime-li C'
stied tsecky SM a FE ten prisecik kruznice k s osou usecky SM, ktery
lezi v poloroviné SM O, bude stfed O kruznice [ lezet na poloptimce C'E
az za bodem E (obr.16). Dalsi prusecik N obou kruznic proto padne
do pasu mezi rovnobézkami SM a NoE v poloroviné OCS, kde Ny je
¢tvrty vrchol kosoc¢tverce s vrcholy S, M, E. K tomu staci ukazat, ze
kruznice [ protne poloprimku F Ny az za bodem Ny, ze tedy jeji polomér
OS je vetsi nez délka tsecky O Ny. Toto srovnani dvou stran trojihelniku
OS Ny snadno plyne z porovnani jeho vnitinich hlia: thel u vrcholu Ny
je nejvétsi, nebof oba tuhly pri protilehlé strané OS jsou mensi nez 60°
(trojuhelnik ES Ny je rovnostranny). Snadno nahlédneme, ze kazd4 z rov-
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nobézek uvedeného péasu protina kazdou z obou kruznic ve dvou bodech
(vzdy soumérné sdruzenych podle piislusné osy kolmé na SM).

Tim je prokdzana nejen existence obou tétiv NP a NQ, ale i to, ze
jejich krajni body P a @ lezi na stejnou stranu od bodu N (jako na
obr. 15), nebot oba body zfejmé lezi v poloroviné opaéné ke zminované
poloroviné OC'S.

C-1-4

Protoze ¢islo p je celé, je iy = |z] — p celé &islo a |z +y] = |z] +v.
Ptivodni soustava rovnic je tedy ekvivalentni se soustavou

lz] +y = 2010,
lz] —y=p,

kterou snadno vyfesime napiiklad s¢itaci metodou. Obdrzime |[z]| =
= 1(2010 + p) (coz miiZe platit jen pro suda p) a y = [z] — p.

a) Pro p = 2 je FeSenim soustavy libovolné z € (1006,1007) a y
= 1004.

b) Pro p = 3 nema soustava Feseni.

Jiné FeSeni. Polozme |z| = a, pak z = a +t, kde t € (0,1).

a) Pro p = 2 soustavu pfepiSeme do tvaru y =a—2 a |[2a —2+t| =
= 2010. Z posledni rovnice plyne 2a —2 = 2010, odtud a = 1 006. Jelikoz
t € (0,1), vyhovuje pivodni soustavé kazdé x € (1006,1007), pficemz
y = 1004.

b) Pro p = 3 dostévame y = a — 3 a [2a — 3 + t| = 2010. Posledni
rovnice je ekvivalentni se vztahem 2a — 3 = 2010, kterému nevyhovuje
zadné celé ¢islo a. Pro p = 3 neméa dana soustava rovnic feseni.
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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1

Na stole lezi tfi hroméadky zapalek: v jedné 2009, ve druhé 2010 a v po-
sledni 2011. Hréc, ktery je na tahu, zvoli dvé hroméadky a z kazdé z nich
odebere po jedné zapalce. Ve hie se pravidelné stiidaji dva hréaci. Hra
kon¢i, jakmile nékterd hroméadka zmizi. Vyhrava ten hrac, ktery udélal
posledni tah. PopiSte strategii jednoho z hract, kterd mu zajisti vyhru.

(Jan Mazdk)

B-1-2

Na tabuli je napsino ¢tyfmistné ¢islo, které ma presné Sest kladnych
délitelt, z nichz pravé dva jsou jednomistni a pravé dva dvojmistni. Vétsi
z dvojmistnych délitelll je druhou mocninou prirozeného ¢isla. Urcete
vSechna ¢isla, kterd mohou byt na tabuli napsana. (Peter Novotnyg)

B-1-3

V roviné je dana useCka AB. Sestrojte rovnobéznik ABCD, pro jehoz
stfedy stran AB, CD, DA oznadené po fadé K, L, M plati: body A,
B, L, D lezi na jedné kruznici a rovnéz body K, L, D, M lezi na jedné

kruZnici. (Jaroslav Svrcek)
B-1-4

Najdéte 2009 po sobé jdoucich ¢tyfmistnych ¢isel, jejichz soucet je sou-

¢inem tii po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel. (Radek Horenskz))
B-1-5

Uvnitt kratstho oblouku AB kruznice opsané rovnostrannému trojthel-
niku ABC' je zvolen bod D. Tétiva CD protina stranu AB v bodé FE.
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Dokazte, Ze trojihelnik se stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobny
trojihelniku ABD. (Pavel Leischner)

B-1-6

Realna ¢isla a, b maji tuto vlastnost: rovnice 22 —ax +b— 1 = 0 m4a
v mnoziné realnych ¢isel dva rizné kotreny, jejichz rozdil je kladnym ko-
fenem rovnice 22 —ax +b+1 = 0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.

b) Pomoci b vyjadrete kofeny obou rovnic. (Jaromir Simsa)

B-S-1

Urcete vsechny hodnoty redlnych parametri p a g, pro néz ma kazda
7 rovnic
z(z—p)=3+q, z(@+p)=3-¢

v oboru realnych ¢isel dva rizné kotreny, jejichz aritmeticky prameér je
jednim z kotenti zbylé rovnice. (Jaromir Simsa)
B-S-2

Jsou dany délky odvésen a = |BC|, b = |AC| pravouhlého trojihelniku
ABC, pficemz a > b. Oznatme D stfed pirepony AB a E (E # C)
prusecik strany BC' s kruznici opsanou trojihelniku ADC. Vypocitejte

obsah trojihelniku EAD. (Pavel Novotny)
B-S-3

Urcete vSechny dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pro néz plati 37 +

+27™ = n3. (Martin Pandk)
B-1l-1

Kruznice [(T'; s) prochazi stfedem kruznice k(S;2cm). Kruznice m(U;t)
se vné dotyka kruznic k a [, pricemz US L ST'. Poloméry s a t vyjadiené
v centimetrech jsou celd ¢isla. Urcéete je. (Pavel Leischner)

B-11-2

V matematické soutézi bylo zadano 7 tloh a za kazdou z nich mohl
soutézici ziskat 0, 1 nebo 2 body. Soutéze se ztucastnilo 60 zakl. Za kazdou
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ilohu bylo udéleno aspon 95 bodt. Dokazte, ze mezi soutézicimi najdeme

dva tak, ze kazdou z tloh vytesil aspon jeden z nich za 2 body.
(Jdn Mazdk)

B-11-3

V roviné je dan rovnobéznik ABC'D. Oznac¢me K, L, M po fadé stiedy
stran AB, CD, AD. Predpokladejme, ze body A, B, L, D lezi na jedné
kruznici a zaroven i body K, L, D, M lezi na jedné kruznici. Dokazte, Ze
|AC| =2-|AD|. (Jaroslav Svrcek)

B-1l-4

Cislo n je soucinem ¢ty prvocisel. Jestlize kazdé z téchto prvocisel zveét-
Sime o 1 a vznikla ¢tyfi ¢isla vynasobime, dostaneme ¢islo o 2 886 vétsi
nez puvodni ¢islo n. Urcete vSechna takova n. (Jaromir Simsa)
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Reseni tloh

B-1-1

Jsou-li pocty zapalek na jednotlivych hromadkach a, b, ¢, Fekneme, Ze
hra je v pozici (a, b, c). Celkovy pocet zépalek je na zacatku sudy a po
kazdém tahu se zmensi o 2, proto zlstava stale sudy. Zanecha-li néktery
hraé¢ po svém tahu pozici (2, 2, ¢), kde ¢ je néjaké kladné sudé éislo, donuti
soupete vytvorit aspon jednu jednozapalkovou hromadku a to mu umozni
dalsim tahem vyhrat. Pozice (2,2, ¢) mohla vzniknout z pozice (3,3, ¢)
nebo z pozice (3,2, c+1), tedy z pozic, v nichz jsou dvé ¢isla licha a jedno
sudé.

Dokazeme, ze zanechavani pozic se tfemi sudymi ¢isly zajisti vyhru.
7 takové pozice souper jakymkoliv svym tahem vytvori pozici se dvéma
¢isly lichymi a jednim sudym. Odebereme-li potom zéapalky ze stejnych
hromédek jako v predeslém tahu souper, vytvorime opét pozici se tfemi
sudymi c¢isly. Strategie zanechavani pozic se tfemi sudymi ¢isly je tedy
realizovatelnd (za predpokladu, ze celkovy pocet zapalek je sudy). Cel-
kovy pocet zapalek se stale zmensSuje a pocty zapalek na jednotlivych
hroméadkéach se po kazdém tahu zmensi nanejvys o 1. Proto musi dojit
k situaci, kdy aspon na jedné hromédce zistane presné jedna zapalka. To
se ale muzZe stdt jen po soupefové tahu (¢islo 1 je totiz liché). Odebranim
této zapalky spolu s kteroukoliv dalsi hru vitézné zakoncime.

Popsanou strategii mize pouzit hrac, ktery zac¢iné, odebere-li ve svém
prvém tahu po jedné zapalce z prvni a tfeti hroméadky. Pokud ale udéla
jiny tah, muze vitéznou strategii uplatnit jeho soupef.

B-1-2

Pocet kladnych déliteli ¢isla, jehoz rozklad na prvocinitele mé tvar n =
=pkrpke pkr je (k141)(ka41) ... (k. +1). Proto &islo, které ma presné
6 = 3-2 kladnych délitelil, musi mit jeden z tvari p® nebo p?q, kde p a q
jsou prvocisla.

Uvazujme nejdiive moznost p°. Toto éislo m4 délitele 1, p, p?, p3, p*,
p°; ziejmé 1 < p < p? < p? < p* < p°. Dva nejmensi délitelé jsou
jednomistni a dalsi dva dvojmistni. Vétsi z nich, tedy p?, ale neni druhou
mocninou prirozeného ¢isla.
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Hledané ¢islo ma tedy tvar p?q a jeho délitelé jsou 1, p, p?, ¢, pq, p*q.
Je-li p > ¢, potom 1 < ¢ < p < pq < p? < p?q. Dva dvojmistni délitelé
by byli p a pq, ale pg neni druhou mocninou pftirozeného cisla.

Musti tedy byt p < q. Ze vsech Sesti délitelti jsou druhymi mocninami
pfirozeného éisla jen 1 a p?. Proto je p? vétsi ze dvou dvojmistnych dé-
litelt a odtud vyplyva 1 < p < ¢ < p? < pq < p?q. Délitelé 1 a p jsou
jednomistni, g a p? jsou dvojmistni, pg aspon trojmistny a p?q ¢tyfmistny.
Odtud vyplyva p € {5,7}, 9 < q < p?, pg > 99, 999 < p?q < 10 000.

Pro p = 5 dostavame 9 < ¢ < 25, 5g > 99 a 999 < 25¢ < 10000,
témto podminkam zadné prvocislo g nevyhovuje.

Pro p = 7 dostavame 9 < ¢ < 49, 7¢ > 99 a 999 < 49q < 10000;
témto podminkdm vyhovuji q € {23,29,31,37,41,43,47}.

Na tabuli je tedy napsano jedno ze sedmi cisel 49 - 23 = 1127, 49 -
229 =1421,49-31 =1519,49-37 = 1813, 49-41 = 2009, 49-43 = 2107,
49 - 47 = 2 303.

B-1-3

Oznatme a = |AB|, b = |AD| délky stran hledaného rovnobézniku
(obr. 17). Lichobézniku ABLD lze opsat kruznici, proto je rovnoramenny,
a tudiz | BL| = b. Protoze tsecky K B a DL jsou rovnobézné a shodné, je
KBLD rovnobéznik, a tedy |KD| = |BL| = b. To znamen4, 7e trojihel-
nik AK D je rovnoramenny, takze bod D musi leZet na ose jeho zdkladny
AK.

C

D ] L

A K B
Obr. 17

Usecka K L je sttedni piickou rovnobézniku ABCD, proto KL || MD;
KLDM je tedy lichobéznik, a jelikoz se mu da opsat kruznice, je rovno-
ramenny a odtud |[KM| = |DL| = a. Protoze KM je stfedni piicka
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trojihelniku BDA, ma strana BD délku 2 - |[KM| = a. Bod D tedy lezi
na kruznici se stfedem B a polomérem a.

Konstrukce: Sestrojime stfed K tsecky AB, osu o tsecky AK a kruz-
nici k se stfedem B a polomérem |AB|. Pruseéik této kruznice s osou
usecky AK je bod D. Bod C je potom prusecik primek vedenych body
D a B rovnobézné s primkami AB a AD.

Diikaz Ctyfihelnik ABCD mé protilehlé strany rovnobézné, je to
tedy rovnobéznik. Oznacme L a M stiedy tseéek CD a AD. 7 to-
ho, Zze bod D lezi na ose tsecky AK, vyplyvd |KD| = |AD|. Pro-
toze KBLD je rovnobéznik, plati |BL| = |KD| = |AD|. Lichobéz-
nik ABDL je tedy rovnoramenny, a proto body A, B, L, D lezi na
jedné kruznici. Usecka KM je stfedni piicka trojihelniku BDA, proto
|KM| = 3|BD| = 1|AB| = |DL|; KLDM je tedy rovnoramenny li-
chobéznik, takze jeho vrcholy lezi na jedné kruznici.

Diskuse: Protoze ptimka o ma od bodu B mensi vzdélenost nez bod
A, protina kruznici k ve dvou bodech. Uloha mé tedy v kazdé poloroviné
s hrani¢ni primkou AB jedno feseni.

Jiné feSeni. Stejné jako v prvém feSeni dokazeme, ze |KD| = |AD|
a |[DB| = |AB|. Trojihelniky AKD a DAB jsou tedy rovnoramen-
né, a protoze se shoduji v thlu u vrcholu A, jsou podobné. Proto
|AK|/|AD| = |DA|/|AB| &li 3a/b = b/a a odtud b = Lav/2. Bod D

je tedy prusecikem kruznic se stfedy A a K a polomérem %a\/i

B-1-4
Oznacme prostiedni z hledanych ¢isel a. Soucet cisel a — 1004, a —
— 1003, ..., a + 1003, a + 1004 je 2009a = 41 - 49 - a, pricemz

2004 < a < 8995. M4 platit 41-49-a = n(n + 1)(n + 2) pro vhodné
prirozené cislo n. Protoze

20092004 < n(n+1)(n+2) < (n+1)>
musi platit n 4+ 1 > /2009 - 2004, a tedy n = 159. Podobné z nerovnosti
2009 - 8995 = n(n + 1)(n + 2) > n®
dostavime n < v/2009 - 8995 ¢ili n < 262.
Soucin n(n+1)(n+2) ma byt délitelny ¢isly 41 a 49. Zadny z ¢initelt
n, n+ 1, n + 2 nemize byt délitelny obéma ¢isly 41 i 49, nebot 41 - 49 >
> 262 4 2. Sedmi je délitelny nanejvys jeden z ¢initeld n, n + 1, n + 2;
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proto musi byt néktery z nich délitelny c¢islem 49. Budeme tedy mezi ¢isly
159,160, ...,264 hledat takova dvé, jejichz rozdil je 1 nebo 2, pricemz
jedno z nich je délitelné ¢islem 41 a druhé cislem 49. Nasobky cisla 41
v uvedeném rozsahu jsou 164, 205 a 246, nasobky cisla 49 jsou 196 a 245.
Vyhovujici ¢isla jsou tedy 245 a 246 a my mame dvé moznosti:

a)n =245 n+1=246,n+2 = 247, a = 245 - 246 - 247/2009 = 7410
a hledand ¢isla jsou 6406, 6407, ...,8414;

b)n =244, n+1 =245 n+2 = 246, a = 244 - 245 - 246/2009 = 7320
a hledana ¢isla jsou 6 316,6 317, ...,8324.

B-1-5

Vedme bodem E rovnobézku se stranou BC a ozna¢me F' jeji prisecik se
stranou AC'. Trojtihelnik AE'F je rovnostranny, proto |[EF| = |AE| a také
|CF| = |BE|. Trojuhelnik FEC mé tedy délky stran |AE|, |BE|, |CE|
(obr. 18), které nas zajimaji. Dokézeme, Ze je podobny trojihelniku ABD:

C
E
T
D
Obr. 18

Oba trojthelniky se zfejmé shoduji ve vyznaceném tupém thlu veli-
kosti 120° (|xADB| = 180° — |xACB]|). Uhly ACD a ABD jsou obvo-
dové nad tétivou AD, proto jsou shodné. Podle véty uu tedy skutecné
plati AECF ~ AABD.

Jiné feseni. Obvodové thly DAB a DCB jsou shodné stejné jako
uhly ADC a ABC, proto AADE ~ ACBE. Odtud vyplyva

|AE| _|CE| _|CE|
|AD| — |CB| |AB|’
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Analogicky jsou podobné i trojihelniky DEB a AEC, takze

|BE| |CE| |CE]
|BD| — |AC|  |AB|

7 rovnosti
|AE| B |CE| B |BE)|

|AD|  |AB|  |BD|
pak vyplyva podobnost trojihelniku s délkami stran |AE|, |CE|, |BE|
a trojihelniku ABD.

B-1-6

Ozna¢me x; mensi a xo vétsi kofen prvni rovnice. Potom plati z; +
+ zy = a, x122 = b — 1. Druh4 rovnice méa koren x5 — x1, a protoze
soucet obou jejich kofent je (stejné jako u prvni rovnice) roven dislu a,
mus{ byt druhy kofen a — (3 — 1) = 1 + 22 — 3 + 1 = 2x1. Soudin
kofentt druhé rovnice je tak (zg — x1) - 221 = b+ 1. Odtud dostavame
b=—1+42x122 — 222 = -1+ 2(b— 1) — 2%, a tedy

b=3+42z3 >3, (1)

nebot z rovnosti z; = 0 by vyplyvalob+1=b—1=0.
Protoze o — 1 > 0 a b+ 1 > 0, musi byt kladny i druhy kofen 2z,
druhé rovnice, tedy x1 > 0; z rovnosti (1) tak mame

b — —1 _
T = I—)——E adile o= 2 = (b 1)\/5
2 1 b—3

Koreny druhé rovnice jsou pak

1
g — X1 = . a 2z =+/2(b-3).

2(b— 3)

Jiné FeSeni. Kofeny prvé rovnice jsou

a—+va?—4b+4 a++va?—4b+4

ry = a To =
2 2 ’

pricemz pro diskriminant plati
D=a?>—-4(b—1)>0. (2)
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Rozdil kofenli z2 — z1 = Va? — 4b + 4 je kofenem druhé rovnice, proto

a®—db+4—ava?—4b+4+b+1=0,
a®—3b+5=ava?—4b+4, (3)
a* + 2a*(5 — 3b) + (3b — 5)® = a* — 4a®b + 4a?,
(3b — 5)% = a(2b — 6).

Rovnost a = 0 nastava, pravé kdyz 3b —5 = 0; potom by ale neplatilo
(2). Proto a? > 0, (3b—5)2 > 0, a tedy i 20— 6 > 0 ¢ili b > 3. Z (2) a (3)
potom vyplyva a > 0 (pro b > 3 je totiz a®> —3b+5 > a?—4b+4 = D > 0),
takze

36— 5

0= ——;

2(b - 3)

déle pak

1 -5 (3 — 5)2 =3
xl_i(m_ Q(b—3)‘4b+4>“ I
1( 3b-5 (3b—5)2 _(b-1V2
“‘E(m’L 2(b—3)“4b+4>_ Vb=3

Druhé rovnice méa koreny

a—+va?—4b—4 b+1

T3 = e =Iy—
3 2 O 2 1

Ty =

2 _4h —
a+\/a2 4b 4: 3063,

B-S-1

Z Vietovych vztahit pro kofeny kvadratické rovnice (jez mimochodem
plynou z rozkladu daného kvadratického trojélenu na soucin korenovych
C¢initell) snadno zjistime, Zze soucet kofenti prvé rovnice je p, takze jejich
aritmeticky prameér je % p. Toto cislo mé byt kofenem druhé rovnice, proto

3p

?:3—q. (1)

IS
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Podobné soucet kofent druhé rovnice je —p, jejich aritmeticky prumeér
je —%p, a proto

p(3p
9

—7) =3+4¢. 2)

Porovnanim obou vztahi (1) a (2) madme 3 — ¢ = 3+ ¢ neboli ¢ = 0
a z (1) pak vyjde p = 2 nebo p = —2.

Obé nalezend TeSeni vedou na tutéz dvojici rovnic z(x —2) = 3, x(z +
+2) = 3. Kofeny prvé z nich jsou ¢isla —1 a 3, jejich aritmeticky pramér
je 1. Kofeny druhé rovnice jsou ¢isla 1 a —3, jejich aritmeticky primeér
je —1.

B-S-2

Ozna¢me c délku pfepony AB, takZe |AD| = |BD| = %c. Ctyithelnik
ADEC je tétivovy a tihel EC A je pravy, proto i protilehly thel ADE je
pravy (obr. 19). Pravoiihlé trojihelniky ABC a E DB maji ihel u vrcholu

A
D
/a
B I C
Obr. 19

B spole¢ny, proto AABC ~ AEBD. Odtud

|[ED| |AC| be

D]~ |po MProte 1EDI=4)

Obsah pravothlého trojuhelniku EAD je tak (s vyuzitim Pythagorovy
véty)

1 1 ¢ be  bc®>  ba®+b?)
S=g AP IEDI=5 5 5% "% = 80
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B-S-3

Rovnici upravime na tvar 37 = n3—27™ a rozdil t¥etich mocnin rozlozime
na soucin:

37=(n-3")(n%+n- 3™ +9™).
Cislo 37 je prvoéislo a na pravé strané rovnosti je soucin dvou celych

Cisel, pricemz druhy ¢initel je vétsi nez 1. Proto musi platit

n—3m"=1 (3)

n?+n-3m49™=37. (4)

Prom > 2 je n? +n-3™ + 9™ > 92 > 37, takZe zbyva jedind moznost
m = 1; z (3) potom plyne n = 1 4+ 3™ = 4. Zkouskou se presveédcime,
7e 37 4+ 27' = 43, nebo ovéiime, ze dvojice m = 1, n = 4 vyhovuje
podmince (4).

B-1l-1

Trojuhelnik UST je pravothly. Jeho prepona UT ma délku s + t, délky
odvésen jsou |US| =t + 2, |ST| = s (obr.20). Podle Pythagorovy véty
proto plati

(s+1)* = (t+2)* + s

Obr. 20
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Upravami postupné dostavame

P42t +t2 =12+ 4t +4+ 52,
st =2t + 2,
t(s—2)=2.

Cisla t a s — 2 jsou cela, proto t musi byt délitelem &sla 2. Protoze ¢ je
kladné, jsou jen dvé moznosti; jestlize t = 1 cm, potom s = 4 cm, a jestlize
t = 2cm, potom s = 3cm.

B-1l-2

Nejdrive dokazeme, ze kazdou tlohu vytesilo za dva body aspon 35 zéakii:
Kdyby totiz nékterou tlohu vyresilo za 2 body a soutézicich, pricemz
a < 35, bylo by za tuto tlohu udéleno nejvyse 2a + 60 —a = a+ 60 < 95
bodi, coz odporuje zadani.

Z pravé provedené uvahy tedy plyne, ze celkovy pocet dvoubodovych
feseni je aspon 7 - 35 = 245. Protoze 245 > 4 - 60, musel néktery zak
vyresit za dva body aspon 5 tloh.

Dale budeme misto ,vyTesit tilohu za dva body“ psat struc¢néji jen
wytesit tlohu. Jestlize néktery zak vyresil vSech 7 tloh, stac¢i k nému do
dvojice pridat libovolného jiného zaka. Jestlize néktery zak vyresil 6 tloh,
priddme k nému kteréhokoliv ze z&k, ktefi vyfesili zbylou tlohu (méme
z ¢eho vybirat, protoZe kazdou tilohu vyftesilo asponi 35 zaki).

Zbyva tedy uvazit situaci, kdy néktery soutézici A vyresil presné
5 tloh. Kazdou ze dvou zbylych tloh vyftesilo aspon 35 zdku (jinych
nez A). A protoze vSech zakid jinych nez A je 59, musi mezi nimi byt
aspon 2 - 35— 59 = 11 takovych, ktefi vytesili obé tyto tlohy. Stac¢i tudiz
libovolného z nich pridat k zakovi A.

Jiné FeSeni. ,Vyresit tlohu“ bude znamenat totéz co v predchozim
feseni.

Za vSech 7 uloh dohromady bylo udéleno aspon 95 -7 = 665 >
> 60 - 11 boda, takze néktery zak ziskal aspon 12 bodt, a tudiz vyte-
sil aspon pét uloh (zdk, ktery vyresil pravé k tloh, ziskal totiz nejvyse
2k + (7 — k) = k + 7 bodi). Vyberme tedy zdka A a 5 konkrétnich tloh
z téch, které vyresil. Za zbylé dvé ulohy ziskalo zbylych 59 zakt aspon
2-(95—2) = 186 > 3-59 bodi, takze jeden z nich, feknéme zak B, ziskal
4 body, a tudiz vyresil obé tlohy. Dvojice zdki A, B méa pozadovanou
vlastnost.
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B-11-3

Lichobézniky ABLD a KLDM jsou rovnoramenné, protoze jsou téti-
vové. Odtud vyplyva shodnost ramen |AD| = |BL| a shodnost thlopfi-
¢ek |[KD| = |LM]| (obr.21). Stfedni pficka KL déli rovnobéznik ABCD
na dva shodné rovnobézniky, pro jejichz tuhlopficky plati |[KD| = |BL).
Usecka ML je stiedni piickou trojihelniku ACD, proto |AC| = 2-|ML|.
Spojenim vyse uvedenych rovnosti mame |[AC| =2-|ML|=2-|KD| =
=2.|BL|=2-|AD|.

D L C

A K B
Obr. 21

Jiné feSeni. Budeme postupovat stejné jako ve druhém reseni treti
tlohy domaéciho kola (na doméci kolo se lze odvolat bez dalstho du-
kazu): Protoze ABLD je tétivovy (a tudiZz rovnoramenny) lichobéz-

nik, je |[KD| = |BL| = |AD|. Podobné je i lichobéznik KLDM
rovnoramenny, takze |MK| = |DL| a |DB| = 2|MK| = 2|DL| =
= |DC| = |AB|. Z podobnosti rovnoramennych trojihelniki AK D

a DAB (shoduji se v ihlu u vrcholu A svych zdkladen) pak plyne, Ze
|AK|/|AD| = |DA|/|AB|, odkud po dosazeni |AK| = }|AB| vychdzi
|DB| = |AB| = V2 - |AD|. Nyni vyuzijeme znamou rovnobéznikovou
rovnost |AC|?+|BD|?> = 2-|AB|*+2-|AD|?. Dosazenim za |AB| a |DB]|
dostaneme |AC|?+2:|AD|? = 4-|AD|?>42-|AD|? a odtud |AC|? = 4-|AD|?
¢ili |[AC| =2-|AD|.

Oznacime-li a, b, ¢, d prvocisla, jejichz souc¢inem je ¢islo n, plati rovnost

(a+1)(b+1)(c+1)(d + 1) = abed + 2 886.

Kdyby byla vsechna ¢isla a, b, ¢, d licha, bylo by na levé strané této
rovnosti sudé ¢islo, kdezto na pravé strané cislo liché. Proto je nékteré
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z prvocisel a, b, ¢, d (napiiklad a) rovno dvéma. Dosazenim dostaneme
3(b+1)(c+1)(d+ 1) = 2bed + 2 886.

Protoze ¢isla 3(b+1)(c+1)(d+1) i 2886 jsou délitelnd tFemi, musi byt
délitelné tfemi i 2bed. Proto je nékteré z prvocisel b, ¢, d (napiiklad b)
rovno tfem. Dosazenim dostaneme 12(c 4 1)(d + 1) = 6ed + 2886, po
vydéleni Sesti 2(c+1)(d+ 1) = c¢d + 481 a po dalsich tpravich cd + 2¢ +
+2d = 479, (¢ + 2)(d + 2) = 483 = 3 - 7 - 23. Predpoklddame-li ¢ < d,
mame vzhledem k nerovnosti ¢ + 2 > 3 dvé moznosti:

l.c+2="7,d+2=069, odtud ¢ =5, d = 67.

2.c+2=21,d+2 = 23, odtud ¢ = 19, d = 21, coz nevyhovuje, nebof
21 neni prvocislo.

Jediné vyhovujici n je tedy 2-3-5-67 = 2010.

Pozndmka. Zavérecné tivahy lze také provést pomoci vyjadreni

d_479—2c_ 483 _
e+ 2  c+2

2

¢+ 2 tak musi byt néktery z déliteld ¢isla 483, ktery je vétsi nez 3, tedy
c+2 € {7,21,23,69,161,483} a ¢ € {5,19,21,67,159,481}. Protoze c
i d jsou prvocisla, vyhovuji pouze moznosti ¢ = 5, d = 67 nebo ¢ = 67,
d=>5.
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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1
V oboru realnych c¢isel reste soustavu rovnic
Vi —y=2z-1,
VYR —z=1z-1,
22—x=y—-1.

(Radek Horenskiy)

A-1-2

Kosoctverci ABCD je vepsana kruznice. Uvazujme jeji libovolnou te¢nu
protinajici obé strany BC, CD a ozna¢me po fadé R, S jeji pruseciky
s pfimkami AB, AD. Dokazte, ze hodnota sou¢inu |BR| - |DS| na volbé

teCny nezavisi. (Leo Bocek)
A-1-3
Na tabuli jsou napsana cisla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na

tabuli dvé ¢isla, z nichz jedno je délitelem druhého, obé smazeme a na ta-
buli napiSeme jejich (celociselny) podil. Takto pokracujeme, az na tabuli
zustanou jen ¢isla, z nichz zZaddné neni délitelem jiného. (V jednom kroku
mizeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit je ¢islem 1.) Kolik nejméné
¢isel muze na tabuli ztstat? (Peter Novotny)

A-1-4

V libovolném ostrotihlém riznostranném trojihelniku ABC' ozna¢me O,
V a S po tadé stfed kruznice opsané, prusecik vysek a stfed kruznice
vepsané. Dokazte, ze osa usecky OV prochazi bodem S, pravé kdyz jeden
vnitini thel trojihelniku ABC ma velikost 60°. (Tomds Jurik)
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A-1-5

V kadi je ro ryb, spole¢ny tilovek n rybaii. Prichazeji pro svij dil jednot-
livé, kazdy si mysli, Zze se dostavil jako prvni, a aby si vzal pfesné n-tinu
aktudlniho poctu ryb v kadi, musi pfedtim jednu z ryb pustit zpét do
more. UrCete nejmensi mozné ¢islo ro v zdvislosti na daném n = 2, kdyz

i posledni rybar si aspon jednu rybu odnese. (Dag Hruby)
A-1-6

Pro dané prvoéislo p urete pocet (vSech) usporddanych trojic (a,b,c)

¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2p%}, které spliiuji vztah

la,c] + [b, ] _p2—+—1'
a+b  p*+2

b
kde [z, y] zna¢i nejmensi spoleény ndsobek ¢isel x a y.  (Tomds Jurik)

A-S-1

V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

(Radek Horenskiy)

A-S-2
Najdéte vsechny mozné hodnoty podilu
r+o
a+b’
kde r je polomér kruznice opsané a o polomér kruznice vepsané pravo-
ihlému trojihelniku s odvésnami délek a a b. (Tomds Jurik)
A-S-3
Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2, ...,33. V jednom kroku zvolime nékolik

¢isel napsanych na tabuli (aspon dvé), jejichz soucin je druhou mocninou

64



prirozeného ¢isla, zvolena c¢isla smazeme a na tabuli napiSeme druhou
odmocninu z jejich soucinu. Takto pokracujeme, az na tabuli zlistanou
jen takova ¢isla, ze soucin zadnych z nich neni druhou mocninou. Kolik

nejméné ¢isel miize na tabuli zistat? (Peter Novotny)
A-1l1-1
Dokaite, Ze rovnice x2 + p|z| = gr — 1 s redlnymi parametry p, ¢ ma

v oboru redlnych é&isel étyfi feseni, pravé kdyz plati p + |¢| + 2 < 0.
(Jaromir Simsa)

A-11-2

Je dan rovnobéznik ABCD s tupym tihlem ABC'. Na jeho thlopticce AC
v poloroviné BDC' zvolme bod P tak, aby platilo [« BPD| = |<ABC|.
Dokazte, ze primka C'D je tecnou ke kruznici opsané trojihelniku BC'P,

pravé kdyz usecky AB a BD jsou shodné. (Jaroslav Svrcek)
A-11-3

Urcete vSechna celd kladna ¢isla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a m déli

2n — 1. (Tomas Szaniszlo)
A-I1l-4

V libovolném trojuhelniku ABC ozna¢me O stfed kruznice vepsané, P
stfed kruznice pripsané ke stran¢ BC a D prusecik osy thlu CAB se
stranou BC'. Dokazte, ze plati

2 _ 1 1
|AD| ~ AO| " |AP|

(Kruznici pripsanou ke strané BC' rozumime takovou kruznici, kterd se
dotyka jednak strany BC, jednak obou polopiimek opacnych k polopfim-
kim BA a CA.) (Pavel Leischner)

A-1lIl-1
Urcete vSechny dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pro néz plati
4% +4a® + 4 = b°.
(Martin Pandk)
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A-1I1-2

Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zasahlo 19 stiel. Dokazte, ze vzdalenost
nékterych dvou zasahu je mensi nez 7 cm.
(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)

A-1l1-3

Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lent strany A, 28 ¢lenu strany B,

23 clenu strany C, 19 ¢lent strany D a kazdého zaviel do samostatné

kobky. Po praci se obc¢as mohli prochazet po dvore a povidat si. Jakmile

si spolu zacali povidat tii ¢lenové tii rtznych stran, Rumburak je za
trest preregistroval do ¢tvrté strany. (Nikdy si spolu nepovidali vice nez
t¥i uneseni.)

a) Mohlo se stat, Ze po uréitém case byli vSichni uneseni ¢leny jedné
strany? Které?

b) Urcete vSechny Ctvefice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet je 101
a které jako pocty unesenych c¢lenti ¢tyf stran umoznuji, aby se Rum-
burakovou péci ¢asem vsichni stali ¢leny jedné strany.

(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)

A-1lI1-4

Je déna kruznice k s tétivou AC, jez neni prumérem. Na jeji tecné ve-
dené bodem A zvolime bod X # A a oznacime D prusecik kruznice k
s vnittkem tsecky X C (pokud existuje). Trojihelnik AC'D doplnime na
lichobéznik ABC D vepsany kruznici k. Urcete mnozinu prisecikt primek
BC a AD odpovidajicich vsem takovym lichobézniktim.

(Pavel Leischner)

A-1lI1-5

Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na
tabuli néktera dvé cisla, jejichz soucin je druhou mocninou prirozeného
Cisla, obé zvolen4 ¢isla smazeme a na tabuli napiSeme druhou odmocninu
z jejich soucinu. Takto pokracujeme, az na tabuli zlstanou jen takova
¢isla, ze soudin zadnych dvou z nich neni druhou mocninou. (V jednom
kroku muiZzeme smazat i dvé stejnd éisla a nahradit je tymz éislem.) Do-
kazte, ze na tabuli zistane aspon 16 ¢isel. (Peter Novotny)

66



A-1lI1-6
Najdéte minimum vyrazu

atb+c a0+ b +]cq
2 a+b+c

]

kde proménné a, b, ¢ jsou libovolna cela ¢isla vétsi nez 1 a [z, y] oznacuje
nejmensi spoleény nasobek cisel z, y. (Tomds Jurik)
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Reseni tloh

A-1-1

Levé strany danych rovnic maji (jako odmocniny) nezédporné hodnoty,
proto z pravych stran plynou po fadé nerovnosti z =2 1,z =2 1ay = 1.
Odmocnin v rovnicich se zbavime jejich umocnénim:

2 2 2 2 2 2
—y=(z-1)7% y*'—z=(x-1)7% 22z—-z=(@y-1)7
umocnéné rovnice seéteme a vysledek upravime:

@ -+ -2+ —2)= (-1’ +(z-1)°+(y-1)%
(@ +y°+22) (@ +y+2) =+ +9?) -2z +x+y) +3,
r+y+z=3.

Protoze vSak z odvoyenych nerovnosti z =2 1, y =2 1 a 2 = 1 sectenim
plyne z + y + 2z 2 3, miZe byt rovnost z + y + z = 3 splnéna jediné
tak, ze x = y = z = 1. Zkouskou dosazenim se presvédcime, Ze trojice
(z,y,2) = (1,1,1) je skutecné FeSenim (a to jedinym, jak plyne z naseho
postupu).

Dodejme, Ze pokud si nerovnosti z,y,z = 1 pfedem nepovSimneme,
avsak vztah x 4+ y 4+ 2 = 3 po secteni umocnénych rovnic odvodime, mi-
zeme pak urc¢enou hodnotu souctu x+y+ 2z uplatnit pri secteni ptivodnich
(neumocnénych) rovnic, a ziskat tak rovnici

VER—y+ VP -2+ V22— =0

s jasnym dusledkem: kazda z odmocnin musi byt rovna nule.

Jiné FeSeni. Protoze pro trojice (z,y, 2), (v, z,z) a (z,x,y) vyjde sou-
stava zadanych rovnic nastejno, sta¢i hledat pouze takova feseni (z,y, 2),
v nich# je prvni slozka maximalni, tj. plati z = y a = = 2.! Stejné jako
v ptivodnim FeSen{ si uvédomme, 7e z,y,z = 1 (déle ndm postaci pouze
fakt, ze z,y,z = 0).2

7 predpokladané nerovnosti x = z plyne pro pravé strany prvni
a druhé nerovnice srovnani x — 1 2 z — 1, takZe stejnou nerovnost musi

1 Nerovnost y = z ovSem predem zarucit nemtzeme. Poradi nezndmych z, y, z totiz
nemuzeme ménit libovolné, ale pouze cyklicky.
2 Nezapornost vyuzijeme k ekvivalencim typu a? > b2 <> a = b.
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spliiovat i odmocniny na levych stranach, tedy i prislusni odmocnénci:
y? — 2z 2 2% — y neboli z? — y? < y — 2. Leva strana té posledni je neza-
pornd (diky predpokladu z 2 y), takze je takova i pravé strana: y—z = 0
neboli y 2 2. To jeSté upravime na nerovnost y —1 2 z — 1 mezi pravymi
stranami prvni a tieti rovnice, takze podle jejich levych stran dostaneme
22—z 2 22 — y neboli 22 — 22 > z — y. Odtud a z piedpokladu z = y
mame z2 — 22 2 0 neboli z = x. Dohromady tak plati z = y = 2z = x,
musi tedy byt © = y = 2. Tehdy se zadana soustava redukuje na jedinou
rovnici Va2 —1 =z — 1. Je snadné ukézat, zZe jeji jediné feseni v oboru
realnych cisel je z = 1.

A-1-2

Necht U, V, W, T jsou body dotyku vepsané kruznice po fadé se stranami
AB, BC, DA a s uvazovanou tecnou RS, jejiz prusecik se stranou BC
pojmenujeme X (obr.22). Ozna¢me a = |AB| = |AD|, b = |BU| =
= |BV| = |DW]| pevné délky a r = |BR|, s = |DS| proménné délky
zavislé na volbé tecny RS. Nasim cilem je ukazat, ze zadany soucin r - s =
= |BR| - |DS| ma stélou hodnotu a - b.

Trojihelniky ARS, BRX jsou stejnolehlé podle stfedu R, nebot jejich
strany AS a BX lezi na rovnobéznych primkach. Navic kruznice vepsana
prvnimu trojihelniku ARS je pripsana strané BX druhého trojihelniku
BRX. Protoze body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou soumeérné
sdruzené podle stiedu strany, na které oba body lezi, mizeme usoudit, ze
poméru |[SW| : |[AR| v trojuhelniku ARS odpovidd pomér |BV| : |BR)|
v trojihelniku BRX. To vede k rovnosti, kterou v zavedeném oznaceni
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zapiseme jako
b+ s
a—+r

Tim je diikaz hotov a tiloha vyresena.

:9, odkud r-s=a-b.
r

Jiné reSeni. Uzijeme stejné oznaceni jako v predchozim feSeni.
Oznatme jesté |RX| = z a vyjadfeme délky stran obou stejnolehlych
trojuhelniki ARS, BRX na zakladé trividlniho poznatku o rovnosti
useki tecen z daného bodu k dané kruznici. Pro trojihelnik ARS je to
snadné: plati |AR| =a+7r, |[AS|=a+sa

|RS| = |RT|+|TS| =|RU|+ |[WS|=(b+r)+(b+s)=2b+71+s.

V trojihelniku BRX predné mame |BR| = r a délku tieti strany BX
vyjadiime takto:

|IBX|=|BV|+|VX|=b+|TX|=b+ (|RT| — |RX]|) =
=b+|RU|—z=b+(b+r)—2z=2b+r—2.
Pro strany podobnych trojihelnikit ARS a BRX tedy plati iméra
(a+7r):(2b+r+s):(a+s)=r:xz:(2b+7r—2x).
Odtud je mozné eliminovat z a pak objevit zavislost rs = ab. Misto
takového postupu si vSak povSimnéme, ze obvod druhého trojihelniku
nezdvisi na x, proto porovname poméry obvodu k prvni strané (na z

nezavislé) v kazdém z obou trojihelnik:

(a+r)+(2b+r+s)+(a+s) r+z+(2b+7r—12)

b

a+r r
2
2_*_Q(b-i-s) :2_'__9’
a+r r
rs = ab.

Potiebna rovnost je dokazana.

Jiné reseni. Prekvapivé jednoduchy dikaz tvrzeni tilohy podala stu-
dentka Lenka Polcerovd z Gymnazia Kienova v Brné, kdyz ukazala, ze
jsou podobné trojihelniky ODS a RBO, kde O je stfed kruznice ve-
psané kosoctverci ABC'D (obr. 23). Z této podobnosti totiz plyne iméra
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|DS| : |DO| = |BO| : |BR| neboli |BR| - |DS| = |BO| - |DO|, coz je
konstantni hodnota (na volbé teény nezavisla).

Obr. 23

Protoze zminéné trojihelniky ODS a RBO se zfejmé shoduji ve vniti-
nich thlech pfi vrcholech D a B, stac¢i k dikazu jejich podobnosti oveé-
fit shodnost hla 8 = [xOSD| a § = |<ROB|. Zavedeme-li jesté Ghly
a = |¥BAO| avy = |<ARO|, pak z faktu, Ze kruznice vepsand kosoctverci
ABCD je zaroven vepsana trojihelniku ARS, plyne, Ze vnitini uhly to-
hoto trojuhelniku jsou 2a, 243, 27, takze plati a + 3 + v = 90°. Protoze
tthel AOB je pravy, vnitini thly trojihelniku AOR maji velikost «, 7,
64 90°, takze a+~y+§ = 90°. Porovnanim obou uvedenych rovnosti pro
soucet tif thla dostdvame kyzenou rovnost 8 = § a cely dikaz je hotov.

A-1-3

Na tabuli zfejmé budou stéle jen ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}.
Prvocisla 17, 19, 23, 29 a 31 tam budou napsana porad, a to kazdé je-
denkrat, protoze nemaji zadného délitele rtizného od 1 a mnozina M ani
neobsahuje zadny jejich ndsobek (takze nikdy nemohou z tabule zmizet
ani se objevit v dalsim exemplafi).

Vysvétlime nyni, pro¢ na tabuli budou kromé uvedenych péti prvocisel
napsana vzdy jesté néktera dveé dalsi ¢isla. Soucin S vSech cisel zapsanych
na tabuli je na pocatku roven

S=2331=2%.35.57.74.113.132.17-19-23-29 - 31. (1)

V kazdém kroku zvolime néjakou dvojici cisel (z,y) s vlastnosti z | y,
tedy ¢isla tvaru x = a a y = ka, a nahradime je jednim ¢islem y/z = k.
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Soucin vSech ¢isel na tabuli se pfitom zméni z dosavadni hodnoty S na
novou hodnotu S/a?, nebot dva ¢initelé x, y o soucinu zy = ka? piejdou
v jeden novy ¢initel k (a ostatni Cinitelé se nezméni). Je jasné, ze pri
zméné S — S/a? se exponent libovolného prvoéinitele p z rozkladu éisla S
budto zachova (pokud p t a), nebo sniZi o sudé &islo (rovné exponentu p
v rozkladu é&sla a?). V zaddném piipadé se tedy nezméni parita (sudost
¢i lichost) exponentu Zadného z prvocinitelii. Proto kazdé z prvodisel,
které mélo na pocatku v rozkladu (1) lichy exponent, bude mit lichy
exponent v rozkladu méniciho se S i po libovolném poctu krokt. Takova
jsou (kromé 17, 19, 23, 29 a 31) rovnéz prvoéisla 2, 3, 5 a 11. Znamen4
to, Ze na tabuli budou stéle zastoupena (ne nezbytné ¢tyfi riiznd) ¢isla,
kterd jsou témito jednotlivymi ¢tyfmi prvocisly délitelnd. Nemtze to byt
ovsem jediné ¢islo (nebot 2 -3 -5-11 > 33), takZe to musi byt aspori
dvé ¢isla, naptiklad 10 a 33 (nebo 11 a 30 ¢i 15 a 22, jiné moznosti pfi
celkovém poétu sedmi ¢isel na tabuli neexistuji). Tak jsme dokazali, ze
na tabuli bude skute¢né vzdy napsano nejméné 7 cisel.

Zbyva popsat néjakou posloupnost krokil, po niz na tabuli 7 ¢isel zi-
stane. Existuje mnoho moznosti, mizeme napiiklad dat ,stranou“ prvo-
¢isla 17,19, 23, 29, 31 a ¢isla 10 a 33, a se zbylymi ¢isly provést nasledujici
kroky:

32,16 — 2, 30,15 —2, 28,14 -2, 26,13 -2, 24,12 — 2,
22,11 -2, 27,9—3, 21,7—3, 18,6 -3, 255—05,
20,4 -5, 8,2—-4 55—-1, 42-2 3,3-—-1,
3,3—1, 2,2—1, 22—-1, 2,2—1
Po téchto krocich uz je na tabuli (kromé sedmi ¢isel stranou) uz jen

7 jednicek, které vSsechny odstranime Sesti kroky 1,1 — 1 a poslednim
krokem napt. 10,1 — 10.

A-1-4
Nejprve ukdzeme, ze v kazdém ostrotihlém trojihelniku ABC' plati
vy=60° < |CO|=|CV]. (1)

K tomu uvézime trojihelniky CVAy a COBy, kde Ag je pata vysky z vr-
cholu A a By je stfed strany AC' (obr.24). Z pravothlého trojihelniku
AC Ap plyne

AC
v7=160° < |CAy| = % <« |CAp| =|CBy.

72



Posledni je rovnost délek odvésen pravothlych trojihelniki C'VAq
a COBAy, jejichz vyznacené vnitini thly VC A9 a OCB; maji shodnou
velikost 90° — 3. (Pro thel CVA to plyne z pravoihlého trojihelniku
BCCy, kde Cy je pata vysky z vrcholu C na stranu AB, pro tthel OC B,
to plyne z rovnoramenného trojihelniku ACO, ktery ma u hlavniho
vrcholu O thel 248 diky vété o obvodovém a stfedovém thlu v opsané
kruznici.) Proto je shodnost odvésen C' Ay, C'B; ekvivalentni se shodnosti
prepon CO a CV, coz dokazuje (1).

Obr. 24

Nyni zapojime do tvah stfed S kruznice vepsané. Ze zminéné shod-
nosti uhla VCAy a OCB; plyne, Ze v kazdém ostrothlém trojihelniku
ABC je polopfimka C'S nejen osou thlu ACB, ale také osou ithlu OCV'.
Tato osa je v pfipadé v = 60°, kdy jak vime |CO| = |CV|, osou zdkladny
OV rovnoramenného trojihelniku OVC (body O a V jsou ruzné, nebot
podle zadéani dlohy je trojihelnik ABC ruznostranny), takze stied S na
ose usecky OV skutecné lezi. Stejné tak tomu je i v pripadech a = 60°,
resp. 3 = 60°.

Pripustme nyni, ze stied S lezi na ose tsecky OV, avSak zadny z thla
a, B, v neni 60°. Podle (1) tudiz plati |AO| # |AV|, |BO| # |BV|
a |CO| # |CV]. Podivejme se znovu na trojihelnik OV C, v némz tedy
osa C'S vnitfniho thlu OCV nesplyva s osou protéjsi strany OV, takze
jejich jediny spolecny bod S lezi na kruznici trojihelniku OV C' opsané.
Jinak feceno, bod C' lezi na kruznici opsané trojihelniku OV S. Ze stej-
nych divodii na této kruznici lezi i body A a B, takze se jedna o kruznici
opsanou trojihelniku ABC, ktera vsak nikdy svym stfedem O neprocha-
zi. Tak jsme dostali spor, ktery ukazuje, ze pripusténa situace nemtize
nastat. Tim je feSeni celé tlohy u konce.
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Poznamka 1.7 druhé ¢asti feseni vyplyva tento poznatek: ma-li tihel y
(ostroihlého) trojihelniku ABC velikost 60°, lezi vrcholy A a B na jedné
kruznici s prusecikem vysek, stfedem opsané kruznice i stfedem vepsané
kruznice. To ostatné plyne i z vyjadieni jednotlivych thli v trojuhelniku.

Pozndmka 2. Klicovou ekvivalenci (1) z podaného feseni 1ze rovnéz
dokazat trigonometricky. Plati totiz vzorce

COl==— a |cV|=—, (2)
2sin7y tgy
podle kterych jsou tsecky CO a C'V shodné, prave kdyz je ithel y Fesenim
rovnice 2sinvy = tg -y, ktera je zfejmé ekvivalentni s rovnici cosy = %, jez
ma v intervalu (0°,90°) jediné feSeni v = 60°. Prvni ze vzorctu (2) plyne
7z tzv. rozsitené sinové véty .

a b c

sina  sinfg  sinvy

T,

kde r je polomér kruznice opsané trojihelniku ABC, druhy vzorec ve (2)
dostaneme dvojim vyjadfenim délky |C'Ag| = beosy = |C'V]sin 3, kam
ze sinové véty dosadime sin f = (b/c)sin~y.

Pozndmka 3. Ekvivalenci (1) z podaného feSeni muzeme dokézat
i bez velkého pocitani: prusecik vysek daného trojuhelniku totiz vzdy
lezi na kruznici soumérné sdruzené s kruznici trojithelniku opsanou po-
dle pfimky AB (v naSem pfipadé). Vzhledem k tomu, Ze takové kruznice
je zaroven obrazem kruznice opsané v posunuti o vektor CV, zavisi ve-
likost |CV| v dané opsané kruznici jen na velikosti tétivy AB (¢i odpo-
vidajicim obvodovém hlu), a nikoliv na poloze bodu C. Proto rovnost
|CV| = r = |CO| nastane, pravé kdyz zminénd sdruzena kruznice pro-
chéazi stfedem O kruznice trojihelniku opsané, tj. pravé kdyz prislusna
strana lezi proti (obvodovému) tihlu velikosti 60°.

A-1-5

Pro kazdé k = 1,2,...,n ozna¢me r; pocet ryb v kadi poté, co si k-ty
rybar odnese svij dil. Tyto pocty jsou podle zadani urceny pocatecni
hodnotou r¢ a rekurentnimi vztahy

n—1

Th+1 = (re —1) (k=0,1,...,n—1).

Zapisme je ve vyhodném tvaru

-1 1—
rep1 =q- Tk +d, kdeq:nTad: .
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Rekurentni rovnice 7441 = g7 +d (kde g, d jsou konstanty) je pomérné
obvykla v fadé aplikaci. Odvodime proto nejprve, jaké primé vyjadreni
mé kazdy clen 1, takové posloupnosti rg,r1,rs,... pii obecnych ¢, d
a dané pocatecni hodnoté ro. Teprve poté se vratime k nasi tloze a do
vysledku dosadime hodnoty ¢, d pfipsané v (1).

Vsimnéme si predné, ze v pripadé ¢ = 1 dostavame rovnici rp4+1 =
= r, + d, podle které je zkoumana posloupnost aritmeticka s diferenci
d, takze jeji obecny ¢len mé vyjadieni rp, = 1o + kd. V pripadé q # 1
z rekurentni rovnice postupné dostaneme

ry =qro+d,

ro =qri+d=q(gro+d) +d = ¢*ro + (¢ + 1)d,

rs = qry +d = q(¢’ro + (¢ + 1)d) + d = ¢*ro + (¢° + ¢ + 1)d,
ra=qrs+d=q(¢’ro+ (¢ + g+ 1)d) +d = g*ro + (¢* + ¢* + ¢+ 1)d,

Takto nachazime vyjadieni
e =q"ro+ (" 1+ P+ . +q+1)d

Uplatnime-li znamy vzorec pro soucet k clentd geometrické posloupnosti
s kvocientem ¢ # 1, dojdeme k zdvéru, ze pro kazdé k = 0 je ¢len rp dén
primym vzorcem

k_1)d d d
L e L R
qg—1 q

V nasem konkrétnim pripadé plati

1—n
d = n =n-—1
g—1 n-1 1 ’

n

odkud nachézime vyjadreni jednotlivych hodnot 7y ve tvaru

— 1)k -1
rkz(n )(:;24‘" )—n+1 (k=0,1,2...,n).

Vzhledem k nesoudélnosti dvojice éisel (n—1)%, n* jsou takové hodnoty ry,
celociselné, prave kdyz je cislo ro + n — 1 délitelné vSemi zastoupenymi
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mocninami n*, z nichZ nejvyssi je mocnina n”. Hledana nutna i postacu-

jici podminka ma proto tvar: pro nékteré celé j plati ro +n—1=j5-n"
neboli rg = j-n™ —n + 1. Pomoci tohoto parametru j pak maji vSechny
Cleny 7y vyjadreni

re=7-(n—1)%n"*_nit1 (k=0,1,2...,n). (2)

Zbyva zjistit nejmensi celé j = 1, pti kterém jsou vSechna ¢isla 71, dana
vztahy (2) kladna. ProtoZe tato ¢isla ziejmé tvoii klesajici posloupnost,
nejmens{ z nich je éislo r,, = j - (n — 1) —n + 1, coz je pii n = 3 &islo
kladné jiz pii j = 1 (tehdy 9 = n™ — n + 1), zatimco pii n = 2 to plati
az pii j =2 (tehdy 7o =2-22 -1 =17).

Odpovéd: Hledany nejmensi pocet ryb je ro = 7 pron = 2 arg =
=n" —n+ 1 pro kazdé n = 3.

Jiné feSeni. Posloupnost rg,rq,...,7, muZzeme pocitat i ,,odzadu®,
tj. pomoci posledniho ¢lenu r,, vyjadiovat ¢leny predchozi. S vyuzitim
rekurentniho vztahu

n
-1

Ty =qre+1+1, kde ¢q= -

(kvocient ¢ méa nyni prevracenou hodnotu oproti hodnoté v pivodnim
feSeni), postupné pro k =n — 1,n —2,...,1,0 dostavame:

Tn—1 =qrnp + 1,

Tneg =QTn_1+1=¢rn +q+1,

Theg =qrn2+1=¢rn+¢*+q+1,
Tnea =qrn_s3+1=q¢rn+¢®+¢+q+1,

Podobné jako v pivodnim FeSeni (s¢iténi ¢lent geometrické posloupnosti
a nasledné dosazeni kvocientu ¢q zde vynechame) tak dospé&jeme ke vzor-
clim

nk(r, +n—1)

'I"n_k:w—n"l’l (k:(),l,,n) (3)

Protoze ¢isla n* a (n — 1)* jsou nesoudélna, hodnoty r,_j jsou vesmés
celo¢iselné, pravé kdyz (n —1)" | r, +n — 1, nebolir, = j - (n —1)" —

—n+1, ¢emuz odpovida (podle vzorce (3) pro k = n) po¢atecni hodnota
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ro = j-n" —n—+ 1. Tak jsme dosli ke stejnému zavéru jako pri ptivodnim
postupu.

Poznamka. Nalezeni vzorct pro Cleny rj se pri obou postupech znacné
zjednodusi, kdyz si vSimneme, ze pozménéna posloupnost tvorend cisly
T, = +n — 1 je geometricka.

A-1-6

V zadané rovnici bude vyhodné prejit od nejmensich spolecnych nasobki
k nejvétsim spoleénym délitellim, a to pomoci zndmého vztahu (z,y) -
-|z,y] = z - y. Oznaéme proto u = (a,c), v = (b, ¢) a levou stranu rovnice
prepisme takto:

la,c] +[b,c]  ac/u+bc/v _ (g b) c

a+b - a+b w v a+b

Zadanou rovnici lze proto (po vyndsobeni zlomkem (a + b)/c) zapsat
v ekvivalentnim tvaru

= -(a+0b). (1)

Porovnejme odhady velikosti vyrazii v (1). Protoze p? > 0, pro zlomek
na pravé strané (1) zfejmé plati

1 p?+1

2<p2+2

<1,

takze v dusledku (1) musi byt

a+b a b
-+ - b.
> <u+v<a+ (2)

Diky levé nerovnosti nemohou byt obé prirozena ¢isla u, v vétsi nez 1,
nebot z nerovnosti u = 2 a v = 2 bychom dostali

A

a b _a+d
— + —

u v 2

Aspon jedno z ¢isel u, v je tedy rovno jedné. Prava nerovnost v (2) vsak
vyluéuje pfipad u = v = 1. Cislu 1 se tudiz rovna pravé jedno z éisel u, v.
S ohledem na symetrii rozebereme pouze pripad u =1 a v = 2.
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Protoze ¢islo v jsme zavedli vztahem v = (b, ¢), je zlomek b/v roven
nékterému prirozenému ¢islu b;. Dosadime nyni hodnoty v =1 a b = byv
do (1) a vzniklou rovnici vyfesime vzhledem k proménné a:

2
p°+1
a+ by 21)2—_}_2'(a+blv),
(P +2)(a+b1) = (p* + 1)(a + brv),
a=b((p*+ v -p°-2). 3)

Kdyby platilo v = 3, dostali bychom z posledni rovnosti odhad
aZ (P’ +1)v—p>-223(p°+1)—p®> —2=2p% +1,

a to je ve sporu s nerovnosti a < 2p? danou oborem, ve kterém podle
zadani tlohy maji hodnoty a, b, ¢ lezet. Plati tedy opacnd nerovnost
v < 3, kterd spolu s predpokladem v = 2 vede k zavéru, Ze nutné v = 2.
Rovnice (3) tak pfechazi v rovnici

a=0b:1(2(p* +1) —p* — 2) = p’by,

kterou v zadaném oboru hodnot a, mnoziné {1,2,3,...,2p*}, snadno
vyresime.

Protoze je tedy a < 2p?, je by < 2. Pfitom z podminek u = (a,c) = 1
av = (b,c) =2 plyne, Ze c je sudé ¢islo s ¢islem a nesoudélné. Z rovnosti
a = p®b, tak plyne, ze by = 1 a p je liché prvoéislo. Je tudiz a = p?b; = p?
ab=0bwv=1-2=2.Pro ¢islo ¢ to znamend nasledujici zpfesnéni: ¢ je
sudé cislo, které neni ndsobkem daného prvocisla p.

Ktera ¢ € {1,2,3,...,2p?} takovou podminku spliiuji a kolik jich
je? Jak uz vime, pro p = 2 zadné takové c¢ neexistuje. Pro liché p pak
ze viech p? moznych sudych é&isel ¢ = 2,4,6,...,2p? vylouéime viechny
nasobky ¢isla p, tedy pravé p &isel 2p, 4p, . . ., 2p?; vyhovujicich hodnot je
proto pravé p? —p. Takovy je tedy pocet viech hledanych trojic (a, b, c) =
= (p?,2,¢) v rozebraném piipadé, kdy u =1 a v = 2.

Ve druhém moZném pripadé, kdy naopak v = 1 a u = 2, existuje
s ohledem na symetrii stejny pocet p? — p vyhovujicich trojic, které jsou
tentokrat vSechny tvaru (2,p?, ¢). (Popis vyhovujicich trojic zahrneme
i do odpovédi, prestoze to zadani lohy nevyzaduje.)

Odpoved: V pripadé p = 2 zadné vyhovujici trojice neexistuji, v pri-
padé lichého prvoéisla p je jich pravé 2(p? — p) a vSechny jsou tvaru

(a,b,¢) = (p*,2,¢) nebo (a,b,c) = (2,p%,¢),

kde ¢ € {1,2,...,2p?} je libovolné sudé é&islo, které neni nadsobkem p.
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Jiné FeSeni. Definujme prirozena ¢isla u, v, m, n vztahy v = (a,c),
v=(b,c), a =mu a b= nv. Pak [a,c] = mc, [b,c] = nc a po dosazeni do
zadané rovnice po malé tpravé véetné zkraceni ¢islem ¢ dostaneme

(p” +2)(m +n) = (p + 1)(mu + nv).

Diky nesoudélnosti ¢isel p? + 1 a p? + 2 existuje pfirozené éislo k takové,
ze
m4+n="k(p*+1) a mu+nv=k(p*+2). (1)
Vyfesme nyni soustavu rovnic (1) pro nezndmé m a n, pokladaje u
a v za parametry. Zfejmé u # v, predpokladejme tedy dale, ze u > v
(piipad u < v se diky symetrii rozebere stejné). Soustava (1) mé jediné
feseni

k(p? +2 —v(p* + 1)) . k(u(p*+1) —p* —2)

uU—v uU—v
Z nerovnosti u — v > 0 a m > 0 plyne p? + 2 — v(p? + 1) > 0 neboli

2
2 1
ey

2
PP+l pP+1

v <

takze nutné plati v = 1 a vzorce pro m, n prejdou do tvaru

k B k(u(p® +1) —p* - 2) _ 2 2
w_1 & "= w—1 =m(u(p® +1) - p* - 2).

Kdyby pro ¢islo u > 1 platilo v = 3, méli bychom z posledni rovnosti
n2u@®+1)—p?—223(p*+1)-p?>—2=2p%+1,

coZ je ve sporu s tim, ze n = nv = b < 2p?. Je tedy nutné u = 2 a vzorce
pro m, n ziskavaji definitivni podobu

m=k a n=kp?
tudiZ (s ohledem na nerovnost n < 2p?) musi byt bud k = 1, nebo k = 2.
Je-li k = 1, mdme a = mu = 2, b = nv = p? a ¢islo ¢ spliuje
podminky (a,c) = (2,¢) =2 a (b,c) = (p?, c) = 1. Takova éisla c existuji,

jen kdyz je prvocislo p liché, a v zadaném intervalu jich je pravé p? — p.
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Je-li k = 2, mdme a = 4 a b = 2p? a &islo ¢ spliiuje podminky
(a,¢) = (4,¢) = 2 a (b,c) = (2p?,¢) = 1. Zadné takové c (které by bylo
sudé i liché) zfejmé neexistuje.

V piipadé v < v s ohledem na symetrii existuje rovnéz p? — p vyho-
vujicich trojic, takze jejich celkovy pocet je 2(p? — p) (je-li oviem p = 2,
zadna zkoumand trojice neexistuje).

A-S-1

Hodnoty odmocnin jsou vzdy nezaporné a odmocnované hodnoty také,
proto neznamé x, y, z museji spliiovat podminky z,y,2 > 1, = = 32,
y = 22 a z = 2. Z poslednich ti¥{ nerovnosti mame max{z,y,z} =
> max{y?, 22, 2%}, opa¢nd (neostra) nerovnost plati diky tomu, ze t < ¢
pro kazdé t = 1. Proto max{z,y, 2} = max{y?, 22,22} =1, tedy z = y =
= z = 1 a obé strany vSech t¥i rovnic soustavy jsou rovny nule (to je
zaroven zkouska).

Obmeéna postupu: namisto tvahy o maximech miZeme po zjiSténi
z prvni véty feSeni pokracovat nésledovné: plati ¢ = y? =2 y = 22 >
> z 2 2, nerovnost mezi krajnimi vyrazy r = z? jiz znamend z = 1,
takze i hodnoty y, z z uvedeného rfetézce Sesti ¢lent jsou rovny 1.

Zaver. Soustava mé jediné feseni z =y =z = 1.

A= S=2

Pro délky tseku stran obecného trojuhelniku ABC k bodim dotyku
vepsané kruznice (oznacenym podle obr. 25) plati vzorce

B

Obr. 25
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b —
AU| = |av] = 2222 |BV| = |BT|

|CT| = |CU| =

at+c—b
B
a+b-c
2 )
které lze snadno ziskat vyfeSenim soustavy rovnic
|AV|+ |BV|=¢, |AU|+|CU|=0b, |BT|+|CT|=a.

Body C, T', U spolu se stiedem S vepsané kruznice jsou obecné vrcholy
deltoidu, ktery je v pripadé pravého tthlu ACB ¢tvercem o strané p =
= |SU| = |SV|. Porovnéni s vyse uvedenymi vzorci pro délky tsekia CT,

CU vede ke vztahu
at+b—c

2 b
podle Thaletovy véty v takovém pravouhlém trojihelniku navic plati
r= %c. Dohromady dostavame

o _c+a+b~c_a+b
0—2 9 =5

Zkoumany podil (r + ¢)/(a + b) mé proto v libovolném pravoiithlém troj-
thelniku jedinou moznou hodnotu, rovnou ¢islu %

Uvedeny postup lze obmeénit zejména tak, Zze namisto obecnych vzorct
pro useky stran vyjdeme z rovnosti |CT| = |CU| = p, z nichz plyne
|AV|=|AU| =b—p a |BV|=|BT| = a— p, tudiz

2 = c= |AB| = |AV| +|BV| = (b — ) + (a — o),
odkud je jiz zavér nasnadé.
Jiné Feseni. Pro obsah P obecného trojihelniku ABC' plati vzorec
2P = po(a+ b+ c);

k jeho odvozeni stac¢i seCist obsahy trojihelniki ABS, ACS a BCS se
shodnou vyskou p ke strandm piivodniho trojihelniku. V pripadé v = 90°
je ovSem 2P = ab a kromé toho, jak uz jsme zminili vyse, r = %c. Spolu
s Pythagorovou vétou ¢ = a? + b? tak dostavame

r+g:£+ ab :ac+bc+02—+—2ab:ac+bc+a2+b2+2ab:
2 a+b+c 2(a+b+c) 2(a+b+c)
(a+be+(a+b)?  (a+b)(a+b+c) a+b
© 2a+b+e) 2a+bte 27

a dochazime tak ke stejnému zavéru jako v ptivodnim feseni.
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A-S-3
Soucin vsech c¢isel zapsanych na tabuli je roven
S=2%.3%.57.74.11%.132.17-19-23-29 - 31.

Pritomnost lichych exponenti znamend, ze S neni druhou mocninou.
Proto nemizeme smazat v prvnim kroku vSechna napsand c¢isla, prvo-
¢isla 17, 19, 23, 29 a 31 dokonce nesmazeme nikdy. Ze vSech ostatnich
¢isel, kterd se ucastnit tiprav mohou, vznikne vzdy neprazdny soubor
¢isel, takze na tabuli bude porad alespon 5+ 1 = 6 c¢isel. Ukazme, ze 6
je hledany nejmensi pocet popisem jednoho (z fady moznych) postupt.

Kviili lichym exponentiim u prvocisel 2, 3, 5 a 11 vyclenime nejdiive
napiiklad skupinu ¢isel A = {2,9,11, 22,25} a vSechna ostatni ¢isla rizna
od 17, 19, 23, 29 a 31 zaradime do skupiny

B ={3,4,5,6,7,8,10,12,13,14, 15,16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33}

V prvnim kroku vybereme vSechna ¢isla z A a nahradime je ¢islem

n=+v2-9-11-22-25=+22.32.52.112=2-3-.5-11.

Protoze sou¢in vsech éisel z B je 23172 .315-2.57-2.74.113-2. 132 =
=229.313.55.74.11-132, vybereme v druhém kroku ¢&islo n spolu se
vSemi ¢isly z B a nahradime je ¢islem

V(2-3-5-11)-(220.313.55.74.11-132) =21%.37.53.72.11.13.

Pak uz zustane na tabuli pouze Sest Cisel, coz je, jak jsme vysvétlili,
nejmensi mozny pocet.

A-11-1

Ze zadéani je patrné, ze ¢islo 0 neni feSenim dané rovnice, at jsou para-
metry p, q jakékoliv. Zbavme se proto absolutni hodnoty v rovnici kon-
statovanim, Ze vSechna jeji feseni jsou kladné kofeny rovnice

2?4+ pr=qr—1 neboli 2?2+ (p—qx+1=0, (1)
spolu se zapornymi kofeny rovnice
2?2 —pr=qr—1 neboli z?—(p+qx+1=0. (2)
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Protoze kazda kvadratickd rovnice ma nejvyse dva kofeny, zkoumana
situace celkového poctu étyt FeSeni nastane, pravé kdyz rovnice (1) bude
mit dva rizné kladné kofeny a zaroven rovnice (2) bude mit dva rizné
zaporné koreny. Rozborem téchto podminek se nyni budeme zabyvat.

Piedné je jasné, Ze oba diskriminanty (p—q)? —4 a (p+q)? — 4 rovnic
(1) a (2) museji mit kladné hodnoty, coz vede na nutné podminky

P—q9?>4 a (p+q9)°>4 (3)

Jsou-li splnény, sta¢i zkoumat otdzku, kdy mensi kofen rovnice (1) je
kladny a zaroven vétsi kofen rovnice (2) zdporny. Podle vzorct pro kofeny
kvadratické rovnice to lze zapsat nerovnostmi

q—p—\/(zp—q)2—4>0 a p+<1+\/(2p+(I)2—4<0. ()

(Znaménka pro mensi, resp. vétsi kofen jsme vybrali na zdkladé toho, ze
jmenovatelé obou zlomki se rovnaji kladnému ¢islu 2.) Z prvni nerovnosti
zapsané v ekvivalentnim tvaru

q—p>+/(p—q?-4 (5)

plyne ¢ — p > 0, takze prvni nerovnost v (3) lze zpFesnit na g — p > 2.
Pak uz nerovnost (5) zfejmé plati, nebot

g-p=vp—q?>/lp-9?>-4

Tak jsme ukézali, Ze rovnice (1) ma dva rizné kladné kotfeny, pravé kdyz
plati ¢ — p > 2, coz je prvni z podminek

p—q+2<0, p+qg+2<0. (6)

Stejnym postupem ovéfime, ze druhd podminka v (6) vyjadiuje existenci
dvou riznych zapornych kofenti rovnice (2). Sta¢i upravit druhou nerov-
nost z (4) do tvaru

(p+q)2—4<—(p+q) " (odkud plyne p+ g < 0)

a pro zaporné ¢islo p+ ¢ tak ziskat konecnou podminku ve tvaru p+¢q <
< —2,coz je druhd z nerovnosti (6), které tak presné vymezuji zkoumanou
situaci.
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K dokonceni celého feseni zbyva zdlvodnit ekvivalenci
(p—q+2<0Ap+qg+2<0) & p+lgl+2<0.
To je snadné, protoze ze ziejmé rovnosti |¢| = max{—q, ¢} plyne
p+ gl +2=max{p—q+2,p+q+2}

a maximum ze dvou redlnych cisel je zaporné, pravé kdyz jsou obé za-
porna.

Jiné FeSeni. Nejprve postupujme shodné s puvodnim feSenim az do
odvozeni nerovnosti (3), které, pfipomenime, zaruc¢uji existenci dvou riiz-
nych redlnych kofenii rovnice (1), resp. rovnice (2). Oznadcime je po fadé
ZT12 & T34 a zapiSeme jejich vztah ke koeficientim rovnic, vyjadreny
znamymi Vietovymi vzorci

Ty+a2=—(p—q), mr2=1, 23+x4=p+q, x374=1(7)

7 rovnosti 12 = 1 plyne, Ze kofeny x1 o maji stejné znaménko. Jsou
tedy kladné, prave kdyz je kladny jejich soucet, ktery je ovsem podle prvni
rovnosti v (7) roven —(p — q). Ziskanou nerovnost p — g < 0 lze spolu
s podminkou (p — ¢)? > 4 vyjadiit jedinou nerovnosti p — g < —2 (neboli
p—q+2 < 0), kterd je tudiz kritériem toho, kdy rovnice (1) ma dva rtizné
kladné koreny. Podobné pro existenci dvou zédpornych kofenti rovnice (2)
dostaneme kritérium p + g + 2 < 0. Zavérecny prevod obou nerovnosti
na jednu ekvivalentni nerovnost s absolutni hodnotou zduvodnime stejné
jako v predchozim feseni.

Jiné feseni. Stejné jako v predchozich postupech prejdeme k rovnicim
(1) a (2), které jsou obé téhoz typu x2+rz+1 = 0. Existenci dvou riiznych
kladnych ¢i zapornych korent takové rovnice nyni posoudime tivahou
o pifslusné kvadratické funkci f(x) = x? +rz + 1 s parametrem 7, jejimz
grafem je parabola rozeviend vzhiru. Proto ma funkce f dva riizné nulové
body, feknéme u a v, pravé kdyz ma alespon jednu zapornou hodnotu,
navic takové hodnoty se nabyvaji pravé v bodech, které lezi mezi u a v.
nulové body u, v funkce f plati uv = f(0) = 1, takZe to jsou dvé navza-
jem prevracena cisla, jez jsou zaroven kladna ¢i zaroven zaporna. Jsou
tedy obé kladnd (resp. zdpornd), pravé kdyz mezi nimi lezi ¢islo 1 (resp.
¢islo —1). Pro prvni ptipad tak dostdvame jedinou podminku f(1) < 0
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(neboli 247 < 0), pro druhy piipad jedinou podminku f(—1) < 0 (neboli
2 —r < 0). Zbyva dodat, Ze v rovnici (1) je r = p — q a v rovnici (2) je
r = —(p+ q), takze znovu dostavame dvojici nerovnosti (6).

A-1l1-2

Pro lepsi prehlednost zminme tvodem ziejmé vlastnosti obecného rovno-
bézniku ABCD, které v Teseni vyuzijeme: soucet thla BAD a ABC je
thel primy, zatimco uhly DAC a ACB jsou shodné, stejné jako strany
AB a CD.

Podle zadani tlohy pfimka BD oddéluje body A a P, ptricemz plati

|xBAD| + |<BPD| = |<xBAD| + |<ABC| = 180°,

¢tytiuhelniku ABPD lze tudiz opsat kruznici (obr.26). V ni jsou proto
shodné obvodové ihly DBP a DAP, z ¢ehoz vyplyva

|xDBP| = |xDAP| = |xDAC| = |xACB| = |xBCP|.

Protoze ptimka BP oddéluje body C' a D, lze uplatnit vétu o ob-
vodovém a usekovém uhlu pro tétivu BP kruznice k opsané trojihel-
niku BC'P: 7 odvozené shodnosti thlit BCP a DBP vyplyva, ze primka
BD je tecnou ke kruznici k£ (s bodem dotyku B). Po tomto zjisténi jiz
snadno dokazeme obé pozadované implikace.
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(i) Je-li pfimka C'D te¢nou ke kruznici k, ze symetrie obou tecen C'D
a BD plyne |CD| = |BD| neboli |AB| = |BD|.

(ii) Plati-li naopak |AB| = |BD| neboli |CD| = |BD|, lez bod D
na ose tétivy BC kruznice k, takze jeji tecnou je nejen piimka BD, ale
i soumérné sdruzena piimka CD.

A-11-3

Hledame pravé ty dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pro néz existuji
celd kladna cisla k a [ takova, ze

2m—1=kn a 2n—1=Im. (1)

Pohlédnéme na ¢isla k, [ jako na parametry a feSme soustavu linearnich
rovnic (1) pro neznamé m, n. Kdyz napiiklad k dvojnasobku prvni rovnice
pricteme k-nasobek druhé rovnice, eliminujeme tim nezndmou n a po
upravé dostaneme prvni z rovnic

A—kK)m=k+2 a A—kl)n=1+2; (2)

druhou rovnici ziskdme analogicky. Protoze pravé strany rovnic (2) jsou
kladné, plyne z tvaru levych stran podminka 4 — kI > 0 neboli kl < 4.
To je pro celd kladné ¢isla k, | natolik omezujici, Ze jednotlivé mozné
pripady kl =1, kl = 2 a kl = 3 snadno postupné rozebereme.

V piipadé kl =1 musi byt £k =1 =1 a z rovnic (2), které prejdou do
tvaru 3m = 3 a 3n = 3, nachazime prvni vyhovujici dvojici m =n = 1.

Pripad kl = 2 vibec rozebirat nemusime, protoze podle levych stran
rovnic (1) vidime, ze éisla k, [, m, n z pravych stran musi byt (v kazdém,
nejen v tomto pripadé) licha.

V pifpadé kI = 3 je nutné {k, !} = {1, 3}, coz po dosazeni do rovnic (2)
dava Teseni m = 5 a n = 3, nebo naopak m =3 an = 5.

Zdvér. Vsechny hledané dvojice (m,n) jsou (1,1), (3,5) a (5,3).

Jind reSeni. Nerovnostni tvahy vedouci k Uplnému vyteSeni tlohy
milZeme ruznymi zpusoby obménovat. Podivejme se tedy, jakymi cestami
se lze od vychozich pfedpokladi m | 2n — 1 a n | 2m — 1 ubirat.

Pruni postup. Kdyby neplatilo m = 2n — 1 ani n = 2m — 1, byla by
éisla 2n — 1 a 2m — 1 alespon dvojnasobky po tadé cisel m a n, tudiz
by platily nerovnosti 2n — 1 = 2m a 2m — 1 = 2n. Ty se v8ak navzijem
vylucuji, nebot znamenaji 2n > 2m, resp. 2m > 2n. Proto musi platit
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aspon jedna z rovnosti m =2n — 1 ¢in = 2m — 1. Je-li m = 2n — 1, pak
2m — 1 = 4n — 3 a zbyld podminka n | 2m — 1 tak pfechazi do tvaru
n | 4n—3 neboli n | 3. To spliuji pouze ¢isla n = 1 a n = 3, kterym podle
vzorce m = 2n — 1 odpovidaji po fadé hodnoty m = 1 a m = 5. Druhy
pripad, kdy n = 2m — 1, se od prvniho lisi jen zdménou roli m a n, takze
pri ném dostaneme jesté treti vyhovujici dvojici m =3 an = 5.

Druhjg postup. S ohledem na symetrii mtizeme predpokladat, ze plati
m < n, z éehoz plyne 2m—1 < 2n—1 < 2n. Cislo 2m—1 je tak nasobkem
¢isla n mensim nez 2n, musi to tudiz byt samo ¢islo n. Tak jsme odvodili
rovnost 2m — 1 = n. Zbytek tvah je uz stejny jako pfi prvnim postupu.

Treti postup. VSimnéme si, ze ¢islo 2m + 2n — 1 je délitelné kazdym
z obou c¢isel m a n, ktera jsou navic nesoudélna, nebot napi. ¢islo m je
delitel cisla 2n — 1, jez je s cislem n zfejmé nesoudélné. Proto je cislo
2m + 2n — 1 délitelné i soudinem mn, takze plati nerovnost mn < 2m +
+ 2n — 1 neboli (m — 2)(n — 2) £ 3. Odtud vyplyvd, ze obé ¢isla m, n
nemohou byt vétsi nez 3; s ohledem na symetrii rozebereme pouze pripad
m < 3. Pro m = 1 z podminky n | 2m — 1 plyne n = 1, pro m = 2 je
podminka m | 2n — 1 nesplnitelnd, pro m = 3 mame podminky 3 | 2n—1
an | 5, které spliuje jediné n = 5.

A-1l1-4

Ozna¢me obvyklym zptusobem délky stran a velikosti vnitfnich Uhli

trojihelniku ABC. Pro poloméry p, o, kruznice vepsané, resp. pripsané

strané BC trojihelniku ABC o obsahu S plati znamé vzorce

28 25

Ca+tb+te R

(K jejich odvozeni staci uvazit rovnosti S = Spco + Sapo + Saco, resp.

S = Sacp + Sapp — Spep a uvazit, ze o, resp. g, je spoletna vyska

zastoupené trojice trojihelniki ke strandm puvodniho trojihelniku.)
Protoze stiedy O, P lezi na ose vnitfniho ihlu BAC, jsou p, g, od-

vésnami protilehlymi k dhlu %a pravouhlych trojihelnikli s pfeponami

AO, resp. AP (obr.27), takze plati o = |AO|sin ja a g, = |AP|sin ja.

Dohromady dostavame vyjadieni pravé strany dokazované rovnosti ve

tvaru

%

1 1

1 Iy 1 zsin§a+sin§a_
|[AO[ ~ |AP| 0 0a
((a+b+c)+(b+c—a))singa (b+c)sinja
B 25 - s
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Oa

A T B U
Obr. 27

Na druhé strané je obsah S souctem obsaht trojuhelniki ABD
a ACD, které vyjadrime pomoci délek jejich stran z vrcholu A a sinu
jimi sevieného (shodného) thlu o
S = Sump+Sacn = c|AD|sin ja N b|AD|sin ;o _ (b+¢)|AD|sin %a'
2 2 2
Odtud snadno obdrzime vyjadreni
2 (b+c)sin o
|AD| S ’
z néhoz vidime, Ze obé strany dokazované rovnosti maji stejnou hodno-
tu. Tim je cely dikaz hotov. Dodejme, ze diky vzorci S = %bcsina =

= besin %a cos %a 1ze ziskany vysledek zapsat ve tvaru

2 _ 1 1 _ bte
|AD| ~ |AO| * |AP|  becosia’

2

Jiné FeSeni. Vyuzijeme rovnosti |AT| = 1(b+ ¢ —a) a |AU| =
= %(a + b+ ¢) pro body T, U dotyku poloptimky AB s vepsanou,
resp. pfipsanou kruznici.> Vzhledem k rovnostem |AT| = |AO|cos %a
a |AU| = |AP|cos Ja dostaneme nasledujici vyjadieni pravé strany do-
kazované rovnosti:

1 1 |AO|+|AP| 1  JAT|+|AU| 1
|[A0] " |AP| — JAP|  [AO|  [AU|  |AO| ~
B b+c 1 2(b+c¢) 1

Ha+b+c) [A0]  atbte [AO]

3 Tyto rovnosti jsou dobfe zndmé a snadno plynou z rovnosti délek tsekt tecen od
vrcholt trojuhelniku k bodim dotyku s pfislusnou kruznici.
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Vidime, ze k dokonceni dikazu pozadované rovnosti staci ukazat, ze

|AD|  a+b+c
|AO| ~ b+c

Z vlastnosti osy thlu vSak vime, Ze bod D déli stranu BC' v poméru délek
stran AB a AC, tedy |BD|/|DC| = ¢/b, takze |CD| = ab/(b+c). Podobné
ovsem bod O osy tthlu AC'D déli protéjsi stranu AD trojihelniku ACD
v pomeéru

|AO| |AC| b b+c

OD| |CD|  ab — a
b+c
Odtud
|AD|_|AO|—|—|OD|_1+ a _a+tb+c
|AO| |AO| - b+c  b+ec

Jiné feseni. Uvedeme trigonometricky postup zalozeny na uziti sinové
véty v trojtihelnicich ABO, ABD a, ABP.* Je ziejmé, Ze tyto trojihelniky
maji u vrcholu B po radé thly %ﬂ, B a 90° + % 0, zatimco u vrcholi O,

vvvvv

rovnosti

|AB|  cos %’y |AB|  sin(y + %a) |AB|  sin %7
|AO| ~ sinlp’ |AD|  sin ' |AP| cosip’

kdyz jsme dvakrat vyuzili vzorec sin(90° 4+ §) = cosd. Po dosazeni do do-
kazované rovnosti tak dochazime k ekvivalentni tiloze dokazat pro vnitini
uhly libovolného trojihelniku ABC rovnost

2sin(y + 3a) _ cos iy singy

sin 3 sin %,B cos %,8

Po uplatnéni vzorce sin f = 2sin % [ cos % ([ a nasledném vynasobeni
obou stran nenulovym vyrazem sin % [ cos % [ prechazime k tkolu ovérit
jednodussi rovnost

sin( +106>—COS1 CO! 1ﬁ+ i - i 1ﬁ
—_— —_ . S— S —_— . — %
Y 2 2)’ 2 1n2y Sll’l2

4 Se stejnym uspéchem lze vyuzit i trojici trojuhelniki ACO, ACD a ACP.
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To je uz docela snadné: vyraz napravo je totiz roven cos(% 06— %'y) a rov-
nost typu sind = cose je zarucena, plati-li 6 + & = 90°. V nasem piipadé
je ovsem 0 =y + %a ae= %ﬁ - %'y, tudiz

1 1 1 1
(5 — — - — —_ = — (e}
+e 7+2a+2[3 57 2(a+ﬁ+’y) 90

a cely diikaz je tak hotov.

Jiné FeSeni. Polozme z = |AO|, y = |OD| a z = |DP| a podle
obr. 28 ozna¢me body dotyku T, U, V, W vepsané a pripsané kruZnice
s piimkami AB, BC'. Podle véty uu jsou dvojice trojuhelniki AOT, APU

Qa

A T B U
Obr. 28
a DOV, DPW podobné, pritom v obou piipadech je koeficient podob-

nosti roven poméru polomérta obou kruznic. Odtud pro prepony zminé-
nych &étyt trojihelniki plyne timéra®

Iy (1)
r+yt+z =z

Protoze x+y+2z > z, a tedy rovnéz x > y, uvedenym dvéma zlomkim se
rovnd i tfeti zlomek sestaveny z (kladnych) rozdila ¢itatelt a jmenovatela.
Plati tedy

T zT—y Ty 2x

- = —1
z4+y+z (z4+y+2)—2z z+y z+y

5 Jeji platnost je zarucena i v pfipadé D = V = W, kdy druhy par podobnych
trojuhelnik degeneruje na dvojici tseéek — polomérta zkoumanych kruznic.
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Odtud po vydéleni kladnou hodnotou z dostaneme

1 2 1

x+y+z_x+y T

a po prevodu druhého zlomku z pravé strany na levou jiz obdrzime do-
kazovanou rovnost, nebot

11 2 _ 2 o 1_ 1
z+y+z |AP|" z+y |AD| z  |AO|

Jiné Feseni. Body A, O, D, P lezi na ose uhlu BAC. Body O, P
navic lezi na vnitini a vnéjsi ose uhlu ABC, které jsou na sebe kolmé,
takze thly OBP a OCP jsou pravé. Body O, B, P, C proto lezi na
kruznici n, jejiz stied X je stfedem tsecky OP (obr.29), takze zaroven
plati |AP| + |AO| = 2|AX|. Vzhledem k mocnosti bodu A ke kruznici n

tak dostavame
1 - |AP| 4 |AO| B 2|AX]|
|AO| = |AP| a |AP||AO| n |AX|2 — |BX|?"

Odtud plyne, Ze misto vztahu

2 _ 1 1
[AD| ~ JA0] " TAP]

sta¢i dokazat rovnost |AD| - |AX| = |AX|? — |[BX|? neboli |BX|? =
= |AX|(|AX|—|AD|) = |AX|-|DX]|. Posledni rovnost vsak plyne z podob-
nosti trojihelnikit AX B a BX D, které se shoduji ve spolecném vnitinim
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thlu u vrcholu X a v odpovidajicich tihlech pii vrcholech A, B, jez jsou
zaroven obvodovymi tihly pfislusnymi oblouku C'X kruZnice m.

Jiné feSeni. Obé kruznice jsou stejnolehlé podle stiedi A i D. Obé
stejnolehlosti maji az na znaménko stejné koeficienty a zobrazuji bod O
na bod P (obr.30). Odtud

|DP| _|AP| . . |AP|—|AD| _ |AP|
|DO| — |AO| |AD| - |AO| — |AO|’

Upravou posledni rovnosti dostavame 2|AP||AO| = |AD|(|AP| + |AO|)
a po vydéleni nenulovym sou¢inem |AP|-|AO|-|AD| vyjde vztah, ktery
jsme chtéli dokazat.

A-1ll-1

Z rovnice plyne, Ze b? je sudé ¢islo vétsi nez 4%, tudiz b je sudé éislo vétsi
nez sudé ¢islo 2%. Musi proto platit b = 2% + 2, odkud

4°+4a®+4=0>2(2°+2)2=4"44.274+ 4.

Porovnanim krajnich vyrazti dostaneme a? > 2%, coz znameni, ze a < 4.
Dokazeme totiz indukei, Ze opacna nerovnost a? < 2% plati pro kazdé
celé a 2 5. Pro a = 5 je to tak (25 < 32); plati-li a® < 2% pro nékteré
a = 5, pak po vynasobeni dvéma dostaneme 2a? < 2911, takze kyzena
nerovnost (a+1)? < 2¢*1 je diisledkem nerovnosti (a+1)? < 2a?, ktera je

92



zfejmé, nebot je ekvivalentni s nerovnosti 1 < a(a—2), jez plati trividlné,
at je a = 5 jakékoliv. Tim je dikaz indukei hotov.

Ukézali jsme, ze v kazdé hledané dvojici (a,b) musi platit a < 4.
Postupnym dosazenim hodnot a = 1,2, 3,4 do rovnice 4% + 4a? + 4 = b?
zjistime, Ze tiloha ma pravé dvé feseni, a to (a,b) = (2,6) a (a,b) = (4, 18).

A-1ll1-2

Oznaéme r = 4v/3cm a cely teré o daném poloméru rv/3 rozdélme na
18 ¢asti. Prvnich Sest ¢asti budou shodné vysece o stiedovém tihlu 60°
v kruhu o poloméru r uprostied terce. Zbylé mezikruzi rozdélime na
12 shodnych ,mezivysec¢i® o stfedovém tihlu 30° (obr. 31).

Obr. 31

Ozna¢me podle obrazku S stired terce a A, B, C vrcholy jedné ze
zminénych mezivyse¢i. Protoze kruznice ohranicujici tyto ¢asti maji po-
loméry r a /3 a protoze cos30° = %\/5, je zrejmé trojuhelnik SAC
rovnoramenny, takze |AC| = r; navic je AC nejdelsi stranou v trojihel-
niku ABC, ktery méa vnitini dhly 45°, 75° a 60°. Proto je maximéalni
vzdalenost dvou bodl jedné mezivysece rovna r stejné jako maximalni
vzdalenost dvou bodi kazdé ze 6 vyseci stfedového kruhu o poloméru r.
Podle Dirichletova principu nékteré dva z 19 zasahti lezi ve stejné z 18 vy-
tvorenych c¢asti, takze jejich vzdalenost je nejvyse r. Diikaz je hotov, pro-
toze plati 4v/3 < 7 (neboli 48 < 49).

Jiné feSeni. (Podle Tomdse Zemana z Gymnazia J. Keplera v Praze 6.)
Uvazujme v roviné sit rovnostrannych trojihelniki o strané a = V12,
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jejimz vrcholem je i stied S uvazovaného terc¢e. Kromé kruhu (S;a)
budeme uvazovat i Sest kruhii o poloméru a se stredy ve vrcholech sité
ve vzdalenosti av/3 od S a dalsich 12 kruht téhoZ poloméru se stiedy ve
vrcholech sité ve vzdalenostech stifdavé 3a a 2av/3 od stfedu S (obr. 32).
Ozna¢me P jeden z bodu sité, ktery uz nelezi uvniti ttvaru slozeného
z uvedenych devatenacti kruhti a pfitom méa od stfedu S nejmensi vzda-
lenost. Podle Pythagorovy véty je (obr.32)
5 V3

2 2
|PS|2 = (5&) + (37&) = 13(1,2 > 122

Bod P uz tedy lezi vné terce.

Pokud tedy vSechny zasahy nelezi ve stfednim kruhu (S;a) (pak neni
co dokazovat), snadno pomoci vhodného otoceni celé sité okolo stfedu S
dosahneme toho, ze néktery ze zasaht bude lezet na vyznacené lomené
¢are. V tom pripadé bud v jednom z obou kruht, v jejichz pruniku lezi
i prislusné tisecka lomené ¢ary, lezi néjaky dalsi zdsah (a to ve vzdélenosti
mensi nez 2a), anebo uz zadny dalsi zasah ani v jednom z obou kruhi
nelezi. To ovSem znamena, ze vSech 18 zbyvajicich zasahti musi lezet ve
zbyvajicich 17 kruzich, a tak podle Dirichletova principu v jednom z nich
lezi aspon dva zasahy. Tim je tvrzeni tlohy dokézano.

Pozndmka. Uvazujme tvrzeni: Je-li v kruhu o poloméru m/3 vybrano
N bodi, je vzdalenost nékterych dvou z nich nejvyse r. Kdybychom chtéli
takové tvrzeni dokazat porovnanim souctu obsahiit N shodnych kruhi
o primeéru r s obsahem kruhu o priiméru r(l + 2\/5), podafi se nam to,
praveé kdyz bude platit

w2 (14 2v/3)

N -
4 4

neboli N > 13+ 4v/3 =19.9.

94



V situaci dané tlohy, kdy je odhad r vzdalenosti dvou bodi zaménén
véts hodnotou 71 = 7 - 7/44/3, méa podobna podminka tvar

' n_rf n(r + 2r\/§)2

24\2
N 1 > 1 ,  podosazeni N > <1 + 7) = 19,6.

Proto nelze takto jednoduchym postupem k feseni tlohy dospét.

A-1Il1-3

a) Oznacme a, b, ¢, d (proménné) pocty unesenych cleni stran A, B,
C, D. Pocatecni Gtverice (a,b,c,d) = (31,28,23,19) je podle parity ¢isel
typu (I, s,1,1), kde [, s oznacuji lichd, resp. suda ¢islo. Protoze pii kazdé
preregistraci se parita vSech ¢isel a, b, ¢, d zméni (tfi z nich se totiz zmensi
o 1 a étvrté zvétsi o 3), ¢tverice typu (1, s,1,1) prejde ve ¢tverici (s, 1, s, s)
a ta pak zase zpét ve Ctverici (I, s,1,1). Dostaneme-li tedy nakonec ¢tve-
Fici se tfemi nulami, musi byt tato ¢tverice typu (s,l, s, s), takze vsichni
uneseni tehdy budou c¢leny strany B.

Nasledujici tabulka zmén hodnot a, b, ¢, d ukazuje, ze se vSichni une-
seni mohou opravdu stat ¢leny strany B:

a: 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 ... O
b: 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 ... 101
c: 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 ... O
d: 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 ... O

b) Ukézeme, ze hledané ¢tvetice (a,b,c,d) jsou pravé ty, ve kterych
néktera tri cisla davaji pri déleni ctyrmi stejny zbytek.

Z rovnosti a+b+c+d = 101 plyne, ze tfi z ¢isel a, b, ¢, d maji stejnou
paritu a ¢tvrté paritu opacnou. S ohledem na symetrii hledejme vychozi
Ctverice (a, b, ¢, d) za predpokladu

a=b=c#d (mod 2)

a podle Teseni Césti a) zkoumejme, kdy se vSichni ¢lenové mohou stét
¢leny strany D. Z toho, jak se méni pocty a, b, ¢, d pri kazdé preregistraci
(tfi se zmensi o 1 a jedno zvétsi o 3), plyne, zZe rozdily a — b, a — ¢, b—¢
nemeéni své zbytky pii déleni ¢tyrmi. Ma-li nakonec platit a = b = ¢ =0,
musi byt uvedené t¥i rozdily uz na pocatku délitelné ¢tyrmi, takze vychozi
pocty a, b, ¢ musi spliovat podminku

a=b=c (mod4). (1)
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Ukazme, Ze podminka (1) je pro splnéni kyzeného cile a = b=c =0
i postacujici. Ziejmé staci ukézat, ze vychozi ¢tverici (a, b, ¢, d) spliujici
podminku (1) 1ze po nékolika krocich zménit na ¢tvefici typu (e, e, e, f),
pak uz totiz staci opakovat tpravu (e, e, e, f) — (e—1,e—1,e—1, f+3).

Méjme tedy ¢tverici celych kladnych éisel (a,b, ¢, d) se souc¢tem 101,
ktera splnuje podminku (1), a pfedpokladejme, Ze jeSté neplati a = b =
= ¢. Ukazme, jak v tomto pfipadé povolenymi kroky zvétsit hodnotu d
(o 1 nebo 2). Protoze vzdy d < 101, lze takové zvétSeni zopakovat jen
néekolikrat, pak jiz dosahneme vytceného cile.

Proceduru zvétSeni d jisté stac¢i popsat v piipadé, kdy a =2 b = ¢
aa > c tedy a—c = 4 diky podmince (1). Poradme Rumburakovi
dvojici kroku

(a,b,¢,d) > (a—1,b—1,¢+3,d—1) = (a—2,b—2,c+ 2,d + 2),

ktera zvysuje hodnotu d o 2. Tuto dvojici krokti nelze provést pouze
v pripadé b = 1, kdy ovSem z (1) a nerovnosti b = ¢ plyne rovnéz ¢ = 1.
Na takovou ¢tvefici (a,1,1,d), kde a 2 5 a d 2 2 (nemuze byt jesté d = 1,
protoze d méa odlisSnou paritu), pouzije Rumburak trojici kroki

(a,1,1,d) > (a—1,4,0,d—1) = (a—2,3,3,d— 2) — (a—3,2,2,d+1),

ktera zvysuje hodnotu d o 1.
Tvrzeni o tvaru vSech vyhovujicich ¢tvefic z prvni véty feseni b) je
tak dokazano.

A-1ll-4

Budeme dale uvazovat jen takové lichobézniky ABC D, ve kterych plati
AB || CD, u ostatnich prisecik (rovnobéznych) pfimek BC' a AD neexis-
tuje.

Oznac¢me O stied kruznice k, E prusecik jejich tecen vedenych body
A, C (obr.33). Jak vime, body A, C lezi na Thaletové kruznici 7 nad
prumérem OFE a jsou podle tohoto pruméru soumérné sdruzeny. Spolec-
nou velikost ostrych thla pfi zékladné AC rovnoramenného trojihelniku
ACE ozna¢me . Koneéné vnittky kratsiho a delsiho oblouku AC' kruz-
nice k oznacme kq, resp. ko.

6 Zduraznéme, ze nevylucujeme rovnost ¢ = 0. Ke ¢tvefici s nulovym prvkem nés
totiz dovede v dalsi vété popsana dvojice kroku v pripadé, kdy b = 2.
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kz k2

Obr. 33 Obr. 34

a) Zvolme na tetné AFE libovolny bod X, X # A. Kruznice k zfejme
protne usecku X C' ve vnitinim bodé D, pravé kdyz bod X je bud vniti-
nim bodem usecky AE, anebo vnitinim bodem poloptrimky opa¢né k polo-
piimce AE. Oba piipady (obr.33 a obr.34) nyni posoudime samostatné.

V prvnim pripadé plati D € k; a B € ks, takze podle véty o tseko-
vém thlu je tthel ABC roven ostrému tihlu ¢. Stejnou velikost ma i thel
BAD, protoze kazdy tétivovy lichobéznik je rovnoramenny. Bod Y, prii-
seCik riznobéznych poloprimek BC a AD, tedy lezi v poloroviné ACE.
7 rovnoramennych trojihelnikic ABY a ACFE proto plyne, ze thly AYC
a AEC jsou shodné (maji velikost t— 2¢). Podle véty o obvodovém ihlu
lezi bod Y na oblouku AEC kruznice 7, presnéji uvniti kratsiho z jejich
obloukt C'E, nebot poloprimka AD lezi v ihlu CAE.

Ve druhém pripadé je iivaha analogicka a zapiseme ji struéné: D € ks,
B € ki, |xADC| = ¢ = |«BCD|, prisecik Y riznobéznych poloptimek
CB a DA lezi v poloroviné ACE, a protoze | AYC| = |xAEC|, lezi
bod Y na kruznici 7, a to uvnitt jejiho kratsitho oblouku AFE.

b) Ukdzeme nyni, Ze naopak kazdy vnitini bod Y kratsich obloukt
CFE a AF kruznice 7 je pruseCikem primek BC a AD nékterého z uvazo-
vanych lichobéznikui ABCD. Opét rozlisime dva pripady podle toho, na
kterém z obou oblouki bod Y lezi.

Je-li Y vnitini bod oblouku CFE, lze ziejmé sestrojit body D € k;
a B € ko tak, aby body A, D, Y resp. B, C, Y lezely v uvedeném poradi

97



v piimce. Z D € k; plyne existence priiseciku X polopiimky C'D s vniti-
kem tisecky AF (bod D pak odpovidd bodu X podle konstrukce ze zadéni
ulohy). Zbyva objasnit, pro¢ AB || CD. Protoze body O a Y lezi na ruz-
nych obloucich AC kruznice 7 a pritom |AO| = |CO|, je polopiimka YO
osou uhlu AY C, takze ptimky A(D)Y a B(C)Y jsou soumérné sdruzené
podle ptimky Y O, kterd je (trividlné) osou soumérnosti kruznice k, nebot
prochézi jejim stfedem. Proto podle této osy musi byt soumérné sdruzeny
i pruseciky obou zminénych pfimek A(D)Y a B(C)Y s kruznici k, tedy
(diky uréenému poradi bodi) jednak body A a B, jednak body D a C.
Obé tsecky AB a CD jsou proto kolmé na primku OY, a jsou tudiz
rovnobézné.

Je-li Y vnitini bod oblouku AFE, sestrojime body D € k2 a B € k; tak,
aby v primce lezely body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y. Poloptimka
CD protne piimku AE v potfebném bodé X (protoze D # A, bude
jisté X # A), pokud plati [<xAEC| + |xECD| < n. To ovéfime tak, ze
uzijeme vétu o obvodovém a tsekovém thlu v kruznici k, podle které
|xECD| = n — |xCAD| = |xCAY|, a protoze |XxAEC| = |xAY (]|, je
soucet | AEC| + |<ECD| roven souc¢tu dvou thla v trojihelniku ACY.
Ze sdruzenosti pfimek D(A)Y a C(B)Y podle osy OY thlu AYC pak
opét plyne pozadovana rovnobéznost AB || CD.

Zdgver. Hledanou mnozinou je sjednoceni vnitiki kratsich oblouki CE
a AFE Thaletovy kruznice 7.

A-I1ll-5

V jednom kroku nahrazujeme dvé ¢isla a, b jednim prirozenym cislem
Vab. Protoze pro libovolnd a < b plati a < vab < b, je ziejmé, 7e na
tabuli budou stéle zapsdna pouze ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}. Je-li
pritom ¢islo a prvocislem nebo sou¢inem nékolika rtiznych prvocisel, musi
tato prvodisla byt obsazena i v rozkladu &isla v/ab, takze v/ab = ka neboli
b = k2a pro nékteré ptirozené k. Je-li k = 1, musi byt &islo a na tabuli
zapsano vicekrat. Je-li k > 2, a tedy b = k?a 2 4a, musi platit 4a < 33,
a proto z b = k?a € M plyne i 4a € M. Na tabuli tudiz ziistanou az do
konce jednak vSechna prvocisla, ktera déli pravé jedno z ¢isel mnoziny M,
jednak vSechna ta a € M, kterd jsou souc¢inem nékolika riiznych prvocisel
a zaroven spliuji podminku 4a > 33 neboli @ = 9. V souhrnu jde celkem
0 15 nesmazatelnych cisel

10,11, 13,14, 15,17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33.
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Ukazeme, ze kromé nich bude na tabuli vzdy zastoupeno aspon jedno
z Cisel mnoziny S = {6,12,18,24} (na zac¢atku tam jsou vSechna). Zvo-
lime-li v jednom kroku ¢isla a a b, kde napr. a € S, a nahradime je ¢islem
n = v/ab, musi byt i ¢slo n nésobkem Sesti, ktery diky odhadim a < 24
a b < 33 spliiuje nerovnost n < v/24-33 = 6122 < 30, takze bude
platit n € S. Na tabuli po libovolném poctu kroku tudiz ziustane 15 vyse
zapsanych ¢isel a aspon jedno ¢islo z S, tedy alespon 16 ¢isel, jak jsme
meéli dokazat.

Poznamka. Poc¢tu 16 ¢isel na tabuli 1ze napriklad dosahnout 17 kroky,
popsanymi nize tak, ze mazana c¢isla v kazdém radku jsou Seda, zatimco
nové vzniklé ¢islo je pripsano na konci dalsiho radku:

1-6, 7, 8-27, 28, 29-33;
1-6, 8-13, 14, 15-27, 29-33, 14;
1-4, 5, 6,8-13, 15-19, 20, 21-27, 29-33, 14;

1-3, 4, 6, 8-13, 15-19, 21-24, 25, 26, 27, 29-33, 14, 10;
1-3,6,8,9, 10, 11-13, 15-19, 21-24, 26, 27, 29-33, 14, 10, 10;
1-3,6,8,9, 11-13, 15-19, 21-24, 26, 27, 29-33, 14, 10, 10;
1-3,6,8,9,11, 12, 13, 15-19, 21-24, 26, 27, 29-33, 14, 10;
1-3,6,8,9, 11, 13, 15-19, 21-23, 24, 26, 29-33, 14, 10, 18;
1-3,8,9,11,13, 15-17, 18, 19, 21-23, 26, 29-33, 14, 10, 18, 12;
1,2,3,8,9, 11, 13, 15-17, 19, 21-23, 26, 29-33, 14, 10, 12, 18;
1,3, 8,9, 11, 13, 15-17, 19, 21-23, 26, 29-31, 32, 33, 14, 10, 12, 6;
1,3,9,11, 13, 15, 16, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 32, 33, 14, 10, 12, 6, 16;
1,3,9,11,13, 15,17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 12, 6, 16;
3,9, 11,13, 15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 12, 6, 4;
9,11, 13,15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6, 4, 6;
11,13,15,17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6, 6, 6;
11,13, 15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6, 6;
11,13, 15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6.

A-1l1-6

S ohledem na symetrii staci uvazovat trojice (a, b, ¢), ve kterycha = b 2 c.
Pro ,nejmensi“ z nich (2,2,2), (3,2,2), (3,3,2), (3,3,3) a (4,2,2) mé
dany vyraz hodnoty 2, 3/2, 17/8, 7/2, resp. 11/4. Ukazeme-li, ze pro
vSechny ostatni trojice (a, b, ¢), které jiz spliuji podminku a + b+ ¢ = 9,
plati nerovnost

atb+c [a,b]+[bc|+[ca]
2 a+b+c

>3
=3
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bude to znamenat, ze hledana nejmensi hodnota je rovna 3/2. Vypsanou
nerovnost, ekvivalentné upravme:

(a+b+c)* —2([a,b] + [b,c] + [c,a]) = 3(a+ b+ ¢),
a® 4+ b? 4+ ¢® 4+ 2(ab — [a, b)) + 2(bc — [b,c]) + 2(ca — [c,a]) = 3(a + b+ c).

ProtozZe zfejmé plati xy = [z, y] pro libovolna z, y, zanedbdme nezdporné

dvojnasobky v levé strané posledni nerovnosti a dokazeme (silngjsi) ne-
rovnost

a>+ b +c223(a+b+c). (1)

=

Z predpokladu a+b+c = 9 a Cauchyovy nerovnosti 3(a?+b% +c?)
2 (a+b+c)® plyne

2
> (a+b+c)

=3(a+b+c)- 5

23(a+b+o),

a dikaz je hotov.

Pozndmky. Misto Cauchyovy nerovnosti jsme mohli pfepsat (1) do

tvaru 3.2 3.2 3.2 o7
(e-3) +(b-3) +(c-3) 27

a tuto nerovnost zdivodnit umocnénim ziejmych nerovnosti

S
I
ol
v
RS

) b—

| W
1AV
Do | —
&

o
|
N W
v
DO —

nebof uvazujeme uz jen trojice, ve kterych a =2 4, b 2 ¢ 2 2.
Postup z feSeni vede rovnéz k vysledku, ze pro libovolna cela ¢isla a,
b, ¢ vétsi nez 1 plati nerovnost

atbtc [ab]+[bd+[ca] S atbte
2 a+b+c - 6
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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1
Malir Bonifac
Radni v Kocourkové vypsali nedavno vybérové rizeni na velmi odpovéd-
nou a dilezitou ¢innost: malovani chodniku pred radnici. Ve vybérovém
Fizeni zvitézil malif Bonific (jediny uchaze¢ a zcela ndhodou také staros-
tuv bratr).

Jak uz to byva, sotva Bonifdc podepsal smlouvu, hned zacal dostavat
z radnice jeden prikaz za druhym: Tento kus chodniku natfit zelenou
barvou, tento rizovou, potom to skoro celé pretrit na bilo... Netrvalo
dlouho a Bonifdc si v§iml, ze se nékteré piikazy prekryvaji. A kdyz si
uvédomil, ze ho smlouva zavazuje provést vsechny prikazy v tom poradi,
v jakém je dostal, zacaly ho obchazet mdloby.

Nastesti vsak prisel na genialni napad. Kdyby védél, jak ma chodnik
vypadat nakonec po provedeni vSech prikazii, mohl by ho tak namalovat
rovnou a potom se tvarit, ze on prece vSechny prikazy dodrzel. A hlavné
potom radnici vsechno vytuctuje podle ptivodnich prikazu a jesté na tom
poradné vydeéla.

Soutézni tloha. Chodnik pred radnici méri K kocourkovskych krokii.
Jeden jeho konec bude mit souradnici 0, opacny konec mé souradnici K.
V soucasnosti ma cely chodnik asfaltové ¢ernou barvu. Bonifdc pouziva
F jinych barev, ocislovanych od 1 do F. Postupné dostal N prikazu.
Kazdy z nich zapiseme ve tvaru ,a; b; f;‘, kde a; a b; jsou souradnice
zacatku a konce useku a f; je barva, kterou se ma tento tsek obarvit.
Na obarveni jednoho kocourkovského kroku chodniku potiebuje Bonifac
jeden litr barvy. Pro kazdou z barev spocitejte, kolik litri bude Bonifac
potifebovat.

Format vstupu: Vstupni soubor se jmenuje bonifac.in. Na prvnim
radku souboru jsou tfi celd ¢isla N (pocet prikazi), F (pocet barev)
a K (délka chodniku) oddélend mezerami (1 < N < 100000, 1 £ F, K <
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< 1000000 000). Nasleduje N ¥adk, z nichz kazdy popisuje jeden piikaz,
a to v poradi, v jakém je Bonific dostal. Pritom i-ty z téchto fadku
obsahuje tii celd cisla a;, b; a f; oddélend mezerami (0 < a; < b; £ K,
1S f; £F)

Pro 8 z 10 testovacich vstupti bude navic platit K < 100000. Pro 6
7z téchto 8 testovacich vstupi bude navic N < 1000, a pro 3 z téchto
6 vstupu také K < 1000.

Format vystupu: Vystupni soubor se jmenuje bonifac.out. Pro kaz-
dou z F barev (v poradi jejich ¢isel) zapiste do vystupniho souboru jeden
radek obsahujici jedno celé ¢islo — kolik litri této barvy bude Bonifac
potiebovat.

Priklad:
Vstupni soubor bonifac.in: Vystupni soubor bonifac.out:
457 1
151 3
243 1
464 0
362 0
P-1-2
Cokolada

Marenka bude mit brzy narozeniny. Jeji bratr Jenic¢ek dlouho nemohl
vymyslet, co by ji jenom mohl k narozenindm dat — az konecné ve své
tajné skrysi na ptidé objevil zbytek cokolady, kterou si tam kdysi ukryl.
Pravda, mysi uz si vybraly svoji dan, ale i tak z cokolady ziistalo jeste
docela dost. Déravé ¢asti olame, aby mu vznikla pékna ¢tvercova tabulka,
a tu thledné zabali. A zbytek samozrejmé sni.

Soutézni tloha. Je ddn ptivodni pocet fadki R a sloupct S, které co-
kolada kdysi méla. Dale mame matici R x S nul a jednicek urcujici, ktera
policka cokolady ztistala cela. Zjistéte, kolika rtiznymi zptisoby miize Jeni-
¢ek uskutecénit sviij plan. Jinymi slovy feceno, spocitejte, kolika zpiisoby
je mozné ve zbytku ¢okolady vyznacit ¢tverec (libovolné velikosti) bez
dér. Vsechny hrany c¢tverce musi samoziejmé lezet na hranach policek.
Stejné velké ctverce lezici na rtiznych soutradnicich v tabulce cokolady
povazujeme za ruzné reseni.

Format vstupu: Vstupni soubor se jmenuje cokolada. in. Na jeho prv-
nim fadku jsou dvé celd celé éisla R a S oddélend mezerou (1 £ R, S <
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< 2500). Nasleduje R fadkt, v r-tém z nich je S mezerami oddélenych
celych cisel ay1,...,a,s. Je-li policko cokolady (r,s) celé, je a,, = 1,
jinak a, s = 0.

Pro 7 z 10 testovacich vstupt bude navic platit R < 500. Pro 5 z téchto
7 testovacich vstupii bude R, S < 100, a pro 3 z téchto 5 vstupi bude
R,S < 20.

Formadt vystupu: Vystupni soubor cokolada.out obsahuje jediny ra-
dek a na ném jedno celé ¢islo — hledany pocet ctverctl.

Priklad

Vstupni soubor cokolada.in: Vystupni soubor cokolada.out:
35 12

01010

01110

11111

Na obrazku vpravo je nakres-
lena c¢okolada popsana ukazkovym
vstupem. Sedou barvou jsou vyzna-
¢ena policka, ktera chybéji.

Ctverec 1 x 1 na ni miiZeme
vyznacit deseti zpiisoby a Ctverec
2 x 2 dvéma, coz je celkem 10 4 2 =
= 12 zpiisobii.

P-1-3
Kolaé

714 jezibaba drzi v kleci Jenicka a Marenku a snazi se je vykrmit. Prave
pro né upekla plech jezibabiho kolace. Kola¢ méa tvar obdélnika, cely je
odpudivy a navic je ozdoben ohavnou pecenou ropuchou.

Protoze cokoliv je lepsi nez muset snist tuto ropuchu, rozhodli se
Jenicek s Marenkou, zZe si z jedeni kolace udélaji hru. Marenka na ném
1zickou nakreslila ¢ary, ¢imz ho rozdélila na X x Y stejnych ¢tvercu. Cela
ropucha sedi na jednom z téchto ¢tverct.

Jenicek s Mafenkou se nyni budou pravidelné stridat na tahu. Ten
z nich, kdo je na tahu, si vybere nékterou z vyznacenych car a podél ni
kola¢ rozrizne na dvé obdélnikové c¢asti. Nasledné sni tu c¢ast kolace, ve
které neni ropucha. Kdo bude na tahu v okamziku, kdy uz z kolace zbude
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pouze posledni ¢tverec s ropuchou, prohral a musi ropuchu snist. Prvni
tah provadi Marenka.

(0,Y) (X,Y)

(Tzv ry)

(0,0) (X,0)

SoutéZni tloha. Jsou diny rozméry koldce X, Y a soufadnice r,, ry
levého dolniho rohu c¢tverce, v némz je ropucha.

a) (2 body) Rozhodnéte, kdo zvitézi v situaci zndzornéné na ob-
razku — tedy pro (X,Y) = (9,5) a (rz,7y) = (5,3) — a popiste jednu
moznou strategii, ktera mu zabezpeci vyhru.

b) (8 bodii) Popiste co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery pro dané hod-
noty X, Y, ry ary zjisti, které z déti hru vyhraje, jestlize budou obé hrat
optimalneé.

Priklady

Vstup:

8110 V prvnim tahu Marenka pro-
vede fez po pfimce x = 3.

. Zbude ropucha a okolo ni
z kazdé strany jeden ctve-
rec. Jenicek sni jeden z nich,
Marenka druhy, a Jenickovi
ziistane ropucha.

Vstup:

53192 V druhém prikladu vyhraje Je-

' nicek.
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P-1-4
Pocita¢ Kvak

V leto$nim roéniku olympiddy se budeme setkdvat se specidlnim poci-
tacem nazvanym Kvak. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této
ulohy je popsano, jak pocita¢ Kvak funguje a jak se programuje.

Soutézni tloha.

a) (3 body) V roufe pocitace je jedno ¢islo. Napiste program pro Kvak,
ktery vypise 1, jestlize je to prvocislo, zatimco v opacném pripadé vy-
pise 0.

Plny pocet bodu dostanete za libovolné feseni, které bude mit méné
nez 100 prikazu a pro libovolny vstup vykona méné nez 10 000 krokii.

b) (4 body) V roufe pocitace je posloupnost kladnych ¢isel. Délka této
posloupnosti je mensi nez 65 000. Napiste program pro Kvak, ktery tuto
délku spocita a vypisSe. Plny pocet bodu dostanete za feSeni, které bude
mit linedrni casovou slozitost.

¢) (8 body) Pocitac¢ Kvak se nam poskodil, takze dokaze provést piikaz
put pouze desetkrat a poté se definitivné zastavi. VSechny ostatni prikazy
provadi pocita¢ bez problémti.

V roufe pocitace je neprazdna posloupnost ¢isel. Je mozné napsat
program pro takto poskozeny Kvak, ktery bez ohledu na délku vstupni
posloupnosti spocita a vypise jeji maximum? Jestlize ano, napiste takovy
program. V opacném pripadé dokazte, ze to neni mozné.

V letosnim roc¢niku olympiady se budeme setkavat se specidlnim po-
¢itacem zvanym Kvak.

Jediny datovy typ, se kterym Kvak pracuje, se nazyva number, coz je
celé ¢islo z rozsahu od 0 do 65535 véetné.! VSechny matematické vypocty
provadi Kvak modulo 65 536, takze napriklad hodnotou vyrazu 65 530410
je 4.

Kvak pouziva 26 proménnych, které nazyvame registry. Registry jsou
oznaceny pismeny a az z a v kazdém z nich miize byt ulozena jedna
hodnota typu number. Na zacatku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Kromé registrii ma Kvak jesté jednu jednosmeéernou rouru neomezené
délky, do které se mohu ukladat hodnoty typu number. Je to jedina datova
struktura, kterou Kvak pouziva. S rourou lze provadét dvé operace:

> vlozit do ni ¢islo z registru X piikazem put X,

1 65535 = 216 — 1, typ number je tedy pfesné to, co znate jako 16bitové celé &islo
bez znaménka.
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> z opacného konce roury odebrat ¢islo a ulozit ho do registru X piika-

zem get X.

Cisla se v roufe poéitace nemohou piedbihat, Kvak je tedy bude odebi-
rat ve stejném poradi, v jakém je do roury vlozil.? Roura méa neomezenou
kapacitu, lze do ni vlozit libovolné mnozstvi ¢isel. Neni-li feceno jinak,
roura je na zacatku vypoctu prazdna.

Pocita¢ Kvak mé také moznost vypisovat ¢isla (vysledky vypoétu) na
vystup.

Prikazy

V nasledujici tabulce jsou shrnuty vsechny ptikazy, které Kvak umi
provadét a které tedy muzete pouzivat v programech.

prikaz viyznam prikazu

get X Kvak odebere jedno ¢islo z roury a ulozi ho do registru X.
put X Kvak vlozi do roury ¢islo z registru X.

put ¢islo Kvak vlozi dané ¢islo do roury.
print Kvak odebere jedno ¢islo z roury a vypiSe ho na vystup.

add scitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
jejich soucet.

sub odcitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
jejich rozdil (prvni minus druhé).

mul nasobeni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
jejich soucin.

div déleni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
celou ¢ast jejich podilu (prvni lomeno druhé).

mod zbytek: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
zbytek, ktery da prvni z nich po celociselném déleni dru-
hym.

label L navésti: Toto misto v programu dostane oznaceni L (kde
L muze byt libovolny fetézec). Stejné navésti nesmi byt
v programu vicekrat.
jump L skok: Kvak bude pokracovat v provadéni programu od
mista, které ma oznaceni L.
jz X L skok jestlize nula: Je-li v registru X nula, Kvak provede
prikaz jump L.
jeq X Y L skok jestlize se rovnaji: Je-li v registrech X a Y stejna
hodnota, Kvak provede piikaz jump L.

2 Takovou datovou strukturu obvykle nazyvame fronta.
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jgt X Y L skok jestlize je vétsi: Je-li v registru X vétsi hodnota nez
v registru Y, Kvak provede ptikaz jump L.
jempty L skok jestlize je prazdna: Neni-li v roufe zadné ¢islo, Kvak
provede prikaz jump L.

stop konec: Kvak ukonci sviij vypocet.

Pokud se béhem vypoctu stane, ze se pokusime odebrat ¢islo z roury
pocitace a roura pritom bude prazdna, nastane chyba. Chyba nastane
také tehdy, kdyz se pokusime délit nulou, pocitat zbytek po déleni nulou,
nebo skoc¢it na neexistujici misto v programu. Dojde-li vypocet programu
na konec, Kvak po provedeni posledniho piikazu korektné skonéi (jako
kdyby na konci programu byl jesté piikaz stop.)

V zapisu programu miuzeme psat vice prikazi na jeden radek, v tako-
vém pripadé je od sebe oddélujeme strednikem.

Priklad 1

Nésledujici program spocita a vypise soucet vSech cisel od 1 do 20.

put 20

put O

label start
get a

jz a

end

put a ; put a ; put 1
add

sub

get b ; put b
jump start
label end
print

Pokazdé, kdyz se Kvak pri provadéni programu dostane ke tretimu
fadku (label start), budou v roufe pravé dvé ¢isla. Jestlize prvni z nich
oznac¢ime N, hodnota druhého bude rovna souc¢tu S = (N +1)+...+420.
Poté nacteme N do registru a. Je-li N = 0, mame v roure hledany soucet,
mutizeme ho vypsat na vystup a skoncit. V opacném pripadé chceme pro-
vést dveé véci: Pricist IV k dosud ziskanému souctu, a nasledné N zmensit
o 1. Po provedeni fadku Sest (tfi prikazy put) mame v roufe postupné
¢isla: S, N, N, 1. Piikaz add sec¢te prvni dvé, po jeho provedeni bude
v roure trojice ¢isel NV, 1, N 4+ 5. Po vykonani dalsiho prikazu sub budou
v routfe hodnoty N+S5 a N —1. To uz je témér to, co potrebujeme, jenom
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v opacném poradi. Proto prvni z nich nacteme do registru b a znovu vlo-
zime do roury.

Priklad 2

V roufe je neprazdna posloupnost ¢isel. NapiSeme program, ktery spo-
¢itd a vypiSe na vystup jejich soucet. (Pfesnéji, jeho zbytek po déleni
65536.)

Budeme stale opakovat nasledujici postup: Zjistime, zda jsou v roure
aspon dveé ¢isla. Jestlize ano, néktera dvé z nich secteme a nahradime je
jejich souctem. Pokud tam uz dvé ¢isla nejsou, zlistalo tam tady uz jenom
jediné a to zjevneé souctem vsech ptivodnich ¢isel. V programu pro pocitac
Kvak mizeme tuto myslenku implementovat napriklad néasledovneé:

label cyklus
get a

jempty konec
put a

add

jump cyklus

label konec
put a
print

Na zacatku kazdé iterace odebereme z roury jedno ¢islo a vlozime
ho do registru a. Pokud se tim roura vypréazdnila, mame v registru a
hledany soucet, staci ho uz jenom vypsat. Pokud ne, ¢islo z registru a
vratime zpét do roury. V tom okamziku jsou v roufe alespon dvé cisla
a miizeme tedy bez obav provést prikaz add.

Casovi sloZitost tohoto Tesent je linearni vzhledem k poétu éisel, kterd
byla na zacatku vypoctu v roure. Kazda iterace cyklu totiz provadi jen
konstantni pocet piikazi a zmensi nam o jedno pocet ¢isel v roufe.

P—11-1

Aquapark

V aquaparku maji t¥i tobogany. Spravce aquaparku se rozhodl zjistit,
nakolik je navstévnici vyuzivaji. M4 k dispozici nasledujici informace:
> Jak dlouho trva jedna jizda na kazdém toboganu (Casy Ty, Ta, T3).
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> Jak dlouho trva, nez navstévnik dojde od koncii tobogant k jejich

zaCatktm (Cas D). Tobogany jsou umistény tak, Ze cesta od konce libo-

volného toboganu k zacatku libovolného toboganu trva stejné dlouho.

> Pro kazdy tobogan fotoburikou zaznamenané casy, kdy néktery z na-
vstévnikll aquaparku nasedl na tento tobogan.

7 téchto informaci se presny pocet navstévniki vyuzivajicich tobo-

gany vétsinou nedd uréit. Muzeme ale urcit minimélni pocet lidi, kteri

mohli tobogany vyuzivat tak, aby to odpovidalo zaznamenanym tdajim.

Soutézni tloha. Na zakladé informaci o délce jizdy na toboganech,
trvani cesty zpét nahoru a casech jednotlivych nasednuti na tobogany
urcete minimalni mozny pocet lidi, ktefi mohli vyuzivat tobogany.

Jinymi slovy, najdéte nejmensi ¢islo K takové, ze existuje rozvrh po-
hybu pro K lidi, podle kterého nékdo nasedne v kazdém ze zaznamena-
nych ¢ast na prislusny tobogan. Nezapomente, ze kdyz nékdo nasedne
na tobogan i v ¢éase T', tak dalsi jizdu (na kterémkoliv z toboganti) mize
tento clovék zacit nejdrive v case T+ T; + D.

Nezapomente také zduvodnit spravnost svého algoritmu.

Format vstupu: Na prvnim radku vstupu jsou tfi ¢isla Ty, To, T3 —
délky jizd na jednotlivych toboganech. Na druhém radku je jedno ¢islo
D — cas potfebny na vystup od konct tobogant nahoru k jejich za-
catktim. Nasleduji tii fadky s informacemi o uskutec¢nénych jizdach na
jednotlivych toboganech. Kazdy z nich zacina ¢islem N;, udavajicim po-
¢et jizd, které se na toboganu 7 uskutecnily. Na raddku pak nasleduje N;
¢isel a;; (1 = j £ N;), kterd predstavuji casy nasednuti na tento tobogan.
Pro kazdy tobogan je tato posloupnost ¢asti usporadana vzestupné.

Plati: 0 £ Ny, N2, N3 < 1000000,

1 é Tl, TQ, T3, D, Q45 § 500 000 000.

Format vistupu: Vypiste jediné ¢islo — minimalni pocet navstévniki
aquaparku, pro néz mohla zaznamenand situace nastat.

Priklady

Vstup: Vijstup:

123 2

1

217

32511

13

Jeden mozny zpitsob, jak mohli dva lidé uskutecnit vSechny zazname-
nané jizdy: prvni z nich jel na prvnim, pak na tretim, a opét na prvnim
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toboganu (v ¢asech 1, 3 a 7), zatimco druhy c¢lovék absolvoval viechny
tii jizdy na druhém toboganu.

Vstup: Vistup:
456 6

10

223

31715

15

V tomto piipadé zadny navstévnik nemohl stihnout dvé jizdy, proto
jich urcité muselo byt Sest.

P-l1-2
Oploceni farmy

Premysl se doslechl, ze se v zemédélstvi toci velké penize, a rozhodl se, ze
v ném také zacne podnikat. Netrvalo dlouho a uz vlastnil rozlehlou farmu,
na niz péstoval mnozstvi zajimavych plodin. Pfemyslova zemédélska ptida
ma obdélnikovy tvar a je rozdélena na R x S stejné velkych ¢tvercovych
policek. Na kazdém policku se péstuje jedna plodina.

Nedavno se farma ocitla v nebezpeci, nebot v jejim okoli se premno-
zili zajici, ktefi si radi pochutnavaji na péstovanych rostlinach. Proto se
Premysl rozhodl, ze na farmé necha postavit plot, ktery ochrani plody
jeho prace.

Jelikoz v okoli neni velka konkurence v oblasti stavebnictvi, Pfemys-
lovi se podafilo sehnat pouze jeden kontakt — firmu Ctverce s.r.o., ktera,
se specializuje na stavebni prace étvercového charakteru. Firma Ctverce
s.r.o. nabidla, ze postavi na farmeé plot, ktery ochrani zvolenou ¢tvercovou
¢ast pozemku.

Soutézni tloha. Premysl premysli, kde ma nechat plot postavit. Plot
miuize chranit ¢tvercové izemi libovolné velikosti. Musi ale vést po hrani-
cich mezi policky, takze kazdé policko ochrani bud celé, nebo viibec. Pre-
mysl navic pozaduje, aby plot chranil policka s alespon dvéma riiznymi
plodinami. Chce mit totiz jistotu, Ze nezistane na trhu jenom s jednim
produktem. Pomozte Premyslovi zjistit, kolik ma moznosti na postaveni
plotu.

Format vstupu: Na prvnim rfadku vstupu jsou zadany rozmeéry po-
zemku — pocet fadk R a pocet sloupcii S, a déle pocet plodin K, které je
mozné na farmé péstovat. Plati 1 £ R, S < 2500,1 < K < 1000 000 000.
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Na kazdém z dalsich R fadkt vstupu je vzdy uvedeno S ¢isel — popis,
které plodiny se péstuji na jednotlivych polickach. Plodiny jsou oznaceny
¢isly od 0 do K — 1.

Format vystupu: Vypiste jediné ¢islo — kolika zptsoby muze Premysl
postavit na farmé plot, ktery ohradi ¢tvercovou oblast, na niz se péstuji
aspon dveé rizné plodiny.

Priklad

Vstup: Vistup:
3610 8
100017

200077

300077

Mame pét moznosti, jak Ize postavit plot kolem oblasti velikosti 2 X 2,
a tfi moznosti, jak lze postavit plot kolem oblasti velikosti 3 x 3.

P-1I1-3
Omezovac rychlosti

Spolecnost Expresni posta dorucuje zasilky po celé Evropé. V posledni
dobeé ale jeji ridi¢i casto prehlizeli dopravni znacky a dostavali pokuty
za prekrofeni maximalni povolené rychlosti. Reditel spolecnosti proto
rozhodl, Ze necha do kazdého auta namontovat omezovac rychlosti. Ten
funguje nasledovné: ridi¢ si na ném pred jizdou nastavi maximalni pri-
pustnou rychlost v a pristroj se pak automaticky postara o to, aby auto
béhem celé jizdy nikdy nepiekroéilo tuto rychlost. Reditel spole¢nosti
navic vydal nafizeni, ze si fidi¢ musi pred kazdou jizdou nastavit takové
omezeni rychlosti, aby na trase, kterou pojede, neprekrocil zadnou maxi-
malni povolenou rychlost.

Soutézni tloha. Je dana silni¢ni sit, po niz jezdi ridi¢i spolec¢nosti
Expresni posta. Tato silni¢ni sit obsahuje NV mést, mezi nimiz vede celkem
M rtznych cest. Kazda cesta spojuje dvé mésta, pricemz cesty se mimo
mésta kiiz pouze mimotroviiové (tzn. mimo mésta nelze odbocit z jedné
cesty na jinou). Pro kazdou cestu zndme jeji délku (v kilometrech) a
maximélni povolenou rychlost (v kilometrech za hodinu).

Pro danou dvojici mést x a y miize existovat vice zptisobt, jak lze po
cestach dojet z mésta x do mésta y. Napiste program, ktery pro vSechny
dvojice mést & a y uréi minimalni ¢as potfebny na cestu z mésta x do
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mésta y pri pouziti omezovace rychlosti a dodrzeni nafizeni reditele spo-
lecnosti.

Formadt vstupu: Prvni fadek obsahuje dvé kladna celd cisla N, M
(1SN <50,1 £ M <1000) — pocet mést a pocet cest mezi nimi.
Jednotliva mésta jsou na vstupu oznacena cisly 1 az N.

Kazdy z nasledujicich M adkt popisuje jednu cestu a obsahuje ¢tyri
¢isla 7, 7, d, m. Ta udévaji, ze cesta spojujici mésta ¢ a 7 ma délku d kilo-
metri a maximalni povolenou rychlost m kilometrti za hodinu. Vsechny
cesty jsou obousmeérné. Mezi dvéma mésty muiize byt postaveno vice cest
rizné délky a s riiznou maximalni povolenou rychlosti.

Mizete predpokladat, ze mezi kazdou dvojici mést existuje aspon
jedna trasa (kterd muze byt tvofena vice navazujicimi cestami).

Vsechny vzdalenosti a rychlosti jsou na vstupu uvedeny s presnosti
nejvys$e na 3 desetinnd mista. Pro kazdou vzdalenost d plati 1 £ d <
< 1000000, pro kazdou maximalni povolenou rychlost m plati 5 < m <
< 100 000.

Format vystupu: Vystup bude tvoren N fadky, z nichz kazdy obsahuje
N c¢isel. Cislo v i-tém fadku a j-tém sloupci uréuje minimélni ¢as (v ho-
dinéch) potiebny na jizdu mezi mésty i a j. Vysledek uvedte s presnosti
na t¥i desetinnd mista.

P1i praci s redlnymi ¢isly v pocita¢i mohou vznikat zaokrouhlovaci
chyby. Tuto skutecnost mizete ve svém feSeni ignorovat — postupujte,
jako kdyby vSechny vypocty, které provadite, byly presné.

Priklad
Vstup: Vistup:
4 4 0.000 0.600 0.200 1.300
1240.060.0 0.600 0.000 0.333 0.500
1320.0100.0 0.200 0.333 0.000 1.300
2340.0120.0 1.300 0.500 1.300 0.000
2425.050.0
40km 6052
@ @
25 km
100 km 40 km i
120 km
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Z mésta 1 do mésta 2 se nejrychleji dostaneme pies mésto 3: pojedeme
celkem 60 kilometri rychlosti 100 km/h. Nejrychlejsi cesta z mésta 1 do
meésta 4 ovsem vede po trase 1-2-4, nikoliv 1-3-2-4.

P-1l-4
Pocita¢ Kvak
K tloze se vztahuje studijni text z lohy P-1-4.

Soutézni tuloha.

a) (3 body) Lucasova ¢isla jsou definovina nasledovné: Lo =2, L; =1
a pro kazdé n = 2 plati L, = Ly,_1 + Lp_o.

V roufe pocitace je jedno ¢islo n. Napiste program pro pocitac Kvak,
ktery spo¢ita a vypise hodnotu (L,, mod 65 536).

b) (3 body) V roufe pocitace je neprazdna posloupnost kladnych cisel.
Napiste program pro pocitac¢ Kvak, ktery zjisti, zda se v této posloupnosti
vyskytuje ¢islo 47, a podle toho vypiSe bud ¢islo 1 (pokud ano), nebo
¢islo 0 (pokud tam neni).

¢) (4 body) V route pocitace je neprazdna posloupnost kladnych cisel.
Napiste program pro pocita¢ Kvak, ktery na vystup vypise vsechna suda
Cisla obsazena ve vstupni posloupnosti. Nezélezi pritom na poradi, v ja-
kém je vypise, ale kazdé sudé ¢islo musi vypsat presné tolikrat, kolikrat
se vyskytlo na vstupu.

P-1Ill-1
Znovu ¢okolada

Jenicek bude mit zanedlouho narozeniny. Jeho sestra Marenka si jesté
dobfe pamatuje na olamanou ¢okoladu, kterou od Jenicka dostala pred
nekolika mésici. Rozhodla se proto, ze mu da k narozenindm podobny
darek. Zasla do sklepa a ze své tajné skryse vzala cokoladu, kterou si
tam kdysi ukryla. Mysi jiz stihly ohryzat i tuto ¢okoladu, ale to Mafence
nevadilo — stac¢i prece ohryzané ¢asti olamat.

Marenka je ovsem Sikovnéjsi nez Jenicek a uvédomila si, ze nemusi
lamanim vytvofit ¢tverec. Cokolady maji pfece ¢asto obdélnikovy tvar.
Tim ziskd mnoho novych moznosti, jak lze vyrobit darek pro Jenicka.

Soutézni tloha. Je dan plvodni pocet radkid R a pocet sloupci S
cokolady a matice R x S nul a jednicek udéavajici, ktera policka cokolady
zustala zachovana cela. Urcete, kolika zpusoby muze Marenka uskutecnit
svij plan. Jinymi slovy, spocitejte, kolika zpiisoby lze ve zbytku ¢okolady
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vyznacit obdélnik bez dér. Vsechny hrany obdélnika musi samoziejmé
lezet na hranach policek. Stejné velké obdélniky umisténé na ruznych
mistech ptivodni ¢okolddy povazujeme za ruzné reseni.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupu jsou dvé celd ¢isla R a S
oddélend mezerou. Nasleduje R tadki, pricemz na r-tém z nich je S
mezerami oddélenych celych ¢isel a1, ..., a, g. Je-li policko ¢okolady na
soufadnicich (r, s) celé, bude a, s = 1, v opacném ptipadé a, s = 0.

Format vystupu: Program vypiSe na vystup jediné c¢islo — hledany
pocet obdélnik.

Priklad:

Vstup: Vijstup:
35 33
01010

01110

11111

Na obrazku vpravo je zobrazena ¢okolada popsana na vstupu. Sedou
barvou jsou vyznacena policka, ktera uz mysi stihly poskodit.

Obdélnik 1 x 1 1ze na této ¢okoladé vyznacit deseti zpusoby, 2 x 1
péti, 1 x 2 Sesti, 3 x 1 dvéma, 1 x 3 ¢tyfmi, 1 X 4 dvéma, 2 x 2 dvéma,
1 x 5 jednim, a 2 x 3 také jednim zptisobem.

P-101-2
Sachovnice

,Sach-mat,“ oznamil s sklebkem Jenicek. Mafenka méla sice dosud sa-
chy velmi rada, ale uz ji to pfestava bavit: pravé s Jenickem prohrala
sedmnéactou partii po sobé. Vymyslela si proto novou, vlastni hru, v niz
Jenicka urcité porazi.

Hracim planem je Sachovnice, ktera je smérem doprava a nahoru ne-
konecna. Kazdé policko této Sachovnice mizeme oznacit dvojici nezapor-
nych celych ¢isel (z,y). Policko v levém dolnim rohu Sachovnice mé ozna-
¢eni (0,0), smérem doprava roste soutradnice x, smérem nahoru vzrista
soufadnice y.

Na sachovnici je rozmisténo N Sachovych koni. Na zacatku i kdykoliv
béhem hry muze stat vice koni na témze policku. Koné se pohybuji po-
dle sachovych pravidel. Jsou povoleny pouze takové tahy, pri nichz kin
neopusti Sachovnici a navic klesne soucet obou soufadnic (viz obrazek
na nasledujici strané).
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Hréc, ktery je na tahu, si vybere nékolik koni (muze si jich vybrat,
kolik chee, ale musi vzdy aspon jednoho) a kazdym z nich provede jeden
tah. Hraci se ve hre pravidelné stridaji. Prohrava ten, kdo nemtize provést
dalsi tah (tzn. nemize pohnout podle pravidel zadnym koném).

Marenka si uz napsala program, ktery za ni bude hrat tuto hru op-
timalnim zpusobem. Jenicek ale programovat neumi, a proto by privital
vasi pomoc.

Soutézni tloha. Je dan pocet koni N a jejich pocatecni rozmisténi na
Sachovnici. Prvni tah provadi Jenicek.

Napiste program, ktery zjisti, kdo vyhraje, kdyz budou oba hraci hrat
optimalné. Pokud zvitézi Jenicek, vas program by mu mél také poradit
prvni tah libovolné vyhravajici strategie.

Jestlize ilohu nedokazete vytesit pro obecné N, ¢ast bodi dostanete
i v pripadé, ze ji vytesite pro jednoho koné, pripadné pro dva koné zaci-
najici na souradnicich mezi (0,0) a (100, 100).

a |

(0,0) 4 R

Vsechny povolené tahy koném na souradnicich (3,2)

Formadt vstupu: Prvni fadek vstupu obsahuje pocet koni N. Na kaz-
dém z nasledujicich N radkua jsou dvé cisla r; a s;, ktera urcuji radek
a sloupec, kde se nachézi -ty kun na zacatku hry.

Format vystupu: Prvni fadek vystupu bude obsahovat jméno hrace,
ktery vyhraje (Jenicek nebo Marenka). Jestlize vyhraje Jenicek, vypiste
pro kazdého koné, kterym ma Jenicek v ivodnim tahu tahnout, radek
s Cisly 74, Sa, Th, Sp — puvodni a nova poloha koné. Na poradi téchto
radki nezalezi.

Priklad 1:

Vstup: Vigstup:

1 Marenka
04

115



Jenicek musi tahnout na (1, 2), odtud Mafenka tahne koném na (0, 0)
a vyhraje.

Priklad 2:

Vstup: Vystup:
2 Jenicek
31 3110
21 2100

Po uvedeném tahu Jenicka Maienka ihned prohraje, nebot ani jednim
koném uz nemiize pohnout.

Vsimneéte si, ze kdyby Jenicek nechal koné z policka (3,1) na piivod-
nim misté, prohraje. Prohral by i v pripadé, ze by tohoto koné presunul
na policko (1,2), bez ohledu na to, zda by druhym koném pohnul, nebo
ne.

P-II1-3
Pocita¢ Kvak
K tloze se vztahuje studijni text z tilohy P-1-4.

Soutézni tloha.

a) (8 body) V roufe pocitace je posloupnost kladnych celych disel.
Oznacme si je ay,asg,...,ayn v poradi, v némz se v roufe nachazeji. Na-
piste program, ktery zkontroluje, zda je tato posloupnost rostouci. Pokud
ano, program ukondéi vypocet, aniz by cokoliv vypsal. Jestlize posloupnost
neni rostouci, program zjisti a vypiSe nejmensi ¢ takové, ze a; = a;y1.

b) (7 bodi) V roufe pocitace je posloupnost kladnych celych éisel.
Vite, ze jedno z téchto ¢isel ma v route nadpolovi¢ni vétsinu — toto ¢islo
se tedy v roufe vyskytuje vicekrat, nez vSechna ostatni ¢isla dohromady.
Napiste program, ktery toto ¢islo najde a vypise.

Mravenci
Program:  mravenci.pas / mravenci.c / mravenci.cpp
Vstup: mravenci.in
Vijstup: mravenci.out

Praveé zac¢ina jedna velmi podivna soutéz. Porota si pripravila N stej-
nych mfizek obdélnikového tvaru. Mrizka je tvorena R + 1 vodorovnymi
a S+ 1 svislymi ¢arami. Kazdy soutézici dostane jednu mrizku a nékolik
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prekazek. Jeho tkolem je rozmistit vsechny prekazky, které dostal, na
ruzné mrizové body. Takto upravenou mrizku pak odevzda poroté.

L
|
|
|
|

(R, S)

Priklad mrizky pro R=2a S =4
Jsou vyznaceny 2 z 5 cest mravencu.

Porota do levého horniho rohu mrizky vypusti specialni druh mraven-
cu. Tito mravenci se pohybuji pouze smérem dolti a doprava, a to jen po
Caréach tvoricich mrizku. Mravenci se navic navzajem nemaji radi, a proto
zadni dva neptijdu iplné stejnou cestou. Do pravého dolniho rohu dorazi
tudiz presné tolik mravencii, kolik existuje riznych cest mezi levym hor-
nim a pravym dolnim rohem mfizky. Jelikoz tento pocet mize byt velky,
pri vyhodnocovani soutéze se uvazuje jenom zbytek, ktery dostaneme po
déleni tohoto poctu ¢islem 10° + 9.

Soutézni dloha. Je dano N mrizek, vsechny maji R+ 1 vodorovnych a
S+1 svislych ¢ar. Pro kazdou mrizku je dan pocet rozmisténych prekazek
a jejich souradnice. Vasim tkolem je urcit pro kazdou mrizku hodnotu
X mod 1000000009, kde X je pocet riznych zptisobi, jimiz se 1ze dostat
z levého horniho do pravého dolniho rohu prislusné mrizky.

Pozndamka. Je mozné, ze v nékterych vypoctech bude potieba pouzivat
64bitova celd ¢isla (typ long long v C/C++, int64 v Pascalu).

Format vstupu: Na prvnim tadku vstupniho souboru mravenci.in
jsou tii kladna cela ¢isla R, S a N oddélend mezerami. Nasleduje N po-
pisi jednotlivych mrizek.

Kazdy popis mrizky zac¢ina radkem obsahujicim jedno nezaporné celé
¢islo K, které predstavuje pocet prekazek rozmisténych na této mrizce.
Dalsich K radkt popisuje polohy prekazek. Kazdy z nich obsahuje dvé
mezerou oddélend ¢isla r;, s; (0 < r; < R, 0 < s; £ 5), priCemz 1; je
soufadnice fadku a s; souradnice sloupce, kde lezi i-t4 prekazka. Zadné
dvé prekazky nelezi na stejnych souradnicich a zadna prekazka nelezi na
soutadnicich (0,0), kde mravenci za¢inaji.
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Omezend velikosti proménngjch:
V testovacich datech budou proménné R, S, N a K rovny nejvyse
hodnotam uvedenym v nasledujici tabulce:

C. testu R S N K
1 5 5 5 5
2 7 7 7 7
3 10 10 10 10
4 100 100 50 15
5 1000 1000 50 15
6 1200 100000 1 15
7 1000 1000 1000 2
8 1000 1000 1000 10
9 2000 2000 200 15

10| 15000 15000 50 10
11 1000 1000 1000 50
12 2500 2500 200 100
13| 20000 10000 200 50
14| 100000 100000 2 30
15| 100000 100000 100 50

Format vystupu: Pro kazdou mrizku vypiste jeden radek s jednim ce-
lym ¢islem do souboru mravenci.out: hodnotu X mod 1 000 000 009, kde
X je pocet rtiznych zptsobii, jimiz lze dojit z levého horniho do pravého
dolniho rohu této mrizky.

Priklad:

Vstup: Vijstup:

242 5

2 1

12

20 Prvni miizka je zobrazena na obrazku.
2 Ve druhé mrizce vede jedina mozna
01 cesta bodem (2,0).

11
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P-1Il-5
Hurikan

Program:  hurikan.pas / hurikan.c / hurikan.cpp
Vstup: hurikan.in
Vigstup: hurikan.out

Souostrovi Kiribati je tvoreno N ostrovy. Jesté predevéirem byla mezi
témito ostrovy postavena celd sit mosti, po nichz se dalo pohodlné prejet
z kazdého ostrova na libovolny jiny. Vcera se ale piehnal pres Kiribati
hurikdn Hermano a mnohé mosty znicil, takze jich zbylo pouze M. A co
je jesté horsi, K z téchto M most ma narusenou statiku. Mistni statik
zjistil, ze v kazdém z nasledujicich K dni spadne jeden z téchto K posko-
zenych mosti.

Mistni vlada potrebuje zajistit, aby se obyvatelé i nadale mohli dostat
kazdy den z libovolného ostrova na libovolny jiny. Rozhodla se proto
najmout nékolik prevozniki. Kazdy prevoznik zabezpec¢i dopravu mezi
jednou konkrétni pridélenou dvojici ostrovii.

Soutézni tloha. Program dostane na vstupu popis mosti, které zi-
staly zachovany po fadéni hurikanu, a poradi, v némz spadnou ty z nich,
které jsou poskozeny. Program urc¢i pro dnesek i pro kazdy z nasledujicich
K dni, jaky nejmensi pocet prevozniku stac¢i na prislusny den najmout.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru hurikan. in obsahuje
dvé celd cisla N a M (2 £ N, 1 £ M), kterd udavaji pocet ostrovi a
pocet mostli. Ostrovy jsou ocislovany od 1 do N.

Kazdy z néasledujicich M radk® popisuje jeden most. Most je urcen
dvojici celych ¢isel a; b; (1 < a;,b; < N, a; # b;) — cisla ostrovu, které
dany most spojuje. Mosty si ocislujeme od 1 po M v poradi, v némz jsou
zadany na vstupu. Jednu dvojici ostrovii miize spojovat i vice mosti.

Nasleduje radek obsahujici celé ¢islo K (1 < K < M), které pred-
stavuje pocet poskozenych mostii. Na poslednim fadku vstupu je K me-
zerami oddélenych ¢isel — ¢isla poskozenych mosta v poradi, v jakém
spadnou.

Omezent velikosti proménnijch:

Ve vSech testovacich vstupech bude platit M, N < 200000. V sadach
testovacich dat 1 az 4 bude platit N < 1000. V sadach 1 az 7 bude platit
K < 100.

Format vystupu: Program vypise do souboru hurikan.out K + 1
adkil obsahujicich vzdy jedno celé é&islo. Cislo na i-tém fadku vystupu
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udavd minimélni pocet prevozniki, kteri jsou zapotifebi, kdyz spadne
prvnich i — 1 poskozenych mostii.

Priklad:

Vstup: Vistup:

4 4 0

12

32

13

34

3

243

Dnes je jesté mozné prejit po mostech mezi kazdymi dvéma ostrovy.
Bude to mozné i zitra, az spadne most 3-2. Az pozitfi spadne most 34,
bude jiz tieba najmout jednoho prevoznika, aby nebyl ostrov 4 izolovany
od ostatnich. Po padu mostu 1-3 ziistane stat jediny most 1-2. Tehdy uz
bude zapotrebi zaméstnavat dva prevozniky.

N =~ O
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Kategorie Z5

Texty tloh

Z5-1-1

Housenka Leona spadla doprostied ¢tvercové sité. Rozhodla se, ze poleze
,,do spirdly“ tak, jak je naznaceno na obr. 35; na zadném ¢tverecku nebude
dvakrat a zadny ¢tverecek nevynecha.
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Obr. 35

7 prvniho ¢tverecku na druhy lezla smérem na vychod, z druhého na
tfeti smérem na sever, ze tretiho na ¢tvrty smérem na zapad, ze ctvrtého
na paty rovnéz na zapad, z patého na Sesty na jih... Kterym smérem
lezla z 81. na 82. ¢tverecek? (M. Petrovd)

Z5-1-2

Misa si z papiru vystiihla dva stejné ctverce, jeden obdélnik o rozmérech
10cm x 24 cm a jesté jeden obdélnik. Jaké rozméry mohl mit tento obdél-
nik, pokud Slo ze vsech ctyr Utvarh slozit ¢tverec, aniz by se jednotlivé
dily prekryvaly? Takovych obdélnikt lze nalézt nékolik, uved alespon
CtyfTi. (L. Simiinek)
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Z5-1-3
Vyftes nasledujici algebrogram a najdi vSechna TeSeni. Stejnd pismena

nahrad stejnymi ¢islicemi, rtizné rtznymi.

OSEL
SEL
EL

L

10034
(M. Volfova)

Z5-1-4

Nina dostala od pani ucitelky nésledujici karticky:

M4 z nich vsech sestavit priklad pro své spoluzaky. Pomoz Niné a sestav
jeden takovy priklad tak, aby kazdé déleni vyslo beze zbytku. Jaky bude
vysledek? (M. Petrova)

Z5-1-5

Nase tfi tiidy, celkem 84 zaki, sly do kina. Listek sice stal 50 K¢, ale
kazdy 12. zak mél polovicni slevu a kazdy 35. vstup zdarma. Kolik stélo
vstupné pro vSechny zaky? (M. Volfova)

Z5-1-6

Kluci nasli stary plan minového pole (obr. 36). Cisla jsou na polich, kde
zéddné miny nejsou, a udavaji pocet zaminovanych sousedicich poli. Urdi,
kolik je v poli celkem min a kde jsou. (Pole sousedi tehdy, maji-li spole¢ny
vrchol nebo stranu.) (M. Volfova)
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Obr. 36
zZ5-11-1

Matéj a jeho kamaradi sli koledovat. Kromé jablicek, ofiski a pernikt
dostal kazdy z chlapcii i pomerance. Jarda dostal jeden pomeranc¢, Milan
také. Po dvou pomerancich dostali Radek, Patrik, Michal a Dusan. Matéj
dostal dokonce ¢tyrfi pomerance, coZ bylo nejvic ze vSech chlapcii. Ostatni
chlapci dostali po tfech pomerancich. Kolik chlapci slo na koledu, kdyz
vSichni dohromady dostali 23 pomeranci? (M. Volfova)

Z5 - 11 -2

Ruménice Josefina dopadla na stil doprostied cCtvercové sité tvorené
81 ¢tverecky (obr. 37). Rozhodla se, Ze z ni nepoleze pry¢ pfimo, ale nasle-

T
[

Obr. 37

dujicim zptisobem: nejprve jeden ¢tverecek na jih, pak jeden na vychod,
déle dva na sever, poté dva na zapad a opét jeden na jih, jeden na vychod,
dva na sever, dva na zapad... Na kterém ctverecku byla tésné predtim,
nez slezla z této sité? Po kolika ¢tvereceich této sité lezla? (M. Petrovd)
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Z5-11-3

Jura mé tycky délek 2 cm, 3cm, 3cm, 3cm, 4cm, 5cem, 5cm, 5cm, 6 cm,
6cm a 9cm. Skladé z nich strany trojihelniki tak, ze zadné tycka neni
soucasti strany dvou a vice trojuhelniki. Mize pouzit tolik tycek, ko-
lik chce, ale nesmi je lamat a pouzité tycky musi lezet celé na hranici
trojuhelniku. Jura tvrdi, ze se daji pouzit na poskladani stran tii troj-
thelniki se stejnymi obvody. Ma pravdu? Jaky nejvétsi obvod by mély
tyto trojihelniky? (M. Dillingerova)
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Kategorie Z6

Texty uloh

Z6-1-1

Jenicek s Marenkou chodi k babicce, kterd ma cukrarnu a prodava perni-
ky. Oba dva ji samoziejmé pomahaji, hlavné se zdobenim. Za dobu, kdy
babicka ozdobi pét perniku, ozdobi Mafenka tii a Jenicek dva. Pfi po-
sledni navstéve ozdobili vSichni t¥i dohromady pét plnych tact. Marenka
s babickou zdobily po celou dobu, Jenicek kromé zdobeni rovnal perniky
po dvanacti na jeden tac a odnasel je do spize. VSichni tfi ve stejnou
dobu zacali i skondili.

1. Kolik pernicki ozdobil Jenicek?

2. Jak dlouho jim celd prace trvala, kdyz babicka ozdobi jeden pernicek

za 4 minuty?
3. Jak dlouho pomahal Jenicek zdobit? (M. Petrova)

Z6 - 1-2

Ctyfmistny PIN kéd Rastislavova mobilu je zajimavy:
> jednotlivé ¢islice tvoii prvocisla,
> 1. a 2. ¢islice v tomto potradi vytvori prvocislo,
> 2. a 3. ¢islice v tomto poradi vytvori prvocislo,
> 3. a 4. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo.
Rastislav zapomnél sviij PIN kod, ale pamatuje si vsechny vyse uve-
dené vlastnosti a snazi se zaktivovat vypnuty mobil. Ktera cisla by mél

vyzkousSet? (M. Petrovd)

Z6 -1-3

Na nésledujicim obr. 38 je utvar slozeny ze sedmi stejnych ¢tyiihelniko-
vych dilkt stavebnice. Jaky je obvod tohoto tutvaru, jestlize obvod jed-
noho ¢tyriahelnikového dilku je 17 cm? (K. Pazourek)
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Z6 -1-4

Tatinek se rozhodl, Ze bude dévat svému synovi Mojmirovi vzdy jedenkrat
za meésic kapesné. Prvni kapesné dostal Mojmir v lednu. Tatinek kazdy
mésic kapesné zvysoval vzdy o 4 Ké. Kdyby Mojmir neutracel, mél by
po dvanactém kapesném pied Vanocemi 900 K¢é. Kolik K¢ dostal Mojmir
pfi prvnim kapesném v lednu? (L. Hozovd)

Z6-1-5

Doplnte misto hvézdicek cislice tak, aby soucet vysledku nésledujicich
dvou prikladd byl 5 842:

*2%7 2% 9%
3x 4 —*2x4
4x00 *54
(M. Dillingerovd)
Z6-1-6

Na skolni olympiadu vytvorili zaci 6.B stupné vitézi z dievénych krychli
(obr. 39). Kolik krychli celkem pouzili?

Obr. 39
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Sestavené stupné natteli po celém povrchu (kromé podstavy) na bilo
a po vyhlaseni vysledki sviij vytvor rozebrali. Kolik krychli mélo 6, kolik

5,4, 3,2, 1 ¢ zddnou sténu bilou? (M. Dillingerovd, M. Volfovd)
Z6 - 11 -1

Urcete obsah obdélniku, kdyz vite, Ze sitka je rovna % jeho délky a obvod

méri 148 cm. (M. Volfova)
Z6 -1l -2

Myslim si ¢tyrmistné ¢islo, jehoz kazda cislice je jina. Kdyz skrtnu po-
sledni dvé ¢islice v tomto cisle, dostanu prvocislo. Stejné tak dostanu
prvocislo i v pripadé, kdy vyskrtnu druhou a ¢tvrtou ¢islici, a dokonce
i v pripadé, kdy vyskrtnu prostfedni dvé ¢islice. Mé myslené ¢islo ovSem
prvoéislo neni — miizeme ho beze zbytku délit tfemi. Cisel, kterd maji
tyto vlastnosti, je vic. To mé je ale nejvétsi z nich. Které ¢islo si myslim?

(M. Petrova)

Z6-11-3

Krabicka tvaru krychle o hrané 4 cm je zcela naplnéna srovnanymi hra-
cimi kostkami, krychlickami s hranou délky 1cm. Vymyslete vSechny
rizné krabicky tak, aby meély ¢tvercové dno a do kazdé z nich se vSechny
kostky presné vesly. Napiste jejich rozméry. (M. Krejcovd)
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Kategorie Z7

Texty tiloh

Z7 -1-1

Do prodejny vina se v noci vloupal kocour. Vyskocil na polici, na niz byly
v dlouhé radé vyrovnany lahve s vinem — prvni tfetina lahvi zkraje stila
po 160 K¢, nasledujici tfetina lahvi stdla po 130 K¢ a posledni tietina po
100 K¢. Nejprve kocour shodil na zem lahev za 160 K¢, ktera stdla iplné
na zacatku rady, a pak postupoval dale a shazoval bez vynechani jednu
lahev za druhou. Nez ho to prestalo bavit, srazil 25 lahvi a ty se vSechny
rozbily. Rano majitel zalitoval, ze kocour nezacal se svym fadénim na
druhém okraji police. I kdyby totiz rozbil stejny pocet lahvi, byla by
skoda o 660 K¢ mensi. Kolik lahvi bylo ptivodné na polici?

(L. Simiinek)

27 -1-2

Na tabuli jsou napsand tii prirozena ¢isla a, b, ¢, pro ktera plati:
> nejvétsi spolecny délitel cisel a, b je 15,
> nejvetsi spolecny délitel cisel b, ¢ je 6,
> soucin cisel b, ¢ je 1800,
> nejmensi spolecny nasobek ¢isel a, b je 3150.

Kter4 to jsou ¢isla? (L. Simiinek)
Z7 -1-3

Ve étyithelniku K LM N zndme vyznacené tihly a vime, ze plati |[KN| =

= |LM] (obr. 40). Jaka je velikost thlu KNM? (L. Hozova)
Z7 -1-4

Krychle byla slozena z 64 krychlicek o hrané 2 cm. Pak bylo nékolik krych-
licek z viditelné strany odebrano (obr.41).
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Obr. 40 Obr. 41

1. Jaky je objem a jaky povrch ziskaného télesa?
2. Téleso bylo po celém povrchu natfeno ¢ervené, pak rozebrano na pi-
vodni krychlicky. Kolik z nich mélo 6, kolik 5, 4, 3, 2, 1 ¢i zadnou

sténu ¢ervenou? (M. Volfova)
Z7T -1-5
Na éiselné ose jsou zndzornéna Cisla 12z a —4x (obr.42). Znazorni na
této ose nulu a ¢islo x. (M. Petrovq)
: :
Obr. 42
Z7-1-6

Dopliite misto hvézdicek ¢islice tak, aby soucet vysledki nasledujicich
dvou prikladi byl 5 842:

*2%7 2% 9%
3x4x —*x254
4%0* * sk %
Uloha ma vice feSeni, uréete alesporn dvé. (M. Dillingerovd)
Z7 - 11 -1

Kfemilek a Vochomirka nasli bednicku s pokladem. Kazdy z nich si
nabral do jedné kapsy stiibrné mince a do druhé kapsy zlaté mince.
Kremilek mél v pravé kapse diru a cestou polovinu svych zlatek ztratil.
Vochomitirka mél diru v levé kapse a cestou domt ztratil polovinu svych
st¥ibrnaki. Doma vénoval Vochomiirka tretinu svych zlatek Kremilkovi
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a Kfemilek c¢tvrtinu svych stiibrndki Vochomurkovi. Kazdy potom mél
plesné 12 zlatek a 18 stiibrnakh. Kolik zlatek a kolik stfibrnaku si vzal
kazdy z nich z nalezeného pokladu? (M. Dillingerova)

Z7 - 11 -2

Na tabuli jsou napsana tii prirozend c¢isla x, y a z. Urcete kterd, pokud
vite, ze soucasné plati:
> x je z nich nejvetsi,
> nejmensi spolecny nasobek ¢isel x a y je 200,
> nejmensi spolecny nasobek ¢isel y a z je 300,
> nejmensi spolecny nasobek ¢isel z a z je 120.
(L. Simiinek)

Z7 -11-3

Pravidelna Sesticipa hvézda ABCDEFGHIJKL se stfedem S, znézor-
néna na obr. 43, vznikla sjednocenim dvou rovnostrannych trojihelniki,
7 nichZ kazdy mél obsah 72 cm?. Vypodéitejte obsah étyfihelniku ABCS.

(S. Bedndrovd)
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Kategorie Z8

Texty uloh
Z8-1-1
Napiste ¢islo 75 jako soucet nékolika po sobé bezprostiedné jdoucich
prirozenych ¢isel. Najdéte aspon Ctyfi Feseni. (M. Volfova)
28 -1-2

Tti kamaradky se sesly na chalupé a vyrazily na houby. Nasly celkem
55 hiibu. Po nédvratu si udélaly smazenici, rozdélily ji na ¢tyfi stejné
porce a pozvaly na ni kamarada Pepu. Liba dala na smazenici Sest ze
svych hiibti, Maruska osm a Sarka pét. Kazdé pak zbyl stejny pocet
hfibi. Pepa jim daroval bonboniéru, kde bylo 38 bonbont, a tekl, Ze se
maji spravedlivé rozdeélit podle toho, jak prispély na jeho jidlo.

1. Kolik hribi nasla kazda?

2. Jak se mély podle Pepy podélit? (M. Volfova)

Z8 -1-3

Sedadla v divadelnim sélu jsou rozdélena do tii kategorii podle jejich
vzdalenosti od jevisté. ,I. mista“ jsou nejblize jevisti, tvori dvé pétiny
kapacity salu a prodavaji se za 220 K¢. ,II. mista® tvori dalsi dvé pétiny
salu a prodavaji se za 200 K¢. Zbyvajici ,III. mista® se prodavaji za
180 K¢. Pred zahdjenim predprodeje na slavnostni premiéru bylo roz-
dano 150 vstupenek zdarma zvanym hostim. Vstupenky byly rozdavany
postupné od prednich mist salu dozadu. VSechny ostatni vstupenky pak
byly prodany. Kdyby se vSak volné vstupenky rozdavaly postupné od
zadnich mist dopredu, byla by trzba o 4320 K¢ veétsi. Kolik mist bylo
v salu? (L. Simiinek)
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Z8-1-4

Dostali jsme krychli, ktera méla délku hrany vyjadienou v centimetrech
celym cislem. VSechny jeji stény jsme obarvili na cerveno a poté jsme ji
rozrezali beze zbytku na krychlicky o hrané 1 cm.
> Lukas tvrdi, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je desetkrat
vice nez téch se tfemi obarvenymi sténami.
> Martina tika, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je patnact-
krat vice nez téch se tfemi obarvenymi sténami.
Pravdu ma vsak pouze jeden — kdo? A kolik métila hrana puvodni krych-
le? (L. Simiinek)

Z8-1-5

Ze ctverce o strané 6 cm odrizneme od kazdého vrcholu shodné rovnora-
menné pravotihlé trojihelniky tak, aby se obsah ¢tverce zmensil o 32 %.
Jakou velikost maji odvésny? (M. Krejéovd)

Z8-1-6

Ve dvou mistnostech vzdélavaciho centra se konaly prednasky. Pramérny
vék osmi lidi pritomnych v prvni mistnosti byl 20 let, priumérny vek
dvanécti lidi ve druhé mistnosti byl 45 let. V pribéhu prednasky odesel
jeden ucastnik a tim se primérny vék vSech osob v obou mistnostech
zvysil o jeden rok. Kolik let bylo ucastnikovi, ktery odesel?

(L. Hozovd)

Z8 - 11 -1

Primérny vek rodiny Kebulovych, kterou tvori otec, matka a nékolik déti,
je 18 let. Pritom prumérny vék rodiny bez tatinka, kterému je 38 let, je
14 let. Kolik déti maji Kebulovi? (L. Hozovd)

Z8 - 11 -2
Kolik existuje Sestimistnych prirozenych ¢isel, ktera maji na misté stati-
sicu ¢islici 1, na misté tisict Cislici 2 a na misté desitek ¢islici 3 a jsou
beze zbytku délitelna ¢islem 457 (L. Simiinek)
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Z8 -11-3

Na obr. 44 je Sestitihelnik ABEFGD. Ctyithelniky ABCD a EFGC jsou
shodné obdélniky a ¢tyfihelnik BEGD je také obdélnik. Urcete pomér
obsahii bilé a Sedé ¢asti Sestitthelniku, jestlize |AB| = 5cm a trojuhelnik
BEC je rovnostranny. (K. Pazourek)

D G

Obr. 44
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Kategorie Z9

Texty tloh

Z9-1-1

Dostal jsem zadana dvé prirozend cisla. Poté jsem je obé zaokrouhlil na
desitky. Urcete, kterd cisla jsem mél zadana, pokud vite, ze:
> podil zaokrouhlenych ¢isel je stejny jako podil ¢isel puvodnich,
> soucin zaokrouhlenych c¢isel je o 295 vétsi nez soucin ptivodnich cisel,
> soucet zaokrouhlenych cisel je o 6 vétsi nez soucet pivodnich Cisel.
(L. Simiinek)

Z9-1-2

Pat a Mat byli na vyleté. Vysli rano po osmé hodiné, kdy velka a malé
rucicka na Patovych hodinkach lezely v opa¢nych polopiimkach. V opac-
nych poloprimkach byly rucicky Patovych hodinek, i kdyz se oba pratelé
pred polednem vratili. Mat dobu vyletu méril na stopkach. Urcete i vy
s presnosti na sekundy, jak dlouho trvala cesta. Predpokladejte, ze Patovy
hodinky a Matovy stopky §ly presné. (M. Volfova)

Z9-1-3

Na obr. 45 je krychle o hrané 2 cm tvorena osmi krychlickami s hranou
lem. Osm stén krychlicek je obarveno c¢erné, ostatni jsou bilé. Pritom
z nich lze slozit krychli, jejiz povrch je bily. Kolika zptisoby mohou byt
krychlicky obarveny? Predpokladejte, ze stejné obarvené krychlicky ne-
dokézeme odlisit, mohou se tedy zaménit. (K. Pazourek)

. a—y

Obr. 45
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Z29-1-14

Adam a Eva dostali kosik, ve kterém bylo 31 jablek. Prvni den snédla
Eva tii ¢tvrtiny toho, co snédl Adam. Druhy den snédla Eva dvé tfetiny
toho, co snédl tyz den Adam. Druhého dne vecer byl kosik prazdny. Kolik
jablek snédla z kosiku Eva? (Adam i Eva jablka jedi celd a nedéli se o né.)

(L. Hozovd)

Z9-1-5

Ridi¢ prevazi mléko v cisterné tvaru vélce. Priimér podstavy je 180 cm,
délka cisterny je 4 m. Kolik hl mléka je v cisterné, jestlize je naplnéna do
ti{ ¢tvrtin priaméru (obr. 46)? (M. Krejéovd)

S ——

Obr. 46

Z9-1-6

V lichobézniku ABCD se zékladnami AB a C'D délky 7cm a 4 cm jsou
body S a T stiedy stran AD a BC (obr.47). Bod X je prusecik usecek AC
a ST, bod Y je prusecik tsecky AB a ptimky DX. Obsah ¢tyfihelniku
AY CD je 12cm?. Vypoctéte obsah lichobézniku ABCD.

(M. Dillingerovd)
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Z9 -11-1

Doplite do prazdnych policek obr. 48 ¢isla tak, aby v kazdém policku byl
soucet cisel ze vSech s nim primo sousedicich svétlejsich policek. Tedy ve
svétle Sedém policku je soucet cisel ze vSech bilych sousednich policek,
v tmaveé Sedém policku je soucet cisel ze vsech svétle Sedych sousednich
policek. (S. Bedndrova)

Z9 - 11-2

Sarka nalila dzus do skleni¢ky a hrnku a obé& nadoby doplnila vodou.
Hrnek mél dvakrat vétsi objem nez sklenicka. Pomér dzusu a vody ve skle-
ni¢ce byl 2 : 1 a v hrnku 4 : 1. Poté prelila obsah sklenicky i obsah hrnku
do dzbanu. Jaky byl pomér dzusu a vody ve dzbanu? (L. Hozovd)

Z9-11-3

Dostal jsem zadana dvé dvojmistna prirozend ¢isla. Poté jsem je obé za-
okrouhlil na desitky. Urcete, ktera Cisla jsem mél zadana, jestlize soucasné
plati:
> rozdil zaokrouhlenych ¢isel je stejny jako rozdil ¢isel ptivodnich,
> soucin zaokrouhlenych cisel je o 184 vétsi nez soucin ¢isel ptivodnich.
(L. Simiinek)

Z9-11-4

Do rovnostranného trojihelniku ABC' je vepsén pravidelny Sestitithelnik
KLMNOP tak, ze body K, L lezi na strané AB, body M, N lezi na
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strané BC a body O, P lezi na strané AC'. Vypoctéte obsah Sestitithelniku
KLMNOP, jestlize obsah trojihelniku ABC je 60 cm?. (K. Pazourek)

Z9 - 111 -1

Pani ucitelka potfebovala vymyslet ptiklady na rovnice do pisemky. Proto
si vypsala vSechny rovnice tvaru

a-x+b=13,

kde a a b jsou jednomistna prirozena ¢isla. Ze vsech vybrala ty rovnice,
jejichz koren z byl 3. Do kazdé skupiny dala jednu rovnici. Kolik skupin
mohlo byt nejvice? (K. Pazourek)

Z9 -1l -2

Do nasi skoly se zéaci dopravuji rtuzné. Domaci chodi pésky. Pocet do-
maécich a dojizdéjicich zakt je v poméru 3 : 1. U dojizdéjicich je pomeér
poctu téch, kteri vyuzivaji verejnou dopravu, a téch, kteri jezdi sami na
kole nebo s rodici autem, 3 : 2. U vefejné dopravy je pomér poctu téch,
kteri jezdi vlakem, a téch, ktefi jezdi autobusem, 7 : 5. Déle vime, zZe
pomeér poctu téch, kteri dojizdéji na kole, k poctu téch, které vozi rodice
autem, je 5 : 3. O kolik vice zaki dojizdi vlakem oproti tém, které vozi
rodice, kdyz verejnou dopravou jich jezdi 247 Kolik zak ma nase skola?

(M. Volfovad)

Z9 - 111 -3

Dostali jsme krychli, ktera méla délku hrany vyjadienou v centimetrech
celym ¢islem veétsim nez 2. Vsechny jeji stény jsme obarvili na zluto a poté
jsme ji roztezali beze zbytku na krychlicky o hrané délky 1 cm. Tyto krych-
licky jsme roztiidili do ¢tyr hroméadek. V prvni byly krychlicky s jednou
zlutou sténou, ve druhé se dvéma zlutymi sténami a ve treti se tfemi. Ve
¢tvrté hromadce pak byly krychlicky bez zluté stény. Urcete délku hrany
puavodni krychle, pokud vite, ze aspon jedno z néasledujicich tvrzeni je
pravdivé:

> Pocty kostek v prvni a ¢tvrté hroméadce byly v poméru 4 : 9.

> V prvni hromadce bylo trikrat vice kostek nez ve druhé.

(L. Simiinek)
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Z9 -1l -4

Do rovnostranného trojuhelniku ABC' je vepsan pravidelny sestitthelnik
KLMNOP tak, ze body K, M, O lezi po tradé ve stfedech stran AB,
BC a AC. Vypoctéte obsah Sestitthelniku K LM NOP, jestlize obsah troj-
tihelniku ABC' je 60 cm?. (K. Pazourek)
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Pfipravna soustredéni pred 51. MMO

V pribéhu 59. ro¢niku se konalo vybérové soustfedéni pro pripravu na
mezinarodni matematickou olympiddu bezprostredné po skonceném celo-
statnim kole kategorie A, a to od 12. do 16. dubna 2010 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustiedéni bylo pozvano 11 nejlepsich
fesitel III. kola kategorie A. Soustiedéni bylo zaméfeno na pripravu
reprezentantl a ke konecné nominaci Sesticlenného druzstva.

Uspésnost jednotlivych studentt ukazuje nasledujici prehled:

David Klaska 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 94
Miroslav Olsak 8/8 G Budéanka, Praha 5 87
Tomas Zeman 7/8 G J. Keplera, Praha 6 76
Jachym Sykora 4/4 G Ch. Dopplera, Praha 5 67
Petr Rysavy 8/8 G J. Heyrovského, Praha 5 63
Radek Marcina 4/4 G Ch. Dopplera, Praha 5 60
Filip Hlasek 7/8 G Plzen, Mikulasské nam. 58
Luk4s Zavtel 7/8 G Praha 9, Chodovicka 58
Michael Bily 7/8 G J. Vrchlického, Klatovy 53
Jakub Solovsky 3/4 G M. Kopernika, Bilovec 48

Na zékladé uvedenych vysledki, v nichz jsou zapocitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
tacniho druzstva a sedmy byl urcen jako nahradnik. Toto druZstvo nas
Castecné (bohuzel museli byt povolani dva nahradnici) reprezentovalo i na
jiz tradiénim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminare vedli a tlohy pripravili:
dr. Martin Pandk (12.4.),

dr. Jaroslav Zhouf (13.4.),

dr. Karel Hordk (14.4.),

dr. Jaroslav Svréek (15.4.),

a doc. Jaromir Simsa (16.4.).
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Ulohy zadané na pripravném soustifedéni

1. Posloupnost (a,),>; je definovana vztahy a; = 3, az = 11 a a, =
= 4a,_1 — an—2 pro n = 3. Dokazte, ze kazdy ¢len této posloupnosti je
tvaru a? + 2b? pro néjaka celd kladna a, b (ne nutné riiznd).

2. Necht A,, znaci pro libovolné celé kladné n mnozinu vSech poradi
(a1,a2,...,a,) mnoziny {1,2,...,n} spliujicich

k|2(a; +az+...+ax) prolibovolné 1 <k < n.

V zavislosti na n urcete pocet prvka A,,.

3. Reste rovnici

m!+n!l=m"

v oboru celych kladnych cisel.

4. Mame k dispozici a) Sest, b) sedm riiznych barev a ¢tvereckovany papir.
Najdéte nejmensi pocet ¢tverecki, které musime barvami oznacit (kazdy
¢tvereCek jinou barvou) tak, aby pro kazdé dvé rtizné barvy existovaly
dva ¢tverecky se spole¢nou stranou oznacené témito barvami.

5. Je dan trojihelnik ABC' a stfed M strany AB. Na polopfimce opa¢né
k poloptimce M C zvolime bod N (zde ho pro zjednoduSeni volme pouze
tak, aby [MN| < |[MC|). Bodem N vedeme pfimku, kterd protne vnittek
usecky AM v bodé P a vnitiek strany AC' v bodé Q. Prusecik pfimek
QM a N B ozna¢me R, prisecik primek AB a CR oznac¢me S. DokazZte
rovnost |PM| = |MS].

6. Necht pro kladna redln4 ¢isla a, b, ¢, a # ¢ plati rovnost a++/b + /c =
= ¢+ /b + /a. Dokazte, Ze pak plati 40ac < 1.

7. Necht P je mnohoclen s redlnymi koeficienty, pro ktery plati
P(n) = 12010 4 92010 4 4 ;2010

pro kazdé pFirozené &slo n. Uréete P(—1).

8. Jsou dany dvé soustfedné kruznice k1, ko, pricemz polomér ko je dvoj-
nasobkem polomeéru k;. Do kruznice k; je vepsan ¢tyrihelnik Ay AgAgAy.
Jestlize postupné oznac¢ime By, Bs, B3, By pruseciky poloptimek A4A;,
Ay Ay, AsAs a A3 Ay s kruznici ke, bude dvojnasobek obvodu A; As A3Ay
nejvyse roven obvodu By By B3 B4. Dokazte.
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9. V ostrotihlém trojihelniku ABC' je nad vyskou BK jako priimérem
sestrojena kruznice k. Oznaéme E, F jeji pruseciky se stranami AB, BC.
Tecny sestrojené ke kruznici k v bodech E a F' se protinaji na téznici
trojiuhelniku ABC' z vrcholu B. Dokazte.

10. Zjistéte, zda je mozno rozmistit prirozend ¢isla od 1 do 21 do jedna-
dvaceti krouzkii na obrazku tak, aby v libovolném radku kromé prvniho
bylo kazdé z ¢isel rovno absolutni hodnoté rozdilu obou ¢isel nad nim
(tj. ¢ =]a —b]).

OO0O0O0O0O0O
OO0®O
00O
00O
OO
O

11. Vrcholy pétithelniku ABCDE se shodnymi stranami AB a AE lezi
na kruznici k. Ozna¢me P prusecik primek AD, CE a @ prisecik primek
AC, BD. Pruseciky primky PQ s kruznici k oznacme X a Y. Dokazte,
ze plati |[AX| = |AY|.

12. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu

a+ 3¢ n 4b - 8¢
a+2b+c a+b+2c a+b+3c

kde a, b, ¢ jsou libovolna kladna cisla.

13. V konvexnim Sestitthelniku ABCDEF' jsou splnény nasledujici pod-
minky: |AD| = |BC|+|EF|, |BE| = |AF|+|CD| a |CF| = |DE|+|AB|.
Dokazte, ze plati

|AB| |CD| |EF)|

|DE| — |AF| |BC|
14. Kruznice vepsand rovnoramennému lichobézniku ABCD se dotyka
jeho ramena BC' v bodé M a protina vnittky tsecek AM, DM po radé
v bodech K, L. Najdéte vSechny mozné hodnoty vyrazu

|[AM| |DM]|
|AK| = |DL|"

15. Najdéte podminku na ¢isla a,b € R nutnou i postacujici k tomu, aby

.....
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16. V dekadickém zapise nékterych N prirozenych c¢isel vystupuji pouze
¢islice 3 a 0, soucet téchto N ¢isel je roven ¢islu zapsanému 2 010 pétkami.
Najdéte nejmensi mozné N.

17. Urcete nejmensi kladné ¢islo k, pri kterém plati nerovnost
|(a=b)(a—c)b—c)| <k-s®

pro strany a, b, ¢ libovolného trojihelniku s obvodem 2s (= a + b+ c¢).
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Mezinarodni stfetnuti cesko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz ¢tvrté mezina-
rodni stfetnuti mezi tjymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemeé reprezentovala Sestice icastniki, kteri si vybojovali ve svych zemich
postup na 51. MMO v Kazachstanu.

Soutéz se uskutecnila ve dnech 21.-22. 6. 2010 v severomoravském Bi-
lovci. VSechna tTi reprezentacni druzstva pricestovala na misto konani jiz
v nedéli vecer 20.6. 2010. Organizace a prubéh soutéze zistal zachovan
z predeslych rocnikii — je prizptsoben stylu III. kola nasi MO a pod-
minkdm na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé trojice
soutéznich tloh, pritom za kazdou z tloh mohli ziskat nejvyse 7 bodi,
tj. celkové (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tiloh méli
soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi | Jméno Zemé | body | Soucet
1.-2. | Damian Orlef POL |777770 35
Martin Vodicka SVK 777770 35
3. | Piotr Suwara POL |767702 29
4. | Szymon Kanonowicz | POL (677700 27
5. | Jakub Konecny SVK [717700 22
6.-9. | Martin Bachraty SVK | 707700 21
Filip Borowiec POL [777000 21
Jachym Sykora CZE |770007 21
Michal Zajac POL |770700 21
10.-11. | Ladislav Baco SVK |757100 20
Miroslav Olsak CZE |607700 20
12. | Michal Hagara SVK |707000 14
13. | Marian Hornak SVK |600700 13
14. | Michal Miskiewicz POL |700005 12
15. | Radek Marcina CZE |700100 8
16.-17. | Petr Rysavy CZE |700000 7
Jakub Solovsky CZE |700000 7
18. | Petr Boros CZE |000000 0

Na vysledku ceského druzstva se bohuzel projevila netcast dvou repre-
zentantu, vitéze celostatniho kola Davida Klasky a dale Toméase Zemana.
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Névrh vSech Sesti tiloh (a jejich vzorova feseni) pfipravili ¢lenové tlo-
hové komise z Ceské republiky — dr. Jaroslav Svréek a doc. Jaromir
Simsa. Ulohy koordinovala mezinarodni komise ve slozeni Jaromir Simsa,
Jaroslav Svrcek, Pavel Caldbek a Martin Pandk za Ceskou republiku,
Peter Novotny a Jan Mazdk za Slovensko a Jerzy Bednarczuk, Andrzej
Grzesik a Michat Pilipczuk za Polsko.

Texty soutéznich tloh

1. Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych ¢isel, které vyhovuji
soustaveé rovnic

avb—c=a,

byv/c —a =b,

cva—b=c.

(Michal Takdcs)

2. V kruhu o poloméru 1 uvazujme libovolnych 60 bodi. Dokazte, ze na
hranici kruhu existuje takovy bod, zZe soucet jeho vzdalenosti od vsech
60 uvazovanych bodii neni vétsi nez 80. (Jaromir Simsa)

3. Necht p je prvoéislo. Dokazte, ze na Sachovnici o rozmérech p? x p?

je mozno zvolit p3 poli tak, ze stiedy zadnych ¢tyf z nich nejsou vrcholy

pravouhelniku se stranami rovnobéznymi s okraji Sachovnice.
(Bartlomiej Bzdega)

4. Urcete nejvétsi celé ¢islo k, pro néz plati néasledujici tvrzeni: Je dano
2010 libovolnych nedegenerovanych trojihelniki. Strany kazdého troj-
thelniku jsou obarveny tak, ze jedna je modra, jedna je ¢ervena a jedna
je bila. Pro kazdou barvu zvlast usporadame délky stran. Dostaneme tak
posloupnosti

by < by

7’1_—<_7‘2

. S bag1o  pro délky modrych stran,

IA 1IN

. < rop10 pro délky cervenych stran,

w; S wy ... S waerp  pro délky bilych stran.

Pak existuje k indexti j takovych, ze 1ze zkonstruovat nedegenerovany
trojihelnik se stranami délek b;, r;, w;. Dokazte. (Michal Rolinek)
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5. Necht z, y, z jsou libovolné kladna redlna cisla, pro néz plati  +y +
+ 2z 2 6. Uréete nejmensi moznou hodnotu vyrazu

T - Yy " z
yv+z4+1 22+z+1 224+y+1

?+y?+27+
(Jdn Mazak)
6. Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik, pro ktery plati
|AB|+|CD| =V2-|AC| a |BC|+|DA|=V?2-|BD|.
Dokaite, ze ABCD je rovnobéznik. (Jaromir Simsa)
Reseni tiloh

1. Bez djmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a = max{a,b,c}. Z prvni
rovnice soustavy dostaneme

c(Vb—1)Sa(Vb—1) =¢, tedy b=<A4.
Podobné mame z druhé rovnice soustavy
b(vVe—1)=az2b, tedy c=4.
Pouzitim téchto nerovnosti dohromady s tfeti rovnici dostaneme
4<c<ce(Ve—1)Se(vVa—-1) =b< 4,

odkud plyne a = b=c=4.

Odpovéd. Jedinym FeSenim soustavy je trojice (a,b,c) = (4,4,4).

2. Do hranic¢ni kruznice vepiSme rovnostranny trojihelnik PQR. Jestlize
dokazeme, ze libovolny bod X nalézajici se v kruhu spliuje nerovnost

|PX|+1QX|+ |RX]| < 4, (1)

dostaneme se¢tenim nerovnosti (1) pro X = X, 1 < k < 60,

60 60 60
SOIPXp + > QXK+ > IRX,| £ 460 = 240.
k=1 k=1 k=1
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7 toho plyne, ze aspon jedna suma na levé strané je mensi nebo rovna
240 : 3 = 80, tedy aspon jeden z bodl P, @), R ma pozadovanou vlastnost.
S ohledem na symetrii staci (1) dokdzat pro ptipad, kdy X lezi ve
vyseci PSQ, kde S oznacuje stied kruhu. Ukdzeme, Ze v takovém pripadé

plati
IPX|+1QX] = 2, (2)

coz dohromady s trividlni nerovnosti |RX| £ 2 dava (1).
Oznac¢me S’ stfed kratsiho oblouku PQ (obr. 49). Ctytihelnik PS’QS
je zFejmé kosoctverec, staci tedy nerovnost (2) dokdzat pro body X
v tseéi PS’Q (ohrani¢ené tiseckou PQ a obloukem PS’Q).
Jestlize a = |xXPQ|, B = |xXQP|, pak a + 3 < 60° a ze sinové
véty v trojuhelniku PQX mame
|PQ|(sina +sin 3) V3 - 2sin ﬂ cos "T_ﬁ

PX|+|QX| =

sin(a + ) ~ 2sin a+ﬁ cos 2£2
V3 - cos &5 \/_ 1 a+p
= < =2, nebot —— <30°.
cos "T’Lﬁ - ‘/75 2 =

Tim jsme dokéazali (2).!

R

Obr. 49 Obr. 50

Pozndmka. Ve druhé ¢asti feSeni lze postupovat i takto: Pro libovolny
bod X v uvedené tise¢i uvazujme takovy bod @’ na polopfimce PX mimo
tsecku PX, 7e | XQ'| = | X Q|. ProtoZe ihel QX Q" mé nejvyse 60°, mame

1 Pro uplnost je potfeba dodat, ze pokud bod X lezi na tseéce PQ), tj. trojuhelnik
PQX neexistuje, a nelze tedy pouzit sinovou vétu, je |PX|+ |QX| = \/3\, < 2.
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[xXQQ'| = |[xXQ'Q| = 60°, takze Q' lezi v kruhu, ktery je obrazem
daného kruhu v osové soumérnosti podle PQ (obr. 50). Proto

|PX|+|XQ| = [PX| + |XQ'| = |PQ| = 2

Dalsi moznosti je vyuzit skutecnost, ze vyse¢ PSQ lezi v oblasti ohra-
nicené elipsou s ohnisky P a @, ktera je mnozinou vSech bodi X splnu-
jlcich |[PX| 4 |XQ| £ |PS'|+1QS'| = |PS|+|QS| = 2.

3. Oznaéme p? fadki Sachovnice dvojicemi (a,b), kde a,b € {0,1,...,
p — 1}. Kazdy fadek tak bude oznaden jinou dvojici.? Podobné oznacéme
takovymi dvojicemi i vSech p? sloupcii.
Policko lezici v fadku (a,b) a v sloupci (¢, d) budeme nazyvat pékné,
prave kdyz
ac = b+ d (mod p). (1)

Ke kazdé dvojici (a,b) existuje ziejmé pravé p dvojic (c,d) spliuji-
cich (1).3 V kazdém fadku je tudiz p péknych policek a na celé Sachovnici
jich je p®.

Staci dokazat, ze zadna ¢tyri pékna policka nemaji vlastnost popsa-
nou v zadani. Predpokladejme sporem, Ze Ctyti policka lezici na priniku
fadkil (ag,b1) # (ag,be) se sloupci (¢1,dr) # (c2,d2) jsou vSechna pékna.
Potom

a;c; = b +d; (mod p) pro libovolna i, j € {1,2}. (2)

Odec¢tenim dvou kongruenci (2) s danym ¢ (v jedné polozime j = 2,
ve druhé j = 1) ziskame

ai(ca — c1) = doy — dy (mod p) pro i € {1,2} (3)
a po odec¢teni obou kongruenci (3) vyjde
(a2 —a1)(ea — 1) =0 (mod p).

Proto a; = a3 nebo ¢; = ¢5. Vzhledem k symetrii mtizeme predpokladat,
ze ¢1 = cy. Potom z (3) plyne dy = dg, a tedy (c1,d1) = (ca,d2), coz je
spor.

2 Naptiklad mizeme oznacit prvnich p fadkd dvojicemi tvaru (0,0), (0,1), ...,
(0,p — 1), dalsich p fadku (1,0), (1,1), ..., (1,p — 1), atd., az poslednich p fadkt
dvojicemi (p — 1,0), (p — 1,1), ..., (p — 1,p — 1). Ve skuteénosti vSak v nasem
feSeni vibec nezélezi na poradi, v némz fadky oznacime.

3 Ke kazdému c existuje pravé jedno d spliujici (1) a ¢ miizeme zvolit p zpisoby.
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Pozndmka. Radky (a,b) odpovidaji bodéim afinni roviny F2, kde F
je pole o p prvcich, sloupce (¢, d) pfimkdm této roviny o rovnicich cz —
—y—d = 0 (jde o v8echny pfimky, jez nejsou rovnobézné s osou ).
Pole je pékné, pravé kdyz bod odpovidajici jeho fadku lezi na primce
odpovidajici jeho sloupci. Dvéma riznymi body nemohou prochazet dveé
rizné primky.

4. Dokazeme, 7e hledana nejvetsi hodnota je k = 1.

Nejdrive ukazeme, ze bag10, 72010, W2010 jsou vzdy stranami trojihelni-
ku. Bez jmy na obecnosti necht wag19 = 72010 = b2o10. Staci dokazat, ze
b2010 + 72010 > Wa010- Podle zadani existuje trojihelnik se stranami délek
w, b, r, které maji postupné bilou, modrou a c¢ervenou barvu, pricemz
wap10 = w. Z trojuihelnikové nerovnosti mame b + r > w a vzhledem
k danému usporadani plati bag19 = b a r90919 = 7. Odtud uz primo plyne

bao10 + 72010 = b+ 7 > W = wap1o.

Zbyva sestrojit posloupnost takovych trojihelniki, ze wj, bj, r;
nejsou pro zadné j < 2010 délkami stran trojihelniku. Pro kazdé
j=1,2,...,2010 uvazme trojthelnik 7}, ktery ma

> modrou stranu s délkou 27,
> ¢ervenou stranu s délkou j pro 5 < 2009 a s délkou 4020 pro j =
= 2010,
> bilou stranu s délkou j + 1 pro j < 2008, s délkou 4 020 pro j = 2009
a s délkou 1 pro j = 2010.
Protoze
G+D)+7i>25 >@G+1)—5=1 pro j < 2008,
2547 >4020> 25 —j =J pro j = 2009,
4020+1>25 >4020—1 =4019 pro j = 2010,

strany kazdého trojihelniku 7} splnuji trojuhelnikové nerovnosti. Navic
wj =j,rj=jab; =2jpro1l=j<2009. Odtud

wj+rj=7+7j=2j=0by,
tedy wj, b; a rj nejsou stranami trojihelniku pro zadné 1 =< j = 2009.

5. 7Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem trojice
kladnych ¢isel 22/14, x/(y? + 2z + 1) a 2(y* + z + 1) /49 mame

1, x 2, sfxd 3
1y % L2 )2 3i% = 3,
St E i T tAT 23 m =g
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Cyklickou zdménou x — y — z — x odvodime dvé podobné nerovnosti
a sectenim vsSech tIi nerovnosti po tpravé dostaneme

=Ry Y2 O
98 v2+z2+1 224z+1 x22+y+1 49—
19
49(:r+y+z)

Z Cauchyovy nerovnosti (anebo z jednoduché tipravy na soucet tii ¢tver-
ct) plyne
(x+y+2)% =12

LW =

?+yi 222
Dohromady tak dostavame

y z _
2+z+1+z2+x+1+x2+y+1_

2+ +27+

87 6
@) L 2

T 98 49
87 19 6
> 20 2 2 2 >
:98(:c +y“+z )+49(a:+y+z) 19 2
S 87 19 6 90
124 = . 6— — = —.,
—98 +49 49 7

Zdver. Nejmensi mozna hodnota daného vyrazu je 979 a ziskame ji pro
r=y=2z=2.

6. Dané tvrzeni trivialné plyne z nasledujiciho poznatku:
Pro libovolny ctyrihelnik ABCD plati

(|AB| 4+ |CD|)? + (|BC| + |DA|)? = 2|AC|? + 2|BD|?

s rovnosti, prave kdyz je ABCD rovnobéznik.
Oznactme a = AB, b= BC, c = CD, d = DA. Jestlize umocnime na
druhou trojihelnikové nerovnosti

la|+[c| =2 ]a—c|,  [|bl+][d|=[b-d|, (1)
seCteme je a prepiSeme vyrazy pomoci skalarniho soucinu, dostaneme

(IAB| +|CD|)* + (IBC| + |DA])* 2
>la—c?+|b—d?=a*>+|b?+|c?+|d?*—-2a-c—2b-d =
=la+b?+|c+d?—2a+d)-(b+c)=
=2|AC|*> —2DB - BD = 2|AC|* + 2|BD|%.
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Tim je uvedend nerovnost dokazana. Pokud v ni plati rovnost, museji
rovnosti nastat i v (1), coZ je mozné jediné v piipadé, kdy a || c a b || d.
Obé dvojice protilehlych stran ¢tyrihelniku ABCD jsou tedy rovnobéz-
né, coz je mozné jediné pro rovnobéznik.

Naopak, jestlize ABCD je rovnobéznik, je |AB| = |CD|, |BC| =
= |DA| a dokazovand nerovnost se zméni ve zndmou rovnobézinikovou
rovnost (k jejimu diikazu sta¢i v nasem FeSeni nahradit nerovnosti v (1)
rovnostmi).

Jiné Feseni. OdlisSnym zplisobem dokazeme tvodni tvrzeni predcho-
ziho TeSeni. Strany ¢tyftihelniku ABCD ozna¢me obvyklym zptsobem.
Daéle necht |AC| = e, |BD| = f. Trojtihelniky ABC, ADC dopliime na
rovnobézniky ABKC, ADLC (obr.51).

Obr. 51

Usecka AC je shodna a rovnobézna s tseckami BK a DL, takze
BKLD je rovnobéznik a podle rovnobéznikové rovnosti mame

2¢? 4+ 2f? = 2|BK|? + 2|BD|? = |BL|* + |DK|?.

Odtud uZ s vyuzitim trojihelnikovych nerovnosti |BL| £ b+ d, |[DK| <
< a+ ¢ plyne
2¢2 +2f2 < (b+d)* + (a+ )

Rovnost nastane, pravé kdyz nastane v pouzitych trojihelnikovych ne-
rovnostech, tedy pravé kdyz body B, C, L lezi na jedné primce a zaroven
body D, C, K lezi na jedné primce, coz je zfejmé splnéno jediné tehdy,
je-li ABCD rovnobéznik.
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Poznamka. Podminkam zadani vyhovuji (navzajem nepodobné) rov-
nobézniky ABC D splnujici

2 —

|AB| =1, |[BC|=t a cos|xABC|= (1§t§1+\/§)'

Jiné FeSeni. (Podle Jdchyma Sykory.) Uzitim vektort a, b, ¢, d z prv-
niho feseni zapiSeme umocnéné rovnosti ze zadani ve tvaru

2|AC* = (a + b)> + (c + d)* = (|a| + |c])?,
2|BD|? = (b+c)? + (d + a)* = (|b| + |d])%.

Po secteni téchto dvou rovnosti a tpravach dostaneme
(@+b+c+d)?—2(a-c+b-d)=2(|a|lc|+|b||d]),
odkud vzhledem k rovnosti a + b+ ¢ + d = 0 vychazi
(lallc|+a-c)+(|b]|d| +b-d)=0.
Podle Cauchyovy-Schwarzovy nero.vnosti jsou ovsem scitanci v obou za-
vorkéach nezaporni, takze se museji rovnat nule. To znamena, ze jak tihel

mezi vektory a, c, tak tthel mezi vektory b, d ma velikost 180°, tudiz
zkoumany ¢tyiihelnik ABCD je rovnobéznik.
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51. mezinarodni matematicka olympiada

Padesaty prvni ro¢nik Mezinarodni
matematické olympiddy se uskutec-
nil od 2. do 14. ¢ervence 2010 v Ka-
zachstanu. Olympiddy se zucastnilo
522 soutézicich z 98 zemi, méné nez
v predchozim roce.

Ceské druzstvo tvoiili tito souté-
zicl: David Klaska z Gymnézia na
tr. Kpt. Jarose v Brné, Radek Mar-
cina z Gymnazia Christiana Dop-
plera v Praze, Miroslav Olsak z Gym-
nazia Budanka v Praze, Petr Rysavy
z Gymnazia Jaroslava Heyrovského
v Praze, Jachym Siykora z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze a To-
mas Zeman z Gymnéazia Jana Keplera v Praze. Vedoucim ¢eského druz-
stva a zastupcem Ceské republiky v mezindrodni jury byl dr. Martin
Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho za-
stupcem a pedagogickym vedoucim byl dr. Pavel Calabek z Prirodove-
decké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.

Kazachstan je devatou nejvétsi zemi na svété (co se tyce rozlohy)
a organizatori to dali ucastnikiim pocitit. Vedouci jednotlivych nérod-
nich druzstev zahajovali program v mésté Almaty (diive Alma-Ata, do
roku 1997 hlavni mésto Kazachstdnu). Po vybéru tloh a jejich prekladu
do néarodnich jazykt nésledoval asi tisicikilometrovy letecky presun do
soucasného hlavniho mésta Astany. Tam probéhlo 5. ¢ervence v Palaci
nezavislosti slavnostni zahajeni olympiady, kterého se zticastnil i kazassky
ministr Skolstvi a védy Zhanseit Tuimebayev. Zahajeni bylo velkolepé, ve
stylu nam dobre znamych estrad. Na pdédiu se vystfidalo nékolik folk-
l6rnich soubort oblecenych v bohatych kazasskych krojich, mistni ,,folk-
l6r-metalova“ kapela a zpévak se ,zlatym hlasem“. Nechybéla spolecna
pisen vsech vystoupivsich na zavér. Po zahajeni néasledoval pro vedouci
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delegaci pulhodinovy pfesun do hotelu. Pro soutézici byl presun osmiho-
dinovy (v autobusech), a to do détského tabora Baldauren, leziciho v pék-
ném prostredi ndrodniho parku, asi 250 km od Astany. Jiz o ptlnoci pred
soutézi se dostala vétsina fesitelt do svych pokoj, ti pribojnéjsi pak
dostali i veceri. Aby po takto ndroéném dni soutézici ndhodou nezaspali,
zajistili organizétori nasledujiciho (prvniho soutézniho) dne operativné
budicek na pil sedmou, coz se setkalo s velkym ohlasem.

V Baldaurenu se konala i vlastni soutéz, kterd jako vzdy probihala
ve dvou dnech, pficemz kazdy den soutézici fesili béhem ¢tyt a ptl ho-
diny t¥i tlohy. O bezpecénost soutézicich bylo vyborné postarano, tabor
stiezila policie a nikdo nesmél tam ani ven (k feSitelim nesméli ani pe-
dagogi¢ti vedouci, ktefi byli ubytovani oddélené). Také podminky méli
feSitelé v podstaté stejné: vsem byly odebrany vlastni rysovaci potieby
a kazdy z tcastniki dostal od organizatora pravitko a kruzitko. Pravda,
nékterd kruzitka méla misto tradi¢ni konstrukece s jednou $pici a jednou
tuhou Spice dvé, coz nékteri fesitelé nelibé nesli. Mnohym proto byla
tato novatorskd kruzitka vymeénéna za klasicka. O téchto vécech se jury
dozvidala na zacatku obou soutéznich dni v dobé vyhrazené na otazky
soutézicich (na jinych mezindrodnich olympiddach byva zvykem, Ze sou-
tézici pokladaji zejména otazky souvisejici s textem soutéznich tiloh).

Na této olympiddé doslo rovnéz k vyméné v cele Poradniho vyboru
(Advisory Board) mezindrodni matematické olympiddy, coz je organ,
ktery zajistuje fungovani mezinarodni olympiady, zvlasté pak jednd s témi
zemémi, které maji o pripadné usporadani této soutéze zajem. Kromé vy-
meény fadovych ¢leni vyboru nastala zména i v osobé predsedy: dlouho-
letého predsedu Jozsefa Pelikana z Madarska nahradil rusky matematik
Nazar Agachanov.

Dva dny pred ukonc¢enim olympiady vedouci i castnici spolecné na-
vstivili ,,dostihové® zavodisté. Nicméné hlavnim programem nebyly dosti-
hy, ale vystoupeni kazasské artistické skupiny, kterd na konich predvadéla
neuvéritelné dovednosti. Zvlasté srdce obdivovateld krasy koni zaplesalo
a zazitek z tohoto vystoupeni dal zapomenout na predchozi ptihody.

Slavnostni zakonceni olympiady se neslo v podobném duchu jako za-
hajeni, dostavil se vSak i kazassky premiér Karim Massimov. Na zavér
byla slavnostné predéna vlajka Mezindrodni matematické olympiady za-
stupctum hostitelské zemé pristi olympiady. Ta probéhne v Amsterdamu
v Nizozemi.

Ackoliv ¢eské druzstvo ziskalo v tomto roce celkem 84 bodii, coz je jen
o tfi body méné nez v roce predchozim, v celkovém poradi zemi to stacilo
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jen na 48. misto (proti ¢tyFicatému mistu na 50. MMO), coz nés i tak Fadi
do prvni poloviny soutézniho pole. V individudlnim hodnoceni dosahli
studenti David Klaska a Miroslav Olsdk shodnym bodovym ziskem na
bronzové medaile, Radek Marcina, Jaichym Sykora a Tomas Zeman ziskali
¢estnd uznani udélovana za alespon jednu bezchybné vyfeSenou tlohu.
Vsichni t¥i vyftesili bezchybné dokonce dvé tlohy, na bronzovou medaili
jim vSak bohuzel jesté jeden bod chybél.

V tradi¢né sledovaném cesko-slovenském duelu jsme tentokrat nasim
vychodnim bratriim podlehli (umistili se na déleném 39. misté). Zejména
stoji za zminku vykon talentovaného Martina Vodicky z KoSic, ktery coby
patnactilety ziskal zlatou medaili.

Zavérem lze Tici, ze organizatori vlozili do porddani olympiddy nemalé
usili a jesté vice financnich prostiredki, coz bylo patrno doslova na kazdém
kroku. Bud jak bud, tato olympiada zanechala u vSech ucastnik hluboké
zazitky, na které budou dlouho vzpominat.

V naésledujicim prehledu muzete zjistit celkové absolutni poradi jed-
notlivych ticastnik® ¢eského a slovenského druzstva:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23456
175.-187. David Klaska 710370 18 II1.
267.-313. Radek Marcina 700700 14 HM
175.-187. Miroslav Olsak 720 270 18 II1.
446.-461. Petr Rysavy 6 0000O0 6
267.-313. Jachym Sykora 700700 14 HM
267.-313. Tomas Zeman 70 07 00 14 HM
Celkem 41 3 02614 0 84
Body za tlohu Body Cena
Umisténi 1 23 456
200.-226. Ladislav Baco 7207 00 16 I11.
314.-337. Martin Bachraty 730300 13 HM
227.-266. Michal Hagara 700710 15 II1.
352.-366. Marian Hornak 710300 11 HM
367.-386. Jakub Konecny 7003 00 10 HM
42.-47. Martin Vodicka 7107 6 6 27 I.
Celkem 42 7 030 7 6 92
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V nésledujici tabulce uvadime neoficidlni poradi jednotlivych zemi.

—
—

III body

IT III body

CLR

Rusko

USA

Korea
Kazachstan
Thajsko
Japonsko
Turecko
Némecko
Srbsko

Italie
Vietnam
Kanada
Madarsko
Australie
fran
Rumunsko
Peru
Tchaj-wan
Hongkong
Bulharsko
Singapur
Ukrajina
Polsko
Velka Britanie
Uzbekistan
Belgie
Azerbajdzan
Novy Zéland
Francie
Indonésie
Chorvatsko
Mexiko
Gruzie
Brazilie
Indie

Recko
Nizozemsko
Argentina
Litva
Moldavsko
Slovensko
Svycarsko
Turkmenistan
Dansko
Spanélsko
Rakousko
Ceskd republika

CHOFRFOOHFHOOOOOOOOOOOOCOCOOOHNFHFORRREFRNORFRNNRFF /KN R WA WR D |-~

COHROFHROOFRHFFONNNNFEFNFEFWNWNARFNANNWWEFEDRWNEHRWWWWWANND WO

197
169
168
156
148
148
141
139
138
135
133
133
129
129
128
127
127
124
123
121
118
117
117
116
114
112
110
109
106
105
105
103
102

NHEFNNMNNMNWONWRNUTOFRFRFNRWRFEFRANWHNFRFWRWWHRFRNNRERNNFRFNNNNNOOOOOOO

Bélorusko
Mongolsko
Slovinsko

Sri Lanka
Izrael (5)
Malajsie
Portugalsko
Tadzikistan
Lotyssko

JAR
Makedonie
Bolivie
Arménie

Kypr

Estonsko
Kyrgyzstan
Kolumbie (4)
Kambodza
Maroko
Saudska Arébie
Bangladés (5)
Pobftezi slonoviny (5)
Island

Finsko

Svédsko
Filipiny (3)
Norsko
Ekvador
Trinidad a Tobago (5)
Portoriko (2)
Kostarika (3)
Panama (2)
Lucembursko (3)
Tunisko (2)
Syrie

Nigérie (5)
Kuba (1)
Paraguay (4)
Salvador (3)
Honduras (1)
Pékistan (5)
Irsko
Venezuela (2)
Guatemala (2)
Albénie (4)
Bosna a Hercegovina (4)
Cerné Hora (4)
Kuvajt (5)
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S
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Texty soutéZnich tloh
(v zavorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Urcete vSechny funkce f: R — R splnujici

f(lzly) = f@) | f )]

pro libovolna realna z, y. (Symbol |z] znaé¢i nejvétsi celé éislo nepievy-
Sujici z.) (Francie)

2. Nechf I je stfed kruznice vepsané a k kruZnice opsané trojihelniku
ABC. Necht pifimka AI protind kruznici £ v bodé D (D # A). Déle
necht na oblouku BDC' je dan bod E a na strané BC bod F' tak, Ze plati

1
|xBAF| = |xCAE| < 5|¥BAC].

Konec¢né necht G je stfedem tsecky I F'. Dokazte, Ze prusecik piimek DG
a ET lezi na kruznici k. (Hongkong)

3. Necht N je mnozina vsech celych kladnych ¢isel. Urcete vsechny funkce
g:N — N takové, ze pro libovolna cela kladna m, n je ¢islo

(g(m) + n) (m + g(n))
druhou mocninou celého kladného &isla. (USA)

4. Uvnitf trojihelniku ABC je dan bod P. Piimky AP, BP a C'P proti-
naji kruznici k£ opsanou trojihelniku ABC po fadé v bodech K, L a M
(riznych od A, B, C). Te¢na ke kruznici k v bodé C protind piimku AB
v bodé S. Dokazte, ze pokud maji tsecky SC a SP stejnou délku, pak
jsou stejné dlouhé i isecky MK a M L. (Polsko)

5. V kazdé ze Sesti schranek By, Ba, B3, By, Bs a Bg je na poc¢atku jedna

mince. Se schrankami muzeme provadét nasledujici dvé operace:

1) Vybrat neprazdnou schranku Bj, kde 1 < j < 5, odebrat z ni jednu
minci a pfidat dvé mince do schranky Bj;.

2) Vybrat neprazdnou schranku By, kde 1 £ k £ 4, odebrat z ni jednu
minci a navzdjem vyménit obsahy (pfipadné prazdnych) schréanek
Byi1 a Byyo.

Rozhodnéte, zda je mozné pomoci koneéného poctu téchto operaci dosah-

nout toho, aby schranky By, By, B3, B4 a Bs byly prazdné a schranka

Bg obsahovala pravé 20102019°”° minef. (Piipominame, ze a®* = a(®").)

(Nizozemsko)
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6. Je dina posloupnost aq,as,as, ... kladnych realnych ¢isel. Necht s je
kladné celé ¢islo takové, ze pro vsechna n > s plati

ap, =max{ag +ap_r: 1<k Sn—1}.

Dokazte, Ze pak existuji kladna celd N al (I £ s) takové, ze a,, = aj+an—;
pro vSechna n = N. (Iran)

ResSeni soutéznich tloh
1. Dosazenim x = 0 do dané rovnosti po tpraveé dostaneme

f0)- (A= 1f())) = 0. (1)

Rozebereme dva pripady.
Jestlize f(0) # 0, pak z (1) plyne |f(y)] = 1 pro vSechna y € R.
Danou rovnost tak mizeme prepsat do tvaru

f(lz]y) = f(x) pro vSechna z,y € R

a po dosazeni y = 0 ziskdme f(z) = f(0) pro vSechna x € R. Funkce f je
tedy konstantni a vzhledem k rovnosti | f(y)| = 1 to musi byt konstanta
z intervalu (1,2). Snadno ovéfime, Ze vSechny funkce f(z) = c pro 1 =
< ¢ < 2 vyhovuji.

Predpokladejme déle, ze f(0) = 0. Dosazenim z = a, y = a, pfiCemz
0 < a < 1, dostaneme

0= f(0) = f(la)a) = f(a)|f(a)]-

Jestlize f(a) # 0, je | f(a)] =0, a po dosazeni x = 1, y = a do dané
rovnosti vyjde f(a) = f(1)[f(a)| =0, coz je spor. Je tudiz f(a) = 0 pro
vSechna 0 £ a < 1.

Necht z je libovolné realné ¢islo. Zrejmé existuje celé ¢islo m takové,
7e 0 < z/m < 1. Dosazenim x = m, y = z/m do piivodni rovnosti s vy-
uzitim predchoziho poznatku pro kazdé z € R dostaneme

f@=f(m- )= (1ml- 2) = som)- |1 (Z) ] =0

m

Je tedy f(x) =0 a snadno se presvédéime, Ze tato funkce vyhovuje.

Zdvér. Vyhovuji jen konstantni funkce f(z) = ¢, pficemz ¢ = 0 nebo
ce(1,2).

1 Staci m zvolit se stejnym znaménkem jako z a v absolutni hodnoté vétsi nez z.
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2. Prisecik pfimky AF' s kruznici k& (rtizny od A) oznacme K, prisecik
pfimek AI a BC ozna¢me L. Podle zadéni |« BAK| = |<CAE|, proto
maji tetivy BK, CE kruznice k stejnou délku a plati BC' || KE (obr. 52).

A
k
T I
G
BVF d \ /L MC
K IIII \V E
D
Obr. 52

Oznacme T prusecik primek DG a AF. Podle Menelaovy véty pro
trojihelnik AF'I a ptimku DG mame

|AT| |FG| |ID| B

TF| " [GI] DA~

L

odkud vzhledem k rovnosti |F'G| = |GI| po upravé plyne

|AT|  |DA|

TF = [ID] o

Protoze CT je osou uhlu trojihelniku ALC, déli jeho stranu AL v po-
méru |AI| : |IL| = |CA| : |LC|. Trojuhelniky ADC a CDL jsou po-
dobné, nebot se shoduji ve spoleéném thlu pii vrcholu D a z rovnosti
obvodovych thli plyne [« DCL| = |xDAB| = 1a = |¥DAC|. Je tedy
|CA| : |LC| = |DA]| : |DC|. Je zndmo, 7e |DC| = |ID|.? Podle (1) tak

mame
|AI| B |CA| B |DA| B |DA| B |AT|

|IL|  |LC| |DC| |ID| |TF|

2 To plyne napft. z toho, Ze trojuhelnik C'I D ma p¥i vrcholu C i pfi vrcholu I vnitini
thel velikosti %a + —é-'y, takze je rovnoramenny.
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coz znamend, ze T1 || FL. Odtud vzhledem k rovnobéznosti BC || KE
plyne I | KE.

Prusecik pfimky ET s kruzmici k (rizny od E) ozna¢me X a pru-
seCik piimek DX a AF ozna¢me T’ (obr.53). Protoze AD je osou
uhlu BAC a thly BAF, CAE maji podle zadani stejnou velikost, je

X A

TI

B F L C
K\""\V/ \E/

D
Obr. 53

také |« KAD| = |<DAE]|. Z rovnosti obvodovych 0hli nad tétivou DE
méame |<XDAE| = |xDXE|, proto

|xT'AI| = |xKAD| = |xDAE| = |xDXE| = |xT'X1I|,

a tak body 7', I, A, X lezi na jedné kruZnici. Z obvodovych thli nad
tétivami A a EA potom plyne

|XAT'I| = |xAXI| = |xAXE| = |¥AKE)|,

odkud 71 || KE.

Rovnobézka s primkou K E prochazejici bodem I vSak miize protinat
primku AF jen v jednom bodé. Proto je T = T’, pitimka DG je totozné
s DT” a bod X lezi na piimkach DG, EI i na kruZnici k, ¢imZ je tloha
vyTesena.

3. Vsechny funkce tvaru g(n) = n + ¢, kde ¢ je nezaporné celé ¢islo,
vyhovuji, protoze tehdy (g(m)+n)(m+g(n)) = (m+n+-c)?. DokdZeme,
ze zadna jina funkce nevyhovuje. Pouzijeme pti tom nasledujici tvrzeni:
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Jestlize p je prvocislo, k, | jsou prirozené éisla a p | g(k) — g(1), pak
plk—1.

Piedpoklddejme nejprve, ze p? | g(k) — g(I). Potom g(I) = g(k) +
+p?a pro néjaké celé &islo a. Vezméme dostateéné velké prirozené éislo d

(takové, ze pd > max{g(k),g(l)}), které neni ndsobkem p, a polozme
n = pd — g(k). Cisla

n+g(k)=pd a n+g(l)=pd+(g9(1) — g(k)) = p(d + pa)

jsou ob& nasobkem p, ale nejsou délitelna p?. Podle zadani jsou obé &isla
(9(k) + n)(g(n) + k) i (9(1) + n)(g(n) + 1) ¢tverce, a protoze jsou to
nasobky p, museji byt délitelna ¢islem p?. Odtud plyne, Ze oba &initelé
g(n) + k, g(n) + | museji byt ndsobky p, tedy

pl(g(n)+k)—(g(n)+1)=k—L

Zbyva pifpad, kdy p | g(k) — g(l) a zaroven p? { g(k) — g(l). Vezméme
stejné d a polozme n = p3d — g(k). Potom je g(k) +n = p3d délitelné
¢islem p? (ne vsak p?) a g(1) +n = p*d+(g(1) — g(k)) je délitelné &islem p
(ne vSak p?). Analogicky proto dostavame, Ze ¢isla g(n) + k, g(n) + 1
museji byt nasobky p a p | k — [. Tim je naSe tvodni tvrzeni dokazéno.

Vratme se k zadané 1loze. Predpokladejme, ze g(k) = g(I) pro néjaka
k,l € N. Podle uvedeného tvrzeni je potom k — [ délitelné libovolnym
prvocislem, coz je mozné jediné v pripadé k = [. Funkce g je tudiz prosta.

Podivejme se nyni na ¢isla g(k) a g(k+1). Protoze ¢islo (k+1)—k =1
neni délitelné zadnym prvocislem, nemize mit podle uvedeného tvrzeni
zadného prvocinitele ani ¢islo g(k + 1) — g(k), takze

lg(k+1) —g(k)[ = 1.

Oznaéme g(2) —g(1) = q € {—1,1}. DokdZeme matematickou indukci, Ze
g(n) = g(1) + (n — 1)g. Pro n = 1,2 to trividlné plati. Podle indukéniho
predpokladu pak pro n > 1 mame

g(1) + nq,
g(1) + (n — 2)q.

Protoze g(n + 1) # g(n — 1) = g(1) + (n — 2)q, je jedinou moznosti
g(n+1) = g(1) + nq a dikaz indukei je hotov.

Je tedy g(n) = g(1) + (n — 1)q. Uréité vSak ¢ # —1, jinak bychom
totiz pro n 2 g(1) + 1 dostali g(n) < 0, coz neni mozné. Je tedy ¢ = 1
ag(n)=g(1)+n—1=n+e¢, pficemz c=g(1) —1 2 0.

g(n+1)=g(n)iq=g(1)+(n—1)qiq={
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4. Bez tijmy na obecnosti necht bod S lezi na polopiimce AB. Z mocnosti
bodu S ke kruznici k plyne |SB| - |SA| = |SC|? = |SP|?, odkud vychazi
|SB| : |SP| = |SP| : |SA|. Trojihelniky SBP, SPA jsou tedy podobné
(dhel pfi vrcholu S maji spolecny a odpovidajici strany svirajici tento
tihel maji délky ve stejném poméru). Z této podobnosti a z vlastnosti
obvodovych thli nad tétivou BK (obr.54) médme dohromady®

|xSPB| = |xSAP| = |xBAK| = |xBLK|,

coz znamena rovnobéznost primek LK, PS.

Obr. 54

Oznacme O stied kruznice k. Tec¢ny ¢t a C'S kruznice k vedené krajnimi
body tétivy MC ziejmé sviraji s MC tuhly stejnych velikosti* (obr.54).
Stejnou velikost mé vsak i tthel CPS, nebof trojihelnik C'PS je podle
zadani rovnoramenny. Ze souhlasnych thlu tak dostavame PS || t. Do-
hromady mame

LK |PS|tLOM.

Tétiva LK je tedy kolma na polomér OM kruznice k, z ¢ehoz uz primo
plyne [IML| = |MK]|.

3 Rovnost |xSPB| = |xSAP| mtzeme odivodnit i takto: Protoze |SB| - |SA| =
= |SP|?, z mocnosti bodu S ke kruznici opsané trojihelniku ABP plyne, ze SP
je te¢nou této kruznice. Rovnost thli SPB a SAP je tedy rovnosti tsekového
a obvodového thlu, jez oba pfisluseji tétivé BP této kruznice.

4 Jsou to doplitky do 90° k thlim pfi zékladné rovnoramenného trojihelniku M CO.
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5. Odpovéd na otazku ze zadani je ,Ano“. UkéZeme, jak postupovat,
abychom dosahli ve schrankach pozadovaného poc¢tu minci. Pro jednodu-
chost budeme kazdou konkrétni situaci, tj. kolik se pravé naléza minci
v jednotlivych schrankéach, oznacovat Sestici ¢isel (kazdé z ¢isel bude od-
povidat poc¢tu minci v prislusné schrance).

Na zacatku tedy mame Sestici (1,1,1,1,1,1) (v kazdé schrance je
jedna mince). Posloupnosti dovolenych operaci chceme dosahnout Sestice
(0,0,0,0,0,20102019°"**) Nejdiive pfipomeiime, co pfesné s mincemi do-
volené operace ¢ini. Prvni operaci vybereme ze schranky jednu minci, tu
»rozdvojime®“ a obé vzniklé mince dame do schranky vpravo. Pri druhé
operaci vybereme ze schranky jednu minci, tu ,zahodime“ a vyménime
obsah dvou schranek nalézajicich se bezprostiedné vpravo od schrénky,
z niz jsme minci vybrali.

Postupovat mizeme napiiklad nasledovné. Nejdrive pouzijeme prvni
operaci na 5. schranku (v 5. schrance tedy jedna mince ubyde a do 6. dvé
pribydou):

(1,1,1,1,1,1) — (1,1,1,1,0,3).
Nyni pouzijeme druhou operaci na 4. schranku, odebereme tedy minci ze
4. schranky a vyménime mince mezi 5. a 6. schrankou:

(1,1,1,1,0,3) — (1,1,1,0,3,0).
Totéz postupné zopakujeme pro 3., 2. a 1. schranku (ubereme minci a vy-
ménime obsah schranek napravo):

(1,1,1,0,3,0) — (1,1,0,3,0,0) — (1,0,3,0,0,0) — (0,3,0,0,0,0).

Tak se ndm podarilo vyprazdnit vSechny schranky az na jednu, kde zi-
staly tfi mince. Protoze chceme do jediné schranky dostat ,obrovsky“
pocet minci, ukdZeme nyni, jak dosahnout vétsiho poc¢tu minci v jediné
neprazdné schrance (nechdvame na ¢tenéfi, aby ovéril, ze jde o dovolené
operace):

(0,3,0,0,0,0) — (0,2,2,0,0,0) — (0,2,1,2,0,0) — (0,2,0,4,0,0) —
— (0,1,4,0,0,0) — (0,1,3,2,0,0) — (0,1,3,1,2,0) — (0,1,3,0,4,0) —
—(0,1,2,4,0,0) — (0,1,2,3,2,0) — (0,1,2,2,4,0) — (0,1,2,1,6,0) —
- (0,1,2,0,8,0) — (0,1,1,8,0,0) — (0,1,1,7,2,0) — (0,1,1,6,4,0) —

- (0,1,1,5,6,0) — (0,1,1,4,8,0) — (0,1,1,3,10,0) —
- (0,1,1,2,12,0) — (0,1,1,1,14,0) — (0,1,1,0,16,0) —
- (0,1,0,16,0,0) — (0,0,16,0,0,0).
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Podafrilo se nam tedy trojku zvétsit na ¢islo 16. VSimnéme si ptitom
posloupnosti Sestic od 5. po 23. Ze Sestice (0,1,4,0,0,0) jsme dostali Ses-
tici (0, 1,0,16,0,0) a pfitom jsme viibec nezasahovali do prvni, druhé ani
Sesté schranky (pocty minci se v nich neménily). Dostali jsme tak vlastné
z trojice (4,0,0) trojici (0,16,0) = (0,2%,0). Néco takového lze udélat
obecné: Jestlize a je kladné celé ¢islo, dovedeme z trojice (a,0,0) (tedy
ze tii po sobé jdoucich schranek bez zasahovani do ostatnich) vytvorit
trojici (0,2%,0), a to nasledujicimi kroky (posloupnost operaci, kdy jen
vsechny mince z jedné schranky pomoci prvni operace ,rozdvojujeme® do
sousedni schranky vpravo, zapiSeme jako jeden krok, ktery znazornime
znakem ,=“):

(@,0,0) = (a—1,2,0) = (a—1,0,4) — (a — 2,4,0) =
= (a—2,0,8) > (a—3,8,0) = (a — 3,0,16) — (a — 4,16,0) =
= (a—4,0,32) - (a—5,32,0)= ... »(a—(a—1),2°71,0)=>
= (a—(a—1),0,2%) — (a —a,2%,0) = (0,2%,0).
Vratme se k Sestici (0,0, 16,0, 0, 0), jiz jsme dostali v predchozim odstavci.
Budeme pokracovat dél, pricemz posloupnost krokt, kdy z néjaké trojice
(a,0,0) vyrobime trojici (0,2%,0), budeme zkracené oznacovat ,~“:
(0,0,16,0,0,0) — (0,0,15,2,0,0) ~ (0,0,15,0,22,0) —
— (0,0,14,22,0,0) ~ (0,0,14,0,2%°,0) — (0,0,13,22°,0,0) ~
2 2
~ (0,0,13,0,22°,0) — (0,0,12,22°,0,0) ~ ... —

Ve ¢tvrté schrance uz mame obrovské ¢islo, které pro zjednoduseni dal-
w7 7’ . v/ vz . v Viv7z v v 2010
$tho zapisu oznaéime Pyg. Toto &islo je uz vétsl nez éislo 20102010
zadani. Je totiz

ze

2
Pi=2 P,=22=4, P;=22=24=16, P,=22 =216 -65536

a uz nasledujici ¢islo P5 = 265936 m4 19729 ¢&islic. Mnoho &islic vak
s s V2 2010 7’ . v F v 7 e o 4
mé i éislo 201020107 které pro zjednoduseni ozna¢ime A. Dokazat, Ze

Pig je vétsi nez A, musime proto jinak. Forméalni dikaz muze vypadat
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nasledovneé:
2010 2010 2010 2010
A= 20102010 < 20482010 — (211)2010 — 211~2010 <

< 22010.20102010 _ 220102011 < 220482011 _ 2(211)2011 _ 2211-2011 _

22121 32768 gl5 216 2222
=22 = 9P =22 <22 =9 =P;< P

Vsechny uvedené nerovnosti jsou ziejmé. Zbyva uz jen dokoncit pfeménu
Sestice (0,0,0, Pyg,0,0) na Sestici (0,0,0,0,0,A). K tomu sta¢i mnoho-
krat pouzit na ¢tvrtou schranku druhou operaci, pricemz budeme stéle
»ménit“ obsahy prazdné paté a Sesté schranky, takze se kromé snizovani
poctu minci ve ¢tvrté schrance nebude nic dit. Budeme to délat az do
okamziku, kdy dostaneme Sestici (0,0,0, A/4,0,0) (zfejmé ¢islo A je dé-
litelné Gtyfmi a A/4 < A < Pyg, takze takovouto Sestici lze opravdu
dostat). Nakonec uz jen opakované pouzijeme prvni operaci nejdfive na
¢tvrtou a poté na patou schranku, az dostaneme

(0,0,0,A/4,0,0) = (0,0,0,0,A/2,0) = (0,0,0,0,0, A).
Tim je tloha vyteSena.

6. (Podle Martina Vodicky z Kosic.) Podle zadani pro libovolné n > s
plati a, = a; + a;, pfi¢emz i < j = n — i. Ukdzeme nejprve, ze lze najit
dokonce takovy rozklad, v némz i < s. Kdyby totiz bylo a,, = a;, + a;,,
kde 7; > s, bylo by podle zadani a;, = a;, + a;,, pfiCemz iy + j2 = i1,
tedy iz < i1, a navic zfejmé aj,44, = aj, + a;,, protoze jo + ji1 > iy > s.
To znamena, zZe
an = G, + aj, = Qiy + aj, + aj, g @i, + Ajy+j1s
ale protoze n = i + (j2 + j1), plati a, 2 a;, + aj,+j,, tedy nutné a, =
= a;, +a;,+;, - Kdyby poidd jesté bylo i3 > s, mohli bychom celou tivahu
zopakovat a najit ig < ip takové, Ze a, = i, + @j344,+5, atd. ProtoZe
proces ,zmensovani“ nemiize probihat donekonecna, najdeme tak index
i =1, < s takovy, Ze an = a;, + Qj, 4. 4j; -
Je jasné, ze pokud j > s, i1,...,4. S s, n=3j+141 + ...+ i, pak

angaj+ail+...+air, (1)

nebof
aj + i, S @jyi,

Qjtiy T Ciy S Qg+

Qjtiy 4o dip—r T Cip = Qjtir 4. +4i, = On-

Il
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Vezméme nyni takovy index i € {1,...,s}, pro néjz je hodnota
a;/i maximalni (jestlize je takovych vice, vezmeme libovolny z nich),
a oznacme ho [. Ukazeme, ze toto [ ma spolu s vhodnym N vlastnost
pozadovanou zadanim tlohy.

Zapisme ¢islo a,, (pro libovolné n > s) s opakovanym vyuzitim tvod-
niho tvrzeni ve tvaru

Un=ai, +Qj, =ai, + 8, +aj, =...=a;, +...+a;. +a;, (2)

pfi¢emz iy,...,ir < s, jr > s a a;j, uz se da rozlozit na soucet dvou
¢lent posloupnosti s obéma indexy nejvyse rovnymi s. (S rozkladem na
soucet tedy skonc¢ime pravé o jeden krok driv, nez dostaneme vSechny
indexy nejvyse rovné s. Pripoustime i moznost » = 0 neboli j,. = n, coz
by znamenalo, ze uz prvni rozklad a,, = a;, + a;, spliioval i; < j; < s.)
Jestlize se v souctu (2) mezi hodnotami {iq,...,7,} nalézd né-
ktery index ¢ aspon [-krat, nahradime [ jeho vyskytiu i vyskyty in-
dexu [. Dostaneme tak mnozinu indext {7},...,7,}, pfiemz zfejmé
ih+...+1i, =i1+...+1i,. Protoze a;/l 2 a;/i, mdme i-a; 2 1-a;, takze

an =a;; +...+ai, +a;, Say +...+ay, +a;,.
Podle (1) vSak plati i opacnd nerovnost, proto
an = aj, +"'+ai’,/ + aj,.,
pfi¢emz aspon jeden z indexi 4}, ..., i., je roven [.

Samoziejmé pro dostatecné velké n se v souctu (2) néjaky index musi
nachdzet aspori [-krat; staci vzit napiiklad n > s%(l — 1) +2s = N.% Pro
kazdé n > N proto umime a,, zapsat ve tvaru (po preusporadani index)

an:al+ai/2+...+ai/r,+a]—r. (3)
Podle (1) (jestlize n nahradime hodnotou n — [) vSak mame
An—1 2 Gy + ...+ ay, +aj,,

odkud podle (3) plyne a,, < a; + ay,—;. Ze zadani trividlné plati a,, = a; +
+ ap—;, takze musi byt a,, = a; + an_;.

5 Ruznych indexl je jen s, zaroven j, < 2s, a kdyby i bylo vsech po [ — 1, méli

bychomn=1i1+...+ir+5r S (1+2+...+8)(—1)+25s X s2(1—1)+2s < n,
COZ je spor.
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4. stfedoevropska matematicka olympiada

EUROPEAN

Ctvrta stfedoevropskd matematickd olympiada
(Middle European Mathematical Olympiad, zkré-
cené MEMO) se uskutecnila od 9. do 15. za¥i 2010
v obci Strecno na Slovensku za tcasti Sedesati
studentti z deseti zemi stfedoevropského regionu,
jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy, Madarska,

Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovinska, STRECNO
SLOVAKIA 2010

a Svycarska. Soutéz je uréena studentiim stied-
nich skol, kteri se v daném kalendainim roce netcastnili mezinarodni
matematické olympiady (MMO) a diky svému véku jesté stale maji Sanci
zucastnit se MMO v roce pristim. Vyjimku tvori slovinsti ucastnici, kteri
vzhledem k relativné malému poc¢tu obyvatel své zemé nejsou predchozi
ucasti na MMO vazani.

Ceské druzstvo tvorili Michael Bilij z Gymnéazia Klatovy, Martin
Buchacek z Gymnazia Ludka Pika v Plzni, Filip Hldsek z Gymnazia
Plzen na Mikuldsském namésti, Martin Topfer z Gymnazia Nad Stolou
v Praze, Radek Marcina z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze, Ja-
kub Solovsky z Gymnazia Mikulase Kopernika v Bilovci a Lukas Zavrel
z Gymndzia Praha 9 na Chodovické. Vedoucim druzstva byl dr. Mar-
tin Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho
zastupcem pak dr. Pavel Caldabek z Prirodovédecké fakulty Palackého
univerzity v Olomouci.

VsSechny tymy byly ubytovany ve skolicim stfedisku Slovenskych ze-
leznic, kde se odehravala i ¢ast vlastni soutéze. Olympiada probihala po-
dle jiz zavedeného modelu. Prvni den po prijezdu vybirala jury slozena
z vedoucich narodnich delegaci ptiklady pro soutéz, zatimco soutézici na-
vstivili hrad Strecno. Druhy den byla na poradu soutéz jednotlivet, ktera
probéhla v prednaskové mistnosti zminéného stiediska, kde méli studenti
pét hodin ¢asu na feSeni ¢tyt tiloh. Tymova soutéz pak probéhla dalsi den,
tedy v nedéli v prostorach Zilinské univerzity. V tymové soutézi ma kazdé
narodni druzstvo k dispozici jednu mistnost, kde spolecné resi po dobu
péti hodin osm tloh. Jiz v sobotu vecer zapocala koordinace oprav tloh
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(dlohy jsou opraveny jednak vedoucimi narodnich tymu a nezavisle i ty-
mem opravovatelll zajisténym organizatory; pri koordinaci se vysledky
oprav porovnaji a pripadné neshody se vytesi) a pokracovala i béhem ne-
déle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na rozdéleni medaili, které
se Tidi podobnymi pravidly jako na mezinarodni matematické olympiade.
Odpoledne pak nasledovala spolecna plavba s fesiteli na pltich po Tece
Véahu. V ttery byl program olympiady zavrsen vyletem do krasné prirody
Malé Fatry a slavnostnim zakoncenim, kterého se zicastnila mimo jiné
vyznamné hosty i rektorka Zilinské univerzity Tatiana Corejova.
Vysledky ceského druzstva byly nasledujici: Jakub Solovsky a Filip
Hlések ziskali bronzové medaile (Jakubovi chybél pouze jeden bod ke
stiibrné medaili), Martin Buchédéek, Martin Topfer a Lukas Zavtel pak
ziskali ¢estna uznani za jeden bezchybné vyreseny priklad. V tymové sou-
tezi snad lze za tspéch povazovat to, Ze jsme porazili slovenské druzstvo.

Body za tilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4

52.-54. Michael Bily 2 1 0 3 6

40.-49. Martin Buchacek 0O 0 0 8 8 H.M.

29.-30. Filip Hlasek 4 0 0 8 12 bronz

16.-22. Jakub Solovsky 0 0 8 8 16 bronz

40.-49. Martin Topfer 0O 0 0 8 8 H.M.

40.-49. Lukas Zavrel 0 0 0 8 8 H.M.
Celkem 6 1 8 43 58

Detailni vysledky ceskych studentii véetné bodovych ziskil za jednot-
livé tlohy lze vycist z predchozi tabulky, pfehled vysledkti vSech zemi
v soutézi jednotliveu je v druhé tabulce. Zemé jsou v ni sefazeny podle
souCtu bodu celého druzstva podobné jako pri neoficidlnim poradi zemi
na MMO (&islo v zdvorce oznacuje mensi pocet Gcastnikit).

II IITHM body I II IITHM body
Madarsko 2 31 - 112 Slovinsko 1 1 1 1 70
Némecko - 3 3 - 90 Litva - 11 2 63
Polsko 2 3 - 83 Rakousko -1 1 3 59
Chorvatsko - - 4 - 77  Ceskd republika - - 2 3 58
Slovensko - -3 2 70  Svycarsko (5) - - -1 19

Nejlépe se tak darilo druzstviim Madarska, Polska a Némecka — Ma-
darsko vyhrélo jak soutéz druzstev, tak soutéz jednotlived, v niz ziskalo
dvé zlaté medaile. Druzstva Polska a Némecka ztlistala tentokrat bez zla-
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tych medaili. Celkové vysledky soutéze druzstev jsou uvedeny v nésledu-
jici tabulce.

Body za tlohu Body
Umisténi 1 23456 78
1. Madarsko 8 0 8 4 8 8 8 8 52
2. Polsko 1 288 80 8 8 43
3. Némecko 721388 8 3 40
4. Rakousko 281386 81 37
5.  Chorvatsko 6 08 3 80 8 2 35
6. Litva 1 2038880 36
7. Slovinsko 6 0728031 27
8.  Ceskd republika 12338081 26
9. Slovensko 20348050 22
10.  Svycarsko 00120100 4

Texty soutéznich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tilohu navrhla)
Soutéz jednotlivcit

1. Urcete vsechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna z,y € R plati

fe+y)+ (@) f(y) = fley) + @+ Df (@) + (@ +1)f ().
(Ceskd republika)

2. Na tabuli jsou napsani vsichni kladni délitelé kladného celého ¢isla V.
Dva hraci A a B hraji hru, pri které se stiidaji v tazich. V prvnim tahu
hra¢ A smaze ¢islo N. Bylo-li naposled smazéno ¢islo d, v néasledujicim
tahu je nutno smazat bud délitele, nebo néasobek cisla d. Hrac, ktery
nemuze tahnout, prohrava. UrcCete vSechna ¢isla N, pro kterd hrac¢ A
mize vyhrat nezavisle na tazich hrace B. (Polsko)

3. Je dan tétivovy ctyruhelnik ABCD a bod E na jeho thlopiicce AC
takovy, ze |AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Necht M je stfedem kruznice k
opsané trojuhelniku BDE. Kruznice k protind primku AC v bodech FE
a F. Dokazte, ze ptimky FFM, AD a BC prochazeji tymz bodem.
(Svijcarsko)

4. Naleznéte vSechna kladna celd cisla n, ktera vyhovuji néasledujicim
dvéma podminkam:
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(i) ¢islo n ma alespon ¢tyfi rizné kladné délitele,
(ii) pro libovolné dva délitele a, b ¢isla n takové, Ze 1 < a < b < n, déli
jejich rozdil b — a ¢islo n. (Slovinsko)

Soutéz druzstev

5. Jsou dany tri rostouci posloupnosti
a1,02,03, ..., b17b27b35"'a C1,C2,C3, ...

kladnych celych cisel. Kazdé kladné celé ¢islo je cClenem pravé jedné
z téchto ti posloupnosti. Déale pro kazdé kladné celé ¢islo n plati:
(i) ca, =bn +1,
(11) Any1 > bny
(iii) ¢islo cpt16n — (n+ 1)cpy1 — ney, je délitelné dvéma.
Uréete ¢isla asg10, b2010 @ €2010- (Litva)

6. Pro kazdé celé ¢islo n 2 2 uréete nejvétsi realnou konstantu C,, tako-

vou, ze pro vSechna kladné realna ¢isla aq, ..., a, plati
2 2 2
ai+...+a a+...+a
L n> (2 - %)+ Cular — an)™.

(Svijcarsko)

7. V kazdém vrcholu pravidelného n-tihelniku stoji pevnost. Ve stejny
okamzik kazda pevnost vystieli na jednu ze dvou nejblizSich pevnosti
a zasdhne ji. Visledkem strelby rozumime mnozinu zasazenych pevnosti,
pricemz nerozliSujeme, zda pevnost byla zasazena jednou nebo dvakrat.
Ozna¢me P(n) pocet vSech moznych vysledka stielby. Ukazte, Ze pro
vSechna celd ¢isla k 2 3 jsou &isla P(k) a P(k + 1) nesoudélna.

(Ceskd republika)

8. Necht n je kladné celé ¢islo. Ctverec ABCD je rozdélen na n? jednot-
kovych ¢tvercti. Kazdy z nich je déle rozdélen thlopiickou rovnobéznou
s BD na dva trojihelniky. Nékteré z vrcholi jednotkovych ¢tverct jsou
obarveny ¢ervené tak, ze kazdy z 2n? ziskanych trojihelnik mé alespoii
jeden vrchol cerveny. Urcete nejmensi mozny pocet Cervenych vrchol
takového obarveni. (Slovinsko)

9. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA, AB po
tfadé v bodech D, E, F. Necht bod K je soumérné sdruzeny s bodem D
podle stfedu vepsané kruznice a ptimky DFE, FK se protinaji v bodé S.
Dokazte, ze piimky AS a BC' jsou rovnobézné. (Polsko)
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10. Jsou dany body A, B, C, D, E tak, ze ¢tytthelnik ABCD je tétivovy
a ¢tyfuhelnik ABDE je rovnobéznik. Oznacme S prusecik thlopricek AC,
BD a F prisecik polopiimek AB, DC. Dokazte, 7ze |<AFS| = |<ECD]|.

(Chorvatsko)

11. Necht n je nezaporné celé ¢islo. Oznacme a,, ¢islo s desitkovym zapi-

sem
10...020...020...01.
e N S~

n n n

Ukazte, ze %an lze vyjadrit jako soucet dvou tfetich mocnin kladnych
celych ¢isel, ne vsak jako soucet dvou druhych mocnin celych ¢isel.
(Svyjcarsko)

12. Je dano kladné celé ¢islo n, které neni mocninou ¢isla 2. Dokazte, ze

existuje kladné celé ¢islo m s nasledujicimi dvéma vlastnostmi:

(i) ¢islo m je souc¢inem dvou po sobé jdoucich kladnych celych cisel,

(ii) desitkovy zapis ¢isla m je tvoren dvéma shodnymi bloky n ¢islic.
(Polsko)

Reseni tiloh
1. Dosazenim y = 0 ziskame
0=F0)(f(z) -z -2).

Snadno lze ovéfit, ze funkee f(z) = = + 2 nent feSenim, proto f(0) = 0.
Zvolme nyni v zadané rovnici x = 1, y = —1. Dostaneme

0=f(-1(Q1)=3),

tedy f(—1) = 0 nebo f(1) = 3.

Jestlize f(—1) = 0, po dosazeni z = 2, y = —1 vyjde f(—2) = f(1).
Nasledné volbou z = —2, y = 1 dostaneme f(—2)f(1) = 3f(-2) — f(1),
odkud vzhledem k rovnosti f(—2) = f(1) plyne f(1) € {0,2}.

Celkem je tedy f(1) = a € {0,2,3}. Polozime-li v zadané rovnici
y = 1, dostaneme pro vSechna redlna z

flz+1)=B-a)f(z) +a(z+1). (1)

Volbou y =1+ 1/z, kde  # 0 je libovolné, pak mame
1 1
f(x+;+1) +f(:c)f(;+1) -
— flz+1)+ (% +2>f(m)+f<% +1) @ +1).
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S vyuzitim (1) proto plati

ool ) () e (2)
= f(:c)(5 —2a—(a— 1)%) + 2a + ax.

Odtud s vyuzitim vyjadreni, které dostaneme ze zadané rovnice po dosa-
zeni y = 1/x, po tGpravé dostaneme

(3—a)(a+f(x)<1+;1;—)) =f(m)(5—2a—(a—1)-%) + 2a + az,
f(x)(—2+a+%) =a® +az —a.

Postupnym dosazovanim a € {0, 2,3} uz snadno odvodime jednotliva
feSeni f(z) = 0, f(z) = 22 + z, f(z) = 3z.} (Zkousky dosazenim do
puvodni rovnice jsou trividlni.)

2. Necht N = pi'...p* je prvociselny rozklad ¢isla N. V kazdém
tahu hra¢ smaze néjakého délitele ¢isla NV, jehoz lze reprezentovat k-tici
(by,...,bg), piicemz b; < a; (takova k-tice odpovidé ¢islu p2* .. .pZ‘“). Po-
dle pravidel hry po k-tici (by,...,bx) mize néasledovat (cy,...,cx), pravé
kdyz je bud ¢; £ b; pro vsechna i, anebo a; = ¢; 2 b; pro vSechna i
(samoziejmé jen v pripadé, Ze takova k-tice je jesté na tabuli).

Je-li aspon jedno z Cisel a; liché — bez Gjmy na obecnosti necht je
to a; —, ma vitéznou strategii hra¢ B. Tehdy totiz staci, kdyz na kazdy
tah (by,...,bx) hrace A odpovi hra¢ B tahem

(a1 = bl,bz, e ,bk).

Ukazme, ze je to skutecné jeho vitézna strategie: Vsechny k-tice odpo-
vidajici ¢islim, ktera jsou zpocatku na tabuli, 1ze totiz roztridit do dvojic
uvedeného typu, a pokud A smaze k-tici z néjaké dvojice, B smaze druhou
k-tici z téze dvojice (a3 — by # by, protoze aj je liché).

Jestlize jsou vSechna a; sudd, ma naopak vitéznou strategii hrac A.
Pokud B sette k-tici (by,...,bx), pfiCemz aspon jedno z Cisel b; je mensi
nez a; ((by,...,bg) # (a1,...,ax), nebot to byl prvni tah hrace A),

! Stejny predpis plati vzdy i pro hodnotu z z rovnosti —2 + a + 2/xz = 0, jak lze
ovéfit podle rovnosti (1), kdyz v ni zaménime z + 1 za = a pro novou hodnotu
z — 1 vyuzijeme jiz odvozeny predpis.
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ozna¢me j nejmensi index takovy, ze b; < a;. Potom strategickou od-
povédi hriace A bude k-tice

(bl,...,bj_l,aj —b]' = 1,bj+1,...,bk).

I v tomto pripadé lze vSechny ptvodni k-tice (kromé prvniho tahu
(a1,az,...,ax)) roztfidit do dvojic vyse popsaného typu, a pokud
B smaze néjakou k-tici, A smaze druhou z téze dvojice (a; —b; — 1 # b;,
protoze a; je sudé).

Podminka, ze vsechna a; jsou suda, je ziejmé splnéna pravé pro ta N,
kterd jsou druhou mocninou celého ¢isla. Pravé pro né hra¢ A tedy miize
vyhrat bez ohledu na tahy hrace B.

3. Prfedpokladejme, ze bod A lezi na tsecce C'F (pfipad, kdy na tsecce
AF lezi bod C, je analogicky). Ozna¢me P prisecik piimek BC a AD
(obr.55). Protoze |MB| = |ME|, |BC| = |CE| a |ME| = |[MF|, jsou

trojuhelniky M BC' a M EC shodné a trojihelnik EF M rovnoramenny,
takze pro velikosti ihli mame

|xMBC| = |xMEC|=180° — |x MEF| =180° — |[xMFC|.
Odtud plyne, ze body M, B, C, F lezi na jedné kruznici. ProtoZe
|IME| = |[MD| a |AE| = |AD|, jsou trojihelniky MEA, MDA shodné
a|XxAEM| = |xADM|, tedy | XM DP = |xM BP| a ¢tyitihelnik M PBD
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je tétivovy. Dohromady s tétivovosti ¢tyrtihelnikai ABCD, FM BC tak
dostavame

|xPMB| = |xPDB| = |xADB| = |xACB| =
= |xFCB| = 180° — |xFMB|.

Proto body F, M, P lezi v pfimce, a ptimky AD, BC a FM se tak
protinaji v jednom bodé (v bodé P).

Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim feSeni dokazeme, ze ctyithelnik
FMBC je tétivovy. Protoze body M, A lez na ose tsecky DE, plati
|xMDA| = |¥xMEA|. Z rovnosti |ME| = |MF| dale plyne |[xMFA| =
= |x M EA|, takze ctyfihelnik MADF je tétivovy.

Piimky FM, AD, BC jsou tedy chordalami kruznic opsanych tétivo-
vym c¢tyfuhelnikim FFM BC, BCDA, ADFM, z ¢ehoz podle znamého
tvrzeni plyne, Ze se protinaji v jednom bodé (ktery ma ke vSem tfem
kruznicim stejnou mocnost).

4. Prvocisla, druhé mocniny prvocisel a ¢islo 1 nesplnuji prvni podminku,
z dalSich uvah je proto vynechame.

Nejprve predpokladejme, ze n je sudé, tj. n = 2z pro néjaké z € N.
Potom podle druhé podminky x — 2 déli n. Kazdy délitel ¢isla n mensi
nez r = %n je nejvyse roven %n Protoz — 2 < %n = %x, odkud z £ 6.
Postupnym ovérenim vsSech pripustnych hodnot x snadno zjistime, ze
vyhovujin =6, n =8 an = 12.

Déle predpokladejme, ze n je liché. Necht n = pzx, pricemz p je nej-
mens$i netrividlni délitel éisla n. Cislo p je ziejmé liché prvoéislo a p+1 1 n,
nebot p + 1 je sudé, proto z # p + 1. Protoze 1 < p < z < n, mame
Tz —p|pz.

Jestlize p 1 x, jsou ¢isla © — p a z nesoudélnd, nutné tedy =z — p | p,
odkud z —p < p. AvSak z # p+ 1, tedy x — p 2 p (nebot p je nejmensi
netrividlni délitel ¢isla n). Proto musi platit x — p = p, coz je ve sporu
s tim, ze n = pz je liché.

Jestlize p | z, je = py pro n¢jaké celé ¢islo y > 1. Z minimalnosti
prvoéisla p plyne, Ze y = p. Podle druhé podminky py — p | n = p?y
neboli y — 1 | py. Protoze y — 1 a y jsou nesoudélnd, nutné y — 1 | p,
odkud y £ p + 1. Kdyby bylo y = p + 1, bylo by y sudym délitelem
¢isla n, coz nejde. Kdyby bylo y = p, bylo by to ve sporu s podminkou
y— 1| p (protoze p = 3). Jiné moznosti vzhledem k nerovnosti y = p
nejsou.

Odpoveéd. Obéma podminkam vyhovuji jen ¢isla 6, 8 a 12.
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5. Protoze posloupnost (c,) je rostouci, plati zfejmé ¢, = n, a proto
i cq, 2 a, pro viechna n € N. Posloupnosti vSak neobsahuji stejné ¢leny,
nutné tedy

Ca, > @n pro vsechna n € N. (1)

Posloupnosti budeme ,naplinovat“ induktivné. Nejdrive dokazeme, ze
a; = 1. Kdyby naopak platilo a; > 1, muselo by byt bud ¢; = 1, anebo
by = 1. Druh4 moznost nepripada v tivahu, protoze podle (i) a (1) mame
by =¢q, — 1> a1 — 1, tedy by > a1 (nebot by # a1). Kdyby bylo ¢; =1,
bylo by b1 # 2 (nebot by > a1), ca # 2 (diky (iii) pro n = 1), muselo
by tedy byt a; = 2. Potom vSak ay # 3 (nebot ay > b1), by # 3 (nebof
v takovém pripadé by bylo ¢; = ¢, = by + 1 = 4 a neplatilo by (iii) pro
n=1) atéz ca # 3 (nebot ¢y = cq, = b1 + 1 # 3).

Nyni najdeme v posloupnostech misto pro ¢islo 2. Kdyby bylo as = 2,
platilo by podle (ii) 2 = as > by, coz neni mozné. Kdyby bylo ¢; = 2,
méli bychom podle (i) 2 = ¢; = ¢4, = b1 + 1, tedy by = 1, coz také neni
mozné. Zbyva jen moznost be = 2. Potom podle (i) dostaneme ¢; = ¢q, =
=b+1=3.

n l 1 2 3 4 5
a,| 1
b,| 2
cn | 3

Diky (iii) je c2 # 4. Také by # 4, nebot jinak by podle (1) a (i) bylo
ag < Cq, = b2 +1 =5 a pro az by uz neziistala zddna hodnota. Je tudiz
ay = 4. Nasledné podle (ii) mame as # 5 a také by # 5, nebof jinak
by podle (i) bylo ¢4 = ¢4, = b2 +1 = 6 a pro ca, c3 by uz nezbyly
zaddné hodnoty. Proto co = 5. Stejnou tivahou dostaneme ag # 6, by # 6,
tedy c3 = 6. Ddle a3 # 7 (podle (ii)), ¢4 # 7 (nebot jinak by podle (i)
bylo 7 = ¢4 = ¢a, = ba+ 1 neboli by = 6), tedy by = 7. Je tudiz
C4 =Cqp, =b2+1=8.

n|1 2 3 4 5
a,| 1 4

bo| 27

cm| 3 5 6 8

Nyni miuZeme znovu zopakovat tvahy z predchoziho odstavce:
Diky (iii) mdme c5 # 9. Z (1) a (i) plyne b3 # 9 (jinak by bylo
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a3 < cq; = bz + 1 = 10 a neztstala by volnd hodnota pro asz). Proto
az = 9. Podle (ii) je ay # 10. Z (i) dostaneme cg = ¢,y = bg + 1,
proto bz # 10 (jinak by nezustaly volné hodnoty pro cs, ..., cg). Je tudiz
¢s = 10. Podobné

ag # 11, by #11 = ¢ = 11,

aq #12, by £12 = ¢ = 12,

ag # 13, b3 #13 = cg = 13.
Koneéné, aq # 14 (z (ii)), cg # 14 (jinak by podle (i) bylo 14 = ¢g = ¢4, =
= bs+1, tedy bs = 13, coz neplati), tedy bz = 14 a cg = ¢o, = b3+1 = 15.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I 4 9

bo| 2 7 14

| 3 5 6 8 10 11 12 13 15

Zformulujeme tvrzeni, které lze jednoduse dokazat matematickou in-
dukei. (Formélni dikaz, ktery je trividlnim zobecnénim predeslych dvou
odstavct, vynechame.) Pro kazdé k e N ai=1,2,...,2k — 2 plati

ar = k2, Ck—1)24i = k2 +1,
by = k2 +2k—1, ez = k2 + 2k.
Na zakladé toho uz snadno dopocitame pozadované hodnoty:
azo10 = 2010%,  bao1o = 2010% +2-2010 — 1,
2010 = Caqz474 = 45% + 74 = 2099.
6. Pro1 < ¢ < j < nozname z;; = a; — aj. Vyrazy
a?+...+a2 . ay+...+ap

n n

budeme zkracené oznacCovat K (kvadraticky prumér) a A (aritmeticky
prumeér). Rozdil jejich ¢tverct (vyskytujici se v zadéni) lze po vyndsobeni
¢islem n? upravit na

n?(K2 - A% =n(a?+...+a2)— (a1 +... +a,)? =

=(n— 1)271:%2 —Z2aiaj =
i=1

i<j
n—1
_ 2 _ .2 2 2 2
= E Ti; =Ty, + E (23, +z3,) + E Ty
i<j i=2 1<i<j<n
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Posledni suma je evidentné nezaporné a pro soucet uprostied plati podle
trividlni nerovnosti a® 4+ b* = 1(a + b)? odhad

n—1 —

1% n—2
Z(I%i +a7,) 2 B} Z(wu + Zin)? = — xl
i=2 i=2
Dohromady tak mame
n—2 n
nQ(’Cz - Az) g x%n + _2—— ' m%’n = 5 : (a‘l - an)27
pri¢emz rovnost zifejmeé nastane, pravé kdyzas = ... = a,_1 = %(al +ap).
Nejvétsi mozna hodnota je tudiz
n 1 1
Ch== - —=—.
2 n?2 2n

7. Kazdou zasazenou pevnost ozna¢me Cernou barvou, zbylé (nezasa-
zené) pevnosti bilou. Protoze kazd4 pevnost zasdhne jednu ze soused-
nich pevnosti, je vylouceno, aby néktera pevnost méla dva bilé sousedy.
Cislo P(n) je tedy poc¢tem takovych obarveni n pevnosti ¢ernou a bilou
barvou, ze neexistuji dvé bilé pevnosti, které by mezi sebou mély préavé
jednu pevnost. Na druhou stranu pokud takové dvé bilé pevnosti ne-
existuji, snadno najdeme odpovidajici zptisob stielby, ktery k takovému
obarveni vede: staci zajistit, ze do kazdé ¢erné pevnosti stfeli prinejmen-
Sim ta pevnost, kterd s ni sousedi po sméru otaceni hodinovych rucicek.

Pospojujeme-li nyni pevnosti ob jednu, dostaneme v piipadé lichého n
Hkruznici“, na niz zadné dvé sousedni pevnosti nebudou bilé. V pripadé
sudého n dostaneme takovym spojenim ,kruznice* dvé (kazdé z nich bude
patfit pravé polovina pevnosti), na nichz také zadné dvé sousedni pev-
nosti nebudou bilé. Oznac¢ime-li K (m) pocet obarveni m pevnosti na kruz-
nici cernou a bilou barvou tak, ze zadné dvé sousedni pevnosti nejsou bilé,
bude ziejmé platit P(n) = K (n) pro liché n a P(n) = K(3n)? pro sudé n.

Pro hodnoty K (n) odvodime rekurentni vztah:

Pocet vyhovujicich obarveni s n-tou pevnosti ¢ernou je totiz roven
poctu vyhovujicich obarveni n — 1 pevnosti (jednoduse vloZime ¢ernou
pevnost mezi prvni a (n — 1)-ni pevnost) zvétSenému o pocet obarveni
n — 1 pevnosti nemajicich zadné dvé sousedni pevnosti bilé kromé prvni
a (n—1)-ni (vloZenim ¢erné pevnosti mezi tyto dvé bilé pevnosti ziskdme
vyhovujici obarveni). Po¢et moznosti v druhém piipadé je vlastné stejny
jako pocet vyhovujicich obarveni n — 2 pevnosti s prvni pevnosti bilou
(staci spojit ony dvé sousedni bilé pevnosti do jedné).
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Pocet vyhovujicich obarveni s n-tou pevnosti bilou je roven poctu
takovych obarveni n—1 pevnosti, ze zadné dve sousedni nejsou bilé a prva
a (n—1)-ni jsou éerné (bilou pevnost muzeme vlozit jen mezi dvé ¢erné).
Tento pocet je roven poctu vyhovujicich obarveni n — 2 pevnosti, v nichz
je prvni ¢erné (opét mizeme dvé sousedni cerné pevnosti spojit do jedné).

Dohromady tedy

Kn)=Kn-1)+Ky(n—2)+ Kc.(n—2) =
=Kn-1)+K(n—2),
pricemz K3, a K. je pocet vyhovujicich obarveni s prvni pevnosti bilou,
resp. ¢ernou.

Pfimo dovedeme spocitat hodnoty K(2) = 3, K(3) = 4, K(4) =T,

tedy
K(2)=F(4) - F(0), K@3)=F(5)-F(@1), K(4)=F(6)-F(2)
a indukei snadno dokdzeme, ze K (n) = F(n+2)— F(n—2), pficemz F(k)
je k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti (F'(0) =0, F(1) = F(2) =1, ...).
Navic (K(2),K(3)) =1 a pro n = 3 mame
(K(n),K(n—1)) = (K(n) - K(n—-1),K(n-1)) =
=(K(n—-2),K(n—-1))=...=1

Podobné ukazeme, Ze pro kazdé sudé n = 2a je ¢islo P(n) = K(a)?
nesoudélné s obéma ¢isly P(n+1) = K(2a+1) a P(n—1) = K(2a—1):
(K(a), K(2a+1)) = (K(a), F(2)K(2a) + F(1)K(2a — 1)) =

=(K(a),F3)K(2a—1)+F(2)K(2a—2))=...=

= (K(a), Fa+1)K(a+1) + F(a)K(a)) = (K(a), F(a+1)) =

=(Fla+2)-Fla—-2),Fla+1)) =

=(F(a+2)-F(a+1)—F(a—2),F(a+1)) =
= (F(a) - F(a—2),F(a+1)) =(Fla—1),Fla+1)) =
=(F(a—1),F(a)) =1,

(K(a),K(2a —1)) = (K(a), F(2)K(2a - 2) + F(1)K(2a - 3)) =

= (K(a),F3)K(2a—3)+ F(2)K(2a—4))=...=

= (K(a), F(a)K(a) + F(a — 1)K (a — 1)) = (K(a), F(a — 1)) =
=(F(a+2)-F(a-2),F(a—1))=(Fla+2) - ()F(a—l))

=(F(a+2)-F(a+1),F(a—1)) = (F(a),Fla—1)) =

¢imz je tuloha vyreSena.
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8. Nejmensi mozny pocet cervenych vrcholi je

]

Nejdrive ukazeme vyhovujici obarveni s timto poctem. V druhé c¢asti
dokéazeme, ze mensi pocet ¢ervenych vrcholi neni mozny.

Misto ¢tverce budeme uvazovat kosoctverec ABCD, v némz namisto
pravouhlych rovnoramennych trojihelnikii budou rovnostranné trojihel-
niky. Kosoc¢tverec pokryjeme pravidelnymi jednotkovymi Sestitthelniky
tak, aby vrchol A lezel ve vrcholu Sestitthelniku. Stred kazdého Sestitthel-
niku obarvime ¢ervenou (na obr. 56 Sedou). Ziejmé kazdy rovnostranny
trojihelnik lezi v nékterém Sestitthelniku, a mé tedy c¢erveny vrchol.

JAVAVAVAVA )
NONCNONONONONN,

NN NN,
_/ \/ /P

Obr. 56

Ozna¢me a, pocet Cervenych vrcholi pfi tomto obarveni. Stranu
AB rozdélme body Ay, As, ..., A,_1 nan jednotkovych tsekt. Podobné
ozna¢me By,...,B,_1 body na BC,Cy,...,C,_1naCDaD,...,D,_1
na DA.

Kazdy z m vrcholi na pfimce A;B,_; je ¢erveny (obr.57). Rov-
nobézky AsB,_o, A3B,_» nemaji zadné cCervené vrcholy. Rovnobézka
A4B,,_4 obsahuje o 3 cervené vrcholy méné nez A;B,,_1, tj. n — 3. Po-
dobné lezi ¢ervené vrcholy na primkach A7 B, _7, A10Bn—10, atd. Jejich
pocet pokazdé klesne o 3. Z druhé strany uhlopricky AC mame n — 1
¢ervenych vrcholi na CoD,,—o, n — 4 na CsD,,_5 atd.
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Celkovy pocet cervenych vrcholi je tedy
an=Mn+Mm-3)+(n—-6+...)+((n—-1)+(n—-4)+n-T7)+...).

Je-dlin = 3k +1, je ap, = 3n(n + 2), takze pro n = 3k + 2 dostaneme
an = £(n+1)? a pro n = 3k + 3 pak a, = $n(n + 2). Obecné mizeme
tento pocet vyjadFit vztahem a, = [3(n+ 1)2].

Oznacme b,, nejmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholi. Zrejme by = 1.
V kazdém rovnostranném trojihelniku slozeném ze C¢tyt jednotkovych
trojihelnik (obr.58) museji byt zfejmé obarveny cervenou aspon dva
vrcholy. Kazdy z malych vyznacenych trojihelnikii na obr. 59 musi obsa-
hovat aspon jeden cCerveny vrchol a vétsi vyznacené trojihelniky aspon
dva. Proto by 22+1=3ab3=>1+1+1+2=05,

Obr. 58 Obr. 59

Pro n € {1,2,3} jsme ukézali, ze b, = a,, nutné tedy b, = a,.
Pro zbylé hodnoty n pouzijeme matematickou indukci, jejiz prvni krok
jsme uz ucinili. V druhém kroku dokazeme, ze pokud b,,_3 = a, _3, pak
b, = ay,.
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Necht n = 3k + 2. Jak ukazuje obr. 60a, potfebujeme aspon b, _3 +
+ (2k + 1)by Cervenych vrcholt, tj.

by = by 3+ (2k+1)-3= {(—"—;ﬁJ +2n—1= {@J = ap.

Je-li n = 3k + 3, dostavdame odhad (obr. 60b)

b 2 bz +2kbo+2+1+1+1=
_ {(n—2)2

}+2(n—3)+5={

3

/\f
NN ININNINLN/
VAVAREEW /A,
N,  /

Obr. 60a Obr. 60b

Konecné, je-li n = 3k + 1, mame podle obr. 60c

by Z by s+ 2k —1)+ Dby +1+14+1+1=

S P [

Ve vsech pripadech plati b, = a,, je tudiz b,, = a,.

Obr. 60c
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9. Necht S’ je prusecik piimky FK a rovnobézky se stranou BC vedené
bodem A. Nasi tlohou je dokdzat, ze body S’, D, E lezi na jedné prim-
ce. Prusecik strany AB s tecnou k vepsané kruznici vedenou bodem K
oznacme @ (obr.61). Zfejmé KQ || BC. Proto
|xAS'F| = |xQKF| = |xQFK],
odkud |AS’| = |AF| = |AE|. Plati téz |DC| = |EC| a BC || AS’, proto
|xCDE| = |xCED| = |xAES'| = |xAS'E|,

takze body S’, D, E vskutku lezi na jedné ptimce (pri¢ce rovnobézek
BC || AS).

C
S/
E
D
K
A Q F B
Obr. 61

Jiné feseni. Oznacme o = |¥xBAC|, f = |<xABC| a I stfed vepsané
kruznice. Pro thly v tétivovém ¢tyrtuhelniku IF BD plati

|<IDF|=|xIFD| =18 =|xAFS|.

Protoze |xFDS| = §|¥FIE| = 90° — a (IEAF je rovnéZ tétivovy)
a |xFIA| = 90° — %a, jsou trojuhelniky AFI a SFD podobné. Pro
pomér podobnosti mame |AF| : |F'S| = |IF| : |DF|, a tak z rovnosti
|<AFS| = |XIFD| plyne podobnost trojuhelniki AF'S, IFD, odkud
|AF| = |AS| = |AE|. Z podobnosti trojihelnikti ASE, CDE pak dosta-
vame [XSAE| =180° — a — 3, a tedy |xBAS| + |xABC| = 180°.
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10. Ozna¢me M a N paty kolmic z bodu S na piimky AB a CD. Ctyi-
thelnik SMFN je tétivovy, protoze dva jeho thly jsou pravé (obr.62).

Z obvodovych uhla nad tétivou SM opsané kruznice plyne |<AFS| =
= |¥MFS| = |«xMNS)|. Potfebujeme dokazat, ze | xMNS| = |xECD|.
K tomu stac¢i ukazat podobnost trojihelniki M SN a EDC.

Protoze ctyruhelnik ABCD je tétivovy, trojihelniky ABS a DCS
jsou podobné. Usecky SM, SN jsou vyskami téchto trojihelnikil, proto
|[SM| : |SN| = |AB| : |CD| = |ED| : |CD|. Pro velikosti thli navic
mame

|xMSN|=180° — |xAFD| = |xEDF| = |<xEDC|,
takze trojuhelniky M SN a EDC jsou vskutku podobné.

Jiné feSeni. Pfimka F'S protinid primky AD, DE postupné v bo-
dech, které ozna¢ime X a Z (obr.63). Déile oznatme |<BAD| = a,
|xADF| =4, |AB| = a, |CD| = c. Protoze ZD || AF, sta¢i dokazat, ze
trojuhelniky CDE a ZDF jsou podobné. Tyto trojihelniky maji jeden
tihel spolecny, takze zbyva ukdzat, ze |ZD| : |FD| =|CD|: |ED| = c: a.

Podle sinové véty v trojihelniku BFC plati |CF| : |BF| = siné :
: sin «r, nebof

|« FBC| =180° — |xABC| = |xCDA| = ¢,
|« FCB| =180° — |xBCD| = |xBAD| = a.

7 Cevovy véty pro trojiuhelnik AF'D a bod S plyne
_|DX| |AB| |FC| |DX| a sind

1="1X4] |BF| |cD| = [XA| ¢ sma’ (1)
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Z podobnosti trojuhelniki AFX, DZX méme |ZD| = |AF|-|DX|/|AX]
a ze sinové véty v trojihelniku AF D dostévame |FD| = |AF|-sina/ sin 0.
Pro zkoumany pomér |ZD| : |FD| tak s vyuzitim (1) plati

|ZD| siné |DX| ¢

|FD|  sina |AX| a

11. Nejdrive dokazeme, ze %an neni pro zadné n souctem dvou ctvercti.
Druhé mocniny déavaji pti déleni ¢tyrmi jen zbytky 0 a 1, takze ¢isla, kterd
jsou souctem dvou ¢tverci, mohou po déleni ctyrmi davat jen zbytky 0,
1 nebo 2. Cislo %an vSak dava zbytek 3, nebot a,, dava zbytek 1.2

Po chvili zkouSeni najdeme vztah

an _ (107 42V (2.10M 41
3 3 3 ’

ktery po trividlni tipravé plyne z vyjadieni a, = 103"+3 4 2.10%"+2 +
+2-10"*! 4 1. Obé éisla v zavorkach jsou piirozend, nebot 10"+ =1
(mod 3), takze %an se da vzdy vyjadrit jako soucet dvou tretich mocnin.

12. Podle Mihailescuovy véty® jedingm FeSenim rovnice z® — y® = 1
v oboru celych c¢isel vétsich nez 1 jsou ¢isla ¢ = b = 3,y = a = 2.

2 Jinou moznosti, jak urcit zbytek %an po déleni ¢tyfmi, je uvédomit si, ze toto
&islo pro n 2 1 vzdy konéi dvojéislim 67.
3 Je téz znama jako Catalanova hypotéza, dokazana byla v roce 2002.
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Proto 10™ 4+ 1 nemutze byt druhou ani vyssi mocninou prvocisla. Podle
zadani ma n aspori jednoho lichého délitele k& = 3. Jestlize n = ki, je

10" +1 = (10")* + 1 = (10" + 1) ((10)*~! — (10" 2+ ... — 10" + 1),

takze 10" + 1 mé netrivialniho délitele 10" 4+ 1, a nemfize to tudiz byt
prvocislo. Z uvedeného plyne, ze existuji nesoudélna ¢isla a, b vétsi nez 1
takova, ze 10" + 1 = ab.

Nasi 1lohou je dokazat existenci takovych prirozenych ¢isel t a s, ze

m = (10" + 1)t = abt = s(s — 1),

pricemz dekadicky zapis ¢isla t obsahuje prave n cislic.

Nejdrive ukazeme, ze existuje prirozené ¢islo s délitelné ¢islem a, pro
které s = 1 (mod b). Cisla a, 2a, ..., (b—1)a, ba jsou viechna néasobky a
a vzhledem k nesoudélnosti ¢isel a, b davaji pri déleni Cislem b rizné
zbytky. Proto pravé jedno z nich dava zbytek 1 a mizeme ho vzit jako s.
Podobné najdeme s', které je ndsobkem b a spliiuje s’ =1 (mod a).

Cisla s, s’ jsou kladn4 a mensf nez 10™. Obé éisla s(s —1) a s'(s" — 1)
jsou délitelna ¢islem ab a mensi nez 102", Navic s+s' = 1 (mod ab). Cislo
s+s je vétsinez 1 a mensi nez 2-10". Nutné tedy s+s" = ab+1 = 10" +2,
takze aspon jedno z éisel s, s je vétsi nez 5-10" 1. Bez jmy na obecnosti
predpokladejme, Ze je to &islo s. Potom s(s—1) > 25-102"~2, takze s(s—1)
ma prave 2n Cislic a spliuje vsechny potiebné podminky.
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17. stiedoevropska olympiada v informatice

Ve dnech 12.-19. 7. 2010 se konal v Kosicich
na Slovensku 17. ro¢nik Stfedoevropské olym-
piddy v informatice (CEOI 2010 — Central Eu-
ropean Olympiad in Informatics). Soutéze se
zucastnilo 40 studenti — ¢tyrclennd druzstva
ze vsech sedmi zemi stfedoevropského regionu
(Ceské republika, Chorvatsko, Madarsko, Né- p
mecko, Polsko, Rumunsko, Slovensko) a navic 0
jako hosté druzstva z Bulharska a Svycarska
a druhé soutézni druzstvo poradajici zemé.
Reprezentaéni druzstvo Ceské republiky bylo sestaveno na zékladé vy-
sledki dosazenych soutézicimi v tistrednim kole 59. ro¢niku Matematické
olympiddy — kategorie P (programovéni). Zatimco ¢tyfi nejlepsi fesitelé
ustredniho kola MO kategorie P pojedou soutézit na celosvétovou soutéz
IOI 2010 v srpnu do Kanady, pro ticast na CEOI 2010 bylo jako obvykle
vybréno druzstvo slozené z dalSich uspésnych Fesitelti nasi narodni olym-
piady, kteri letos jesté nebudou maturovat a na CEOI tak mohu ziskat
cenné zkusenosti, které uplatni v riznych programéatorskych soutézich
v pritbéhu dalsiho skolniho roku. Ceské druzstvo pro 17. stiedoevropskou
olympiadu v informatice mélo nasledujici slozeni:

Lukds Folwarczny, student Gymnazia v Haviroveé,

Filip Hlasek, student Gymnézia na Mikulasském nam. v Plzni,
Michal Mojzik, student SPS a VOS v Chomutové,

Stépdan Simsa, student Gymnazia Josefa Jungmanna v Litoméficich.

Vedoucimi ceské delegace byli jmenovani doc. RNDr. Daniel Krdl,
Ph.D., a doc. RNDr. Pavel Téopfer, CSc., oba z Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz CEOI 2010 byla jako obvykle rozdélena do dvou soutéz-
nich dni, v kazdém z nich studenti fesili tTi soutézni tlohy a na praci meéli
vymezen cas 5 hodin. Kazdy soutézici pracuje na pridéleném osobnim
pocitaci s nainstalovanym soutéznim prostredim, které umoznuje vyvijet
a testovat programy a odesilat je k vyhodnoceni. Vysledné programy
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jsou testovany pomoci pripravené sady testovacich dat a se stanovenymi
casovymi limity. Tim je zajisténa nejen kontrola spravnosti vysledki, ale
pomoci ¢asovych limiti se také odlisi kvalita pouzitého algoritmu. Pri
testovani kazdé tlohy se pouzivaji sady testovacich dat rtzné velikos-
ti, takze teoreticky spravné feSeni zalozené na neefektivnim algoritmu
zvladne dokonéit vypocet pouze pro nékteré, mensi testy. Takové reSeni
je potom ohodnoceno ¢astecnym poctem bodi.

Poradatelé olympiddy pripravili soutézni ilohy velmi peclive, takze
cely proces pripravy tloh, upresnéni jejich formulaci a prekladu zadani
tloh do narodnich jazyki vecer pred soutézi probihal velmi rychle. Sou-
tézici méli jen minimum dotazi k zadani uloh a neobjevily se ani zadné
opravneéné protesty proti hodnoceni. Soutézni ilohy byly dobfe navrzeny,

Pro vSechny ucastniky CEOI pripravuji poradatelé vzdy také dopro-
vodny program. Absolvovali jsme prohlidku historického centra Kosic a
mistnich pamatek, navstivili jsme i zajimavé letecké muzeum v Kosicich.
Jeden celodenni turisticky vylet mifil do oblasti Vysokych Tater a druhy
na zamek Krasna Horka a do Zadielské doliny. V obou pripadech si mohl
kazdy ucastnik sam zvolit jednu ze dvou nabizenych variant naroc¢nosti
vyletu.

Vecer pred odjezdem se konalo slavnostni zakonceni soutéze spojené
s vyhlasenim vysledki. Kazdé ze soutéznich tloh byla hodnocena maxi-
malné 100 body, takze celkové bylo teoreticky mozné ziskat az 600 bodti.
To se ovsem vzhledem k velké naroc¢nosti tilloh nikomu nepodafrilo, celkovy
vitéz dosahl vysledku 460 bodi. Podle pravidel CEOI obdrzi na zévér sou-
téze lepsi polovina ticastnikl nékterou z medaili, pficemz zlaté, stiitbrné
a bronzové medaile se udéluji ptiblizné v poméru 1 : 2 : 3 (pochopitelné
s ohledem na to, aby soutézici se stejnym bodovym ziskem ziskali stejnou
medaili). Letos byly udéleny 3 zlaté, 7 stfibrnych a 10 bronzovych medaili.
7 reprezentantii Ceské republiky ziskal medaili pouze Filip Hlasek, ktery
se umistil na 17. misté. Vysledky nasich soutézicich:

17. Filip Hlasek 210 bodit  bronz
21. Stépan Simsa 125 bodi
26.-28. Lukas Folwarczny 95 bodd  —
Michal Mojzik 95 bodi

Zlaté medaile ziskali reprezentanti Polska, Bulharska a Chorvatska.
Stredoevropské olympidda v informatice je soutézi jednotlivet, zadné po-
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radi zicastnénych zemi v ni neni vyhlasovano. Veskeré informace o souté-
7i, texty soutéznich tloh i podrobné vysledky vSech ticastniki 1ze nalézt
na adrese http://ce0i2010.ics.upjs.sk/.

Nasledujici, v poradi 18. ro¢nik CEOI se bude konat v ¢ervenci 2011
v Polsku. Tamni organizatori jiz nyni pozvali vSechny zemé zucastnéné
na CEOI 2010 k tucasti v pristim ro¢niku soutéze. Dalsi stfedoevropské
olympiady v informatice usporadaji Madarsko v roce 2012 a Chorvatsko
v roce 2013, v nésledujicim roce 2014 pfipadne poradatelstvi na Ceskou
republiku.
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22. mezinarodni olympiada v informatice
Dvacaty druhy ro¢nik Mezinarodni

olympiady v informatice IOI 2010 se I :

konal od 14. do 21. srpna 2009 ve. WATERLOO
Waterloo v Kanadg. ontariolcanada

Na olympiddu do Waterloo pri-
jely delegace z 84 zemi celého sve-
ta. Z kazdé zemé se IOI mohou zicastnit ctyri soutézici a dva vedouci,
celkové letos soutézilo 300 studentii. Ceské druzstvo bylo sestaveno na
zakladé vysledki ustfedniho kola 59. roéniku Matematické olympiady —
kategorie P a bylo tvoreno témito studenty:

o]Keor4

the 22nd International Olympiad in Informatics

Vlastimil Dort, absolvent Gymnézia v Praze 9, Spitalska,
Hynek Jemelik, student Gymnazia v Brné, tf. Kpt. Jarose,
David Klaska, absolvent Gymnazia v Brné, tf. Kpt. Jarose,
Jan Polasek, student Gymnéazia v Turnove.

Vedoucimi ceské delegace na IOI 2010 byli jmenovani Mgr. Zdenek
Dwvordk, Ph.D., a Be. Zbynék Falt, oba z Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze.

Jiz tradicné se nasi ucastnici IOI pripravovali na olympiddu spolecné
s reprezentanty vybranymi pro Stfedoevropskou olympidadu v informa-
tice na tydennim soustfedéni CPSPC (Czech-Polish-Slovak Preparation
Camp), které bylo letos pofaddno na Matematicko-fyzikalni fakulté UK
v Praze a zucastnili se ho vybrani studenti ze vSech tii zemi.

Béhem prvniho dne pobytu v Kanadé probéhlo slavnostni zahdjeni
soutéze a studenti méli také prilezitost seznamit se podrobné s poci-
taci a se softwarovym prostiedim, ve kterém budou pracovat pri soutézi.
Vlastni soutéz se konala jako obvykle ve dvou dnech, oddélenych jednim
dnem odpocinku. Po druhém soutéznim dnu nasledoval jeden den véno-
vany vyletu k Niagarskym vodopadim a v zavérecném dnu pobytu se
uskutecnilo slavnostni vyhlaseni vysledkii.

Soutéz 101 probiha podobnym zpiisobem, jako prakticka ¢ast tstred-
niho kola nasi Matematické olympiady — kategorie P. Kazdy soutézici
ma pridélen osobni pocitac¢, na kterém fesi zadané ulohy. V kazdém dni
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mé na praci vymezen ¢as 5 hodin. Ulohy je tieba dovést az do tvaru
odladéného programu, hotové programy se odevzdavaji k vyhodnoceni
prostiednictvim soutézniho prostredi. Odevzdané programy se testuji po-
moci predem pripravené sady testovacich dat. Provadéné testy jsou navic
omezeny ¢asovymi limity, aby se kromeé otestovani spravnosti odlisila i ca-
sova efektivita algoritmu pouzitého jednotlivymi tcastniky soutéze. Pri
testovani kazdé tlohy se pouzivaji sady testovacich dat rizné velikosti,
takze teoreticky zcela spravné reseni zalozené na neefektivnim algoritmu
zvladne dokoncéit vypocet pouze pro nékteré, mensi testy. Takové reseni
je potom ohodnoceno ¢astecnym poctem boda.

Novinkou oproti minulym lettim bylo pribeézné vyhodnocovani vysled-
ki, kdy jiz béhem soutéze méli soutézici moznost si nechat tlohu ohod-
notit a ovérit si, kolik bodi za ni ziskaji. Jedna se o podobny systém,
jaky pouzivame v poslednich letech u ndas v Matematické olympiade —
kategorie P pro praktické tlohy doméciho kola. Kratce po odevzdani
vypracovaného programu do vyhodnocovaciho systému se soutézici dozvi
hodnoceni svého feseni a méa pak jesté moznost feseni opravit a odevzdat
feSeni téze tlohy opakované vicekrat. Divakim (ale nikoliv soutézicim)
pak byla k dispozici i pribézné vysledkova listina.

Dalsi zménou bylo rozdéleni dloh do nékolika podiloh, lisicich se
velikostmi vstupnich dat ¢i omezenimi na jejich strukturu. Za kazdou
takovou podulohu bylo mozné ziskat body pouze tehdy, kdyz program
odpovédél na vsechny jeji testovaci vstupy korektné a v daném casovém
limitu. Jedna z podiloh kazdé ilohy byla zimérné velmi jednoducha. Sou-
tézici z programatorsky méné vyspélych zemi tak dostali velmi redlnou
Sanci vytesit kazdy den aspon ¢ast z kazdé tlohy. To se také projevilo na
neobvykle vysokych bodovych hranicich nutnych pro ziskani ceny.

Kazda z osmi soutéznich tloh byla hodnocena typicky maximalné
100 body. Vyjimkou byly dvé tlohy, pro néz neni znamo optimalni feSeni
a které byly bodovany relativné vici nejlepsimu feseni znamému orga-
nizatortum; za né bylo mozno ziskat az 110 bodu (v jedné z téchto uloh
skuteéné nejlepsi z icastnik pfekonali hranici 100 bod). Vitéz soutéze
Gennadij Karotkévic z Béloruska dosahl vysledku 778 bodi. Na zékladé
presné stanovenych pravidel se na IOI podle dosazenych bodi rozdéluji
medaile. Nékterou z medaili obdrzi nejvyse polovina tcastniki soutéze,
pricemz zlaté, stribrné a bronzové medaile se udéluji priblizné v poméru
1:2: 3 (s ohledem na to, aby soutézici se stejnym bodovym ziskem
ziskali stejnou medaili). Na letosni IOI bylo rozdéleno celkem 25 zlatych,
52 stiibrnych a 73 bronzovych medaili.
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Vysledky nasich soutézicich:

8. David Klaska 709 bodu  zlato
16. Hynek Jemelik 693 bodid  zlato
49. Vlastimil Dort 656 bodi  stiibro

101. Jan Polasek 596 bodii  bronz

Mezinarodni olympiada v informatice je soutézi jednotlivel a zadné
poradi zucastnénych zemi v ni neni vyhlasovano. V neoficidlnim poradi
zemi by vsak letos Ceskou republiku piedstihli pouze USA, Rusko, Cina
a Bulharsko. Jedné se o nas nejlepsi vysledek dosazeny na I0I od roku
1995.

VSechny podrobnosti o soutézi, texty soutéznich tloh i jejich feseni
a celkové vysledky lze nalézt na adrese http://www.10i2010.org. Pristi
ro¢niky IOI se budou konat v Thajsku (2011), Italii (2012), Australii
(2013), Tchaj-wanu (2014) a Kazachstanu (2015). Poradatelé 10T 2011
z Thajska na misté pozvali vSechny delegace zicastnéné na IOI 2010,
aby se zucastnily také nasledujiciho roéniku soutéze. Ten probéhne ve
dnech 22.-29. 7. 2011 ve mésté Pattaya.
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