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Чехословацкий математический журнал, т. 3 (78) 1953 

О ПЕРЕСТАНОВКАХ Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Х РЯДОВ 
С ГИПЕРКОМПЛЕКСНЫМИ ЧИСЛАМИ 

ЯРОСЛАВ РУЖИЧКА (JaroslavRůžička), ГрубаСкала. 

(Поступило в редакцию 14/ХІ 1951 г.) 

Если задан ряд гиперкомплексных чисел, можно построить 
множество всех предельных точек последовательности его частич
ных сумм. Соединение всех этих множеств для всевозможных пере
становок заданного ряда мы назовем множеством сумм заданного 
ряда. Общий вид множества сумм был установлен Берендом [3]. 
Автор показывает каким способом зависит структура этого множе
ства от заданного ряда. Главный результат настоящей работы вы
сказан в конце § ] ; в частном случае обычных комплексных чисел 
этот результат был уже получен Ярником. [2]. 

§ 1. Цель работы. 

На протяжении всей работы малые греческие буквы означают гипер
комплексные числа, малые латинские буквы — действительные числа (так-
же,как в работе Э. Штейница [1], в последнее время чаще применяется об
ратное обозначение). Готическими буквами обозначены множества чисел. 

Пусть 
*1 + <*2 + ••' (1) 

I 

есть бесконечный ряд, членами которого являются ^-мерные гиперком
плексные числа (элементы w-мерного векторного пространства). Пусть 

<*k = <*1 + <*2 + • • • + <*k> 

тогда граничныммножеством §(осг + ос2 + . . . ) ряда (!) мы будем называть 
множество всех предельных точек последовательности сгІ5 ст2, . . . Пусть 
{z] = (гІ7 і2, . . . ) означает какую-либо перестановку натурального ряда 
ЧИСеЛ 1 , 2 , . . . , 3 МНОЖеСТВО BCeX ЭТИХ ПереСТаНОВОК И §{z\ = 

$(<*ii + &u + • • •) граничное множество ряда 

f**i + *4 + • • * í 

т. е. ряда, полученного перерастановкой ряда (1). Соединение всех 
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множеств Jp.. назовем множеством сумм ряда (!) и обозначим через 
$(^i> <*2> •••)• Таким образом, 

$(оСъ ОС2, . . . ) = U §{гУ 
<z>*Z 

Случай, когда \ішосп = 0, был рассмотрен Э. Штейницом в его работе 
n^-co 

[1]. В этом случае ф(&1? á2, ...) является линейным пространством, т. е. 
множеством всех чисел вида 

- ос + с1г1 + с2т2 + ... + сгтг, 

где т1? т2, . . . , тг — постоянные линейно независимые числа, ос — некото
рое постоянное число (случай ос = 0 не исключается) и cť (г = 1, 2, . . . , r) 
пробегают все вещественныечисла. В этом случае даже можно для любого 
о e $(осг, а2, ...) переместить члены ряда (1) таким образом, что он пере
ходит в сходящийся ряд 

01 + 0 2 + . . . , 
причем 

Следовательно, теорема Штейница является обобщением теоремы Римана 
для рядов с вещественными членами. 

В общем случае (когда соотношение lim<xw = 0 не предполагается) 
справедлива следующая теорема Ф. Вервнда [3] (1933): 

oo 

Множество сумм ряда 2^г- или пусто или образует множество, назван-
г=1 

ное им решеткой линейныхпространств. 
При этом под выражением ,,решетка (g-мерных) пространств" мы 

подразумеваем множествовсех чисел вида 

oc + k1Q1 + k2g2 + ... + kPgp + cxxx + c2r2 + ... + cgrQ, (2) 
где числа Qu Q2, .. -,̂ j)7 rn T2> • • •.? rQ линейно независимы,&^і>== 1, 2, . . . , p) 
пробегают все целые, a cj (j = 1, 2, . . . , q) — все вещественные числа. 

Доказательство Беренда весьма просто. Целые числа p и q в выраже
нии (2) подчиняются соотношению p + 'g <̂  щ востальном, однако, как ру 
так и q может принимать все возможные значения между 0 и п. Согласно 
Беренду Sp(oc:1, ос2, ...) всегда имеет вид (2),носмотря по обстоятельствам, 
множество сумм может состоять, напр., только из одной точки (p = q === 0), 
или изравноудаленных точек прямой (p== 1, q = 0), или Может быть систе
мой равноудаленных параллельных гиперплоскостей (p — 1, q = n — 1) 
и т. п., в частности, может быть пустым. Судя по значениям, которые 
могут принимать p и q, в тг-мерном пространстве может настать всего 
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\'v I x / \'v I **) i i Tf» 

- + 1 различных случаев. Который именно из этих слу-
Zi 

чаев наступает — с помощью результата Беренда установить нельзя, это 
зависит от членовряда (1). Для этого необходимо произвести более по
дробные исследования, чтобы найти соотношение между рядом (1) и его 
множеством сумм. Эта проблема для обычных комплексных чисел (т. е. 
для n= 2) была разрешена в 1927 г. В. Ярником [2], но только в пред
положении, что последовательность 

осъос2у... (3) 
ограничена. Решение той же проблемы для любого n (но также только 
в предположении ограниченности последовательности (3)) является целью 
настоящей работы. 

При этом мы воспользуемся методами, подобными методам, применен
ным в работе [2], и кроме того методом индукции. Для теорем, доказа
тельство которых в случае тг-мерных чисел ничем не отличается от дока
зательства в случае обыкновенных комплексных чисел, приведенного в [2], 
мы наметим доказательство только в общих чертах. В дальнейшем мы 
пользуемся понятиями и теоремами, выведенными в работе Штейница [1]. 
Оказывается целесообразным ввести некоторыепонятия, из которых заслу
живают внимания следующие: Ряд (1) мы назовем симметричным в случае^ 
если ряды*) 2,pos(q)CKi), 2pos(—<P<*i) 

i=l i=l 

или оба одновременно сходятся или оба расходятся при любом гиперком-
плекспом числе q). Пространством сходимости ряда (1) мы называем 

00 

множество всех чисел к таких, что р я д 2 х л г сходится абсолютно; ортого-
i = l 

нальное дополнение этого пространства мы тогда назовем пространством 
расхождения ряда (1). 

Вид множества *$2(#i, &2, ...) определяется главным образом двумя 
факторами: 

1. Множеством предельных точек последовательности (3), которое мы 
обозначим через ttl(ocu ос2, ...) соответственно наименьшим модулем 
SWi(<%!, ос2і . . . ) , содержащим множество m(oc^ а2, . . . ) , и замыканием 
Wl(oc±, ос2, ...) = 5Dii(<%!, аа, ...) этого модуля. 

oo 

2. Поведением ряда разностей, т. е. ряда 2(<*i — пі)і гДе п% — 
г = 1 

число множества Ш{ос^ос21 . . . ) , которое находится от точки oc{ (i = 1, 2, ...) 
нанаименьшемрасстоянии. 

Этим определяется ход исследования. В § 2 даны определения реже 

*) Если а действительное число, то мы полагаем posa = Max(a, 0). Символ aß 
обозначает скалярное произведение. 
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встречающихся понятийименее известных теорем, выведенных Штейницом 
в [1], и поясняются его обозначения,поскольку они отличаются от обозначе
ний, принятых в настоящей статье. § 3 исследуется множество 2Dî(̂ l7 ос2, . • •)• 
В § 4 разбирается вопрос, когда $(<*i, ос2, ...) является непустым множе
ством, и кроме того выводится теорема Штейница. Ряду разностей посвя
щен § 5; в § 6 доказываются дальнейшие необходимые нам леммы. Наконец, 
в § 7 выводится теорема, дающая возможность закончить все исследование. 

Главные выводы статьи можно срезюмировать так: 
Пусть 

«1 + ^2 + ••• (4) 
ряд гиперкомплексных чисел, абсолютные величины членов которого огра
ничены . 

Множество сумм $(#i,&2? •••) пгогда и только тогда непусто, когда 
ряд (4) симметричен. Если ряд (4) симметричен и если 

àx + д2 + ... (5) 

является его рядом разностей, то 

§(ое1? <%2, . . .) == к + Щосг, <х2, . . .) + Ž, (6) 

где к — некоторое число, Wl(oc^ ос2, . . . ) — замыкание наименьшего модуля, 
содержащего все предельные точки последовательности 

аъ л-2, . . . 

a i — пространство расхождения ряда (5). 
Сравнивая эту теорему с результатом Беренда, мы видим, чем друг 

от друга отличаются обе работы. Наш результат показывает, что 
S^(oc1:oc2ì ...) — решетка линейных пространств; этим подтверждается 
результат Беренда. Больше того, наш результат дает конструкцию этого 
множества, если даны члены ряда (4). Формула (6) дает взаимную связь 
между рядом и множеством его сумм, в то время как Беренд приводит 
только общий вид множества Jj(<%i, ос2, . . . ) . 

§ 2. Связки полулучей. 

Чтобы не прерывать хода мыслей в последующих рассуждениях, мы 
дадим в этом параграфе сводку введенных Штейницом понятий и доказан
ных им теорем[1], которыми мы будем в дальнейшем пользоваться 
и которые менее известны. Доказательство приводим лишь для одной тео
ремы, не содержащейся в цитированной работе, в остальном эту работу 
рекомендуем вниманию читателя. Некоторые из введенных Штейницом 
названий уже устарели; в таких случаях нами приводятся как принятые 
теперь обозначения, так и названия, применяемые Штейницом. Точно так 

26 



же и формулировку теорем пришлось в некоторых местах изменить 
соответственно с целью работы. 

Определение 2.1. п-мерными гиперкомплексными числами мы называем 
элементы n-мерного векторного пространства (над телом действитель
ных чисел) с обычным определением суммы, скалярного произведения 
и нормы (абсолютной величины). 

Обозначив единичные вектроы вдоль осей координат через егі є2, . . . , єп1 

а составляющие числа ос по этим осям через аиа2, . . . , a n , можно запи
сать гиперкомплексное число ос (как и в работе [1]) в виде 

ос = a^ + а2е2 + . . . + апеп. 

Определение 2.2. Линейным пространством (у Штейница lineare Mannig
faltigkeit) мы называем множество всех чисел вида 

<* + о1г1 + с2х2 + . . . + cQrq, 

где я , т1? т2, . . . , rq постоянные числа, а сг (i == 1, 2, . »., q) принимают все 
действительные значения. 

Если ос = 0, точка 0 = (0, 0, . . . , 0) будет также точкой линейного 
пространства. В таком случае мы говорим о линейном пространстве, прохо
дящем через начало. Штейниц называет такое пространство модулем. 
В настоящей работе мы будем называть модулем (более принятое обозна
чение) множество Щ следующего свойства: Если ос e 5DÏ, ß e SDî, то 
и ос — ß є SDî. Ясно, что всякое линейное пространство, проходящее через 
начало, является модулем в этом смысле, но не каждый модуль будет 
линейным пространством, проходящим через начало. 

Определение 2.3. Пространство $ всех чисел и, для которых xX=Q 
для всех X € 2 мы называем ортогональным дополнением пространства 
Í в пространстве 2 всех гиперкомплексных чисел (и обозначаем через 
S Ѳ £)• Штейниц называет пространство M дополнительным к простран
ству £ (komplementär). 

Определение 2.4. Если \q>\ = 1, мы называем число у направлением. 

Определение 2.5. Множество всех чисел вида 

ос + сц) (с ^> 0), 

где ос, ц) — фиксированные числа, а с пробегает все неотрицательные 
действительные числа, называется полулучем с центром оси направлением q?. 

Определение 2.6. Угол между двумя направлениями ос и ß, [^(<x,j8)], 
равен значению a r c c o s ^ , которое ^> 0 и <^ тс. 

Определение 2.7. Пусть $ — некоторое множество гиперкомплекс
ных чисел и 

xC = c (\сх\ = 1) (7) 
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гиперплоскость, выполняющая условия: 
1 . ОСГ] <^ С ДЛЯ ЛюбоГО Y| € j p . 

2. Для всякого e > 0 можно в множестве S} найти число r|* такое, 
что ocTj* > с — е. В таком случае гиперплоскость(7) называется граничной 
гиперплоскостью множества J$ в направлении ос. 

Определение 2.8. Связкой полулучей сцентром 0 мы называем мно
жество Щ с такими свойствами: 1. 0 e §.; 2. если с? e 5 и с > 0, тотак-
же c99 e §. Множеством направлений такой связки полулучей называется 

МНОЖеСТВО ВСеХ ЧИСеЛ - г-, ГДЄ у € $ , Ç) + 0 . 
19ч 

Теорема 2.1. Связка полулучей замкнута тогда и только тогда, 
когда замкнуто множество его направлений. 

Определение 2.9. Пусть дано множество @. Наименьшей связкой 
полулучей с центром О, содержащей множество @ назовем множество всех 
чисел вида су, где с ̂ > 0, у є @. 

Теорема 2.2. Пусть @ — ограниченное*) и замкнутое множество, 
О — точка не принадлежащая множеству @; тогда наименьшая связка 
полулучей с центром О, содержащая @, будет замкнутой. 

Определение2.10. Связка полулучей с центром 0 называетса относи
тельно всесторонней, если существует (по крайней мере одномерное) 
пространство £, проходящее через начало координат и такое, что для 
каждой гиперплоскости ocC= 0, не содержащей £ , в связке существует 
хоть одно число срх € £ такое, что оирх > 0, и хоть одно число 9?2 e 2 такое, 
ЧТО <XC>2 < 0 . 

Теорема 2.3. Для того, чтобы связка полулучей с центром 0 была 
относительно всесторонней, необходимо и достаточно, чтобы она содер
жала конечное число mo4eKq)Q,q)1, .. :,фт, связанных линейным соотношением 

с0?>0 + <a9>i + • • • + Cm<Pm = 0, 

где все сг > 0 (i = 0, 1, . . . , m). 
Теорема 2.4. Каждая граничная гиперплоскость относительно всесто

ронней связки полулучей содержит хоть один полулуч связки. 
Теорема 2.5. Пусть % — замкнутая связка полулучей и пусть каждая 

ее граничная гиперплоскость (если она вообще имеется) содержит хоть один 
полулуч связки; тогда § будет относительно всесторонней. 

00 

Определение 2.11. Ряд 2 л г называется'абс*ш0#ш0 сходящимся, если 
г = 1 

со 

сходитсяряд2іагІ-
* - l 

*) Штейниц пользуется термином „абсолютно ограниченное". 
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Определение2.12. Ряд Z,oc{ называется безусловно сходящимся если он 
i=l 

сходится при любой перестановкесвоих членов. 
00 

Теорема 2.6. Ряд 2 
oCi является тогда и только тогда безусловно 

i = l 
сходящимся, когда он сходится абсолютно. В таком случае его сумма 
не зависит от порядка членов. 

00 

Определение 2.13. Ряд действительных чисел 2 0 ^ называется расходя-
г = 1 

щимся к + oo, если для каждого числа t можно найти число m0(t) так, что 
m 2 аг > t 

i = l 
для всех m > mQ(t). 

00 

Определение 2.14. Ряд действительных чисел 2 аі называется безусловно 
t = i 

расходящимся к + oo, если он расходится к + oo при любом перерас
пределении своих членов. 

00 

Определение 2.15. Ряд действительных чисел 2 а* называется определен-
i=l 

но расходящимся к + oo, если каждый член at этого ряда можно 
со 

написать в виде at= b{ + сг (i = 1,2, . . . ) , где 2 ^ * — безусловно 
г = 1 

oo 

расходящийся к + oo ряд, 2 сг — сходящийся ряд. 
i = l 

00 

Определение 2.16. Ряд 2 а < называется безусловно расходящимся 
г = 1 
00 

в направлении q>, если ряд Z+&>#p безусловно расходится к + oo, а ряд 
г = 1 

00 . " • , r -

2 [<*i — {&iCp) ф] сходится абсолютно. 
г = 1 

oo 

Определение 2.17. Ряд 2 аі называется определенно расходящимся 
i=l 

со 
в направлении q>, если ряд 2 аг(Р определенно расходится к + oo, а ряд 

г'=1 
00 

2 D*t (<*i<P) 99] СХОДИТСЯ. 
i =1 

00 OO ' OO 

Определение 2.18. Если из рядов 2 * * . и 2 & образовать ряд 2 г г 
t = l г = 1 г = 1 

00 OO 

так, что выпустив все члены рядд2^г из ряда2гг> МЬІ получаем ряд 
г = 1 г = 1 
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2 л г? а. вычеркнув все члены ряда2 а г?мы получаем из ряда^Уг РЯД 
г = 1 

Z*ßi, TO МЫ ГОВОрИМ, ЧТО рЯД 2 / г о б р а З О В а л С Я вЛОЖениеМ рЯДОВ Z,CKi 
i=l i=l г=1 

и 2j9*. 
г = 1 

00 

Теорема 2.7. Пусть ряд £'дн (j = 1, 2, . . . , i ) расходится определенна 

в направлении cp$, пусть limá im = 0 гг пусть 
Щ~* oo 

Я = Сі9?і + с29?2 + ... + c ^ Ф 0, 

где все Cj > 0 (j = 1, 2, . . . , t). Тогда вложением этих t рядов можно-
v А 

образовать ряд 2*7ii расходящийся определенно в направлении у = j ^ j . 
г = 1 ' ' A 

Определение 2.19. Пусть у — некоторое направление, а 2 а *г 
; = i 

ряд тех членов ряда 2 <**? Дл я которых <£ [cp, ,——,) < е. Если ряд 
г=1 ' \ | * * i | / 

=1 
oo 

2 <**f 
t = l 

не является абсолютно сходящимся ни для одного e > 0, мы называем 
00 

с) главным направлением ряда 2 ^ù полулуч направления ц> и с центром 
г = 1 

00 

в начале координат мы называем главным полулучом ряда 2 аг-
г = 1 

Применяемое мною название главное направление (главный полулуч) 
совпадает с введенным Штейницом названием (Hauptrichtung, Hauptstrahl). 
Ярник пользуется для главных полулучей обозначением Divergenzhalb-
strahl. Вмоей работе,также в соответствии со Штейницом,полулуч рас
хождения имеет иное значение (см. определение 2.20). 

Теорема 2.8. Связка главных полулучей бесконечного ряда замкнута. 
oo 

Теорема 2.9. Если ряд 2 а г не является абсолютно сходящимся, то 
г = 1 

он содержит хотя бы один главный полулуч. 
00 

Определение 2.20. Пусть %p — некоторое направление. Если 2 p ° S ö c i F 
г = 1 

(абсолютно) сходится, мы называем гр направлением сходимости, если 
00 

же сумма расходится — направлением расходимости ряда 2 <**• При 
г = 1 

этом знак posa означает Max(0,a). Полулуч с центром в начале координат 
и с направлением гр мы называем тогда полулучом сходимости и, соответ
ственно, расходимостиряца. 
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Теорема 2.10. Пусть гр — направление. Тогда, если'грд? < 0 для всех 
00 

главных направлений у ряда 2 <*t-, то гр будет направлением сходимости7 
i = l 

а если гру > 0 хоть для одного главного направления, то гр будет напра
влением расходимости этого ряда. 

"00 

Теорема 2.11. Для того, чтобы ряд 2 л г безусловно расходился в на-
i = l 

правлении у, необходимо и достаточно, чтобы у было единственным глав
ным направлением ряда и чтобы все направления, перпендикулярные к у, 
были направлениями сходимости. 

Теорема 2.12. Направление cp будет тогда и только тогда главным 
00 СЮ 

направлением ряда 2 <**•> когда из него можно выделить ряд 2 ß n безуслов-
г = 1 г - 1 

но расходящийся в направлении у. Выделение можно всегда произвести так, 
сю oo 

чтобы ряд 2 Угі полученный из ряда 2 <*i путем вычеркивания членов ряда 
г = 1 г = 1 

oo 

2 ß i , имел теже главные полулучи и полулучи расходимости, как и исход-
t - i 
ный ряд. 

oo 

Теорема 2.13. Пусть <Pi>9^--->9^ — главные направления ряда^д{ 
i = l 

и положим 
ді = li + dlicp1 + d2icp2 + ... + dtfl>t 

{dji — действительные числа', Х{ср5 = 0; j == 1, 2, . . . , t; i = 1, 2, . . . ) . 
00 00 ,, 

Выделим из ряда 2<^ ^ рядов Z,e{f, причем] — й ряд расходится безусловно 
i=l г = 1 

00 

в направлении q)j (j- 1, 2, . . . , t), и пусть 2 $ £яд, полученный из ряда 
г = 1 

00 00 

2<5» путем вычеркивания всех членов рядов 2 43>- Положим далее 
г = 1 г = 1 

Oj = К + ^i^l + <*2<9>2 + • • • + ďuyt. 
oo 

Тогдаряд^Х'і имеет теже главные полулучи и полулучи расходимости, 
t = l 

oo 

как и ряд 2*,. 
i = l 

00 

Доказательство . В самом деле, если из ряда 2^г выделить аб'со-
г = 1 

лютно сходящийся ряд, то, очевидно, оставшийся ряд будет иметь теже 
самые главные полулучи и полулучи расхождения. Так как, далее, ряд 
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oo 

2 [ г * ° — (^PVi)vA сходится абсолютно, то вычеркивание членов ряда 
г = 1 

00 OO 00 

2 čf из ряда 2 à'i проявляется по отношению к ряду 2 г̂ как вы-
•м=1 г = 1 г = 1 

черкивание абсолютно сходящегося ряда. 
Замечание. Множество всех чисел вида cr, где с пробегает все 

действительные числа, а т — постоянное гиперкомплексное число, 
мы обозначаем (по образцу работы [2]) через 2т. Точно так же, множество 
всех чисел вида kg, кде к пробегает все целые чисда, g — постоянное 
гиперкомплексное число, мы будем обозначать через Яд. В соответствии 
с этим выражение 

ОС + % + Яд2 + ... + &Q9 + ІТг + £r2 + . . . . + ÍTq (8) 

обозначает множество всех чисел вида 
ос + k1Q1 + к2д2 + ... + крдѵ + c1rl + c2r2 + .., + cqrQ, 

где ос, Qx, £2, • • •? Qvi rii т27 • • ч rQ — постоянные числа, кч (i = 1, 2, . . . , p) 
пробегают все целые числа, Cj (j = 1, 2, . . . ,#) — все действительные 
числа. В случае, что ос = 0, множество (8) будет, очевидно, модулем. 
Напомним еще, что наименьшим модулем, содержащим числа g1? £2, • • • ? £зм 
ЯВЛЯеТСЯМНОЖеСТВОА !̂ + Жд2 + . . . + &Qp. 

Буквы £ и Ä применяются здесь в двух различных смыслах. Во-пер
вых, как было только что показано, и, во-вторых, в виде самостоятельного 
обозначения определенного рассматриваемого линейного пространства. 
Из контекста всегда ясно, какое значение имеется в виду. 

§ 3. Множество ?0?(сх1? čx2, . . . ) . 
00 

Пусть 2 &i — РЯД гиперкомплексных чисел, Jp(<%x, ос2, ...) — множество 
г = 1 

ero сумм, m(#r, «g, .. .) —множество предельных точек последовательности 

* b * 8 > - - - J ( 9 ) 

$Я1(ос1,ос2,...) — наименьшиймодуль,содержащий п\(ос1:ос27.. .)^Wl(oc11oc2l. .) 
— замыкание этого модуля. В своей работе [2] В. Ярник доказал две тео
ремы, доказательство которых мы приводим. 

Теорема 3.1. Множество J ? ^ , ос21 ...) замкнуто. 
Доказательство . Ясно, что множество S^(oc1^roc2

J
r ...) замкнуто. 

00 

Покажем, что ряд 2«»можно путем перестановки членов превратить в ряд 
t==i 

oo 

2 ß i так, что S^(ß1 "+ ß2 + ...) === ф(аІ7 flřa, .. •); этим самым мы докажем 
г = 1 
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и нашу теорему. Пусть £х, | 2 , . . . — последовательность, члены которой 
образуют множество, плотное в множестве $(#i,<%2? •••)• Выберем прежде 
всего члены ßliß2i "",ßku последовательности (9) так, чтобы среди них 
был член осг и чтобы 

* Ц 

l2ft-fil<i-
г = 1 

Общий случай. После выбора чисел j8i,j9g, .. -,ßkm-i, w-i МЬІ выбираем числа 
^wi? %̂n2? • • •? ^ww так, что: 

1 . fcm~i} т~1 ^ = ^ m i = ^ ^ m 2 ~> ^mm-

2. Среди чисел ßi, j82, . . . , ßkml содержатся числа <%ь oc2l . . . , . . . , ост. 
kmp I « 

3. iXßi — S*\ < - ( P = l ,2 , . . . ,m) . 

г = 1 m 

Тогда при постоянном p будет, очевидно, 
&m# 

Пт 2 ßi = l,, 
m^-oo i=l 

откуда легко убедиться в справедливости теоремы. 
Теорема 3.2. Если у e Jp(acx, л2, • • •)? я e 2й(«і, <%27 • • •)> то будет также 

у + л e Sp(ccx, a,, . . . ) . 
Доказательство . Пустьу e <£(<%!, л2, . •.)? ^ e ttx{oci, <х2, . . . ) . Тогда суще-

00 С» 

ствует такая перестановка 2 ß * РОД8- 2 А й что okm = ßi + ß2 + . . . + 
г = 1 г = 1 

+ ßfcm-^ 7 и частичная последовательность ßh, ßlt, . . . такая, что ßim-^ л. 
00 

Переместим члены ряда 2,ßi двумя способами: 
г = 1 

1. ßh + ßi + ß* + • • • + ftx-i + ßh + ßu + i + • - • + ßu-i + ßh + • • • + 
+ ßlm-l + ßlm + г + ßlm+l + • - -

2. ß1 + ß* + • - « + ßh-1 + ft1 + l + ßll + 2 + • • - + A,-1 + Ä + ßu + l + ' • • + 
+ #»-1 + ßlm-i + ßlm + l+ ' • • 

Частичные суммы первых km + 1 (соотв. &ш — 1) членов первого (соотв. 
второго) ряда будут 

akm + ßh ~> У + П (СООТВ. akm — ßh_l ^ y — Я), 

где #г- — первое число последовательности ßiti ßi2, . . . , неветречаю-
щееся среди членов, образующих сумму ojcm. Из доказанного нетрудно 
видеть, (принимая во внимание, что множество Sj{oc^ ос2, •••) замкнуто), 
что также и у + л e $(#i, ос2, . . . ) , даже если л є $R(oc^ ос2, . . . ) . 

Необходимо, поэтому, рассмотреть сначала множество STO^,^, . . . ) , 
о котором можно утверждать следующее: 
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Теорема 3.3. Пусть SW — замкнутый подмодуль п-мерного векторного 
пространства S. В таком случае 

SK = $Qi + $92 +'••• + $Q* + &i + Sr2 + ... + Sr,, 
где Qi (i = 1, 2, . . . , p), tj (j = 1, 2, . . . , #) — постоянные гиперкомплексные 
числа, p >̂ 0, q >̂ 0, p + g <̂  тг. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы ограничимся главными этапами доказательства, 
пользуясь результатами теории топологических групп.*) 

Пусть ?fl обозначает составляющую нулевого элемента в подгруппе 3Df. 
Легко доказать, что 91 в таком случае будет подпространством про
странства ^.Следовательно, и S/9lбудет векторнымпространством.Значит, 
S/5R; содержит замкнутую подгруппу S0l/9l, которая будет 0-мерной. Из 
общей теории топологических групп можно вывести, что каждая 0-мерная 
подгруппа 30 векторной группы 53 является дискретной и имеет поэтому вид 

2B = ®а10 + $о2 + ... + Stâ„ 

где Oi e 33 линейно независимы, a r — размерность векторного подпро-
странства,которое2Вобразует в 33. Отсюда легко следует справедливость 
теоремы 3.3. 

Теорема 3.4. Пусть 

&Qi + Яд* + ... + &Q* + i*i + ^2 + ... + irq 

данное множество, и гр — число пространства 

*ві + %92 + ••• + Sfo + %*i + 2т2 + ... + irQ. (10) 
Тогда можно найти возрастающую последовательность 

гг < г2 < ... 
натуральных чисел так, что 

гтгр = пт + ům, 
где 

пт е. Ядг + $Q2 + ... + StQp + ÎTj + 2т2 + ... + £т0, 
а # w ^ 0. 

Доказательство . Число у, как точку пространства (10), можно выра
зить в виде 

W =7 C l£l + C2Č2 + • • . + CvQp + d l T l + d2*2 + • ' ' + <V<7' 

Если все числа сг- рациональны, то существует число r такое, что все 
rCi {i= 1, 2, . . . , p) являются целыми числами. Тогда искомой последо
вательностью будет последовательность чисел 

r, 2r, 3r, ... 

*) Более подробные сведения читатель найдет в монографии [4], ем. также [3]. 
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Итак, предположим, что хоть одно сг иррационально, m ^>2" — данное 
число. Тогда можно найти целые числа Іг (i = 1, 2, . . . , p) и целое число 
r (1 <^ r <^ m) такое, что 

< ]_ ( i = l,2,.. . ,p) 
r . У т 

(см. [5], стр. 8). Если, поэтому, e > 0, то существует хоть одно целое 
1 7 

число гг < — и целые числа Іи такие, что 
hCi —lu\ <'e (i == 1, 2, . . . , p ) , 

причем хоть одно из этих выражений больше нуля. Если имеется несколь
ко таких чисел r, в качестве гг мы выберем наименьшее из них. Пусть 
ег= max |гхсг — Іи\<е. Тогда аналогично существует целое число г% 

i=l,2,...,p 
. g 

и целые числа /2г- такие, что |г2сг — Z2?:J < ~ и, очевидно, r2 > гх. Продол

жая далее таким же образом, мы получим искомую последовательность. 

§ 4. К о г д а м н о ж е с т в о ф ( ^ і , ^ 2 , . . . ) н е п у с т о . 

Определение 4 . 1 . Пусть дан ряд 
<*1 + 2̂ + -, (11)' 

и гр — произвольное напрявление. Мы говорим, что ряд (11) симметри
чен, если направления гр, —• гр являются или оба направлениями сходи
мости, или же оба направлениями расходимости ряда (11). 

Теорема 4.1. Главные полулучи симметричного ряда (11) образуют 
относительно всестороннюю связку полулучей, поскольку, конечно, ряд (11) 
не является абсолютно сходящимся. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как связка 5 главных полулучей, согласно> 
теореме 2.8, является замкнутой, то достаточно доказать (согласно 2.5)г 

что связка 5 не имеет ни одной граничной гиперплоскости, которая не 
содержала быкакого — нибудь полулуча связки $.'A это, действительно, 
так, ибо если бы 

• y,s = о 
было граничной гиперплоскостью связки $, н е содержащей ни одного 
полулуча из $г, Т 0 Д л я в с е х полулучей этой связки имело бы место 

гру? <C 0 

— грср > 0. 

гр было бы тогда направлением сходимости (по теореме 2.10), а —гр 
направлением расходимости, что противоречит предположению. Наша 
теорема доказана. 
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Теорема 4.2. Множество Jp(^, #2, ...) тогда и только тогда непусто, 
°° 

когда ряд 2 аі симметричен. 
i=l 

00 

Условие необходимо: Еслжбы,например,ряд2ро8^с?расходился, 
г = 1 

00 00 

РЯД 2 Pos(—<**99) сходился,и если 2 Уг — произвольный ряд, получен-
г = 1 г = 1 

00 O0 

ный из ряда 2 аг путем перестановки ero членов, то ряд 2y*9? был бы 
i=l г = 1 

00 

расходящимся безусловно к . + сю; если бы далее суммы ряда 2 У% имели 
i = l 

00 

предельную точку а, то Gcp была бы предельной точкой сумм ряда Z,yi^p, 
i = l 

что является противоречием. Следовательно, S^(oc^ а2, ...) пусто. 
oo 

Условие достаточно: Если р я д 2 &i<P абсолютно сходится длялюбо-
г = 1 

го направления c>, то ряд (11) сходится безусловно и множество ^ ( ^ , <%2, • • •) 
содержит единственную точку, а именно сумму ряда (11). 

Предположим теперь, что ряд (11) не является абсолютно сходящимся. 
Пользуясь методом полной индукции, мы докажем прежде всего, что 

теорема верна для n = 1, т. е. для вещественных чисел. Если ряд вещест
венных чисел 
.; • а1+а2 + ... (12) 

симметричен и не является абсолютно сходящимся, то это значит, что 
ряд его неотрицательных членов 

h + 6а + ... (13) 
и ряд его отрицательных членов 

с1+с2 + ... (14) 
расходятся. Произведем в ряде (12) следующее перераспределение: 

Во-первых: Возьмем кг членов ряда (13) так, чтобы в первый раз получи
лось 

fci 

2A>o 
г = 1 

и далее Іх членов ряда (14) так, чтобы в первый раз получилось 
fci h 

2 Ьі + 2 c< й о. 
г = 1 г = 1 

Во-вторых: Возьмем 67,1+1, bkl+2, . . . , bki из ряда (13), пока не получим 
в первый раз 

Л2 ' l 

2 Ьі + 2 ct > о 
г = 1 г = 1 
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и Cj,+i, ch+2) • • •» ch И 3 ряда (14), пока не получим в первый раз 

Z Ь( + Î с, й 0 
г = 1 г = 1 

и так далее. Сумма кт + Іт первых членов перераспределенного ряда будет 
km lm 

2 Ьг + 2 Ci = ет, 
г = 1 t = l 

где \ет\ < \с1т\. 
Так как эти суммы ограничены, то имеют хоть одну предельную точку. 
Предположим теперь, что теорема верна для (^—1)-мерных гипер

комплексных чисел. Пусть (11) — ряд тг-мерных гиперкомплексных чисел 
и пусть ряд (11) симметричен. По теореме 4.1 главные полулучи ряда (11) 
образуют относительно всестороннюю связку §, и поэтому (теорема 2.3) 
из этой связки можно выделить m + 1 полулучей 9?o> fn • • •> <Pm-> связанных 
соотношением 

С0<Ро + С1<Рі + • • • + Ст<Рт = 0 , Ск > 0 . ( 1 5 ) 

00 

По теореме 2.12 из ряда (11) можно выделить ряды 2,оскі (к = 0, 1, ...', m) 
г = 1 

00 

так, чтобы ряд 2 &ki расходился безусловно в направлении ç?fc, и что-
г = 1 

00 00 

бы ряд 2 ßii полученный из ряда 2 <*i путем вычеркивания всех членов 
г = 1 г = 1 

oo 

рядов 2 <*ki (к = 0, 1, . . . , m), имел теже главные полулучи и полулучи 
г = 1 

00 

расхождения, как и ряд 2 ^ t - Положим 
г=1 

*M = %i^A + *>M 

ßi =Ьіф0 + e ť 

где akiì bi — вещественные числа, ег^0 = 0, ныфк = 0, & = 0, 1, . . . , m; 
i = 1, 2, ...; при том 8i являются точками (n— 1)-мерной гиперплоскости 
<Pof = 0, a afc,- = хыук. Ряды 

a*i + «*2 + ••• (* = 0, 1, ...,ra) 
00 

расходятся безусловно k + oo. Ряд 2 е* симметричен. Ибо, если 
г = 1 

W = <Po + Z (<PoZ = 0) 
— произвольное направление, то имеет место 

<W — e*Z = 0tf, 



_ _ » 
а так как ряд 2,fti симметричен, симметричным будет и ряд 2 £ г - По-

г = 1 г = 1 
00 00 

этому можно ряд 2 ßi переставить в ряд 2 <̂ ? ГДе 

г = 1 г = 1 
ài = d ^ o + ^ i (Pi<Po = 0), 

так, чтобы множество $ ( ^ , ^ 2 , ...) имело по крайней мере однуточку^. 
Пусть далее рх, £>2, • • • будет возрастающей последовательностью целых 

? > * 
чисел такой, что суммы2^г сходятся к числу ^. Произведем теперь в ряде 

i=l 

(11) следующуюперестановку: 
00 

Во-первых: Возьмем рг членов ряда 2 ô{ и далее а01, а02, .. .,&oaoi(#oi ^ 1)? 
г = 1 

пока не получим в первый раз 
Vi tfoi 

2 ^ + 2 аОг = «1 > 1, 
г = 1 г = 1 

00 

затем из каждого ряда 2 я*і (* = *» 2? • • ->m) ?*i членов, пока не получим 
г - 1 

в первый раз 
Чг 

2 tó ^ 
г = 1 с о 

где cfc — числа из соотношения (15). 
Во-вторых: Возьмем áPl + 1, < ї й + 2 , , . . , і й и далее а0>*.і + і» oWi+2>-*-? 

0̂)Qo2 (<7o2 > ïoi)» п о к а н е получим в первый раз 
P j Co2 

2 dť + 2 аог = s2 > max (2, 5 l) , 
г - 1 г = 1 

00 

затем из каждого ряда 2 «*< (* = *i 2> • • •»m) ?*2 членов, пока не ПОЛу-
г^а 

чим в первый раз 
чг 
l a u > ^ 

г" = 1 с о 

и так далее. 
Сумма первых рп + q0n + qin + • • • + qmn членов перераспределенного 

ряда будет тогда 
/л + к0 + Яг + •.. + хт + &n + *7n> 

00 W 

где ^ 
= 2**<j f # n | ' ^ 2 l * * a l' ^ ~ ~ > 0 ' И т а к> э т и суммы абсолютно 

i = l fc=l fcn 

ограничены и множество JJ(*i? <*2? •••) непусто. 
Определение 4.2. Пусть 

*i + *2 + ... (16) 
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ряд гиперкомплексных чисел. Множество всех чисел f, для которых ряд 
сю 

2 f«< сходится абсолютно, мы называем пространством сходимости 
*= i 
ряда (16). 

Теорема 4.3. Пространство сходимости ряда (16) является линейным 
пространством, проходящим через начало. 

Доказательство тривиально. 
Определение 4.3. Если Ä — пространство сходимости ряда (16), 

а £ == 2 Ѳ <R, то мы называем £ пространством разходимости ряда (16). 
00 

Теорема 4.4. Пусть 2 <*** — симметричный ряд гиперкомплексных 
<»і 

чисел. Пусть $ — пространство сходимости, a i — пространство 
расходимости этого ряда. Пусть 

<*i = »í + Л< (и* e $, Ať e 8; і = 1, 2, ...) 
и пусть m(<%!, 2̂? • • •) содержит лишь одну точку 0. Тогда 

%{ос19 ос2, ...) = * + S, 
oo 

г9в ^ = 2 ^г-
г = 1 

Прежде всего ясно, что числа множества ф(<%1? ^2? •••) должны иметь 
указанный вид. Приведенная теорема содержится в более сильной: 

Теорема 4.5 (теорема Штейница): Пусть $ означает пространство 
00 

сходимости, а Í — пространство расходимосми ряда 2 ^n г^е <*i ^ 0 
i = l 

гг пусть 
<x>i = к< + Л< (*< с Я, Ať e S; і == 1, 2, . . . ) . 

oo 

Пусть X — произвольное число пространства £. Тогда ряд 2 <*t можно 
г = 1 

переставить в сходящийся ряд 
' i ' i 

<*1 + ^2 + ' ' • 
таким образом, что 

00 

2 *i = * + я, 
г - 1 

00 

г9в« = 2 « г -
г = 1 $ 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.2. Прежде 
всего мы докажем эту теорему для случая, когда dim $ = 0 (следо
вательно, dim£ = n), пользуясь методом полнойиндукции. 

Для одномерных чисел (n = 1), т. е. для чисел вещественных, эта 
теорема сводится к теореме Римана. Допустим, что она справедлива 

m 



для рядов (n — 1)-мерных гиперкомплексных чисел, и докажем, что 
в таком случае она верна и для рядов тг-мерных чисел. 

со 

Пусть 2 аі — РЯД ^-мерных гиперкомплексных чисел И9?о> <Pi-, •••? 
г=1 

. . . , ут — ero главные направления, связанные соотношением 

— <Po = Cl<Pl + С2<?2 + • • • + Стфт (ск > 0 ) . 

СЮ 00 O0 

Из ряда 2 <*i м ы выделим m + 1 рядов 2 &>ы так, чтобы ряд 2 ^ы pacxo-
г=1 ' i—1 *=1 

00 

дился безусловно в направлении ук (к = 0 , 1 , . . . , m) а ряд 2 Уи полу-
г = 1 

сю сю 

ченныйизряда 2 #i путем вычеркивания всех членов рядов 2 <*fc*j имел 
i = l г=1 

00 

теже главные полулучи и полулучи расходимости, как и ряд 2 ^г-
00 00 00 

По теореме 2.7 можно из рядов 2^i*? 2а2»?--->2атгОбразовать 
г=1 г=1 i=l 

00 

вложением ряд 2 ßii расходящийся определенно в направлении — çv 
г=1 

Поэтому, если положить 

^Ot = ^Ог^О + ^Ог, ßi = — &iC>0 + Ôu 

(<Poaoi — 9>o*i* = °; i = l> 2> •••), 

то ряды 2 «on 2 bi будут определенно расходящимися к + oo, ряды 2 о̂г 
г=1 г=1 г=1 

00 

и 2 ац — сходящимися рядами. Пусть X — произвольное число и пусть 
г=1 

X' = X — ó0 — д19 
00 00 

где ô0 и ог — суммы рядов 2 <50г и 2 ^іг- Положим 
г = 1 г=1 

Л'<р0 = z, А' — ř̂ o = ^; 

^ является точкой (n — 1)-мерного пространства 

<р0£ - 0. 
m 

Пусть далее 

fi = 7i<Po, ài = yi — f&Q (i== 1, 2, . . . ) . 

Пусть ìp — произвольное направление, перпендикулярное к направлению 
ф0. Тогда из уравнения 

аіУ> = YiV> 
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и из уравнения 
áťc>0 = 0 

00 

следует, что члены ряда 2 г̂ будут точками гиперплоскости 
г - 1 

<Poi = 0 , 
и что все направления этой гиперплоскости являются направлениями 

00 

расходимости ряда 2<V 
г = 1 

Так как доказываемая теорема верна уже для размерности n —• 1, ряд 
00 00 

2 Уг можно перестановить в ряд 2 y'i ГДе 

г = 1 i==l 

У* = f'i<Po + К 
00 00 00 00 

так, что 2 $ = A*- Вложением рядов 2ао»? — 2 ^ - и 2 / * м о ж н о п о ~ 
г = 1 г = 1 г = 1 ' г = 1 

00 00 

лучить сходящийся ряд 2 ^ ť т^к о и7 ЧТ0 2 ^ г = i- Соответствующееэто-
г = 1 г = 1 

00 00 СО 

My ВЛОЖеНИе рЯДОВ 2 ^<H, 2 ßi И 2 У< Д&ЄТ СХОДЯЩИЙСЯ рЯД, ДЛЯ KOTO-
г = 1 г = 1 г = 1 

poro 
00 

2 аі = l<Po + à0 + йі + ^ = A, 
i = l 

ч.т.д. 
Еслиразмерность пространства сходимости $ k^> 1 и, значит, размер-

00 

ность пространства расходимости £ меньше w, то члены ряда ^А<можна 
г = 1 

записать в виде 
&i = и* + Яг- (и, e $, %i e Í; i = 1, 2, . . .) , 

00 

где 2 ^г = 9c — абсолютно сходящийся ряд, все направления пространства 
' г = 1 

oo 

£ являются направлениями расходимости ряда 2^г и далее Ať~> 0. 
i = l 

00 

Согласно предыдущему ряд 2 <̂ можно переставить так, чтобы ега 
г = 1 

частичные суммы сходились к произвольно выбранному числу X про
странства £, и тогда имеет место 

00 

2 »і = « + я, 
г = 1 

O0 . 00 

где 2 аі возникает той же перестановкой ряда 2 <*<• Теорема доказана. 
i = l г = 1 
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Из теоремы 4.4 вытекает 
Следствие: Пусть Я1? Я2 — произвольная последовательность точек 

пространства £. Тогда существует возрастающая последовательность на-
00 СЮ 

туралъных чисел kx < к2 < . . . и такая перестановка 2 a í ряда 2 оц,что 
г = 1 г = 1 

frtn 

2 « í = « + Кг + »?Wî i = l 
где пт ~> 0. 

Доказательство одинаково с доказательством теоремы 3.1. 
Замечание . Пусть Я^Я^ ••• — последовательность, члены которой 

образуют плотное в 2 множество. Образуем из нее последовательность 
Я17 Я2, • • ч содержащую все члены последовательности Я ,̂ Я2, . . . и каждый 
из них бесконечное число раз, например так, что положим 

*i — і̂з 2̂ — і̂з ^з = л2, л4 = Я15 Я5 == Я2, Я6 = Я3? • • •» 
00 

тогда из предыдущего вытекает, что ряд 2 ** можно переставить в ряд 
г = 1 

oo 

2 #íтак, чтобы 
г - 1 

#(*i + *á + ...) = * + s. 

§ 5. Ряд разностей. 

Определение 5.1. Пусть 
«і + <*2 + ••• . (17) 

ряд гиперкомплексных чисел и пусть 

3R(*i,'** ...) - Äßi + $Q2 + ••• + &Q9 + ír± + £т2 + ... + ÍrQ. 

Пусть 
<xj === ^г + й,- (г == 1, 2, . . .), 

где л:г e 9R(̂ x, <х2, ...) такой, что |аг-| = |яг — <%,-| является минимальной. 
Тогда мы называем ряд 

íi + V + . . : 
рядом разностей ряда (17). 

Теорема 5.1. Члены ряда разностей стремятся к 0 (1іпіог = 0). 
Теорема 5.2. Члены ô{ ряда разностей определены однозначно, за исклю

чением конечного числа случаев. 
Доказательства этих теорем не представляют затруднений и пред

оставляются читателю. 
Определение5.2. Пусть 

дг'+дш+:... (81) 
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ряд гиперкомплексных чисел, @ — данное пространство, проходящее 
w w через начало. Тогда, если для любого w e © оба направленияр^ и 2u 

І Ѵ І \Ѵ>\ 
являются одновременно или направлениями сходимости или расходимости 
ряда (18), то мы говорим, что фЯд(18)отцосительно симметричен в прост
ранстве @. 

Теперь легко доказать следующую теорему: 
Теорема 5.3. Пусть 

*г +ос2 + .... (19) 

симметричный ряд гиперкомплексных чисел и 

дг + ô2 + ... (20) 
соответствующий ряд разностей. Пусть 3Ì — пространство с базой 
9R(#!, л2, ...)?*) @ = ® Ѳ SR« Тогда ряд (20) относительно симметричен 
в пространстве @. 

Теорема 5.4. £Ъш рж* 
й'Г+йі + .-.. (21) 

не является абсолютно сходящимся и если он относительно симметричен 
•в пространстве ©, mo из главных направлений этого ряда молено выбрать 
конечное количество их ç?1? ç?a, . . . , г̂ ??г#я, *itffc0 

Cl9>l + C2^2 + • • ••' + C>l<Pl = f Ci > 05 

где f — число пространства šft, ортогонального дополнения к © (случай 
| = 0 не исключается). 

Доказательство . Пусть § — связка главных полулучей ряда (21). 
Если какое-либо из главных направлений ряда (21) лежит в пространстве 
fR, утверждение очевидно. Предположим поэтому, что ни один из главных 
полулучей ряда (21) не лежит в пространстве šR. Пусть у — главное на
правление (\хр\ == 1) ряда (21), rj —• его проекция в пространство ©. Тогда 
г] Ф 0. Пусть @ есть проекция связки % в пространство ©. Связка § — 
замкнута (см. 2.8), поэтому и множество направлений этой связки будет 
замкнутым и абсолютно ограниченным (см. 2.1), а, значит, и проекция 
этого множества замкнута и абсолютно ограничена; поскольку эта про
екция не содержит точки 0, связка @ будет также замкнутой (см. 2.2). 

Пусть гр = y>' + % — произвольное направление, где xp' e @, % € SR-
Пусть rj — проекция числа cp в пространство ©. 
Тогда 

щ = tp'r) = гр'ф. 

*) Т. е. 9î — наименьшее пространство, содержащее 9Dî(ocl5 a2, . . . ) . 
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Итак, если бы для всех точек rj связки @ имело место щ < 0, а, зиачитг 
w' и для всех cp связки % у'ф < 0, то это означало бы, что ~- является 

w' направлением сходимости, а — ~- направлением расходимости ряда 

(21), что противоречит предположению. Следовательно, замкнутая связка 
полулучей ® не имеет такой граничной гиперплоскости, которая не содер
жала бы хоть одного полулуча связки, и поэтому @ будет относительно 
всесторонней связкой (см. 2.5). Итак, по теореме 2.3 можно из связки 
Щ выделить конечную связку полулучей 

Vi>V2,---,Vi, 

относительно которых имеет место линейное соотношение 
C1*?1 + <Ѵ?2 + • • • + СЙ1 "= ° Сг > 0. 

Если rji — проекция полулуча ф$ (т. е. ç?t- == r\t + £f, £г- є Щ, то можно 
написать 

С1<?1 + С2<?2 + • • • + Cl<Pl = & 

где f = Cifi + c2f2 + . . . + c,ft. Теорема доказана. 

' § 6. Вспомогательные теоремы. 

Теорема 6.1. Пусть ос1у а2, . . . — последовательность гиперкомплексных 
чисел, ^i,^2? ••• — частичная последовательность из осг,ос2, . . . ; пусть 
члены из осг, <%2, . . . , не содержащиеся в ß1, ß2, образуют последовательность 
Уи у2, . . . Пусть далее даны число Я, последовательность л1у тг2, . . . и после
довательность натуральных чисел p1, p2l . . . , где рг < р2 < . . . , pm ^ oo,. 
такие, что 

Pm 

i. lßi=^ + r+um {ům^ о). 
г = 1 

2. Все числа — лт суть элементы множества $(уг,у2, . . . ) . Тогда 
X € §(0Сг, öt2, . . . ) . 

Доказательство этой теоремы для последовательностей обыкно
венных комплексных чисел дано в работе [2] стр. 21 и ero можно целиком 
перенести и на последовательности гиперкомплексных чисел. 

00 00 

РОД 2 Уі можно переставить в ряд 2 ^i т а к ? чтобы Sp(ôL + ô2 + 
г=1 г=х 

+ ...) = ф(уі, у2> •••)• Значит, существует последовательность qx < q2< 
< . . . целых чисел такая, что 

<lm 

&'±М<ш 



Для суммы первых рт + qm членов ряда, полученного вложением рядов 
00 00 

2 ^г и 2 г̂ так, что между членами ßVm и j8pw+1 первого ряда вложим 
i^=l г = 1 

qm 
члены 2 г̂ второго ряда, имеет место 

*=ffw-i-+l 
Î? <7 
* r a w 

2 & + 2 <*i =? Я + Г\ш, 
г = 1 г = 1 

где ?ym -> 0, откуда A є ^(a1? ла', .. .)• 
Замечание. Если ряд 

«і + *і + ... (22) 
<зимметричен, то и всякий ряд 

*i + *;'•+... (23) 
полученный из ряда (22) путем перестановки членов,будет симметричным. 
Если гр является направлением сходимости или расходимости ряда (22), 
то оно будет направлением сходимости или расходимости любого ряда (23), 
полученного из ряда (22) перестановкой членов; то же самое можно сказать 
и о главных направлениях, как видно непосредственно из определения 
этих понятий. Вместо того, чтобы говорить: ряд (22) симметричен, у есть 
его главное направление, мы будем также говорить, что последовательность 

* 1 > < * 2 > . / . - « 

симметрична, имеет главное направление у и т. п. 
Для краткости выражений введем теперь некоторые обозначения. 
1. Общий член последовательности в фигурных скобках будет означать 

всю последовательность. Так напр. {&г} означает последовательность 
кІ9 #2, . . . ; 

последовательность 
Уъ У2, • • • 

м ы будем обозначать через {уг-}, последовательность 
a f c l> ^7C2> * • ' 

через {o(ki} и т. п. 
2. Пусть {oCi) —• последовательность гиперкомплексных чисел, {ki) 

— последовательность целых чисел. {JfcJ- остаток последовательности{&г} 
означает последовательность тех чисел последовательности {&*Ь> которые 
не содержатся в последовательности {a&J. Аналогично {&г-, £г-, mJ-оста-
ток последовательности {ос{} означает последовательность тех членов из 
{<%J, которые не содержатся ни в одной из последовательностей {öcki}i {#ři}, 
i^rnJ и т. д. Точно так же, если последовательность {eJ 
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выделена из последовательности {#J, то {гг}-остаток последовательности 
{xi} представляет собой последовательность, полученную из последо
вательности {oCi} выбрасыванием членов последовательности {sJ. 

Теорема 6.2. Пусть {<%̂} — ограниченнаяисимметричнаяпоследователь-
ностъ. Далее, пусть даны два положителъныхрасходящихсяряда 

К + К +• • • • (k<m — Целое число, 0 < km < km + 1) 
ch + ch + • • • (С — Челое число, 0 < lm < lm + 1). 

Тогда из {&J можно выделить частичную последовательность {k[}, 
а из {lf) частичную последовательность {l[}, имеющие следующие свойства: 

1. k[ + Ѵ$ для i, j = 1, 2, . . . 
2. Ряды 

Ьк1- +Ькі, + . . . 
<V + сѵ + ... 

расходятся: 
3. .Есѵш {уг} означает {k[, Ѵ^-остаток последовательности {i%J, mo 

имеет место 
i*(y,,y,, •••) = «іК»«. і •••)• 

4. Последовательность {yj имеет me же направления расходимости, 
как и {oii}". 

Доказательство проведем таким образом, что из последовательностей 
{ki) и {ZJ мы выделим частичные последовательности, из которых в свою 
очередь выделим частичные последовательности и т . д., пока не выполним 
все условия теоремы 6.2. 

Прежде всего мы выделим из последовательности {ki} последователь
ность {mJ, а из последовательности {iJ последодовательность {wJ следу
ющим образом: Положим тг = &1? m2 =*= &2, . . . , m^ = & ,̂ где fc^ = mPl 
является первым числом, для которого 

pi 

2 Ьті > 1. 
i = l 

Пусть ?гх — первый член последовательности {ZJ, для которого щ > &^. 
Затем возьмем следующие за нимчлены последовательности {ZJ, обозначим 
их 

? г ь ?г2, . . . , 7iqt 

пока не получим в первый раз 
Qi 

2cnj> i. 
i--i 

Пусть далее тРі + 1 — первый член последовательности {&J, для которого 
тш + 1 > п(І1. Начиная с члена тРі + 1, возьмем дальнейшие членыпоследо-
вательности {k^ 

тРі + Ъ ШѴі + 2) • • •? Мрг 
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до тех пор, пока не получим в первый раз 
Ра 

2 Ьщ> i. 
i = Pi + l 

Пусть nQl+1 — первый член последовательности {ZJ, который больше Щш-
Начиная с члена nQí + 1, возьмем дальнейшие члены последовательности{сг}: 

nQi + l> " 0 i + 2? 

пока не получим в первый раз 

2 c*i'> I-
-ffi+'l 

и так далее. 
Тогда ряды {mJ и {nJ очевидно выполняют условия 1 и 2 теоремы 6.2. 

Далее: из последовательности {mJ мы выделим последовательность {rJ, 
а из последовательности {wJ последовательность {sJ, так что последова
тельности {<*rJ и {ос8і} имеют только по одной предельной точке каждая, 
причем последовательности {rJ и {sJ выполняют условия 1 и 2. Сразу же 
видно,что любые две частичные последовательности, выделенные из последо
вательностей { m J n {Пі} выполняют условие 1, а так как все дальнейшие 
последовательности выделены из {mJ и {n'J, условие 1 будет выполнено 
всегда. 

Чтобы избежать накопления индексов, докажем прежде всего лемму: 
Пусть {oii) — последовательность гиперкомплексных чисел; пусть 

% + а2 + . . . (24) 
— положительный расходящийся ряд. Тогда можно найти такую последо
вательность целых'положительных чисел {&г}, что последовательность 
{#A-J имеет лить одну предельную точку и ряд 

«*i + akt + ... 
расходится. 

Доказательство для последовательностей с ^-мерными числами 
проведем по методу полной индукции. 

а) Пусть прежде всего n ~ 1, т. е. числа ос{ (i = 1, 2, ...) суть вещест
венные числа. Из последовательности{&г}выделим последовательность 
{oibi) таким образом: 

Первый шаг: Возьмем прежде всего akl = <xl7 ak2 = a2, . . . , ock = ocVir 
пока не получим в первый раз 

Vx 

2 % i > i. 
t = l 

Второй шаг: Так как последовательность {ix'J ограничена, то числа лг-
(i = і? 2, ...) содержатся в некотором интервале Jx = < а, 6 > . Разо-
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e » a + b /т 
бьем его точкой —-— на два одинаковых замкнутых интервала. (Іочку 
—-— причисляем к обоим интервалам.) Тогда хотьводномизэтихинтер-

Zi 

валов — обозначим его через J2 — лежит бесконечное число членов 
последовательности {<%J, причем те члены ряда (24), индексы которых 
совпадают с индексами членов последовательности {<%J, содержащихся 
в интервале J2, образуют расходящийся ряд. Пусть {a[} образовалась 
из последовательности {aJ удалением тех членов, которые не содер
жатся в J2 . Из последовательности {oc[} выделим дальнейшие члены 

^крі+Ъ акѵі + 2) • • • ? <*kj,i (^3>i + l > % i ) 

пока в первый раз не будет 
Ѵг 

2 а*г > І-
i = Pi + l 

Разобьем и н т е р в а л / 2
с н о в а на.два интервала одинаковой величины 

и поступаем далее так же, как и с J^; таким образом получится последо
вательность интервалов J1 Э J2 Э J^ Э • • • с единственной общей точкой 
ос и последовательность {fcJ так, чторяд 

<Ы + акг + . •. 
расходится, a lima^. == ос. 

i-^-co 

б) Предположим теперь, что лемма верна для (n — 1)-мерных гипер
комплексных чисел, и докажем, что в таком случае она верна и для 
ть-мерных чисел. 

Пусть теперь {«J — ограниченная последовательность w-мерныхчисел. 
Пусть с? — произвольное напрявление, а ßt —точки гиперплоскости, про
ходящей через начало перпендикулярно направлению q>. Тогда всякое 
число oci последовательности {#J можно записать в виде 

*i = ßt + fi<P 

(fi — действительноечисло,&9> = 0).Пустьдалее 

«1 + «2 + • • • 
положительный расходящийся ряд. Тогда, по предположению из после
довательности {oCi) можно выделить последовательность {ocjt) так, что ряд 

a>h + ah + • • • 
расходится и последовательность {ßji) обладает лишь одной предельной 
точкой ß. Если обозначить 

Щі = *i> ßn — ß» fh == fi, Щі = < , 
получается последовательность {<xJ}., где 

"i-ß'i+fiV ( ï = 1,2,...) 
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и положительный расходящийся ряд 
аі + а2 + • • • 

Но тогда из последовательности {oc[) можно выделить последовательность 
{otk't} так, чтобы последовательность {fk'é} имела только одну предельную 
точку /, а поэтому последовтельность {ocjc'i} имеет также одну предельную 
точку ß + /9?, причем ряд 

«*х + Чг + • • • 
расходится. Этим доказана наша лемма. 

Из выделенных до сих пор последовательностей {wJ, {̂ г}? выполняющих 
условия 1 и 2, можно,согласноэтойлемме,выделитьпоследовательности 
{rJ и {Si}, также выполняющие эти условия и такие, что последовательность 
{осг.} имеет только одну предельную точку <%, a {ocsi} — одну предельную 
точку ß. 

Пусть {y'i) является {гг-, sJ-остатком последовательности {ос{}. Тогда 
m(yi, yz, • • •) = ш(лі> 2̂? • • •)> за исключением, быть может, точек ос а ß. 

Если ос не является точкой m(y^ Y%, • ••)> выделим из {rJ последо
вательность (ti) таким образом: Возьмем р1 членов {rJ, обозначим их 
í1? t2, . . . , ^ , пока не получим в первый раз 

Vx 

2 ьн > i 
г = 1 

и выпустим следующий член. Затем возьмем дальнейшие члены {rJ, пока 
не получим в первый раз 

Ѵг 

2 К > i 
i=Pi + l 

и выпустим член {rJ, следующий за tVt, и т. д. 
Аналогично образуем из {sJ последовательность {wJ, если ^не является 

элементом m(7i, ^* •••)• 
Пусть {yl) является {ti, %}-остатком последовательности {<%J. После-

довательбость {yl) получается из последовательности {y[) вложением после
довательности 

tXfpx+ V ^r$2 + 2) • ' ' 

(*Sqt + i> ^Sffa + 2? * * ' ? 

из которых первая имеет единственную предельную точку «, а вторая 
— единственную предельную точку ß, откуда 

w{yl>y'i •••) = гп(осъос2, . . .). 

Остается еще выполнить последнее условие, а именно, что последова
тельность {осі} и ее остаток должны иметь общие полулучи расходи
мости. Значит, нам придется еще выделить из последовательностей {iJ 
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и {Ui) последовательности {h[) и {l^) так, чтобы были выполнены условия 
1, 2, З и 4 . 

С уедовием 1 нам уже не нужно считаться, точно так же условие 
3 будет, очевидно, выполнено для каждой пары последовательностей,, 
выделенных из {ti) и {и{}. 

Мы будеп различать два случая: 
а) Все направления являются направлениями расходимости последо

вательности {acJ. 
б) Последовательность {<xJ имеет /с-мерное пространство сходимости. 
Случай а). Применим и здесь метод индукции. Прежде всего докажем 

теорему для n = 1, т. е. для вещественных чисел. В этом случае для соблю
дения условия 4 необходимо, чтобы ряд положительных и ряд отрицатель
ных членов последовательности {yJ расходились. 

Если это выполняетсяуже у последовательности {y"i), положим k'i = tiy 
l'. = ціз y. = у", (і = 1,2, . . . ) . 

В противном случае, если, например, ряд положительных членов после
довательности {y"} сходится, то будет расходиться хоть один из рядов 

00 СЮ 00 

2 posaři, 2 pos#t^. Пусть расходится, например, ряд 2 pos#ři. 
i*e\ i—l ì=l 

Пусть {Vi) — частичная последовательность, выделенная из последо
вательности {ti} и содержащая все те и только те члены последователь
ности {cJ, для которых 

*ѴІ>0 ( i = . l , 2 , . . . ) . 
Затем мы поступаем следующим образом: 
Первый шаг: Из последовательности {ѵ{} выделим я1? x2, . . . , xPí, пока не 

будет в первый раз 
Ѵг 

2 осХі > 1 
г = 1 

а из неиспользованных еще членов последовательности {<J выделим у17 
у2, . . . , yQl, пока не будет в первый раз 

?і 

%ьѴІ> i. 
г = 1 

Вообще m-тый шаг: Если уже выбраны числа p^ q, (j= 1, 2, . . . , 
m — 1), возьмем из неиспользованных еще членов последовательности 
{Ѵі}ХРт-і+1,ХРт-і+2і "^хРті П ° к а - НЄ П О Л у Ч И М В П в р В Ы Й р а З 

Vm 
2 aXi > 1 , 

i==Vm-i + 1 

и затем из неиспользованных еще членовпоследовательности{£г}^т__1 + 1, 
ÎÏQm-i+2i -••?%»? пока не получим в первый раз 
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Qm 

2 Ьуг > і 
г " % - і + і 

и так далее. 
Пусть {%"} будет {yi, гбг}-остатком последовательности {aJ . Тогда 

ряд, образованный из положительных членов последовательности {yf}, 
будет расходящимся. Если рядотрицателыіыхчленовэтойпоследователь-
ности также расходится, то положим h[ = yiy Zj' = ^г-, уг- = yf (г = 1, 
2, . . . ) . В противном случаедополним таким же образом последовательность 
{y'i) отрицательными членами одной из последовательностей {#^}, {хщ}, 
так что для n = 1 теорема верна. 

Предположим теперь, что теорема верна для (n—1)-мерных гипер-
комплексных чисел и докажем, что в таком случае она верна и для ?г-мерных 
чисел. Итак, пусть {a^ — симметричная последовательность ?г-мерных 
чисел; пусть yQl ^ , . . . , срт— связка ее главных полулучей, удовлетво
ряющая соотношению 

со9?о + <а9?і + . • • + Cm<Prn = 0 (с, > 0). 
По доказанному, из последовательности {fcJ можно выделить {i,} 

и из {li) последовательность {и{} так, что будут выполнены первые три 
условия теоремы 6.2. 

Положим 
*< = ßi + fiVo (ßi<Po = 0, і = 1? 2, ...); 

ßi являются точками гиперплоскости, которую мы обозначим через 2 
и которая проходит через начало перпендикулярно к направлению qv 
По предположению, из последовательности {ti] можно выделить после
довательность {Xi} и из {Ui} последовательность {у{} так, чтобы кроме 
первых трех условий, т.е. 

1. Xi Ф Уі ДЛЯ i , j = 1, 2 , . . . ; 
00 * 00 

2. ряды 2 £ц и 2 суг- расходятся; 
г = 1 г = 1 

3. если {y[} является {хіу 2/г}-остатком последовательности {aJ , то 

Му»?*, •••) = М*ь *2> •••) 
было выполнено еще условие: 

4. все направления гиперплоскости £ являются направлениями расхо
димости последовательности {$}, где {ß^} представляет собой {хіу у{}-
остаток последовательности 

{ßii : ßi> ß * • - • 
Если 9̂o? 9̂ i? --4<Pm — главные направления последовательности {y$}, 

положим у\ = уг-, #ť = /^, j / ť = ^. Если ^o н е является главным напра
влением последовательности {%}, то оно будет главным направлением 
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одной из последовательностей {<xaJ, {ocvi). Пусть это верно, например, для 
{ocxi). Тогда — как будет доказано дальше — из последовательности { # J 
можно выделить последовательность {x'i) так, что ряд 

ЬХх> + Кг, + ... 
останется расходящимся, и последовательность {y*'}, т. е. {х\, i/J-остаток 
последовательности { # J , имеет главное направление ср0. При этом усло
вия 1, 3 и 4 все еще выполнены. 

Этого мы достигнем так: Из ряда 

*xi + °<х2 + • • • 
можно по теореме 2.12 выделить ряд 

<*#x + <*гг + • • • 
безусловно расходящийся в направлении ф0. 

Первый шаг: Из последовательности { # J возьмем pt первых членов x[, x'2ì 

..., xPí, пока не получим в первый раз 
Vi 

2ц> i, 
г = 1 г 

а затем из неиспользованных еще членов последовательности {zJ возьмем 
qx первых членов z1? z2? •••? зв1, пока не получим в первый раз 

Qt 

2 <**i<Po > 1-
г = 1 

Вообще m-тый шаг: Е с л и у ж е выбра н ычи сла p*, #г- ( » = 1? 2 , •••? 
га — 1), возьмем из неиспользованных еще членов последовательности 
{Xi): х'ѵ _ + і , %l _ + 2> . . . , а £ , п о к а н е п о л у ч и м в первый раз 

Pm 

2 b*'>i, 
* = P m - l + l 

и затем из неиспользованных еще членов последовательности {zJ: г.г _ + 1 , 
zQ _ +2) • . . , Zqm, пока не получим в первый раз 

Qm 

2 *гіфо > 1-
i=tfw_i + l 

Тогда ряд 
bxx + Ь*а' + . •. -

расходитсяи ряд 
*zt + 0<Zi + . . . 

безусловно расходится в направлении ф0. Так как , далее, последователь
ность {y"i), т . е . {x'i, î/J-остаток последовательности {<%*}, содержит по
следовательность {ocz{}, имеющую главный полулуч 9?0, то и последователь
ность {y"i) имеет главный полулуч ф0. 
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Этот процесс можно применить для всех полулучей фі(і s= 0, 1, . . . , ж). 
В конце концов мы получим таким образом из последовательности {х{} 
частичную последовательность {k[), а из последовательности {у{} частичную 
последовательность {Q; если через {yJ обозначить {k^ ^.}-остаток последо
вательности {aJ, то 9?0, с915 . . . , ç?m будутглавными полулучами {yJ. 

Последовательности {&[.} и {Q тогда выполняют все условия 1, 2, 3 и 4 
теоремы 6.2. Выполнение первых трех условий очевидно; докажем, что 
выполнено и четвертое. Пусть у) — произвольное направление: тогда 
возможны три случая: 

1 . унр0 = 0 

Тогда — если {ßf} обозначает {AJ, ^}-остаток последовательности {ß{} — 
будет 

УіѴ = #V (i = 1, 2, ...) 
и, значит, у будет направлением расходимости. 

2. W o > 0. 
Тогда по теореме 2.10 гр будет направлением расхождения. 

3. ^ o < 0. 
Тогда из уравнения 

CoWo + CiWl + • • • + CmWm = 0, 

с учетом сг- > 0 (г == 0, 1, . . . , m), вытекает что хоть одно унр{ > 0 
и отсюда гр будет по теореме 2.10 полулучом расходимости. 

Случай б). Последовательность {<%J имеет &-мерное пространство схо
димости Ä. В этом случае запишем члены последовательности {&J в виде 

oii = Hi + Xi (i = 1, 2, . . . ) , 

где «ť — числа пространства $, At- — числа пространства расходимости 2. 
Если у) — произвольное направление пространства Й, имеет место 

ос{у) = Ядр (i = 1, 2, . . . ) , 
а так как yj является направлением расходимости последовательности 
{#J, то оно будет направлением расходимости и для последовательности 
{AJ. По доказанному теперь можно найти последовательности {k[} и {Z,}, 
выполняющие следующие условия: 

1. к\ * г;, для i, ? = 1, 2, . . . 
2. Ряды 

б*,* + *w +.. . 
<V + cw + ... 

расходятся. 
3. Если {yJ является {к'{, ^}-остатком последовательности- {aJ , то 

w ( 7 i , у2> •••) = m(<*i, «2, . . . ) . 
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4. Если {X[} является {k^ ZJ-остатком последовательности {AJ, то все 
направления пространства 2 будут направлениями расходимости после
довательности {Ài}. 

Если tp — направление пространства сходимости последовательности 
{oci], то tp будет также направлением сходимости выделенной из нее по
следовательности {yi}. 

Если гр — направление пространства 2, гр будет направлением расхо
димости последовательности {Â .}, а, значит, и {уг}. 

Если же гр — направление, ие лежащее ни в пространстве $, ни в прост
ранстве 2, то можно написать 

гр = гр1 + гр2 (грх e $ , гр2 e 2) 
а так как 

УгУ = x'iWi +ЛіѴг 
и ряд 

*1^1 + *2^1 + • • • 

сходится абсолютно, а гр2 — полулуч расхождения последовательности 
{A'J, то сбудет направлением расходимости последовательности {уг}. 

Это вполне доказывает теорему. 
Замечание . Из условия 4 вытекает, конечно, что и последовательность 

{уі} симметрична. 
00 00 

Теорема была доказана для двух рядов 2 °н, 2 си\ ясно, однако, что 
г = 1 г - 1 

она верна и для любого конечного числа рядов. Общая формулировка 
этой теоремы гласит: 

Теорема 6.2.a. Пусть {&J — симметричная и ограниченная последова
тельность. Пусть далее дано p (p >̂ 1) положительных расходящихся 
рядов 

Кг + Кг + • • • (&lm — ЧЄЛОЄ ° < к1т < &l,m + l ) 

b'L + b"Cì2 -!- . . . (k2m ~ целое 0 < k2m < k2>m+1) 
bt + ьш'+ • • • (Km — Целое 0 < k9m < *pfW + i). 

Тогда из каждой последовательности 
kn,ki29 ... {i = 1, 2, ...,p) 

можно выделить частичную последовательность 

КхЛ'т ••'• (i = !> 2> "->P) 
имеющую следующие свойства: 

1. J£f Ф fcJ, &яя i Ф у; r, s = 1,2, . . . 
2. Рлдм 

ш) + Ь«> + _ ( i = = l , 2 , . . . , p ) 
?W* *t*2 

^асяодятся. 
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3. Если {уі} — последовательность, возникшая из {#J удалением 
всех членов последовательности 

ock,,akf, . . . (t - 1, 2, . . . , p ) , 
il '2 

то имеет место 
т(Уі>У2> •••) = ttT(<*i, * 2 , . . . ) . 

4. Последовательность {yJ имеет me же направления расходимости, 
как и последовательность {ос{}. 

Формулировка теоремы в частном случае p = 1 не представляет затруд
нений . 

Теорема 6.3. Пусть {oJ — симметричная последовательность т-мерных 
гиперкомплексных чисел. Пусть далее {<xJ •— симметричная последова
тельность п-мерных гиперкомплексных чисел. Тогда можно найти воз
растающую последовательность натуральных чисел { r J , имеющую следую
щие свойства: 

. Пэсл едователъностъ {ôri} имеет me же направления расходимости, 
как и {oi}. 

2. Если {уі} обозначает {гг)-остаток последовательности { # J , то 
т ( У и У2> •••) = «t(<xť, а а , . . . ) • 

3. Последовательность {yJ имеет me же направления расходимости, 
как и {<Xi). 

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на полной индукции. Пусть членами по
следовательности {oi) будут числа m-мерного пространства 91. Теорему 
мы докажем прежде всего для m = 1, а затем, в предположении, что 
она верна для размерности m—1, докажем ее справедливость и для 
m-мерных чисел. 

Будем различать два случая: 
ос) Ряд 

^1 + ^2 + ••• 
сходится абсолютно. 

ß) Случай ос) не имеет места. 
Случай ос) тривиален. 
Случай ß). 1. Пусть m = 1, т. е. ог (i = 1, 2, . . . ) суть вещественные 

числа. 
Пусть {oh} — последовательность тех членов из {aJ , для которых 

àki ^ 0 (г = 1, 2, . . . ) , a {ôH} — последовательность тех членов, для 
которых ôH < 0 (i = 1, 2, . . . ) . По теореме 6.2 из последовательности 
{<5fcJ можно выделить последовательность {ôk'}, а из последовательности. 
{ôu} последовательность {дц} так, что 

1. Ряды 
àkl> + ôkt, + ... 

-*w-av--W. 
положительнны и расходятся. 
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(2). Если {уі) обозначает {fc*, ^}-°стат<>к последовательности {<%J, то 
w ( y i , у2> • • •?) == m ( ^ i > a 2» • • • ) • 

(3). {yJ имеет те же направления расходимости, как и {<xJ. 
Пусть {arJ — последовательность, полученная вложением последова

тельностей {oki'} и {oij}. Тогда последовательность {rJ выполняет все 
условия теоремы 6.3. 

2. Предположим теперь, что теорема верна для (m — 1)-мерных чисел 
и пусть {di) — последовательность m-мерных чисел. Пусть ô><Pii • ••> 
c>p — главные полулучи последовательности {aJ, удовлетворяющие соотно
шению 

<Wo + сі<Рі + • • • + erf» = 0 (ct- > 0). 
Каждое число dť (i — 1, 2, ...) можно записать в виде 

ôi = Гі + fiÇ>0 (т&0 = 0), 
следовательно, т̂  будут числами (га— 1)-мерного пространства 9lC 9Ì? 
проходящего через начало координат перпендикулярно к направлению 
9v Так как последовательность { r J симметрична и теорема верна для 
(га — 1)-мерных чисел, то из последовательности {dJ можно выделить 
последовательность {áffJ так, что 

1. Последовательность {rgJ имеет те же направления расходимости, 
как и последовательность { r J . 

2. Если {y[} яавляется {gJ-остатком последовательности {a<}, то m(yi, 
yi, ...) = mK, «2, . . .) . 

3. Последовательность {y[} имеет те же направления расходимости, 
как и последовательность {<xJ. 

Если последовательность {ойі} имеет в качестве главных полулучей 
<Po, 9̂ i, • • -, Ѵ„ то-положимг<==д<уу;==у<=(1, 2, . . . ) . 

Если же, однако, в последовательности {ôQi} не имеется главного 
полулуча 9?о> и если {asJ является {gJ-остатком последовательности {ог} 
(так что последовательность {у4} тождественна с последовательностью 
{уза), то {dsi) будет, наверное, иметь главный полулуч çv По теореме 
2.12 тогда можно из последовательности {a#J выделить последователь
ность {<5;J, расходящуюся безусловно в направлении у0. Пусть {o&J — 
последовательность, выделенная из последовательности {о?г} и содержа
щая все те и только те члены последовательности {a^}, для которых 
<5*i9>o > °* 

àk&Q + дъ9ф0 + ... 
будет положительным расходящимсярядом, ипотеореме 6.2аизпоследо-
вательностиІ^^можно выделить последовательность {^}так,что ряд 

K'<Po + U/c>o + ••• 
будет расходиться и, еели{/*} является{^}-остатком последовательности 
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{y[), то m(yJ,yJ, ...) = m(y1?y2, ...) и {y '̂} имеет те же направления 
расходимости, как {у[}: и, значит, те же, как и {<xJ; кроме того m(>4', 
7з, ...) = m K , <х2, . . . ) . 

Если вложить члены последовательности {^/} между членами последо
вательности {ôQi} и обозначить полученную таким образом последова
тельность через {ôrt}, то будут выполнены условия: 

1. Последовательность {дГі} имеет главный полулуч ç?0. 
2. Последовательность {%} имеет те же полулучи расходимости, как 

и последовательность {rJ . 
3- ™(/і, 72, ...) = ш(«!, «а, . . . ) . 
4. Последовательность {%} имеет те же полулучи расходимости, как 

и {aJ . 
Продолжая эти рассуждения, мы получим в конце концов последова

тельность {дГі}, выполняющую условия 2 и 3 теоремы 6.3; кроме того все 
полулучи 9?0, 9?і, •.., ур являются ее главными полулучами, и последова
тельность {тГі} имеет те же полулучи расхождения, как и последователь
ность { r J . 

Пусть теперь гр— произвольное направление. Если tpq>o> 0, будет гр 
направлением расхождения последовательности {aJ и {дГІ}. Если гру0 < >̂ 
то из уравнения 

coWo + ciWi + • • • + cvWv = ° (ci > °) 
вытекает, что хотя бы для одного ç?t- имеет место \pcpi > 0, и гр будет 
снова направлением расходимости последовательностей {oJ и {ôTi}. Если 
же у)ф0 = 0, то ^5t- = ^^г (i = 1, 2, ...) и ^ будет одновременно напра
влением расходимости или сходимости последовательностей { r J и {тГі}7 
а, значит, и {oJ и {дГІ}. 

Этим теорема вполне доказана. 

§ 7. Множество <E>(#i, ос2, . . . ) . 

Теорема 7.1. Пусть 
<*i + ^2 + ••• 

симметричный ряд гиперкомплексных чисел и пусть 3t — пространство 
с базой 
Щ*1, <*2, ' • • ) = $ 0 1 + ^ o + . . . + &QP + So"! + &T2 + . . . + $cr, ( g „ Of 

линейно независимы, p + g > 0) w © = 2 Ѳ SR- Пусть ряд 
ôx+ô2 + ... (25) 

относительно симметричен в пространстве © и пусть дт ~> 0. Пусть 
{AJ — последовательность точек из пространства расходимости ряда 
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00 

2 à{. Тогда существует возрастающая последовательность натуральных 
г = 1 

чисел {ki) такая, что 
1. Последовательность {o&J можно переставимъ в ряд (эту переста

новку обозначим снова через ôkl + òkt + ...) так, чтобы в этом переста
новленном ряду существовала последовательность частичных сумм 

Vm 

2 àki = лт + и + Хт + êm, 
г - 1 

oo 

гдетгт e SDi(%, <%2, . . . ) , $m ^ ' 0 гг^ = 2^i? причем к{ определены ниже 
г = 1 

e(25a). 
2. {ki)-ocmamoK последовательности {&J — обозначим его через{у^}— 

имеет me же направления расходимости, как и {<%,-}. 
3. m(y1? у27 • • •) = m(*i> л2, .. .)• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пространство расходимости последовательности{о,} 

озобначим через 2, пространство сходимости — через $, dim2 = 1, 
d i m $ = fc. 

Если 1 == 0, т. е. ряд (25) сходится абсолютно, то At- = 0, и теорема 
вытекает из теоремы 6.3. В самом деле, достаточно принять за {fcJ 
произвольную бесконечную последовательность такуіОі чтобы последова
тельность {yJ, т. е. {AJ-остаток последовательности {<xJ, имела те же 
направления расходимости, как и {«<}, а кроме того m ^ , ^ • • •) = *n(<*i> 
ла, . . . ) . 

Допустим, поэтому, что 1 > 0. Члены ряда (25) запишем в виде 

ол - ki + ні9 [Xi є 2, ••«, € Ä) (i - I, 2, . . . ) . (2to) 
oo 

Без ограничения общности можно положить xt = 0, так как ряд 2 ^ 
г = 1 

сходится по абсолютной величине и ero сумма не меняется ни при каких 
перераспределениях. Далее мы воспользуемся методом полной индукции. 
Допустим, что теорема верна для последовательности {5J, имеющей 
(1— 1)-мерное пространство расходимости, и докажем, что она верна и 
втом случае, когда пространство 2 будет /-мерным. 

Мы будем различать два случая: 
I. dim (2 П Щ = 0. 
II. dim (2 П SR) > 0. 
Случай I. Так как 

g Ѳ (2 П St) - Ä + © 

то в силу предположения будет d im($ + ©) = , n . Следовательно, каждое 
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число X можно записать в виде Я = а + и, где о e @, к e $ . Ряд z,tt<5* 
i=i 

00 00 

сходится абсолютно, а ряды 2 P 0 8 ! 0 ^ ^ 2 p o s ( — а ^ г ) оба одновременно 
i = l г = 1 

сходятся или расходятся. Из уравнения 

± A í , = ± < А - ± * о г - ( i = 1 ,2 , . . . ) . 
oo oo 

вытекает, что также ряды 2 p o s ( ^ » ) ? 2p o s (—Ло { ) и л и °ба сходятся 
» = 1 г = 1 

или оба расходятся, следовательно ряд (25) симметричен. 
Согласно теореме 6.3 из ряда (25) можно выделить ряд 

ôkl +ôk2 + ... (26) 

имеющий те же направления расходимости, как и ряд (25) так, что 
{&г-}-остаток последовательности {<%J -— мы его обозначим через { y J — 
будет иметь те же направления расходимости, как и {<%J, и т{уп 
y2l . . . ) = rn(^!, oc2ì . . . ) . Тогда по следствию теоремы 4.4 при подходящей 
перестановке ряда (26) 

Pm 
2 fai = ^m + #m, &m "> °-
i = l 

Случай I I . В дальнейшем мы предполагаем, что 

dim (2 П Sft) > 0. (27) 

Произведем теперь следующее построение некоторого числа | Ф 0, f e9i. 
По теореме 5.4 существует конечное число главных направлений ^ i , <P21 

. . . , c?ť ряда (25) и положительные с1? с2, . . . , ct (t > 0) так, что с1^1 4-
+ с29?2 + . . . + ctq)t = | , | є 9t. 

Нужно различать два случая: 
Случай А. Выбор ^г и сг (г* = li 27 •••} 0 можно произвести так,чтобы 

I Ф 0. 
Случай Б . Случай А не имеет места. 
В первом случае построение закончено. 
Во втором случае имеет, следовательно, место соотношение 

<>i9>i + с29?2 + ••• + ctVt = 0, Ci.> 0, t > 0. (28) 

Пусть £ ' — пространство с базой ^ i , 9?2> • • • > <Pt, 9ft ="8 © 2 ' . Согласно 
(27), существует точка f Ф 0, f e £ П 3ft, откуда 

| = аэд^ + x2qp2 + . . . + xtcpt + со, œ e ÇJl. (29). 

Можно предположить, что все Xi > 0 (i — 1, 2, . . . , £), ибо этого можно 
легко достигнуть прибавлением уравнения (28), умноженного на подхо
дящее число, к уравнению (29). Поэтому, наверное, будетсо Ф 0, иначемы 
получили бы с л у ч а й А , и п о э т о м у г і і т 5 1 >̂ 1. Среди главных направлений 
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9?!, cp2l • •.•? 99* будет г* (1 <̂  гб < t) линейно независимых. Обозначим их 
через срцСр2, ---i<Pui так что эти направления также образуют базис 
пространства^', икаждый член ряда (25) может быть однозначно записан 
в виде 

ді = rť + а1г.с)1 + d2icp2 + ... + áMt-9?U5 тг- e 91. (30) 
Для со є 91 будет coôi = сотг-; ввиду существования со ф 0, со € 5lC S, 

00 00 

то для такого со ряд 2 \œ^i\ = 2 I соггІ будет расходиться, а ряд 
г = 1 г*=1 

Tj + т 2 + ... (31) 
не будет абсолютно сходящимся и имеет хоть одно главное направление 
9?' (которое, конечно, лежит в 91). Пусть St' = Ê © £'î тогда $ ' О 9U-
$ ' Э Ä, и введем обозначение ©' = $ ' П ©. 

Если ^ — произвольное направление пространства ©', то из уравнения 
(30) следует fôi = ^тг-. Так как ^ e © и так как ряд (25) относительно 
симметричен в пространстве @, то ряд (31) относительно симметричен 
впространстве ©'. По теореме 5.4 можно из главных полулучей ряда 
(31) выделить конечное их количество ср'г, ср2і ..., cptx {t1 > 0) так, что имеет* 
место 

сі<Рл + cWi + • • • + cWu = ť> ci > °> 
где f' e Ê 0 ©' = £' + šK. Следовательно, имеет место уравнение вида 

c[q>[ + с'2ср'2 + ... + 4 т 4 + ^i4>i + 2̂<P2 + • • • + xt<Pt = f 
(я, > 0, с; > 0, <p#>', = 0) (32> 

где f e 3ft. Это имеетместо и в случае dim@' = 0, ибо тогда dim (g © 
© ©') = dim(2' + šR) = w и, следовательно, каждое главное направление 
cp' ряда (31) можно выразить в виде 

cp' = a ^ ! + «2̂ 2. + • • • + at<Pi + fj 
где | є SÍ. 

Еслив уравнении (32) f = 0, то это уравнение равносильно уравнениям 

^ = C^i + С2^І + • • • + C'ti<Pu = °> 
у = х1<р1 + х2ср2 + ... + xt<pt = 0, 

ибо из уравнения и + v = 0 и ^v = 0 вытекает ^ = v = 0. 
Пусть среди направлений c>i, 9Ъ? •••? 99*' будет щ (1 <̂  % <̂  ^) неза

висимых, которые мы обозначим q>[, ср2, . . . , cp^; пусть £" — пространства 
с базисом ??!, 9>2, . . . , tpu q>[, ср21 . . . , c4 и 9V = S © Г , значит, 91 = 
_̂_ 5^' _̂_ g ^ . + g^2 + . . . + %q>'Uí. Тогда для членов ряда (31) имеет место 
однозначное разложение 

т{ = х\ + d[jp[ + d2icp2 + ... + d'uxi<pui, ri є 9ť. 
Нужно различать и здесь два случая: 
Случай БА. Выбор направлений q>u cp'., и чисел хи с] (i = 1У 
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2, . . . , t\ j = 1, 2, . . . , řx) можно произвести так, чтобы в уравнении (32) 
€ыло £ ф 0. 

Случай ББ. Случай БА не имеет места. 
В случае БА число | уже построено. 
Рассмотрим поэтому случай ББ. При всяком выборе в уравнении (32) 

будет | = 0; следовательно существуют главные направления cp'ó ряда 
(31), главные направления q>{ ряда (25) и положительные числа сг-, Cj 
{i = 1, 2, . . . , t; j = 1, 2, ...,tx) так, что удовлетворяются уравнения 

сі<Рі + с2^2 + • • • + <>t<Pt = ° / 3 3 ) 
СЖ + С2̂ 2 + • • • + CWn == 0. 

Так как dim(9l П 2) ф 0, то существует ^ Ф 0, rj e 3ft П 2. Поэтому 

rj = Ж ^ + Х29?2 + . . . + X^i + ЗДі + XW* + • • • + XWti + œ> 
coeW. 

согласно уравнениям (33), можно предположить, что числа хг и x 
{i = 1, 2, . . . , t; j = 1, 2, . . . , čx) положительны. Значит, a> Ф 0 и dim9T > 
> 0, ибо в противном случае был бы налицо случай БА. Отсюда легко 
•обнаружим, что ряд 

ті + х'% + ... (34) 

не является абсолютно сходящимся. В самом деле, если со — направление 
тфостранства 9l', то 

cocpi = cuc>J = 0 (i = 1, 2, ..., i; j = 1, 2, ..., tj) 

и со e 2, т. е. или со или — со будет направлением расходимости ряда (25), 
перпендикулярным к направлениям фи ср'5. Так как 

± coôi = ± сот̂  
то или со или — со будет направлением расходимости ряда (34). 

Пусть далее $І" = Ê Ѳ 2", @" = Ä" П @. Если гр — произвольное 
направление пространства @", то имеет место 

± грді = ± yr'i. 
Так как гр e © и ряд (25) относительно симметричен в пространстве ©, 
то ряд (34) относительно симметричен в пространстве ©". По теореме 5.4 
можно из главных его направлений выделить направление ç?î, <р\, • ••, <p"t 
(t2 > 0) так, что имеет место 

c{<p{ + cl<pl + ... + cl<pl = Г, с; > 0, Г с 2" + SR 
т. е. существует число | € 3Î такое, что 

#l<Pl + Х*Ч>Ъ + ' • • + Xt?t + x'l<Pl + хг<Рг + • • • + %tx<Pti + 

+ С1<РІ + CWÍ + • • • + cuV"u = f- • (35) 
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При этом, если f = 0, уравнение (35) имеет место только при условии, 
что одновременно 

#l<Pl + 2̂< 2̂ + • • • + Xt<Pt = °> 

x[cp[ + х'2<р'2 + ... + a4f4 = 0, 
С Ж + С2>2 + « ' ' + CWt* == °-

Снова возможны два случая: 
ББА. Вуравнении(35)можновыбрать£ + 0. 
БББ. Это невозможно. 
И т. д. 
Так как размерность пространств £', £", £'", . . . постоянно возрастает> 

то мы должны в конце концов дойти до случая ББ . . . БА, чем и зак-
пнчивается построение числа | . 

Это значит: Существует целое число v > 0 и целые числа tó >̂ щ > 0, 
направления cp^ {j = 0, 1, ...., г>; г = 1, 2, . . . , ^) и числа с(/> (j = 0, 
1, ....,v;i = 1, 2, . . . , ^) , 4 я (?' = 0 , 1, . . . , v - l ; i = 1, 2, . . . , J,) со следу
ющими свойствами: 

1. с<-я > 0, a#> > 0. 

2. 2 cf<p? = 0; 7 - p, 1, 

3. g t̂yJÍ'» = 0 для ? Ф ?'. 
4. Среди направлений с£Л, 99̂ ? 

независимых, а именно c>J0, qf$*, < • 

5. 24"Vf 
i,,_l 

E ; 
. 1 

+ ... + 2 xp-*><pc-v 

г.(Я оудет точно % линейно* 

i = l 
где £ є SR, | Ф 0. 

6. Если положить (однозначно) 

+ 2 ct
lv)q>iv) 

+ 2At<pf 20^ + i = l 

< -<V)m<j) 
m ті 

Iď&cpf 
г = 1 

то <p^ будут главными направлениями ряда с m-тым членом 

щ 
2 W ' +zàfclVrv + ••• +-2<W 

г = і г = 1 

^m Z ^ (0)^(0) •2«% i W i - i > 
Гі г = 1 г = 1 

Обратимся теперь к доказательству теоремы 7.1 для случая v — 2. 
Общность доказательства от этого не пострадает, так как для v > 2 
принцип доказательства остается тот же, хотя оно немного растягивается. 
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Итак, пусть последовательность {$J имеет /-мерное пространство расхо
димости £ и пусть t ее главных направлений удовлетворяютуравнению 

сі<Рі + с2^2 + ••• + <W* = 0, (Cj > 0). (36) 
Пусть c>i, 9̂2? • • •» 9̂M линейно независимы, и положим 

áť = т< + аиуг + d2l-ç>2 + ... + duiq)u (т&, = 0). 
Пусть ряд 

Tj + Т2 + . . . 

имеет главные направления c>i, <р2> • • ч 9̂ tn удовлетворяющие соотношению 

<i9>i + Ф 2 + ••• + cWu = ° (сі > °) • (37) 
и пусть y[, ^2, . . . , 9V линейно независимы. Положим 

%i = х\ + d'urì + d'ziq>'2 + ..'. + <^<c4, (т-^ = 0). 
Пусть ряд 

Хг + Tg + . . . 

имеет главные направления ç?i\ ^a, • • •» 9^? удовлетворяющие соотношению 
ciVi + cfrí + ... + c;>;; + x[^ + ̂ ; + ... + xtíytl + 

+ x1q)1 + x2çp2 4- ... + xtyt = f (38) 
(̂ rfPÎ = °> W* = °5 <Pk<Pi — °)> 

где | ф 0 — число пространства SR и c£ > 0 (к = 1, 2, . . . , č2), â  > 0 
(7 == 1, 2, . . . , ^) ; ж,- > 0 (і = 1, 2, . . . , č). Пусть ç>î, 9>a> • • •> 9?«, линейно 
независимы и положим 

w2 w, м 

^ = < + 2 ^>J + 2 &Wi + 2 d,tq>, 
j = l i'=l i = l 

/ // // /f Г lf f^\ 

^i4>i = *i<Pi = Т г<^ = 0 ) . 

Из последовательности {ог} мы выделим í последовательностей {ôiu}y 

{ai*)i • • •> iôhi} т а к , ч т ° бы ряд 
діп + &J2 + ... 

расходился безусловно в направлении q>s (j = 1, 2, . . . , t). По теореме 
2.12, этот выбор можно сделать так, что {Zlť, ř2i, . . . , /іг}-остаток последова
тельности {ôi} — будет иметь те же главные направления и направления 
расходимости, как и последовательность {oJ. По теореме 2.13 {Zlt-, l2iì . . . , 
. . ., ZřJ-остаток последовательности { r J имеет те же главные направления 
и направления расходимости, как и последовательность { r J и, значит, из 
{Zlt,Z2i, .. .,^}-остаткапоследовательности{дг'} можно выделить tx последо
вательностей {Ômu}, {^m2.}, . .., {Ômtli} TaK, ЧТО рЯД 

Tw^ 4~ ^m,j2 4~ • • • 
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будет безусловно расходящимся в направлении q>] ( ?=-1 ,2 , . , ; . ? -^ ) # 
^ 3 ihii hi, • ••? hu^iiy^%ii ...,ш<іг-}-остатка последотельности {£г.} мы 
выделим наконец *, последовательностей {дПгі},{оПіі}, ...,{*«*<}так,что 
ряд 

^nji + Tnj2 + . . . 

безусловно расходится внаправлении у"й (j = 1, 2, . . . , <2). 
Обозначим {Zl£, г2г-, . . . , íťť, га1г-, m2i, . . . , г а м , % і ? %2i, ..^тг^Л-остатки 
последовательностей {óJ, { r J , {r^} соответственно через {oJ, {тг.}, {т^}. 
Применяя последовательно теоремы 2.13 и 2.12 при отдельных процессах 
выделения, мы- видим, что можно осуществить выделение так, чтобы 
последовательность {т̂ } имела те же главные направления и направления 
расходимости, как и{т^}. Далее можно предположить, что последователь
ность {oJ имеет главные направления cp^ ç?2, . . . , yt, а {тг} — главные 
направления ç?i, q>%, . . . , q?'tl. Ибо, если бы вследствие выделения некоторой 
последовательности {дти}, . . . , {àmti}, {&ijJ, . . . , {é»ťxť} случилось, что 
последовательность {oJ лишилась бы главного направления q>x, можпо 
было бы расщеплением последовательности {ôh} и возвращением одной 
части к последовательности {OJ достигнуть того, что она снова будет 
обладать главнымнаправлением^.Аналогично и длЯ главных направле
ний c>i,c'2> '-'i<p'ti последовательности {rJ . Из теоремы 6.2а вытекает, 
что процесс выделения можно, кроме того, оформить так, чтобы {Іи, 
72l-, . . . , ltiì mu, т2і, . . . , mtli, nu, n2i, . . . , ^J-остаток последовательности 
{<*ii — обозначим его через {oc[) — имел те же направления расходимости, 
как и {<%J и xn{o([, о('2, ...) = Tn(<%i, oc2i .. .)• 

Последовательность {<$J имґеет те же направления расходимости, как 
и последовательность {oJ, в силу чего она будет, как и эта последняя, 
относительно симметричной в пространстве ©. В самом деле, если \р — 
произвольное направление и если y>q>j Ф 0 для некоторых j (j = 1, 
2, . . . , i), то гр и —сбудут направлениями расходимости обеих последова
тельностей. Аналогично для тех %p, для которых yxp^ = 0, (j = 1, 2, . . . , i), 
но по крайней мере для одного q>] (j = 1, 2, . . . , tx) будет грщ 4= 0. Наконец, 
если yxpj = 0 для всех j = 1, 2, . . . , £, %pq>'k = 0 для всех к = 1, 2, . . . , řl7 
то из уравнений 

± V>ai = ± yrJ, ± yo,. = ± y>< 

вытекает, что если y> — направление расходимости последовательности 
{aJ, то оно будет таковым и для последовательности {r^}, а, значит, и для 
{ і г ' }иШ. 

Пусть {Яг} — произвольная последовательность точек пространства 2. 
Пусть 
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au ou 
K" = 2 [ % — (*'nJP'i) 4>"ii + • • • + 2 bm,i — (*'nt>i<Pu) <Pui 

г = 1 г = 1 

00 OO 

* ' - 2 [Гти — (ГтиФі) Vlì + • • • + 2 [Т.ты ~~ (*mM<Pb) <Pbl> i=l t = l 
OO 00 

*o = 2 íKi — (дИг<Рі) <Pii + • • • + 2 [àiu — {a%u4>i) Viì-

ť - l г = 1 

По определению (2.16) все эти ряды являются абсолютно сходящимися. 
Положим 

Я; - А, — («о + к' + к") (39) 
и напишем далее 

Я; = cr< + a , | (cr<f - 0), (40) 
где f — число пространства 9t, определенное уравнением (38). {A }̂ будет 
также последовательностью точек пространства £. 
Положим 

<5г- = сог- + Л<£, йг- = a>< + Aťf, (a>if = a>,| = 0). 

Пусть у — произвольное число пространства @. Тогда из уравнения 

грді = ^aJ* 
следует, что и ряд 

U>1 + ^2 + • • • 
является относительно симметричным в пространстве ©. Последователь
ность {coJ имеет (Ž— 1}-мерное пространство расходимости, откуда видно, 
что из последовательности {<JJ можно выделить последовательность {o^'} 
(которую, конечно, можно считать последовательностью, выделенной из 
последовательности {о{}) и переставить ее так, что: 

1. Существует последовательность натуральных чисел {р'{} 

V'i < Ѵг < • • • 
такая, что 

v' 
* m 
2 <V = пт + ат + етІ + ů'm, 

г = 1 г 

где пт є Wl(oc^ 6x2, . . . , ) ů'm^- 0, а ex, e2, . . . — последовательность веще
ственных чисел. 

2. Если {aJ'} означает {^}-остаток последовательности {бѵ }̂, то {a"} имеет 
те же направления расходимости,каки{л г} и m(aJ, aJ, . . . ) = m(# l 7 «2? • • •)• 

Так как | e žR, то по теореме 3.4 существует последовательность нату
ральных чисел { r J 

?і < r2 < . . . 
такая, что 

rms - < + #L> (41) 
щепю

т є Щосг, л і 7 . . . ) , # ^ 0. 
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Из выделенных последовательностей {д1и}, ...,' {àìti}, {<5miJ, . . . , {am*xi}y 

{am*}, . . . , {<W), {**J} образуем путем вложения ряд 
<^+4a + ... 

следующим образом (при зтом числа ĉ , с'р cJ, #,v ^ являются чис^^ѵш 
изсоотношений (36), (37) и (38)): 

Первый шаг: Возьмем ^ членов последовательности {дк'} так, что бУДет 
Pi' 

2 t ó = *í + *i + ßif + *í-
i = l г 

Пусть 7*i —наименьшее число последовательности {rJ, большее, чем е1^-а І7 
и из каждой последовательности {ôniJ (? = 1, 2, . . . , t2) возьмем p"h членов, 
пока не получим в первый раз 

/r 
Vh 

2<*9>J > (Г1 ~е1 + 0>l)*r 
г = 1 

Итак, мы получаем 
v" v" ѵ"г 

2 Ч + 2 Кг + 2 ««і + • • • + г б«ы = 
г = 1 г г = 1 г = 1 г = 1 

= ^i + oi + eif + К ~ еі + a i) (хї<Рг + xln + • • • + « ) + 
+ f'u<Pi + /2>2 + • • • + f'**9>L + /uVi + /21r2 + • • • + /ui9̂ u + 

+ И* + 0j + r|[ — ^ , 
где 

Wl<2fe^ 
Í = 1 

£" = І i<u - ^ и ^ »А + • • • + 2 [<« - «<,/,) rfi-
// " . -

i = ^ + i г = = 2 , ы 
!/' I I/' I I/' 
і /lX 1 l / 2 l | | / u i l 

*' = ̂ ,- + 1 

Возьмем из каждой • i\r \f \ť l\ 
TT / * т / . l / X l J I / 2 1 | l / m l I \ 

Пусть ^ - t o j ^ , ^ - . - , ^ - j -
последовательности {á«yJ (? — l , 2> • • •» <i) P« членов так, чтобы в первый 
раз получилось 

*й 
2 т^і^- > (ri — еі + аі) *< + S'A — f'n-

i=l 
Тогда будет 

v[ »" % *tti. "п » « 
2 4: + fônii + 20*--* + •••+ 2<4< + 2оте" + ••• + 2<4.* = 
Ä * é i & i = i ť=i i = i 

' = ^ + ff] + eJ + K —ex + a,) (x{y{ + xl<p^ + ... + xfol + 
+ x^>[ + x^; + ••• + XM + sí(°íví + <vp2 + ••• + «4Ю + 

+ 0nPi + 2̂!<̂ 2 + • • • + 9ui(Pu + n"+ *' + * í + ^ + # —£î — £ь 
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где 
*1 

l%l.<H4^il 

h = 2 [Tea* — (*mi<9V) И ] + • • « + 2 bmUi — X™Ui <Pu) <fbl' 
i=rp' + 1 t = = 3 J / ^ + l 

Пусть sx = Max N , ^ , . . . , Lokl] . Возьмем из кажД°й 
L C1 C2 См J 

последовательности {<S Ĵ <p# членов, пока не получим в первый Раз 

*n 
2 *i«ři > (К — ех + ах) xj + ^c,- — р Л . 
г = 1 

И так далее. 
Вообще m-тый шаг: Определив числа 

rj> Plj> •• •? Pr2,3? SJ) ^ l j 3 * * *5 Ptl,j' Sh PlJ> * ' "З Р<І? 

для ; <^ m — 1 продолжаем рассуждать так: Пусть гт — наименьшее 
число последовательности { r J , большее чем Мах {гт_г, гт_х + еф — ет_1 — 
— -ат + a,m-i), и из каждой последовательности {ônj} (j = 1, 2, . . . ? #2) 
возьмем 2^rt членов, пока ие получим в первый раз 

// з>. эт 
2 ХЪцЪ > (Гт ~ ет + Яш) rf , 

г = 1 
так что будет 

t lt П tf' 
V Ѵл Vr> Р. 

m \m Zm U,m 

2 д*ї + 2 ô»i* + 2 **•< + • ••• + 2 ônu,i = n'™ + °m + 6wí + 

г' = 1 г' — l i = l г=1 
+ f f » — в ж + »m) K V Í + Х*Ъ + * ' * + XWL) + flmVÍ + ťzrrffz + 

~t" ' ' ' ~Ь íu\mVu\ ~b / i 
rn9^1 + /2w^2 + • • • + fum<Pu + K" + 

' " w ' Vm £m > 

ГДЄ 
*2 

\r)" I <r V lá " I 
r/wi ^ 2, rv» iml 

i==l 
и 

£ = 2 [<н - (<i>i) ^ ] + • • • + 2 [<« ~ (<*X> ^ ] ; 
*=*iL+1 *=**>L*+1 

озьмем из каждой Пусть 4 = 24_! -h Мах П М Ы , . . . , % і П В 
L 4 c2 сш J 

последовательности {сЦ-J (7 =± 1, 2, . . . . řj) ^ ' w членов, пока не получим 
в первый раз 

67 



з т / / f r і її 

2 Ч^ > i7'™ ~~~ Єт + ̂  ХІ + **A ~~ ''" 
i^l 

Тогда будет 

v\m ť2m "Um "lm 

2«.„ + 2^« + - +2 
г = 1 i=I i==l 

Pí.m 

2-' 
г = 1 

r«* ї ї » a w * t a w x w 

2 ^ + 2 ««» + 2 ̂  + ••• +2 4* + 2 *«« + ••• + 

+ 2 ômhi " я» + °™ + e'mř + ( r » ~~Єш + aw 

ГДЄ 

/ f f ff | / / / / і I ff II , I Г | і / f \ | 

. ( f f ^ + Хгерг + . . . + Xucpt2 + x1q>1 + . . . rf Xtx<ptl) + 

+ 5m(C í^í + C2^2 + ••• + 4 K ) + Vlm<Pl + 92m<p2 + ••• 

+ #um<Pu + * " + » ' + # m + n"m + *?m ~ 4 ~ 4 

* i 

IV»I < 2l**v*. 

oo oo 

4 = 2 Er«ii ~~ (^i<pi) ^i] + • • • + 2 tT»M ~ (rmM94) ̂ -
*- ' ' lW+ 1 < - ^ m + 1 

Положим <sw = 25w_! + MaxjJ^T^, ' g g w ' , . . . , *g t m ' и п у с т ь ^ т — наи-
j_ C 1 C 2 Cw J 

меньшее целое число, для которого 
ï > . зт 
2 \ - 9 ^ > (rm ~ Єт + <4) Ж, + SWC3. — ^ w 

г = 1 

Образованную таким образом последовательность обозначим через {<5*<} 
и положим 

ťo ť j í 

p« = Pm + %v'L + 2^iw + 2^"™-
3 = 1 3 = 1 3 = 1 

Последовательность {рг} возрастает. В самом деле: Каждая из последова
тельностей {Pji) (j — 1, 2, . . . , í2) является неубывающей, так как 

( ' I \ ." *̂  / ' ! \ " 
rm em i ат) %j *> l % - l ^m- l i am-l) Xj 

а каждая из последовательностей {p#} 0 = 1, 2, . . . , t±) будет также не
убывающей, так как 

I /' I I /' I /' /' „ ' . ^ ]lj,m-l | f \ «/ _L_ \JjmÄ \ о' _ n,m-l j _ / з т » . _ __ i j w ^ wòm._j f~ л / ^ àm_1 

с, - * с) с} 
и, следовательно, 

/ ' i N ' i ' ' V ^ / ' 1 Л 
Ѵт

 ет ~Г ат) Xj ~T SmPj Jjm ^* Vrn-l Єт~~1 1 # 'm-l / 
f і ' ' i r 

x • 4 - »<? . с • — / • 
. л/j i ^ w _ i - j / j , m - l ' 



аналогично и для последовательности 
Pn>Ps*--- (? = h%, • • • , * ) • 

Итак, последовательность {pť} возрастает и 

l m 

где 

2 Л = 2 **i + 2 О»н + ••• + 2 <k< + 2 <W + ... 
г~1 i=l ' i = l i = l j = l 

/ 
^йш pl?n *W 

••• + 2 d»w + 2 òjH + ••• + 2 ô i « = *~ +ff™ + е** + 

г = 1 г = 1 г = 1 

+ (r™ — ßm + О (x{<pl + . . . + x'lsp'l + Цс£ + • • • + з4$4 + 
+ x1cp1 + ... + xtyt) + s'Jc[<p[ + c'2q>'2 4- . . . + <4c4) + 

+ 8n (c,^x + c2ç?2 + . . . + ctcpt) + к" + yJ + к0 + d'm + )fm + 
I -n' _i " f 

i ' / w i ' /m ^m ^m *w? 
ť 

i>'/m! < 2^ l^b',^iml 
j = l 

И 
oo • co 

£m = 2 ^ i i ~~ (á«i^i) <Pil + • • • + 2 iôl*i ~ Whi<P*) Vti' 
*'*m+1 *^*tm+1 

Итак, 

lim d'm = lim ^ = l i m ^ = l im^m = Um é'm = lim e^ = lim ew = 0, 

m^>-co m->oo íw^-co w^-co w^-co m->co m^-oo 

и, ввиду уравнений, (36), (37), (38), (39), (40) и (41) будет 

V 
2**i = Пт + m̂ •+ ^m) 

* = 1 

где rcm — числа модуля Wl(oc^ ос2, ...)? { î} — выбранная последователь
ность точек пространства 2 и ům-^ 0. 

При этом, если {yJ является {fcJ-остатком последовательности {acJ,. 
очевидно будет m(y l7y2, •••) = m(a l ra 2 , ...) и {yJ будет иметь те же 
направления расходимости, как и {#J. Итак, теорема 7.1 вполне доказана. 

Теорема 7.2. Пусть 
*1 + *2 + - - - (42) 

будет симметричным рядом гиперкомплексных чисел с ограниченными 
членами осп. Пусть 

ô±+ô2 + ... (43) 

— ряд его разностей, имеющий пространство расходимости £. Тогда 
J?(<X1? iXo, . . .) == X + 9А(аь «2, . . •) + £, 

гдек — некотороечисло. 



Доказательство . Прежде всего ясно, что Jp(a^, <*2> •••) С x + 
+ 9W(#!, <х2, ...) + 2. В этом легко убедиться, если записать члены ряда 
(42) в виде 

oci = Лі + ді = я,- .+ Ať + и{ (i = 1, 2, . . .) , (44) 

где тії є 5W(<%i, #2, ...)? ^i e S, «і € $ , причем 2 является пространством 
расходимости, а $ — сходимости ряда (43). 

Теперь мы докажем, что обратно каждое число множества к + 
oo 

+ 2A(&!, ос2і •••) + 2, гДе « = 2^г — элемент множества $(<%!, лг, . . . ) . 
г = 1 

И здесь можно положить Hi = 0, потому что это означает лишь сдвиг 
множества ф(«і, «2? • • •) н а — и. 

Пусть {AJ — плотная в £ последовательность, из которой мы образуем 
последовательность {1[}', в этой последней каждое значение Лг- встречается 
бесконечное число раз (см. замечание у теоремы 4.5). Последовательность 
{oi} относительно симметрична в пространстве @ и поэтому, согласно 
теореме 7.1, из нее можно выделить последовательность {ojci) так, чтобы 
произведя (в случае нужды) перестановку, мы получили 

*>m 

2 ^ г = Лт + Кл + &m, 
i=l 

а, следовательно, и 
v 

t 
2 <*ki = ^m + m̂ тЬ І , 

i=l 

где {pi} — возрастающая последовательность натуральных чисел, жт e 
e $Jl(oc^ а2, ...)> &m^>- 0, далее, чтобы последовательность {yť}, т. е. {&J-
остаток последовательности {<xJ, имелатеже направлениярасходимости, 
как и {<%,}, и ш ^ , у2, •••) = ш(лх, а2, . . . ) • Отсюда будет также З Л ^ , 
у2 ? . . . )= 5W(aci,«2î • •0? и п о с л е Д о в а т е л ь н о с т ь {7і} с и м м е т Р и ч н а -Потеореме4.2 
множество ф(уі, 72 7 • • •) непусто, и поэтому содержит хоть один элемент у. 
По теореме 3.2 будут все числа у— лт также элементами множества 
Sp{ylry%r...). Следовательно, по теореме 6.1 все числа A* + y будут 
элементами множества Щосг, ос2, . . . ) , ибо каждое Xs встречается в последо
вательности {l'i) бесконечное число раз и, значит, существует частичная 
последовательность {p1^} последовательности {pJ так, что 

2^'> 
m 

2 * * < = л™ + *' + ^* 
г = 1 

Из теоремы 3.1 вытекает, так как {Дг} плотна в 2, что у + 2 С $(<*i, 
&2,...), изтеоремы 3.2 следует, чтоиу + Щос1: ос21...) + £ С Jp(<%i, <*2, . . . ) , 
и далее из теоремы 3.1 — что кроме того и у + SDi(^, &2, ...) + 2 С 
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C $(<*i, 2̂> • • •)• Из представления (44) при указанном допущении (к{ ~ 0) 
ясно, что у є Щосг, #2 , . . . ) + £, откуда 

%(ос1} ос2, . . .) = 2 + ЩосІ9 л2, . . . ) , 

что и требовалось доказать. 

Очевидно, £ + 2Di(o ,̂ <%2, •••) представляет собой замкнутый модуль, 
имеющий согласно теореме 3.3 вид 

$Qi + Äß2 + . . . + Aft, + 2t! + 2т2 + . . . + 2тв, 

другими словами, ф(# І 7 #2? • • •) является решеткой линейных пространств, 
что вновь подтверждает результат Беренда, причем, однако, теорема 7.2 

00 

указывает способ определения множества сумм данного ряда Z,ocj. 
г = 1 

В заключение автор считает приятным долгом выразить свою глубокую 
благодарность проф. Д-ру В. Ярнику, который проявил большой интерес 
к настоящей работе и дал много ценных советов и указаний. 

Auszug. 

Ü B E R Ш Е UMORDNUNG U N E N D L I C H E R R E I H E N 
VON H Y P E R K O M P L E X E N ZAHLEN 

JAROSLAV RŮŽIČKA, Hrubá Skála. 
(Eingelangt 14./XI. 1951.) 

§ 1. D e f i n i t i o n e n u n d B e z e i c h n u n g e n . 

Unter einer hyperkomplexen Zahl versteht manein Element des w-dimensionalen 
Vektorraumes (über dem Körper der reellen Zahlen) mit der gewöhnlichen Defini-
tionder Summe und des inneren Produktes. 

Essei 
осх + ос2+... (1) 

eine unendliche Reihe von hyperkomplexen Zahlen. Es sei 

*fci + <*7c, + • • • (2) 
eine beliebige Umordnung der Reihe (1) und man bezeichne mit S}(ockx + ockz + ...) 

m 
die Menge aller Häufungspunkte der Folge akl, акг, ..., wo a^m = ^2^a^i ist. 

t = l 

Die Menge $(<%fcl + 0cfca+ ...) will ich die Grenzmenge der Reihe (2) nennen. Die 
Vereinigungsmenge aller Grenzmengen jp für alle möglichen Umordnungen der 
Reihe (1) nennen wir die Summenmenge der Reihe (!) und bezeichnen s i emi t 
j?0*l5<x2, . . . ) . 
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Mit т(аг, oc2, •••) bezeichne ich dieMenge aUer Häufungspunkte der Folge {ос$*ш1; 
Шг(ос19 ск2, ...) bedeutet dann den kleinsten Modul, welcher die Menge т(&1ѵсх2, ...) 
enthält; <Ш{осѵ oc2, ...) = Wl^oc^ oc2, ...) ist die abgeschlossene Hülle dieses Moduls. 

Wir können dann zum jeden Glied íxť der Reihe (1) eine Zahl щ aus %Х(осІ9 oc2, . . .) 
so finden,dass \oçt — щ\ möglichst klein ausfällt; \oc\ bedeutet d i eNorm (den 

00 

absoluten Betrag) von oc. Wir setzen oc^ — тгг==о;. Rie Reihe 2<^ will ichdie 
i = l 

Differenzreihe der Reihe (1) nennen. 
Man setze posa = Max (0, a). Die Reihe (1) heisst symmetrisch, wenn die Reihen 

00 00 

Tpos(9%^), 2p° s(—y&i) entweder beide konvergent oder beide divergent sind, 
i = l г = 1 
gleichgültig wie man die Zahl 99 wählt (#9? bedeutet das innere Produkt). 

Jeder "Reihe (1) können wir dann zwei orthogonale Unterräume folgendermassen 
00 

zuordnen: Sei Ä die Menge aller Zahlen к, für welche die Reihe 2 H#ť absolut kon-
* = 1 

vergent ist. Diese Menge bildet einen linearen Raum, welchen wir den Konver
genzraum der Reihe (1) nennen wollen. Das orthogonale Komplement dieses Rau
mes nennen wir den Divergenzraum der Reihe (1) und bezeichnen ihn mit £. 

In der ganzen Untersuchung spielen die sog. Hauptrichtungen der Reihe (1) eine 
bedeutsame Rolle. Als eine Richtung bezeichnen wir jede hyperkomplexe Zahl 9? 
für welche |99| F== 1 ist. Der Winkel zweier Richtungen 9? und xp ist dann der Haupt
wert von arccos99^. Die Richtung 99 ist dann eine Hauptrichtung der Reihe (1), 
wenn für jedes e > 0 diejenigen Glieder oc{ von (1), für welche <£ l < P > T n < £ 

\ Ы/ 
ist, eine unendliche Reihe bilden, die nicht absolut konvergiert. 

§ 2. P r o b l e m s t e l l u n g und R e s u l t a t e . 

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Summenmenge §{осг, oc2, ...) 
00 

und ihres Zusammenhanges mit der Reihe 2 аг- Dabei ist die Untersuchung auf 
'i=l 

beschränkte Folgen осг, oc2, ... beschränkt, das heisst auf die Reihen für welche 
\oCi\ < K (i= 1, 2, . . . ) , wo K eine feste Zahl ist. Dieses Problem wurde für ge-
wöhnUche komplexe Zahlen von Herrn J a r n í k gelöst. Etwas später hat Herr 
B e h r e n d für beliebige n gezeigt, welche Form die M e n g e J J ^ , ^ , . . . ) haben 
muss (dabeibrauchteernichtdieBeschränktheit der ^vorauszusetzen); er hat aber 
nicht gezeigt, wie die innere Struktur dieser Menge mit der Reihe selbst zusammen
hängt. Und dies ist gerade die Aufgabe dieser Arbeit. 

Vor allem wird gezeigt, dass Щосг, oc2, ...) dann und nur dann nicht leer ist, wenn 
00 

die Reihe 2 &i symmetrisch ist. 
*=i 

Die durchgeführte Untersuchung hat weiter gezeigt, dass über die Form der 
Menge Sp(oclf oc2, ...) zwei Faktoren entscheiden: 
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1. Die Menge m(öcl5 осо, . . . ) bezüglicherweise der aus ihr abgeleitete abgeschlossene 

Modul Ш(осг, oc2, . . . ) , dessen Beziehung zur S$(oc^ a2 , . . . ) der Satz von Her rn J a r n í k 

gibt: 

W e n n y e S$(ocu oc2, ...), n є Wl(ocv oc%, ...) ist, d a n n gilt auch л + у є S^(oclf oc2, • • •) 
00 

2. Die Differenzreihe Y ^ -
г = 1 

Das Haup t r e su l t a t des ganzen Artikels lautet : 
O0 

Es sei £ &i e^ne symmetrische Reihe mit beschränkten hyperkomplexen Gliedern ocir 
00 І — 1 

2^ ôi sei ihre Differenzreihe; dann ist 
i = i 

Sp{oc^ oc2, . . . ) = H + Щосг, oc2, . . . ) + 2, 

wo x eine bestimmte Zahl, Щ{&х, oc2, . . . ) die oben definierte Menge und £ der Diver-

genzraum der Differenzreihe ist. 
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