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YexocToBankuii MaTeMaTHICCKHil :KypHAI, T. 5 (80) 1955

DIE ANWENDUNG DER POLARITAT AUF DIE DIREKTEN
PRODUKTZERLEGUNGEN EINER GRUPPE

FRANTISEK SIK, Brno.

(Eingelangt 28. I. 1953.)

In der vorliegenden Arbeit wird ein spezieller Typus der Polaritat
([1], IV, § 5) untersucht, die die Eigenschaft hat, dass alle in ihr abge-
schlossenen Mengen eine vollstindige Boolesche Algebra bilden. Die
Eigenschaften dieser Polaritat sind auf einer Menge ohne irgendeine
Operation studiert, dann sind sie auf verschiedene Typen der Grupp=n
ubertragen und zur Untersuchung der Struktur der direkten Produlkt-
zerlegungen auf diesen Gruppen angewandt. Die Betrachtungen dieser
Arbeit wurden durch die Arbeiten [4, 5] von den K-Gruppen und K-Réu-
men angeregt, auf denen die Polaritdt der betrachteten Art realisiert
worden war und deren Studium wertvolle Ergebnisse gebracht hatte.

Inhalt. § 1. Auf einer Menge ist eine Relation — die Polaritit —
derart definiert, dass das System aller Polarmengen (Komponenten)
eine vollstandige Boolesche Algebra bildet. Es wird gezeigt, dass eine
beliebige Boolesche Algebra auch umgekehrt durch das System der
Komponenten auf einer passenden Menge reprisentiert werden kann.

§ 2. Eine Definition wird gegeben, die die Forderungen des § 1 be-
friedigt.

§ 3. Die Bestimmung der Komponenten auf den zyklischen Grup-
pen; Folgerungen.

§ 4. Die Beziehung der Komponenten zu den direkten Produktzer-
legungen auf den Gruppen wird untersucht. Eine Analogie des Schmidt-
Remakschen Satzes und eine hinreichende Bedingung fiir die Ein-
deutigkeit der Remakschen Produktzerlegung wird gefunden.

§ 5. Es wird eine Charakterisierung der Eindeutigkeit der direkten
Produktzerlegung auf einer Gruppe gegeben.

Einige in den §§ 3 bis 5 enthaltene Ergebnisse sind bekannt. Ich
fihre sie an, um zu zeigen, wie man verschiedene Resultate durch das
auf dem Satz 1,4,4 gegriindete Verfahren erreichen kann. In einer
weiteren Arbeit werde ich diesen Satz auf die I-Gruppen anwenden.

§1.
1,1. Ich verwende die Zeichen c, n, u, A, U fiir die mengentheoretische

o «

Inklusion, den Durchschnitt und die Vereinigung zweier Mengen und fiir den
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Durchschnitt und die Vereinigung eines Systems der Mengen (4 c B, A n B,
Avu B, NA, U4,). Weiter werde ich die Zeichen <, A, v, A, VY fir die

Quasi- oder teilweise Ordnung, das Infimum und Supremum zweier Elemente
in einem Verband und das Infimum und Supremum eines Systems der Ele-

mente eines vollstindigen Verbandes anwenden.

1,2. Ich gebrauche die Begriffe ,,Abschliessungsoperation‘ und ,,Polaritit*,
sowie sie in [1], IV, §§ 1 und 5 definiert sind. Der besseren Ubersicht halber
zitiere ich:

1,2,1. Definition. Die ,, Abschliessungsoperation ist eine undre, auf dem Sys-
tem aller Untermengen der Menge G definierte Operation, die folgende Bedingungen
befriedigt: ist X c G, X — X in dieser Operation, dann

(Cl) XcX, ((2) X=X, ((3) XcY=Xc7Y.

Eine Menge X ist ,,abgeschlossen'’, wenn sie ihrer ,,Abschliessung‘‘ X gleich ist.
Es gilt der Satz ([1], IV, § 1, Th. 1):

B1. Das System I aller ,,abgeschlossenen’ Mengen bildet einen vollstdndigen
Verband, in welckem der Durchschnitt fir das Infimum dient (d. h. A X, =
= n X, X, abgeschlossen)

1,2,2. Definition. Es sei eine beliebige symmetrische bindre Relation & gegeben,
welche zwischen den Paaren der Elemente der Menge G definiert ist. Ist x,y e Q,
schreiben wir x 6 y (oder y 6 x — die Relation ist symmetrisch), falls x und y die
Relation 6 befriedigen oder x & y, wenn es nicht der Fall ist. Ist X eine beliebige
Untermenge von G, bezeichnen wir mit X' die Menge aller solchen x' € G, die die
Relation x 6 ' fur alle x e X erfillen. Man sagt, dass X' , ,polar® zu X in der
Relation o6 ist. Weiter gilt der Satz (X" statt (X’)" geschrieben) aus [1], IV,
§5, Th. 9:

B2. Die Operation X — X" ist die Abschliessungsoperation. Die Abbildung
A — A’ definiert einen Dualautomorphismus in dem vollstindigen Verband I' der
abgeschlossenen Mengen A in Q.

Im Verband I’ ist nach B1 A 4, = N 4, fir A, e ". In I" gilt weiter der
Satz [1], IV, § 5 Cor: : :
B3. Fir beliebige abgeschlossene Mengen A, in G sind die Qleichheiten
({‘\ 4,) = YA; ; (Y 4,) = {‘\A;
befriedigt. Ist O uberdies antireflexiv (d. h. entweder x ¢ G =z 6 x oder x 6 x =
=z 0y fur alle y e G), dann gilt fir jede abgeschlossene Menge A
ANA"=0, AvA=GQ,
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wo O das kleinste Element von I bedeutet (also die Menge aller x von der Eigen-
schaft € 6 ). Der Verband I ist komplementir mit dem Komplement A’ zu A.
Es ist nicht schwierig die Satze B1, B2, B3 zu beweisen.

1,3. Wir kommen zum eigentlichen Inhalt dieses Abschnittes. Es sei G eine
nichtleere, mit zwei Relationen versehene Menge und zwar:

() mit einer reflexiven, transitiven bindren Relation < (Quasiordnung) mit
einem kleinsten Element e (d. h. e < z fiir alle z € G),

(B) mit einer symmetrischen, antireflexiven binaren Relation 6 — Disjunkti-
vitdt ([4, 5]), die durch die folgenden Bedingungen verkniipft sind:

@ ax=y xdy=c=y,

(b) ede,

(© 28y, 2 x=20y,

(d) 2 0y =ein z ¢ G existiert, dass znon < e, z < w, z < y.

1,3,1. Bemerkung. Die Mengen X, Y c (@ erfiillen die Relation ¢ (dann
sagen wir, dass X, Y disjunktiv sind und schreiben X 6 Y), wenn x 6 y fiir jedes
xe X, yeY. Die Menge aller mit der Menge X disjunktiven Elemente 2’ ¢ ¢/
bezeichne ich X’ und benenne das disjunktive Komplement der Menge X (X' ist
also in ¢ polar zu X).

1,3,2. Wir beweisen vorldufig zwei die Relationen < und ¢ betreffenden
Hilfsséatze.

Hilfssatz 1. Die Menge O aller x € G, fur die x 6 x, hai G fir das disjunktive
Komplement und dient selbst der ganzen Menge G als disjunktives Komplement
(d.h. 0" =G, G =0).

Hilfssatz 2. Die Menge O st das System aller kleinsten Elemente in G (d. h.
xe0ax<e).

Beweis des Hilfssatzes 1. Die Antireflexivitit gibt: xe O =2 6 G und
daher einerseits O’ = @ und anderseits (mit Hilfe der Symmetrie) O c G'.
Umgekehrt ¥ 6 @ =y d y =y € O und endlich G’ c O.

Beweis des Hilfssatzes 2. Die Eigenschaft (a) schliesst O in die Menge
aller kleinsten Elemente in G ein (z 6 x, z < x =z < e), die Eigenschaft (b) mit
der Antireflexivitit und (c) umgekehrt (e de =e dy;y e, e dy =y dy).

Man kann also in der Bedingung (d) anstatt znon < e die Relation z¢ O
schreiben.

1,3,3. Ziehen wir nun einen Schluss aus den zitierten Sitzen B1, B2, B3.

Die Operation X — X" auf dem System aller Untermengen X in G, welche sich
zu einer symmetrischen, antireflexiven Relation 6 in G (ohne weitere Forderungen)
bezieht, definiert nach B2 auf G eine Abschliessungsoperation. Die Menge I' aller
abgeschlossenen Mengen A ist der wvollstindige Verband und die Abbildung
A — A’ bildet ste dual automorph ab. Der Satz B3 bestatigt, dass I" der vollstdr-
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dige komplementire Verband mit dem kleinsten Element O, mit dem grossten G
und mit dem Komplement A’ zu A e I' ist. )

1,4. Wenn ich die Eigenschaften der Relation 6 um die weiteren (a) bis (d)
erweitere, so kann ich eine stérkere Behauptung aussprechen, die ich auch so-
fort formuliere, sobald ich den folgenden, fiir die Applikationen zweckméssigen
Begriff eingefithrt habe.

1,4,1. Definition. Das disjunktive Komplement X' der Menge X c G nenne
ich (mit X disjunktive) Komponente.

1,4,2. Hilfssatz. Der Durchschnitt eines beliebigen Systems der Komponenten
18t esne Komponente. -

Beweis. Essei {4,} das gegebene System der Komponenten, welche zu
den Mengen X, disjunktiv sind, d. h. 4, = X.. Wihlen wir ze ) X_; dann

’
&y

28 U X,; ist y e ) X, dann existiert ein solcher Index «,, dass y € X, also

y 0 X, daher y o U X,. A X, ist also die zu U X, disjunktive Kompo-
nente. .
Die vorhergehende Behauptung berechtigt zu folgender

1,4,3. Definition. Die kleinste die Menge X umfassende Komponente bezeich-
nen wir X. Man sagt, dass die Komponente X durch die Menge X erzeugt ist.

1,4,4 Hauptsatz. Das System aller Komponenten tn G bildet eine vollstindige
Boolesche Algebra; thre teilweise Ordnung ist durch die mengentheoretische In-
klusion gegeben; fiir ein beliebiges System der Komponenten {A,} gilt A A, =

=N4, VA, = G_Zx und das Komplement (im Sinne der Booleschen Al-

o o 43
gebra) der Komponente A ist A'.

Zuerst beweisen wir, dass das System aller Komponenten dasselbe wie das
System aller (in Bezug auf die Abschliessungsoperation X — X") abgeschlosse-
nen Mengen in G ist. Den Beweis setzen wir aus einigen — auch selbsténdig
niitzlichen — Hilfsbehauptungen zusammen.

145 (1) XcYcG@=X>Y =X"cY"
(2) X c X",
(3) X/ — XI/I‘

‘Beweis. (1) istklar. (2): ze X =2 0 X' =xe X" = X c X". (3): Verwenden
wir (2) auf die Menge X', so bekommen wir X’ ¢ X”. Beniitzen wir (1) auf
X c X”, bekommen wir X’ > X”. Daher (3).

Die Eigenschaften (1), (2), (3) bestétigen, dass die Operation X — X" eine
Abschliessungsoperation im Sinne der Definition 1,2,1 ist. Die letzte Behaup-
tung (3) reiht die Komponenten unter die abgeschlossenen Mengen ein, wie der
folgende Satz bezeugt. '
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1,4,6. Hilfssatz. Fiir die beliebige Komponente A ist A = A".

Beweis. In 1,4,5 (3) setze X' = 4.

Um umgekehrt zu beweisen, dass jede abgeschlossene Menge eine Kompo-
nente sein muss, beweisen wir den

1,4,7. Hilfssatz. Es gilt: (X) = X' = X"

Beweis. Aus X” > X und aus der Definition der Komponente X folgt
X" > X. Daher nach 1,4,5 (1) und (3): X’ = X” c (X)". Nach (1) X c X =
= X' > (X), also X’ = (X)'. Die zweite Gleichheit folgt daraus, dass X’ Kom-
ponente ist.

1,4,8. Hilfssatz. Hs ist X = X".

Beweis. X ist eine Komponente; also nach 1,4,6 ist X = (X)” und nach
14,7ist X = (X)" = [(X)] = (X') = X".

Ist also X abgeschlossen, dann X = X" = X, so dass X Komponente ist.
Die Eigenschaft ,,Komponente sein“ und ,,abgeschlossen sein sind d4quivalent.
Die Definition der abgeschlossenen Menge als der Menge X' ist fiir die Applika-
tionen bequemer als die urspriingliche, wir werden sie also weiter anwenden.
Beniitze ich nun den Satz 1,3,3, soist der Satz 1,4,4 bis auf die Distributivitit
bewiesen. Durch Anwendung des Satzes 1,3,3 konnte ich einige einfache De-
duktionen vermeiden. Wegen der Vollstdndigkeit fiithre ich den ganzen Beweis
des Satzes 1,4,4 selbstédndig durch.

Die Kommutativitdt der Operationen A und V ist klar. Die Assoziativitit
der Operation A ist auch klar, fiir V beweisen wir sie, wie folgt: X v Y u Z >
5 X u Y u Ztiir drei beliebige X, Y, Z c G, weil X u Y > X u Y. Anderseits
XuYuZoXuY, XuYuZoZ gibt XuYuZoXuY ulZ Zu-
sammen mit dem vorigen Resultat: X uY uZ =X uY uZ. Analog
XuYuZ=XuYuZ und daher das gesuchte Assoziativititsgesetz.
Die Vollstiandigkeit der Algebra ist klar:inf 4, = Y 4A,,sup 4, = U 4,. Das

kleinste und das grosste Element ist O und G (siehe 1,3,2 (1)).

1,4,9. Hilfssatz. Das Komplement der Komponente A st ihr disjunktives
Komplement 4'.

Beweis. O liegt in der beliebigen Komponente A4; daher O c 4 A A" =
= A n 4’ = {das System aller Elemente ae 4, fir die a da}c 0. Also
ANA =0.Weiterae (4 v A')Y =>adA,ad A und dannaed N A" = O.
Also O>(4 u A'). Daher @ =0"c (A v A =4 v A" =4v A, w: z
b. w.

Ich bemerke, dass die Eigenschaften (a) bis (d) aus 1,3 bisher keineswegs
beniitzt wurden (ausser dem bisher nicht angewandten Hilfssatz 2 aus 1,3,2).
Zum Beweis der ibrigbleibenden Behauptungen im Hauptsatz 1,4,4 konnen
wir nicht ohne sie ausreichen.
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Die Eigenschaft (c) bestatigt unmittelbar den

1,4,10. Hilfssatz. Die Komponente hat die Eigesnchaft der Normalitéit, d. h.
ist A eine Komponente, xe A,z < x, dann ze A.

Beweis. Es existiert eine solche Menge X, dass X' = A4. Ist xe 4 = X',
soz 0 X. Ist z < @, dann folgt aus (¢) 2 0 X, d. h.ze X' = 4.

Den Beweis der Distributivitat der Operationen A und v beginnen wir mit
der

1,4,11. Definition. Kin System {4 ,} der Komponenten heisst vollstindig in der
Komponente B, wenn B> U 4, und wenn xe B,x 0 U A, = x €O (s. [4]).

Eine gleichwertige Definition der Vollstandigkeit ist in dem folgenden Satz
gegeben.

1,4,12. Hilfssatz. Das System der Komponenten {4,} ist vollstindig in der
Komponente B dann und nur dann, wenn B = VY 4,.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend: Wéhlen wir xe Y 4,, x 6 U 4,.
Alsoxe (U 4,) (nach1,4,7). Dann2e YA, =V A, >2eU
C 0- & & 29 &

Notwendigkeit: Bezeichnen wir ¥ 4, = P. Dann B> P. Ist B & P, dann

4,0 (U4,) c

existieren nach der Voraussetzung solche Elemente be B, p' e P, dass b o9,
wiahrend im entgegengesetzten Fall B c P wire. Aus der Eigenschaft (d) im
1,3 folgt die Existenz eines solchen Elementes z € O, dass b >z, p’ Z> z. Die Nor-
malitét gibt: ze B, ze P'. Daher z 6 P und auch z § U 4,; da noch z ¢ O, folgt

aus der Vollstindigkeit des Systems {4,} in B, dass z ¢ B. Diser Widerspruch
beweist den Hilfssatz.

1,4,13. Hilfssatz. Es seien A, B, C Komponenten; das System A N B, A A C
ist vollstindig in A A (Bv C),also(4 n Byv (A A C)=A4 A (Bv C).

Beweis. Esist A A (Bv 0)>4 A B, A4 A C. Wahlen wir ein beliebiges
Element xe¢ A A (B Vv O), z € 0. Nach 1,4,12 ist das System B, C' vollstindig
in B v C. Aus der Vollstandigkeit folgt, dass wenigstens in einer der Kompo-
nenten B, C, z. B. in B, ein solches Element b existiert, dass 0 b; also existiert
ein solches ¢ € O, dass * => ¢, b = ¢. Aus der Normalitéit folgt ge A A (B v O),
geB und also ge A A B. Es gilt auch © 9 ¢, weil z 8¢, < ¢ nach (a) ¢e O
verlangen wiirde. Wir haben x€ O, xze A A (B v C) und daher z 6 [(4 A B) u
U (4 A 0)], denn 6 q. Also ist das System A A B, A A C vollstindig in
A A (Bv C). Die Gleichung (A AB)v(Av C)y=A4n (B v C0) folgt un-
mittelbar aus 1,4,12.
- Die Distributivitét ist nun durch den Satz 1,4,13 garantiert und der Haupt-
satz vollstindig bewiesen. '
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Die Umkehrung des Satzes 1,4,4 gibt der folgende

1,5. Satz. Jede wvollstindige Boolesche Algebra kann man als Menge aller
Komponenten auf einer passend gewdihlten Menge reprdsentieren.

Beweis. Bekanntlich ([4], XIII, Th. 2,19) ist jede vollstandige Boolesche
Algebra isomorph der Basis einer gewissen K-Gruppe mit Einselement. Nun ist
aber die Basis einer solchen K-Gruppe isomorph mit der Menge aller Kompo-
nenten der K-Gruppe (siehe [5], Seite 44). Dabei sind die Komponenten der
K-Gruppe so definiert, dass sie die charakteristische Eigenschaft der Kompo-
nenten in unserem Sinne besitzen. Man definiert ndmlich in einer K-Gruppe G:
zwei Elemente 2, y € G heissen disjunktiv, falls |z| A Jy| = 0, wo 0 das Null-
element der K-Gruppe ist. Dann lautet die genannte charakteristische Eigen-
schaft, wie folgt (siehe [5], Seite 43): Ist £ c ¢, dann bildet die Menge aller
Elemente der K-Gruppe @, die disjunktiv zu £ sind, eine Komponente der
K-Gruppe. Umgekehrt, jede Komponente der K-Gruppe G ist eine Menge
von Elementen von @, die disjunktiv zu einer gewissen Untermenge von @ sind.
Nun fahren wir folgendermassen fort: Auf der oben erwihnten K-Gruppe
fithren wir eine Quasiordnung durch die Relation < ein: ¢ 3y < |z < |y|.
Dabei bedeutet die Relation < die Halbordnung der K-Gruppe @. Das kleinste
Element in @ in der Quasiordnung =3 ist das Nullelement 0 der K-Gruppe. Wir
nennen zwei Elemente z, y € ¢ disjunktiv in der Relation § dann und nur dann,
wenn |x| A |y| = 0. Die Relation 6 ist offenbar symmetrisch und antireflexiv.
Die Bedingungen (a) bis (c¢) sind offenbar erfiillt, der Beweis der Bedingung (d)
folgt: « 8 y bedeutet |x| A |y| =& 0. Das gesuchte Element z ist z. B. z = |&| A
A ly|. Das system aller Komponenten auf G nach der Definition 1,4,1 in Bezug
auf die Relation ¢ ist identisch mit dem System aller Komponenten, so wie sie
in der K-Gruppe definiert sind. Damit ist der Beweis erbracht.

§2.

Es sei @ eine Gruppe; a, z, ... ihre Elemente, e ihr Einheitselement.")
Auf der Menge & fiithren wir folgenderweise eine Quasiordnung ein:
(*) z < y dann und nur dann, wenn (z) C (y),
wo (z) den kleinsten Normalteiler in & bedeutet, der x umfasst. Durch die

Relation (*) ist offenbar eine Quasiordnung definiert, e ist in ihr das kleinste
Element, so dass & die Eigenschaft (x) hat.

Die Disjunktivitdt. Zwei Elemente z,ye¢® nennt man d1s1unktlv
x 0y, wenn

(**) 2¢@, 2<z, 2<y=>z2=ce.

1) Die gerade aus dem Element e bestehende Untergruppe werde ich wieder nur e be-
zeichnen.
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Es ist klar, das die Relation (**) symmetrisch und antireflexiv ist und dass die
Relationen (*) und (**) die Eigenschaften (a) bis (d) erfiillen.

Aus der Definition (*) folgt leicht der folgende
2,1. Hilfssatz. Ist x 0 y, dann (z) 0 (¥).

Beweis. Es sei z  y. Dann (z) n (y) = e; also gilt fiir die beliebigen a e (x),
be(y): (@) n(®B)c(@)n (y)=e d h.adb.

2,2. Bemerkung. Eine andere niitzliche Quasiordnung und Disjunktivitit
mit den verlangten Eigenschaften werden in § 5 gegeben werden.

§3.

Wir bestimmen die Komponenten auf den zyklischen Gruppen.

Auf der unendlichen zyklischen Gruppe gibt es offenbar nur triviale Kompo-
nenten. »

Lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die endliche (additiv geschriebene)
zyklische Gruﬁpe (@) der Ordnung N. Wenn man die Disjunktivitit in (¢) nach
dem § 2 einfiihrt, so umfasst jede Komponente in (@) mit jedem Element
na € (@) zugleich die ganze Untergruppe (na). Man beweist leicht, dass die Ele-
mente ma, nae(a) dann und nur dann disjunkiiv sind, wenn [m,n] = 0

(mod N).
Hilfssatz. n,a dra, ¢t = 1,2, ...,m = (ny, ..., Ny) a 6 70.

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt [n,, 7] = 0 (mod N) fir¢ = 1,2, ...,
m, also ([ny, 7], ..., [y, 7]) = 0 (mod N). In dem distributiven?) Verband aller
natiirlichen Zahlen (in dem m v » gleich [m, n] und m A n gleich (m, n) ist)
gilt:

([my, 71, <o oo [P, 7]) = [(Rq, -, M), 7]; alsO (my, ..., np) @ d7a.

Es sei R ein Teil von (a). In dem Systeme {n,a};_, aller solchen Elemente, fir
die n,a 0 R gilt, existiert ein solches 7, @ mit der Eigenschaft n; |n; (1 =1, ...,
8). Geméss dem Hilfssatz ist ndmlich (n,, ..., n,) a d ra fir jedes ra e R; also
(g, oy M) = my € {n;};_q, 7y, | My (6 =1, ..., 5). Daraus folgt nun sofort, dass
die zu der Menge R disjunktive Komponente die Untergruppe (n;a) von (a)
ist. .

Satz. Es ses N = pi* ... pi* (p; verschiedene Primzahlen) die Ordnung der
Gruppe (a). Die Komponenten tn (a) sind genaw die Unfergruppen von (), welche
durch die Elemente pis ... piia erzeugt sind. Alle Komponenten in (a) bilden eine
Boolesche Algebra, in der das Supremum die Summe der zugehorigen Untergrup-

%) Die Distributivitat dieses Verbandes folgt daraus, dass (m,7) = (m, s), [m, r] =
= [m, 8] = (m, r)[m, r] = (m,s)[m, r] =>mr = ms =>r = s.
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pen und das Infimum ihr Durchschnitt ist. Die komplementiren Komponenten
haben Ordnungen, deren Produkt N ist.)

Beweis. Nach dem vorhergehenden ist die zu der Menge (PP ... pPa)(wo ﬂil <
< % -eur By < &, und fiir die iibrigbleibenden ¢ f; = ;) disjunktive Kom-
ponente die Untergruppe (pf ... pi#*a) von (a). Die Behauptung von den
komplementiren Komponenten ist offenbar. Endlich ist die Summe zweier
Komponenten die kleinste diese Komponenten umfassende Untergruppe und
da sie offenbar auch eine Komponente ist, so ist ihr Supremum. Der Rest der
Behauptung folgt aus 1,4,4.

Eine unmittelbare Folgerung des Satzes ist der folgende Satz von der di-
rekten Produktzerlegung der zyklischen Gruppe

Korollar. Die zyklische Gruppe, deren Ordnung Produkt je zweier unteilbarer
Zahlen ny, ny, ..., N, ist, kann man genaw auf etne Weise in die direkte Summe der
Untergruppen von den Ordnungen n, n,, ..., n, zerlegen ([9], II1, § 4, Satz 16).

§4.

In diesem Paragraphen werden wir die Beziehung der Komponenten zu den
direkten Produktzerlegungen besonders auf den Gruppen mit der Minimal-
bedingung fiir die Normalteiler untersuchen.

4,1. Hilfssatz. Die Komponente A auf einer Gruppe & ist die Vereinigung der
in A maximalen Normalteiler.®)

Beweis. Alle in 4 enthaltenen Normalteiler bilden ein nichtleeres System 4
der Elemente, welches durch die mengentheoretische Inklusion teilweise ge-
ordnet ist. Ist 4, ein einfach geordneter Teil des Systems A4, dann ist die Ver-
einigung aller Elemente aus 4, eine obere Beschrinkung von 4,. Nach dem
Zornschen Satz existiert iiber jedem Element in 4 ein maximales Element in 4,
also existiert iiber jedem Normalteiler c 4 ein in 4 maximaler Normalteiler. Da
jedoch mit jedem x € A auch (z) c 4 ist, so ist der Satz bewiesen.

4,2. Satz. Ist A, X WU, X ... X U, eine direkte Produktzerlegung der Gruppe
&, dann existiert ein solches System von Komponenten A,, A,, ..., A,, dass fir
L, k=1,2,...,n gilt:

(1) 4;> %,

(2) A;n A, =ce fitr i =k,

(3) U, ist etn in A; maximaler Normalteiler.

3) Die Behauptung dieses Satzes ist als ein Spezialfall in der Behauptung des Satzes aus
§ 5 enthalten. Man muss nur beweisen, dass die Disjunktivitét des § 3 dieselbe ist als die
im § 5.

4) Ist die Komponente 4 selbst ein Normalteiler in &, dann halten wir A4 fiir einen
maximalen Normalteiler in 4.
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Beweis. Es geniigt 4; = U, zu wihlen. Offenbar A, 2 U;. Fir k + ¢ ist
weiter A; =W, DU ... U Wiy ... U2 M = A, so dass die Relation
e= A, 0 A;2 A, n A, die Eigenschaft (2) bestitigt. Die Eigenschaft (3):
Wenn es fiir einen Normalteiler 8; 4, 2 B, O U, gibt, so geben die Relationen
B (Yoo Uy Wy U)CA, 0 A =ceund Yy U B U U =6
sofort B; = U,.

4,3. Satz. Ist A, X ... x U, eine direkte Produktzerlegung der Gruppe &,
dann existiert ein solches System der Komponenten A, ..., A,, dass fir i, k =
=1,...,n gilt:

(1) 4; 0 Ay = e fir ¢ =k,

(2) 4, vA,v...v4,,vA4=%AY,...9_%,

(3) st { B} ein mit den Eigenschaften (1) und (2) versehenes System von Kom-
ponenten, dann ist W, A, ... Y, einin B, v ... v B, maximaler Normalteiler.

Bemerkung. Von den Eigenschaften (1) und (2) leitet man leicht die fol-
genden ab:

(1) (4, v A, v...vA)o (4, v A, Vv..vA)=e wenn {i} und
{k,} zwei elementfremde Systeme von Indizen (von den natiirlichen Zahlen
zwischen 1 und ») sind,

(2) 4, vA,v...vA4,=G, d. h. das System {4;} ist vollstindig in &,

3)A4A; vA,,v..vA_,vA AU ..U A firl <i < k< n (u
daher als ein Spezialfall fir £ = 4: 4, > U,),

(4') U, resp. U, ist ein in 4, resp. 4, maximaler Normalteiler.

Beweisder Bemerkungen. (1’) folgt aus der Distributivitét in der Algebra
der Komponenten und aus (1). (2') folgt aus (2) fir 7 = n. (3'): Aus (2) folgt:
Ay vo...v 40U, ... U, weiter folgt aus (1)) (4, v 4,1V ...V 4,) A
AN(Ayv ... v A;) = e. Zusammen mit (2') und (2) haben wir 4; v ... v
VA, =A; v ...V A, ) = ... %) 2U ... A,. Wenn man die Durch-
schnitte links und rechts in den Relationen 4, v ... v A, > U, ... U, 4; v
V...v 4,>U ... A, durchfithrt, bekommt man fir 1 < k: (A, v ... v 4,) A
ANA;v...vA)U .. U0 U, ... U,. Die linke Seite ldsst-sich auf die
Form[(4A, v ...v A, ) v d;v...vAII A4,V ...vA) vV (drq V.oV
v 4,)]=4;vVv ... v A (nach (1')) und dierechte Seite auf die Form U, ... %, n
oW W, =AU, iiberfithren: Erstens A, ... Wy 0 U, U, 0 UL U
Gehort weiter ze® links, dann x =2, ..., = ¥; ... Yo @, e U, ¥y, U,
und daherx;, = ... =2, =€, %; = Ysy ..o, T = Yp Ys1= ... = Y, = €, d. h.
x=ua;...0,¢ U, ... xp. Damit ist (3’) bewiesen. Der Beweis von (4') fiir U, ist
ahnlich wie der von 4,2 (3). Fiir ¥, ist die Behauptung in (2) und (3) enthalten.

Beweis des Satzes. Bezeichnen wir %* = %, ... %;. Setzen wir 4, = A,
und 4, = (%) n Y* fiir k = 2, 3, ..., n. Diese Komponenten haben die
verlangten Eigenschaften: (1) 4; 0 4, = (W) o A 0 (U1 0 Y*. Fiir
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1<i<k<mgilt W1 d h. (U D (U, so dass (U1 n YPic
C ()" n U = e. Schliesslich 4, n 4, = e. (2) Es ist 4, = Uj; ist fir 1 <
Sk<n A V...VA=%..% dann A4, V.. VAV 4, =UV
VO[(AR) A WEEI] = [UE v (UE)'T A [AE VW] = U*FL (3) Es sei {B;} ein
System der Komponenten mit den Eigenschaften (1) und (2). Wenn fiir einen
Normalteiler B, B, V ... V B; 2%, 2 U? gilt, dann fithren die Relationen
B, . YUypy=Gund e= (B, V...VB)ABLV..VB)2>2B, rn W) >
2%, 0 U,pq... U, zur Gleichheit B; = Y% Der Satz ist bewiesen.

Offen bleibt die Frage nach einer Umkehrung des Satzes. Also z. B.: Be-
sitzt jede Komponente einen direkten Faktor von ¢? Gilt fiir jeden in einer
Komponente 4 maximalen Normalteiler 2 und fiir jeden in dem zu 4 dis-
junktiven Komplement 4’ maximalen Normalteiler B sogar die Relation
U X B = G? Oder: unter welchen Bedingungen tritt einer der angefiihrten
Fille ein ? Die zyklische Gruppe ist der Fall, wie wir in § 3 gesehen haben. Ein
weiteres Beispiel wird in § 5 gegeben werden und zwar die Gruppe mit der
eindeutigen direkten Produktzerlegung.

Nun die Hauptergebnisse dieses Paragraphen.

4,4. Satz. s sev & eine Gruppe mit der Minimalbedingungen fiir die Normal-
teiler. Es seien K, K, zwei disjunktive Komponenten. Weiter sei

U XUy =G =B, x By, K; 2U,B;; Ko U, B, %)
Dann

(1) Ay ~B, (i =1,2),

(2) %1 XQ[2=QII x%2:($j’

(3) © = x,f, + x,f, ist ein normaler Automorphismus der Gruppe &, welcher
die U-Zerlegung auf die B-Zerlequng transformiert (d. h. U = B;); der normale
Operator «,f;, © = 1, 2, induziert auf U; den Isomorphismus wunter (1) (d. h.
AP = B,).5)

Die Abbildungen x; resp. o, (f; resp. ;) nennt man die Projektionen der
Gruppe @ auf ihre Untergruppen U, resp. U, (B, resp. B,), die zur direkten
Produktzerlegung A, x U, = & (B; X B, = @) gehoren, und man versteht
darunter die Abbildungen x — x; resp. x — &, (¥ — y, resp. ¥ — y,), wo bei
2e®, x =z, ¢, Uy, 2,6 Wy (e, v = y1¥y, Y1 € By, Y€ By).

Beweis. Wie bekannt, sind oy, &,, 1, f, normale Operatoren, also ist B*
ein Normalteiler und %{* c ¥;. Dabei ist «, | B, (die durch die Abbildung «,

5) Man kann die Komponenten aus den Voraussetzungen dieses Satzes auslassen und
durch die Voraussetzung %, N B, = e = U, N B, ersetzen. Die in diesem und im folgen-
den Satz angefiihrte Formulation soll die wechselseitige Beziehung der Sétze 4,5 und 4,6
betonen. .

) Akad. Kofinek hat mich aufmerksam gemacht, dass die Teile (1) und {3) resp. (2)
der Behauptung des Satzes 4,4 eine Folgerung der in seiner Abhandlung [6] angefiihrten
Séatze 3,5 und 3,6 resp. 5,1 sind.
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induzierte Teilabbildung der Gruppe B;) resp. #, | ; eine normalisomorphe
Abbildung der Gruppe B, in U; resp. Y, in B,.”) Man setzt den nichttrivialen
Fall ¥, = e voraus. Ist B; x Y, = G, &= G, dann enthilt &, nicht U, und
also e = B = U 0 G, =B LU, Ahnlich gilt fiir den Normalteiler 87
e & B1H £ B, und weiter e == ByH* C B, ¢ 4= BHmh B3P u s w. So be-
kommen wir eine unendliche abnehmende Folge von verschiedenen Normal-
teilern U, 2 By 2 VA= 2 ... gegen die Voraussetzung. Daher ¢ = @, =
= B, X A, (dhnlich Y, x B, = G) und B, induziert auf U, einen normalen
A,9B,-Isomorphismus. «,f, ist also ein normaler Homomorphismus von & auf %,
und auch ein normaler %,%,-Isomorphismus, da a* = a fiir @ € ,. Ahnlich ist
a,P, ein normaler Homomorphismus von & auf 9B, una auch ein normaler
A,B,-Isomorphismus. Die Operatoren «,f;, x,f, sind, wie man leicht zeigen
kann, addierbar und o = &8, -+ .8, ist ein normaler Automorphismus der
Gruppe . Die Eineindeutigkeit von w wird in dem folgenden Satz 4,5 in einem
allgemeineren Fall bewiesen.

Bemerkung. In dem Satz 4,4 kann man anstatt ,,ein normaler Automor-
phismus o ,,€in zentraler Automorphismus o‘‘ schreiben (siehe z. B. [2,3]).

4,5. Satz. Es sei & eine Gruppe mit der Minimalbedingung fiir die Normal-
teiler. Es seien A,, A,, ..., 4, Komponenten, U, X ... X U, = G =B, X
X ... X B, zwei direkte Produktzerlegungen der Gruppe & und es gelte A, >
U, B, und 4,06, ... €Uy ... U, A; 06, ... C,1B,.1...B,, wo §, gleich
einem beliebigen von den U, B, ist.?)

Dann

(1) U, =B, v=1,2,...,n,

(2) € x... x€, =@,

(3) w = ;1 + ... + x.fB, ist ein normaler Automorphismus der Gruppe G,
welcher die Y-Zerlegung auf die B-Zerlegung transformiert; der normale Operator
o, i = 1,2, induziert auf der Gruppe U, den Isomorphismus unter (1) (d. h.
91?“6‘ =AY = B,).

Die Abbildungen «; resp. f; (¢ = 1, 2, ..., n) nennt man die Projektionen der
Gruppe & auf ihre Untergruppen ¥, resp. 9B, die zur direkten Produktzerlegung
Ay XUy Xooo XU, = G resp. B; X By X ... X B, = gehoren, und man
versteht darunter die Abbildungen x — x; resp. x — y;, wo bei z¢ &, z =
=Ty Xy ... By, X W, 1eSp. T, = Y1y ... Yn, Y€ B,.

Beweis. (1) und (2): 4;6%,... %, 4, 0B;... B, = 4,6 Uy ... Uy V
V B, ... B,). Wenn wir K; = 4,, K, = (Y, ... Y, V B, ... B,) setzen, dann
ist nach dem vorhergehenden Satz A, ~ B; und es gilt U; X B, x ... X

X B, =B; XU, X... XU, = G. Setzen wir voraus, dass der Satz fiir alle

7) Die Eineindeutigkeit der Abbildung z. B. o, | ¥, folgt daher, dass B; n U, = e.
8) Siehe die Fussnote 4} zu dem Satz 4,4.
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k kleiner als ¢ bewiesen ist, d. h. U, =~ B, fir k < ¢, € x ... x €, X UA; X

Xeo XU, = =€, Xx... xC_; XB; X... X B, ist durch die Induk-
tion bewiesen. (3): Bezeichnen wir «; resp. ; die Projektionen der Gruppe ®in
A; resp. B;, welche zu den direkten Produktzerlegungen A; x A, ... U,_, .
Wiy Uresp. B, X By ... BB,y ... B, gehoren. Es gilt, dass o, oy, ...,
«, addierbare Operationen und gy, f,, ..., B, addierbare Operationen sind,
dass «;f; normale addierbare Operatoren und auch w = o f; + ... + a8,
ein normaler Operator ist, welcher — wie in dem Satz 4,4 gezeigt wurde — die
Gruppe U; auf die Gruppe B, transformiert und dessen jeder Summand «,f;
einen U;B,;-Isomorphismus W; ~ B, induziert. Endlich ist die Abbildung w
schlicht: Die Gleichheit ® = y® gibt die weitere x%Fi .., x®fn = ybs yonbn
Diese Gleichung mit der Beziehung x%#i y*fie B, gibt: a%f = y~fi; | =
=1, ..., n. Weiter 2% = y*, weil §; eindeutig U, auf B, abbildet. x, y gehéren
also zu derselben Restklasse des Normalteilers U, ... %, U;., ... U, fiiralles,
also z = y.

4,6. Satz. Es sev & eine Gruppe mit der Minimalbedingung fir die Normal-
teiler. Ay X ... XU, =@ =B, X ... X B, seien zwei Remaksche Produkt-
zerlegungen der Gruppe &. Wenn wir mit €; eine beliebige von den Untergruppen
A, B, bezeichnen, dann existieren Komponenten Ay, A,, ..., A, mit den Eigen-
schaften (1 < ¢ < n)

(1) 4,- €,

(2) Al (S GJ. b Qi—lgii-l A @ni

(3) €, ist ein in A; maximaler Normalteiler.

Beweis. Es sei 4, = %, v B,. Nach dem Schmidt-Remakschen Austausch-
satz ist € X ... X € XU x€ 3 X ... xE=G=¢ x... x€C_, X

X B; x€y X... xGC,, so dass U;66,...6,,6,.,...6,,B,06,...C,_,.
.€,,1...C, und daher (%; v B,) 6 C, ... €,_,€,,; ... €,, was die Behauptungen
(1), (2), des Satzes ergibt. Die Behauptung (3) bestimmt man wie gewdhnlich
(4, 2 (3)).

4,7. Satz. Wenn in der Gruppe mit der Minimalbedingung fir die Normalteiler
alle Komponenten Normalteiler sind, dann ist die Remaksche Produktzerlegung
eindeuting bestimmt.

Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4,6 (3).

Anmerkung. Der Satz 4,5 ist eine Analogie des Schmidt-Remakschen
Satzes.

§5.

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den Bedingungen der Eindeutig-
keit der direkten Produktzerlegungen?) beschaftigen.

9) Die Definitionen der (unendlichen) direkten Produktzerlegung und der Verfeinerung
der direkten Produktzerlegung lassen sich z. B. in [8], § 17 finden.
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Ordnen wir teilweise auf eine offenbare Weise (kleiner=feiner) das System
aller direkten Produktzerlegungen der Gruppe &. Besitzt diese teilweise ge-
ordnete Menge das kleinste Element, so sagt man, dass die Gruppe & eine
eindeutige direkte Produktzerlegung besitzt. Beachten wir, dass in diesem Fall
der Durchschnitt eines beliebigen Systems von direkten Faktoren in einer
solchen Gruppe & wieder ein direkter Faktor ist.

Fiithren wir auf einer solcher Gruppe & (mit eindeutiger direkten Produkt-
zerlegung) eine teilweise Ordnung < nach der Vorschrift: z,ye®, x <y
wenn jeder direkte Faktor, der y enthélt, auch x umfasst. Bezeichnen wir zwei
Elemente z, y ¢ & als disjunktiv, z d ¥, wenn ein x resp. ¥ umfassender direkter
Faktor U resp. B in & existiert, so dass Y n B =e.

Die Relationen < mit ¢ erfiillen offenbar auf der Gruppe mit eindeutiger
direkten Produktzerlegung die Bedingungen (x), (8), (a) bis (d) vom § 1. Mit
Hilfe des Satzes 1,4,4 kann man nun die folgende Charakterisierung der Grup-
pen mit einer eindeutigen direkten Produktzerlegung beweisen.

Satz. Die Gruppe & besitzt eine eindeutige direkte Produktzerlegung dann und
nur dann, wenn aile direkten Faktoren in & eine atomische Boolesche Algebra mat
Riicksicht auf die Inklusion, den Durchschnitt und das Produkt bilden.10)

Anmerkung. Ist wn der Gruppe & die direkte Produktzerlegung eindeutig
bestimmt, so ist ndmlich das System der Komponenten (im Sinne dieses Para-
graphen) itdentisch mit dem System aller direkten Faktoren in &.

Beweis. Es sei @ die Gruppe mit eindeutiger direkten Produktzerlegung,
[ ] ¥, die feinste direkte Produktzerlegung in &. Vorerst der Beweis, dass jede
)

Komponente ein direkter Faktor in @ ist. Es sei 4 c Y. Ist U der kleinste 4
umfassende direkte Faktor und & x B = &, dann geniigt es zu zeigen 4" = B.
Offenbar 4’ > A’ > B. Es seix ¢ B und € ein beliebiger direkter Faktor, fiir den
2 e € und I'resp. 4 die Teilmenge der U, fiir die %, c U resp. A c € gilt. Weil
€ nonc B, somuss ein direkter Faktor von 4 auchin I" liegen; dann x o A, also
A’ = %B. Gleichzeitig wurde gezeigt, dass das disjunktive Komplement einer
Komponente ihr direktes Komplement ist. Die Anmerkung ist bewiesen. Wenn

19) In diesem Paragraphen handelt es sich um eine Charakterisierung der Gruppen mit
eindeutiger direkten Produktzerlegung. Akad. KoRiNEx hat mich aufmerksam gemacht,
dass sich die folgends, in einem Sinne allgemeinere, Behauptung beweisen ldsst (von der
Gruppe ® setzt man nicht voraus, dass sie eine eindeutige direkte Produktzerlegung be-
sitzt):

Essei® = H ‘21; . (1) eine direkte Produktzerlegung der Gruppe &, und @ = H B,

(2) eine belleblge direkte Produktzerlegung von @, von der (1) eine Verfeinerung darbtellt
Dann bildet das (um & und e erweiterte) System X' aller direkten Faktoren der Zerlegun-
gen (2) im Verband aller Untergruppen von & einen Unterverband, der eine atomische
Boolesche Algebra ist.

Der Bewais dieses Satzes lasst sich genau so wie der des Satzes vom § 5 leiten, indem
man anstatt des Systems aller direkten Faktoren der Gruppe & nur das System X be-
trachtet.
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wir nun den Satz 1,4,4 beniitzen, so ist der Satz bis auf einige offenbare Details
bewiesen.!?)
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Pesome.

NPUMEHEHUE ITOJAPHOCTU K MMPAMbBIM PA3JIOMKEHUAM OJHON
I'PVIIIIBI

OPAHTUIIEK MUK, (Frantigsk Sik), Bpuo
(ITocrynuio B pegaxipuio 28/ 1953 r.)

B mpennaraemoii paore usyyaercs cHeqUasbHBLA THII IIOJAPHOCTH, obaana-
IOITUIL TeM CBOICTBOM, UTO BCe BAMKHYTHIe B HEil MHOMecTBa 00pasyIoOT IHOJIHYIO
anrebpy bBynsa, ymopApodeHHYI0 npu IOMOIIM TEOPETHKO-MHOMKECTBEHHOTO
BKJIIOYEHNs, a B KadecTBe nH(uMyma Oepercs mepecevenue. 3areM pesyJIbTaTh
00X paCCyKIe NI IePEHOCATCA HA HeKOTOPEIe THIIBL IPYII I HCIIOJIb3YIOTCH
TIPH MCCIEeJOBAHNY CTPYKTYPHL IPAMBIX pasjIoskeHmii Ha o1ux rpymmax. Heeae-
TYIOTCSI IUKJINYECKNe TPYNIEL (§ 3) U IPYNIEI ¢ OHO3HAYHBIM NPAMBIM PasJo-
meHueM (§ 5); HaKOHeI, IJIA rPYLH ¢ MUHHMAJBHEIM YCJIOBHEM JIA HOPMAaJlb-
HBEIX NOATIPYHII BBEIBOAUTCA TeopeMa, aHajgormynas reopeme Ilmwmpr-Pemaxa,
a TAKKe JJ0CTATOIHOe YCIOBIE A OHOBHAYHOCTI PEMAKOBA PABJIOKEHNA.

11) Die Notwendigkeit der Bedingung lasst sich auch mit Hilfe des Th 16 in [1] (X,
§ 13) beweisen.
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