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Чехословацкий математический журнал, т. 6 (81) 1956, Прага. 

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ ОДНОЙ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ТЕСТОВ 

ЯРОСЛАВ ГАЕК (JAROSLAV HÂJEK), Прага. 
(Поступидо в редакцию 8/1II 1955 г.) 

Обозначим через i?„ гипотезу, утверждающую, что случайные 
величины Dj, Dg, .. . , 1>̂  независимо нормально распределены 
(/̂ сг, а^). Содержанием настоящей работы является утверждение, 
что тест гипотезы HQ против альтернативной гипотезы H^^ (jn, Ф 0), 
основанный на статистике (1.1), имеет в смысле опредедения 5.1 
асимптотическую эффективность (5.2). 

1. Статистика ocj^. Пусть к — произвольное натуральное число, меньше п. 
Определим статистику 

«*= 2 9.(А., • • - А , ) , (1.1) 

где функция 9?(̂ i, ..., dj^) принимает значения 

q){d^, ..., 4 ) = 1 если d^ + .,. + djc> О , (1.2) 
= 0 в противном случае. 

2. Средняя öCjc. Если имеет место Н^, то D^ + • • + -0^ имеет нормальное 
распределение (к/ла^ ка^). Среднюю можно, следовательно, представить 
в виде 

Е(<х, I Н^) = 1̂ 1 E[<p{D„ ..., D,) 1 Я^] == (̂ 1 P(D, + ...+D,>0\H,) = 
ß]' к 

(2.1) 

3. Дисперсия «S;. Из (1.1) и (1.2) следует, что^) 

D^ioc, I Н„) = I^J Д Ç j | 2 ~ ^ ) COV [<p{D„ .. ., D,) , 4>(D.-r^b • • ; D..-.r)\H,] . 

(3.1) 

Ч Подробности см. в [1]. 
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Ковариации, выступающие в правой части, являются непрерывными функ­
циями [Л] следовательно, для любой последовательности {/*„}, /*n -> Ö, будет 

lim D^oc^ I Я , ^ ^ ^ - ^ ' - GOV MD,, . . . , Ac), с 'Фь • • -, i>2.-i)| ^o] (3.2) 

Если имеет место Я^, то D j + . . . + ^^ь Ас + • • • + -ög^-i имеют нормальное 
распределение (О, fcor^), ковариация которого а^ так что 

Р(А + ..- + А > о , !), + ... + i)2/c-i > о |Яо) -
2fc(l-l/Ä;2) ст2 dic d̂ ^ 

î / > 0 

Этот интеграл можно при помощи преобразования 

X — иауИс, 

у — -J- X = va} 1 — l/F^ 

привести к виду Г Г -Kû +t̂ »̂) d^ d?; Я'"" 27Г 

M + t;l/fc2Zl>0 

и, наконец, путем преобразования 

и = Q cos со, V == Q sin ш 
к виду 

4тс 

± / dc«|,e-*.'d, = -i arcsin l/k 

-arcsin If Je 

Объединяя эти уравнения, получаем 

cov[9^( i ) i , . . . . D , ) , <p{Dj, + . . . + А..-1) |Яо)] = 

: - P{D, + . . . + D , > о , D , + . . . 4 - A . _ _ l > 0 | Я o ) ^ - | - -

_ arcsin l/k 

Подставляя в (3.2), получаем 

т f̂ 2/ I t / ч(^—1)!^ arcsin 1/Ä; . 
lim D^ocj, j Я,,,) ^ - - ^ ^ ^ = ^ ™ ^ , (/^, -> 0) . (3.3) 

4. Предельное распределение â .̂ Путем незначительной модификации^) 

2) Дело здесь главное в том, что вместо предельного распределения частичных сумм 
последовательности независимых, одинакового распределенных случайных величин, 

п 
надо рассматривать предельное распределение сумм Е 1̂ -̂̂ , где li„, ..., |^„ имеют оди-
наковое но в общем случае для каждого п иное распределение. Это затруднение можно 
легко устранить, например, используя теорему 11 из главы 9 в книге Б. В. Гнеденко 
,,Курс теории вероятностей'*, Москва 1950. 
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общего метода, примененного в работе [1], можно было бы доказать, что 
распределение (л^ — Е(% )̂/Оа̂ , обусловленное гипотезой Н^^^^ является при 
т - ^ 00 и /г„-> О асимптотически нормальным (О, 1). 

5, Асимптотическая, эффективность а^-теста. 1 -̂тестом гипотезы Н^ на­
зовем тест, основанный на статистике Т = T{D^, ..., D^) таким образом, 
что HQ опровергнем, как только Т < Т ,̂ соотв. Т > Tg? гд^ Т^ и Т^, суть 
критические значения с данным уровнем значительности. Асимптотичес­
кую эффективность Т-теста для нашего случая* )̂ определим следующим об­
разом: 

Определение 5.1. Пусть распределение статистики Т = T{D^, ..., D^) 
обусловленное гипотезой Н^^^ является пр:т ti-> ос Я /i^ ~> О асимптоти­
чески нормальным. Тогда число 

[l^4T\H,%.J^ 
' = lî ^ ---^п^ЩЩ^ (̂ " -" ') ' •̂̂ •') 

М-->00 

если оно существует, назовем асимптотической эффективностью Т-теста 
гипотезы HQ против альтернативной гипотезы Н^ (/i Ф 0). 

Как показано в [2], весь смысл асимптотической эффективности е заклю­
чается в том, что относительно данного случая Т-тест имеет при п наблю­
дениях приблизительно ту же мощность, как ^-тест Стьюдента при ne 
наблюдениях, если только п достаточно велико и [/i] является достаточно 
малым. 

Вычислим теперь асимптотическую эффективность е̂  %.-теста. Ввиду 
(2.1) 

^ Е(«.!я,) 
fi-Q ^^lJ'-"^M.A \к] У 2п 

Подставляя этот результат в (5.1), получем с учетом (3.3) 

1 
^"' ~ kencmnlß ' ^ - 1' 2_ . . (5.2) 

6. Приложения. Статистика а^ равна количеству случаев, когда D^ > О, 
«' = 1, ..., щ так что а^-тест и известный ,,знаковый'' тест тождественны. 
Ввиду (5.2) асимптотическая эффективность этого теста будет 

е̂  =-1-71; = 0,637 . (6.1) 

Значительно более эффективным является а:2-тест 
2̂ = 3 ^ ^ 0,955. (6.2) 

)̂ Бодее общее определение не приводим, потому что оно кажется, в литературе 
еще не установилось. 
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Но для приложений всего важнее является (%-тест, основанынй на статис­
тике £5с = ^2 + ^1, который вводится в работе [3]. Он вычисляется таким 
образом, что наблюдения й ,̂ d^, ..., й^ случайных величин D^, Dg, •••, ö« 
упорядочим по абсолютной величине 

\d^)\ < |*2)| < ... < |й(«)|, 

и сложим верхние порядковые индексы положительных (отрицательных) 
наблюдений. Так как lïmoc^jDoc^ = О, то асимптотическая эффективность 
а~теста равна асимптотической эффективности ад-теста (6.2). 

Сравнивая (6.1) и (6.2), видим, что увеличение вычислительной работы 
при использовании а-теста вместо ,,знакового'' теста вполне оплачивается 
значительным увеличением асимптотической эффективности. Кроме того, 
устанавливая тест более общей нулевой гипотезы, можно воспользоваться 
не только а^-тестош, но и ос-тестом. а:-тестом можно, например, восполь­
зоваться в случае нулевой гипотезы, утверждающей, что случайные вели­
чины Dl, Dg, ..., D„, независимы и что все они имеют относительно нуля 
симметричное распределение. Это наступает, например, тогда, если D^ = 
= Xi — Yi причем векторы (Х ,̂ У )̂, имеют то же распределение, как и 
векторы (Г -̂, Xj), i = 1, ..., п. 

Из (4.2) далее следует, что асимптотическая эффективность %-теста 
возрастает вместе с к, причем 

lime;, = 1 . (6.3) 
fc->co 

Но на практике а^-тесты (к > 2) не очень пригодны, потому что они ме­
нее эффективны и при том требуют более сложной вычислительной работы, 
чем if-тест Стьюдента, Кроме того, аналогично ^-тесту они зависят от специ­
фической формы распределения D^, D^, ..., D^. 
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S u m m a r y 

THE ASYMPTOTIC EFFICIENCY OF SOME SEQUENCE 
OF TESTS 

JAROSLAV H Â J E K , Praha . 

(Received March 8, 1955.) 

Let H^ be a hypothesis, that random variables Dj, D^, *--,Dn ^^^ independ­
ent and normal (jua, a^). Test of the nnll hypothesis HQ against the alternative 
H/I iß + Ö) based on statistic (1.1) has in the sense of the definition 5.1 asym­
ptotic efficiency (5.2). 
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