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YUexoeaopankmii MaTeMaTnUeckKuii mypuai, 1. 6 (81) 1956, Ilpara.

e e TR A L e

SUR UN PROBLEME CONCERNANT LA FONCTION ¢(n)

ANDRE SCHINZEL, Varsovie.

Communication présentée le 2 septembre 1955 au Congrés des mathématiciens
tchécoslovaques a Prague par M. W. SIERPINSKI.

Récemment M. W. SIErriNsKI m’a posé le probléme suivant: k étant un
nombre naturel quelconque; existe-t-il toujours um nombre naturel m tel que
Uéquation ¢(x) = m ait plus que k solutions (en nombre naturels x)?

(p(n) désigne ici le nombre de nombres naturels < »n et premiers avec n).

Le but de cette communication est de démontrer que la réponse a ce probléme
est positive. ‘ *

Soit k£ un nombre naturel donné, p, — le i-éme nombre premier. Posons

m=(p; — 1)(pa— 1) ... (pr — 1), (1)
g = PiPa < Pi-a(Pr — 1) Diy1 ... Pr poOUT 2 == L2 k, - (2)
Lr+1 — P1P2 -+ Pr - | | (3)

Les nombres x,, x,, ..., x;, 2., sont évidemment naturels et distincts deux
a deux.

Soit maintenant ¢+ un des nombres 1, 2, ..., k. Le nombre p, — 1 évidemment
n’est pas divisible par aucun nombre premier > p; ;:

N Y107 2 Yt
pi— 1= pi'ps* ... pIL, (4)
ou Y4, Vs, -.., Yi—1 Sont des entiers =~ 0. D’apres (2) on a done

i+l a1 Vi +1
Ly = P1 P DA PiaPire oo Preos

d’ou ) _
p@:) = pi'pe* - P (P — 1) o (Piey — D(Pign — 1) o (e — 1)
et, d’apres (4) et (1) on trouve g¢(x;) = m.
Or, d’apres (3) et (1) on a évidemment ¢(x; ;) = m. |
Les k£ + 1 nombres naturels distincts x,, z,, ..., ;. satisfont donc & 1’équa-
tion ¢(x) = m-et notre assertion se trouve démontrée. .

En ce qui concerne l'équation ¢(x) = m il est encore a remarquer que
R. D. CArRMICHAEL suppose qu’il n’existe aucun nombre naturel m pour lequel
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elle ait précisément une solution!); comme 'a démontré V. L. KLer Jr., cela
est vrai pour m << 10400.2) Or, M. W. SIERPINSKI a récemment démontré qu’il
existe une infinité de nombres naturels m pour lesquels I’équation ¢@(x) = m
a précisément deux solutions: tels sont, par exemple, les nombres m = 2 . 35¢+1,
ouk =1,2, ... (Ces deux solutions sont ici x = 3%+ 2 et x = 2. 35+2),

Aprés avoir pri connaissance avec la communication de A. Scuinzer, M. P.
ErRDOs a remarqué que S. PILLAT a prouvé que le nombre des entiers m < x
pour lesquels I’'équation ¢(y) = m a des solutions est d’ordre o(x).

En 1935 P. Erdos a démontré (dans le Quarterly Journal of Mathematics)
Vexistence d’une suite infinie croissante d’entiers ne(k = 1, 2, ...) telle que le
nombre de solutions de I'équation ¢(y) = n, est plus grand que n; ou ¢ est un
nombre fixe positif, et il énonce 'hypothése que pour tout ¢ > 0 il existe un
telec > 1 — &.

Quant a la démonstration de A. Schinzel, M. P. Erdos la considére comme
la plus simple de toutes qui lul sont connues.

1) Bull. Amer. Math. Soc. 28 (1922), p. 109—110.
2) Bull. Amer. Math. Soc. 43 (1947), p. 1183.

Peswme
Ob OO 1 [TPOBJIEME, KEACAIO HE NCH OVIHE HUIM @(n)

AHJIPET HIUHILEIDL (André Schinzel), Bapuasa.

Coobuwenue, npexpcrasieHHoe B, Geprnuncrum na IV ¢besjge 4eX0CIOBANKUX MATEMAaTHIKOR
B lipare 2 cenrabpsa 1955 r.

B coobmenun pacresa ipocroe A0Ra3aTeNbCTBO CJAEAYIOMEeN TeoPeMBbl:
Hasa kaxcdoeo hamypaavrozo vucaa k cywecmeyem namypasbroe YUCAO m mak,

wmo ypasHernue @(x) = m umeem Ooavwe, wesm k peuwenuil (6 MHoceCINGE HATNY-

panvrvix wucen). (Hpumom @(n) cbosnawaem uwucao namypasviovlx wuces < n,
83AUMHO NPOCMBIT C N.)
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