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Чежоеловацвий математический журнал, т« 1 (82) 1957, Прага 

TRANSFORMATION OU a-ALGÈBRE SUFFISANTE 
ET MINIMUM D E LA PROBABILITÉ D ' E R R E U R 

ALBERT P É R E Z , Prague. 

{Reçu le 29. novembre 1955.) 

Après avoir caractérisé la classe des fonctions de décision donnant 
le minimum de la probabilité d'erreur, on étudie la convergence de ce 
miniuiLim par rapport à une suite croissante de cr-algèbres de notre 
espace d'épreuves, ainsi que son rapport très étroit avec les transfor­
mations ou o'-algèbres suffisantes. 

Dans ce qui suit nous considérons un espace mesurable (X, S) et un système 
еЖ = {[л-^, ..., Un) àe n mesures de probabilité sur S avec les probabilités a 

n 

priori respectives pi, "•, Pm'^Pi =" 1? dont le système est noté par T . Soit 
i=i 

В = {B-^, . . . , Bn) une parti t ion de (X, S), c'est-à-dire, un système de n ensem­
bles disjoints de S, dont l'union est égale à X. La probabilité d'erreur que 
nous commettons en décidant que la mesure vraie est /Ui quand x e B^, i = 1, . . . 
. . . , 71, est donnée par: 

n 

e^{^, T ) = 1 - 2 PißiiBi) . (1) 

I l s'agit, tout d'abord, de déterminer la classe des partitions de (X, S), 
dont la probabilité d 'erreur respective obtient son minimum pour les еЖ et 
T donnés. 

I l s'agit, ensuite, d 'étudier la suite des minima des probabilités d'erreur 
i-elatifs à une suite {Sj^} croissante de sous-a-algèbres de S, et de donner, en 
particulier, des conditions pour que la suite ci-dessus des minima converge 
vers le minimum de la probabilité d'erreur relatif à la cr-algèbre S. 

Il s'agit, enfin, d'examiner s'il n'existe pas de sous-cr-algèbres de S telles, 
que les minima des probabilités d 'erreur respectifs soient égaux au minimum 
de la probabilité d'erreur relatif à S, indépendamment de la distribution a pri­
ori T . Nous verrons que ce sont les sous-cy-algèbres de S s u f f i s a n t e s pa r 
rapport au système еЖ de mesures considéré. L' intérêt qu'il y a à choisir parmi 
ces cr-algèbres la plus peti te possible est évident. 
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I. La classe des partitions donnant le minimum de la probabilité d'erreur 

Il s'agit de déterminer la classe des parti t ions de (X, S) minimisant la pro­
babilité d'erreur (I), le système de mesures de probabilité e^f ainsi que leur 
distribution a priori Ч? é tan t donnés. 

Remarquons que, malgré certaines analogies, ni dans le travail de L i a p o u -
nofP) ni dans aucune autre publication nous n 'avons pas trouvé la réponse 
au problème posé ci-dessus. 

Soit X une mesure sur S dominantеЖ",ciîM<^Я, etf^{x), . . . , f^{x) les densités 
de Radon-Nikodym respectives de / i j , ...,iUn par rapport à A [1]. Soit, pour 
i, j = l, 2, ..., n, 

M,, = M,, ^ {X : P4,(X) =. PM'X)} • (2) 

Appelons Kß la classe de parti t ions de (X, S) contenant la part i t ion ß = 
= {B^, . . . , B^) et toute parti t ion С = (C^, . . . , C^) telle, que les relations sui­
vantes soient valables modulo Д, 

Ci n Bj с Mij , i Ф ь h j -= 1/2, . . . , n . 

A toute partit ion de cette classe correspond une et même valeur de la pro­
babilité d'erreur. En effet, si la parti t ion С € K^, 

n n n n n n 
2 v^iiGi) = 2 2 v^i{Ci n Bj) == 2 2 p^f^^i^^i ^ ^i) '-= 2 ^#^^i) ' 

puisqu'alors, pour i Ф /, [A] Cj n Bj с Mij et pour x e M^j nous avons Pifi{x) = 
= Pjfj(x). Pa r conséquent, ес(еЖ, T) = ев(еЖ, T) , d'où le théorème suivant 

Théorème L Ä toute partition de la classe K^ engendrée par la 2ШгШ1оп В 
correspond une probabilité d'erreur égale à е^{оЖ, T ) . 

Soit, pour i Ф /, 

Nij r̂ - {x : Pifiix) > p^fjix)} , ?:, / =- 1, 2, . . . , ?г , (3) 

Lij :^^^ Mij pour i < j , Lij = 0 pour i > j . (4) 

Soit À r_r. Ц.^, . . . , A,^) la partit ion de (X, S) définie par: 

Л , == n (Л^.; u L,,) , г = 1, 2, . . . , 7 i . (5) 
УФ г 

D'après le Théorème 1., à toute parti t ion de la classe K^ engendrée par la 
part i t ion A correspond une probabilité d'erreur égale à ед(сЯ//, T ) . Nous allons 
maintenant montrer le théorème suivant: 

Théorème 2. Â la classe Кд correspond le minimum, de la probabilité d'erreur. 

1) A. A. Ляпунов: О выборе из конечного числа законов распределения, Усп. мат. 
наук, том в (1951). 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit С = (C^, ..., C^) une partition quelconque de 
(X, S) et eç(<tM, T ) la probabilité d'erreur correspondante. Nous voulons 
montrer que ес(оЖ, T) ^ е^(сЖ, T), Pour cela remarquons que 

n n 

et que, d 'après la définition de la parti t ion Д, 

^г/^г(-4,- n C,;) _^ :Pi/i,-(-4,- n Ci) , i,j=l,2,,.., г̂ . (7) 

En comparant les deux formules (6) à l'aide des relations (7) on obtient facile­
ment le résultat voulu, с q. f. d. 

Théorème 3. Toute partition de (X, S), С =^ (6\ , . . , , C^), pour laquelle 
e^ioM, T) = ед(сЖ, T), appartient à K^. 

D é m o n s t r a t i o n . E n se repor tant à la définition de la classe Кд, nous 
constatons que toute parti t ion В = (B^, . . . , B^) de Кд est caractérisée uni­
quement par le fait que chacun de ses ensembles B^ satisfait modulo Я à la 
relation: BioAj с M^j ou à la relation équivalente: X{BinNji n П :̂?/с) = ^• 

Si donc la parti t ion С n 'appar tenai t pas à K^, il y aurait au moins deux 
indices i^ et j^ différents tels, que Я(0^^ n D) > 0 pour D = ^j,i^ n П 5̂\,fc 
de sorte que ^̂ ФАФ̂ О 

n n 
2 Pi^Mi n />) -= PJJ^JS^) > 2 '̂г/̂ гССг ^ D) . 
г - J г - 1 

En effet, compte tenu de ce que 2')jjj^(x) > Piji^{x) pour x e D nous алюп8 
Pißijßi, n D) < Pjßj^iCi^ n D). Mais cela suffit pour que вс(еЖ, T) < 
< ед(еЖ, T) , en contradiction avec notre hypothèse que е^СеЖ, T) = ед(сЖ, T ) . 
Donc С appar t ient nécessairement à la classe K^ c. q. f. d. 

Corollaire.' i a classe Кд coïncide avec la classe des partitions donnant, pour 
les (LM et Ф donnés, le minimum de la probabilité d'erreur. 

D é m o n s t r a t i o n . Elle résulte immédiatement des Théorèmes 2. et 3. 

I I . Sur la convergence de la suite des minima de la probabilité d'erreur 
relatifs à une suite croissante de cr-algèbres 

Dans la section I, toutes les parti t ions utilisées étaient constituées d'en­
sembles de la (T-algèbre S. Ceci, en particulier, était le cas pour la classe des 
parti t ions Кд donnant le minimum de la probabilité d'erreur correspondant 
aux сЖ et T donnés. 

Nous pouvons donc écrire pour cette dernière е^(о^, ^) au lieu de €д(сЖ, T) , 
ce que nous ferons par la suite. 
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Considérons maintenant une suite croissante {S/J de sous-a-algèbres de S 

et la suite {е;ДеЖ, T)} des minima respectifs de la probabilité d'erreur. 

Nous avons, évidemment, 

ei(e^f, T ) ;^ е2(сЖ, T ) ^ . . . ^ е^{оМ, T) , (8) 

puisque, par hypothèse, S\ с S^ с ... с S. 
La question qui se pose maintenant est de savoir dans quelles conditions la 

limite de la suite (8) est égale à е^{(^М, T). 
Soit fj^\x) la densité de Radon-Nikodym de fi^ par rapport à A mesurable par 

rapport à Sfc, ;̂ = 1, 2, . . . , î = 1, 2, . . . , n. 

On s'aperçoit alors facilement (voir la définition de la classe K^ et, en part i­
culier, la définition de la parti t ion A dans (5) écrite à l'aide des densités mesu­
rables par rapport à S )̂ que 

е,{<Ш, T) = l ^ I max {pjf^(x)) dA (9) 
* 

et que, sik < s, pour tout ensemble E de Sj, nous avons 

/ m a x ip4f4x)) dA < / m a x {p/p{x)) dX . 
ж i J^ i 

Il en résulte que le processus {msbx{piff\x)), к ̂ ^ 1} est une s e m i - m a r t i n -
i 

g a l e (voir [2], chap. VI I , 1.2s). Suivant le théorème 4.1s de [2], et puisque la 
limite de la suite (8) est finie, nous avons (partie (i) du théorème) que la limite 
de la suite {max {Piff\x))}, soit g^{x), existe presque sûrement [Я]. 

i 

D'autre part , pour chaque г -= 1, 2, . . . , ?г, la suite {ff\x)} constitue une 
m a r t i n g a l e , puisque mk < s nous avons pour tout ensemble E de Sj, 

jif\x) àX - //(/)(a:) dA = jfAx) AX . 
i: a ''^ 

Soit f^\x) la densité de /i^ par rapport à X mesurable par rapport à la cr-al-
00 

gèbre engendrée par le système d'ensembles U ^ъ que nous désignons par S^. 

Évidemment, S^ с S. 
D'après le théorème (4.4) (ii) de Doob [2] sur les martingales, nous avons 

limff\x)=-.frKx) m (10) 

et d'après cette relation 

lim max(p, / f >(a;)) == g^{x) = тах(:?9,Д"'>(а;)) [Я] . (И) 

Mais alors aussi, puisque d 'une par t les д,Лх) = max(^,/f>(ж)) sont non-
î 

négatifs et d'autre part le processus {дЛ^)' *̂> ^ й f^ й œ } est une semi-
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martingale, il résulte (voir théorème 4.1s de Doob cité précédemment, partie 
(ii,b)) que 

lim Jg,{x) d?. = fgJx)dX, (12) 

D'où le théorème suivant: 

Théorème 4. Шогш avons toujours 

lim в,(еЖ, Т) = esj^, Т) . 

Pa r la suite nous ferons usage du théorème 1 (p. 233) de [1], adapté dans 
le langage de a-algèbres suffisantes pa r B a h a d u r [3]; voir aussi [4], spéciale­
ment le paragraphe *24.4. Formulons ce théorème sous la forme suivante: 

Lemme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la sous-a-algèbre 
SQ de S soit suffisante pour un système dominé oPlïde mesures sur S est qu'il existe 
une mesure X sur S équivalente par rapport ào^îet que la densité de /n par rapport 
à Я soit presque sûrement [X] égale à une fonction mesurable par rapport à SQ, 
pour chaque fi de оЖ. 

Dans notre cas il est toujours j)ossible de choisir la mesure Я é q u i v a l e n t e 
par rapport à notre système de mesures оЖ. Rappelons la définition: Я est équi 
valente par rapport à еЖ, si elle domine еЖ et si elle s'annule pour chaque 
ensemble de S, sur lequel toutes les mesures de еЖ s'annulent. 

Sous cette hypothèse, nous pouvons formuler le théorème suivant, 

Théorème 5. Pour que lim е;,(сЖ, Т) = е^(оЖ, Т) il suffit que, pour tout i, la 

suite {ff^ converge en X-mesure vers fi(x), ou, ce qui revient au пшпе, que f^^ = 
= fi [Я], ce qui de sa part est équivalent à ce que la a-algèbre S^ soit suffisayite par 
rapport au système de mesures Q!M. 

D é m o n s t r a t i o n . Le fait que la première condition est ici équivalente 
à la seconde résulte de la relation (10). Le fait que la seconde condition est 
équivalente à la troisième est une conséquence immédiate du Lemme 1. Par­
t an t de la condition /̂ °°̂  = fi[À], i = 1, . . . , n, nous obtenons е^{оЖ, T ) = 
— Ŝoo (^^? '^)^ c® ^i^i' ^^ combinaison avec la Théorème 4, nous donne le 
résultat voulu, c. q. f. d. 

La question qui se pose maintenant est de savoir s'il existe une suite dé­
croissante {P;J de parti t ions finies de {X, S) telle, que la suite (croissante) 
{Sfc} des cr-algèbres, dont chacune est engendrée par le système d'ensembles 
de la part i t ion respective, nous assure les conditions du Théorème 5. Rappelons 
qu 'une suite de parti t ions est d é c r o i s s a n t e , si chacun des ensembles de cha­
que part i t ion de la suite est contenu dans un ensemble de la partition précé­
dente. 

Lemme 2. Il existe toujours une suite décroissante {P^} de partitions de {X, S) 
telle, que les conditions du Théorème 5 soient assurées, les densités étant prises par 
rapport aux a-algèbres engendrées par les P^ respectifs, 
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D é m o n s t r a t i o n . Pour tout i ^ 1, . . . , n, et pour Ä; -= 1, 2, . . . , écrivons 
E^^:] := {x : {j -~~ l)/2^^ <, fi{x) < jl2^}, j =1/2, ...,h , 2^ et de même £̂ 1'> = 
-= {x : /Да:) ^ h}. Le système d'ensembles {̂ $̂ '̂ ?, Ef} constitue pour chaque i et 
к une parti t ion P̂^̂!̂  de (X, S) et la suite {Р̂ .*̂ } est, pour chaque i, décroissante. 
En prenant comme P/̂  l 'intersection (produit) de tous les P\l\ i = 1, . . . , ?г, la 
suite [Pj,] nous assure la convergence en Я-mesure de chaque suite {ff''} vers le 
Д- correspondant. En effet, pour chaque г, lim ЦЕ^) = О et, pour :c e X — 

JC~> GO 

- и ^S,«', nous avons l / f (x) - /,(x)| < ;^ [Д], с q. f. d. 

R e m a r q u e . La construction de la suite {P/J est telle, que la cr-algèbre S^ 
résultante est la plus petite a-algèbre par rapport à laquelle tous les fi(x) 
sont mesurables. S^ est alors une or-algèbre s u f f i s a n t e m i n i m a l e pour le 
système de mesures сЖ. (Voir, par exemple, [4], paragraphe *24.4.) 

Pa r t an t du Théorème 5 et du Lemme 2 nous obtenons le 

Théorème 6, Il existe toujours une suite décroissante de partitions finies de 
{X, S) telle, que la suite des minima, respectifs de Ы probabilité d'erreur converge 
vers le minimum^ de la probabilité d'erreur correspondant à S. 

Remarquons que la dite suite de parti t ions peut dans certains cas ne pas 
dépendre des mesures (et densités) impliquées. Ceci est le cas, par exemple, 
d 'un expace (X, S) m é t r i q u e s e p a r a b l e . Toute suite r é g u l i è r e de par­
titions de cet espace nous assure alors la convergence, dont il est question dans 
le Théorème 6. 

Rappelons que par suite r é g u l i è r e de parti t ions d 'un espace métrique 
nous entendons une suite décroissante de partitions {Pj^} telle, que le supremum 
des diamètres des ensembles consti tuant P;̂  tend vers zéro, quand к tend vers 
l'infini. 

Un autre cas important , où sont assurées les conditions du Théorème 5, 
00 

c'est le cas, où (X, S) est un p r o d u i t c a r t é s i e n i n f i n i , (X, S) = ]~[ (X -̂, «̂ Д). 
к i ==. 1 

La suite croissante de o*-algèbres {S;̂  z=i]^^^.} engendre alors une (j-algèbre 
i = l 

S^ qui, par défi^nition, est égale à S. Dans ce cas, nous aurons alors toujours, 

indépendamment de eЯf et T , que lim e^J^oM, T) - е^{оРИ, T ) . 

I I I . Transformation ou a-algèbre suffisante et minimum de la probabilité 
d'erreur 

Le fait qu'il peut exister, mais pas toujours, de sous-cr-algèbres de S essen­
tiellement inférieures à 5, pour lesquelles le minimum de la probabilité d'er­
reur n 'est pas, comme dans le cas général, supérieur à celui correspondant 
à S, mais égal, présente une grande importance. 
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Déjà dans le Lemme 1 et dans le Théorème 5 nous avons rencontré la notion 
de (j-algèbre suffisante et nous avons constaté que, si S^ est suffisante par rap­
port au système de mesures еЖ, alors 65^(сЖ, T) == e^ioM, T), quelle que soit 
la distribution a priori T. La question qui se pose maintenant est de savoir si 
cette condition est aussi nécessaire. 

Pour cela il nous faut encore certains résultats de H a l m os et S a v a g e [1] 
(Théorèmes 2 et 3 de [1]), que nous allons exprimer cependant non pas dans 
le langage de transformations suffisantes, mais dans celui de cr-algèbres suffi­
santes. 

Lemme 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que la sous-a-algèbre 
SQ de S soit suffisante pour un système dominé оЖ de mesures sur S est que, pour 
toute paire /л^ et /ig de mesures dans оЖ, le rapport des densités respectives soit 
égal [jUi + /̂ 2] à une fonction mesurable par rapport à SQ. 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théorème suivant: 

Théorème 7. Pour que, quelle que soit la distribution a priori T , le minimum-
de la probabilité d'erreur correspondant à SQ, sous-a-algèbre de S, soit égal à celui 
correspondant à S, il faut et il suffit que SQSOÜ une a-algèbre suffisante par rapport 
àoM. 

D é m o n s t r a t i o n . Le ,,il suffit" est déjà contenu dans le Théorème 5. Pour 
montrer le ,,ilfaut''^), nous allons exploiter le fait que, par hypothèse, e^J^(tM,T) = 
= е5(сЖ, T) , quel que soit T . Nous allons pouvoir ainsi étudier séparément le 
cas pour chaque paire ju^, /Uj de mesures dec^f, en prenant T = (0, 0, . . . , p^, 
0, . . . , pj, 0, . . . , 0), et respectant toujours le fait que la somme des probabilités 
sera dans chaque cas égale à l 'unité. Une fois prouvé que, pour toute paire de 
mesures аеоЖ, les conditions du Lemme 4 sont satisfaites, nous allons pouvoir 
conclure, suivant ce lemme, que SQ est suffisante pour еЖ. I l suffit de le montrer, 
par exemple, pour la paire fii, //,3, la numérotation étant arbitraire. C'est ce 
que nous ferons par la suite. 

Soient fi(x) et f2{x) les densités respectives de /и,^ et /u^ par rapport à /г^ -j- //g, 
mesurables par rapport à S et ff\x) et ff\x) celles mesurables pa r rapport 
àSo. 

Soit Кд la classe des partit ions de {X, S) donnant le minimum de la pro­
babilité d'erreur е^{о!М, T) et iГд(o) celle des partitions de (X, SQ) donnant 
e s j e ^ , T), 

D'après le Corollaire de la section I , l 'hypothèse de l'égalité Cs^i^f, T ) = 
= е^{оЖ, ^) entraîne que K^(o) с K^. En particulier, la partition Â ^̂  e Кд, 

)̂ On remarquera que le ,,il faut" n'est pas une conséquence des résultats de Bahadur 
{[3], notamment , § 7), puisque dans notre cas nous n'avons nullement besoin, comme 
Bahadur, de toutes les fonctions de décision possibles, mais seulement de celles qui 
minimisent la probabilité d'erreur. 
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Nous pouvons alors facilement se convaincre (voir définition de la classe iC д 
en rapport avec la démonstration du Théorème 3) que 

Autrement dit, 

{X : p^fi4^) > V2ff\^)} П {X : f^i^{x) < pj^(x)} = 
= {^ : Pifi\^) < Р^ЙЧх)} n {x : PMX) > v^À^)) = 0 [/̂ i + /̂ 2] > 

ce qui encore s'écrit, en posant p^lv^ = ^ et tenant compte du fait que les 

rapports i{x) = h{x)lf^{x), f(^){x) = ff\x)lff\x) existent [/л^ + ^л,], 
{X : /̂ >̂(x) >r} n {x: f{x) < r} = {x : f\x) < r} n {x : /(ж) > r} - : 0 [1^1+Ы-

Tenant maintenant de nouveau compte du fait que la distribution a priori 
est arbitraire, laissons r parcourir toutes les valeurs (non négatives) de l'en­
semble R des nombres rationnels, qui est, comme on le sait, dénombrable. 
Nous aurons alors: 

и {{x : p{x) > r} n {x : f{x) < r}) -

= и ({^ : n^) <r} n{x: f{x) > r}) = 0 [ß, + ,i,] , 

ce qui de sa part signifie, R étant partout dense, que f^\x) = f(x) [p^ + M^l-

Ainsi les conditions du Lemme 4 sont satisfaites, c. q. f. d. 
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Резюме 

ДОСТАТОЧНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ИЛИ ст-АЛГЕБРА 
И МИНИМУМ ВЕРОЯТНОСТИ ОШИБКИ 

А Л Ь Б Е Р П Е Р Е З (Albert Perez), Прага. 

(Поступило в редакцию 29/XI 1955 г.) 

В работе рассматривается измеримое пространство (X, S) и система 
еЖ = (fil, ..., /Лп) п вероятностных мер на S с априорными вероятностями, 
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равными соответственно, Pi, ..., Рп^ ^ Рг "= ^, причем система этих веро-
г = 1 

ятностей обозначается через Т. Пусть ß == (Б^,..., Б^) - разбиение простран­
ства (X, S), т. е. система п непересекающихся множеств из S, соединение 
которых равно X. Вероятность ошибки, е^{(1М, Т), которую мы сделаем, 
принимая за настоящую меру jUi при х е В^, i = I, ..., п, дана формулой (1). 

Цель отдела I — дать характеристику класса разбиений В, минимали-
зирующих Сз(еЖ, Т). Пусть А — мера на S такая, что все /л^ € еЖ абсолютно 
непрерывны по отношению к А, пусть fi{x), ..., fn{^) означают, соответствен­
но, производные мер //i, ..., /г̂  по отношению к Я [1]. 

Определим, далее, множество М,^ соотношением (2) и обозначим через 
KQ класс разбиений пространства (X, S), содержащий ß и всякое раз­
биение С = (Cl, ..., Сп) такое, что при i Ф j , С^ п Bj с M^j по модулю А. 
Каждому разбиению из К^ соответствует вероятность ошибки, равная 
ев(еЖ, Т) (Теорема 1), и класс К^, где А определенно соотношениями (3), (4), 
(5), совпадает с классом разбиений, дающих для данных еЖ и Т минимум 
вероятности ошибки, обозначенный через е̂  (еЖ, Т) (Теоремы 2, 3). 

В отделе II рассматривается возрастающая последовательность {Sj,} 
под-а-алгебр из S и соответствующая последовательность {е^(еЖ, Т)} мини­
мумов вероятности ошибки. Справедливы соотношения (8), (9) и (10), где 
ff^ означают производные мер //,,- по отношению к А, измеримые по отноше­
нию к $;;,, к = 1, 2, ..., 00, причем S^ означает минимальную (т-алгебру над 

00 

у Sj^. Процесс {gjc(x) = mdiX p^ff^x), I ^к ^ао}, является семимартин-
к = 1 i 
галом (смотри [2]), и, вследствие (11), справедливо также (12), откуда 
lim е^(еЖ, Т) = 65̂0 (еЖ, Т) (Теорема 4). 

к~>со 
Пусть SQ — под-су-алгебра из S (например, S^). В общем случае е^^(о!М, Т) ^ 

^ е^(о!М, Т); знак равенства имеет для произвольного Т место тогда и толь­
ко тогда, если SQ является а-алгеброй, достаточной для сЖ. (Теорема 7, 
отдел III). Этот результат не является следствием результатов, получен­
ных Б а х а д у р о м [3]. 
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