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YexocnoBanknii MaTeMaTHIeCKMii xypHad, T. 7 (82) 1957, Ilpara

TRANSFORMATION OU ¢-ALGEBRE SUFFISANTE
ET MINIMUM DE LA PROBABILITE D’ERREUR

ALBERT PEREZ, Prague.

(Regu le 29. novembre 1955.)

Apres avoir caractérisé la classe des fonctions de décision donnant
le minimum de la probabilité d’erreur, on étudie la convergence de ce
minimum par rapport & une suite croissante de og-algebres de notre
espace d’épreuves, ainsi que son rapport trés étroit avec les transfor-
mations ou c-algébres suffisantes.

Dans ce qui suit nous considérons un espace mesurable (X, S) et un systéme
M = (uy, - .-, 4,) de n mesures de probabilité sur S avec les probabilités a

priori respectives p,, ..., Py, sz = 1, dont le systéme est noté par P. Soit
=1

B = (B, ..., B,) une partition de (X, S), c’est-a-dire, un systéme de n ensem-
bles disjoints de S, dont 'union est égale & X. La probabilité d’erreur que
nous commettons en décidant que la mesure vraie est u; quandx e B;, ¢ = 1, ...
..., n, est donnée par:

eg(M, P) =1 — lei/li(Bi) . (1)

Il s’agit, tout d’abord, de déterminer la classe des partitions de (X, S),
dont la probabilité d’erreur respective obtient son minimum pour les <M et
P donnés.

Il s’agit, ensuite, d’étudier la suite des minima des probabilités d’erreur
relatifs & une suite {S,} croissante de sous-c-algébres de S, et de donner, en
particulier, des conditions pour que la suite ci-dessus des minima converge
vers le minimum de la probabilité d’erreur relatif & la s-algébre S.

1l s’agit, enfin, d’examiner s’il n’existe pas de sous-c-algcbres de S telles,
que les minima des probabilités d’erreur respectifs soient égaux au minimum
de la probabilité d’erreur relatif & S, indépendamment de la distribution a pri-
ori P. Nous verrons que ‘ce sont les sous-o-algébres de § suffisantes par
rapport au systéme <M de mesures considéré. L’intérét qu’il y a & choisir parmi
ces g-algébres la plus petite possible est évident.
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I. La classe des partitions donnant le minimum de la probabilité d’erreur

Il s’agit de déterminer la classe des partitions de (X, S) minimisant la pro-
babilité d’erreur (1), le systéme de mesures de probabilité e ainsi que leur
distribution a priori P étant donnés.

Remarquons que, malgré certaines analogies, ni dans le travail de Liapou-
noff!) ni dans aucune autre publication nous n’avons pas trouvé la réponse
au probléme posé ci-dessus.

Soit 4 une mesure sur § dominant M, M K 4, et fi(x), ..., f.(x) les densités
de Radon-Nikodym respectives de pu,, ..., u, par rapport & A [1]. Soit, pour
1,7 =12 ..., n,

M;; = Mj; = {x: pifilx) = pifi()} . (2)

Appelons Ky la classe de partitions de (X, S) contenant la partition B =
= (B, ..., B,) et toute partition C = (C, ..., C,) telle, que les relations sui-
vantes soient valables modulo 4,

CinBjcMy;, t+j5, 4,7=1,2,....n.

A toute partition de cette classe correspond une et méme valeur de la pro-
babilité d’erreur. En effet, si la partition C e Kp,

lez‘/lzi(oi) = z Z piui(C; 0 By) = z Z piui(Cs 0 B)) = zp:hu:i(Bj) )
= i | =10 =

i1 i
puisqu’alors, pour ¢ # 4, [A] C; n B; ¢ M,;; et pour x € M;; nous avons p,f,(x) =
= p,;f;(x). Par conséquent, ec(cM, P) = eg(ecM, P), d’ou le théoréme suivant

Théoréme 1. 4 toute partition de la classe Ky engendrée par la partition B
correspond une probabilité d’erreur égale & eg(eM, P).

Soit, pour 7 * j,

Niy=Aa:pfilx) > pif@)}, 4i=12...n, (3)
L;; = M,;; pour i <j, L;=¢ pour i>7j. 4)
Soit A == (4,, ..., 4,) la partition de (X, S) définie par:
A, =N, oLy, i—=1,2...,n. (5)
j=1
JEi

D’apres le Théoréme 1., a toute partition de la classe K, engendrée par la
partition A correspond une probabilité d’erreur égale & e,(cM, P). Nous allons
maintenant montrer le théoréme suivant:

Théoréme 2. 4 la classe K, correspond le minimum de la probabilité d’errewr.

N A. A. Jdanynos: O BHIGOpE U3 KOHEYHOTO YUCIIA 3aKOHOB paclpefeseHds. Yci. maT.
nayk, Tom 6 (1951).
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Démonstration. Soit C = (Cy, ..., C,) une partition quelconque de
(X, S) et ec(eM, P) la probabilité d’erreur correspondante. Nous voulons
montrer que ec(eM, P) > e (eM, P). Pour cela remarquons que

(M, P) =1 — 3 pyi(A, 0 C)), ep( M P) =1 — > pyu(d; 0 C,) (6)

=1 =1

et que, d’apres la définition de la partition A,
papi(A; 0 C) < pps(4; 0 C), dj=1,2, .., n. (7)

En comparant les deux formules (6) a1’aide des relations (7) on obtient facile-
ment le résultat voulu, c. q. f. d.

Théoréme 3. Toute pariition de (X, S), C= (Cy, ..., C,), pour laquelle
ec(M, P) = ep(eM, P), appartient a K ,.

Démonstration. En se reportant & la définition de la classe K,, nous
constatons que toute partition B = (B, ..., B,) de K, est caractérisée uni-
quement par le fait que chacun de ses ensembles B; satisfait modulo 1 & la
relation: B,n4; c M,; ou & la relation équivalente: A(B,nN;; n ) Ly) = 0.

ikkE]

Si done la partition C n’appartenait pas a K,, il y aurait au moins deux
indices ¢, et j, différents tels, que A(C; n D) >0 pour D =N, n N L,
de sorte que fosktdo

> pipiA; 0 D) = p;u; (D) > Z piui(Ci 0 D).
11 i=1

En effet, compte tenu de ce que p;f; (x) > p;f;(x) pour x e D nous avons
pi i (Ci, 0 D) < p;p; (O, 0 D). Mais cela suffit pour que ec(eM, P) <
<< ex(eM, P), en contradiction avec notre hypothése que ec(eM, P) = e (M, P).
Donc C appartient nécessairement a la classe K, c. q. f. d.

Corollaire.:‘ La classe K, coincide avec la classe des partitions donnant, pour
les <M et P donnés, le minimum de la probabilité d’erreur.

Démonstration. Elle résulte immédiatement des Théorémes 2. et 3.

1I. Sur la convergence de la suite des minima de la probabilité d’erreur
relatifs & une suite croissante de o-algébres

Dans la section I, toutes les partitions utilisées étaient constituées d’en-
sembles de la o-algébre S. Ceci, en particulier, était le cas pour la classe des
partitions K, donnant le minimum de la probabilité d’erreur correspondant
aux M et P donnés.

Nous pouvons done écrire pour cette derniére eg(c, P) au lieu de ¢ (M, P),
ce que nous ferons par la suite.
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Considérons maintenant une suite croissante {S,} de sous-c-algébres de §
et la suite {e;(cM, P)} des minima respectifs de la probabilité d’erreur.

Nous avons, évidemment,
ey (M, P) Z: eg(eM, P) = ... = eg(eM, P), (8)

puisque, par hypothése, §; c S, c ... c S.

La question qui se pose maintenant est de savoir dans quelles conditions la
limite de la suite (8) est égale a eg(eM, P).

Soit /() la densité de Radon-Nikodym de sz, par rapport a 2 mesurable par
rapport & S, k=1,2,...,1=1,2,...,n.

On s’apercoit alors facilement (voir la définition de la classe K4 et, en parti-
culier, la définition de la partition A dans (5) écrite & ’aide des densités mesu-
rables par rapport & S;) que

ex(eM, P) =1 — { max (pif(ik)(x)) da (9)

et que, si k < s, pour tout ensemble K de S, nous avons
[max (p.f{"(x)) d2 = [max (p.f{(x)) dA.

E 7

Il en résulte que le processus {max(p,;fﬁ’“’(x)), k >> 1} est une semi-martin-

gale (voir [2], chap. VII, 1.2s). Suivant le théoréme 4.1s de [2], et puisque la
limite de la suite (8) est finie, nous avons (partie (i) du théoréme) que la limite
de la suite {max (p,f{(x))}, soit g, (x), existe presque stirement [1].

1

D’autre part, pour chaque i = 1,2, ..., %, la suite {f"(x)} constitue une
martingale, puisque si k¥ < s nous avons pour tout ensemble E de S,

[{{(@) A2 = [f"(x) dA = [fi(x)d2.
V3 ¥ E
Soit f{*)(x) la densité de p; par rapport a A mesurable par rapport & la o-al-
gébre engendrée par le systéme d’ensembles U S;, que nous désignons par S,,.
k=1
Evidemment, S, c §.
D’aprés le théoréme (4.4) (ii) de Doob [2] sur les martingales, nous avons

lim /(@) = f{*)(x) [2] (10)
k—> o
et d’apres cette rélation
lim max(p,f{"(@)) = g.,(¥) = max(p:fi” (@) [2]. (11)

k—o 1

Mais alors aussi, puisque d’une part les gi() = m%X(piﬂ“(x)) sont nomn-

négatifs et d’autre part le processus {gx(%)> Sk 1 <k < oo} est une semi-
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martingale, il résulte (voir théoréme 4.1s de Doob cité précédemment, partie
(ii,b)) que
lim [g,(z) dA = [g,(x)dA . (12)
k— o0

D’ou le théoréme suivant:

Théoréme 4. Nous avons toujours
lim ey (M, P) = es_ (M, D) .
k—>
Par la suite nous ferons usage du théoréme 1 (p. 233) de [1], adapté dans
le langage de o-algébres suffisantes par Bahadur [3]; voir aussi [4], spéciale-
ment le paragraphe *24.4. Formulons ce théoréme sous la forme suivante:

Lemme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la sous-c-algébre
S, de S soit suffisante pour un systéme dominé <M de mesures sur S est qu’il existe
une mesure A sur S équivalente par rapport @M et que la densité de p par rapport
a A soit presque strement [A] égale & une fonction mesurable par rapport a S,
pour chaque u de M.

Dans notre cas il est toujours possible de choisir la mesure 4 équivalente
par rapport a notre systeme de mesures <M. Rappelons la définition: 1 est équi
valente par rapport a <M, si elle domine M et si elle s’annule pour chaque
ensemble de S, sur lequel toutes les mesures de ef s’annulent.

Sous cette hypothése, nous pouvons formuler le théoréme suivant,

Théoréme 5. Pour que lim e, (M, P) = es(M, P) il suffit que, pour tout 1, la

P
suite {f%} converge en A-mesure vers f,(x), o, ce qui revient au méme, que f* =
= f; [4], ce qui de sa part est équivalent & ce que la o-algébre S, soit suffisante par
rapport au systéme de mesures M.

Démonstration. Le fait que la premiére condition est ici équivalente
a la seconde résulte de la rélation (10). Le fait que la seconde condition est
équivalente a la troisieme est une conséquence immédiate du Lemme 1. Par-
tant de la condition f*) = f,[A], 4 =1, ..., n, nous obtenons eg(cM, P) =
= eg, (M, P), ce qui, en combinaison avec la Théoréme 4, nous donne le
résultat voulu, c. q. f. d.

La question qui se pose maintenant est de savoir §’il existe une suite dé-
croissante {P,} de partitions finies de (X, S) telle, que la suite (croissante)
{S;} des oc-algebres, dont chacune est engendrée par le systéme d’ensembles
de la partition respective, nous assure les conditions du Théoréme 5. Rappelons
qu’une suite de partitions est décroissante, si chacun des ensembles de cha-
que partition de la suite est contenu dans un ensemble de la partition précé-
dente.

Lemme 2. I1 existe toujours une suite décroissante {Py} de partitions de (X, S)
telle, que les conditions du Théoréme 5 sotent assurées, les densités étant prises par
rapport aux o-algébres engendrées par les P, respectifs.
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Démonstration. Pour tout 4 = 1,...,n, et pour k= 1,2, ..., écrivons
ES = {x:( — )28 < filw) < j/25, = 1,2, .., k.25 et de méme B’ —
= {x: f(x) = k}. Le systéme d’ensembles {£')), B’} constitue pour chaque 7 et
k une partition P de (X, S) et la suite {P{"} est, pour chaque %, décroissante.
En prenant comme P, Pintersection (produit) de tous les P, 1 =1, ..., 7, la
suite {P;} nous assure la convergence en A-mesure de chaque suite {9} vers le

f: correspondant. En effet, pour chaque i, lim A(E{) = 0 et, pour x ¢ X —
k—>
n

— U E?, nous avons |fP(x) — [(x)] < Ijli [4], ec. q. f. d.

i=1

Remarque. La construction de la suite {P,} est telle, que la o-algébre S
résultante est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle tous les f,(x)
sont mesurables. S, est alors une o-algébre suffisante minimale pour le
systéme de mesures <M. (Voir, par exemple, [4], paragraphe *24.4.)

Partant du Théoréme 5 et du Lemme 2 nous obtenons le

Théoréme 6. Il existe toujours une suite décroissante de partitions finies de
(X, S) telle, que la suite des minima respectifs de la probabilité d’erreur converge
vers le minimum de la probabilité d’erreur correspondant @ S.

Remarquons que la dite suite de partitions peut dans certains cas ne pas
dépendre des mesures (et densités) impliquées. Ceci est le cas, par exemple,
d’un expace (X, S) métrique séparable. Toute suite réguliére de par-
titions de cet espace nous assure alors la convergence, dont il est question dans
le Théoreme 6.

Rappelons que par suite réguliére de partitions d’'un espace métrique
nous entendons une suite décroissante de partitions {P,} telle, que le supremum
des diametres des ensembles constituant P, tend vers zéro, quand k tend vers
Pinfini.

Un autre cas important, ou sont assurées les conditions du Théoréme 5,

e

c’est le cas, ol (X, ) est un produit cartésien infini, (X, §) = [(X,, &).

k 1=1
La suite croissante de o-algébres {S; :ﬂéj’i} engendre alors une o-algebre
i=1
S, qui, par définition, est égale & S. Dans ce cas, nous aurons alors toujours,
indépendamment de <M et P, que lim eg (M, P) = eg(eM, P).

k—o0

III. Transtormation ou o-algébre suffisante et minimum de la probabilité
d’erreur

Le fait qu’il peut exister, mais pas toujours, de sous-c-algébres de S essen-
tiellement inférieures a S, pour lesquelles le minimum de la probabilité d’er-
reur n’est pas, comme dans le cas général, supérieur & celui correspondant
a S, mais égal, présente une grande importance.
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Déja dans le Lemme 1 et dans le Théoréme 5 nous avons rencontré la notion
de o-algebre suffisante et nous avons constaté que, si S, est suffisante par rap-
port au systeme de mesures ¢M, alors eg (M, P) = eg(eM, P), quelle que soit
la distribution a priori P. La question qui se pose maintenant est de savoir si
cette condition est aussi nécessaire.

Pour cela il nous faut encore certains résultats de Halmos et Savage [1]
(Théoréemes 2 et 3 de [1]), que nous allons exprimer cependant non pas dans
le langage de transformations suffisantes, mais dans celui de g-algébres suffi-
santes.

Lemme 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que la sous-o-algébre
S, de S soit suffisante pour un systéme dominéM de mesures sur S est que, pour
toute paire u, et p, de mesures dans M, le rapport des densités respectives soit
égal [u, + py] & une fonction mesurable par rapport a S,.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme suivant:

Théoréme 7. Pour que, quelle que soit la distribution a priori P, le minimum
de la probabilité d’erreur correspondant & S,, sous-c-algébre de S, soit égal & celut
correspondant & S, il faut et il suffit que S, soit une o-algébre suffisante par rapport
@ M.

Démonstration. Le ,,il suffit” est déja contenu dans le Théoréme 5. Pour
montrerle,,il faut‘2), nous allons exploiter le fait que, parhypothése, e (<M, P) =
= eg(eM, P), quel que soit P. Nous allons pouvoir ainsi étudier séparement le
cas pour chaque paire u;, 1; de mesures de <M, en prenant P = (0,0, ..., p;,
0,...,p; 0, ..., 0), et respectant toujours le fait que la somme des probabilités
sera dans chaque cas égale a I'unité. Une fois prouvé que, pour toute paire de
mesures decM, les conditions du Lemme 4 sont satisfaites, nous allons pouvoir
conclure, suivant celemme, que S, est suffisante pour <M. 11 suffit de le montrer,
par exemple, pour la paire u,, 4, la numérotation étant arbitraire. C’est ce
que nous ferons par la suite.

Soient f,(x) et fy(x) les densités respectives de u, et u, par rapport & u; -+ u,,
mesurables par rapport a S et f{”(z) et f{’(x) celles mesurables par rapport
a S,.

Soit K, la classe des partitions de (X, S) donnant le minimum de la pro-
babilité d’erreur eg(cM, P) et K, o celle des partitions de (X, S,) donnant
es (M, P).

D’aprés le Corollaire de la section I, I'hypothese de I'égalité es (<M, P) =
= eg(eM, P) entraine que K, C K,. En particulier, la partition A® e K,.

2) On remarquera que le ,,il faut* n’est pas une conséquence des résultats de Bahadur
([3], notamment, § 7), puisque dans notre cas nous n’avons nullement besoin, comme
Bahadur, de toutes les fonctions de décision possibles, mais seulement de celles qui
minimisent la probabilité d’erreur.
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Nous pouvons alors facilement se convaincre (voir définition de la classe K ,
en rapport avec la démonstration du Théoréme 3) que
AP 0 Ny = AP 0 Nyp =0 (11 + s -

Autrement dit,

{x: P (@) > pof(@)} 0 {x: pufi(®) < pofala)} =
= {x: pfi”(@) < pofP (@)} 0 {z: pfr(@) > Pofa@)} =0 [y + po]
ce qui encore s’écrit, en posant p,[p, = r et tenant compte du fait que les
rapports [(2) = f,(2)/f,(2), [O(x) = [O(@)[[O(@) existent [, + us],
@ fO%) >} o {r:fle) <r} = {o: Q%) <7} o {2 f2) >} = 0 [y tps
Tenant maintenant de nouveau compte du fait que la distribution a priori

est arbitraire, laissons r parcourir toutes les valeurs (non négatives) de 'en-

semble R des nombres rationnels, qui est, comme on le sait, dénombrable.
Nous aurons alors:

U (@ fO) > 7} 0 {x: f(x) <71}) =

TeR

= U ({z: /) <r} o f@:f@) >r) =90 [u+ pl,

TeR
ce qui de sa part signifie, R étant partout dense, que fV(x) = f(x) [uy + ps)-
Ainsi les conditions du Lemme 4 sont satisfaites, c. q. f. d.
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Pesome

-HOCTATOYHOE MPEOBPA3OBAHUE MJIN o-AJI'EBPA
1 MUHUMYM BEPOATHOCTU OHIMBRN

AJIBBEP IIEPE3 (Albert Pérez), ITpara.
(ITocTynnio B pepaxuuio 29/X1 1955 r.)

B pabore paccmarpuBaerca mamepumoe npocrpancrBo (X, §) m cucrema
M = (Uy, - -, #n) M BEPOATHOCTHEIX Mep Ha S ¢ aIPMOPHBLIMU BEPOATHOCTAMH,
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n

PaBHBIMU COOTBETCTBEHHO, Pi, -- -5 Pny z p; = 1, npudem cumcrema sTUX Bepo-
i=1

arnocteii o6osnavaerca uepes P. Ilycrs B = (By, ..., B,) — pa3buenue npocTpaH-
ctBa (X, S), T. e. cucTema % HEUEPECCKAIONIMXCA MHOKECTB H3 S, cOeMHEHIe
koropuix pasno X. BeposrHocts omnbru, eg(eM, P), KOTOPYIO MBI CAejaeM,
NPUHUMAsA 3a HACTOANLYIO MePY u; ipu X € B;, 1 = 1, ..., n, nana gopmymoit (1).

Ilens orgena I — narp XapakTepucTukKy Kiacca pasbuenuil B, munnmanu-
supyomux eg(eM, P). llycrs A — mepa Ha S TaKas, 4To Bee u; € <M abCcONIOTHO
HeNPepbIBHBL 10 OTHOIIeHUIO K A, yceTh f1(2), ..., f.(x) o3HavaoT, coorBeTcTBEH-
HO, TIPOUBBOJHBIC MEP My, .., iy DO OTHOmEHRNO K A [1].

Omnpejenum, nasnee, MEOKecTBO M,;; coorHonmeHmeM (2) u ofo3HaUNM yepes
Ky wnacc pasOuenmit npocrpancrsa (X, S), comepskammit B u Besxoe pas-
ouenne C = (C, ..., C},) raroe, uro npu % * j, C; n B; c M,; 1o moxymo A.
Haskmomy pasOuenmio m3 Kp cOOTBETCTBYeT BepOSITHOCTH OIMMOKM, paBHAs
eg(eM, P) (Teopema 1), n kinace K ,, rine Aomnpeenenno coorHomennsamn (3), (4),
(5), coBnajaer ¢ KiIaccoM pa3OMeHWi, JAOMUX JUIA NaHHBIX M U P MUHIMYM
BEPOATHOCTH omuOKW, 00o3HaYeHHEIT depes eg (M, P) (Teopems 2, 3).

B ormeme Il pacecmarpuBaercss Bo3pacTamoiias IOCIe0BATEIbHOCTH {S,}
noj-o-anrefp U3 $ M COOTBETCTBYIONAS IIOCICIOBATEIBHOCTD {ex(eM, P)} MuHN-
MyMoB BepositHocTn omubKu. Crpaseymssl coorHomerus (8), (9) u (10), rnme
% osmauaroT NPOM3BOHEIE Mep u; O OTHOMEHHIO K A, N3MepUMbIe 110 OTHOTIe-
HuO K S, k=1, 2, ..., 00, mpnuem S, 03HAUaeT MUHNMAIBHYIO o-aiarebpy Haj

U S.. Ipouece {gx(z) = max p,f¥(x), 1 < k < o0}, sBiseTca ceMuMapTHH-
k-1 i

1
rajom (cmorpm [2]), m, Benencrsue (11), cupaBemimBo Ttarske (12), orkynma
lim e, (M, P) = eg, (M, P) (Teopema 4).
k—

Ilycrs S, — noj-o-anrebpa us S (nanpumep, S,,). B obmewm ciydae eg (M, P) >
= eg(eM, P); 3HAK paBeHcTBA MMeEeT JUIA TIPOM3BOIALHOTO P MecTO TOrjga M ToJib-
KO TOT/a, ecium S, ABisiercss o-anre6poit, mocrarodHoit mst M. (Teopema 7,
ormen I11). dTor pesynsprar He ABJIAETCA CJEJCTBHEM Pe3YJIBLTATOB, HOJTYYeH-

anx Baxamypom [3].
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