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YexocaoBanknii MaTeMaTHUeCEMii :KypHa1, T. 7 (82) 1957, lIpara

REDUZIERENDE ZUFALLIGE TRANSFORMATIONEN

OTTO HANS, Praha.
(Eingelangt 14. Feber 1956.)

Es ist oft moglich, die Frage der Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen von verschiedenen Gleichungen auf die Anwendung des
klassischen Prinzips der reduzierenden Transformationen zuriickzu-
fithren. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass eine wahrscheinlichkeits-
theoretische Verallgemeinerung dieses Prinzips nicht nur bei Existenz-
und Eindeutigkeitsfragen sondern auch fiir die Beweise der Mess-
barkeit der Losungen von zufélligen Gleichungen benutzt werden kann.

Eine Transformation 7' des metrischen Raumes X = ¢ in sich wird redu-
zierend genannt, wenn eine Konstante 0 < ¢ < 1 existiert, sodass fiir jedes
Paar z,7¢ X '

o(T(@), T(y) = ¢ . olx, y) ,

wobei g eine Metrik in X bedeutet. Es ist wohlbekannt, dass fiir jede reduzie-
rende Transformation des vollstdndigen Raumes X in sich genau ein Fixpunkt,
d. h. genau ein x, ¢ X mit der Eigenschaft 7'(z,) = x, existiert, der durch sukzes-
sive Approximationen erreicht werden kann.

Um von wahrscheinlichkeitstheoretischen Verallgemeinerungen sprechen zu
koénnen, miissen wir zuerst die Begriffe der verallgemeinerten zufélligen Grosse
und der zufélligen Transformation einfiithren. Es sei (22, &) ein Ereignisraum,
d. h. ein abstrakter Raum 2 =+ ¢ und eine o-Algebra & von Teilmengen von
0. Eine Abbildung ¢ von 2 in X heisst verallgemeinerte zufillige Grdsse, wenn

{{w:g(w)eB}: Be®B}c &,
oder, was offenbar dasselbe ist,
{{w:g(w)e@}: GeB}c S,

wobei B die ¢-Algebra der Borelschen Teilmengen in X, d. h. die durch das
System @ aller in Bezug auf die Metrik o abgeschlossenen Teilmengen von X
erzeugte o-Algebra bedeutet. In #dhnlicher Weise heisst eine Abbildung 7'
von £ X Y.in X, wobei ¥ # @ einen abstrakten Raum bedeutet, zufdllige
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Transformation, falls fiir jedes z ¢ Y die Abbildung 7'(.,2) von 2 in X eine
verallgemeinerte zuféllige Grosse ist.

Wenn z. B. 2 den Raum der fiir 0 < ¢ < 1, 0 < s < 1 definierten stetigen
Funktionen w, R den Raum der reellen Zahlen mit der Metrik p(z, y) = |v — ],
X =Y = C den Raum aller reeller im abgeschlossenen Interval {0, 1) stetigen
Funktionen mit der Metrik o(z, y) = max |x(t) — y(t)] und & die durch das

System {{o: w(t,s) < r}: 0 <1, 0 < s < 1, r € R} erzeugte g-Algebra be-

deuten, so ist die Transformation y(f) = f w(t, s) z(s) ds eine zufillige Trans-
formation.

Definiert man fiir ]edes G ¢ @ die Abbildung f, von X in R als f,(x) =
= p(z, ¢) = min g(z, 2), so gilt folgendes

Ze@

Kriterium. Es sei (2, @) ein Ereignisraum und X ein metrischer Raum. Die
Abbildung g von Q in X ist dann und nur dann eine verallgemeinerte zufdillige
Grosse, wenn fir jedes G e & die Abbildung f,(g) von Q in R eine gewdhnliche
zufdllige Grosse ist.

Beweis. Aus der Stetigkeit der Abbildung f, von X in R folgt sofort, dass
fiir eine beliebige verallgemeinerte zuféllige Grosse g die Abbildung f.(g) fiir
jedes G ¢ & eine gewdhnliche zuféllige Grosse ist. Wenn jetzt

o : ffgw) <r}:Ge@,reR}c G,
so folgt die umgekehrte Behauptung aus der Identitit
{{o:g(w)eG}: G e} = {{o:flgw) = 0}:Ge6}.
Fiir unsere weitere Betrachtungen ist folgender Satz niitzlich:

Satz 1. Es sei (2, ©) ein Ereignisraum, X ein metrischer Raum und gy, g, - .-
eine Folge von verallgemeinerten zufilligen Gréssen, die fir jedes w e 2 gegen
g(w) € X konvergiert.

Dann ist die Abbildung g von 2 in X eine verallgemeinerte zufillige Grosse.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus unserem Kriterium und aus der Giiltig-
keit dieses Satzes fiir X = R.

Wir wollen sagen, dass die zufillige Transformation 7' von 2 x X in X
reduzierend ist, falls fiir jedes w € 2 T'(w, .) eine reduzierende Transformation
ist. Wenn der ,,reduzierende Koeffizient‘‘ unabhéingig von w ist, so werden wir
von einer gleichmiissig reduzierenden zufélligen Transformation sprechen.

Durch Spezialisierung des Raumes X und des Typus der reduzierenden
zufélligen Transformation 7' kann man verschiedene zufillige Gleichungen lésen.
Im Falle X = R und X = C untersuchte zufillige Gleichungen A. SPACEK in
[1], der auch in unserer Formulierung folgendermassen lautenden Satz bewiesen
hat:



Es sei (2, &) ein Ereignisraum, X ein vollstindiger metrischer Raum und T
eine gleichmdssig reduzierende zufillige Transformation von 2 x X in X,
sodass folgende Bedingungen erfillt sind:

(A) in Q existiert eine Metrik 8, sodass 2 in Bezug auf diese Metrik separabel
1st;

(B) & enthdlt alle sphirische Umgebungen in 0;

(C) fir jedes feste x € X ist die Abbildung T'(., x) von 2 in X stetig.

Dann ist die Abbildung @, die jedem w e 2 den Fixpunkt der Transformation
T(w, .) zuordnet, eine verallgemeinerte zufdllige Grosse.

Ein ahnliches fiir Anwendungen niitzliches Resultat in dieser Richtung ist
der

Satz 2. Es sei (2, &) ein Ereignisraum, X ein vollstindiger separabler me-
trischer Rawm und T' eine reduzierende zufillige Transformation von 2 x X in X.

Dann existiert genaw eine verallgemeinerte zufillige Grésse @, die jedem o € 2
den Fixpunkt der Transformation T(w, .) zuordnes.

Beweis. Es sei {x,, @,, ...} eine abzidhlbare dichte Menge in X und

/—’l] ! IA ) — 1.2
441'n =yx: (_)(.’I), xi) ,7I - j9| n =L &

n

Fir x € A;, setzen wir T,(., x) = T(., x;), sodass
{(w,2) : T (w,x) e B} = U {w:T(w,x;)e B} X A
i1

und so nach Satz 1 {{(w, z) : T(w,z) e B} : Be B} c & X B wobei & x B die
durch das System {£ X B: E e 3, B e B} erzeugte g-Algebra bedeutet. Deswe-
gen ist fiir jede verallgemeinerte zuféllige Grosse g auch die Abbildung % von
Qin X, die fiir jedes o e 2 durch h(w) = T(w, g(w)) definiert ist, eine verallge-
meinerte zufillige Grosse. Es sei g, eine beliebige verallgemeinerte zuféllige
Grosse und setzen wir fiir jedes w e 2: g, 4(0) = T(w, g (w)), n=1,2, ...
Dann ist gy, ¢, ... eine Folge von verallgemeinerten zufélligen Grossen, die
fiir jedes w € 2 nach dem klassischen Prinzip der reduzierenden Transforma-
tionen gegen einen einzigen Fixpunkt @(w) der Transformation T'(w, .) kon-
vergiert. Da nach Satz 1 ist die Abbildung @ von 2 in X eine verallgemeinerte
zufallige Grosse, w. z. b. w.

Aus dem vorhergehenden Beweis folgt sofort, dass der Satz 2 folgendermassen
erginzt werden kann:

Satz 3. Es sei (2, ©) ein Ereignisraum, X ein vollstindiger separabler metri-
scher Raum und T eine reduzierende zufillige Transformation von Q X X in X.
Es sei g, eine beliebige verallgemeinerte zufillige Grosse und man setze fir
jedes w € £2 und fir n = 1,2, ...: gy (o) = T(ow, g.(w)).
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Dann ist gy, ¢y, -.. eine Folge von verallgemeinerten zufilligen Grossen, die
gegen die verallgemeinerte zufillige Fixpunkigrosse @ der zufilligen Transfor-
mation T konvergiert.

Es sei noch bemerkt, dass zum Beweis der beiden letzten Siatze weder die
Bedingungen (A) bis (C) noch die Gleichméssigkeit der Reduktion der zufélligen
Transformation 7' gebraucht wurde. Dagegen wird die Separabilitit des Rau-
mes X hinzugenommen, was aber vom Gesichtspunkt der Anwendungen auf
zufillige Gleichungen keine wesentliche Beschrinkung bedeutet.

Jetzt konnen wir schon folgenden Satz formulieren:

Satz 4. Es sei Q der Raum der fiir 0 < ¢ < 1,0 < s < 1 definierten, stetigen
und durch die Konstante o > 0 beschrinkten Funktionen o, xz, e X = C,
H{o:olt,s) <r:0<t<1,0<s<1,reR}c S und || <1/x.

Dann ist die Abbildung D, die jedem w e Q die Lésung der zufilligen Fred-
holmschen Integralgleichung

2(t) = xo(t) + ﬂflw(t, s) x(s) ds

zuordnel, eine verallgemeinerte zufillige Grésse, die durch sukzessive Approxima-
ttonen erreicht werden kann.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus dem Beispiel der zufélligen Transforma-
tion und aus unseren allgemeinen Séitzen.

Man sieht leicht ein, dass die vorhergehenden Betrachtungen anstatt sicher
auch mit Wahrscheinlichkeit 1 durchgefithrt werden kénnen.
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Peswowme

CHATBHIE CJIVUANHBIE OTOBPAKEHU I

OTTO XAHUI (Otto Hans), Ilpara.
(ITocrymuio B pegakmuio 14/IT 1956 r.)

Tax Kak UPUHINI CHKATHIX O0TOOPAKEHHMI MI'PaeT BaKHYIO POJIb B BOIPOCAX
CYIIECTBOBAHHA W eIWHCTBEHHOCTH peINeHHil pPa3HBIX THIOB YpPaBHEHMI, TO
BepPOATHOCTHOE 0000IeHre 3TOr0 NMPUHIANA MMeeT 3HAaYeHHe He TOJIBKO JIA
BOIIPOCOB CYIIECTBOBAHMA ¥ eIMHCTBEHHOCTH, HO JajKe /IS BOIPOCOB H3MepPH-
MOCTH peIIeHWil ciIyJyailHbIX ypaBHeHuUll. B crarbe ompemeneHs moHsATHA 0600-

&
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I[EHHOM CAYyYalHOM BeJMYMHBI, CIYYAaWHOTO OTOOPAKEHUS M CHKATOrO Cirydaii-
HOTO OoTOGpaskeHus. [lajlee MOKasaHBI CIIELYIONIME TCOPEMBI.

Teopema 1. Ilycms (2, &) — npocmpancmeso coboumuii, X — mempuueckoe
RPOCMPAHCIBO U (q, §sy ... — NOCALO0BAMEALHOCNG 0000UEHHBIL CAYUATHBLL
BEAUNUH,, CTOOIUMAACS 045 6CK020 w € 2 K mouke g(w) € X.

To2da omobpaxcernue g npocmparcmea 2 6 npocmpancmseo X asigemcs
0606WerH Ol CAYLATHOU 6eAUNUHOTL.

Teopema 2. Ilycmov (2, &) — npocmpancmeo cobvunuit, X — noawoe ce-
napabeavroe mempuueckoe npocmparwcmeo u T — cocamoe cayuaiinoe omobpa-
orcenuie npocmpancmea 2 X X 6 npocmpancmeo X.

Tozda cywecmsyem mouno o0na 0606wernas cayuainas seaununa O, komopas
écaAKOMY © € §2 cmasum e coomeemcmeue HENOOGUNCHYIO MOUKY 0mobparicens
T (o, .).
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