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YexocnoBanknii MaTeMaTHIeCKNii :KypHaAI, T. 7 (82) 1957, IIpara

EINE BEMERKUNG ZUM STAUDTSCHEN SATZ IN
DER MOUFANG-EBENE

VACLAV HAVEL, Praha.
(Eingelangt 28. XI. 1956.)

Die Bemerkung enthélt die Korrektur eines Fehlers im Artikel
des Verfassers ,,On the theorem of Staudt in Moufang plane‘‘. Das
Ziel der Bemerkung ist es, zu zeigen, dass das Hauptresultat des
erwihnten Artikels im wesentlichen richtig bleibt.

L. A. SkornJAKOV!) hat in der Arbeit [2] des Verfassers einen Fehler ent-
deckt, indem er eine Cayley-Dickson-Algebra zur Konstruktion eines solchen
Jordan-Homomorphismus gebraucht hat, der das Produkt weder direkt
noch indirekt reproduziert. Es wird aber gezeigt werden, dass das Haupt-
resultat der Arbeit [2] durch diesen Fehler im wesentlichen nicht beeintrichtigt
wird.

Behauptung 1. Es sei o eine Abbildung des Alternativringes A in den Alter-
nativring B, die folgende Identititen erfallt:

@+yr=2+y, (1)
(@%)7 = (a7)* . (2)
Dann gilt auch die Identitit
(xy + yx)o = xoy” + yoxo . (3)
Beweis. Aus der Gleichung zy 4 yx = (x + y)*? — 2* — y* ergibt sich
wegen (1) und (2): (vy + yx)” = (@7 + y°)* — (@7)* — (y7)* = 27y + y°a°.
Behauptung 2. Es sei o etne Abbildung des Alternativringes A tn den Alter-

" nativring B der Charakteristik + 2, die die Identititen (1) und (3) erfillt. Dann
qilt die Identitit (2) und weiter auch die Identitit

(wyzx)” = 27yo2 . (4)

Beweis. Setzt man in (1) z = y = ¢* ein, dann ergibt sich (20v2)7 = 2(v?)".
Setzt man weiter in (3) * =y = v ein, so bekommt man (2v?)7 = 2(v7)2.

1) PedeparuBHHii xyprax 1956, Nr. 9, 6833, S. 100.
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Wegen der Charakteristik + 2 ist also (v2)7 = (v)2. Damit ist die Identitit
(2) bewiesen.

Weiter wendet man die Gleichung 2(zyz) = ((xy + yx) v + z(xy + yz)) —
— (xy? + y2?) an. Mit Hilfe von (1), (2) und (3) folgt aus dieser Gleichung:
2(xyx) = (2(zyx)) = (vy + yx)’ @7 + 27 (xy + yx) — @)y — yr(a*)” =
— (xa'ya' -+ y(fma') x xrr(z7y7 + yyxv) — (xu')Z Yo — y:r(xv)Z — Q(xuyrrx(r). Wegen
der Charakteristik + 2 ist also (zyx)” = z7y72”, was zu beweisen war.

Aus den Behauptungen 1 und 2 ergibt sich die Richtigkeit des Satzes 3 [2]
fiir Alternativringe.

Damit man den Beweis des Satzes 1 [3] auch auf die Alternativringe iiber-
tragen kann, ist die Identitit ((ab)c + c(ba))” = (abo) ¢m + c¢(b7a”) notig,
und nicht die Identititen (a(bc) + c(ba))” = as(boco) + co(b7a”), ((ab)c +
+ (cb) @)7 = (a"b7) ¢ + (c7b°) a, wie filschlicherweise in [2] nach der Formu-
lation des Satzes 1 behauptet wird. Nach L. A. Skornjakov existiert namlich
eine solche Abbildung ¢ eines Alternativkorpers A auf sich, die zwar die Identi-
téten (1) und (3), aber weder die Gleichung (xy)” = a7y”, noch die Gleichung
(xy)” = yox” identisch erfiillt. In diesem Falle ist die Gleichung ((ab) ¢ + ¢(ba)) =
= (ab”) ¢ + ¢7(b’a’) in A nicht identisch erfillt.

Jetzt soll das Hauptresultat des Artikels [2] in einer berichtigten Ge-
stalt formuliert und bewiesen werden.

Behauptung 3. Wenn die Punktabbildung o der in einer Moufang-Ebene mit
Charakteristik == 2 liegenden Geraden (y = 0) auf sich harmonische Punkt-
quadrupel reproduziert und die Punkte (0,0), (1,0) und den uneigentlichen
Punkt X nicht dndert, dann erfillt o die Gleichungen (1), (2), (3) und (4), die
identisch vm Koordinatenalternativkorper gelten.?)

Beweis. a) Setzt man voraus, dass die Punkte (a, 0), (b, 0), (c, 0), (0, 0)
ein harmonisches Quadrupel bilden, wobei @ + b #+ 0. Dann gilt die Glei-
chung — (@ —¢)"'a = (b — ¢)~1b3) und aus dieser Gleichung gewinnt man
nach einer kurzen Berechnung ¢ = 2(a(a + b)~1b). Es ist auch ¢ = 2(a" .
. (= 4 b7)~1b7), da auch die Punkte (as, 0), (b°, 0), (¢, 0), (0, 0) ein harmo-
nisches Quadrupel bilden. Fiir die Elemente @ und b, die von 0 verschieden
sind und die Bedingung @ + b + 0 erfiillen, gilt also die Gleichung

(2(aa + b)1 b))y = 2(av(ar + bo)"1b7) . (5)

b) Setzt man weiter voraus, dass die Punkte (a, 0), (b, 0), (c, 0), X, ein
harmonisches Quadrupel bilden, so ist ¢ = la 4 1b*). Es gilt aber auch

2) Der Begriff der Moufang-Ebene ist in [4], S. 186 eingefiihrt.

3) Siehe [1] Formel (3) und die daraus folgende Gleichung — (@ — ¢)™! (@ — d) =
= (b —e¢)"1 (b — d).
4) [1] Lehrsatz 5.
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¢ = }as + 1bo, weil die Punkte (a, 0), (b7, 0), (¢”, 0), X auch ein harmoni-
sches Quadrupel bilden. Es gilt also die Identitét
(da + 3017 = da7 + 30 (©)

(Die Richtigkeit fiir @ = 0 oder b = 0 ist klar. Voraussetzungsgemiss ist
namlich 0r = 0.)

¢) Die Quadrupel (d,0),X_, (2d,0), (0,0), bzw. (d, 0), X, ((2d°),0),
(0, 0) sind offenbar harmonisch. Also (2d)” = 2d” und aus (6) ergibt sich sofort
die Identitit (e + b)* = a® + b, also die Identitiat (1).

d) Setzt man in (1) x = 2a, y = — 2a? ein, so erhilt man
(20 — 2a2)” = 2a° — 2(a?)" . (7)
Setzt man weiterin (5) @ + 0;b = 1 — a,soist aucha + b + 0, und also
(2a(1 — a))r = 2a°(1 — a7) . (8)

Die Richtigkeit der Gleichungen (02)r = (07)2, (12)7 = (17) folgt augenblicklich
aus 00 = 0, 1o = 1. Aus (7), (8) und aus (02)e = (0°)2, (12)* = (19) gewinnt
man die Identitit (a?)e = (a)?, also die Identitit (2). Der Rest des Beweises
folgt nun aus den Behauptungen 1 und 2.

Behauptung 4. Die Abbildung o des Alternativkérpers A der Charakteristik
* 2 auf sich, die die Identititen (1), (2), (3), (4) erfullt, reproduziert alle harmo-
nischen Quadrupel auf der Geraden (y = 0) der zugeordneten Moufang-Ebene.

Beweis. Aus (2) gewinnt man 07 = (07)2, 1° = (19)2, indem man x = 0,
bzw. x = 1 einsetzt. Aus (1) folgt firx =y = 0: 0> = 2.0 und 0 = 0. Aus
der Gleichung 1o = (19)2 folgt entweder 1 = 0 oder 1o = 1. Weil ¢ umkehr-
bar ist, so ist 1o = 1. Setzt man nun in (4) # + 0, y = 2~ ein, so erhélt man
x° = z°(x~1)7 z7; aus dieser Gleichung folgt weiter 1 = (z=1)7 2~
und (o)t = (z"Y) fir « +0. (9)
Mit Hilfe von (1) und (9) lésst sich jetzt leicht die Reproduzierung der Glei-
chungen 2¢ = a + b, bzw. 2(a — b)"! = (@ — ¢)™* + (@ — d)~* beweisen, die
fiir die Quadrupel (e, 0), (b, 0), (¢, 0), X, bzw. (a, 0), (b, 0), (c, 0), (d, 0) die
harmonische Relation ausdriicken.5)

Das Resultat aus [2], S. 88-9, lautet nun:

Jede umkehrbare, harmonische Quadrupel reproduzierende Abbildung zwischen
zwei Geraden p, p’ einer Moufang-Ebene der Charakteristik == 2 ist das Pro-
dukt einer Projektivitit zwischen p, p" und einer Abbildung o der Geraden p' auf
sich, wobei o die Identititen (1), (2), (3), (4) mit x, y aus dem Koordinatenalter-
nativkorper erfillt.®)

5) Lehrsatz 5 und Formel (4) in [1].

¢) Der Beweis folgt aus [4], Satz 6, S. 9, und aus der Behauptung 3, indem man die
2z-Achse in p’wihlt.
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Peswome
3AMETKA K TEOPEME HTAVYIATA B IIJIOCKOCTH MY®DAHT

BAIJTAB T'ABEJI (Véclav Havel), Ipara.
(ITocrymano B pegaruuio 28/X1 1956 r.)

CopiepsxaHneM 3aMeTKU SBJIACTCS HcHpaBiIeHue omuOKy B crarhe aBropa [2],
Ha koropyio obparua Bunmanne JI. A. Ckopusakos. JlokasaHa cIpaBeInBOCTh
CIeyIoNero yTBepIKieH ns:

ITycmov 0 — moueunoe omobpascenue arbmepHaMUGHOl npamoil p (raparme-
pucmuru + 2) na cebs, cOTpansowuece 2apMOHUNECKUe Yemeepku MOUCk U He
mensgiowjee ryaeeyio, edunuunylo u Hecobcmeenmyo mouku npamoii p. To20a
omobpaycerue G yJdosaemeopaem YpasHeHUIM

(x +y)7 =7 +yo, (287 = (27)?,
(xy +yx)r =a7y” +yoar, (vyx)” = x7yoa”

Moacdecmeerio OMHOCUMENbHO X, Yy us noopaunamnoeo anbmepHaAmuer 0o meaa.
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