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Yexocaopanknii MaTeMaTHiecknii kypraa, T. 7 (82) 1957, Mpara

UBER QUALITATIVE WINKELEIGENSCHAFTEN DER
SIMPLEXE

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Eingelangt am 11. August 1956.)

Einige qualitative Winkeleigenschaften der n-Simplexe im eukli-
dischen Raum sind mit Hilfe der Graphentheorie elementargeo-
metrisch untersucht. Auch rechtwinklige n-Simplexe sind behandelt
und ihre charakteristischen Eigenschaften gefunden.

Einfiihrung. In der Elementargeometrie werden am meisten quantitative
Eigenschaften untersucht. Wir wollen zeigen, dass auch qualitative Unter-
suchungen von Interesse sind und zu Ergebnissen fiithren konnen.

Wir definieren, dass zwei Winkel (deren Grosse kleiner als 7 ist) dieselbe
Qualitat haben, falls sie gleichzeitig spitz, recht oder stumpf sind. Zwei ge-
ordnete (d. h. mit gewisser Anordnung der Eckpunkte oder der (n — 1)-
dimensionalen Seiten beschaffene) =»-Simplexe im euklidischen Raum £#,
(n = 2) nennen wir fiir einen Augenblick qualitativ winkeltreu, falls die inne-
ren Winkel der in der gegebenen Anordnung sich entsprechenden (n — 1)-
dimensionalen Seiten von ihnen dieselbe Qualitit besitzen.

Wenn man den (n — 1)-dimensionalen Seiten (im folgenden kurz Seiten)
eines n-Simplex X Knotenpunkte eines vollstindigen Graphen') G, (n 4+ 1)-
ten Grades zuordnet, so kann man die Kanten von @, in Kanten von drei
Graphen G, Gy, G_ auf folgende Weise zerlegen:

Eine Kante k von @, ist in G, G, oder G_, je nachdem der innere Winkel
derjenigen Seiten von X, die den mit k inzidenten Knotenpunkten entsprechen,
spitz, recht oder stumpf ist. Es ist klar, dass diese Zerlegung von @, fiir einander
qualitativ winkeltreue n-Simplexe dieselbe ist und umgekehrt die Klasse sol-
cher n-Simplexe bestimmt.

In [1] wurde (Satz 11) bewiesen, dass fiir jedes n-Simplex der Graph G . zu-
sammenhéngend (und ohne isolierte Knotenpunkte) ist und umgekehrt, zu

1) Im folgenden werden wir den Begriff des Graphen so fassen, dass er ohne Schleifen
und Zweiecke ist, dagegen isolierte Knotenpunkte besitzen darf. So haben die Graphen
G, Gy und G_ dieselben n + 1 Knotenpunkte. Sonst werden wir uns der Terminologie
von KonNiG [2] beihalten.
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jeder Zerlegung G-, G, und G'_ von @, fiir welche /. zusammenhéingend ist,
gibt es ein n-Simplex, dem solche Zerlegung entspricht.

Nach einem bekannten Satz (s. [2], S. 57) besitzt jeder zusammenhéingende
Graph ein zusammenhéngendes Geriist, d. i. einen Baum als Teilgraphen,
der dieselben Knotenpunkte wie der urspriingliche Graph hat. Hieraus folgt,
da jeder Baum mit » + 1 Knotenpunkten genau n Kanten besitzt, dass die
Anzahl von Kanten in ¢/, mindestens » ist, also:

Jedes m-Simplex besitzt mindestens n spitze innere Winkel. Nach dem
obenerwihnten Satz gibt es n-Simplexe, die genau » innere Winkel spitz und
alle andere recht haben. Solche n-Simplexe wurden in [1] rechtwinklig genannt.
Der Graph (/. eines rechtwinkligen n-Simplex ist somit ein Baum, G_ = 0
(ist ohne Kanten). Es gibt also ebensoviele Typen von rechtwinkligen #-Sim-
plexen wie verschiedener Baume mit » 4+ 1 Knotenpunkten.

Ein n-Simplex ist nichtstumpfwinklig, falls G_ = ¢ ist, und spitzwinklig,
falls G_ = G, = 0 ist.

Da durch zwei der Graphen @ ., ¢, und G_ der dritte schon bestimmt ist,
werden wir im folgenden nur die Graphen (. und _ behalten. Dagegen werden
wir oft mit den beiden Graphen . und (7_ zusammen arbeiten und sie als
einen einzigen Graphen @ betrachten, dessen Kanten mit den Vorzeichen
-+ (positive Kanten) und — (negative Kanten) versehen sind. Auch werden
wir meistens die Knotenpunkte von G mit den Seiten des n-Simplex identi-
fizieren.

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, die qualitativen Verhéltnisse der
inneren Winkel eines n-Simplex ndher zu untersuchen. Es zeigt sich, dass in
gewissen Féallen aus der Qualitit der inneren Winkel von (n — 1)-dimensiona-
len Seiten auf die Qualitit der Winkel von anderen Seiten geschlossen werden
~ kann (Satz 1). Aus diesem allgemeinen Satz folgen durch Spezialisation die
Sétze 2—7. Im zweiten Absatz sind einige Sétze iiber rechtwinklige n-Simplexe
bewiesen. Der Satz 8 spricht iiber Einbettung eines rechtwinkligen »-Simplex
in ein n-dimensionales orthogonales Parallelotop, der Satz 10 zeigt, dass die
baryzentrischen Koordinaten des Mittelpunktes der umgeschriebenen Hyper-
kugel eines rechtwinkligen #-Simplex nur von der Struktur des Graphen ¢ ab-
héngig sind. '

Sind H,, H, zwei Halbriaume derselben Dimension % in einem k-dimensiona-
len Unterraum von E,, 2 < k < n, deren Grenzen (k — 1)-dimensionale lineare
Raume mit (kK — 2)-dimensionalem Durchschnitt sind, so werden wir mit
¢(H,, H,) den Winkel dieser Halbraume bezeichnen.
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Lemma 1. Es seien drei linear unabhingige Hyperebenen x, p.y in K, (n = 3)
mit nichtleerem Duwrchschnitt gegeben. Sind ~x -, p -,y Halbrdwme mit den Gren-
zen «, 3, y, so qilt die Formel

cos g(xT, ) 4+ cos ¢(xF, yT) cos g(pt, yT)

sing(7, 7)) sing(f7, v7) )

cos g(r" 0y, T oy) =
Beweis. Aus der linearen Unabhéngigkeit von v, f8, y folgt, dass der (nicht-
leere) Durchschnitt 6 = x n f n y die Dimension n — 3 hat. Ist n > 3, so
sei R ein dreidimensionaler Unterraum von £,, der orthogonal zu ¢ ist; fiir
n = 3 sei R = K,. Dann gilt nach dem Kosinussatz der sphérischen Trigono-
metrie in unserer Bezeichnung

cosp(x n R, p- 0o R)y= —cosg(x n R,y nR)cosof nRB,y nR)+
+sing(x n R,y nR)sing(f n R,y nR)cosgp(x nynR,pTnvnR). (2)

Da wegen der Orthogonalitit von R und «, f,y (fir n > 3) ¢(x 0y n R,
fnyaoR) =gk oy, 0y),elxa nR, 70 R)=qg(x ,p ) usw.gilt,
folgt aus (2) die Formel (1) und das Lemma ist bewiesen.

Fur die Hyperebenen (und Halbriaume) «, f,» kann man wie frither den
Graphen ¢ = (. u G'_ mit drei Knotenpunkten «, 5, y bilden. Dann gilt das
folgende Lemma:

Lemma 2. Die Qualitit des Winkels p(x+ 0y, f+ n ) wst durch die Qualitit
der Winkel p(x*, ), p(x*t, y+), (B, y" ) eindeutig bestimmt, sobald jeder Weg?)
m G aus x nach  die mod 2 gleiche Anzahl von Kanten aus G_ enthdlt. Dieser
Winkel st dann recht, falls es keinen Weg aus x nach p in G gibt, spitz, falls es
maindestens einen solchen Weg gibt und die obengenannte Anzahl = 0 mod 2 ist,
und stumpf, falls diese Anzahl = 1 mod 2 ust.

Anmerkung. Die Bedingung im Lemma 2 ist also dann und nur dann er-
fullt, falls es keinen Zyklus (Kreislinie) afyx in G mit ungerader Anzahl von
Kanten aus G'_ gibt.

Beweis. Es gibt hochstens zwei Wege «f und ayf von « nach §in G. Aus
der Analysis des Zahlers in der rechten Seite von (1) (der Nenner ist stets
positiv) geht die Richtigkeit einzelner Fille im Lemma hervor.

Bevor wir jetzt den Hauptsatz dieses Absatzes aussprechen, fithren wir
zwei Bezeichnungen ein:

Ist G ein Graph, M eine Untermenge der Knotenpunktmenge von @, so
bezeichnen wir mit G/(M) den maximalen Teilgraphen von @, dessen Knoten-
punktmenge M ist.

2) Wir geben hier die Definition des Weges im Graphen wieder: Es ist eine Folge von
einander verschiedenen Knotenpunkten p, ¢, 7, ..., v, von denen je zwel aufeinander-
folgende durch eine Kante des Graphen verbunden sind. Diesen Weg bezeichnen wir

pgr ... v.
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Ist ein n-Simplex mit Eckpunkten 4,, 4,, ..., 4,.,; und Seiten «;, x,, ...,

.oy Op+q1 [o; gegeniiber 4] gegeben, so sei «; derjenige Halbraum mit der
Grenze «; bezeichnet, der den KEckpunkt A, enthilt. Der Winkel ¢(x;, ;)
(fiir ¢ = j) ist somit der innere Winkel der Selten a; und o; im Simplex.

Satz 1. Ein n-Simplex X mit dem Graphen G = G. v G_ habe due folgende
Eigenschaft: Fir zwet Seiten «q, xy [y *+ «,5] und eine Menge S wvon Seiten,
oynon € S, a,non €S, hat jeder Weg von o« nach «, tn G(S U x; U «,) die
mod 2 gleiche Anzahl von Kanten aus G_. Ist dann L der Durchschnitt von
Seiten (Hyperebenen) aus S, so ist die Qualitit des Winkels @(a; 0 L, xg 0 L),
der in L durch «, und x, ausgeschnitten wird, vollkommen bestimmt, und zwar:

o(af 0 L, 0 L) = La, falls es keinen solchen Weg gibt,

p(oy n L,y 0 L) < L, falls es mindestens einen solchen Weg ¢ibt, wobes
dve obengenannte Anzahl = 0 mod 2 ist,

o(xy 0 L,xy 0 L) > in, falls die obengenannte Anzahl = 1 mod 2 ust.

Beweis. Wir werden den Beweis durch Induktion nach der Anzahl s von
Seiten in S fithren. Ist s = 0, also S leer, ist der Satz nach der Definition von
G und G_ fiir jedes Simplex richtig. Es sei also fiir das n-Simplex X' s > 0
und setzen wir die Richtigkeit des Satzes fiir kleinere nichtnegative ganze s und
fiir simtliche Simplexe voraus.

Wihlen wir eine Seite ~ aus S folgendermassen aus: Gibt es in S irgendeine
Seite mit der Eigenschaft, dass sie in keinem Wege aus «; nach «,in G(S v «; U
U a,) liegt, so hat auch « diese Eigenschaft (Fall (A)). Gibt es in § keine der-
artige Seite, so sei « eine beliebige Seite aus S (Fall (B)).

Es sei ]etzt XY das (n — 1)-Simplex in &, das ein Untersimplex von X ist,
Ny =& 0 &, Xy = &y 0 x, S die Menge aller (n — 2)-dimensionalen Seiten von
Y, die als Durchschnitt von je einer Hyperebene aus S mit « entstehen, G =
= G, u G_ der Graph von X. Wir werden in einigen Schritten beweisen, dass
&;, &, und S in @ auch die Eigenschaft des Satzes besitzen, wobei die zuge-
hérige Anzahl mod 2 dieselbe ist wie diejenige fiir a;, «, und 8. Da 8 nur s — 1
Elemente hat, ist die Qualitit des Winkels ¢(x; n L, &, n L), wo L der
Durchschnitt von Seiten aus S ist, wie im Satz bestimmt. Doch wegen a; n
NnL=o; nLund oy n L =x, nL gilt

o> nL,xs n L)y =g 0 L,ag n L),
sodass der Satz nach der Beseitigung der Liicke vollkommen bewiesen sein
wird.

Fiihren wir also den versprochenen Beweis durch:

(1,1) Gibt es einen Weg W=0un;...00 in G(S U x; U y), S0 gitbt es auch
einen Weg W =, ...x, in G(S u o, U &,), sogar mit der Eigenschaft, dass
W die mod 2 gleiche Anzahl von negativen Kanten besitzt wie W.
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Beweis. Es sei W = a;x; ...05n;, | mit 4, =1, i,.1 = 2. Bezeichnen
wir der Kiirze halber «,, = &,, 0 « fiir «,, + «.

Im Falle (A) ist « in W nicht enthalten. Wir werden zeigen, dass W =
= &; % ... &g, die gesuchte Eigenschaft besitzt. Es gibt namlich hochstens
einen Knotenpunkt «; (r =0, 1, ..., k + 1), fiir welchen ax,; Kante aus G ist.
Wenn wir wie im Lemma 2 den Graphen von je drei Hyperebenen «;, «;
und « untersuchen, bekommen wir, dass simtliche Kanten Xi’_oﬁcii‘ ,in Q(S v
U &; U &,) existieren, sogar mit demselben Vorzeichen wie o« .

Um im Falle (B) die Behauptung (1,1) zu beweisen, werden wir zuerst
zwei andere Hilfsbehauptungen brauchen:

(1,2) Im Falle (B) st jede Kante von G(S U x; U «,) in irgendeinem Weg
von «, nach xyin G(S U x; U «,) enthalten.

Beweis. Es sei 5,4, eine Kante in G(S U «; U «,) und setzer wir voraus,
dass sie in keinem Wege «; ... x, von G(S U n; U «,) enthalten ist. Nach (B)
gibt es Wege W, = o, ..., ...x, bzw. W, = ;.. B,...x, diese Wege
enthalten 8, bzw. §; nicht (sonst gibe es einen Weg «, ... «, durch f,f,). Es
sei y der erste Knotenpunkt nach g, in W,, der aus W, ist (es gibt einen sol-
chen wegen o, € Wy, x, € Wy). Dann ist oy ... f18y ... 7 ... &y, Wobei &4 ... f; aus
Wi, Bs...y aus Wyund y ... x, aus W, genommen ist, ein Weg «, ... &, durch
p1B,- Dieser Widerspruch vollendet den Beweis.

(1,3) Im Falle (B) besitzt jede Kreislinie?) von G(S u &, U ,) eine gerade
Anzahl von Kanten aus G_.

Beweis. Ist K eine Kreislinie von G(S U &, U «,), k eine Kante in K, so
sei nach (1,2) W =&, ... a, €in Wegin G(S U &, U «,), der k enthilt. Es sei
B bzw. B, der erste bzw. letzte Knotenpunkt in W, der in K liegt; also f; # f,.
Dann gibt es zwei Wege a; ..., ... B ... &,, je nachdem als , ... j, der eine
oder andere Bogen von K genommen wird. Da nach der Voraussetzung des
Satzes beide diese Wege die mod 2 gleiche Anzahl von Kanten aus G'_ ent-
halten, ist die Anzahl von Kanten aus G_ in K gerade, w. z. b. w.

Kehren wir jetzt zum Beweis von (1,1) zuriick. Ist « in W nicht enthalten,
so folgt aus Lemma 2 [angewandt auf Hyperebenen «;, x; ,, x] wegen (1,3),
dass fiir » = 0, ..., k, auch x,x, Kante von G(S U a; U &,) ist, wobei ihr
Vorzeichen dasselbe ist wie das von «;x; . Also W =, ..., | ist ein
Wegin G(S U &; U «,) mit den Eigenschaften von (1,1). Ist « in W enthalten,
o =0, (0 £1 # k + 1), so folgt wie vorher aus Lemma 2, dass fiir [ — 1 +
+r+lLr=0,...,k xnx; eGS0 Uxy) mit demselben Vorzeichen wie

oo, ist. Aus ax, | €@, ax, | e G folgt nach Lemma 2 wegen (1,3), dass

3) Die Kreislinie eines Graphen ¢ ist eine zyklisch geordnete Menge von (mindestens
drei) einander verschiedenen Knotenpunkten, wobei jede zwei aufeinanderfolgende durch
eine Kante aus G' verbunden sind.
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&4 %, € G ist. Dabei hat diese Kante das negative Vorzeichen, falls genau
eine der Kanten xx; , ax;  in G negativ ist, sonst ist sie positiv. Hieraus folgt,
dass der Weg W =« ...R,[ XNy oee g, die in (1,1) geforderten Rigen-
schaften besitzt. Damit ist (1,1) vollqtandlg bewiesen.

(1,4) Ist W = n,...5, ein Weg in G(S U &; U «,), so gibl es einen Weg
W =onay...0o tn QS U &, U x,), der die mod 2 gleiche Anzahl von negativen

Kanten besitzt wie W.

Beweis. s sei W oo ...0;  mit §, =1, j,.; = 2. Im Falle (A)
setzen wir voraus, dass o; x; ..., , kein Weg in ¢ ist. Es sei dann p bzw.
q das kleinste bzw. grosste Index aus » = 0, ..., [, fiir welches o;x;  none

gilt (es kann auch p = ¢ sein). Nach Lemma 2 ist dann «; x € ¢, xx; | €@,
Lo - ein Weg in (S U oy U «,) durch o ist, gegen die
Voraussetzung iiber x. Also W == x; n; ... «;,  ist ein Weg in (7, wobei nach
Lemma 2 (da wieder hochstens eine Kante aw; e ( ist) jede Kante aus W das-
selbe Vorzeichen besitzt wie die entsprechende Kante in W.

Im Falle (B) sei x,, ay,, ..., 3y, die Folge von denjenigen Knotenpunkten
aus W, die die folgende Eigenschaft besitzen: genau fiir eine der Kanten von
W, die mit diesem Knotenpunit in W inzident sind, existiert die entsprechende
Kante in G nicht. Nach Lemma 2 sind also sémtliche any, (j=1,...,d)
Kanten in G(S v a; U ). Es gilt jetzt: Die Kanten any, und ooy, | (7 = l

L d— l) haben dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzelchen na.ehdem
'z'wwchen o, und oy, | in W eine gerade oder ungerade Anzahl von Kanten
aus (_ ist. Im Abschnitt &, 0k, -+, von W sind namlich entweder fiir alle
Kanten die entsprechenden Kanten in ¢, oder fiir gar keine. Im ersten

sodass oy ... a5 o

Falle hat jede Kante von Ky woe Oy, dasselbe Vorzeichen wie die entspre-
chende in W, sodass unsere Behauptung aus (1,3) (angewandt auf die Kreis-
linie XX, v O «) folgt. Im zweiten Falle sind simtliche Knotenpunkte-
in @, die den Knotenpunkten aus ka ...K,cw entsprechen, mit « verbunden,
sodass nach Lemma 2 solche zwei aufeinanderfolgende Kanten oax; und
an;  dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen haben, nachdem die
entsplechende Kante x;x,  in W positiv oder negativ ist. Hieraus folgt
unmittelbar, dass auch aak}, und ang, , dasselbe oder das entgegengesetzte
Vorzeichen haben, je nachdem es zwischen Ei,cj und ’&kﬂ ,in W eine gerade oder-
ungeradeé Anzahl von negativen Kanten gibt. Aus diesem Grunde ist in W die
mod 2 gleiche Anzahl von negativen Kanten wie im Wege o ... o xoxy, - %y
in (S v n; U x,). Damit ist (1,4) vollkommen bewiesen.

Aus (1,1) (und 1,4) folgt schon leicht, dass es in G(S U &, U «,) einen Weg:
von &; nach &, dann und nur dann gibt, falls es einen Weg von «, nach «, in
G(S U &, U x,) gibt. Gibt es einen solchen Weg, so hat jeder der Wege «; ... x,
in G(S U &, U &,) die mod 2 gleiche Anzahl von negativen Kanten wie jeder-
der Wege oy ... o, in G(S U &; U x,). Damit ist der Beweis des Satzes 1 voll-
endet.
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Wir werden jetzt einen Satz fiir das sphérische m-Simplex X’ formulieren,
das wir z. B. als Durchschnitt von m + 1 Halbraumen ~,", x,', ..., x,, ; in &, .
darstellen konnen, wobei die Hyperebenen «,, ..., x,, -y in ¥, . linear unab-
hingig und mit einem nichtleeren Durchschnitt (Punkt) sind. Fir 2 kénnen
wir also wie vorher den Graphen @' = G U (' definieren.

Satz 2. Es sei X7 ein sphiirisches m-Simplex, ' = G v G sein Graph. Es
sei G ein p-Teilgraph von G'.%) Sind X, Xy zwei k-dimensionale Seiten von
2 (1 =k =m), die einen (k — 1)-dimensionalen Durchschnitt haben, so st
die Qualitit des inneren Winkels zwischen Xy und Xy in X durch @' = G v G’
vollkommen  bestimmt. Ist dabei X, =x; 0L, Xy =x,0 L, L=0n,0 ...

c O Kpypio, 15t dieser Winkel recht, falls es keinen Weg von oy mach x, in
G'(x; U g U oor U Xpp o) gibt, spilz, falls es mindestens einen solchen Weg
mit gerader Anzahl von negativen Kanten gibt, und stumpf, falls es einen Weg
mat ungerader Anzahl von negativen Kanten gibt.

Beweis. Folgt sogleich aus dem vorigen Satze, wenn man X" in ein (m -+ 1)-
Simplex durch Hinzunahme einer Seite umwandelt. Aus der Voraussetzung
dass G’ in G paar ist, folgt namlich, dass jede zwei Wege mit demselben
Anfangspunkt und demselben Endpunkt in @’ die mod 2 gleiche Anzahl von
negativen Kanten besitzen.

Anmerkung 1. Die einzelnen Fille im Satz 2 scheiden sich aus. Der Winkel
im Satz ist spitz oder stumpf, falls es einen Weg «; ... x, in ¢"(x; U x; U ...

.U &g o) gibt, und dabei ~; und «, zu derselben Klasse oder zu der ver-
schiedenen Klassen gehoren, die in der Anmerkung?) erwihnt sind. Es gilt
auch, dass dasjenige sphérische m-Simplex X", das aus X’ dadurch entsteht,
dass man fiir genau eine der Klassen anstatt «;” im zugehorigen ¥, ., die ent-
gegengesetzten Halbriaume x; nimmt, nichtstumpfwinklig ist.

Anmerkung 2. Ist ¢ = (. u G_ das Graph eines n-Simplex, so ist G_ ein
p-Teilgraph in G dann und nur dann, falls G_ leer (ohne Kanten) ist. Das
folgt daraus, dass G'. nach dem Satze aus der Einfiihrung zusammenhéngend
ist. Ist dagegen fiir eine Untermenge U der Knotenpunktmenge von G der
Graph G'_(U) ein paarer Teilgraph von G(U), dann ist die Qualitit des inneren
Winkels jeder zwei k-dimensionalen Seiten (1 =k =<n — 1) mit (k — 1)-
dimensionalem Durchschnitt, der den Durchschnitt von Seiten aus U enthilt,
durch @ und G_ eindeutig bestimmt.

Satz 3. In einem n-Stmplex X in E, set x eine Seite, M die Menge der ibrigen
Seiten. Ist G der Graph von X, so lasse man jeder Komponente K von G( M) einen

4) Ein Teilgraph G ist p-Teilgraph von G, falls jede Kreislinie in G eine gerade Anzahl
von Kanten aus G'_hat. Es gilt bekanntlich (S. [2],S. 150), dass dann (und nur dann) die
Knotenpunkte von G in zwei derartige Klassen geteilt werden konnen, dass eine Kante
aus @ genau dann in G_ liegt, falls ihre Endpunkte zu verschieden Klassen angehoren.
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linearen Raum als Durchschnitt der Seiten in K entsprechen. Dann sind jede
zwet solche verschiedene Riume in E, orthogonal.®)

Beweis. Es seien M, bzw. M, die Seitenmengen in den Komponenten K,
und K, von G(M), K, + K,, R, und R, die zugehorigen linearen Réume. Ist
oy € My, oy € My, so gilt, da es keine Kante «,x, € G gibt, dass «; und «, ortho-
gonal sind. Weil fiir ¢ = 1, 2 jede Hyperebene g;, die R, enthilt, eine lineare
Kombination der Seiten aus M ist, folgt daraus (die Relation der Orthogona-
litat ist bilinear), dass g, und g, orthogonal sind, w. z. b. w.

Anmerkung. In G(M) gibt es mehr als eine Komponente dann und nur
dann, wenn « eine Artikulation ([2], S. 224) ist.

Aus dem Satz 1 folgen fiir spitzwinklige und nichtstumpfwinklige »-Simplexe
die folgenden zwei Satze, die keinen Beweis mehr erfordern:

Satz 4. Ist etn n-Simplex spitzwinklig, so ist jede seine k-dimensionale Seite
2 =k =n — 1) wiederum spitzwinklig.

Satz 5. Ist ein n-Simplex X nichistumpfwinklig, so ist jede seine k-dimensionale
Seite (2 = k < n — 1) wiederum nichtstumpfwinklig. Die Qualitit der inneren
Winkel jeder k-dimensionalen Seite ist nur von der Qualitit der inneren Winkel
der (n — 1)-dimensionalen Seiten von X und nicht von der Auswahl des n-Sim-
plex aus der Klasse einander qualitativ winkeltreuen n-Simplexe abhingig.

Anmerkung. Wenn die k-dimensionale Seite 2 von X durch die Menge
S der Seiten von X, die sie enthalten, gegeben ist, so bezeichnen wir mit C' die
Menge der tibrigen Seiten von X. Laut dem Satz 1 bekommt man den Graphen
@ der Seite 2 aus dem Graphen G folgendermassen: Wenn man diejenige Seiten
von X, die in C enthalten sind, als Knotenpunkte von G betrachtet, so sind
zwei diese Knotenpunkte durch eine Kante in G dann und nur dann verbunden,

falls es einen Weg zwischen ihnen durch Knotenpunkte in § gibt.

Im folgenden Satz werden wir die Qualitit des Winkels von zwei beliebigen
Seiten eines nichtstumpfwinkligen n-Simplex mit nichtleerem Durchschnitt
untersuchen. Die Grosse eines solchen Winkels ¢ werden wir nur im Intervall
0 < ¢ = }m betrachten.

Satz 6. Es sei X ein nichtstumpfwinkliges n-Simplex, X, und X, seine [nicht
notig (n — 1)-dimenstonale] Seiten mait einem mnichtleeren Durchschnitt X,
2+ 2, *+ 2, Ist G der Graph von X und sind Cy, Cy, Cyy die Mengen von
denjenigen Seiten von X, die je Xy, Xy, X1, nicht enthalten (also Cr, = O 0 C,),
dann ist der Winkel von X, und X, recht oder spitz, nachdem C, von C, durch C1y,
in G getrennt oder nicht getrennt wird. ;

Beweis. Der Winkel von X, und X, ist recht dann und nur dann, wenn fiir
je zwei Eckpunkte 4,, 4, von 2, firdie 4, e 2|, A, non e X,, 4, e 2,, A,n0on €

%) In dem Sinne, dass jede zwei Hyperebenen in K,, die je einen solchen Raum enthal-
ten, orthogonal sind.
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non e 2 gilt, 4, u X, (damit bezeichnen wir den kleinsten linearen Raum,
der 4, und X, enthilt) senkrecht zu 4, u 2, ist. Da jedoch A4, u X}, der
Durchschnitt von «, und den Seiten aus Cy,, 4, u 2, der Durchschnitt von
«; und den Seiten aus C, ist, so sind diese Rdume senkrecht dann und nur
dann, falls es in ¢ keinen Weg von «; nach «, ausserhalb C,, gibt, d. h., falls
(15 x, von «, trennt. Hieraus folgt schon, dass der Winkel von X und X, genau
dann recht ist, falls C,, C; von C, trennt.

Satz 7. Es sei X ein nichistumpfwinkliges n-Simplex mit dem Graphen G, X seine
k-dimensionale Seite (2 <k < n — 1). Dann ist der Graph von X demjenigen
Graphen G gleich, der die Knotenpunkte von G, die den X nicht enthaltenden
Seiten von X entsprechen, besitzt und dabei dieselben Trennungseigenschaften
wie G vm folgenden Sinne hat: Ist M die besprochene Kmnotenpunktmenge von
G, so trennt eine Untermenge U von M zwei Untermengen U, und U, von M in
G dann und nur dann, falls sie U, und U, auch in G trennt.

Beweis. Aus dem Satz 6 folgt, dass die Trennungseigenschaften fir die
Graphen solcher Seiten von X erhalten bleiben, die 2 enthalten, d. i. fiir die-
jenigen Graphen, deren Knotenpunktmenge M enthalt. Da durch diese
Trennungseigenschaften G eindeutig bestimmt ist (wenn man nimlich als U, und
U, je einen Knotenpunkt aus M, als U die Menge von allen iibrigen Knoten-

punkten aus M wéahlt), ist somit der Satz bewiesen.

In diesem Absatz werden wir rechtwinklige n-Simplexe untersuchen. Zu-
nachst geben wie einige Definitionen, in welchen bekannte Begriffe aus der
ebenen Geometrie verallgemeinert werden.

Eine Kante (d. i. eindimensionale Seite) eines rechtwinkligen n-Simplex
heisst Kathete von X, falls der innere Winkel der gegeniiberliegenden Seiten
spitz ist.

Die Menge samtlicher Katheten von X, zusammen mit den Eckpunkten
von X, bildet also topologisch einen Graphen, der dem Graphen ¢ von X dqui-
valent ist. Diesen Graphen, der nach der Definition des rechtwinkligen n-Sim-
plex ein Baum ist, werden wir Kathetenbaum K, von X nennen. Ein Eck-
punkt von X, mit welchem genau eine Kathete inzident ist, heisst Endpunkt
von K. Derjenige lineare Raum, der durch simtliche Endpunkte von K,
bestimmt wird, heisst Hypotenusenraum von X, die hochstdimensionale Seite
von 2 im Hypotenusenraum heisst Hypotenusenseite von 2. Da jeder Baum
mit #» + 1 Knotenpunkten mindestens zwei und hochstens n Endknoten-
punkte besitzt, ist die Dimension des Hypotenusenraumes eines rechtwinkligen
n-Simplex mindestens 1 und hochstens n — 1.
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Jetzt werden wir den Hauptsatz tiber rechtwinklige n-Simplexe beweisen.

Satz 8. Es set X ein rechtwinkliges n-Simplex in &,. Dann ¢qibt es in K, ein
n-dimensionales orthogonales Parallelotop I1, wunter dessen Eckpunkten sich
simtliche Eckpunkte von X befinden, und zwar so, dass genauw Katheten von X zu-
gleich Kanten von I1 sind. Umgekehrt, hat eine Menge von n (abgeschlossenen)
Kanten eines n-dimensionalen orthogonalen Parallelotops IT in K, die Eigen-
schaft, dass keine zwei dieser Kanten parallel sind und dass diese Menge zusam-
menhingend ist, so bilden diese Kanten den Kathetenbaum eines rechtwinkligen
n-Stmplezx.

Beweis. Den ersten Teil des Satzes beweisen wir durch Induktion nach
n. Fur n = 2 ist die Behauptung richtig. Es sei n > 2 und setzen wir voraus,
dass die Behauptung fiir sémtliche k-Simplexe, 2 < k << n, richtig ist. Es
sei also X ein rechtwinkliges n-Simplex mit den Eckpunkten O,, O, ..., O,
und mit dem Kathetenbaum K,. Es sei O, ein Endpunkt von K, 0,0, _, die
zugehorige Kathete mit dem Endpunkt O,. Bezeichnen wir X die (n — 1)-
dimensionale Seite von X, die gegeniiber O, liegt. Aus dem Satz 6 oder durch
direkte Uberlegung folgt, dass 0,0,_, zur Seite 3 senkrecht ist. Aus dem
Satz 7 (oder aus Lemma 2) folgt, dass X wieder ein rechtwinkliges (n — 1)-
Simplex ist, dessen Kathetenbaum Ks aus K, dadurch entsteht, dass man
die Kathete 0,0,_; von K, abnimmt. Laut der Induktionsvoraussetzung ist
XY in einem (n — 1)-dimensionalen orthogonalen Parallelotop /I enthalten,
wobei genau die Kanten aus K5 zugleich Kanten von /7 sind. Bezeichnen wir
mit /7" ein mit /7 kongruentes Parallelotop, das aus /7 durch Verschiebung
um den Vektor 6:1_0—; entsteht. Die Eckpunkte von /7 und /T’ bilden zusam-
men die Eckpunktenmenge eines n-dimensionalen orthogonalen Parallelotops
IT. Da die Eckpunkte von X unter den Eckpunkten von /7, O, ein Eckpunkt
.von II' ist, sind simtliche Eckpunkte von X zugleich Eckpunkte von I7. Von
den Kanten von X sind genau diejenige von K, Kanten in I7: laut der Induk-
tionsvoraussetzung sind von den Kanten von X genau diejenigen aus K5 Kan-
ten von /7, also von I7; von den Kanten in X, die mit O, inzident sind, ist nur
0,0,_, Kante von II, denn die iibrigen sind weder parallel zu 0,0,,_,, noch
in II’ gelegen. Wegen K, = K5 u 0,0, _, ist somit der erste Teil des Satzes
vollig bewiesen.

Den Beweis des zweiten Teils werden wir auch durch Induktion fiithren.
Fiir n = 2 ist die Behauptung richtig. Es sei ».> 2 und nehmen wir an, die
Behauptung ist richtig fiir simtliche k-dimensionale orthogonale Parallelo-
tope mit 2 < k < n. Es sei also eine zusammenhingende Menge M von n
(abgeschlossenen) Kanten eines n-dimensionalen orthogonalen Parallelotops 77
gegeben, von denen keine zwei parallel sind. Wenn M eine (topologische)
Kreislinie K enthalten wiirde, so sei k eine. Kante von K. Die Eckpunkte
von k liegen in zwei parallelen (n — 1)-dimensionalen Seiten von /7. In K muss
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noch eine Kante diese Seiten verbinden. die also zu & parallel ist, was jedoch
der Voraussetzung widerspricht. Somit ist 3/ topologisch ein zusammenhéin-
gender Graph ohne Kreislinien, also ein Baum. Da ein Baum irgendeine End-
kante besitzt, so sei P@ eine solche Endkante von 3/ mit dem Endpunkt
P (von M). Diejenige (n — 1)-dimensionale Seite von /7, die senkrecht zu
P@ ist und @ enthilt, ist also ein (n — 1)-dimensionales Parallelotop /7. Die
Menge M, die aus M durch Wegnehmen von P@ entsteht, ist wieder eine
zusammenhingende Menge von n — 1 Kanten aus /7, wobei keine zwei von
ihnen parallel sind. Laut der Induktionsvoraussetzung bildet M den Katheten-
baum eines rechtwinkligen (n — 1)-Simplex X. Der Eckpunkt ¢ ist auch
ein Eckpunkt von X. Da P in der Hyperebene o von X nicht enthalten ist,
bilden die Eckpunkte von X zusammen mit P die Eckpunktenmenge eines
n-Simplex X. Bezeichnen wir fiir einen Augenblick P = 0,, @ = O, _, und die
iibrigen Eckpunkte von X' mit O, ..., O,_,; die Seite von X' gegeniiber O; sei
mit w; bezeichnet, also w, = w. Da 0,0, _; zu o, senkrecht ist, ist o, zu w;
senkrecht fiir n — 1 =+ j + n. 0,0,_, ist also die einzige Kante mit dem End-
punkt O,, der gegeniiber ein spitzer Winkel ist. Aus Lemma 2, auf die Hyper-
ebenen von w;, w;, w, mit n += ¢ +j + n angewandt, folgt, dass die Qualitit
der inneren Winkel von w;, @, dieselbe ist wie die der inneren Winkel w; n ,,
w; N @, von X. Hieraus folgt, dass von den Kanten in X genau gegeniiber den-
jenigen von M spitze Winkel in X liegen, wobei gegeniiber den anderen rechte
Winkel sind. X' ist somit rechtwinklig mit dem Kathetenbaum M, w. z. b. w.

Aus diesem Satz folgt sogleich:
Satz 9. Zwei verschiedene Katheten eines rechtwinkligen n-Simplex sind zu-
etnander senkrecht.

Anmerkung. Hieraus folgt, dass das Parallelotop /7 durch X' eindeutig
bestimmt ist.

Satz 10. Es sei X ein rechtwinkliges n-Simplex mit Eckpunkten O,, ..., O,.
Ist k; der Grad (d. i. die Anzahl von Katheten, die mit O; inzident sind) von O; im
Kathetenbaum K ., so ist der Punkt

k k, "k,
P:(l—50)00v:—(1~§)01+...+(1~§)O,L (3)

[wobei 2 (1 — %) =1 ist] der Mittelpunkt der wmgeschriebenen Hyper-

i~o

kugel von X.

Den Beweis werden wir wieder durch Induktion nach % fithren. Fiir n = 2,
falls 0,0, senkrecht zu 0,0, ist, gilt ky =k, = 1, k, = 2, sodass wirklich
P =10, + 10 ist. o
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Es sei jetzt n > 2 und nehmen wir an, der Satz ist fiir simtliche k-Simplexe
mit 2 < k < n richtig. Wir kénnen voraussetzen, dass O, als Eckpunkt von
2 den Grad 1 in K, hat:

ky=1, (4)

und dass die einzige Kathete von O, aus 0,0, _, ist. Ist Kz der Kathetenbaum
der Seite 2 in w,, (gegeniiber 0,), sodass Kz aus K, durch Auslassen der Kante
0,0,,_, entsteht, so gilt fiir die Grade k; (j < n) der Eckpunkte O; in K5:

ki=1k, fir j<n—2, ky,=k,,—1. (5)
Laut der Induktionsvoraussetzung ist der Punkt
_ ! k.
P:Z@—ﬂa (6)
i—o “

der Mittelpunkt der umgeschriebenen Hyperkugel von X, also Mittelpunkt der-
jenigen Seite /7 des Parallelotops /7 (dessen Eckpunktenmenge die Eck-
punktenmenge von X nach dem Satz 8 enthélt), die in w,, liegt. Fur den Mittel-
punkt P von /7, der also Mlttelpunkt der umgeschriebenen Hyperkugel von

2 ist, gilt (0, 0,, 1 ist parallel zu PP doch zweimal so gross)
0, — 0,_, = 2(P — P), sodass

1

_— 1 "o
P:P+__‘20n_§0n—-1:j20( 0+ 0,,——‘?0"_1:

i(—

— |\,|§‘\

k;
?

wegen (4)—(6), w. z. b. w.

Satz 11. Der Mittelpunkt P der wmgeschriebenen Hyperkugel eines rechi-

~ winkligen n-Simplex X ist fir n = 2 nie ein innerer Punkt von X. P liegt auf

der ,,0berfliche” von X dann und nur dann, wenn der Kathetenbaum eine ,,Schlan-

ge”’ (d. h. homidomorph mit einer Strecke) ist. In diesem Fall liegt P im Mittel-
punkt der (einzigen) lingsten Kante.

Anmerkung. Der letzte Fall wurde in [1] untersucht. Es wurde gezeigt,
dass das n-Simplex von diesem Typus das einzige n-Simplex ist, dessen simtli-
che zweidimensionale Seiten rechtwinklige Dreiecke sind (Satz 34). Auch der
Satz 8 wurde fiir diesen Spezialfall bewiesen.®)

Beweis des Satzes 11. Da jeder Baum mit » 4+ 1 Knotenpunkten fiir
n > 1 mindestens einen Knotenpunkt vom Grade > 2 besitzt, ist der erste

Teil des Satzes wegen (3) richtig. Aus (3) folgt auch, dass eine notwendige
und hinreichende Bedingung, dass P auf der Oberfliche von 2 liegt, ist:

6) Dleses n-Simplex wurde von L. ScHLAFLI, Gesammelte Mathematische Abhand]ungen
Bd 1. (Basel 1950), S. 243, untersucht und ,,Orthoschem“ genannt.
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fir j =0,1,...,n gilt'1 < k; < 2. Doch der einzige Baum, der diese Bedin-
gung erfiillt, ist die ,,Schlange*‘, die genau zwei Knotenpunkte 4, B ersten
Grades und alle iibrigen zweiten Grades besitzt. Nach (3) liegt also P im
Mittelpunkt der Kante 4B, die somit (als Durchmesser der umgeschriebenen
Hyperkugel) die (einzige) lingste Kante im Simplex ist. Dadurch ist der Satz
bewiesen. ‘

Bevor wir weitere Satze formulieren werden, teilen wir die Eckpunkte eines
rechtwinkligen n-Simplex in drei Klassen, je nachdem der Grad des zugehori-
gen Eckpunktes in K, 1, 2 oder > 2 ist. Die Eckpunkte der ersten Klasse (mit
Grad 1) werden Hypotenuseneckpunkte bezeichnet, diejenigen der zweiten
Klasse (mit Grad 2) indifferente Eckpunkte, der dritten Klasse (mit Grad > 2)
Katheteneckpunkte. Der Hypotenusenraum ist also genau mit den Hypo-
tenuseneckpunkten inzident. Wir werden noch den Begriff der Hauptseite
bzw. Hauptraumes einfithren: es ist diejenige Seite bzw. Raum, die durch
samtliche Hypotenusen- und Katheteneckpunkte bestimmt ist. Nur die
indifferenten Eckpunkte sind also in dem Hauptraum nicht enthalten.

Satz 12. Die Hauptseite eimes rechtwinkligen n-Simplex X ist wieder ein
rechtwinkliges Simplex,”) das keine indifferenten Eckpunkte, jedoch dieselben
Hypotenusen- und Katheteneckpunkte wie X besitzt. Der Graph der Hawptseite
(und ihr Kathetenbaum) ist dem Graphen (und Kathetenbaum) von X homdo-
morph.

Beweis. Folgt aus dem Satz 7, wenn man den Graphen der Hauptseite
bildet.

Satz 13. Der Mittelpunkt P der wmgeschriebenen Hyperkugel eines recht-
winkligen n-Simplex X' liegt in der Hauptseite von X, wo er mit dem Mittelpunkt
der der Hauptseite wmgeschriebenen (bzw. wenigerdimensionalen) Hyperkugel
identisch ist. P ist auch 1m linearen Raum enthalten, der den durch die Katheten-
eckpunkte bestimmten Raum mit dem Schwerpunkt der Hypotenusenseite von
2 verbindet (gibt es keinen Katheteneckpunkt, ist P mit dem Schwerpunkt der
Hypotenusenseite identisch).

Beweis. Folgt aus dem Satze 12 durch Analysis der Formel (3).

Anmerkung. Aus (3) folgt auch, dass die Hauptseite von X die Seite
kleinster Dimension von X ist, deren linearer Raum den Mittelpunkt der
umgeschriebenen Hyperkugel enthalt.

Satz 14.8) Die Hypotenusenseite H eines rechiwinkligen n-Simplex ist spitz-
winklig. Sie bildet mat jeder Seite X, fir die H n X + Qund H + Hn X + X

7) Um keine Ausnahmen zuzulassen, werden wir eindimensionale Simplexe als recht-
winklig und gleichzeitig spitzwinklig betrachten. Diese Simplexe erfiillen auch die Sétze
8 und 10.

8) In diesem Satz ist der Begriff der Seite nicht nur auf (n — 1)-dimensionale Seiten
beschrankt.

475



gilt, einen spitzen Winkel. Eine spitzwinklige Seite X von X besitzt dann und nur
dann die Eigenschaft, dass jede zwer gréssere Seiten von X, deren Durchschnitt
2 ast, einen spitzen Winkel einander bilden, wenn diese Seite in der Hypotenusen-
seite von X enthalten ast.

Beweis. Es geniigt den zweiten Teil des Satzes zu beweisen. Diese Behaup-
tung folgt jedoch aus dem Satze 6 und daraus, dass in einem Baum B eine
Untermenge U der Knotenpunktmenge dann und nur dann die folgende
Eigenschaften (a), (b), besitzt, falls jeder Knotenpunkt aus U Endpunkt des
Baumes ist [C}; sei die Menge der iibrigen Knotenpunkte]:

a) Cp(B)ist zusammenhéingend,

b) jede zwei Knotenpunkte aus U sind durch einen Weg durch Knoten-
punkte aus €', verbindbar.

Zum Schluss werden wir noch einige Eigenschaften des rechtwinkligen
n-Simplex X' erwahnen. So hat der Graph jeder Seite von 2 die Eigenschaft,
das sein jedes Glied ([2], S. 225) ein vollstandiger Graph ist. Nennen wir noch
ein m-Simplex rechtwinklig im engeren Sinne, falls es rechtwinklig ist und
seine Hypotenusenseite die Dimension m — 1 hat, so hat ein solches m-Sim-
plex einen einzigen Katheteneckpunkt (und keinen indifferenten Eckpunkt),
sodass der Kathetenbaum durch m zueinander senkrechte Strecken gebildet
ist. Fiir einen Eckpunkt A eines rechtwinkligen n-Simplex X' kann man nach
der im engeren Sinne rechtwinkligen Seite von X hichster Dimension /&(4)
fragen, die 4 als Katheteneckpunkt besitzt. Es zeigt sich, dass k(4) dem
Grad von 4 im Kathetenbaum K. gleich ist. Das erlaubt auch, die Hypote-
nusen-, Katheten- und indiffercnten Eckpunkte von X geometrisch zu cha-
rakterisieren. Speziell ist also ein Eckpunkt 4 von 2 dann und nur dann ein
Hypotenuseneckpunkt, falls keine rechtwinklige zweidimensionale Seite
"(Dreieck) von X mit dem rechten Winkel bei 4 existiert.
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Pesowme
0 KAYECTBEHHBIN CBONCTBAX VYIVIOB CUMITIEKCA

" MUPOCJIAB OUIJIEP (Miroslav Fiedler), Ilpara.

(Hocrymmmro B pexaxiuio 11/VIIT 1956 1.)

IMox kadecTBOM yIJIa CBRIAMAOBA HPOCTPAHCTBA B CTATHC HOLPA3YMCBACTCS
CBOWCTBO YTia OBITH OCTPLIM, IIPAMBIM W TYNBIM. B NepBoil 9acTn n3ydaorcs
KayecTBEeHHBIe CBOMCTBA BHYTPEHHUX YIIIOB k-MepHBIX rpaHeil n-cuMIJeKca
(2 <k < m), ecim gaHO KAvecTBO BCeX BHYTPEHHWMX YriioB (memay (m — 1)-
MepPHBIMU TPaHAMY) cuMIIeKea, Ipn nomotiu rpada G, pebpa Koroporo obo3Ha-
YeHBI 3HAKAMU —+ 1 — CJICLYIOMNM 00 pasom:

(n — 1)-MepHBIM TpPaHAM CHUMIUICKCA COOTBCTCTBYIOT BepmuHbl Tpada G5
ABe BepmuHbL U3 G coeuHeHbl pefpPoOM TOTIa 1 TOJLIKO TOTHA, CCIN BHYTPCHHUIT
Yroil COOTBEeTCTBYIOMNX TPaHell CUMIJIEKcA HE SIBJIACTCS IPSIMBIM, HpIYeM
pedpo CUMTACTCS HOTOFKUTEITBHBIM, €CIIU ATOT YTOJ OCTPBIl, ¥ OTPULATEILHBIM,
ecau on Tynoil. B paore [1] 56110 HoKa3aHo, 4TO MHOYKECTBO TTOJIOMUTEIHHBIX
pebep (BMecTe co BeceMn 7+ 1 BepmImHaMM) CBSIBHO W 9TO, HAOOOPOT, JULST KajK-
noro rpada G ¢ n +1 Bepmunamu pebpa KOTOPOro cHAOMKEHLI 3HAKAMI —+ M —
U IOJIOJKUTE/IBHBIE pedpa KOTOPOTro 00pasylorT (BMecte ¢ BepPIIMHAMIE) CBSI3ZHOE
MHOKECTBO, CYHIECTBYET N-cUMIJEKe, TpadomM KoToporo spisgercd Kak pas G.

B crarpe morazano (reopema 1), Wro B OHpEJIeJIEHHBIX CAy4asgX MOKHO,
TMONB3YsACch TONBKO rpadom G, olpeesnTh Ka4ecTBO BHYTPCHHUX YIJIOB B rpa-
HAX cumizierca. Jlasiee, cupaBe[JIMmBbL YTBEPIKACHNUS, YTO KayKkj@sd I'PaHb He-
TYHOYTOJIBHOTO N-CUMILJIEKCA (B KOTOPOM BHYTPEHHHE Yiuibl (7 — 1)-MepHBIX
TpaHeil cUJIOMb OCTPbIe WJIM IIPSAMbIE) ABIIACTCS TAKKE HETYIOYTOJBLHOI (Teo-
pema 5) ¥ 9TO KayKmast TPaHb OCTPOYTOJBHOTO N-CUMHJICKCA — TAIKe OCTPO-
yroapHa (Teopema 4). B ciyuae HerymoyroibHoro n-cuMmilieRca MOMRHO NpH
nomomu rpaga G npocThM c0cOGOM ONPElesNTh Ka4ecTBO JI0O60T0 BHYTPeHHe-
To yria niodoii rpaHu.

Bo Bropom maparpade wmcciegyoress NPSMOYIPOJbHBIC N-CHMIJICKCHI, T. €.

n
N-CUMIIJICKCbI, 06JIa}18IOIIII/Ie MAaKCUMaJIbHbBIM YMCJIOM (a UMEHHO (2)) TTPAMBIX
\

BHYTPEHHUX YIVIOB (ocTazbHble — octTpble). I'padoM NpAMOYroabHOTO 7-CHM-
TJIeKca ABJIAETCA JepeBO, COCTOAMNIee TOJBKO W3 IOJIOMUTETBHBIX pebep.
BBopmres onpenenerne KaTeToB NPAMOYTOJIBHOTO N-CHMIIJIEKCA: 910 T pebpa,
NPOTHBOJIE;KAIUI YroJl KOTOPBIX ocTphlil. MHOMECTBO KaTeToB BMeCTe ¢ Bep-
mmEaMu o0pasyer Takike jepeBo (¢ n pebpamu), sKBuBasientTHoe rpady G (r.
Ha3. JepeBo KareroB). B Teopeme 8 mokasaHo, UTO A KayKIOTO IPAMOYIOJIb-
HOTO N-CUMILJIEKCA CYIECTBYeT (B TOUHOCTH OJMH) 7-MEPHBL ITPAMOYTOJIbHbIIT
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napassesien e TaK, YT0 BCe BePIIMHBI 7-CHMIIEKCa SBISIIOTCA OJHOBPEMEHHO
U BepHIMHAMI Iapajijiesieninieyia, NpaueM U3 4mciia pebep n-cUMIIeKCa KaTeThl
U TOJIPKO KaTeThbl CJIy;KaT OXHOBPeMeHHO pebpamm napasuienennmena. HaoGo-
pOT, eciim CBABHOC MHOZKECTBO % pedep n-MepHOro HPAMOYIOIBHOTO Hapajiie-
Jlenuiesia 00IaaeT TeM cBOlicTBOM, YT0 HEKAKMe /1Ba U3 BTAX pebep He ABIAI0TCA
NapajueIbHBLIMKM, TO OHO HPEJCTABIIACT MHOMECTBO (IEPEBO) KAaTETOB TPAMO-
YTostbHOrO n-cumujiexca. Jlanee, cipaBeuinBo yrBep;KjleHne, YTo GapHIeHT pi-
UeCKMe  KOOPAMHATHL IlEHTPA ONIMCAHHOIN cepudecKoil rumepnosepXHOCTH
UPAMOYTOJBHOTO N-CUMILIEKCA 3aBUCAT TOJILKO OT creneHeil Bepmmu rpada G
(reopema 10, ypasuenme (3)). B wacrHocru, sTor HEHTp HEKUT B KayKkuoil
(n — 1)-mepHoli Tpanm, Koropoii B G cOOTBeTCTBYeT BepIIMHA CTEleHH 2.
B HecKONMBLKUX OCTANBHBIX TEOpEMaX MCCICLYIOTCs, TOMIMO IPOUYEro, GBOI-
CTBA TPAHW TUIOTCHY3BI, T. e TPaHM, COCIAMHAIONEH KOHUEBHC BepPITHHBI
JiepeBa KaTeros.
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