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ЧЕХОСЛОВАЦКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
Математический институт Чехословацкой Академии наук 

Т. 8 (83) ПРАГА 24. III. 1958 г., No 1 

ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА 
В ЛИНЕЙНЫХ ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ С АБСТРАКТНОЙ НОРМОЙ 

КАРЕЛ ВИНКЕЛЬБАУЭР (Karel Winkelbauer), Прага 

(Поступило в редакцию 17/ХП 1955 г.) 

В настоящей статье*) доказаны некоторые эргодические теоремы 
для линейных полуупорядоченных пространств, нормированных 
элементами пространств того же типа, которые являются анало
гиями известных эргодических теорем Биркгоффа и Хинчина в тео-\ 
рии стационарных случайных процессов (ср. [1], [2]). Эргодические 
теоремы аналогичного вида в линейных полуупорядоченных про
странствах с числовой нормой были рассмотрены Г. Б и р к г о ф ф о м 
[3] и С. Н а к у т а н и [4]. Для случая числовой нормы приведенные 
здесь теоремы вытекают из теоремы Какутани о конкретном пред
ставлении пространств указанного типа (см. [4]). Однако, в случае • *; 
абстрактной нормы невозможно воспользоваться методом конкрет
ного представления; поэтому метод доказательств в настоящей ста
тье — прямой и основывается главным образом на погружении 
цолуупорядоченного пространства в пространство более общего 
характера. 

Пусть X — вещественное линейное множество, которое является одно
временно условно полной структурой (определение см. в [б], гл. IV, § 3), 
и пусть действия сложения и умножения на вещественное число связаны 
с частичным упорядочением следующими аксиомами: (1) если х ^ у, то 
х -j- z ^ у -\- г; (2) если х ^ у, ос ^ 0, то осх fg ay (х, у, z — элементы 
в X, а — вещественное число). Тогда X называется линейным полу
упорядоченным пространством или К-пространством (эквивалентное опре
деление см. в-[6], гл. I, § 1). Для ./^-пространств мы в дальнейшем восполь
зуемся следующими обозначениями: через sup E (mîE) мы обозначим 
верхнюю (нижнюю) грань множества Е с Х\ если Е неограничено сверху 

*) В статье даются доказательства теорем, приведенных в докладе, прочитанном 
автором 2/IX 1955 г. на IV конгрессе чехословацких математиков. 
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(снизу), положим sup Е = -f oo(inf Е = — ос); если i£ — конечное мно
жество и i£ = {х1У х2, . . . , #п}, то для sup Е (inf i£) будем употреблять также 
запись хг v х2 v . . . v хп (х± Л Ж 2 Л . . . Л хп). Далее положим: х+ —= ж v О, 
ж_ = (—ж) v 0, \х\ = х+ 4- Х-. Положительным {отрицательным) элементом 
в i^-пространстве назовем всякий элемент х ^ 0 (х ^ 0). 

Для последовательности {хп} (п = 1, 2, 3, . . .) элементов в ^-простран
стве X положим 

yt = s u p x n , zt = i n f # n , 
n 2g г* гг ^ г 

Km sup #и = inf yi , lim inf xn = sup ^ ; ( 1 ) 
n— >oo г Sgl n—»ôo г Sgl 

последовательность {.xrJ называется сходящейся по упорядоченности к пре
делу х (конечному, когда х е X, или к бесконечному, когда х — + оо), 
если 

lim sup xn = lim inf xn = x ; (2) 
n—>oo n-^-oo 

мы пишем: #n -> x или lim xw = ж (сходимость по упорядоченности назы-
П-^СО 

вается также (о)-сходимостью; см. [6], гл. I, § 2). Для монотонно возра
стающей (убывающей) последовательности {хп}, сходящейся по упорядо
ченности к пределу х, мы воспользуемся записью хп / х (хп \ х). Если, 
далее, для последовательности {хп} и для элемента х* в X имеет место 
равенство 

lim sup((xn А у) v z) = (х* л у) v % (3) 

при всяком у € X ж всяком z € X, причем у > г, то будем писать 

ж* = ind-lim sup xn . (4) 
П->СО 

Аналогично, если для х% е X имеет место равенство 

lim inf((#n А у) v z) = (х* А у) v z (5) 
П—ï СО 

при всяких у € X, z e l , y J> г, то положим: 

х% = ind-lim inf xn . (6) 
n—iCO 

Последовательность {хп} называется сходящейся индивидуально к пределу 
х € X, если 

х == ind-lim sup хп = ind-lim inf #w ; (7) 
n—>oo w—>oo 

мы пишем: # — ind-lim xn (ср. определение индивидуальной сходимости 
п—>оо 

в [7]). 

Пусть имеются /^-пространства X и Y. Говорят, что К-пространство 
X нормировано элементами К-пр остр анства Y (или посредством Y), если 
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каждому элементу х е X поставлен в соответствие элемент у = ||#|| е Y, 
т. наз. абстрактная норма элемента х, причем выполнены следующие 
условия: (1) ,\\х\\ > 0, 'если ж ф О ; ||0|| = 0; (2) \\х1 + ^Ц = ||#i|| + ||х*2||; 
(3) \\ох\\ = \ос\ \\х\\, а- — вещественное число; (4) \\\х\\\ = \\х\\. Абстрактная 
норма в X называется аддитивной для положительных элементов, если 
ll^i + ^г|| ~ | |xi | | + IW1 И Р И любых хг ^> 0, х2 2> 0. Непрерывной нормой 
в X мы назовем абстрактную норму, обладающую следующим свойством: 

если хп е X (п = 1, 2, 3, . . . ) , х е X, хп ~> х, то \\хп — х\\ .—> 0 . 

Мы будем говорить, что абстрактная норма в X непрерывна в бесконеч
ности, если для хп / -\~ со имеет место ||а?п|| ~> + GO. 

Пусть дано J^-пространство X. Если ж 0 е ! и ж л х0 > 0 для любого 
х > 0, то х0 называется единицей в X. ^-пространство, в котором суще
ствует единица, будем называть К-пространством с единицей. Фиксиро
ванную единицу в /^-пространстве будем обозначать через 1. 

Пусть Т — взаимно однозначное отображение /{"-пространства X на 
себя, выполняющее следующие требования: (1) Т(х + у) = Тх -f ïty; 
(2) Тх > 0 тогда и только тогда, когда ж > 0. Тогда Т называется авто
морфизмом на X. Если X является /^-пространством с единицей,то говорят, 
что автоморфизм Т на X сохраняет единицу 1, если Т\ = 1. Если X нор
мировано посредством /Г-пространства F и если для автоморфизма Л/7 на 
X имеет место при любом х е X соотношение \\Тх\\ = ||ж||, то /7 называется 
автоморфизмом, сохраняющим норму в X. Во всем дальнейшем Т* озна
чает автоморфизм на X, определенный соотношениями 

Т°х = ж ; Уж = Т{Т*~гх) , г = 1, 2, 3, . . . ; 

У х = ( Т - 1 ) - ^ , г = — 1, —2, . . . ; х е Х , 

для данного автоморфизма Т на X. 
В настоящей статье даются доказательства следующей эргодической 

теоремы и некоторых вытекающих из iiee следствий. 
Теорема 1. Пусть X — К-пространство с единицей, нормированное 

элементами некоторого К-пространства, с непрерывной и для положитель
ных элементов аддитивной нормой. Пусть Т — автоморфизм на X, со
храняющий абстрактную норму и некоторую единицу в X. Пусть аб
страктная норма в X непрерывна также в бесконечности. Тогда для лю
бого х € X последовательность сумм, 

^ п-1 

- 2 Т*х, п= 1 , 2 , 3 , . . . , (8) 

сходится индивидуально к некоторому пределу и имеет место неравенство 
, и - 1 ! I 

ind-lim- 2 ТЩ ^ IMI- (9) 
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Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы, мы введем ряд 
дальнейших понятий и выведем некоторые леммы. В приведенных ниже 
рассуждениях предполагается, что элементарные свойства ^-пространств, 
относящиеся к сложению, умножению на число и к операциям sup и inf, 
известны; эти элементарные свойства можно найти в монографиях [5] и [6] 
(обзор нам нужных основных свойств ./Г-пространств дается в § 1 гл. 
I в [6]). 

Прежде всего приведем такие леммы, которые легко вытекают из упо
мянутых основных свойств ^-пространств. В этих леммах X означает 
данное iT-пространство. 

Лемма. 1. Если х, у, z e X, z ^ О, z д у+ = О, то (х -\- у)+ л z ^ х+. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь соотношением г л 0 = 0, получим эле

ментарными вычислениями равенства: 

х+ — ((х + у)+ A z) =.(х v 0) — (((х + у) A z) v 0) = 
= ((— у) v ( — х — у) v (х — z) v ( _ z)) А (х v 0) . 

Так как z ^ 0, z А у+ = 0, z A y ^ z A у+1 то — (z А у) ^ 0. Тогда мы имеем: 
(— у) v (— х — у) v (х — z) v (— z) >̂ (— у) v (— z) = — (z л у) ^ 0. Отсю
да и из предыдущего вытекает утверждение леммы. 

Лемма 2. Если х{ е X (£ = 1, 2, . . . , п), т о 

inf sup Г> ж, I ^ ( 2 я<) . 
1^ '^п ^ & ^ п \ г = ; ? / + \г 1 / + 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из свойств дистрибутивности inf и sup в ^-простран
стве мы легко выведем равенство: 

inf sup 1 2 xi\ = SUP inf ( 2 ^* 1 ' 

где возьмем супремум для всех последовательностей р1? p2 , . . . , р„ целых 
чисел таких, что ? fg ^ = А/г 0 — 1, 2, . . . , п). Если glr #2, . . . , gr — после
довательность целых чисел такая, что 

Яг = 1 ; ?e+i = ?Ч + 1 , « = 1, 2, . . . , г — I ; рвг = я, , 
то 

inf (I*,) <; mf (1. , , ) <s(2 2 *,) = ( | J . 
Из приведенных здесь соотношений следует справедливость леммы. 

Лемма 3. Пусть xt е X (i — 0, 1, . . . , m — 1), z e X, z ^> 0 и пусть 
у, Ô — индексы такие, что 0 ^ у ^ ô <C m — 1. Если 

I k 

Z A SUp 2 ХП = ° ' 
- K Ä g m 1 \г- ô + l / + 
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то 

A inf SUp j 2 xi\ ^ I 2 Xi) ' Z 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Элементарными вычислениями получим неравен
ство: 

z л inf sup I 2 Xi) ^ inf I sup I 2 хг) v SUP p A j 2 хг) 11-

(Согласно лемме 1, получим при у ^ j ^ ô, ô + 1 rgj & fg m — 1 

(i><) ^ H 2 a : * + 2 xi) A « ^(2 ж,.) . 
\г 9 J + \i = i г - (5 + 1 / + \г i / + 

Из леммы 2 следует неравенство 

Inf SUp 2 Хг) ^ 2 Xi 

Из приведенных здесь неравенств легко вытекает утверждение леммы. 
Теперь перейдем к одной лемме, касающейся определенной выше схо

димости по упорядоченности в ^-пространстве. Эта лемма является ана
логией известной теоремы для сходимости последовательностей веществен
ных чисел. Для доказательства этой леммы мы воспользуемся элементар
ными свойствами рассматриваемого типа сходимости; они приведены, на
пример, в § 2 гл. I в [6]. 

Лемма 4. Пусть последовательность {хп} (п = 1, 2, 3, . . , ) элементов 
в К-пространстве X сходится по упорядоченности к конечному пределу 
х. Тогда последовательность 

I n 

— 2 Хг , П = 1, 2, 3, ..., 

сходится по упорядоченности также к пределу х. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для того, чтобы хп -> х, где х — конечный элемент, не

обходимо и достаточно, чтобы существовала такая последовательность 
ип \ О, что \хп •— х\ <S ип (см. [6], гл. I, § 2, 2.12е). Итак, пусть {ип} (п = 
= 1 ,2 ,3 , . . . ) — последовательность, обладающая указанным свойством. 
Положим 

] " 
vn = — 2 ^ , п = 1, 2, 3, . . . 

Я- г 1 

Имеем: 
1 ^ , 1 . л . 1 

ибо ип+1 ^ глта ^ г\ ^ г^. Значит, {г?п} монотонно убывает и сходится к не
которому пределу г> ̂  0. Если п > m, то 

, m ^ п , m 

Vn = — 2 % + ~ ' 2 г̂ ̂  ~ 2 % + ш̂ • 
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Переходя в найденном неравенстве к пределу при п -> оо, получим: v 5g ит. 
Последнее неравенство даст при m -> оо неравенство v fg 0; следовательно, 
v ~ 0, т. е. г?п \ 0. Так как 

\ 1 п I 1 w л п 

— 2 «i —«Ы-2 К —*| ^ - 2 «< = »», 
I '» г = 1 ' ̂  г = 1 '» i = 1 

то найдем, согласно приведенному выше критерию сходимости, что утвер
ждение леммы справедливо. 

Пусть Р — оператор, отображающий ^-пространство X в себя и удовле
творяющий следующим условиям: (1) 0 5^ Рх ^ х для любого х ^ 0; 
(2) Р(Рх) = Рх; (3) Р(# + г/) = Рх + Pt/. Тогда Р называется проектором 
в X (эквивалентное определение см. в § 2 гл. I I I в [6]; ср. там же теорему 
2.23). Обозначим множество всех проекторов в данном Х-пространстве 
X через 9J. Если положить Р 5g Q в *Р тогда и только тогда, если P{Qx) = 
= Р # при любом ж е 1 , то 0̂ образует относительно соотношения fg пол
ную алгебру Буля. Единица в алгебре проекторов ф, которую обозначим 
через / , есть тождественный оператор: /а; = х\ нулевой проектор в алгебре 
^Р, который обозначим через О, есть оператор, тождественно равный нулю: 
Ох = 0. (Доказательства приведенных здесь утверждений см. в § 2 гл. I I I 
в [в].) 

Пусть р — элемент данного ^-пространства X. Обозначим через Q^ мно
жество всех проекторов Р в X таких, что Р(р) = р. Очевидно, I е Q,v. 
Проектор inf{P: Р е QP} называется проектором, порожденным элементом 
р, и обозначается через [р] (равносильное определение см. в 2.3 гл. I I I 
в [6]). 

В дальнейшем мы воспользуемся основными свойствами проекторов 
без каких-либо ссылок; они описаны в § 2 гл. I I I в [6], именно: общие 
свойства проекторов в 2.2 и свойства проекторов, порожденных элемен
тами, в 2.3. Заметим, что обозначениями, введенными в ^-пространствах 
в связи с частичным упорядочением, мы будем пользоваться в алгебре 
Буля проекторов в том же смысле. Дополнение проектора Р в алгебре Буля 
Р̂ мы будем обозначать через / — Р . 

Перейдем теперь к изучению некоторых свойств автоморфизмов на 
Х-пространствах. Прежде всего, автоморфизм есть однородный оператор 
(ср. [6], гл. VII, 1.13). Если Т — автоморфизм на Х-пространстве X и 
ха € X (ос € А), х € X, то легко убедимся в том, что имеют место равенства: 

T(sup ха) = sup Txa , если sup xae X ; 
ос ос ос 

T(mî ха) = inf Тха , если inf ха е X ; 
ОС ОС ОС 

Тх+ = (Тх)+ , Тх_ = (Тх)- , Т\х\ = \Тх\ . 
Дальнейшие свойства автоморфизмов выражают следующие леммы; в них 
Т означает данный автоморфизм на Х-пространстве X. 
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Лемма 5. Если Р — проектор в X, то оператор ТРТ~^, определенный 
соотношением ТРТ~^х = Т{Р{Т~^х)) при любом х е X, образует manoice 
проектор в X. Если Р, Р^ {а е А) — проекторы в X, то 

Т{^Щ) Р^) Т-1 - : sup Т Р ^ Т - 1 , T(mf P J Т-1 =̂  inf Т Р ^ Т " ! , 
ос (X а а 

Т{1 — Р ) Т-^ = 1 — ТРТ~^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р — проектор в X. Если ж ^ О, то Т~^х ^ О, 
Р(Т~Ч) ^ О, ТРТ-Ч ^ 0; так как Т'^х ^ О, то Р ( Т - % ) ^ Т-%, ТРТ-^х ^ 
^ ж. При любом а::, очевидно, ТРТ~^{ТРТ~^х) = ТРТ-^х. Ясно, что опе
ратор ТРТ-^ — аддитивный. Этим доказана первая часть леммы. Теперь 
пусть Р^ {(X € А) — проекторы в X. Положим R == sup Р^, Q = sup ТР^Т~^. 
При любых X >, О и ос имеем PaiT-'^x) ^ЩТ^Ч), TPJ'-^ ^ ТВТ-^х, т. е. 
Сж ^ TRT~^x. Отсюда следует неравенство Q ^ TRT~^. Аналогично, при 
любых х^О ж (X имеет место ТР^Т~-^{Тх) ^ о(Тж), Р-ЦТР^Т-ЦТх)) = 
= Р^х ^ Т-ЩТх. Следовательно, R ^ T - iÇT или TRT-^ < Q. Наконец, 
мы получим: TRT~^ = Q. Подобным же образом мы доказали бы и осталь
ные равенства. 

Лемма 6. Если х е X и п -— натуральное число, то 

Т' [ f f ^Й J '^'~' = [Г£ î"^4 1, i----••; - 2, ^1 , 0,1,... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим при данных х, п, j 

Согласно лемме 5fT^PT-^ и T~^QT^ являются проекторами в X. Так как 

то Т^РТ~^ ^ Q (ср. определение проектора, порожденного элементом). 
Аналогичным образом получим, что T~^QT^ ^ Р или Q ^, Т^РТ~^. Лемма 
доказана. 

Введем еще одно определение. Пусть Т — автоморфизм на Х-простран • 
стве X. Если проектор Р в X удовлетворяет условию: ТРТ-^х = Рх для 
любого X € X, то будем говорить, что Р есть проектор, инвариантный 
относительно автоморфизма Т. 

Пусть и — операция, отображающая Х-пространство X в Х-нростран-
ство Y. Операция U называется: аддитивной, если U(x^ + ^2) = f^(^i) + 
4- U{x^ для любых х^, ^2 е X; однородной, если U{ax) ~ aU{x) для любого 
X € X и любого вещественного числа щ полоэФсительной, если U{x) ^ О для 
любого X ^ 0; непрерывной, если U(Xn) -> U(x) при х^ -> х, где х — ко
нечный элемент (т. е. лежит в X). Если операция аддитивна и положи-



тельна, то она однородна (см. [6], гл. VII, 1.13). Достаточным условием для 
того, чтобы аддитивная операция U была непрерывной, является непре
рывность U в точке 0; т. е., из хп -> 0 вытекает U(xn) -> 0 (ср. [6], гл. VII , 
2.13). 

Теперь мы можем сформулировать и доказать фундаментальную лемму, 
на которой основывается одна часть доказательства теоремы 1. 

Лемма 7. Пусть X — К-пространство с единицей и пусть 1 — данная 
единица в X. Пусть U — положительная и аддитивная непрерывная 
операция, отображающая X в К-пространств о Y. Далее, пусть Т — авто
морфизм на X, сохраняюгций единицу 1 и такой, что для любого х е X 
имеет место равенство: U(Tx) = U(x). Если Р — проектор, инвариантный 
относительно автоморфизма Т, то при любом х е X и для любого вещест
венного Я имеет место неравенство: 

C/((sup PI,) Рх) sg lL'((sup PI,) PI) , 
П ^ 1 П ^ 1 

где Px
nl означает проектор, порожденный элементом 

(0>-Н-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х — данный элемент в X и Я — данное ве

щественное число. Для краткости положим xt = Р(Я1 —- Т1х), г — 0, I, 2, .. т> 

и будем писать Рх
пХ без индексов х и Я, т. е. Рп означает проектор Р%я Для 

данных х и Я. Так как 
sup Рп / sup Рп , ? -> оо , 

то из непрерывности С/ следует, что 

£7(( sup Р я ) #0) -> C7((sup Рп ) .х0) , / -> оо . 

Согласно лемме 4, также 

1 т 

~~ 2 f /(( SUP Fn) Х0) -> C/((sup Pw) Ж0) m-> оо . 

Лемма будет доказана, если мы покажем, что 

2 Щ( sup Pn) х0) ^ 0 , m = 1 , 2 , 3 , . . . , 
j = 1 1 ^ W ^ ji 

так как тогда будет 

AÏ7((siip Ри ) P I ) — E7((sup Рп) Рх) = C7((sup P J ж0) ^ 0 . 

п!>1 гг1>1 п ^ 1 

Пусть m — данное Натуральное число. Положим 

В j ••=- sup Tf'PnTzj ; ; = 0, 1, . . . , m — 1 . 
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Из лемм 5 и 6 следует, что R3- является проектором, порожденным эле
ментом 

sup ( j ï ^ A l — х)\ 

(при этом воспользуемся теоремами 2.31с, 2.32с гл. III в [6]). Из ин
вариантности Р относительно Т вытекает, что х,} = Tjx0. Так как U{Tjz) = 
= U(z) для любого z € X и для любого целого 7, то можем писать: 

m m - 1 

2 Щ( sup рп) х0) = 2 ^(( S U P pn) хо) = 
m _ 1 m l / w - 1 \ 

= 2 ЩТЦ sup P„)2Mx.,)= 2 ЩВ&) = и 2 ÄA , , 
i - о l ^ n ^ m - j j о \ j = 0 / 

ибо операция ï/ аддитивна. Пользуясь положительностью операции U, мы 
видим, что для доказательства леммы достаточно будет доказать нера
венство 

m - 1 

2KjXj^0 (10) 
i о 

(разумеется, при любом ж). 
Полагая 1^ = / — i?^, R) = i?j, мы легко убедимся методом математи

ческой индукции в том, что 

1= I inf ^? , 

где суммируется для всех последовательностей г0, г19 . . . , гт_1нулей и еди
ниц, и знак суммы означает взятие супремума попарно дизъюнктных 
элементов в алгебре Буля проекторов. Если мы покажем, что для любой 
последовательности r0, rlt . . . , rm-1 нулей и единиц 

m -1 

( inf ^ ) 2 ^ ^ o , (il) 
O ^ j g w 1 з =0 

то, очевидно, имеет место неравенство (10). 
Пусть г0, г1? . . . , тт-г — данная последовательность нулей и единиц та

кая, что существует ;', для которого rj — 1. Тогда существуют индексы 
0 S* 7х ^ àx < у2 = ^2 < • • • < 7а =£ ^ = m —• 1 такие, что при любом 
j , 0 ^ j ^ m — 1, имеем г, = 1 тогда и только тогда, если существует р, 1 ^ 
^ р ^ Я, Д л я которого ур ^ j ^ àv. Легко убедимся в том, что в этом слу
чае 

ух - 1 m - 1 

( mf д?) 2 ^л- = ° » ( inf R?) 2 ЙА- = ° ' 
Ур ! 1 - 1 

( inf Rr/) 2 Ä ^ - 0 , p = 1, 2, . . . , g — 1 . 



Например, при уг > О 

( inf R?) ̂  B&i = 2 ( in f л** A (J "" ^)) Д Л = *2 ° ^ = ° • 

Следовательно, мы получим: 
m - 1 a dp 

( inf щ 2 Й Л - 2 ( inf R?) 2 л Л . (i2) 
O g i ^ W - 1 5 = 0 2>=1 O ^ J ^ W - 1 i = y p 

Пусть дано 2? (1 f£ p = ?)• Обозначим через Qp проектор, порожденный 
элементом 

»5« 

( | Г<(Я1 _ *)) . 

Нашей целью будет доказать неравенство 

inf Rr/<QP. (13) 

I случай: <5Ф = m — 1. Согласно лемме 2 имеет место неравенство 

inf sup ( 2 (Т*(?Л — х)\ ^ ( 2 (Т*(А1 — ж)) . 
y p ^ i ^ w - 1 i ^ f c ^ m - l \ i = i 

Так как 

inf J?, - Г inf sup ( 2 (5T*(A1 - ж)) , 

sup I 2 Т ' ( Я 1 ~ x) ) == ° » 

ypiJèw-i \_урй 

то из последнего неравенства непосредственно вытекает (13). 

II случай: ôv < m — 1. Для любого z ^ О, обладающего свойством 
к 

Л 

справедливо неравенство 
/ к \ ! ÔP 

z л inf sup 2 Т^П —х)\ < 2 Т ' ( ; д " х) 

(см. лемму 3), из которого непосредственно следует неравенство 
( inf Вй) A [z] < Qp . 

yp£.j£Ôp 

Так как I — Вд + 1 = sup [2], где возьмем супремум для всех г ^ 0, обла
дающих приведенным выше свойством, то из последнего неравенства не
посредственно вытекает (13). Положим 

Qp = inf Щ . 
y p ^ i g ö p + i 

2 <j| m 1 
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Согласно (13), мы получим: 
Ôp Ôp 

Qv 2 RiX3 = (Qv Л Qv) Z RiX* ^ 
i - yp i = y 

ôp ôp _ 

= 2 (О»А ^ л '̂) ^A = 2 (о*л ^ » ) ж* ^ 
i = y.,, i - yp 

= 2 («, л &) P(2"(A1 - ж)) = 
3-Vp 

= (5, л P) (g, J? ^(AI - «)| = çB ( P ( 2 7J(AI *))J ^ ° • 

Полученный результат имеет место при всяком р, р = 1 ,2 , . . . , q; следо
вательно, 

2 ( mf лу) 2 R& = 2 ( inf *?) (ё, 2 Д А ) ^ ° • 
Согласно (12), отсюда следует неравенство (11), чем и заканчивается до
казательство леммы, так как для тг = г2 ^ . . . = fm-i = 0 (11) очевидно. 

Пусть даны К'-пространство X с единицей и некоторая единица 1 в X. 
Единичным элементом в X относительно единицы 1 мы будем называть 
всякий элемент е е X, для которого существует проектор Р в X такой, 
что имеет место равенство е — Р\. Множество всех единичных элементов 
в X относительно данной единицы 1 называется базой К-пространств а 
X (относительно этой единицы) и обозначается через %{Х). В § 3 гл. I II 
в [6] доказана следующая теорема об изоморфизме базы и алгебры проекто
ров в iT-пространстве с единицей: 

(А) Множество %{Х) образует относительно частичного упорядочения, 
которым оно обладает как подмножество пространства Ху полную алгебру 
Буля с единицей 1 и нулевым элементом 0, в которой операции sup и inf 
имеют тот же смысл как в X (т. е. %(Х) является подструктурой структу
ры X). Полная алгебра Буля Щ(Х) изоморфна полной алгебре Буля 0̂ про
екторов в X; этот изоморфизм осуществляется посредством соответствия 
каждому элементу е е %(Х) проектора [в]. 

В дальнейшем обозначим через QQ{X) множество всех отображений 
со пространства вещественных чисел в базу $(Х), которые удовлетворяют 
условию: о)(Хг) ^ со(Я2) при Ях ^ Я2 (К> К — любые вещественные числа). 
Если со, а/ € и0(Х) и о)г{Хг) ^ оо(Х2) П Р И любых Ях < Я2, то будем писать 
со ^ со'. Если одновременно со ^ со' и со' ^ со, то будем писать со = ю' 
и два таких отображения, как элементы в О0(Х), будем считать равными. 
Строгое неравенство со < со' означает, как обычно, что со ^ со', но при 
этом со Ф со'. 
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Лемма 8. Множество Ü0(X) является относительно в нем определенных 
отношений = и ^ полной структурой, причем 

(sup соа)(Я) = inf соа(Я) , (inf соа)(Я) = sup соа(Я) , — оо < Я < -|- со , 
а л л а 

для любого семейства соа (а € А) элементов в Ü0(X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определений отношений = и ^ ясно, что Й0(Х) 
частично упорядочено. Пусть соа (ос е А) — семейство элементов в Q0(X). 
Положим 

со(Я) = inf соа(Я) , — оо < Я < + °° • 
а 

Очевидно, что со е Q0(X) и соа ^ со при любом а. Если со' е О0(Х) и соа ^ а/ 
при любом а, то cof(X^) ̂  ^а(Я2) для любых Ях < Я2 и для любого ос. Отсюда 
легко следует неравенство со ̂  со'. Следовательно, со = sup соа. Лналогич-

ным образом доказывается и второе равенство. Лемма доказана. 
Если соп€ Q0(X) (п = 1, 2, 3, . . . ) , то положим: 

lim sup cow = inf sup con , lim inf con = sup inf con , 
n—>oo г'^1 п^г n—>oo г'^1 п^г 

где inf и sup взяты в смысле частичного упорядочения в Û0(X) (ср. лемму 
8). Если со = lim sup сои == lim inf cow, то будем писать: соп -—> со. 

П— > 0 0 П—>00 

Через Й(Х) обозначим множество всех со € Й0(Х), обладающих свойства
ми: 

inf со(Я) == 0 , sup со(Я) = 1 . 
— оо < Я < + оо —оо < Я < I- оо 

Будем говорить, что последовательность {соп} элементов в Ü(X) почти 
равномерно сходится к пределу coeQ(X), и будем писать соп U со, если 
существует счетное множество попарно дизъюнктных элементов ег- в пол-

00 

ной алгебре Буля $(Х) (г = 1, 2, 3, ...) таких, что 2 е ; ~ 1> причем для 
г = 1 

каждого г справедливо следующее утверждение: для любого s > 0 суще
ствует щ(е, г) такое, что при всех w ^ щ (е, г) и — со < Я < -f- со 

ег- л (оп(Х — е) 5^ ег- л со(Я) rgj ег- л сои(Я -(- е) . 

В монографии [6] целый § 1 гл. IV посвягцен доказательству следующей 
теоремы: 

(Б) В множестве Ü(X) определены действия сложения и умножения на 
вещественное число однозначно требованиями: 

(1) Если со, со' € Q(X) такие, что существуют элементы е{ е %(Х) (г— 
m 

== 1, 2, . . . , m), которые попарно дизъюнктны и 2 ег = 1> причем 
г =--1 

со(Я) == sup{e^: Я?: < Я, г = 1, 2, . . . , m}, — со < Я < + со , 
а/(А) = sup{e^: Я,' < Я, г = 1, 2, . . . , m}, — оо < Я < + оо , 
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где Аг-, Х\ — вещественные числа, то при любых вещественных ос и ß 

(оса> + /?<*>')№ = sup{e^: <хАг- + ßK < А, г = 1, 2, ... , m} , 
— оо < Я < + °о • 

(2) Если соп, со̂  € ß(Jf) (?г = 1, 2, 3, . . . ) , со, оУ е Ü(X), соп :t со, con it со', 
ос и /3 — вещественные числа, то 

асои + /5соп ::t ^ 6 0 + ßeo' . 

При этом множество Ü(X) образует относительно определенных таким об
разом алгебраических операций и относительно частичного упорядочения, 
которым оно обладает как подмножество в ß0(X), if-пространство с едини
цей, каждая база которого изоморфна (в смысле частичного упорядоче
ния) алгебре $(Х). Далее, для каждого со е Ü(X) имеет место формула 

coß — h) = {со + AÏ)(A) , 

где Я, А — вещественные числа и 1(A) =- 0 при Я < 1 и 1(A) == 1 при А > 1. 
С помощью этой теоремы докажем следующую лемму. 

Лемма» 9. Пусть со, со'п, со"п е Q(X), п = 1, 2, 3, . . . и пусть 

со' = — со + со!!, п = 1, 2, 3, . . . 

Тогда существует последовательность попарно дизъюнктных элементов 
со 

е{ € Щ(Х) (i — . . . , —2, — 1, 0, 1, 2, . . . ) , 2 ег = 1» такая, что для, всякого 
i— - со 

г гг ддя любого е > О существует щ(е, i), обладающее свойством: 
ei л соп(А — £) 5^ ег- л con(A) ^ е?: л соп(А + £) 5 

и- !ä щ(?, i) , — оо < А < + оо . (14) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим ег- == co(i + 1) — со(г), с^г(А) — е? л соп(А), 

со„г(А) = е?; л соп(А). Так как 
Xi = {х: х € X, [ег] х = х} 

является if-пространством с единицей ег- (в силу индуцированных в нем 
алгебраических операций и частичного упорядочения) и с базой $(Хг), 
то, если Q(Xi) имеет определенный выше смысл, coni е и(Х{), шпг-е й(Х г ) . 
Пусть дано в > 0. Полагая еДА)' = 0 при А < 1 и в?;(А) — е̂  при А > 1 и вы-

ъ -4- I i 
бирая n0(e,i) > при г ^ 0 и п0(е,г) > при г < 0, легко у бе-

£ £ 

димся в том, что в ü(Xi) имеют место неравенства 

Ыпг — £вг ^ Ыщ ^ <*>n + «3» , П ^ П 0 ( в , I) . 

Эти неравенства являются лишь другим видом неравенств (14); следова
тельно, лемма справедлива. 

Пусть X — if-пространство с единицей и пусть 1 — данная единица 
в X. Если для х € X отображение со пространства вещественных чисел 

s 
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в базу %(Х) удовлетворяет условиям: (1) [со(Щ х <£ Хсо(Х)\ (2) (/ — [coß)])x ^ 
;> Ц1 — со(Л)) при любом Я, то со называется характеристикой элемента 
х относительно единицы 1. В § 4 гл. III в [6] доказано: 

(В) Для любого х € X отображение со пространства вещественных чисел 
в базу $(Х) является характеристикой элемента х относительно единицы 
1 тогда и только тогда, если оно удовлетворяет соотношениям 

РЛ1 < о)(Я) ^ Р л 1 , — оо < Я < + оэ , 

где 

Р А = [(Â1 - х)+], Рх = 1-[(х- Л1)+] . 

Множество Хх элементов ii-пространства Х называется нормальным 
подпространством пространствах, еслиХ х , в силу индуцированных в нем 
алгебраических операций и частичного упорядочения, само представляет 
собой ^-пространство и если из х е Хг, у е X, \у\^\х\ следует у е Хг 

(см. определения в [6], гл. II, 1.12, 1.24). Если Хг — нормальное подпро
странство пространства X и Е — ограниченное в Хг множество его эле
ментов, то точные грани Е в Хг совпадают с точными гранями Е в X (см. 
[6], гл. И, 1.27). 

Пусть X — iC-пространство с единицей и пусть 1 — фиксированная еди
ница в X. Обозначим через Q^X) множество всех характеристик (относи
тельно единицы 1) всех элементов в X. Тогда имеет место следующая тео
рема о погружении ./^-пространства с единицей (см. § 2 гл. IV в [6]): 

(Д) Множество Ü^X) с О(Х), в силу индуцированных в нем алгебраи
ческих операций и частичного упорядочения, является нормальным под
пространством iT-пространства Ü(X), изоморфным (ср. [6], гл. I, 1.82) 
ÜL-пространству Х. Этот изоморфизм осуществляется посредством сопо
ставления каждому элементу х е X его характеристики. 

В следующей лемме X — iT-пространство с единицей и 1 — фиксиро
ванная единица в X; Û(X) имеет определенный выше смысл. 

Лемма 10. Пусть хп е X (п — 1, 2, 3, . . . ) , х е X, соп — характеристика 
элемента хп, оо — характеристика элемента х. Последовательность {хп} 
сходится индивидуально к пределу х тогда и только тогда, если соп -> со 
в смысле сходимости по упорядоченности в О(Х), т. е. как в Q0(X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть соп -> со в Q(X). Если а/, со" е иг(Х), со' jjg; о / , 
то 

(ооп A cof) v со" -> (со А со') v со" (15) 

в Q(X). Так как, согласно теореме (Д) о погружении, Ог(Х) является 
нормальным подпространством пространства Ü(X), то (15) справедливо 
также в смысле сходимости по упорядоченности в иг(Х). Из изоморфизма 
ÜX(X) и X сразу следует, что х = incl-lim xn. 
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II . Пусть х = ind-lim xn. Положим : со* =4 lim sup cow, со** = lim iiif con 

в Q0(X). Легко убедимся в том, пользуясь теоремой (Д), что тогда 

(со* А со') v со" = (со A со') v со" = (со** А со') v со" 

для всяких со', со" € иг(Х), со' ^ со". Отсюда сразу вытекает, что со* = со = 
= со**. Следовательно, соп -> со в смысле сходимости по упорядоченности 
в Ü(X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. I. Пусть X — К -пространство с еди
ницей, нормированное элементами некоторого ^-пространства, с непре
рывной и для положительных элементов аддитивной нормой. Пусть Т — 
автоморфизм на X, сохраняющий абстрактную норму и данную единицу 1. 
Пусть х — данный элемент в X. Положим 

, п - 1 

Рпх = [(Al — уп)+], РпХ = I — [(уп — Я 1 ) + ] , 
û>nW = -РПА! » <*>п(Л) = Л а 1

 У № = 1, 2, 3, f..., — оо < А < + с» . 
Согласно теореме (В), сои и соте — характеристики элемента ?/п (относительно 
единицы 1) и соп = соп в смысле равенства в Й0(Х). Обозначим через со* 
наибольший предел lim sup соп и через со** наименьший предел Kminfa>n 

элементов соп в Ü0(X). Докажем, что со* = со**. 
Допустим, что со* ф со**, т. е. со** < со*. Отсюда вытекает, что суще

ствуют вещественные числа а. < ß такие, что со**(а) — co*(ß) > 0. Так как 
œn = Wn (n = 1> 2, 3, . . . ) , то также со* = lim sup con. Следовательно, со
гласно лемме 8 получим: 

со**(а) — co*(ß) = inf sup Pnal — sup inf Pnßl > 0 . 

Пусть теперь P будет проектор, определенный равенством: 
Р — inf sup Pna — sup inf Pnß . 

Согласно лемме 5, 
TPT-1 = inf sup TP^T-1 — sup inf TP^T"1 • 

Из леммы 6 следуют соотношения 
TPnaT-i = [(al - у'п)+] , Г Р ^ Т " 1 = / - [(у'п - ßl)+] , (16) 

1 " - I 

2/; = - 2 Ti+ix. 

Так как уп+1 = - - - - - - х + ^ , то, согласно теореме (Д) о погруже

нии i^-пространства с единицей, имеет место равенство 
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где о) — некоторая характеристика элемента х и соп — некоторая характе
ристика элемента уп. Полагая 

п 
со' 

мы видим, что, согласно лемме 9, существует последовательность попарно 
00 

дизъюнктных элементов е{ е Щ(Х) (г = . . . , — 1 , 0, 1, . . . ) , 2 ег = 1> такая, 
п = - со 

что для всякого г и для любого е > О 

ег л sup inf con(À — s) rgj e?; A sup inf OJ"(À) 5g et л sup inf соп(Я + e) . 

Отсюда следует (ср. лемму 8) 

lim sup con = lim sup cô  . 
71—>00 11—^CO 

Аналогичным образом получим равенство 

lim inf con — lim inf со" . 
Так как 

\п ~f 1 / w -+- 1 (Al-ö. = =±J ( (^4 l -^ 
то справедливо равенство 

<(Я) = 0>* \ ^ 1 Я ) ' - 00 < А < + 00 

при надлежащем выборе элементов со'п и G>*. Отсюда следуют равенства 

lim sup cow = lim sup con , lim inf ww = lim inf со" . 
n—>-oo n-4-oo w—>oo n—>oo 

Следовательно, имеем: 

lim sup сол = lim sup cô  ,. lim inf con = lim inf cô  . (17) 
w—>oo n—>oo n-^co n—>oo 

Из изоморфизма алгебры проекторов *Р и базы §(Х) (теорема (А)) и из 
соотношений (16) и (17) непосредственно вытекает равенство: F == Т~ХРТ = 
= ТРТ"1. Значит, проектор Р — инвариантный относительно автоморфиз
ма Т. 

Положим U(x) = \\х+\\ — ||#-||- Элементарными рассуждениями мы убе
димся в том, что определенная таким образом операция U положительна, 
аддитивна и непрерывна. Из соотношения уп — XI = (— Я) 1 — (— уп) сле
дует равенство 

Р", _д = / - РиЛ ; Р.-д = [ £ £ (Al + T'a:)) J , 00 < Я < + CO . 
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Согласно лемме 7, учитывая, что по определению Р 

Р < sup Рпа , Р ^ sup(7 — Pn/?) = sup Р~ 
n ^ l w ^ l nl>l 

ПОЛУЧИМ 

или 

ЩРх) ^ *(7(Р1) , ЩР(— х)) <£ ( — /9) U(PI) , 

?7(Рж) ^ л(7(Р1) ^ j8C7(Pl) ^ Е/(Р#) . 

Так как ос < /5, то U(Pl) = 0, т. е. | |Р1| | = 0. Отсюда вытекает, что P I = 
= 0 = со**(а) — co*(ß), что противоречит предположению. Этим доказано 
равенство со* = со**. 

II . Пусть теперь х ^ 0. Предположим, что абстрактная норма в X не
прерывна в бесконечности. Положим zn = inf ^ , ?/ = lim inf yn. Очевидно, 

zn S1 У, U(zn) < ü(yn) или ||zn|| < \\yn\\. Далее, 

11У»11 
-, n — 1 

- I \\т*х\\ = INI 
^ i = 0 

Следовательно, у e X, ибо иначе ||zn|| -> + oo, что противоречит соотноше
нию (18). Тогда из теоремы (Д) о погружении вытекает, что <%>** е иг(Х) 
является характеристикой элемента у. Так как по доказанному соп —> со** = 
= со* в сымсле сходимости по упорядоченности в О(Х), то из леммы 10 
следует, что последовательность {уп} сходится индивидуально к пределу 
у, Пользуясь неравенством ||z„|| ^ \\уп\\ и соотношением (18), мы сразу 
убеждаемся в том, что имеет место неравенство 

, п - 1 

||*/|| == || ind-lim — 2 ^11 ^ IN • " (19) 

Если х — любой элемент в X, то по доказанному существуют элементы 
у*, у** в X такие, что 

-, п -1 -, п - 1 

2/* = ind-lim — 2 ^7^'+ » у** = ind-lim — 2 ï 4 ^ - . 
n—>оо ^ г == 0 п—>оо "* г = 0 

Отсюда вытекает, что существует 
1 n - 1 

ind-lim— 2 ^ ^ — 2/* — 2/** 
гг-»оо ^ г = 0 

(ср. лемму 10). Этим доказана первая часть теоремы. Вторая часть теоремы, 
т. е. неравенство (9), сразу следует из (19). Тем и закончено доказательство 
выше сформулированной эргодической теоремы. 

^-пространство X называется расширенным, если оно есть простран
ство с единицей и среди характеристик его элементов встречаются все 
элементы из Q(X) (относительно любой фиксированной его единицы). 
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Если X — расширенное ./^-пространство с выделенной единицей 1, то> 
справедлива следующая теорема (см. [6], гл. IV, 2.31): 

(Е) Если хл (ос с А) — элементы в X и sup ха = + со, то существует 

единичный элемент е0 > 0, для которого при любом к 

sup([e0] ха А 1се0) — ке0. 

С помощью этой теоремы докажем следующую лемму. 

Лемма 11. В расширенном К-пространстве непрерывная и аддитивная 
для положительных элементов абстрактная норма непрерывна также 

- в бесконечности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть хп е X (п = 1, 2, 3, . . . ) , хп / + со (при выше

приведенных обозначениях). Тогда существует единичный элемент е > 0„ 
для которого при любом к = 1, 2, 3, . . . 

lim(|xn | А ке) = ке . 
п—>со 

, По в этом случае 

l im|b n | ^ lim|||a?n| А ке\\ = к\\е\\ . 
п—>оо п—»оо 

Так как е > 0 и неравенство верно при любом натуральном к, то ||#п|| -> со. 
Утверждение доказано. 

Из леммы 11 непосредственно вытекает следующее следствие доказаной 
. выше теоремы, именно 

Теорема 2. Пусть X — расширенное К-пространство, нормированное 
, посредством некоторого К-пространств а, с непрерывной и аддитивной 

для положительных элементов нормой. Пусть Т — автоморфизм на X, со
храняющий абстрактную норму и некоторую единицу в X. Тогда для 
любого х € X последовательность сумм (8) сходится по упорядоченности 
к конечному пределу и имеет место равенство 

1 п ~i 

lim — 2 Т*\х\ 
n—»-00 ^ г = О 

(20) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 11, норма непрерывна также в бес
конечности. Из леммы 10 вытекает, что в расширенном ^-пространстве-
схрдимость по упорядоченности и индивидуальная сходимость совпадают. 
Равенство (20) следует из непрерывности нормы; первая часть теоремы 
является непосредственным следствием теоремы 1. 

Элемент х в if-пространстве с единицей называется ограниченным 
относительно данной единицы 1, если существует вещественное А такоеу 

что \х\ fg Al. Если X — К -пространство с единицей, в котором каждый. 
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элемент ограничен относительно одной и той же единицы в X, то X назы
вается К-протсранством ограниченных элементов. 

Теорема 3. Если X — К-пространство ограниченных элементов, норми
рованное посредством некоторого К-пространства, с непрерывной и адди
тивной для положительных элементов нормой, и если Т — автоморфизм 
на X, сохраняющий ту единицу, относительно которой элементы в X 
ограничены, и сохраняющий абстрактную норму, то для любого х е X 
последовательность сумм (8) сходится по упорядоченности к конечному 
пределу и имеет место равенство (20). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства 
, п -X 

- У Т*х ^ XI , когда \х\ ^ AI 

следует, что (8) является ограниченной последовательностью, так что во 
И-ой части доказательства теоремы 1 нет необходимости пользоваться 
непрерывностью норм|ы в бесконечности, (и далее здесь индивидуальная 
сходимость совпадает со сходимостью по упорядоченности. Равейство (20) 
является следствием непрерывности пормы. 

З а м е ч а н и е . Если X — i^-пространство с единицей и с абстрактной 
нормой, непрерывной и для положительных элементов аддитивной, и если 
автоморфизм Т сохраняет норму и некоторую единицу, то утверждение 
теоремы 3 будет иметь место для всякого элемента х е X, который ограни
чен относительно той единицы, которая сохраняется автоморфизмом Т 
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A complete vector lattice (in the sense of G. Birkhoff 's terminology; see [5], 
Chapter XV) will be here briefly called a K-space; the abbreviations sup and 
inf are used instead of 1. u. b . and g. 1. b . If {xn} is a sequence in a if-space X, 
lim sup xn and lim inf xn are defined by the equations (1) (see the Russian text); 
the sequence {xn} is said to order-converge to some limit x (finite if xe X, or 
infinite if x = ± oo) if the equalities (2) hold; in this case we write xn -> x or 
lim xn = x. For the monotone sequences we shall use the notation xn / x and 
xn 4 x respectively. If, for some x* e X, (3) holds for every y, ze X9y ^ z, then 
we shall write (4); similarly, if for some x* e X (5) holds for every y, zeX, 
y J> z, then we write (6). The sequence {xn} is said to converge individually to 
some limit x e X if the equalities (7) hold; in this case we shall write x = 
= ind-lim xn. 

Let X and Y be if-spaces. We shall say tha t the if-space X is normed by ele
ments of the if-space Y if to every x e X there corresponds an element y = 
== \\x\\ e Y — the abstract norm of x — satisfying the following conditions: 
(1) \\x\\ > 0 if x Ф 0; ||0|| = 0; (2) \\хг + x2\\ <̂  Ц^Ц + ||ж2||; (3) \\ъх\\ = |a| . \\x\\ 
(x is a real number); (4) |||x||j = \x\. An abstract norm in X is said to be additive 
for positive elements if \\хг + x2\\ = \\xj\\ + \\x2\\ for any хг ^ 0, x2 ^ 0. An 
abstract norm in X will be called continuous if it has the following property: if 
xn e X (n = 1, 2, 3, . . . ) , x € X, xn -> x, then ||xri — x|| -> 0. We shall say tha t an 
abstract norm in X is continuous at infinity if xn / + oo implies ||xn|| -> + °°-

Let X be a if -space. If #0 e X and inf (x, x0) > 0 for every x > 0, then ж0 is 
called а шгг£ in X (a weak unit in the'sense of G. Birkhoff; see [5], Chapter XIV, 
§ 6). A if-space in which there exists a unit will be said a K-space with a unit. 
A fixed unit in а К -space will be denoted by 1. 

Let T be a one-to-one correspondence between elements of a if-space X satis
fying the following assumptions: (1) T(x -f y) = Tx + T?/; (2) У# > 0 if and 
only if x > 0. Then T is called an automorphism on X. If X is a if-space with 
a unit, then an automorphism T on X is said to preserve a unit 1 if ÏT1 = 1. If X 
is normed by elements of some if-space Y and if \\Tx\\ = ЦЩ for every ^ e X, 
then the automorphism T is said to preserve the abstract norm. For an auto
morphism T, Tl (i is an integer) has the usual meaning. 

Theorem 1 . Let X be a K-space with a unit, which is normed by elements of some 
K-space Y, the abstract norm being additive for positive elements and continuous. 
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Let T be an automorphism on X, preserving the abstract norm and some unit in X. 
Let the abstract norm in X be also continuous at infinity. Then, for every x e X, 
the sequence of sums (8) converges individually to some limit and the inequality 
(9) holds. 

Let P be an operator which maps a iC-space X into itself and satisfies the 
following conditions: (1) 0 fg Px ^ x for every x ^ 0; (2) P(Px) = Px; 
(3) P(x + y) = Px -f Py. Then P is called a projector in X. If we put P ^ Q 
(for projectors P , Q in X) if and only if P(Qx) = P.x for every ж е X, then the 
aggregate of all projectors in X forms relative to ^ a complete Boolean algebra 
(cf. [6], Chapter I I I ) . Let p be an element of X. Then the projector inf {P: 
P(p) = p} (the g. 1. b. taken in complete Boolean algebra of projectors in X) is 
said to be generated by the element p and is denoted by [p]. By I ~- P we shall 
denote the complement of the projector P in the Boolean algebra of projectors 
i n X . 

A i£-space X is said to be extended if it is a X-space with a unit 1 and if to 
every r e s o l u t i o n œ of the unit 1 (see the definition in [5], Chapter XV, § 12) 
there exists an element x e X such tha t the following conditions are satisfied: 
(1) И A)] x ^ Àa)(À); (2)(/-[со(Я)]) ^ 1 ( 1 - о>(Я)) for every real Я. 

Theorem 2. Let X be an extended К-space, which is normed by elements of some 
K-space Y, the abstract norm being additive for positive elements and continuous. 
Let T be an automorphism on X, preserving the abstract norm and some unit in X. 
Then, for every x e X, the sequence of sums (8) order-converges to a finite limit and 
the equality (20) holds. 

An element x in a X-space with a unit is said to be bounded with respect to 
a given unit 1 if there exists a real number Я such tha t \x\ <L Я1. If X is a K-
space with a unit in which every element is bounded with respect to the same 
unit in X, then X is called a K-space of bounded elements. 

Theorem 3. Let X be a K-space of bounded elements, which is normed by ele
ments of some K-space Y, the abstract norm being additive for positive elements 
and continuous. Let T be an automorphism, on X, preserving that unit with respect 
to which the elements in X are bounded, and preserving the abstract norm. Then for 
every x e X, the sequence of sums (8) order-converges to a finite limit and the 
equality (20) holds. 

Theorems 2 and 3 follow from Theorem 1 if we make some modifications in 
its proof. Therefore, nearly the whole paper is devoted to the proof of Theorem 
1; in proving this theorem, a direct method has been used. 
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