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Чехословацкий математический журнал, т. 8 (83) 1958, Прага 

К О Л Е Б А Т Е Л Ь Н Ы Е СВОЙСТВА ОДНОРОДНОГО 
ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО У Р А В Н Е Н И Я 

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

ЗДЕНЕК ГУСТЫ (Zdenek Husty), Брно 
(Поступило в редакцию 11/ХП 1956 г.) 

В своей работе [3] Марко Швец доказывает некоторые коле
бательные свойства интегралов ондородного линейного дифферен
циального уравнения 4-го порядка, относительно которого делается 
существенное предположение (Е): каждое решение имеет не более 
одного кратного корня. Настоящая работа примыкает к результатам 
М. Швеца, и в ней приводятся некоторые колебательные свойства 
уравнения (1,1) без предположения (Е). 

1 

Пусть дано дифференциальное уравнение 

w"" + 4azw"f -f- 6a2w" + 4taxw' -f- a0w = 0 , (1,1) 

где а'з, a\, a'1} a0 — непрерывные в интервале J ^ / | , со) функции. 

При помощи преобразования 

можно (1,1) привести к виду 

у"" + 10Ау" + (WA' + со) г/ + [3(3^ 2 + А") + coj у = 0 , (1,2) 

где оэ (о)^ является инвариантом (семиинвариантом) уравнения (1,1), 
А = | ( а 2 — al — a'z), см. [9]. Функции со, cov A" непрерывны в интервале J. 

В случае со =~ 0 для всех х е J уравнение 

у"" + (ЮАу'У + [ЩА* + А") + со1]у=0 ' (1,3) 

является самосопряженным уравнением. Уравнение 

у"" + (ЮАу'У + 3(34* + А*) у = О (1,4) 
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о 

является итерированным, и его фундаментальная система образована 
функциями иг, u2v, uv2, v3, если и, v — линейно независимые решения 
дифференциального уравнения 

и" + Au = 0 ; (1,5) 
см., напр. [10]. 

Заметим еще, что функции и2, uv, v2 образуют фундаментальную систему 
решений самосопряженного дифференциального уравнения 3-го порядка 

Z'" + 4AZ' + 2A'Z - 0 . (1,6) 

Лемма 1. Пусть и(х), v(x) — независимые интегралы уравнения (1,5) 
и пусть х, t — произвольные числа из интервала J. 

Уравнение 

\u(t) v (t) 

справедливо тогда и только тогда, если х есть корень кокого-либо решения 
уравнения (1,5), a t есть корень его производной. См. О. Борувка [1], стр. 
204. 

З а м е ч а н и е 1,1. Если в уравнении (1,5) А ^ 0 для всех х е J, то G(x, t) ф 
Ф 0. Напр., для W[u, v] > 0 будет 0(х, t) > 0 для всех х, t e J. 

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Уравнение 

и(х) v(x) 
u{t) v(t) 

справедливо тогда и только тогда, если числа х, t являются корнями какого-
либо решения уравнения (1,5). См. О. Борувка, цит. соч. 

З а м е ч а н и е 1,2. Если в уравнении (1,5) ^ 4 ^ 0 для всех х e J, то F(x, t) = 
= 0 тогда и только тогда, если х = t. Если же W[u, v] > 0, то функция 
F(x, t) отрицательна для всех t e <£, х) и положительна для всех t e (х, оо); 
согласно лемме 1, она возрастает по отношению к t и убывает по отношению 
к х. 

З а м е ч а н и е 1,3. В дальнейших параграфах будем предполагать, что 
все рассматриваемые точки входят в интервал J, a также, что все функции 
и их свойства определены для всех х e J. Тривиальные решения мы исклю
чаем из рассмотрения. 

Во втором параграфе приведем большей частью без доказательств не
которые свойства интегралов итерированного уравнения (1,4), часть ко
торых была доказана в работах М. Швеца [3] (для дифференциального 

F(x, t) = = О 
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уравнения 4-го порядка) и М. Г р е г у ш а [4] (для дифференциального 
уравнения 3-го порядка). Остальные свойства доказываются подобным же 
образом. 

Пусть и(х), v(x) — линейно независимые интегралы уравнения (1,5). 

2 .1 . Каждое решение у(х) уравнения (1,4), выполняюгцее в точке а на
чальные условия у (а) = у'(а) = у" {о) — 0, можно записать в виде у = q v 3 ^ ) , 
где v(a) = О, сг = konst 4= 0. 

З а м е ч а н и е 2,1. Все решения, имеющие в точке а трехкратный нуль, 
являются зависимыми; все нули этих решений являются общими для 
всех решений и могут быть только трехкратными. 

2.2. Каждое решение у(х) уравнения (1,4), выполняющее в точках а Ф Ъ 
начальные условия 

у(а) = у'(а) = у(Ь) = 0, ^ ) Ф 0 Ф # ) , (2,1) 
имеет вид у(х) = с^2(х) и(х), где v(a) = и(Ъ) = 0. 

З а м е ч а н и е 2,2. Все решения, выполняющие в точках а, Ь начальные 
условия (2,1), зависимы; все нули этих решений являются общими для 
всех решений и могут быть только двукратными или простыми. Между 
двумя двукратными нулями каждого решения лежит один и только один 
простой нуль этого решения и наоборот. 

2 .3 . Каждое решение у(х) уравнения (1,4), выполняющее в точке а на
чальные условия 

у(а) = у'{а) = 0 , у"[а) ф 0 , (2,2) 

имеет вид у(х) = cxv3(x) + c2v2(x) и(х) = v2(x)[cxv(x) -f C2U(X)]? 

где v(a) = О, с2 = konst Ф 0. 
З а м е ч а н и е 2,3. Все решения, выполняющие (2,2), могут иметь только 

двукратные (всегда общие) и простые нули. Между двумя двукратными 
нулями каждого решения лежит один и только один простой нуль и наобо
рот. 

2.4. Каждое решение у(х) уравнения (1,4), выполняющее в точке а на
чальные условия 

у(а) = 0 , у'(а) Ф 0 , (2,3) 

имеет вид 
у(х) = cxv3(x) + c2v2(x) u(x) + c3v(x) u2(x) , (2,4) 

где v(a) = О, сг = konst Ф 0. 

З а м е ч а н и е 2,4. Решение (2,4) обладает только простыми нулями тогда 
и только тогда, еслис 3 Ф 0, с\ Ф 4:Сгсг (см., напр., М. Р а б [5] стр. 350, за
мечание к теореме 1). Далее, обратим внимание на то, что (2,4) можно за-
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писать в виде у(х) = v(x) Z(x)y где Z(x) — cxv2(x) + c2v(x) %(#) + c3^2(a;) 
есть интеграл дифференциального уравнения (1,6). Отсюда следует, что 
функция у(х) = и±(х) и2(х) us(x), где щ, и2, щ — произвольные интегралы 
дифференциального уравнения (1,5), является всегда решением дифферен
циального уравнения (1,4). 

З а м е ч а н и е 2,5. Данное дифференциальное уравнение назовем колеба
тельным, если все его интегралы являются в интервале J колеблющимися. 
В обратном случае мы скажем, что оно неколебательно. Неколеблющимся 
решением мы считаем каждое решение, имеющее в J конечное число нулей. 

Теорема 1. Уравнение (1,4) будет колебательным тогда и только тогда, 
если уравнение (1,5) колебательно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дифференциальное уравнение (1,5) колеба
тельно. Покажем, что каждый интеграл у(х) дифференциального уравне
ния (1,4), который может быть записан в виде 

у(х) = схи3(х) + с2и2(х) v(x) + c3u(x) v2(x) + c±vs(x) (2,5) 

является колеблющимся. Если с4 = 0, наше утверждение очевидно. Пусть 
с4 4= 0. Ввиду п. 2,4, достаточно показать, что у(х) обладает хоть одним 
нулем. Обе функции 

у(х) = схи3(х) -f- с2и2(х) v(x) -f- сви(х) v2(x) , у(х) — c^vz(x) 

являются колеблющимися интегралами дифференциального уравнения 
(1,4). Среди нулей функции у(х) находятся и нули функции и(х). Обозна
чим через х01 хг два последовательных нуля функции и(х). Интеграл у(х) 
имеет только трехкратные нули, совпадающие с нулями функции v(x). 
Ввиду линейной независимости интегралов и, v, из теоремы Штурма сле
дует, что v(x0) v(x1) < 0, так что и 0 > у(х0) у(хх) = у(х0) у(хх). Отсюда 
следует, что функция у(х) имеет в интервале (х0, хх) хотя бы один корень. 

Наоборот, если уравнение (1,4) колебательно, то всякий интеграл и(х) 
уравнения (1,5) является колеблющимся, ибо функция uz(x) по предполо
жению не имеет в интервале J конечного числа нулей. 

3 

З Д . Умножим уравнение (1,2) на у, соотв. на у', и проинтегрируем его 
в интервале (а, 6> с J. После преобразований получим тождества 

Ь/"У - У" У' + ^Äyfy + lœy2t = f[10Ay'* - У"2 - { В - К ) y2]àt, (3,1) 
ъ 

WW - \У"% + ЬАу'* + iBy*t = Д | Я У - (со + 5А') у'*] dt, 
ь 

1ЖВ= 3(ЗА* +Ä") +cov 
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Все решения уравнения (1,2), имеющие в точке а двукратный нуль, 
удовлетворяют уравнению 

У'У~-У"У' + iOAy'y + \ту* = J[10Ay'z - у"* - (В - \со').уЦ àt, (3,2) 
а 

которое можно привести к виду 

'm:f'y - У"У' + iAy'y + ЗЛУ + \щ>г = / [ W * - (Ыу + y"Y -

iiv.\y - К — Jw') у"] dt. (3,3) 
Все решения, имеющие в точке а трехкратный нуль, удовлетворяют ура
внению . V 

У'"У' ~ \у"г + W 2 + 1%2 = ЬВ'У2 - («> + 5^') 2/'2] d<. (3,4) 

3,2. Интегралы ГУ (ж), F(x) самосопряженного уравнения 
у'"' + (ЮАу'У + By =0 (В = 3(32 + 2") + wi; 1", « 1 непрерывны в J ) 

(3,5) 
удовлетворяют тождеству Лагранжа ; 

L{U, V) = UV" — U'"V — (U'V" — U'V) + 1QÄ{UV — U'V) = konst. 

Пусть определитель Вронского W[U, V] Ф 0 в открытом интервале 
(а, Ь) и пусть £/(#) — пока произвольная функция, имеющая в замкнутом 
интервале (а, 6> вторую производную. Тогда для всех х е (а, 6) имеет место 
тождество 

• ru'V'"—U'"V' 2 _ J7T" — U"V , UV"—U"V T 
- I UV — U'V У UV — U'V УУ + UV — U'V У J + 

[ U'V" — U"V 1 1 

JjUV' _ с/Т)» ^ Г С 7 Г - Г 7 Т y " j • L [ t 7 , F ] ' ( 3 ' 6 ) 

см. Г. Чиммино [2], стр. 9. 
При помощи тождества (3,6) можно доказать следующую теорему сравне

ния для уравнений (1,2), (3,5). 
Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия: 
1° Функции U, V — линейно независимые интегралы уравнения (3,5), 

которые хотя бы в одной точке х е J удовлетворяют уравнению 
L[U,V] = 6. . (3,7) 

2° Функция у(х) является интегралом уравнения (1,2) и удовлетворяет 
в точках а 4= Ъ условиям 

у(а) = у'(а) = у(Ь) = у'Щ = 0 . (3,8) 
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3° Для всех х € (а, Ь) справедливы неравенства А ^ А, В ^ В •— Ja/ 
(оба знака -равенства не имеют одновременно места ни в каком подынтер
вале). 

Тогда функция W[U, F] имеет в открытом интервале (а, Ь) хотя бы 
один нуль. 

Замечание 3,1. Определитель Вронского W[U, V] линейно независи
мых интегралов уравнения (3,5), удовлетворяющих (3,7), может иметь 
самое больше четырехкратный корень, см. Чиммино, цит. соч., стр. 11, 12. 

Утверждение теоремы 2 докажем от противного. Пусть W[U, V] ф 0 для 
всех х е (а, Ь). Согласно (3,1), (3,6), имеют место тождества 

/[*/"* - IQAy'* + (В- $со')у2] àt = 0 , „ (3,9) 
а 

дг_^+*_(-^)Г]*-. / 
а 

_ TUT- - w UT» - ичг uv" - u»v У ov 
"У UV' — U'V У UV - U'V УУ + UV - U'V У Ja* ( ' ' 

Выражение в правой части уравнения (3,10) равно пулю и в случае, 
когда функция W[U, V] обладает в точках a, b четырехкратными нулями, см. 
Чиммино, цит. соч., стр. 12,13. 

Вычитая уравнения (3,9), (3,10) получаем тождество 
ь 

J ущ! - А) у>* +(В- W -В)у>+ (^щ'с^^])8] d* = ° • (3.П> 
a 

которое, ввиду условия 3°, невозможно. 

3,3. Рассмотрим уравнение 

у"" + (ЮАу'У + 3(3.42 + А 1 у = ф) } (3Д2) 

где (р(х) — произвольная непрерывная функция. Возьмем два линейно не
зависимых интеграла уравнения (1,5) и(х), v(x) таких, что W[u, v] = l r 
и образуем функцию переменного х 

и(х) v(x) i3 

u(t) v(t) K{x, t) 

где t — параметр. Функция К(х, t) есть решение уравнения (1,4) и, как 
нетрудно убедиться, удовлетворяет начальным условиям 

К(х, х) == К'х(х, х) = К"х{х, х) = 0 , К^(ху х) — 1 . 
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По формуле Коши, см. В. В. С т е п а н о в [8], стр. 238, функция 

- \ ф) 
и(х) v(x) 
u(t) v(t) dt 

является частным решением уравнения (3,12). По известной теореме, см., 
напр., Степанов [8], стр. 220, каждое решение Z(x) уравнения (3,12) удо
влетворяет уравнению 

Z(x) — z(x) 

Vi 

<P(t) 
u(x) v(x) 
u(t) v(t) 

dt (3,13) 

где z(x) — решение уравнения (1,4), удовлетворяющее в точке а тем же 
начальным условиям, как и Z(x). 

Положим в (3,12) ср(х) = —сог(х) у(х) — со(х) у'{х), где у(х) — произ
вольное решение уравнения (1,2). 

Из формулы (3,13) следует, что у(х) удовлетворяет уравнению 

у(х) = г(х) + ~в 

которое можно привести к виду 

у(х) = z(x) — \у(а) со(а) 

— Зсо 

х 

б / (yoh + У'о 

и(х) 
и(а) 

и(х) 
u(t) 

v(x) 
v(a) 

v(x) 
v(t) 

3 

+ 
2U 

г 

u(x) v(x) 
u(t) v(t) 

X 

j У (0>! — CO') 
а 

]dt, 

u(x) v(x) 
u(t) v(t) 

u(x) v(x) 
u'(t) v'(t) 

(3,14) 

где z(x) — интеграл уравнения (1,4), выполняющий в точке а те же на
чальные условия, как и у{х). 

3,4. Пусть 

А^О, J 3 — i o / ^ O или А^О, (Oi — W^O. (3,15) 

Тогда каждое решение у(х) уравнения (1,2) удовлетворяет не более чем 
в одной точке а условию у(а) == у'{а) = 0 или у {а) = ?/"(а) = 0. 

Утверждение следует из тождеств (3,2), (3,3). 

С л е д с т в и е . Если уг{х), у2{х) — два линейно независимых интеграла 
уравнения (1,2) которые выполняют в точке а условия 

Viifl) = У\(о) = у8(а) = 2/2(а) — 0 , 

то W[у19 у2] * 0, И"[У1, у2] * 0 для всех я + а. Так как W\yx(a), у2(а)] = 0, 
то для всех .г > а функция W[y1} у2] или положительна и возрастает или 
отрицательна и убывает. Аналогичное рассуждение справедливо для х < а. 
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3.5. Феорема 3. Пусть 

— <àM^a>x — \(x>', A g — Ум", M = konst. ^ 0 . (3,16) 

Тогда каждый интеграл уравнения (1,2) обладает самое больше одним 
двукратным корнем. 

Для д о к а з а т е л ь с т в а воспользуемся теоремой 2. Предположим, что 
существует интеграл у(х) уравнения (1,2), имеющий два двукратных 
корня а < Ь. Возьмем два независимых интеграла и(х), v(x) уравнения 

и" +(А +]/М)и = 0, (3,17) 

и пусть и(а) — 0. Функции U(x) = и3(х), V(x) = ^2(.х) г;(ж) являются неза
висимыми интегралами уравнения 

у"" + [ЩА + Щ) у']' + 3[3(Л + Щ я + 4 ' ] у = 0 , (3,18) 

выполняющими в точке а условие L[Uy V] = 0. Покажем, что коэффициен
ты уравнений (1,2), (3,18) удовлетворяют неравенствам, приведенным 
в условии 3° теоремы 2. Первое неравенство очевидно. Далее имеем 

3[3(А + УЖ)2 + А"] < ЗЩА2 — М) + А"] ^ 3(3^ 2 + А") + сог — |о>' . 

Согласно теореме 2, функция TT[f7, F] = и*(х) W[u, v] имеет в интервале 
(а, 6) хотя бы один нуль, что невозможно, так как никакой интеграл 
уравнения (3,17) не имеет в интервале J двух корней. 

З а м е ч а н и е 3,2. Если выполняется одно из условий (3,15), (3,16), то 
для дифференциального уравнения (1,2) справедливы теоремы 4, 5, 6, 7, 
приведенные в работе М. Швеца [3]. 

3.6. Пусть выполнено одно из условий (3,19), причем ни в каком подинтер-
вале функции (5А' + <*>), В' одновременно не равны тождественно нулю. 

Тогда каждое решение у(х) уравнения (1,2) выполняет не более чем в одной 
точке а условие у (а) = у'(а) = у" (а) = 0. 

Если 

5А' + со ̂  0 , В' ^ 0 , [5.4' + о> ^ 0 , Б ' ^ 0] , (3,19) 

то у(х) не имеет справа (слева) от точки а ни одного двукратного нуля. 
Если, далее, справедливы неравенства (3,19), В ^ 0, то у'(х) не имеет 

справа (слева) от точки а ни одного нуля. 
Все эти утверждения следуют из тождества (3,4). 

Теорема 4. Пусть сог(х) ^ 0. Если (1,5) — колебательное уравнение, 
то и (1,3) — колебательное уравнение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть уравнение (1,5) колебательно. Предположим, 
что утверждение теоремы 4 несправедливо, так что существует интеграл 
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y(x) дифференциального уравнения (1,3), не имеющий нулей для х ^ а, 
и пусть, напр., у(х) > 0 для х е (а, оо). Функция у(х) удовлетворяет инте
гральному уравнению (3,14) для OJ = 0, где z(x) — колеблющийся интеграл 
уравнения (1,4), удовлетворяющий в точке а тем же начальным условиям как 
и у(х), а и(х), v(x) — совершенно произвольные независимые интегралы 
уравнения (1,5), для которых W[u, v] = 1. Возьмем теперь ^(х)так, чтобы 
v(a) = 0. Пусть Ъ > а — соседний нуль функции v(x), так что v(x) ф 0 
для х € (а, Ь). Интеграл z(x) имеет в интервале (а, Ь) хотя бы один корень (см. 
доказательство теоремы 1). Пусть х0 — первый нуль функции z(x) в интер
вале (а, Ь), так что z(x) ф 0 для же(а , х0). Подберем теперь и(х) так, 
чтобы и(х0) — 0. 

Функция и(х) Ф 0 в интервале (а, х0); предположим, что она там положи
тельна. Тогда, в силу известных свойств интегралов уравнения (1,5), 
и'(х0) < 0. Так как 1 = W[u(x0), v(xQ)] = — u'(xQ)v(x0), то v(x0) > 0. Если 
теперь подставить подобранные функции и(х), v(x) в (3,14) и вычислить 
значение функции у(х) в точке х0, придем к противоречию, так как 

х0 х0 

0 < у(х0) = \ j y{t) аф) I ^ о ) l{^ I'd* \v*{x0)jy{t) co.it) *»(*) d ^ 0 . 

Замечания 4,1. Предложим, что со-^х) ф 0 ни в одном подинтервале. 

а) Пусть œ1 ^ 0. Если уравнение (1,3) имеет колеблющиеся интегралы, 
то (1,5) еще не должно быть колебательным уравнением. Напр., возьмем 
А = о, сог = 1. Уравнение и" = 0 не имеет ни одного колеблющегося ин
теграла, уравнение у"" + У =• 0 имеет колеблющиеся интегралы, напр. 

еУ2 cos 77= • 1/2 
б) Пусть мг ^ 0. Если (1,5) — колебательное уравнение, то (1,3) не 

будет обязательно колебательным. Возьмем А = 1, о>х = — 9. Уравнение 
^" -f- ^ = 0 — колебательное, уравнение ?/"" + 10;г/" = 0 имеет неколеб
лющиеся интегралы, напр., 1, х. Уравнение (1,3) может иметь колеб
лющиеся интегралы даже тогда, когда каждый интеграл уравнения (1,5) 
имеет конечное число нулей. Возьмем А = — 1, сог = — 20. Уравнение 
и" — и = 0 не имеет ни одного колеблющегося интеграла, уравнение 
уп" — 10?/" — \\у = 0 имеет колеблющиеся интегралы, напр., sin ж. 

Теорема 5. Пусть сог ^ 0, причем равенство не имеет места ни в одном 
подинтервале. Если какой-либо интеграл у(х) уравнения (1,3) имеет крат
ные нули, то между любыми двумя кратными нулями лежит хоть один 
простой нуль (кратный нуль — это каждый нуль, не являющийся простым). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ау b — два соседних кратных нуля интеграла 
у(х). Согласно п. 2,3, у(х) удовлетворяет интегральному уравнению 

у(х) = сги3(х) + с2и2(х) v(x) -f 
•о 

y(t) œ^t) 
и(х) v(x) 
u(t) v(t) dt (4,1) 

где и(а) = 0. 
Если применить к уравнениям (1,4) и (1,3) теорему 2, то так же, как и при 

доказательстве теоремы 3, обнаружим, что и(х) имеет в интервале (а, Ь) 
хоть один нуль. Пусть х0 — первая сопряженная с а точка справа и пусть, 
напр., и(х) > 0 для х е (а, х0). Так как U'(XQ) < 0, то, ввиду W[u, v] = 1, 
будет v(a;0) > 0. Используя уравнение (4,1), теперь нетрудно доказать, 
что функция у(х) имеет в интервале (а,хоу хоть один простой нуль. Если, 
наоборот, предположить, что, напр., у(х) > 0 для хе(а,х0), то получим 
противоречивое уравнение 

0 < у{х0) iv*(x0) Jy(t) ojx(t) u{t) dt^O. 

5 ,1 . Теорема 6. Пусть 

Ä^O, œx — œ'<:0, <o <| 0 |> ^ 0] . (5,1) 

Тогда каждый интеграл у(х) уравнения (1,2), удовлетворяющий началь
ным условиям 

у(а) = у'(а) = 0 , (5,2) 

у" (а) у"\а)^ 0 [ ^ 0 ] , (5,3) 

не имеет вправо (влево) от точки а ни одной нулевой точки. 
Мы д о к а ж е м только первое утверждение, ибо второе доказывается 

аналогично. 
Предположим противное, что интеграл у(х), выполняющий начальные 

условия (5,2), (5,3) и удовлетворяющий интегральному уравнению 

у(х) — и2(х) w(x) + i 
х 

п у К 
и(х) v(x) 
u(t) v(t) 

— Зсо 
и(х) v(x) I21 u( 
u(t) v(t) I I и 

(x) v(x) II 
'M v\n IJ dt (5,4) 

[где u(a) = 0, w(x) — подходящий интеграл уравнения (1,5)], имеет справа 
от точки а нуль 6, и пусть, напр., у(х) > 0 для ж е (а, 6). Тогда 2/"(а) = 
= 2и'2(а) w(a) ^ 0, у"'(а) = 6и'2(а) w\a) ^ 0, так что го(а) ;> 0, w'(a) ï> 0. 
Функция и2(х) го(х) положительна для всех х > а, ибо \и2(х) w(x)]' = 
= 2^(#) w'(#) w(#) + ^2(#) г</(#) > 0 для ж > а. Отсюда следует, что уравне-
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ние (5,4) в точке Ъ несправедливо, ибо по условию и по леммам 1, 2 будет 
и*(Ь) гиф) > 0 и 

ь 

\ I у \ К — <*>') 
а 

С л е д с т в и я . Пусть выполнено одно из условий (5,1). Тогда 
а) Каждый интеграл уравнения (1,2) удовлетворяет не более чем в од

ной точке а одному из начальных условий 

у(а) = у'(а) == у"{а) = О , (5,5) 

или 
у(а) = у'{а) - f(a) = О . (5,6) 

б) Каждый интеграл уравнения (1,3), удовлетворяющий в точке а одному 
из начальных условий (5,5) или (5,6), не имеет кроме точки а никаких 
корней. 

б) Каждый интеграл уравнения (1,3) имеет не более чем два двукратных 
корня. Если а < Ъ — два двукратных корня интеграла у{х) уравнения 
(1,3), то у"(а) у'"(а) < 0, у"(Ъ) уш(Ъ) > 0. Решение у(х) не имеет слева 
(справа) от точки а (Ь) ни одного нуля. 

5.2. Пусть 

А ^ — УМ, — Ш S ых — \со' , сог — оУ < О , M = konst > О , 
со ^ 0 [со ^ 0] . (5,7) 

Тогда каждый интеграл у(х) уравнения (1,2), удовлетворяющий начальным 
условиям (5,2), имеет справа (слева) от точки а не более чем один корень. 

Утверждение следует из теорем 3, 6, если принять еще во внимание, что 
справедлива теорема 7 М. Швеца [3], см. замечание 3,2. 

З а м е ч а н и е 5,1. Если выполнены условия (5,7), то два интеграла ура
внения (1,2), имеющие три общих корня хг, х2, хг, линейно зависимы. 
Ввиду теорем 3 и 4 М. Швеца [3], стр. 79, 81, достаточно принять во вни
мание, что утверждение справедливо и в случае хх < х2 < хг. Действи
тельно, если бы два линейно независимых интеграла имели три общих 
простых корня, то не имело бы места утверждение п. 5,2. 

5 .3 . Пусть А ^ - ]/~М, - 9Ж ^ щ < 0, M = konst. 2> 0. 
а) Тогда каждый интеграл у(х) уравнения (1,3), удовлетворяющий на

чальным условиям (5,2), имеет не более чем один корень, отличный от точ
ки а. 

Если утверждение несправедливо, то существует интеграл у?[х) уравне
ния (1,3), имеющий в точке а двукратный корень, а в точках хх, х2 простые 
корни, причем хх < а < х2 (см. п. 5.2). Пусть уг(х) — интеграл уравнения 

u(b) v(b) ? 
u(t) v(t) 3a> 

I u(b) v(b) 
\u(t) v(t) 

•(b) v(b) 1 
'(t)v'(t)\\ 

dt>0 
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(1,3), удовлетворяющий начальным условиям ух(а) = у[{а) = у™(а) = О, 
так что, согласно следствию б) теоремы 6, он не имеет корней, кроме точки 
а, причем ух(х^) ух(х2) > 0. Интегралы ух(х), у2(х) линейно независимы, 
так что функция 

Ул(а) / х 
У{х) = УАХ) — Tjrrr Уг(х) , 

Уг\а) 
[где Ух(а) Ф 0 фу'2(а), см. следствие б) теоремы 6] является решением уравне
ния (1,3) и имеет в точке а трехкратный корень, причем у(хх) у{х2) > 0. 
Этот результат противоречит теореме 6, следствие б). 

б) Если два линейно независимых интеграла ух(х), у2(х) имеют два 
общих корня х1У Х2, то между любыми двумя корнями (отличными от 
Х1У Х2) одного интеграла лежит, в точности один корень другого. В случае 
xi — х2 утверждение следует из теоремы 7 М. Швеца [3]. Пусть хх #= х2\ 
предложим, что утверждение не имеет места, так что существуют корни 
х3, хА (отличные от xv x2) какого-либо интеграла, напр., ух(х), такие, что 
у2(х) Ф 0 для х € (xz, ж4). По известному методу легко установим, что 
функция W[yx, y2] имеет в интервале (хг, ,х4) хотя бы один корень rj. Итак, 
существует функция у(х) = схух(х) + с2у2(х) (где с1У с2 — подходящие по
стоянные, причем [с1| + \с2\ Ф 0), представляющая собой решение уравне
ния (1,3) и имеющая в точке rj двукратный корень, а в точках х1У х2 хотя 
бы простые корни, что невозможно. 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

OSCILLATORISCHE EIGENSCHAFTEN D E R LÖSUNGEN 

E I N E R HOMOGENEN L I N E A R E N DIFFERENTIALGLEICHUNG 

V I E R T E R ORDNUNG 

ZDENËK HUSTY, Brno 

(Eingelangt 11. X I I . 1956) 

I n der vorgelegten Arbeit werden einige oscillatorische Eigenschaften der 
Differentialgleichung 

y"» + WAy" + (WA' + со) y' + [3(3^2 + A") +co1]y = 0, (1) 

studiert, wobei die Funktionen со (— die Differentialinvariante), сог (— die 
Differentialsemiinvariante), A" im Interval J = <f, oo) stetig sind. 

Es sei со = co± = 0. Die Gleichung (1) ist oscillatorisch dann und nur dann, 
wenn gleichzeitig auch die Gleichung 

y" +Ay = 0 (2) 

oscillatorisch ist. (Die Differentialgleichung ist oscillatorisch, wenn jede ihre 
Lösung in J unendlich viele Nullstellen hat.) 

Es sei — 9Ж ^ co1 — Ja / , A <î — ]/м, M = Konstante ^ 0. Dann hat 
jede Lösung der Gleichung (1) höchstens eine zweifache Nullstelle. 

Es sei со = 0, cox ^ 0. Die Gleichung (1) ist oscillatorisch, wenn die Gleichung 
(2) oscillatorisch ist. 

Wenn со = 0, cot ^ 0 sind, dann liegt zwischen jeden zwei mehrfachen Null
stellen beliebiger Lösung der Gleichung (1) wenigstens eine einfache Nullstelle. 

Es sei 
A g; 0 , œ1 ~~ со' ^ 0 , со ^ 0 [со ^ 0] . (3) 

Dann hat jede Lösung der Gleichung (1), die die Anfangsbedingungen y(a) = 
= y'(a) = 0, y"{a) . y'"{a) ^ 0 [<^ 0] erfüllt, keine Nullstelle nach rechts [nach 
links] von dem Punkte a. 

Wenn die Voraussetzung (3) gilt, dann erfüllt jede Lösung der Gleichung (1) 
höchstens in einem einzigen Punkte a eine von den Anfangsbedingungen 

y(a) = y'(a) = y"(a) , (4) 

oder 

y(a) = y'(a) = y'"(a) , (6) 

Wenn wir neben der Voraussetzung (3) noch die ergänzende Voraussetzung 
со = 0 machen, dann ha t jede Lösung der Gleichung (1), welche im Punkte а 
eine von den Anfangsbedingungen (4) oder (5) erfüllt, keine andere Nullstelle 
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ausser im Punkte a und jede Lösung der Gleichung (1) hat höchstens zwei zwei
fache Nullstellen. 

Es sei 

A ^ — ] / ж , — 9Ж ^ co1 ~ \co' , со, - œ ^ 0 , со < 0 [w ^ 0] , 
Ж = Konst ^ 0 . (6) 

Dann hat jede Lösung der Gleichung (1), welche die Anfangsbedingungen 

y(a) = y'(a) = 0 (7) 
erfüllt, höchstens eine Nullstelle nach rechts [nach links] vom Punkte a. Wenn 
zwei Lösungen drei gemeinsame Nullstellen haben, dann sind diese linear 
abhängig. Wenn wir zu der Voraussetzung (6) die ergänzende Voraussetzung 
со = 0 machen, dann hat jede Lösung der Gleichung (1), welche (7) erfüllt, 
höchstens eine von dem Punkte a abweichende Nullstelle. Wenn weiter zwei 
linear unabhängige Lösungen zwei gemeinsame Nul]stellen xl9 x2 haben, dann 
trennen sich alle übrigen Nullstellen von diesen Lösungen voneinander ab. 

i * 
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