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UBER DIE STABILITAT VON LOSUNGEN
IM TRANSPORTPROBLEM DER LINEAREN PROGRAMMIERUNG

JAROMIR ABRHAM, Praha
(Eingelangt am 7. Miirz 1957)

In der Arbeit wird der Begriff der Stabilitdt von Losungen des
Transportproblems eingefiihrt und es werden gewisse Bedingungen
far die Stabilitdt bewiesen.

1. Einleitung. Im nachfolgenden werden wir uns auf den Begriff des
M-Systems und seine Eigenschaften stiitzen. Um das Lesen der vorgelegten
Arbeit zu erleichtern, geben wir hier eine kurze Zusammenfassung der wichtig-
sten Begriffe und einiger bisher bekannten Ergebnisse.

Ein M-Sysiem M(ay, ..., @y; by, ..., b,) (m =1, n = 1) ist eine geordnete
Menge von m -+ n positiven Zahlen a,, ..., a,,; by, ..., b,, fiir die die Gleichung

o *
Z a; = Z bj gﬂtv.
i=1 =1
Unter der Lisung des M-Systems M(a,, ..., @yp; by, ..., b,) verstehen wir

eine beliebige Matrix

/xl]s ey Lyp

x_|{: .
xml’ MR x'ﬂ”l

von Typus m, n, deren Elemente nicht-negativ sind und die Bedingungen

n

Dag=a,t=1,..,m, >x,;=0b;, j=1..,n (1)
=1 i

erfiillen.

Die Losung X des M-Systems M(ay, ..., @y; by, -.., b,) ist einfach, wenn sie
mit Hilfe der folgenden Methode gebildet werden kann: Man wihlt beliebig
Indizes 4,7, (1 =4, =m, 1 =4, =n) und setzt x,; = min(a,, b;). Dann
studiert man das ,,kleinere’ M -System
Mty ooy @ity @ipions woms @3 Oyy ooy b5 3, b5 — @y, b5 44, ..., b,) oder
M(ay, ..., @sgs @y — bjs @i gy vy Q3 byy ooy by, bg 4 0005 by) oder
M@y, .oy @im1s Cigs oo @my b1y ooy b5 15 05 44, .05 by), je nachdem a; << b,
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oder a, > b; oder a; = b, ist. Fiir dieses M-System wird die ganze Er-
wigung wiederholt, bis man zu einem M-System kommt, fiir welches entweder
m = 1 oder n = 1 gilt; dieses wird dann trivial gelost.

Es gibt nur endlich viele einfache Losungen des gegebenen M-Systems.
Jede einfache Losung enthilt wenigstens (m — 1)(n — 1) Nullelemente. Die
Menge M aller Losungen eines gegebenen M-Systems ist die konvexe Hiille
aller einfachen Losungen.

Die einfache Losung X von M(ay, ..., a,; by, ..., b,) ist unzerlegbar oder
zerlegbar, je nachdem sie gerade (m — 1)(n — 1) oder mehr als (m — 1)(n — 1)
Nullelemente enthilt.

Das M-System M(a,, ..., a,; by, ..., b,) ist degenertert, wenn es solche In-

v q
dizes iy, ..., 0, (1 Zp <m), jp,...,J, (1 =q < n) gibt, dasskzlu,-k :kzlbjk.

May, ..., a,; by, ..., b,) ist dann und nur dann ein degeneriertes M-System,
wenn es wenigstens eine zerlegbare einfache Losung besitzt.

Eine Matrix X von Typus m,n (m = 2, n = 2) mit nicht-negativen Ele-
menten heisst singuldr, wenn sie wenigstens eine Reihe (d. h. eine Zeile oder
eine Spalte) mit hochstens einem von Null verschiedenen (und also positiven)
Element enthilt und wenn jede ihre Submatrix mit wenigstens zwei Zeilen
und zwei Spalten dieselbe Kigenschaft ausweist.

Die Losung X des M-Systems M(ay, ..., ty; by, ..., 0,) (m = 2, n = 2) ist
dann und nur dann einfach, wenn die Matrix X singulér ist. (Diese Behauptung
folgt direkt aus der Definition der einfachen Losung.)

Eine Reihe der Matrix X wird als singuldr bezeichnet werden, wenn sie
hochstens ein von Null verschiedenes Element enthélt.

Jeder einfachen Losung X eines gegebenen M-Systems entspricht eine ge-
wisse Konfiguration ihrer Nullelemente. Die Matrix X ist durch diese Kon-
figuration eindeutig bestimmt.

Die Losung X, des M-Systems M = M(ay, ..., a,; by, ..., b,) ist minimal in
Bezug auf die Matrixz C (oder kiirzer C-minimal), falls

(C, X,) = min (C, X)
XM
m n
gilt, wobei (C, X) = > > ¢, x;; eine durch (' eindeutig bestimmte auf I de-
i=1 j=1
finierte lineare Funktion7 ist.

Es gibt bekanntlich immer wenigstens eine C-minimale einfache Losung von
M. Die Menge N aller C-minimalen Losungen ist dann offensichtlich die konvexe
Hiille aller C-minimalen einfachen Losungen. Beim Studium der Eigenschatten
C-minimaler Losungen kann man sich also auf die C-minimalen einfachen
Losungen beschrinken; von dieser Tatsache werden wir weiter reichlich Ge-
brauch machen.

132



Die Beweise der oben angegebenen Ergebnisse sind in [1] zu finden oder sind

einfache Folgen der in [1] bewiesenen Sétze. Fiir die tkonomische Formulierung .

des Transportproblems wird der Leser z. B. auf die Arbeiten [2] oder [3] hin-
gewiesen.

. Stabilitit der einzelnen Lisung. Is sei M = M(a,, ..., @,; by, ..., b,) ein
feﬁt gegebenes M-System, X = (v;
gewihlte) Matrix C' minimale Losung von M, & = (ag, ..., x,,), B = (f1. ... ()
seien reelle Vektoren, die die Bedingungen

m

W+ ;>0 0=1,...m, b+, >0, f=1,...,n > 0= Z/} (2)

=1
erfilllen. Dann kann die folgende Definition eingefiihrt werden:

Definition. Eine C-minimale Losung X von M heisst stabil, wenn es solche
posttive Zahlen K., K, gibt, dass fur alle Vektoren o, @, fir die |lal] < K,
IBll < Ky und (2) gili, solch eine C-minimale Losung Y = (y,) wvon
My + aqy ooy @y + 003 0, -+ Py oo by - B)  existiert, dass y; = 0, wenn
und nur wenn x,; = 0.

Bemerkung. Die Zahlen K, K, in des obigen Definition hiingen selbst-

verstandlich von der Definition der Norm ab; in dieser Arbeit nehmen wir
m n

die durch die Gleichungen [la| = > |x,|, ||B]|= > |f;| eingefiihrte Norm an.

Fiir diesen Fall werden wir die Stabilitit jeder unzerlegbaren C-minimalen
einfachen Losung beweisen.

Vor dem Beweis des entsprechenden Satzes haben wir noch einige Hilfsséitze
zu beweisen.

Hilfssatz 1. Bs sei X eine C-minimale einfache Losung des M-Sysiems -

M= Ma,...,a,; by, ..., b,). Die iyte Zeile (bzw. die j,-te Spalte) der Matrix
X sei singuldr mit dem einzigen positiven Element x,; (bzw. x;;). X sei die

Matriz, die aus X entsteht, indem die i-te Zeile (bzw. die j,-te Spalte) weggelassen .
wird. Die Matrix C entstehe aus C auf dieselbe Weise wie X aus X. Dann ist .

X eine C-minimale einfache Lisung des M-Systems
M= May, ...,0¢; 1,0 13, G by -y by, 1 b5, — @iy by 1 - b)) (2w des
M-Systems M(ay, .., @y _qy @; — by 5 Qs gy ony Qi byy ooy by, bjﬁl, b))

Beweis. Die iy-te Zeile von X sei singuldr; es sei z,; > 0, z,; = 0, j # jo-

Die Matrix X stellt offensichtlich eine einfache Losung von M dar. Neh- .

men wir an, dass es so eine Losung Y von M gibt, dass

(C,Y) < (0, X). (3)
Es ist klar, dass
(0, X) = (C, X) + Cii %, - (4)
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Die Matrix Y sei nun folgendermassen definiert: y,; =y, 1 <1 <4, — 1,
1 §7§7L, Qi.j:xz‘oh 1 g?é’”’, yii:gi—i,h i0+1§7;§m7 léjgn
Y ist offensichtlich eine Losung von M, fiir die

(C,Y)=(C.Y) + Ciyiy Wiy, (5)

gilt. Aus (3), (4) und (5) folgt (C,Y) < (C, X), was unseren Annahmen wider-
spricht. Hat X eine singulire Spalte, so lésst sich der Beweis analogisch
durchfiihren.

Die unzerlegbare singulidre Matrix wird dhnlich wie die unzerlegbare einfache
Losung eines M-Systems definiert. Dann gilt

Hilfssatz 2. X sei eine beliebige singulire und unzerlegbare Matrixz von Typus
m, n; X sei die Matriz, die aus X durch das Weglassen von k singuliren Zeilen
(Spalten) entsteht (1 =< k = u, wober durch n die Zahl aller singuldiren Zeilen
bzw. Spalten bezeichnet ist). Dann ist X auch unzerlegbar.

Beweis. X ist von Typus m — k, n bzw. m, n — k. Wire sie zerlegbar, so
wiirde sie wenigstens (m — k — 1)(n — 1) 4~ 1 bzw. (m — 1)(n — kb — 1) + 1
Nullelemente enthalten. Die weggelassenen Reihen enthalten jedoch wenig-
stens k(n — 1) bzw. k(m — 1) Nullelemente, X miisste also wenigstens
(m — 1)(n — 1) 4+ 1 Nullelemente enthalten, d. h. sie wére zerlegbar.

Bemerkung. Aus der gerade bewiesenen Behauptung folgt unmittelbar,
dass X keine nur aus Nullelementen zusammengesetzte Reihe enthalten kann.

Hilfssatz 3. Es sei X, eine einfache unzerlegbare Lisung von
M = M(ay, ..., 0p; by, ..., by,), T sei eine gewiigend kleine positive Zahl. ) ,
E=1,...,(m — 1)(n — 1) seien simtliche Nullelemente von X,. Die Matrizen
X, =(@P), k=1,..,(m — 1)(n — 1) seien auf folgende Weise definiert:
aly =t ) =0, r=1,..,(m—1)n — 1), 7 + k. (Diese Bedingungen be-
stimmen eindeuttg X,.) Dann sind X, Losungen von M und die m . n-dimen-
sionalen Vektoren X, — X, k=1,...,(m — 1)(n — 1) sind voneinander

linear unabhingig.

Beweis. Die Gleichungen (1) haben bei fest gewéhlten ., ;,
r=1,..., (m — 1)(n — 1) eine einzige Losung. Jedes x;; in dieser Losung ist
eine stetige Funktion von z,;, r=1,...,(m — 1)(n — 1), die im TFalle
2, =0, r=1,..., (m — 1)(n — 1) positiv ist. Daraus folgt die erste Be-

hauptung. Es seien jetzt yy, ..., Ym_1)m-1) solche Zahlen, dass
(m-1)(n-1)

yiu(Xy — X;) = 0, wobei 0 eine Nullmatrix von Typus m, n ist. Diese
F=1

Bedingung steilt ein System von m . =% linearen Gleichungen dar,
Syl — ) = 0. Fir i = i, j = j, folgt daraus y¢ = 0=y, = 0. Die
k

lineare Unabhingigkeit ist dadurch bewiesen.
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Bemerkung. Aus der soeben bewiesenen Behauptung und der Tatsache,
dass das Gleichungssystem (1) den Rang m + n — 1 hat, folgt, dass die
Dimension der Menge I aller Losungen von M gleich (m — 1)(n — 1) ist.

Hilfssatz 4. Falls bei den Bezeichnungen des Hilfssatzes 3 (C, X,) = (C, X,)

firk=1,...,(m — 1)(n — 1) gilt, so ist X, eine C-minimale Losung von M.

Beweis. Y sei eine beliebige Losung von M. Sie kann eindeutig in der
(m~1)(n-1)

Form ¥ = X, + >  4(X, — X,) ausgedriickt werden. Fiir die Elemente
E=1

mit Indizen ¢,, j, ergibt sich aus dieser Bedingung
Y, =y + Z/l (@) —al))=At=2,=0,r=1,.., (m— 1)(n—1).

Weiter gilt (C, Y) - (0, X,) + >4, X, — X)) = (0, X,); damit ist unsere
%

Behauptung bewiesen.

Bemerkung. Die Hilfssétze 3 und 4 stammen von F. NoZi¢ka.

Satz 1. Die Matrix X = (x;;) set eine einfache, unzerlegbare und C-minimale
Losung von M(ay, ..., Qy; by, ..., b,). Das Symbol o(X) bezeichne das kleinste
positive Element von X. xq, ..., &pmy P1s -, Bn seten solche reelle Zahlen, dass

Y’)ﬁ Z[)),, ZI\“-{ zw;|<f)

=1

Dann gibt es so eine emfache unzerlegbare und C-minmimale Losung Y = (y,5)
des M-Systems M(a; + xy, ..., 0y + ;00 + 1, .., b, + B,), dass y; =0,
wenn und nur wenn x; = 0. '

Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich fiir die M-Systeme giiltig, fiir die
entweder m = 1 oder n = 1. Als Typus eines M-Systems werden wir weiter
den Typus seiner Losungen bezeichnen. Die Behauptung gelte nun fiir M-Sy-
steme von Typen g, h, wobei 1 < g < m, 1 = h = n ist; wir werden sie fiir
M-Systeme von Typen m -+ 1,7 und m,m -+ 1 beweisen. Da die beiden
Fille ganz analogisch untersucht werden konnen, werden wir den Beweis nur
fiir den ersten Fall durchfiihren.

Es seien also zwei M-Systeme M = M(a,, ..., @pyiy; by, -.., by),
M = M(ay + &1y «oey Qpyy + Sy 03 4+ B -5 0, + BL) gegeben. X sei eine
einfache, unzerlegbare und C-minimale Losung von M. Wenn n = 1, so gilt
der Satz; es sei also n = 2. Wir haben zwei Spezialfille zu unterscheiden.

1. X enthilt keine singulire Zeile. Dann enthilt sie wenigstens eine singu-
lare Spalte. Die Zahl aller singuliren Spalten von X bezeichnen wir durch
v (1 =» < n). Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir voraus-
setzen, dass alle singuldren Spalten die ersten » Stellen in X einnehmen. Es
sei weiter Ty = b;>0,i=1,..,7, 2; =0,1 % 1;, ] = 1, ..., ». Die Matrix
X, die aus X durch das Weglassen der ersten » Spalten entsteht, ist (sieh
Hilfssitze 1 und 2) eine einfache, unzerlegbare und C-minimale Losung von
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M(ay, ..., .13 b0, ..., b,), wobei C aus C auf dieselbe Weise wie X aus X ent-

steht und a; = a;, — > b,. (Die Summe > b, ist iiber die in der i-ten Zeile
(k) (k,7) -

liegenden Werte von x; ; = b, erstreckt.) Die Matrix X enthilt nun keine

singuldre Spalte. Jetzt miissen wir wieder zwei Spezialfille unterscheiden, je

nachdem » =n — 1 oder » < mn — 1.

a) Es sel » = n — 1. Dann enthilt X eine einzige Spalte und der Satz ist
fiir sie giiltig. Sie stellt die einzige L(’isung von M(ay, ..., an ;b,) dar. Es

ist offensichtlich z,, = a), > 0, i = 1,...,m -+ 1. Es gibt also so eine Losung
}’ von Jl’[((l; + X1 — S‘ ﬁ]} AR m+1 _‘i Kmyy — z ﬁl,y bn + ﬂn), da‘ss
&1 +1 (e,m+1)
m

Yin =, +x; — > B >0, sooft > |x; — > B,| + |B.] < o(X). Die Matrix
X = ki

Y sei nun auf (fol)gende Weise defmlert:( y),-],,- =b,+p, 7=1,...,m—1,
Y =0, 1 F1;, j=1,...,n— 1, ¥y, = Y. ¥ ist dann offensichtlich eine
einfache und unzerlegbare Lésung von M’. Wir haben noch zu beweisen, dass
Y C-minimal ist. Zu diesem Zweck wihlen wir eine geniigend kleine positive
Zahl ¢ und bilden aus X und Y die Losungen X,, Y,, k=1, ..., m(n — 1) laut
der im Hilfssatz 3 beschriebenen Weise. Nach dem Hilfssatz 4 geniigt es zu
beweisen, dass (C,Y,) = (C,7Y) fur k = 1, m(n — 1) ist. Es ist offensicht-
lich Y, — Y =X, — X. Da X C- mlnlma[ 1st, haben wir

0=(C, X, — X)=(0,Y, — ¥) = (C,Y,) — (C, 7).

b) Esseir << n — 1. Dann muss X wenigstens eine (z. B. die 4,- te) singulire
Zeile enthalten; es sei &, ; > 0,2, ; = 0,7 # jo, j =v + 1,...,n X (bzw. C)
sei die Matrix, die aus X (bzw. aus (') durch das Weglassen der 1,-ten Zeile
entsteht. X stellt dann eine einfache, unzerlegbare und C-minimale Losung
von M(ay, ..., 1, @ gy oo @y i byyy oo by gy by — g, by s b)) dar
(sieh Hilfssdtze 1 und 2). Fiir X ist der Induktionsannahme nach der Satz
giiltig. Es gibt also solch eine einfache, unzerlegbare und C-minimale Losung
Y von M(a; + x, — Zﬁ,, e @ X *(kz ]fh-, a1+ X —

- Z Brs ++ o5 U 1 + Xmyr — z Brs byir + Busts o5 b;',,—1 -+ ﬂjoﬂy

(k,iy +1) (kym +1)
b; +ﬁ,n~a — X, “1+ﬁ]+1,.. b, + B.), dass y; = 0 <= x; = 0, so-

oft Z | — Z Bl + V [/3][ + 1B, — x| < o(X). Diese Ungleichung ist jedoch

(k,%) j= v
L*%., J#7e

unter der Bedingung des Satzes offensichtlich erfiillt. Die Matrix Y sei nun
folgendermassen definiert: y,; =9y 1 <1 =<4, j=v»-+1,...,n,

1/1 iy T + Xin Yig = 0, ? + jo’ Yis = ?:/i~1,1'> io <i=m+1,

j=r+ 1 o M Yoy = b; + By =0, *+4,1=1,...m+1,7=1,..,»
Y stellt dann offensichtlich so eine einfache und unzerlegbare Losung von M’
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dar, dass y;; = 0 <=> z,; = 0. Die Minimalitdt von ¥ wird wie im Falle a) be-
wiesen.

2. Wenn X wenigstens eine singulire Zeile enthélt, konnen wir den Beweis
so durchfiihren, als wire » = 0. Der Beweis ist also viel einfacher.

Bemerkungen. 1. Aus dem Satz 1 folgt die Stabilitat jeder unzerlegbaren
einfachen C-minimalen Losung des gegebenen M-Systems. Die Zahlen K, K,
in der Definition der Stabilitit sind so zu wihlen, dass K, > 0, K, > 0,
K, + K, = o(X).

2. Fiir einen speziellen Fall lasst sich der soeben bewiesene Satz modifi-
zieren. Ks gilt namlich die folgende leicht beweisbare Behauptung: 2 > 0 sei
eine beliebige reelle Zahl, X sei eine beliebige C-minimale Losung von
M(ay, ..., @p; by, ..., b,). Dann ist 21X eine C-minimale Losung von
MAay, ..., Ay Ay, ..., Ab,).

3. Fir zerlegbare C-minimale Losungen eines gegebenen M-Systems gilt
der Satz 1 nicht; dementsprechende Gegenbeispiele konnen leicht gebildet
werden. Fiir gewisse hinreichende Bedingungen fiir die Existenz solcher
Losungen sieh [3].

4. Die Grossen a4, §; konnen auch als Funktionen der Zeit oder Realisationen
eines zufélligen Prozesses betrachtet werden, was die Moglichkeit gibt, die
sozusagen ,,dynamische® Stabilitdt zu studieren.

3. Stabilitit aller C-minimalen Losungen. 0N sei die Menge aller C-minima-
len Losungen eines gegebenen M-Systems. X(®, k= 1,..., N seien alle ein-
fachen Losungen, die zur Menge 0N gehéren. Wenn alle X unzerlegbar sind,
sind alle Elemente von M stabil und die Konstanten K,, K, aus der Definition

der stabilen Losung komnen so gewihlt werden, dass K, + K, = min o(X®).
ISE=N

Ist dies nicht der Fall, so sind alle Losungen stabil, die zur konvexen Hiille

aller C-minimalen, einfachen und unzerlegbaren Losungen des gegebenen

M-Systems gehoren. Eine untere Abschétzung der Grosse min o(X®) kann
1=k=N
fiir nichtdegenerierte M-Systeme auf Grund des folgenden Satzes berechnet

werden.

Satz 2. M = M(ay, ..., a,; by, ..., b,) set ein beliebiges M -System, X sei eine
einfache Losung von M. Dann erfillt jedes von Null verschiedene Element x;; von
X die Ungleichung

u z
ry; =min| > a, — > b;
k=1 s=1

s

wobet das Minvmum iber alle Werte 1 < p<=m, 1 S qg=n,p+q<<m-+n
und alle p-gliedrigen Kombinationen i, ...,1, der Zahlen 1,...,m und alle
q-gliedrigen Kombinationen jy, ..., j, der Zahlen 1, ..., n genommen wird. .
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Fiir degenerierte M-Systeme ist der Satz 2 trivial. Fiir nichtdegenerierte
M-Systeme kann der Beweis dhnlich wie beim Satz 1 durch die Induktion
durchgefiihrt werden.
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Pesiowme

OB YCTONYMBOCTU PEMEIINNA B TPAHCHOPTHONM
IMTPOBJIEME JIMHENHOTO I[TPOTPAMMUPOBATIS]

SIPOMYVIP ABPI'AM, (Jaromir Abrham), llpara

(HTocrymumo B pepaxuumio 7/I1T 1957 1)

Pa6ora onupaercs Ha HOHATUA H PE3YABTATH, NPHUBEIEHHBIC B INTHPOBAHHOIT
pabore [1]. BBogmres nonsaTie yCTOWYMBOCTH penieHNT HeRoTopolt M-cucremsl,
KOTOPBIe ABIAIOTCH MHUHUMAJIBLHLIMII OTHOCHMTEIBHO KAaKOI-TO 3ajlaHHON Ma-
rpuusl C. JlorasbiBaerca TeopemMa 00 ycTOMYNBOCTH BCAKOTO PCITCHIA, KOTOPOC
AIBIISICTCSE IPOCTHIM JI HEPABIIOKIMBIM; B YACTHOCTH, J1000e npocroe C-MuHIMA D -
HOe pelenye HepasIomuMol M-CICTeMBI sIBIISIETCS YCTOIYIBRIM.
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