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Чехословацкий математический журнал, т . 8 (88) 1958, Прага 

E I N E B E M E R K U N G Ü B E R E L L I P T I S C H E D I F F E R E N T I A L 
GLEICHUNGEN 

JAN МАЙ1К. Praha 

(Eingelangt am 1. Juli 1957) 

Es wird gezeigt, dass für eine gewisse Klasse von Operatoren L die 
Lösung и der Gleichung Lu — 0 durch die Randwerte eindeutig be
stimmt ist; für и werden Abschätzungen gefunden. Zum Schluss wird 
eine Verallgemeinerung eines Satzes von Morgenstern bewiesen. 

B e z e i c h n u n g e n . Das Wort „Zahl" (resp. „Funktion") bedeutet immer 
eine endliche reelle Zahl (resp. eine endliche reelle Funktion). G ist eine nicht
leere b e s c h r ä n k t e offene Untermenge von Em\ H ist die Grenze von G, G = 
— G и H. §0 (resp. $) ist das System aller Funktionen auf G (resp. das System 
aller auf G stetigen Funktionen), deren sämtliche partielle Ableitungen 2. Ord
nung auf G stetig sind. Griechische Buchstaben bedeuten immer Z a h l e n ; die 
Buchstaben а, b, c, f (resp. u, v), event, mit Indexen, bedeuten F u n k t i o n e n 
auf G (resp. E l e m e n t e v o n §). 

Is t F eine Funktion auf der Menge M und ist M0 с М, dann verstehen wir 
unter der Aussage „F > 0 auf M0

(i, dass F{x) > 0 für j e d e s xe M0 ist. Sind 
F19 F2 Funktionen auf M, so ist klar, was z. B. „F^F^ ^ 1 auf M0" usw. be
deutet . Wenn es aus dem Zusammenhang zu sehen ist, welches M0 gemeint 
wird, so schreiben wir einfach „F > 0" usw. 

Für x = [Xj, . . . . xm] €Em setzen wir \x\ 

Es sei ß das System aller Operatoren 

]Ttff. Es gilt 2 xiV> S* N \y\. 

j= 2 %яЛ- + 2ь,^- (i) 
mit folgender Eigenschaft: Wenn / e g0, / ^ 0 ist und wenn es ein x0e G mit 
f(xQ) = 0 gibt, dann gilt J/(x0) ^ 0. Man kann beweisen, dass der Operator (1) 
diese Eigenschaft dann und nur dann hat, wenn für jedes x e G und alle rl9 

m 

т т die Beziehung ]> aiS{x) r ^ 7> 0 besteht. Wenn also der Operator (1) zu / 
ij = 1 

gehört, so haben wir 

246 



Es sei weiter j£? das System aller Operatoren L = с — J , wo J e f, für welche 
gilt: 

(ад ^ 0 auf Я , Lu^Q auf ff) => ад ̂  0 auf ff . 

Ist L € J?, Lux = 1>ад2 auf ff und Uj == ад2 auf Я , so gilt offenbar адх = ад2 auf ff, 

Lemma 1. Es sei J e f, f e g0, / ^ 0, c/ > J / . Da?m г^ / > 0, 

B e w e i s . Wäre f(x0) = 0, so hät ten wir 0 = c(x0) f(x0) > Jf(x0) ^ 0, was 
unmöglich ist. 

Satz 1. Es sei J e /", L = с — J', v > 0 auf H, v ^ 0 auf ff, Lv > 0 cm/ ff. 
Dann ist Le <&. 

B e w e i s . Sei и >̂ 0 auf JET, 2ж ^ 0 auf ff. Für jedes т ^> 0 setzen wir F(r) = 
= min (ад(#) -f- г v(x)). Wir haben zu zeigen, dass -F(O) >̂ 0. Es sei also 

x€G 

F(0) < 0. Nach Lemma 1 ist v > 0 auf ff; daraus folgt leicht, dass F(r) > 0 
für grosse r ist. Da .F stetig ist, gibt es ein r0 > 0 mit F(r0) = 0. Setzen wir 
noch w = ад -f r0v, so folgt aus den Beziehungen .Lw > 0, ад; ̂  0 nach Lemma 
1, dass w > 0 auf ff ist. Da aber w ^ т0г> > 0 auf H ist, haben wir 0 < 
< min w(x) = F(r0) ; durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen. 

XeG 

B e m e r k u n g 1. Ist vx ^ 0, Lvx > 0, Lv2 ^ 0 auf ff, v2 > 0 auf # , so erfüllt 
die Funktion v = JLIV1 + ^2 bei hinreichend grossem ju, unsere Voraussetzungen. 

B e m e r k u n g 2. Ist L e «£?, ад ̂  0 auf H, Lu > 0 auf ff, so ist ад > 0 auf ff. 
Satz 2. Ist J € f, с > 0, 50 Aa£ жаад с — J e ££. 

B e w e i s . Im Satz 1 setzen wir v = 1. 

Satz 3. Ü7s «sei s e i£m ададй |# — s\ < £ /адг jedes x e ff. -Der Operator J sei durch 
m ~\ I ~m 

(1) definiert; wir schreiben a — ^ a n , & = I/ У bf ш&й setzen voraus, dass für 

?edes x e ff йге Beziehung 
2a(x) + ф ) . (e2 - |x - s|2) > 2p ф ) (2) 

besteht. Dann gilt с — J e J£\ 

B e w e i s . Die Funktion ф ) = p2 — \x — s|2 erfüllt die Relationen Jv(x) = 

= — 2 2б%(ж) — 2 2 bk(x) . (a?Ä — eft) fg — 2 ф ) + 2p b(x) (xe ff), cv — Jv ^ 
i=l к=l 

^ сг> + 2a — 2ç>6 > 0 (laut (2)) und ф ) > 0 (же ff). Unsere Behauptung folgt 
nun unmittelbar aus Satz 1. 

9 / m Я2 \ 
B e i s p i e l . Ist ф ) > —• (x e ff). so hat man с — Л е££\А = У т - ^ ) . 

Q2— \x—s\*y \ t^\bx\) 
Satz 4. JSe sei Je f, cxv > Jv, cx <* c2 auf ff, v > 0 аад/ ff, L^ = d — J 

(i = 1, 2), [£2ад2| ^ ^хад! аад/ ff, |ад2[ ^ адх аад/ Я . 1)аад?г ^гй |ад2| ^ адх аад/ ff. 
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B e w e i s . Nach Satz 1 haben wir L{e ££ (i = 1, 2); daraus folgt ux ^ 0, 
L2ux ^ Lxux ^ L2u2, L2(u± — u2) ^ 0. Da щ — u2 ^> 0 auf ff ist, gilt ux ^ w2 

auf G. Ähnlich kann man die Ungleichung щ ^ — u2 beweisen. 

Satz 5. Es sei J e f, — J e ££, Ju ^ 0. Dann gibt es einen Punkt x0 e H mit 
u(x0) ^ u(x) (x e G). 

B e w e i s . Wir wählen den Punk t x0 e H derart, dass u(x0) = a = min u(x), 
öCeff 

und setzen v = и — ос. Aus den Beziehungen v ^ 0 auf ff, — Jv = — Jw >̂ 0 
auf 6? folgt v >̂ 0, d. h. w >̂ л auf G. 

B e m e r k u n g . Ist / 3 ^ 0 , L = с — J, Je f, Le Se, с ^ 0 (resp. с <: 0), 
Lu fgj 0 (resp. Zw ^ 0) auf G, и ^ ß auf ff (resp. и ^ ß auf ff), so ist и ^ ß 
(resp. и ^ ß) auf G. 

Satz 6. 2?s sei i e i f , min v(#) = e > 0, inf Lv(x) = ?y > 0. Жешг die 

Funktion и den Ungleichungen \Lu\ ^ /г aw/ G, |w| ^ ô auf H genügt, so gilt 
\u\ <S v . max ((Зе-1, уШ?"""1) aw/ G. 

B e w e i s . Setzen wir ß = шах (de -1, /ur]*1), so ist и ^ ßv auf .ff, / ж fg /iLv 
auf G. Da J e «£?, haben wir и ^ ßv (auf G). Desgleichen gilt — и i^ ßv. 

B e m e r k u n g . Ist L e ££, v 2> e > 0 auf ff, |w] ^ <5 auf ff und Lw = 0 <g £г? 
auf G, so gilt ]w[ ^ г? . (Зе™1 auf 0, 

Satz 7. i?s sei J e Jf, v > 0 auf G, — Jv ^ ^ > 0 <ш/ G, lim inf (inf cn(x)) > 
n—>co XeG 

^> 0, un(x) -> 0 gleichmässig auf H, cn un(x) — Jun(x) —> 0 gleichmässig auf G. 
Dann gilt un(x) -> 0 gleichmässig auf G. 

B e w e i s . Ist n gross genug, so hat man cnv — Jv >̂ |-?y. Je t z t machen wir 
von Satz 1 und 6 Gebrauch. 

Satz 8. Wir setzen voraus, dass J e ß und dass /0 eine beschränkte Funktion ist. 
Es sei cQv — Jv 2> rj > 0 auf G, v > 0 aw/ G, cn(x) -> c0(x), /n(#) -> f0(x) gleich
mässig auf G, un(x) -> u0(x) gleichmässig auf ff und cnun = Jwn + /n aw/ G 
(тг = 0, 1, . . . ) . Dann gilt un(x) -> w0(^) gleichmässig auf G. 

B e w e i s . Für grosse n ist cnv — Jv ^ \r\\ nach Satz 6 ist die Folge von Funk
tionen un beschränkt. Weiter gilt c0(u0 — un) = J(u0 — un) + /0 — /„ + 
+ (cn — CQ) un. Eine nochmalige Anwendung des Satzes 6 zeigt, dass un(x) -> 
-> u0(x) gleichmässig auf G gilt. 

Lemma 2. Es sei s e Em, G = E[x; \x — s\ < о]. Т7гг definieren den Operator 
m ~| / га 

Je/ durch die Formel (1) гтй sefcew a = у агЧ-, Ь = I / V Ь | , i = 1 — J . ТГетт 
г = 1 i fc=l 

a ^ a, b ^ ß ist und wenn die Funktion и den Ungleichungen \u\ ^ у auf FL, 
\Lu\ ^ à auf G genügt, dann gilt 

\u{s)\ ^ 2у(к6-* + ße-i) + Ô. (3) 
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B e w e i s . Wir setzen p(x) = \x —- s\2, v = yo~2(p + 2<x + 2ß£>) + (3. Es is^ 
m 

Хг;(ж) = ф ) — yg~2Jp(x) = г;(ж) - у£-2(2а(ж) + 2 2 М ^ ) (жл - - s*)) ;> ф ) — 
fc = l 

— у^~2(2л + 2gß) = у^"2^(.т) + (5 ̂  (3 ̂  1 л ф ) (же ö) , v ^ 7^-2p = 7 ^ w| 
auf .ff; da (nach Satz 2) Le ^ ist, so hat man v ^ w, insbesondere also г? (s) ^ 
^ ^(s). Ähnlich kann man zeigen, dass v(s) ^ — u(s); daraus folgt unmittelbar 
die Beziehung (3). 

m ^ 2 m rs 

Satz 9. Es sei Jn - 2 С ^—т" + 2 V r ^ / , A> == 1 - Jn (n = 1. 
г, 2 = 1 <%£; ^ fc = l 0 % 

2, . . . ) ; / sei s£e% (бш/ (?). Die î o/б/е гхж Funktionen ul9 u2, . . . (resp. Z/^i» 
L2u2, . . .) «sei <ш/ rfer AI enge ff (resp. G) beschränkt; auf jeder kompakten Teil
menge von G gelte gleichmässig lim af^(x) = 0, lim bf\x) = 0 (г = 1, .. . , m), 

n—»00 n - * o o 

lim Lnun(x) — /(#). Dann gilt a,uch lim w.n(#) === /(ж) gleichmässig auf jeder кот-
n—»oo гг—>со 

pakten Teilmenge von G. 

B e w e i s . Es sei D eine nichtleere kompakte Untermenge von G; s sei positiv. 
Wir bilden eine offene Menge U, die D umfasst und samt ihrer Grenze in G liegt. 
Weiter können wir eine Funktion /0 e %0 finden, die für jedes x e U die Unglei
chung \f(x) — fo(x)\ < G erfüllt. (Nach dem Satz von Weierstrass existiert 
sogar ein solches Polynom /0.) Je tz t setzen wir gn(x) = un(x) — f0(x) (x e Cr). Die 
Gleichheit Lngn = Lnun — /0 + Jnf0 hat zur Folge, dass Lngn(x) -> f(x) — fQ(x) 
gleichmässig auf U gilt. Wenn wir also Xn — sup | Lngn(x) — f(x) + fo(x) 

XeU 

setzen, so ist Xn —> 0 und 

\Lngn(x)\ < s + kn (xe U, n = 1, 2, ...) . (4) 

Es gibt ein /л derart, dass [wn(a?)| ^ /л (xe ff), \Ln un(x)\ fg /LI (X e G) für alle n ist. 
Nach Satz 6 (wo v = 1 gesetzt wird) hat man \un(x)\ <L ju für alle n und alle 
xe G. Da auch |/| fg // ist, bekommt man die Abschätzung 

|0»(«O| ̂  KWI + 1/И1 + 1/И - Ш 1 < ^ + в (же J7) . (5) 

Wir schreiben noch an = У a^\ 6n = I/ V (ö(/l))2, an = sup an(x), ßn = supbn(x); 
i = l V i = 1 «et/ SCct/ 

die Entfernung der Menge D von der Grenze der Menge U bezeichnen wir mit Q. 
Lau t (3), (4), (5) haben wir dann 

\gn(x)\ < 2(2/. + e)(^nQ~2 + ßnQ^) + s + ln (xe D) . (6) 

Es existiert also ein n0 derart, dass die Ungleichung \gn\ < 2e und folglich 
\wn — / | ^ \gn\ + |/ — /o| < 3e auf der Menge D für jedes n > щ gilt. 

B e m e r k u n g 1. Wenn / e $0 ist, so können wir natürlich /0 — / setzen; dann 
ist gn = un — f. Setzen wir noch an = sup \Lnun(x) — /(ж)|, rw = sup \Jnf(x)\, 

XeU XeU 

so ist Xn ̂  crn -f rn und die Beziehung (6), wo wir jetzt s = 0 schreiben kön-
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nen, liefer* eine effektive (von den Mengen D und U abhängige) Abschätzung 
für die Schnelligkeit der Konvergenz. 

Bemerkung 2. Der Satz 9 ist eine Verallgemeinerung des Satzes 4 aus [1] 
und des Hauptresultates aus [2]. 
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Резюме 

ЗАМЕТКА ОБ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЯХ 

ЯН МАРЖИК (Jan Mafik), Прага 
(Поступило в редакцию 1/VII 1957 г.) 

Пусть О — непустое ограниченное открытое подмножество простран
ства Ет\ пусть H — граница О (значит, G = G и Я). Буквы и, v обозна
чают функции, непрерывные на б и обладающие на G непрерывными про
изводными 2-ого порядка. Если мы скажем, напр., „и > 0 на в" , то под-
разумеется, что и(х) > 0 для всякого х е G. 

Далее, пусть ß — система всех операторов J вида 
m M m о 

m 
где dij — функции на множестве G такие, что У а^(х) xixj для всякого 

i,j = 1 

х € G представляет собой неотрицательную функцию переменных тх, ..., тту, 
и где bv ..., Ьт — произвольные функции на G. Пусть, наконец, JS? — систе
ма всех операторов L вида L = с — J (с — функция на G), для которых 
справедлива импликация (и ^ 0 на H, Lu ^ 0 на G) => и 2> 0 на G . 
" Теорема 1. Если J е ß, L = с — J, v > 0 на G, Lv > 0 на G, то L € J?* 

Теоремы 2 и 3 показывают, как для некоторых операторов можно 
найти функцию v так, чтобы выполнялись предположения теоремы L 

Теоремы 4—6 представляют собой оценки решения и уравнения Lu = /, 
где L e «£?. Теоремы 7, 8 и 9 показывают, что при некоторых условиях 
решение м мало изменяется при малом изменении оператора L, функции 
/ и значений функции и на множестве Н. 
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