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Yexocropanknii MaTeMaTRIeCKHil KypHAT, T. 8 (S3) 1958, IIpara

EINE BEMERKUNG UBER ELLIPTISCHE DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN

JAN MARIK. Praha
(Eingelangt am 1. Juli 1957)

Es wird gezeigt, dass fur eine gewisse Klasse von Operatoren L die
Losung u der Gleichung Lu = 0 durch die Randwerte eindeutig be-
stimmt ist; tur ¥ werden Abschétzungen gefunden. Zum Schluss wird
eine Verallgemeinerung eines Satzes von Morgenstern bewiesen.

Bezeichnungen. Das Wort ,,Zahl* (resp. ,,Funktion) bedeutet immer
eine endliche reelle Zahl (resp. eine endliche reelle Funktion). @ ist eine nicht-
leere beschriankte offene Untermenge von E,,; H ist die Grenze von G, G =
= @ u H. §, (resp. §) ist das System aller Funktionen auf G (resp. das System
aller auf G stetigen Funktionen), deren samtliche partielle Ableitungen 2. Ord-
nung auf @ stetig sind. Griechische Buchstaben bedeuten immer Zahlen; die
Buchstaben a, b, ¢, f (resp. u, v), event. mit Indexen, bedeuten Funktionen
auf @ (resp. Elemente von §).

Ist F eine Funktion auf der Menge M und ist M, c M, dann verstehen wir
unter der Aussage ,,F > 0 auf M, dass F(x) > 0 fiir jedes xze M, ist. Sind
F,, F, Funktionen auf M, so ist klar, was z. B. ,,F,F, = 1 auf M, usw. be-
deutet. Wenn es aus dem Zusammenhang zu sehen ist, welches M, gemeint
wird, so schreiben wir einfach ,, /' > 0 usw.

m m
Fir « = [a,, ..., x,,] € &, setzen wir |2| :l/ Zx‘f. Es gilt > rY| = |z ly!.
i-1 i-1
Es sei ¢ das System aller Operatoren
= AR Tmm——— { " 1
7 ,,21 Yi G, e, k; b oxy (1)

mit folgender Eigenschaft: Wenn fe §,, f = 0 ist und wenn es ein x,e G mit
f(z,) = 0 gibt, dann gilt Jf(z,) = 0. Man kann beweisen, dass der Operator (1)

diese Eigenschaft dann und nur dann hat, wenn fiir jedes x ¢ ¢ und alle 7, ...,
m

7,, die Beziehung > a,,(x) 7;v; = 0 besteht. Wenn also der Operator (1) zu 7
51

gehort, so haben wir

' a; =0, af = au;.
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Es sei weiter £ das System aller Operatoren L = ¢ — J, wo J € £, fiir welche
gilt:
(w=0aufH, Lu=0auf@)=>u=0aufq.

Ist Le &, Lu, = Lu, auf G und u, = u, auf H, so gilt offenbar u, = u, auf G.
Lemma 1. Es sei Je #, fe o, f =0, ¢f > Jf. Dann ist f > 0.

Beweis. Wire f(x,) = 0, so hdtten wir 0 = c(x,) f(x,) > Jf(zy) = 0, was
unmoglich ist.
Satz 1. Es sei Je ¢/, L=c—J,v>0auf H, v =0 auf G, Lv > 0 auf G.
-Dann ist Le £.
Beweis. Seiu = 0 auf H, Lu = 0 auf G. Fiir jedes 7 = 0 setzen wir F(7) =
= min (u(z) 4- T v(z)). Wir haben zu zeigen, dass F(0) = 0. Es sei also

zeG
F(0) < 0. Nach Lemma 1 ist v > 0 auf &; daraus folgt leicht, dass F(z) > 0
fiir grosse 7 ist. Da F stetig ist, gibt es ein 7, > 0 mit F(7,) = 0. Setzen wir
noch w = u + 7y, so folgt aus den Beziehungen Lw > 0, w = 0 nach Lemma
1, dass w > 0 auf @ ist. Da aber w = v > 0 auf H ist, haben wir 0 <

< min w(z) = F(z,); durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen.
2eG

Bemerkung 1. Ist v; = 0, Lv;, > 0, Lv, = 0 auf G, v, > 0 auf H, so erfiillt
die Funktion v = v, -+ v, bei hinreichend grossem p unsere Voraussetzungen.

Bemerkung 2. Ist Le &, w = 0 auf H, Lu > 0 auf G, so ist w > 0 auf G.
Satz 2. Ist J e #, ¢ > 0, so hat man ¢ — J € £.

Beweis. Im Satz 1 setzen wir v = 1.

Satz 3. Es sei se K, und |z — 81 < o fur 7edes x e G. Der Operator J sei durch

1) definiert; wir schreiben a =: z @y b = z b2 und setzen voraus, dass fir
= k-1

jedes x € G die Beziehung
2a(x) + c(2) . (¢* — & — s*) > 20 b(x) (2)
besteht. Dann ¢ilt ¢ — J e Z.
Beweis. Die Funktion v(z) = ¢ — [x — s]? erfiillt die Relationen Jo(z) =
= -—ii,?aii(x) — 2§lbk(x) Xy — &) = — 2a(x) + 20b(x) (xe @), cv—Jv=

= cv + 2a — 2pb > 0 (laut (2)) und v(x) > 0 (x € G). Unsere Behauptung folgt
nun unmittelbar aus Satz 1.

2m, m o5
__!ﬁ(xeG),soha,tmanc—Aez(A ——g _3)

Beispiel. Ist e(z) > —

Satz 4. Bs sei Je ¢, cv > Jv, ¢, < ¢, auf G, v >0 auf G, Li=c¢;—J
(1 =1, 2), |Lywy| = Ly, auf G, |u,| < u, auf H. Dann gilt |u,| < u, auf @
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Beweis. Nach Satz 1 haben wir L;e £ (¢ = 1, 2); daraus folgt u, = 0,
Lyw, = Liu; = Lyu,, Ly(u; — uy) = 0. Da u; — u, = 0 auf H ist, gilt v, = u,
auf G. Ahnlich kann man die Ungleichung », = — u, beweisen.

Satz b. Es sei J e F, — Je &, Ju = 0. Dann gibt es einen Punkt x,e H mit
u(z,) = u(@) (ze Q).

Beweis. Wir wihlen den Punkt x,e H derart, dass u(z,) = o = min u(z),

xeH
und setzen v = u — «. Aus den Beziehungen v = 0 auf H, — Jv = — Ju = 0
auf ¢ folgt v = 0, d. h. » = « auf G.

Bemerkung. Ist $ =0, L=c¢c—J, Je 7, Le ¥, c =0 (resp. ¢ = 0),
Lu < 0 (vesp. Lu = 0) auf G, w < f auf H (vesp. u = § auf H), so ist w =< f8
(resp. u = p) auf G.

Satz 6. Es set Le ¥, minvx) = ¢> 0, inf Lo(x) =5 > 0. Wenn die

zeG

xeH

Funktion u den Ungleichungen |Lu| < n auf G, [u| < 6 auf H geniigt, so gilt
lu| < v .max (de7, un~) auf Q. '

Beweis. Setzen wir f = max (0¢7, uy™), so ist u < pv auf H, Lu < fLv
auf G. Da L ¢ &, haben wir u < fv (auf G). Desgleichen gilt — u =< fv.

Bemerkung. Ist Le Z,v = ¢ > 0auf H, [u] < dauf H und Lu = 0 < Lo
auf @, so gilt [u] < v. de? auf G.

Satz 7. Es sei J e ¢, v > 0 auf G, — Jv = n > 0 auf @, lim inf (inf ¢, (z)) =

7—>00 xeG

= 0, u,(x) — 0 gletchmiissig auf H, ¢, w,(x) — .j?,Ln(x) — 0 gleichmissig auf G.
Dann gilt u,(x) — 0 gleichmissig auf G.

Beweis. Ist » gross genug, so hat man ¢,v — Jv = 5. Jetzt machen wir
von Satz 1 und 6 Gebrauch.

Satz 8. Wir setzen voraus, dass J e ¢ und dass f, eine beschrinkte Funktion ist.
Es sei cp — Jv =1 > 0 auf G, v > 0 auf G, c,(x) — co(@), f.(x) = fo(@) gleich-
mdassig auf G, u,(x) = uy(x) gleichmissig auf H und c,u, = Ju, + f, auf G
(n = 0,1, ...). Dann gilt w,(x) — wuy(x) gleichmdssig auf G.

Beweis. Fiir grosse n ist ¢,v — Jv = }#; nach Satz 6 ist die Folge von Funk-
tionen u, beschrinkt. Weiter gilt co(wy — u,) = J(wy — %n) + fo — fn +
+ (¢, — €o) %,. Eine nochmalige Anwendung des Satzes 6 zeigt, dass w,(x) —
" — u(v) gleichmissig auf G gilt.

Lemma 2. Es sei se I, @ = Elz; |x — §| < 0]. Wir definieren den Operator
J € ¢ durch die Formel (1) und setzen o = % @y b =V§: b2, L=1—.J. Wenn

i=1 k=1 -

a X, b < B ist und wenn die Funktion u den Ungleichungen |u| <y auf H,
[Lu| < 6 auf G geniigt, dann gilt

Iu(s)] < 2y(xp~? + ﬂg_.l) +4. - ‘ ‘)
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Beweis. Wir setzen p(x) = |@ — s, v = yo=2(p + 2x + 2fp) + 4. Es ist
Lo(x) = v(x) — po2Tp(x) = v(x) — yo~2(2a(x) + 2kzlbk.(x) (xp — 81)) = v(x) —

— y07%2x + 20f) = yopx) + 0 = 0 = Lu(z) (e G), v Z yop =y = u
auf H; da (nach Satz 2) L e & ist, so hat man v = u, insbesondere also v (s) =

> u(s). Ahnlich kann man zeigen, dass v(s) = — wu(s); daraus folgt unmittelbar
die Beziehung (3).

m m
Satz 9. Es sei J, = > a0 1 > b;gt>5%e S D=1 —J, (n=1,

i,5=1 ox; 322,4 k-1
2,...); | sei stetig (auf G). Die Folge von Funktionen w, u,, ... (resp. Lu,,
Lyu,, ...) sei auf der Menge H (resp. Q) beschrinkt, auf jeder kompakten Teil-
menge von G gelte gleichmdissig lim a{?(x) = 0, lim b{"(x) = 0 (¢ = 1, ..., m),

n—w

-

lim L,u,(x) = f(x). Dann gilt auch lim w,(x) = f(x) gleichmdssig auf jeder kom-

N—>00 n—00

pakten Teilmenge von G.

-

Beweis. Es sei D eine nichtleere kompakte Untermenge von G; ¢ sei positiv.
Wir bilden eine offene Menge U, die D umfasst und samt ihrer Grenze in G liegt.
Weiter konnen wir eine Funktion f, e §, finden, die fiir jedes 2 ¢ U die Unglei-
chung [f(x) — fo(x)| < ¢ erfillit. (Nach dem Satz von Weierstrass existiert
sogar ein solches Polynom f,.) Jetzt setzen wir g,(x) = u,(x) — fo(z) (x € G). Die
Gleichheit L,g, = L,u, — f, + J,f, hat zur Folge, dass L,g,(x) — f(x) — f4(x)
gleichmissig auf U gilt. Wenn wir also 4, = sgp | Lg.(x) — f(x) -+ fo()

setzen, so ist 4, — 0 und
Lg,@) <e+4, (@eU, n=12..). (4)

Es gibt ein u derart, dass |u,(x)| =< p (v e H), |L, u,(x)] = u (z € G) fiir alle n ist.
Nach Satz 6 (wo v = 1 gesetzt wird) hat man |u,(z)] =< u fir alle n und alle
z e @. Da auch |f| < p ist, bekommt man die Abschiatzung

gu(@)| = lua(@)] + [[@)] + [[(@) — fo@)] < 2u + & (zeU). (5)

Wir schreiben nocha, = > af?, b, = |/ > (b{")?, x, = sup a,(x), f, = supb,(z);
i=1 i=1 zeU

i
zeU

die Entfernung der Menge D von der Grenze der Menge U bezeichnen wir mit g.
Laut (3), (4), (5) haben wir dann

9.(@)] = 220 + &)(xn0™® + fp07?) + e+ 4, (veD). (6)

Es existiert also ein n, derart, dass die Ungleichung [g,| < 2¢ und folglich
[, — f| < 9] + |f — fo| < 3e auf der Menge D {fiir jedes n > n, gilt.

Bemerkung 1. Wenn f e §, ist, so kdnnen wir natiirlich f, = f setzen; dann

ist g, = u, — f. Setzen wir noch o, = s;xg [Lyu,(x) — f(x)], T, = szulp [ o f ()],

so ist 4, < 0, + 7, und die Beziehung (6), wo wir jetzt ¢ = 0 schreiben kon-
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nen, liefer* eine effektive (von den Mengen D und U abhéngige) Abschitzung
fiir die Schnelligkeit der Konvergenz.

Bemerkung 2. Der Satz 9 ist eine Verallgemeinerung des Satzes 4 aus [1]
und des Hauptresultates aus [2].
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Peswome

3AMETHKA OB 9JUIMNITUNYECKUX TUMOOEPEHIMAJLHBIX
YPABHEHNWIX

AH MAPJKUK (Jan Matik), IIpara
(Mocrynuio B pegakuuio 1/VII 1957 r.)

IIycrs G — Hemycroe OrpaHMYeHHOE OTKPBITOE TOAMHOKECTBO NMPOCTPAaH-
crBa E,,; nyers H — rpanmnna G (snaunrt, G = G u H). Bykss %, v o6o3Ha-
vaoT QyHKIMM, HerpepbiBHbe Ha G 1 ofsananomue Ha G HeNpPEepLIBHBIME TIPO-
M3BOHBIME 2-0oro mopsiika. Ecau Mpl ckaskeM, Hamp., ,,u > 0 va G, to moj-
pasywmeercst, 9T0 u(x) > 0 mis Beskoro x e Gl

Haxee, nycrs # — cucreMa BeeX onepartopos J Bupa

m m

0% 0
J = z s o, ox; +kZl bka_xk’

2,j=1
m
rie a; — (QYHKIMM Ha MHOKectBe (F Taxie, 4ro Z @;;() T,T; [UIA BCAKOTO
i,5=1
2 € G pefcraBisgeT co00H HEOTPUHNATEIbHYIO (YHKITHIO TIePeMEHHBIX Ty, ..., Tpy,
uwrpe by, ..., b,, — nponaBoasHbie pyHrmun Ha G. Ilycrs, HakoHeN, & — cucte-
Ma Bcex omneparopoB L Buma L = ¢ — J (¢ — ¢ynruusa Ha (), I KOTOPHIX
cupasejyimBa mMmnaukamua (uw =0 va H, Lu =0 ma G)=>u =0 Ha G.

Teopema 1. Ecau Je f, L=c¢c—J,v>0 na G, Lv >0 na G, mo Le 2.

Teopemsl 2 m 3 NOKA3BIBAIOT, KAK s HEKOTOPHIX ONEPaTOPOB MOMKHO
HafiTH (YHKOUIO v TaK, 4TOOBI BBITOJIHAIUCH TIPEIIONIOIKEHHA TeopeMsl 1.

Teopemsr 4—6 npejcraBiaA0T co60il OIEHKHU pemeHust ¥ ypasHeHus Lu = f,
rie Le#. Teopemsr 7, 8 M 9 IOKA3BIBAIOT, YTO NPH HEKOTOPHIX YCIOBHAX
peImeHue % Majio M3MEHseTcs IIPH MajioM M3MeHeHMm oneparopa L, QyHKumm
f u sHaueHmit pyHKUMHN ¥ Ha MHOKecTBe H.
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