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Чехословацкий математический журнал, т. 9 (84) 1959, Прага 

SUR U N P R O B L È M E DE E. CECH 

F. MARCUS, IASI 

(Reçu le 9 juin 1958) 

On donne sans démonstration quelques résultats concernant un 
problème de E. Cech, à savoir le problème de déterminer toutes les 
surfaces qui possèdent plus d'une famille de oo1 pangéodésiques 
planes. 

1 

Dans cette Note, je donne sans démonstration1) quelques résultats que j ' a i 
obtenus récement en étudiant le problème de déterminer toutes les surfaces 
sur lesquelles il existe plus d'une famille de oo1 courbes en même temps pan
géodésiques et planes et qui a été posé pour la première fois par E . CECH, 
dans une Note de ГАс. dei Lincei en 1924 [1]. Cette question est aussi mention
née dans le deuxième tome, page 540, de la Géométrie projective différentielle 
de G. F U B I N I - E . C E C H [2]. 

Dans [1], E. Cech a déterminé synthét iquement les surfaces sur lesquelles il 
existe une seule famille de oo1 courbes à la fois pangéodésiques et planes. E . 
Cech montre aussi que sur la surface xyz == 1 il existe six systèmes de pan
géodésiques planes qui sont les lignes de Darboux et Segre. 

D'après l 'équation de Cech des lignes pangéodésiques d'une surface [2] i] 
résulte que si une courbe pangéodésique est plane, elle est aussi conique. Pa r 
conséquent elle est aussi une ligne projective de R. SEGRE [3]. Donc le problème 
de Cech se réduit à cet autre: 

Déterminer toutes les surfaces sur lesquelles il existe plus d 'une famille de 
со1 courbes en même temps pangéodésiques et projectives. 

Si l'on normalise les coordonnées d 'un point générique d 'une surface, alors 
les équations des lignes pangéodésiques et projectives sont respectivement 

4yuu" - ßvu
4) + y У - ßuu'* = 2u"(y + K 3 ) > 1 m 

iïvT - |гб"2 = i y 2 - | ß V 6 + Mu'* - Lu'* J l ; 

x) Les démonstration seront données dans un travail qui parâi t ra dans ,,Studii si Cer-
cetari stientifice Acad. Rep. Pop. Rom. Filiala Ia«d", 
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ой и, v, sont les paramètres asymptotiques, ß, y, L, M é tant les expressions bien 
connues de la géométrie projective différentielle des surfaces, et и = u(v) 
l 'équation d 'une courbe qui satisfait le problème de Cech. 

Les équations ( 1 ) peuvent être mises sous la forme [4] 

We). '(U+(*4*).-° 
Г , M l • f Л , l У2 «2 3» A d U 

(2) 

où {u}v est le Schwarzien de la fonction и = u(v). 
E n cherchant une solution commune du système (l) on trouve le 

Théorème. Sur une surface qui n'est pas une surface de coïncidence, il peut 
exister tout au plus quinze familles de со1 pangéodésiques et planes. 

v çïu 
La résolution du problème de Cech n'est pas facile. E n notan t avec -=— — 

= Q(U, V) l 'équation différentielle des courbes qui sont pangéodésiques planes, 
nous avons résolu le problème de Cech dans le cas Q = Q(U) OU Q = g(v) en 
complétant avec quelques résultats ceux de E . Cech de [1] et [2], sur les pan
géodésiques planes des surfaces de coïncidence. 

E n observant que les équations (1) sont intrinsèques, on peut, par un choix 
convenable des paramètres asymptotiques, simplifier en ce cas le problème de 
Cech, en cherchant les surfaces telles que 

au 

Ж = * (3) 

avec Q constant. 
Dans ce cas les équations (1) deviennent 

7v + 2Q7U — %Q3ßv ~ 
y2 + 2Q2M — 2g*L 

et nous avons le 

v — Q*ßu = 0 , 1 
rj„Qeß2==0 J - I M 

Théorème. Si une surface qui n'est pas de coïncidence admet quatre familles 
&.U 

de со1 pangéodésiques planes distinctes données par -r— = g{ (i = 1, 2, 3, 4),2) 

alors les courbes de deux familles au moins doivent former un réseau conjugué. 

E n conséquence de [4] les surfaces sont des surfaces de Cartan-Terracini. 
Les seules surfaces qui possèdent deux familles de oo1 courbes qui satisfont au 
problème de Cech formant des réseaux conjugués sont déterminées par 

ß = Ф1) + W(r2) ; У = Фг) — V>{4) > тг = и +V,T2 = и — v , ] 
L = - f<p2 _ | у« _ w + c 9 (!) 

M = — f y2 — f ip2 + yip -f- с , с = const J 
2) ШГ*~0. 
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et qui ont été déterminées en coordonnées conjuguées sous forme finie par B . 
Segre [5] en étudiant un problème d 'un toute autre point de vue. On peut 
démontrer de même le 

Tliéorème. Cette classe de surfaces ne possède pas d'autres courbes satisfaisant 

au problème de Öech avec -=— = const 4= ± 1. . 

Nous pouvons nous demander quel est le nombre max imum de réseaux 
conjugués avec des courbes pangéodésiques planes que peut posséder une 
surface? Compte tenu de (1) il en résulte le 

Théorème. Une surface peut avoir tout au plus six réseaux conjugués les 
lignes desquelles sont pangéodésiques planes, et la surface doit appartenir à la 
classe (I). 

De même nous avons le r é s u l t a t suivant: Les surfaces de la classe (I) avec 

ß = y = (р(тг) ; L = M = — f ф2(тг) -f с (ср fonction arbitraire), тг = и -f v (4) 

oh 
ß = y = w{x2) ; L = M = — |^ 2 (т 2 ) + с ,. r2 = % — v (5) 

sont les seules surfaces satisfaisant au problème de Cech, qui possèdent au 
moins un réseau conjugué formé par un système de courbes de Segre et le systè
me de courbes correspondantes de Darboux. 

Existe-il des surfaces avec trois familles de oo1 courbes satisfaisant au 
problème de Cech sans que les courbes de ces familles soient deux-à-deux 
conjuguées? 

On peut démontrer qu'il n'existe pas de telles surfaces. De même on peut 
démontrer qu'il n'existe pas de surfaces avec deux familles de courbes qui 
satisfont au problème de Cech, sans qu'elles ne soient pas conjuguées. Enfin 
on démontre que les surfaces qui possèdent une seule famille de pangéodésiques 
planes surfaces qui ont été déterminées synthét iquement par E. Cech, dépen
dent de six fonctions d 'un argument. 

2. Surfaces de Coïncidence 

Dans ce cas nous avons les r é s u l t a t s suivants: 
Seules les surfaces de coïncidence qui sont minima projectives [6], c'est-à-

dire les surfaces avec ß = y ' = 1; p±1 = h; p22 = k, h, к constantes, possèdent 
six familles de pangéodésiques planes. Les six familles sont données par 

e6 - 2JIQ* + 2kg2 — 1 = 0 . (6) 

Les surfaces de coïncidence avec 

ß = y = 1 ; pn = eu + h ; p22 = cv + к ; 
L = — 2(cu +h); M = — 2(cv + k) 
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avec с 4= 0, ne possèdent aucune famille de courbes satisfaisant au problème 

de Cech, avec -4— ==o = const. , 
dv u 

De même avec (2) on peut démontrer que sur la surface xyz = 1, sur les 
surfaces où рг1 = h; p22 — к et sur les surfaces de coïncidence avec с Ф 0, 
il n'existe pas d'autre familles de oo1 pangéodésiques planes, même si l'on 
suppose g — g(u, V). 
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Резюме 

ОБ ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ ЭД. ЧЕХА 

Ф. МАРКУС (F. Markus), Яссы 

(Поступило в редакцию 9/VI 1958 г.) 

В этой работе автор приводит некоторые результаты, полученные им при 
решении задачи, состоящей в нахождении всех поверхностей, на которых 
существует больше чем один слой плоских пангеодезических. Эта пробле
ма была впервые выдвинута Ед. Чехом в работе [Г] в 1924г., упоминается 
о ней также во второй части (стр. 540) сочинения G. FUBINI — Е. СЕСН, 
Geometria proiettiva differenziale. 

Задача решена в случае, когда дифференциальное уравнение кривых, 
являющихся одновременно пангеодезическими и плоскими на поверхности, 
которая не является поверхностью коинциденции, имеет вид diijdv == g 
с g = д(и) или g = g(v), где и, v — асимптотические параметры. 

В случае поверхностей коинциденции проблема Чеха решена полностью. 
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