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YexocaoBanknii MaTeMaTHIecknii xypuax, t. 9 (84) 1959, IIpara

SUR UNE CERTAINE CORRESPONDANCE CONFORME
ENTRE DEUX COURBES

ADOLF HAIMOVICI, Iagi
(Regu le 16 Octobre 1958)

On démontre que, si I’on se donne une courbe C de I’espace con-
forme & trois dimensions et une famille (y) de cercles (k) tangents &
elle, on peut trouver une courbe C en correspondance ponctuelle avec
O, et une famille () de cercles k& tangents & C de maniére que les
sphéres qui passent par k soient orthogonales aux sphéres qui

passent par le cercle correspondant k. On trouve l’arbitrariété de
C et (), et on traite le cas particulier quand & et % sont osculateurs
a CetC.

Un théoréme simple de géométrie des spheres afirme que si 'on consideére
une famille uniparamétrique de sphéres, alors I'enveloppe de leurs cercles
caractéristiques admet une famille de cercles tangents qui ont pour axes les
tangentes & la courbe des centres des sphéres. On peut généraliser ce probléme
de la maniere suivante:

Trouver deux courbes (C) et (C), deux familles (y) et (¥) de cercles (k) et
(k), tangents & (C') et (C) respectivement, de maniére que le cercle (k) passe par
les foyers du cercle (k) correspondant et réciproquement. Ce probléme admet
évidemment une solution: C’est le cas par lequel nous avons commencé.

M. E. Cecr m’a demandé s’il y a des cas ou les cercles (k) et (k) sont oscula-
teurs & (C) et (C). La réponse est affirmative; ce probléme est résolu au para-
graphe 4.

Le probléme est traité dans 'espace conforme, & 'aide de la notation et du

repére mobile introduits par E. CarTaN dans 'espace conforme.?)

1. Soit (C) une courbe de l’espace conforme a trois dimensions et (y) une
famille de cercles (k), tangents & (C); attachons & un point M de (C) un penta-
sphére mobile formé par les cinq sphéres suivantes:

1. La spheére-point 4, == M.

1) E. Carran, Bull. Soc. Math. France, T. 45 (1957), p. 57 —121.
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2. Deux sphéres A, et 4, tangentes & (C) en M, orthogonales entre elles,
passant par le cercle (k) tangent a (C) en M.

3. Une spheére 4, passant par M, et orthogonale a (C).
4. La sphére-point 4,, deuxiéme point d’intersection des spheres 4,, 4,, 4;.
Ces spheéres satisfont, par suite de nos hypotheses, aux conditions suivantes:
AA; =0, 1+, 1,7=0,1,...,4, (7)) £(0,4), (5,7) £ (4,0). (1)
Imposons encore les normalisations suivantes
A2=1 (1=1,2,3), A, 4,=1. (2)

La condition que le déplacement du point M soit tangent au cercle (k), c’est-
a-dire aux spheres 4, et 4,, s’écrit sous la forme

A,d4y=4,d4,=0. (3)
Soit enfin ¢ le parameétre dont dépend le point M de (C).

Les déplacements du pentasphére sont donnés par des formules de la forme

dA4; .
dt ‘—pijAj, (1’7—05 1:27 3a 4)
Si Pon tient compte de (1), (2) et (3), ces formules deviennent
dA
‘a‘t_o = O‘Ao =+ .BA3 s
dA
w% = &4, + QA2 + 01A3 ,
%E = &4y — 04, + 0.4,4, (4)
d4
-at—?’ = 4y — 0,4, — 0,4, — p4,,
d4
Wé = — &4, — &4, — {4y — x4y,
«, ..., ¢ étant des fonctions de ¢, satisfaisant a des conditions de régularité

habituelles en géométrie.

Soit maintenant (C) une seconde courbe du méme espace conforme, (y) une
famille de cercles (k) tangents & (C), 4, (i = 0, ..., 4) un pentasphére mobile
attaché au point courant M de (C) et qui satisfait & des conditions analogues
& (1), @), (). o

Soit ¢ le parametre dont dépend le point M de (C). Supposons qu’en des
points correspondants on a ¢ = ¢, ce qui ne restreint pas évidemment la géné-
ralité.

Les déplacements du nouveau pentasphére seront donnés par des relations
analogues a (4), soit:

298



U _ 74, + B4, |
‘% = £, + 04y +54,,
% = E,A, — o4, + 7ydy (4)
Uy F, 5, o — B4,
T A A A
A, ..., C étant des nouvelles fonctions des ¢.

2. Supposons qu’on a établi une correspondance entre (C') et (C), de maniere
que toutes les sphéres qui passent par le cercle (k) tangent & (C) en M, soient
orthogonales & toutes les sphéres qui passent par le cercle (k) qui est tangent
a4 (C) au point M, correspondant & J; on peut encore dire qu’on a établi une
correspondance entre (C) et (C) de maniére que le cercle (k) passe par les
foyers du cercle correspondant (k), et réciproquement.

Ces conditions s’écrivent analytiquement sous la forme
AA, = A A, =A,A, = A,4,=0.

Chaque repére dépend encore de trois paramétres: a) la normalisation de
4,, b) 'angle fait par 4, avec une sphére fixe, c¢) 'angle fait par 4; avec une
sphere fixe.

Pour chacun des deux repéres attachés & M et & M, on peut fixer deux de
ces trois parametres, en imposant

a) que la sphére 4, passe par M et que la spheére 4, passe par M,
b) que la sphére A, passe par M et que la sphére A, passe par M.

On aura donc encore
Ay — Ayd, — Aydy — A4y = 0,

de maniére qu’on pourra écrire

go = x4, + y4, + 24,4,
41 = pd, + qd; +rd,,
A, = 1A, +md,,
Ay = ud, + vA, +wA, + sd,,
Ay =hA, + kA, +nd, +ad, 4 bA,.
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Les conditions d’orthogonalité et de normalisation analogues a (1) et (2)

conduisent a

l=0,m=1,qg=s=a=0u=v=0,w=1 n=0,

y2 + 2202 =0,
2pr =1,
k% - 2hb = 0O

>

pz +xr =0,
pb + hr =0,
bx +hz +yk=1.

Aprés un léger changement de notation on obtient de ces relations

— imd,
mA,

=

-

«w

Bl s il

— umd,

4

+ 24, + ipA,,
-+ pd,,
Ay,
4,5,
— Ay + upA,,

A, u, m, p étant des coefficients qui satisfont aux conditions

2Au = — 1, 2mp=1.
En prenant 4 = — 1, m = 1, on admet une certaine normalisation pour
A, et A,, ce que nous supposerons réalisé dorénavant. On obtient définitive-
ment:
ZOZ Ay — A, — 34,
Zl = Ao ’%A4 s
Zz = Aa ’ (5)
Za = 4,,
Z4 = — 34, — 34, + 14,
et d’ici:
4, = %_Z_o + %‘Zl - %g4 ’
4, = — %Ao - 4,,
AZ ZI} ’ (5,)
Aa = Zz ’
A4=_"12‘20+ Z1+ A4-
En dérivant (5) par rapport a ¢, en tenant compte de (5), (4) et (4’) on trouve
a=—13&; f=—0+ % L=a, =0 | o
Oy = —13&; Ty=—o0y; 0=F—13; =10+ 1& J ()

et les conditions:

2x — &, =0,

28 — 20, + C =0 (7)

pour la courbe () et pour le repére mobile attaché a cette courbe.

3. En considérant maintenant la courbe (C) et le systéme de cercles (y) indé-
pendant de (C) et (y), nous allons démontrer que les conditions (7) peuvent
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étre réalisées par un changement de la normalisation de A4, et par un chan-
gement de 4,. On fixera de cette maniére 4, et 4;. Le faisceau de spheres
A,, A, qui passent par (k) restera encore indéterminé. Pour chaque systéme
de pentasphéres choisis le long de (C), il correspondra d’aprés (5) une courbe
(C) et un systéme (y). Posons maintenant, pour la détermination de 4, et de A;:

By=uwzA,, B,=4,, B,=4,, }

8
By = Ay +yd,, B,=md, + nd, + pd,, ®)

avec les conditions

n*+2mp =0, pr=1, n+4+py=0. (8"
Si on désigne par un astérisque les coefficients analogues a «, ..., { pour le
pentasphere B,, ..., B,, on trouve:
1 do
“*:;a_ﬂy'{"o‘, p* = px, O'Tzo'l
! dy By?
* - 7 — =7
C—x{CertJrocy Rl (9)

1
& = - (61 — 01y)

et les conditions (7) deviennent

2%—2ﬂxy+2ax—§l+oly=0,

(10)

2gg+2ocy~ﬂy2+4ﬁx2—401x+2C=0.

Soient
r = x(t’ Cl’ 02) , Y= ?/(t> Cl; Cz)

les intégrales de ce systéme. Elles dépendent de deux parameétres. D’autre
part le faisceau de sphéres 4,, 4, dépend encore le long de (C'), d'une fonction
arbitraire, vu qu’on peut le remplacer par

Aycosp — Aysing, A;sing + A,cos @, ¢ = ¢(t) .

Il résulte alors que si 'on se donne la courbe (C) et la famille () de cercles
(k), le repere qui satisfait (7) dépend encore d’une fonction arbitraire ¢(t),
et — cette fonction fixée — il restent deux constantes arbitraires dont dépend
ce repeére.

La détermination du repére fixe la courbe (C) et le systéme (y). Il résulte
alors que les courbes (C) et (y) correspondantes & une courbe (C') et & une fa-
mille (y), dépendent de la fonction arbitraire ¢(t), et — cette fonction fixée —
de deux constantes arbitraires.
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4. Etudions le cas particulier o les deux familles de cercles
(y) et (y) sont des cercles osculateurs de (C) et (C) respective-
ment.

Pour que le cercle (k) soit osculateur & (C), il faut que chaque sphére qui passe
par lui, ait un contact du second ordre avec (C), c’est-a-dire, il faut que
A;d%4, = 0 (4 = 1, 2). Ces conditions se réduisent & 0,8 = 0, = 0, et comme
B ne peut pas s’annuler, parce que alors 4, serait immobile, il s’ensuit o; =
= ¢, = 0. La méme chose résulte pour (C), (y) et le pentasphére associé a
eux, c’est-a-dire ¢, = o, = 0. En tenant compte de (6) et (7), les déplace-
ments des deux pentasphéres seront

dA d4

_at_oz‘on‘l‘ﬁAas 'd—tl:20‘Ao+9Az,

d4, dd,

W————‘QAI, W— —2ﬁA0—ﬂA4, (ll)
dd, = — 20A, + 284, — a4,,

d¢
dA - - d4
=~ odo—edy, 37 = ody + 254,
dd, - d4s 1 - .
Tt—’“z/gAu 717_§QA°+QA4’ (12)
d4 — 1 - —
—dt—dr:—DCAl—?QA3+0CA4.

On constate de ces formules que la sphére 4, est osculatrice & (C'), parce que

osculatrice au point correspondant sur (C), et, d’'une maniére analogue, M se
trouve sur la sphére osculatrice 4 (C') au point correspondant M.

D’ailleurs les conditions a) que (k) soit osculateur a (C), b) que la sphére
A, soit osculatrice & (C) et c) les conditions (6) et (7), déterminent la courbe
(0) et la famille (y). En effet, si (k) est osculateur & (C) on a

0, =0,=0, (13)
et si 4, est osculatrice & (C') on a encore

£, =0. (14)
11 résulte de (6)
0, =0,=2E&, =0, (15)
c’est-a-dire le cercle (k) est osculateur & (C) et 4, est osculatrice & (O).

Les conditions (13) sont réalisées si I’on prend la famille (y) formée de cercles
osculateurs a (C), en laissant cette courbe arbitraire. La condition (14) est
réalisée si I’on prend pour 4, la sphere osculatrice a (C). Cette condition déter-
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mine le faisceau des spheres (4,, 4,) qui restait jusqu’ici indéterminé. En
utilisant alors le résultat du paragraphe précédent, il résulte que sil’on se donne
arbitrairement la courbe (C), on peut trouver une famille & deux paramétres
de courbes (C) et une correspondance entre les points M de (C) et les points
M de (C), de maniére que les cercles osculateurs & (C) passent par les foyers

des cercles osculateurs & (C) en des points correspondants.

5. Un second cas particulier intéressant est celui ou le point 4, est fixe.
Cela conduit &

Ezflz 2:0 (16)

x=a=0=§=0, (= —2fF, 522_29,} 7
B=—20, op=0, 0y=0,, 0=20.
Les déplacements des deux pentaspheéres correspondants sont alors
d4, d4,
—df—ﬂAsy —dt—*QAz,
d4
_dti = — 204, — pA, + 0,4;, (18)
d4 d4 '
_(_173 = — 24, — 0,4, — f4,, d—t4 = — 204, + 2p4,
et
dd, S ddy 5 —
- — 204, “at*—zlgAz“}“QAs’
d4 - =
sz — 284, — 0,4, , (19)
d4d - - ~ a4
Ttaz- 04, + .4, + 204, Wﬁ:(},

On constate de (18) que la sphére 4, a un contact du second ordre avec (C),
parce que A, d24, = 0. 1l suit donc que le point M étant sur 4,, se trouve
sur une sphére orthogonale & la sphére 4, de plus haut, et qui passe par le
cercle (k) tangent & (C) en M.

Ce cas est particulierement important parceque si I'on fait une inversion de
centre A,, les cercles tangents (k) se transforment en des droites tangentes a la
transformée de (C) et on arrive au cas banal de I'introduction. Ces droites sont
alors les axes des cercles (k) tangent a (C). Cette derniére courbe s’obtient,
comme on s’en assure aisément par des considérations géométriques, comme
I’enveloppe des cercles caractéristiques d’'une famille de spheres ayant le
centre en M, le rayon étant une fonction arbitraire de .
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Pesiwome

OB OJHOM KOH®OPMHOM COOTBETCTBUH
MEXRIY OIBYMA KPUBbIMU

AJIOTB® XAUMOBUY (Adolf Haimoviei), fcent
(Moctymuito B pexakimio 16/X 1958 1.)

Paccmorpnm e xpupbie O m €' kOHPOPMHOTO 1poCTpaHCTBA, chcTeMy (y)
oxpymHocTeil k, kacaomuxes C, u cucremy () oKkpysHOcTelt £, Kacaomuxes
C. Mu Gynem WMCCIe0BATh YCJIOBUSA, TP KOTOPHIX MOKHO YCTAHOBUTEH COOT-
petcTBie mMesky kpusbiva C' m C tak, 4To6bl cephl, UPOXOAIIME Yepes co0T-
BCTCTBYIONIHE IPYT IPYTY OKPYKHOCTH k M &, GBUIM B3aMMHO OPTOTOHAJbHBIMH.
ITo meTony monsmskHOTO periepa (pelepoM B JaHHOM ciIydyae ABJIAETcs IeHTa-
cdepa) M obmapymmM, uro menrtacdepa, comocrasiennas kpusoi C, m ee
nepemerenne (4') oupenensoTcs MOCPeRCTBOM cooTHomeHwi (5) m (6) menTa-
cdepoit, comocraBieHHOR KpuBoil C, u ee nepemernennem (4), IpuIeMm 3T0 Mepe-
MelIeHNEe JIOJHKHO YHOBIETBOPSTH COOTHOMEHUSAM (7), KOTODBIM, BIpOYEM,
mMoskHO yiaosierBoputs u He MeHsst C' n (k). Conocrapnenusii kpusoil C' penep
3aBHCAT elle OT HPOM3BOIBHON (YHKIAU OJHOTO INEPeMeHHOT0 M — IIpH
¢uxcupoBannoM BeIGOpE TaKO# (QYHKIME — emie OT ABYX IPOM3BOJIBHEIX 10-
crosuanbix. Tor ke npoms3Bos mveet mMecto u juist C u ().

Ecmu oxpyskHocTH k W k ABIAIOTCA CONPUKACAIONMMUCH OKPY/KHOCTIMU
coorsercTBeHHO KpuBIX C' m O, 10 okasbiBaercs, uro M (M) mesxuT Ha conpu-
racaomeiica cpepe xpusoit C (C) B M (M). Ecau mana wpusas C, 1o cymect-
Byer 0% KpuBbX C, yIOBACTBOPSIOUIMX HANIM YCIIOBHAM.

B craree eme mccieyercs ciydail, xorjga A, ¢uKcHpoBaHO; NPM IOMOIH
MHBEDCHH OTHOCHTENBHO meHTpa A, 5TOT cilyuail MOJKHO CBECTH K CJIYYalo
eBKJIJIOBA IPOCTPAHCTBA.
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