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Чехословацкий математический журнал, т. 10 (85) I960, Прага 

ЗАМКНУТЫЕ СИСТЕМЫ ОТОБРАЖЕНИЙ И ПОВЕРХНОСТНЫЙ 
ИНТЕГРАЛ 

ИОСЕФ КРАЛ (Josef Kral), Прага 

«(Поступило в редакцию 28/XII 1957 г., и переработанное сдано опять 10/IX 1958 г.) 

В статье исследуются некоторые свойства поверхностных инте
гралов, присущих к отображениям, образующим замкнутые систе
мы в смысле отдела 2,12. 

В этом параграфе сосредоточено несколько вспомогательных утвер
ждений, которыми мы будем пользоваться в дальнейшем. 

1.1. О б о з н а ч е н и е . Ег — это r-мерное евклидово пространство. Если 
•х € Erj то xi есть г-тая координата точки х; мы пишем х — [х±, . . . , хг] и по-

г 

лагаем \х\ = ( 2 #*)*• Для Ж с Ег обозначим, соответственно, через Ж0, Ж, 

\.Ж множество внутренних точек, замыкание и внешнюю меру Лебега мно
жества Ж. (Если надо подчеркнуть, что речь идёт о r-мерной лебеговской ме
ре, то мы пишем Lr вместо L.) Если s ^ г — натуральные числа, то Ü I I есть 

множество всех упорядоченных r-членных последовательностей со вида 
•со = [соА, . . . , оэг], где о)1, . . . , сог — натуральные числа, 1 5^ œ1 < со2 < . . . < 

< cor ^ s. Отображение V множества Û ( J в систему всех (конечных 

действительных) функций на множестве ^# ф 0 назовём вектором типа 
(s, г) на Л'. Функцию, сопоставленную отображением V элементу со е 

«= Ü I I, обозначим через Vш и назовём её комцонентой вектора V = [Vш], 

а) € Qi I. Понятие вектора типа (г, г) отождествим с понятием функции 

и введём ещё понятие вектора типа (s, 0); вектором типа («s, 0) на ^ р а з у м е 
ется тоже функция на Л'. Положим \V(x)\ = [^(V^x))2]*, \\V\\je = sup |F(#)|, 
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x € Л. Если Jt с Em и все функции Vw непрерывны (измеримы по Борслюг 

ограничены и т. иод.), то будем говорить, что вектор V = [Fw] непрерывен 
(В — измерим, ограничен и т. д.). Если множество Jt открыто в Еш и все 
функции V(0 обладают непрерывными частными производными до порядка 
к включительно на Jt, то скажем, что V есть вектор класса Ск на dt\ 
будем говорить, что вектор V класса С^ на Jt, если он класса Ск на Л для 
всякого натурального к. 

Если а, Ь — действительные числа и U, V — векторы типа (s, г) на Л', то 
all -f- bV есть вектор типа (s, r) на *Ж, компоненты которого определены 

соотношением (all + ЬУ)Ш = aü' ш + 6FW, OJ e Q\ 

Пусть теперь V — вектор типа (s, r) и класса Сг на открытом множестве 
Jt с Es, s > г. Тогда определим на Л вектор VF = С/ типа (s, г + 1) сле
дующим образом: Если г = О (так что F — функция), то положим U = 

V, . . . , -~— V . Если г > 0, то для со = [со3, . . . , cor+1] e ß | 

напишем (сог) = [а^, . . . , бог_1? Ö><+1, . . . , шг+1] и положим 
г + 1 

- Г -

<£—< ох,.*. (О • 

З а м е ч а н и е . Понятие вектора VF имеет важное значение в связи с теоре
мой Стокеса. Об этом см. [1]; сравни тоже последующий отдел 1,12. 

1,2. О б о з н а ч е н и е . Пусть А — произвольное множество индексов. 
Пусть каждому ос е А сопоставлено некоторое действительное число аа. 
В случае А — 0 полагаем по определению 2 аа = 0. Если А 4= 0 и аа ^ 0 

для всех ос e Л, то полагаем ^ аа = sup 2 аа> где верхняя грань берётся и 
аеЛ Л осе. Л 

отношению ко всем конечным подмножествам Л множества А. (Нетрудно 
обнаружить, что 2 аа — + °° всегда, когда аа > 0 для несчётного мно-

схе Л 

жества индексов осе А.) Если не все числа аа неотрицательны, то положим 
&+ = max (оса1 0), а~ = max (— аа, 0) и определим 2 аа = 2 a ï ~~ 2 a ä 

а е Л а е Л а е Л 

в предположении, что имеет смысл разность в правой части этого равенства 
(т. е., что соответствующие суммы не являются одновременно бесконеч
ными). 

Если из-за типографских трудностей невозможно выписать под сим
волом У множество индексов, по которому надлежит произвести сум
мирование, то мы прибавим к этому символу некоторый значок и значение 
суммы поясним другим способом; при этом сумма, относящаяся ко всем 
а, удовлетворяющим условию Р, записивается так: ^[ос] ос удовлетворяет 
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Р].1) Так, например, запись 2 * 2 ^ ' 2 == 2^' w Челое> m < ап < m2], 

2 * = 2 t w ' m ~ натуральное, 10 < m < 100] следует понимать следующим 
образом: В сумму 2 входят все аи, соответствующие целым ?г и удовле-

п 

творяющие неравенствам m <C an <Z m2, и в сумме 2 * надлежит просумми
ровать все члены, соответствующие натуральным га, где 10 < m < 100. 

1.3. Пусть & с Егш пусть Т — отображение множества @ в пространство 
Es. Будем говорить, что отображение Т удовлетворяет условию Липшица 
(с константой К) на множестве Ж с S , если справедлива импликация 

(t\ t2eJf)=> \Т(Р) — T(t2)\ ^ AI«1 — t2\ . 

Если множество Of открыто и отображение Т удовлетворяет условию 
Липшица на каждом компактном множестве Ж с @, то будем говорить, 
что Т удовлетворяет условию Липшица локально на 2. 

1.4. Пусть F — функция на множестве Ж с Ег, удовлетворяющая на 
этом множестве условию Липшица с константой Я. Тогда F обладает 
почти всюду на Ж° полным дифференциалом. Далее, существуют функции 
Fn (п = 1, 2, . . . ) на Ег, обладающие следующими свойствами: Fn удовле
творяет на Ег условию Липшица с константой À, обладает непрерывными 
частными производными первого порядка и Fn —>- F (n -> оо) равномерно 
на Ж\ частные производные первого порядка функций Fn ограничены по 
абсолютной величине константой À и почти всюду на Ж0 сходятся к со
ответствующим частным производным функции F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функцию F можно распространить на всё простран
ство Ег так, чтобы она удовлетворяла на Ег условию Липшица с констан
той X (см. [8], лемма 1, стр. 341). По известной теореме Радемахера (см. 
[8], стр. 201) обладает тогда F почти всюду на Ег полным дифференциалом. 
В частности, частные производные первого порядка функции F определены 
ПОЧТР всюду и ограничены по абсолютной величине константой Я. Положим 
Жп = Е\щ и € Ег, \щ\ 5^ 1/п, г = 1, . . . , г] и определим функции Fn соот
ношением 

Fn(t) = (2n)r fF(t + u)du. 
^ п 

Из оценки \Fn{P) — Fn(t2)\ ^ (Щг I \ЩР + u)— F(t2 + u)\du< (2n)r. 
ж п 

.. f Alt1 — t2\ du — Х\Р- — t2\ видно, что функции Fn удовлетворяют на Ег 
Ж п 

условию Липшица с константой L Из неравенств 

х) Всюду в этой статье мы будем пользоваться символом £ исключительно в качестве 
знака суммирования. 
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\Fn(t) - F(t)\ = |(2л)' f[F(t + u) - J (0] d«| £ 
Jf.n 

^ (2n)' f\F(t + u) — F(t)\ du ^ Ц2п)г f\u\du^xL ]/7 
Ж n Ctf' n 

вытекает, что Fn -> F (n -> oo) равномерно на Ег. 
Обозначим теперь через д произвольный из дифференциальных символов: 

—, .. . , —. По известным теоремам о дифференцировании интеграла по-

параметру (см. [9], теорема 108, стр. 281) получаем 
(1) dFn(t) = (2n)r jdF(t + и) du. 

X п 

Если положить yfn{t) = Е[и; и е ЕГ1 и — te JTW], то соотношение (1) можно» 
записать в виде 

8Fn{t) = (Щг f dF(u)du. 
Xn{t) 

Из этой записи вытекает по теореме (6.3) из [9], стр. 118, что lim dFn(t) — 

— 3F(t) для почти всех t. Так как Fn удовлетворяет условию Липшица 
с константой Я, то \dFn(t)\ 5g Я для всех t. 

Закрепим теперь п и покажем, что dFn(t) является непрерывной функцией 
на Ег. Итак, пусть tk е Ег(к = 0, 1, . . . ) , lim tk = t°. Обозначим через хЛи) х&~ 

рактеристическую функцию множества <3fn{tk) и выберем r-мерный куб 
Jf так, чтобы хЛи) = 0 Для всех исЕг — JT и всех ft. Если положить 
0(и) = 8F(u), то почти всюду на JT имеем 

#А(ю) ö(w) -> ^о(^) ö(%) (ft -> oo) , 
Ыи)0{и)\ ^ Я , 

откуда вытекает, что при & -> со справедливо соотношение 

dFn(P) = /&(«) 0(и) du -> /*„(«) 0(«) d« = 8Fn{tf>) . 

1,5. Пусть S — открытое множество в Ег и пусть Ï7 — [?\, ..., Ts]
2) — 

отобрая^ение множества 2 в 23в, удовлетворяющее локально условию Лип
шица на 3>. Обозначим через ffi(t', Т) матрицу, в г-той строке и ft-том столбце 

которой стоит элемент — Tk(t) (1 ^ г 5^ г, 1 ^ ft ^ «s); как видно из отд. 

1,4, символ Wl(t]T) имеет смысл для почти всех t е 2. Если l^p^s 

и со € Q у I, то обозначим через 5D?W(£; JT) матрицу, составленную из столб

цов с индексами а>1? ..., сор матрицы SD?(£; T) (в этом порядке). 
2) Тг, . . . , T s — такие функции на 0 , что Г(0 = [Г^«), . . . , Ts(t)] для всех t e 9. 
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Предположим теперь, что s ^ г, и обозначим для coeül ) символом 

Jw(£; Т) определитель матрицы 9}?w(£; T); далее, положим |30?(£; Т)\ = 

= (2[^Гй>(^; ^П]2}** 2 ~ 2 1 е 0 ' w б ^ • В частном случае 5 = г обозна-
0> СО [_ \ / J 

чим через J(£; Т) определитель матрицы Щ^ Т)\ тогда ffl(t; Т)\ = |J(£; Т) | 
Функции «7W(£; Т), |2D?(£; Т)\ определены почти всюду на £й и измеримы 
(в смысле Лебега). 

Пусть теперь /|SD?(£; У)| dt < + оо. Если F — ограниченная JS-измери-
2 

мая функция на 3f, то для со е Q I I положим QW{F] Т, Щ = /i^(£) Л'"(£; ?7) . 
V/ 9 

. dt. Если G — ограниченная 5-измеримая функция на множестве У = 
= Т(Щ, то нетрудно обнаружить, что функция # , определенная соот
ношением 

F(t) =• 0(T(t)) , « е ^ , 

является Б-измеримой на множестве 3i. Это оправдывает нас к определению 

R»(G\ Г, Ф) = (H-F; T, Щ, сое иП . 

Предположим теперь, что V — ограниченный Б-измеримый вектор типа 
(s, г) на У (соотв., на О)). Тогда полагаем 

R{V\ Т, &) - 2^ W ( F - г> ®) 
СО 

(соотв., Q(V; Т, <3) = ^Q«{Vш; Т,Щ. 
со 

Нетрудно обнаружить, что \B(V; Т, Щ ^ \\V\\r. ЦЩг; Т)\ dt. Если аъ а2 - . 

действительные числа, то — при очевидных предположениях о символах 
V1, V2 — имеет место равенство R(a1V1 + ci^V2] Т, Я>) = axR{Vx\ ...) - j-
+ a2R(V2; . . . ) . Разумеется, что аналогичные соотношения имеют место 
и для функционала Q. 

Условимся ещё в следующих обозначениях. Если Ж — r-мерный ин
тервал (не обязательно открытый), то мы пишем Q(V;T, Ж), R{V; T, Ж) 
вместо Q(V; T, Ж0), R(V; T, Ж0) и т. под. 

1,6. О п р е д е л е н и е . Пусть Ж — X (&], ос)} и пусть Т — отображение 

границы Ж интервала Ж в Es, s ^ г — 1, удовлетворяющее на Ж условию 
Липшица. Если г = 1, то положим для каждой функции ( = вектора типа 
(s, 0)) G на множестве Т(Ж) 

R(G; Т, Ж) = G(T(oc\)) - G(T(*D) . 
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Пусть теперь г > 1 и Ж j = X (^4, ®%). Определим отображение У , г ин-

тервала JT,- В i£s соотношением 

Т°'ъ(и) = ^Г(%, ..., %_!, л**, %, ..., ^r_i) , м = [%, ..., ^r~i] € ^ 

(1 Ŝ j ^ Л * == 1, 2). Отображение Т^г' удовлетворяет, очевидно, условию 
Липшица на Ж $. Это даёт нам возможность определить для каждой В~ш-

меримой ограниченной функции О на Т(Ж) и для каждого со е Ü 

/ - 1 * « 1 

( r - l ) 

Если F — ограниченный jB-измеримый вектор типа (s, г — 1) на Т(Ж), то 
положим 

R(V; Т,Ж) = 2 W . ; Т- •*•) = £ 2 ( - 1Г3"1 Ä(F; 24 лГ,), 
гд е2 = 2[w;< w e-Q(r^1)J 

/ - 1 i= l 

Замечание. Пусть имеют место обозначения из предшествующего от
дела. Положим ещё \\Ж\\ = max ( ^ — aj). Если Г удовлетворяет на Ж 

условию Липшица с константой Я, то Т^1 удовлетворяет на Ж5 условию 

Липшица с той же константой X и Щ(щ Tj>l)\ ^ (г — 1)1 Àr~1l * Г для 

почти всех и е Ж3-. Отсюда получаем для каждого ограниченного ^-измери
мого вектора V типа (s, г — 1) на множестве У — Т(Ж) 

\B(V; т, ж)\ <; 2 2 \B(V; w, JT,)| ^ ||F||^ 2 2 / № ; у м)1d M ^ 

^ (г - 1)! 2 А - 1 ( f ̂  х jV| |^ 2 L j f -
Так как LJf,- fg ||Jf||r-1, то имеет место неравенство 

(2) \B(V; Т, Ж)\ ^ r\ ii l_ \* (Я \[*\\)'->- \\V\\r . 

Это неравенство справедливо и в случае г = 1. 

1,7. Пусть J, ß — неперекрывающиеся*) компактные интервалы в Ег, 
соединением которых является интервал Ж. Пусть U (соотв. V) — отобра
жение границы Ж j интервала J (соотв. границы Ж # интервала ß) в Е8, 
s '2> г — 1, удовлетворяющее условию Липшица. Предположим, что U = V 

3) Т. е. У0 (1/0=0. 
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на J n f и определим отображение Т границы Ж интервала Ж в Е8 

соотношениями 
Т = U на Ж n J , Т = V на Ж о / . 

Тогда Т удовлетворяет условию Липшица на Ж и для каждого ограничен
ного В-измеримого вектора W типа (s, г — 1) (определенного на Т][Ж Л и 
и У(Ж Л) имеет место равенство 

(3) B(W; Т, Ж) = R(W; U, J) + B(W; V, f) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае г = 1 доказательство очевидно. Итак, 

пусть г > 1 и пусть • = X <&}, &?>, / = X <с}, с">, Ж - X < 4 «J)-
j = l j - l / « I 

В наших предположениях об интервалах J, f, Ж существует индекс 
j (1 ^j^r) так, что «/^ = ß} = Жi (см. 1,6); кроме того, можно сразу 
предположить, что а) — Ъ), Щ = с*, с2. = а2.. Если р Ф /, то Jv, / ^ — не
перекрывающиеся интервалы, соединением которых является Jfp. Отсюда 
получаем 
(4) Л(ТГ; £/*•<, Jv) + R(W; V-\ /v) = Ä(TF; T " , •*",) , p * j,i = 1, 2 . 

Далее, на интервле J t — ßt = CriTj справедливы равенства U''1 — T3,1, 
jjt* = yt*t ум = Ti,^ т а к ч т 0 

2 ( - I)1 [B(W; &•*, Л ) + S(W; V", / , ) ] = | ( - 1)' ^ (JF; 2"-', лГ,) . 
£ = 1 i = l 

• ч 

Отсюда и из (4) получаем по определению функционала В(...) сразу (3). 
1,8. Пусть Ж — r-мерный компактный интервал и S — окрестность 

множества Ж в Ег. Пусть Т = [Тъ . . . , Ts] — отображение множества 
В в Es, s ^ г, и пусть функции Тъ . . . , Т8 обладают непрерывными част
ными производными первого порядка на В. Пусть, далее, V — вектор типа 
(s, r — 1) и класса Сг на открытом множестве Ф с Es, Ф э T[ß). Тогда 
имеет место равенство 

B(V; Т, Ж) = B(W; T, Ж) .4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если г = 1, то V — функция и VF — вектор типа 

(s, 1), ?-той компонентой которого является —- V, Полагая Ж = {ос1, а 2) , 

имеем хогда *<F; Г, X , - F 0 V » - F ( J V ) > - / ^ d < _ 

2 w,V{T{t)) dtTAt) dt=R{W; т>Ж)-

ai 

Xi-x 
4) См. тоже [1]. 
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В дальнейшем будем предполагать, что г > 1. Для наглядности записи 
условимся ещё в следующих обозначениях. В течение этого доказатель
ства мы будем символом к обозначать элементы множества Ü I 1, 

применяя символ а> лишь для обозначения элементов из ül I. Если к = 

= [«!, ..., « r-i] е й t U l ^ j ^ s , } Ф « 1 г . . , ^г._1? то [», ?'] обозначает 

r-членную последовательность из й I | , которая получается упоридо-

чением чисел къ ..., кг_ъ j по их величине; если j находится на Z-том месте 
последовательности [х, j], то положим ещё s(x, j) = (— l)1"1. 

символом Пусть JT = X <0*ь Äfc>. Закрепим к е ül I и обозначим 

J*k)(t) определитель матрицы, которая получается вычеркиванием &-той 
строки из9)Г(£; Т). Определим ещё на 3) функции /, %,. . . , г>г соотношени
ями 

/(г) = 7„(Г(1)), vk(t) = ( - I)*-1 J ^ (0 . 
Если считать vk k-тож компонентной вектора v (типа (г, 1)), то вектор 

v является соленоидальным (см. [6], определение 44, стр. 552). Придавая 
символам Р ь Р то же значение, как и в [6], (см. определение 13 на стр. 529 
и определение 15 на стр. 531), имеем 

2 

2 ( _ 1)*+«-1 R«(VX; Т*.<, j r . ) = /[/(«,, ..., u»_lf «J, %, ..., «,_*) . 

.%(«!, . . . , % - l , «1, %, ••• ,«,-!) —/(•••> «£> •••) • «»(•••» «J, . . . ) ]d t t = 

= P,(Jf, K ) , Ä-(7„; T, JT) = 2 P*(Jf, K ) = P(Jf, fv). 
fc=l 

По теореме 48 из [6], стр. 554, получаем 

w м =/[£«*«> £ H d * = / [ 2 > 2 w, v«{T(t)) кTi(t)] • 
^r k - 1 . у fc = 1 j"=l ж 

где 
r a *,(*) = 2»*(«) жTÂt) , = = 2 ( _ 1),c"1 "аттд<) •Jr*,w • 

Эта сумма равняется определителю матрицы, которая получается из 

Wl*(t\ Т), если к ней прибавить столбец I —- Tô{t), ..., — Tj(t) , ставя его 
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на первое место. Итак, aä(t) = О если j равняется некоторому из чисел 
хг, . . . , хг_±1 Oj(t) = s(x, j) JWI(t, T) в случае j + к1У . . . , ^ r „ r Отсюда вы
текает 

ж J 

2х = 2ü; ^ ) ^ « » ) * » 1 г . . , « r - J . 

Если со = [&>х, ...., сог] е £? I I и 1 ^ Z ^ г, то через (сог) обозначим (г — 1)-

членную последовательность из ß I ) , которую получим, вычеркнув 

из со число сог. Тогда имеем 

R(V; 1\ Ж) = 2Ê»(VH; T, Ж) = 

д 
дх(11 

улг К j ^ " W 1 = 1 

] • • Vian){T(t))\J*>(t; T)\dt - R(W; T, Ж). 

1,9. Пусть J£ с Er и пусть ^T7 (w•= 1,2,. . . ,) — последовательность 
отображений множества *М в i£s. Будем говорить, что отображения пТ 
удовлетворяют одинаково условию Липшица (соотв., одинаково ограни
чены) на Л, если существует константа Я так, что 

\пТ(Р) — nT(t2)\ ^ Щ1 — £2| для всех п и всех г1, £2 € Л (соотв., |ИТ(0| ^ Я 
для всех тг и всех t e Л). 

1Д0. Пусть Fn, Gn (n = 0, 1, . . . ) — одинаково ограниченные измери
мые функции на компактном интервале Ж с i? r. Пусть Fn-> F0 (n -> оо) 
равном* оно на Ж и пусть 

]Gn(t) dt ->'fG0{t) dt (n -> оо) 
./ ./ 

д./гя каждого компактного интервала J с Jf. 

Тогда тоже 

(5) lim /jFn(J) Gn(«) d£ = /JP0(*) ö0(«) d* 

д.дя каждого интервала J с Jf. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 143 в [2], стр. 402, вытекает, что j F0(t) • 
. Gn(t) dt -> jF0(t) G0(t) dt (n -> оо). Отсюда и из соотношений J 

35 



\fFn(t) On(t) di - jF0(t) On(t) dt\ ^ \\Fn - F,\\j . \\Gn\\f . Lf -> 0 , 
j J 

\JFn(t) G»(t) dt - fF0(t) G0(t) dt | ^ | /ü\,(«) (?„(*) d* - /JP0(0 0n(*) dt| + 
. / . / J r J 

+ | /^0(0 Gn(t) dt - JF0(t) G0(t) dt\ 

получаем (5). 

1Д1. Пусть пТ — [пТъ . . . , nTs] (n = О, 1, . , . ) — последовательность 
отображений компактного интервала Ж с Ег в Е8. Предположим, что 
для п 2^ 1 отображения пТ удовлетворяют одинаково условию Липшица 
на Ж и функции пТг, . . . , пТ8 обладают на Ж0 непрерывными частными 
производными первого порядка. Далее, пусть пТ -> °Т (п -> оо) равномерно 
на Ж.5) Тогда справедливы утверждения: 

1. Если s ^; г — 1 w ес*/ш F — непрерывный вектор типа (s, г — 1) на 
Es, то для каждого компактного интервала J с Ж 

2(V; nT, J) ~> R(V; °T,\f) (n ~> оо). 
2. £с/ш s ^i г и если W — непрерывный вектор типа (s, г) на Es, то 

B(W; nT, J) ~> R{W\ °T, J) (п -> оо) 

для каждого компактного интервала J с Ж. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть отображения пТ (п = 1, 2, . . .) удовлетворяют 
на Ж условию Липшица с константой Я; тогда нетрудно обнаружить, что 
также и °Т удовлетворяет на Ж условию Липшица с той же константой. 

Обозначим через Ts
r выше приведённое утверждение 1, через Us

r утве
рждение 2. Доказательство этих утверждений разобъём на несколько 
шагов. 

а) Ur
r=> Us

r для всех s ^ г ^ 1. 

Итак, пусть s ^ г ^ 1, и предположим, что Ur
r верно. Пусть символы 

пТ (п = О, 1, . . . ) , W имеют значение, указанное в утверждении. Закрепим 

со — [&>!, . . . , сог] € ÜI I и определим отображение П Г̂ интервала Ж в Ег со

отношением ПТ = \пТЫх, . . . , n T w J . По утверждению Ur
r, которое применим 

к отображению пТ и функции ( = вектору типа (г, г)), тождественно равной 1, 
имеем 

/J<»{t; пТ) dt = /«/(*; *Т) d* -> / / ( £ ; °Т) d£ = /J"(£; °T) dt 
j j J J 

б) Это значит, что функции \nT(t) — °T(t)\ при n -> оо равномерно сходятся к нулю 
на Jf. 
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для каждого компактного интервала J с Ж. Отсюда получаем по лемме 
1,10 

jW(l){nT{t)) J<*(t\ nT) dt -> jW^T{t)) J»(t] °T) dt. 

Так как элемент со е Q I J избран совершенно произвольно, то имеем тоже 

R(W; пТ, J) = 2 Jw«>{nT(t)) Jrw(«; Т ) ^ -> 

(О J 

чем доказательство импликации а) окончено. 

Ъ) Us
r => Т* + J для в S> r 2> 1. 

Предположим, что U* (s >̂ г ^ 1) верно. Пусть пТ (п = 0, 1, . . .) — по
следовательность отображений интервала Ж с 2?г+1 в ES1 удовлетворяю
щих всем предположениям нашего утверждения (в которых теперь за
меним число г числом г + 1), и пусть V — непрерывный вектор типа (s, r) 

г + 1 

на Е8. Пусть «/ = X (^я a i ) ~~ произвольный компактный интервал, со-

держащийся в Ж; определим отображение пТ^1 интервала f $ = X <aL a l> 
/сф/ 

в Us соотношением 
пТ1>1(и) = ПТ(%, .. . , %_1? aj, %, ..., ^г) , % е </,- . 

По утверждению Us
r имеем для каждого компактного интервала f с J' $ 

щу. nTJ^ jf} _^ щу. oyj,4j ^ ) (п-> оо) . 
/V r i ! 2 

Подставляя сюда / = J^ получаем R(V; nl\ J) = 2 2 (~~ 1У+*~г • 

. E(V] пТ*>\ •/,)"-» 2 i (— i ) ' 4 " ^ 1 ^ ( F ; ° Т Ч Л ) = ^ ( F ; °Г, «/)• Этим до-
J - 1 1 = 1 

казана импликация Ь). 
с) Тг => и;. 

Рассмотрение случая г = 1 предоставляем читателю.6) 

Итак, пусть г > 1 и предположим, что Т£ верно. Пусть пТ (п = О, 1, ...) — 
последовательность отображений, удовлетворяющих всем предположе
ниям нашего утверждения (теперь s = г). Пользуясь леммой 1,4, построим 
функции пТ1п имеющие следующие свойства: Функции пТ1с удовлетворяют 
на Ег условию Липшица и обладают всюду непрерывными частными про-

6) См. тоже теорему 150 из [2], стр. 424, и лемму 1,10. 

37 



изводными первого порядка, ограниченными по абсолютной величине 
константой À; пТк -> °Тк (п -> со) равномерно на Ж, и частные производ
ные первого порядка от функций пТк сходятся при п -> оо почти всюду на 
Ж0 к соответствующим производным от функции °Тк (1 ^ к fg г). Пусть 
теперь J'-— произвольный компактный интервал, содержащийся в Ж. Опре
деляя отображение пТ соотношением пТ = [пТъ ..., пТг], имеем 
(6) fj(t; пТ) dt -> fJ(t; °T) dt (n -> оо) . 

J J 
Обозначим для 1 ^ г"^ г символом (г) (г — 1)-членную последователь
ность, которую получим, вычеркнув из r-членной последовательности 
[1, ..., г] число г, и определим на j£r вектор F = |Т(г)] типа (г, г — 1) со
отношениями 

У(1)(х) = xi> ^(г)(^) == 0 для 1 < г g r . 
Тогда VF является функцией ( = вектором типа (г, г)), тождественно рав
ной 1 на ЕГ1 и по лемме 1,8 получаем 

(7) E(V; nT, J) = R(VV] nf, J) = JJ(t; nT) dt, 
J 

(8) jß(F; «î7, У) - fj(t] nT) dt. 
J 

Из Т; вытекает lim R(V; nT, J) = R(V; °T, J) = lim S(F; nT, J), что вместе 
/г—>oo n—>-oo 

с (7), (8) даёт 
I fj(t; nT) dt — JJ(t] nT)dt\->0, n -> oo . 

Отсюда и из (6) получаем 
(9) lim fj(t; nT) dt = /J($; °T) d£ 

для произвольного компактного интервала J с JT. Если IF — непрерыв
ная функция ( = вектор типа (г, г)) на Ег, то из (9) получим по лемме 1,10 
E(W; пТ, J) = /TF(nT(Q) J(*; ИТ) d£ ~> fW(°T(t)) J(t; °T) dt = Ä(PT; °У, У). 

J J 
Этим доказана импликация с). 

Нетрудно обнаружить, что TJ имеет место для всех натуральных s. 
Отсюда и из импликаций Тг

г => Ur
r => U£ + 1 => T^J => (-/£ + ][ (см. а), 6), с)) вы

текает, что U£, Т£ справедливы для всех натуральных г. Наконец, из а) и Ь) 
видно, что Us

r, Т* + 1 имеют место для всех s ^ г ^ 1. Этим доказательство 
нашего утверждения полностью окончено. 

1Д2. Пусть Ж — компактный интервал в Ег и пусть Т — отображение 
интервала Ж в Е8, s ^ г, удовлетворяющее на Ж условию Липшица. Пусть 
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ê— открытое множество вEs, Фэ Т(Ж), и пусть V — вектор типа (s, r — 1) 
и класса Сг на Ф. Тогда 

(10) B(V] Т, Ж) - JS(VF; T, Ж) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т = [ТХ1 . . . , Т8]. Пользуясь леммой 1,4 опре
делим на Ег функции пТк (п — 1, 2, ...) так, чтобы выполнялись следующие 
требования: Функции пТ1с (п = 1, 2, . . .) удовлетворяют на JE> одинаково 
условию Липшица, обладают непрерывными частными производными пер
вого порядка и пТк -> Тк (п -> оо) равномерно на Ж. Определим отобра
жение пТ соотношением пТ = [пТъ . . . , nTs]. Если выбрать окрестность 
В интервала Ж в Ег достаточно малой, то для всех достаточно больших 
п имеем пТ{@) с Ф (отметим, что отображения пТ, п = 1, 2, . . . , удовле
творяют на Ег одинаково условию Липшица) и по лемме 1,8 получаем 

R(V; пТ, Ж) - R(W; пТ, Ж) . 
Отсюда получим предельным переходом (см. лемму 1,11) равенство (10). 

З а м е ч а н и е . Предшествующая лемма, которая понадобится нам в даль
нейшем, является, по существу, частным случаем теоремы Стокеса. Чита
тель, интересующийся библиографией этого вопроса, найдёт многочислен
ные указания в работе [б]. 

II 

В отд. 2,12 мы определим „замкнутые системы" отображений из 
Ег в Ег+1. В отд. 2,13 введём понятие индекса точки по отношению к такой 
замкнутой системе. Некоторые свойства этого индекса рассмотрены в отд. 
2,18, 2,21, 2,28, 2,29, его значение в связи с поверхностным интегралом 
пояснено в отд. 2,31. 

оо р 

2Д. О б о з н а ч е н и е . Положим d± = 2, dp = J (I + I2) 2 df для p > 1, 
r — oo 

cr = JT dP. 
r 

З а м е ч а н и е . Число cr равно площади сферы ^х\ = 1. 
£ = 1 

2,2. Если и € Ег, то определим на Ег — {и} вектор Wu>r типа (г, г — 1) 
следующим образом. Для г = 1 положим 

Wu>1{t) = sgn {t — u). 

В случае г > 1 обозначим для 1 fg г 5^ г смлшмо.л£ (г) (г — \)-членную 
последовательность, которую получим, вычеркнув из [I, ..., г] число г, гг тго-
ло^гг^ ÏF«.* - \Wu/)l гае 

f у 
W%№ = ( - l ) ' - i ^ — ^ r , 1 ^ г ^ г . 
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Тогда Wu'r является вектором класса Cœ на множестве Ег — {и} и удовле
творяет на этом множестве соотношению VWu'r = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что Wu>r есть вектор класса С«, на мно
жестве Ег — {и}. Если положить ¥Wu'r = U, то U — бесконечно диффе
ренцируемая функция ( = вектор типа (г, г)) на Ег — {и}. Отметим, 

что для г > 2 (соотв., г = 2) имеем (2 — г) W%f(t) = (— 1)' — |ад~ £|2 г 

(соотв., JPfc'W = ( - 1 ) < А lg |« - «Л; итак, U(t) = 2 ( ~ I)'""1 ^ 7 FTjJf(*) = 

= ~ 1 ^ 7 2 S 1«—*|—' = 0 соотв., Щ«) = - ] Г ^ I g ltt - «I = ° • 

В случае г = 1 наше утверждение вполне очевидно. 

2.3. О п р е д е л е н и е . Пусть Ж — компактный интервал в Ег и пусть 
Т7 — орображение границы Ж интервала Ж в Ег, удовлетворяющее на 
Ж условию Липшица. Определим на Ег функцию 1]г(щ Т, Ж) следующим 
образом. Для и € Т(Ж) положим rjr(u; Т, Ж) = 0. Если и е Ег — Т(Ж), то 
полагаем по определению 

г}г(щ Т, Ж) = -Ъ(]¥и>г] Т, Ж) . 

2.4. Пусть Ж — компактный интервал в Ег и пусть Т — отображение 
интервала Ж в Ег, удовлетворяющее на Ж условию Липшица. Тогда 

г]г(щ Т, Ж) === 0 для ие Ег— Т(Ж) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 2,2 имеем VWu'r — 0 на множестве Ег — 
— {и} э Т(Ж). Отсюда и из 1,12 вытекает сгг)г(щ Т, Ж) = B(Wu>r; Т, Ж) = 
= i?(VIFw*r; î7, JT) = 0. 

2.5. Пусть Т — отображение компактного интервала ß с Ег в Ег> 
удовлетворяющее на ß условию Липшица. Пусть t e ßQ, T(t) = и и 
Т~г(и) = {t}. Тогда rjr(u; T, J) = /уг(г г̂ Т', ^ ) для каждого компактного 
интервала J, где й / ° с / . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Jf\, ...,Жк — компактные интервалы, об
разующие вместе с интервалом У разбиение интервала f на неперекры
вающиеся интервалы. Так как Т~\и) с У0, то и поп € Т{Ж0) и ??r(^; Г, jf,-) = 

к 
= 0 0* = 1, . . . , к). Из соотношения r\r(u\ T, f) = ??г(?г; Î7, У) + ^г]г(щ Ту 

7 = 1 

Jf\,) вытекает наше утверждение. 
2.6. Пусть Q} — область в Ег и пусть Т — непрерывное отображение 

множества О) в Ег. Обозначим через Jt(T, @) множество всех точек t еЗ, 
которые являются изолированными точками множества Т~г{Т(1)). Тогда 
Jt{T, !3) является борелевским множеством. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . См. [8], лемма 1 на стр. 186. 

2.7. О п р е д е л е н и е . Пусть имеют место обозначения из предшествую
щего отдела и пусть Т — отображение множества Of в Ег-, удовлетворяю
щее на @ локально условию Липшица. Для t е @ — ~ä(T, О)) положим 
/ur(t; Т) = 0. Если te<Jt(T, Щ, то выберем последовательность интервалов 
Jn так, чтобы t € J n, ||«/w|| -> 0 для п -> оо (см. замечание из отд. 1,6) и по
ложим jLtr(t] Т) = lim rjr(T(t); T, f n ) . 

n—>oo 

З а м е ч а н и е . Из отд. 2,5 видно, что число /ur(t; T) не зависит от того, ка
ким образом мы выбрали последовательность Jn; этим и оправдано наше 
определение. 

2.8. Закрепим натуральное число h, 1 <̂  к 5^ г + 1. Ддя ж е £ г + 1 напи
шем х = [я?!, . . . , œfc-i, ^/c+i, . . . , #r+i]- ^слгг % € JÇr, Ç е Е± и если F — функ
ция от г + 1 переменных, то её значение в точке [щ, ..., %_х , f, %, . . . , иг] 
обозначим через F(u, f). Символом (г) (соотв., (г, /)) обозначим г-членную-
(соотв., (г — \)-членную) последовательность, которую получим, вы
черкнув из [1, . . . , г + 1] число г (соотв., числа г, j). 

Пусть 01 — замкнутое подмножество в Ег и пусть 0 — множество 
всех точек х е Ег+1, для которых 'х поп € 08. Пусть, далее, W есть вектор 
типа (г + 1, г) и класса Сп на 0, удовлетворяющий на этом множестве 
соотношению VW = 0. Предполоэжим ещё, что существует число ос и функ
ции Fly . . . , Fr класса Сп на Ег — 01 такие, что 

fc-l г 

2 ( ~ 1у~г i.FÂU) + 2 (~1)j w-Fj{u) = w{к)(щ ̂  ' " e ̂  ~ Ä • 
Определим на множестве 0 вектор V типа (г -f 1, г — 1) следующим-
образом. Если г > 1, т о положим 

V(i,j)(x) = 0 ^ л ' г* + * + Ь 

F«.*>(*) =• JP,(£) + ( - 1)* / Pf и)(х, f ) d | для 1 tè i < k , 
(X 

xk 

V(Ki){x) = Ft.1(^) + {-l)^jWlt)(ß,S)dS для k < i ^ r + l . 

Если г = 1, то функция (= вектор типа (2,0)) V определена соотношением 

V(x) = ( - I)* F^x) + jWk(x, | ) di . 
Тогда V есть вектор класса Сп на 0, удовлетворяющий на этом мно

жестве соотношению VF = W. 
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Доказательство . Предоставляя читателю исследование случая г = 1, 
предположим сразу, что г > 1. Нетрудно обнаружить, что V есть вектор 
класса Сп на 0*. Полагая VV = [£7(г)]> имеем для # с ̂  и г > к 

UU)(x) = J ( - 1 ) - яГ F(^-)(x) + ( - 1)*~1 ^ * W * ) = Ww(x) ; 
. . . . J «5 

j + ijc 

•если г < &, то 

ию{х) = 2 ( - 1 ) - ^ 7 Г«.*>И + ( - !)* ^ F».o(*) = ^wW • 
УФ M 

Наконец, 
fc-l Г+1 

и.-- *• 8 ^ ' • • • ' 
y - i y-fc+i 

r / r f l a \ 
= ^)(^, *) + ( - i)k j ( 2 ( ~ i) j~ i ^ ^ > & я) ^. 7 = 1 

Заметив, что V(— l ) i _ 1 ^— И^Дя) = (— l)k -z— Ww, получим 
j*k 

Итак, £7 = FT. 

2,9. Пусть у e Er+1, &y = i?[>; ж e i?r+1, ж ф у]. Положим 

№ г/) = /[I* - £l2 + (f - л)2]" 2 d£ - * « ^ . • 

Определим на множестве 0>у вектор Vy типа (г + 1, г — 1) следующим 
образом. Если г > 1, то полагаем 

Vy
{i)j){x) = 0 для г * к Ф / , 

F5.*)(«) - ( - l ^ ^ t a - У<) № . 2/) ОЛЛ 1 ^ * < *., 
rçUta = (— х)'+* ta - У*) J*ta 2/) ОЛЛ & < t ^ г + 1. 

В случае г = 1 функция (вектор типа (2,0)) определена соотношением 

V*{z) = ( - l)fc(£ - у) /*(я; 2/). 
Тогда Vy есть вектор класса С^ на&у, удовлетворяющий на этом множестве 
соотношению 

Доказательство . Это утверждение вытекает непосредственно из лем
мы 2,8. Достаточно поставить & — {у}, ос = yk, F± = ... = Fr = 0, ïT = 
— ïfir.H-i (отметим, что Tf(Y+1(^, yfc) = 0). Тогда вектор V из отд. 2,8 
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является вектором класса Сда на 9 = &ч и равен на этом множестве выше 
определенному вектору Vv, 

с <р 

2Д0. Пусть р > 1, ^ ( й , с) = /(А + £2Г2 df (А > 0). Определяя dp no 
о 

.от^. 2,1, имеем 
V-1 со 

|-P„(Ä, с) - \dji~~*~ sgn с| ^ /f-* d | . 
1*1 

Доказательство . Очевидно, что можно ограничиться случаем с > 0. 
Тогда имеем 

° 0 J) СО 

о о 
У - 1 со Р со 

К Л ~ 2 - ^ ( й , с) = / (h + I«)-» d | < / Ç-' d | . 
с с 

'2,11. Пусть имеют место обозначения из отд. 2,9. Положим ещё 
00 

ЧЪ У) = \х—У\- J |- (r+1) df • 
|**-у*1 

Если г > 1, то для ж е ^ справедливы оценки 

\Ц,4Х) - ( - *)* K + i s § n (** ~ У*) • ^)Г(*)1 ^ Л(ж; 2/) ЗЛЯ » < h ,7) 
lF(\fc)(^) — (— lY 2dr+i sgn (ж* — у je) . Tf(^i)HI ^ А(ж; у) для i > & . 

В случае г = 1 имеет место неравенство 
\Vv(x) - ( ^ 1)* id, sgn (*Ä - yÄ) . ТГД(9)| fg A(s; у) , х*0>у. 

Доказательство . Пусть, например, г > 1 и г < h. Полагая h = j î— t/]2, 
получаем по отд. 2,10, 2,9 и 2,2 

F5*(*) - ( - 1)* \ dr+1 sgn (** - У,) • Wiff{x)\ = | ( - l)«+*-i(ar( - у,) . 

/ 
{h + P)~d£ - ( - 1)* ? d r + 1 sgn (xfc - yk) . (- ly-ibZJb 

I Г - — i - t 
= |жг- — yt\ . I (Ä + |2) 2 d£ — - dr+1 sgn (xk — yk) h г ^ 

0 

^ K- - У<| • J Г ( г + 1 ) d l ^ A(*; y) 

Аналогично можно рассмотреть случаи i > t и г = 1. 
7) Символ (г, /с) имеет здесь то же самое значение, как и в отд. 2,8; напротив, сим

волом (г) мы пользуемся лишь для г ^ г в смысле отд. 2,2, т. е. для обозначения (г — 1)-
членной последовательности [1, . . . , г — 1, г + 1, ...,г]. 
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2.12. О п р е д е л е н и е . Пусть Л — счётное (или конечное) множество 
индексов. Пусть каждому ос е Л сопоставлено действительное число аа 

и отображение Та области Я)а с Ег в Ег+1, удовлетворяющее на @л локально 
условию Липшица. Пусть, далее, 
(a) 2(l + K\)f№(t;T*)\dt< + <х>. 

Обозначая через © последовательность {Та, ^ а , ста}аеЛ, полагаем по опре
делению для каждой ^-измеримой ограниченной функции F на множестве 
Г = U ^ ( ^ а ) 

R"(F; ®) =^oaR"(F; Т; 9а) , а> € ß (Г + * ) . 
а е Л 

Далее, для каждого ограниченного ^-измеримого вектора Истина (г + 1, г) 
на множестве У положим 

(хеЛ 

Скажем, что последовательность @ замкнута, если имеет место (а) и если,, 
кроме того, выполняется следующее предположение: 

(Ь) Множество i^ ограничено и для каждого вектора W типа (г + 1, г) 
и класса Cœ на Er+l9 удовлетворяющего на Ег+1 соотношению WW = О, 
имеет место равенство 

R(W; ©) = 0 . 

2.13. О п р е д е л е н и е . Пусть имеют место обозначения из отд. 2,12.. 
Предположим, что соответствующая последовательность @ замкнута (т. 
е. выполняются условия (а), (Ь)). Определим на множестве Ег+1 — У функ
цию i(y\ @) равенством 

t(y; ©) = JLjR(Tfv.r+l; ©); 

здесь cr+1 — константа из отд. 2,1, Wv>r+1 — вектор, определенный в отд. 2,2... 
2.14. О б о з н а ч е н и е . Если stfcEr+1 и и<=Ег, то напишем s0\ = 

= jB[|; I € JE?X, [%, . . . , % _ ! , I, w m , . . . , ur] € J / ] . Положим ещё 

Пц5е = S|>; м е ЯГ, ^ ф 0], г = 1, . . . , г + 1. 
2.15. Пусть V — вектор типа (s, r) и класса С2 на открытом множестве 

У с Е8, s ^ г + 2. Тогда V(VF) = 0 на &. 
г + 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим VF = W, VW = £7. Тогда TT* = 2 (— l ) i _ 1 •• 
г + 2 

д VW, к € Ü ( 1 j , и для со € ü\ \ имеем £7W = V ( — I)*"1 - — 
\r + 1 / \r + 2/ fc^ teefc 

г + 2 г + 1 г + 2 г + 1 т . 

i \ 0X{°>k)j 0X™h t l \ i ~ l OX(<ok)jC%<ok j - 1 ^X>1 '"* fc-lj-l 
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Если j < к, то (ojk)j = coj, ((cojc)j) = (u>j, cok) [этот символ обозначает, ра
зумеется, r-членную последовательность из Ü I I, которую получим, вы
черкнув из со числа cüj, сок]; напротив, для j ^ к имеем {(ок)з ~ a)j+u 
<(û>*)i) = (û>fc, a>i+1). Итак, 

W/ ^ " ^ W * • > . ^ ^ W Ä ; ^ * ^ W / 

Полагая во второй сумме к = m, j -{- 1 = п, получим 

vX ,Л1л ОХ,, 

U" 
j<fc m<n m n /</c j<k 

2,16. Обозначение. Если ï7 — отображение множества 3f с Ег в i£r 

и -м- с Ег, то обозначим через N(u; Т) число точек множества Т~г(и) (О ^ 
^ А > , Т) ^ + оо). 

2Д7. Пусть Т — отображение открытого множества & с. Ег в Ег+1, 
удовлетворяющее на О) локально условию Липъиица. Определим отображе
ние Т множества О) в Ег соотношением 

(t € 9, T(t) = х) => T(t) = х 

{см. отд. 2,8). Пусть t° е Я) и пусть Ж (г) — г-мерный куб диаметра s 
€ центром в точке t°. Предположим, что для некоторого е0 > 0 справедлива 
импликация 

(teJf(e0),t + P)=>T(t) ф T(t°). 

Пусть, далее, у е Ег+1, "у = Г(£°), ^ Ф Tk(t°). Определяя вектор Vy no 
ютд. 2,9, имеем 

Km B{V»; T, Jf(e)) = ( - 1)* | c r + 1 sgn [ а д ) - yk] ,,,(*»; T) 

(ам. отд. 2,7). 

Доказательство . Предположим сначала, что г > 1. По отд. 2,11 и 2,9 
получаем для teJf(s0), t Ф t° 

Vu,i)(T(t)) = 0 для i + k * j , 

V(i,dT(t)) = ( - 1)* \dr+1 sgn [ а д - yk] . W'tf(T(t)) + 9,(1) X(T(t); y) , 

V(Kt)(T{t)) = ( - 1)* ldr+1 sgn [ а д - yk]. W$i4(T(t)) + ЭД ?.(T(t); y), 
| 0 , ( < ) | ^ 1 , j f c < » - ^ r + l . 

45 



Если выбрать е0 достаточно малым, то \Tk{t) — ук\ ï> Ô > 0 для всех t еЖ~(е0)-г 

в частности, sgn [Tk(t) — ук] — sgn [Tk(t°) — УкЪ t e Jf(e0). Далее, так к а к 

T(t) — у = T(t) — T(t°) -+0 (t->t0), то ЦТЦ); y)~>Q для t -> t°. Отсюда, 
из замечания к отд. 1,6 и из выше приведенных соотношений получаем, 
для всех достаточно малых е > О 

№-кКУ?щ, Т, дГ(е)) = ( - 1)* K + i sgn [Tk(t°) - ук] . 

. BWlWJfî; T, лГ(е)) + о,(1),8) если 1 ^ » < к , 

Ä<M>(F(\i); У, дГ(«)) = ( - l)fc К « sgn [T,(«0) - y j . 

_ ^ - 1 ) ( ^ : 1 ) ; Г, Jf(e)) + о , ( 1 ) , если Л < ъ ^ г + 1 , 

Д<'Л(Г{1,0; У, ДГ(е)) = 0 для » 4= £ * ? . 

Итак, Д(7»; Г, дГ(в)) = '£ДОЛ(Р*<Л; Г, Ж(е)) = ( - 1)* K + i s g n P W - yJ -

. 2 Ä ' ) ( ^ , r ; T, дГ(е)) + о,(1) = ( - 1)* K + i sgn [ Э Д - yk] • 
i = l 

. Д(И^'Г; У, jT(e)) + oe(l) = (см. определение 2,3) = (— l)fc %dr+1 . 

• s g n [Tk{t°) ~ yk] . crrçr(y; T, Ж(е)) + oe(l). По отд. 2,5 и 2,7 имеем для s <̂  % 

равенство 77Д2/; T, Jf (г)) = /ir(£°; Î7)- Заметив ещё, что d r + 1c r = с г + 1 (см. 

отд. 2,1), получаем B{V» Г, Jf(e)) - ( - l)fc K + i sgn t W ) - У*Ь 

. ^r(£°; 21) + oe(l), что и требовалось доказать. 
Рассмотрение более простого случая г = 1 предоставляется читателю. 

2Д8. Пусть имеют место обозначения и предположения (а), (Ь) из 
отд. 2,12. Закрепим натуральное число к (1 fg & fg r + 1) гг определим 
для каждого ос е Л отображение Та множества S a в Ег соотношением 

(t e @а, T"{t) = х) => T«(i) = ж 

(еж. о/?гд. 2,8). Предположим, что у с i ? r + 1 — ^ w 

(П) у е Е г - Щ(Г - -Г), 2 # ( у ; ?«) < + оо . 

Тогда справедливо равенство 

(12) 2i(y; ©) = ( - l)*-i 2 ста 2 M«! •?») sgn [ Э Д - У*], 

где 2 = 2to *е ̂  » ^ а № = У ] • 
8) ов(1) ~> 0 для £-> 0 + . 
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Доказательство . Полагая {Та)-г(у) = {t*'1, ..., t01'8*}, обозначим через; 
Jfi(s) r-мерный куб диаметра s с центром к точке ta>1. Если положить &х(е) = 

S(X 

= @а— U 2f"(e), то имеем для всех достаточно малых s > О 
Z - 1 

BiW*»**1; @) = 2 ore[Ä(^.r+1; У«, 0а(е)) + 2 Л(ИГу-г+1; Î7*, -*7(е))] • 
а е Л ï = l 

Так как sa Ф 0 лишь для конечного числа индексов ос е Л ж R(Wy>r+1; Т°% 
«#7(«)) -> 0 для е -> 0 + (1 '^ Z ^ *а, л в Л), то 

(13) 2г(ТГ*.н-1. ©) = 2 o«R(W*.M\ T«, àa(e)) + о.(1) . 

Закрепим теперь г > 0, выбрав его так малым, чтобы JTf(e) с ^а,. 
jT^(e) n Jfrô(e) = 0 ( l ^ Z < m ^ s a , <% € Л). Если обозначить через ^ за
мыкание множества U Т01(^(Х(е)), то из включения (У)£ с ^ (см. (11)) по-

ае Л 

лучаем 'У с 0*у (см. отд. 2,9). Отсюда вытекает по лемме 5 из [6], стр. 524,. 
что существует вектор V типа (г -\- 1, г — 1; и класса Сот на J2?r+1 так, что 
7(ж) = Fy(#) (см. отд. 2,9) для всех х из некоторой окрестности множества 
*V. Полагая W = VF, получаем как следствие условия (Ь) из отд. 2,12 
и леммы 2,15 равенство 

О = B(W; ®) = 2 о.[Д(1Г; Т«, èe(e)) + 2 W 2 \ *7(«)] -
осеЛ 1 = 1 

Так как W(x) — Wy>r+1(x) для всех х ei^ (см. отд. 2,9), то 

(14) 2 °afl(W*.™\ Т«, êa(e)) = - 2 ста 2 Ä(#; Г«, Jf?(e)) . 
аеЛ аеЛ J=l 

Из леммы 1,12 вытекает 

(15) R(W;'T",jrt(e)) = Д(7; 5Г«, -*7(е)) -

Отметив ещё, что для £, лежащих на границе множества «зГ?(е), имеем 
T«(t) € TT и, подавно, 7(Та(0) == Fv(Ta(0), получаем 

(16) Д(7; Т*,Ж*%(е)) = R(V*, 7 \ JTf(e)) . 

Из (13)—(16) вытекает соотношение 

(17) R(W*.*+\ ©) = - 2 ** ! Ä(F»; Г«, Jf?(e)) + 0.(1) • 
осеЛ 1 = 1 

Как видно из леммы 2,17, 

щуУ. г . j r ? ( e ) ) = ( _ 1)* | C r + i s g n [у^«,*) _ y j . ßr{ta,i- т«) + 0Д1). 

47 



Подставляя это равенство в (17) и пользуясь совместно определением 
функции i(y\ ©) (см. отд. 2,13) получаем сразу (12). 

2Д9. Пусть имеют- место обозначения и предположения (а), (Ь) из 
отд. 2,12. Положим ещё # " = Ег+1 — "Г. Пусть W(x; у) (х еУ", у е W) 
— непрерывный вектор типа (г -\- I, г) на множестве i^ x if. Определим 
для каждого у е iV вектор Wy на множестве "Г соотношением Wv(x) = 
= W(x] у) и положим к(у) = JR(Wy; ©). Тогда х(у) является непрерывной 
функцией переменного у на множествеif'. Если \\WV\\^ -> 0 при \у\ -> -\- оо, 
то к(у) -> 0 ([у| -> + оо). 

Д о к а з а т е л ь с т в о предоставляется читателю. 

2.20. Пусть О) — область в Ег и пусть Т — отображение множества 
В в Ег, удовлетворяющее на О) локально условию Липшица. Тогда справедлива 
импликация 

(«У/ с 0 , UK = 0) => LT{Jt) = 0 . 

Функция N(u; T) (см. отд. 2,16) измерима, и имеет место равенство 

f\J(t;T)\dt= fN(u;T)du. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эти утверждения легко получаются из известных 
более общих теорем. См., напр., [8], лемма 3 на стр. 337 и теорема 3 на 
стр. 364. 

2.21. Пусть имеют место предположения (а), (Ь) из отд. 2,12. Обозна
чим через &$к множество всех и е Ег, для которых выполняются соотноше
ния 

и поп € 7tk(r ~ f ) , 2 N№ Ta) < + оо . 
<X€Ä 

Если у € Ег+1 — ^ , у € 88ъ то справедливы равенства 

(18) i(y; ©) = ( - 1)*-1 2 < > > , ( < ; Г«) , 
(Х€ Л t 

где J; = 2[«; * * *«, г«(0 = y,'n{t) > yj, 

(19) i(y; ©) = ( _ 1)* 2 *а 2 - A*r№ Г«) , 
осеЛ t 

где 2 ~ = 1Л*> l € s* *Ч«) = У. T'k(t) < yk\ Пусть, далее, y' e Er+l - Г 
t 

(i = 1, 2), y 1 — ?/2 = w e ^fc, y\ < j / | . Тогда имеем 

(20) i(yi; ©) - i (^ ; ©) = ( - l)*-i 2 cra 2 * A*r(*î Й , 
осеЛ t 

где 2* = 2ft *e ^« ^*) = «. »î < y£(o < »a • 

48 



Множество У* = (У)* конечно для всех и е Û8k. Если 

(21) 1гпк{Г - Г) = 0 , 

т о 

(22) lr(Er - ak) = О , L r + 1 F - О . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если подставить в (12) у = г/1, а затем ?/ = г/2 и вы
честь полученные равенства, то получим (20). 

Пусть теперь я/ е ^ г + 1 — i^, y € £8к\ для ^ е Е1 напишем г/(£) =[уъ . . . , Ул-ц 
£* 2//С+1? •••> 2/r+i]- Выбрав £ настолько большим, чтобы было 

ук < £ , 1Г* п < £, + оо) - 0, 

имеем по формуле (20) (куда подставим у1 = у, у2 = 2/(1)) 

(23) ь(у- ®) = t(y(f); @) + ( - 1)*=-! 2 *« 5>г№ Г") • 
«е Л t 

Так как lim i{y{£)\ ©) = О (см. лемму 2,19), то из (23) получаем предельным 

переходом для £ -» + оо равенство (18). Аналогично доказывается со
отношение (19). 

По определению множества &Вк имеем Мк — Ег — 0tk, где 

* * = ^ ( ^ — Л U Я|>; м е # г , 2 ЩЩ Та) = + 00] . 

Из предположения (21) и из соотношения 
/( 2 #(и; ?*)) di* = 2 /ж(^' ^а) d^ = (см- 0ТД- 2>20) = 2 ЛJ(^ У*)1 d* ^ 
# г аеЛ (хеЛ Ег «еЛ ^ 

^ 2 / № ^а)1^< + оо 

непосредственно вытекает, что Lr3iïk = 0. Для и е £%к имеем 

(24) (W)l = У\ ; 

так как число точек множества i^\ = U ^ ( ( î 7 " ) " 1 ^ ) ) не больше чем 
^ аеЛ 

2 N(u; Ta), то множества (24) конечны. В силу компактности (и, подавно, 
леЛ 
измеримости) множества ÎT вытекает отсюда по теореме Фубини второе 
равенство из (22). 

З а м е ч а н и е . Из формулы (20) получаем, в частности, следующее след
ствие: 

Если у1, у2 € Ег+1 — У , 'у1 = у2 — и € £$к и если отрезок, соединяющий 
точки у1, у2 не пересекается с f , то (̂г/1; @) = t(?/2; ©). 

2,22. Сохраним обозначения и предположения из предшествующего от
дела. Пусть F — конечная функция на множестве У и и е 38к. Если У* = 
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= {<%i < . . . < ocs} Ф 0,9) mo функция i(Ç) = i([uly . . . , % _ i , £ , % , . . . , w r]; 
@) постоянна на (<xjy ocj+1) (1 ^ j <C s)u равна нулю на (— oo, o^) и (&s, 
-f- oo). Обозначая через ij значение функции i($) на интервале (OCJ, <xj+1) 
и через F(u, £) значение функции F в точке [%, . . . , и1с_ъ f, ик, . . . , иг]у 

полагаем по определению 
S-1 

<? случае 1^\ = 0 положим 8^(щ @) = 0. Тогда для всех и е ^7с имеем 

(25) ( - i)*-i Ä*(«; ©) = 2 ff« 2^(уа(*)) M«; У«) . 

где 2 = 2^' * € ^ ' ^ a W = ^-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из замечания к предшествующему отделу видно? 

что функция i(Ç) постоянна на интервалах (— оо, &х), (^•_1, а^) (1 < j ^ s),. 
(<%s, + °°)- Обозначая соответственно через i0, is+1 её значение на интервале 
(— оо, ax), (<%s, + оо), получаем из (18), (19) 

(26) £о = 0 = <s+1 . 

Далее, из (20) вытекает 

(27) t,_i - », = ( - I)*"1 2 *« 2 ^ № ^") > 
осе Л t,j 

Если написать xj = [ulf . . . , ик_г, ocjf щ, . . . , иг], ^ — 2 ^ ' ^ € ^«» ^ а (£) = и\у 

то имеем10) 2 °« I F(T-(t)) /ir(t; T') = 2 ** 2 F(x>) 2 /»,(*; Г») = 2 F(XJ) • 
осе Л t <хе Л j = 1 f »J j* = 1 

. 2 ^ 2 M*; ^ " ) = (см- (27)) == ( - l)*-i f W ( » , - i - »,) = (см. (26)) = 

= (— 1 ) f c _ 1 2 Ч • (F(xj+1) — F(xj)) = (— 1 ) f c _ 1 Ä F ( ^ ; ' ©), чем равенство (25) 
7 = 1 

в случае У и =f= 0 доказано. Если ^ м = 0, то обе части соотношения (25) 
обращаются в нуль. 

З а м е ч а н и е . Если, в частности, F(x) = хк для бсех х = \хъ . . . , #г+1] € У , 
то — в применяемых выше обозначениях — имеем 

оо 

9) Мы у ж е внаем из предшествующего доказательства , что множество У& конечно 
д л я всех и € &к. 

10) Сравни [3] , доказательство к отд. 9, с тр . 243—244. 
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2.23. Пусть г > 1, j f c Ег. Для j — 1, . . . , г обозначим через Н ^ # 
внешнюю j-мерную меру Хаусдорфа множества Л'. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1. Hru? == 0 о LruT = 0. 

2. Если Т — отображение множества Jt в Ег, удовлетворяющее на Л 
условию Липшица с константой I, то И,Т(Л) ^ 7#\\$*Ж\ если отображение 
Т изо метр ично на <Jt, то 

И/Г (Л) = )А,Л . 

3. ИГ_1Л = О => \-г_1щЛ = О 9̂ гя к = 1, . . . , г. 

4. Пусть существует константа а и натуральное число к так, что 

х € Л => хк = а . 
Тогда 

\\Т_ХЛ = О <=> L , . ^ ^ . ^ = О . 
5. Пусть 

Т 

Ж = X <»}, а?) , J f? ; i = Я[ж; х € JT, ж, = а?, хш = a j j , 

JT — U J^t'L , 1 ^ Z < m <£ г; А, * = 1, 2 . 

Тогда H ^ j f = О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эти утверждения являются непосредственными 
следствиями определения внешней хаусдорфовой меры; см. [9], стр. 53, 
§8 . 

Г + 1 

2.24. Пусть Ж = X <#*, ^ > w пусть Т — отображение границы Ж ин-
7 = 1 

тер вала Ж в Ег+1, удовлетворяющее на Ж условию Липшица. Обозначим 
через А множество всех упорядоченных пар [j, г] натуральных чисел, где 
1 !g j <£ г + 1, i = 1, 2. Д/гя каждого ос = [?', i] e Л определим отображе
ние Та области Я)а = X (я*, «?) с Ег в Ег+1 соотношением 

T*(t) = T(t19..., C i . 4 >̂ •••> M , « = Pi,..., У € ^ a . 
Положим ещё аа = (—1)*+^-1. Тогда (конечная) последовательность 
@ J T ( ^ ) — @ = {^а, <̂ а> о"а}«е/1 замкнута в смысле отд. 2,12. Далее, 

(28) *(у; ©) = Чг+1(у; Г, Л") , у в Я г + 1 - У(.Г) 

и, если положить i^jf(T) = У = U ^ а(^ а)» имеет место (21) З^я & — 

= 1, . . . , Г + 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрение условия (а) из отд. 2,12 предоставляет
ся читателю. (Отметим, что множество Л конечно, множества @а ограни-
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чены и отображения Та удовлетворяют на @а условию Липшица для всех 
ос € Л.) Так как, очевидно, У = Т{Ж), то множество i^ компактно. Пусть 
теперь F (соотв. W) — ограниченная -В-измеримая функция (соотв., 
ограниченый ^-измеримый вектор типа (г -f- 1, г)) на множестве "Г. Со
поставляя определение символов RM(F] @) I со е Q I I , R(W\ ©) из 

отд. 2,12 с определением символов R"(F; Т, Ж), R(W: Т, Ж) из отд. 1,6 
(где заменим числа г, s соответственно через г + 1 и г -f- 1), мы видим, что 

Ä*>(^; ©) - Д»(1Р; Г, JT) , B(W; ©) = £(TT; Г, JT) . 

Предположим теперь, что вектор W есть класса Сда на JEV+I И удовлетворяет 

на Ег+1 соотношению VW = 0. Из отд. 1,12 вытекает R(W; ©) = i£(IT; 

Т, Ж) = J?(V1F; . . .) = 0. Мы видим, что выполняется условие (h) из отд. 
2,12. Из определений 2,13 и 2,4 получаем сразу (28). Придавая символу 
Ж ТО же значение, как и в п. 5 из отд. 2,23 (где заменим г через г -\- I), 
получаем f - f c Т(Ж). Так как ИГТ(Ж) = 0 (см. 5 и 2 из отд. 2,23), то 
Н г ( ^ — У ) = 0 и 1глк(Г — "Г) = 0 для к = 1, . . . , г + 1 (см. 3 из отд. 2,23). 

2.25. Пусть Т — отображение области & с Егв Ег, удовлетворяющее на 
Я) локально условию Липшица. Тогда функция jur(t; T) (см. 2,7) является 
В-измеримой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть pv р2, . . . — последовательность всех по
ложительных простых чисел, упорядоченных по их величине. Обозна
чим для каждого натурального п символом Гп(&) систему всех интервалов 
Ж с @, которые являются декартовым произведением г одномерных ин-

IЮ • Ю -А- \ 

тервалов вида ( —, - ^ Y Нетрудно обнаружить, что для каждого t e В 
существует натуральное число n0(t) так, что t является внутренней точкой 
точно одного интервала Ж е Fn(ß) при всех п ^ n0(t). Для каждого п опре
делим на ® функцию {jtf(t\ Т) следующим образом: Для t € 3f — U Гп(@) 
положим /u™(t; T) = 0. Если Ж e Fn(@) и te Ж, то полагаем [л%(Р, Т) = 
= rjr(T(t)] T, Ж). (Если t принадлежит к границе интервала Ж, то имеем — 
но определению функции rjr — p^(t\ T) = 0.) Из отд. 2,4, 2,19 и 2,24 сразу 
получаем, что функция ^ является ^-измеримой на О). Так как по опре
делению 2,7 имеем lim ju^(t; Т) = jur(t; T) для teJt(T\ Щ, jur(t; T) = 0 для 

n—>co 

t € Q) — Л(Т,Щ и множество Jt(T, Щ является борелевским (см. 2,6), 
то функция /иг является Б-измеримой. 

2.26. Пусть Ж — компактный интервал в Ег и пусть Т — отображение 
интервала Ж в Ег, удовлетворяющее на Ж условию Липшица с кон
стантой Я. Обозначим ещё через \Ж\ диаметр интервала Ж. Тогда имеют 
место следующие утверждения: 
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(a r) Функция г]г(щ Т, Ж) измерима на Ег и 

(29) / | j j r ( « ; . . . ) | d » ^ ( r ! ) ( A | j r | ) ' . 
Ег 

(30) f'rir(u; ...)äu = fj(t; T) dt. 
Er Ж 

(/?,) Если написать ^ м = ]Г[£, t e JT°, T(t) = и], то 
t t 

(31) j(2u\ßr(t;T)\)du^ j\J(t;T)\dt 
Er « Ж 

и для каждой ограниченной В-измеримой функции F на Ж 

(32) 5iJ;F{t) iAT(t\ T)) du = jF(t) J(t; T) dt. 
zr t ж 

Д о к а з а т е л ь с т в о , этих утверждений разобъём на несколько шагов. 

1. Справедливо утверждение (aj. 
Если Ж = (а1, а2), Ь1 = Т(а*) (г = 1, 2), то по определению 2,3 имеем 

г]г(щ Т, Ж) = sgn (б2 — б1) для гб, лежащих между точками Ь1, б2, 
>7i (w; Т, Ж) = 0 для всех остальных % е 2£х. Отсюда получаем 

/lifcfa; Î7, ЛГ)| d^ - |62 — б1! ^ Я|а2 — а1! 

(— соотношение (29) для г = 1), 
а2 

f % («; 2 \J f ) d« = б2 — b1 = Г ~ T(t) dt 

(— соотношение (30) для г = 1). 
2. (*,)=>(/?,). 
Предположим, что справедливо утверждение (осг). Пусть сначала F 

является непрерывной функцией на Ж, \F(t)\ fg у для всех te Ж. Обозна
чим символом Лп = Ап(Ж) систему всех компактных интервалох «/, кото
рые получим подразделением интервала Ж на 2гп равных частей. Для 
J е Лп обозначим через tj центр интервала J и положим /(./) — F{tj). 
Напишем Уп — У[^] ^ е Ап] и определим на Ег функции Sn, Rn(n = 1,2,'...) 

J 
соотношением 

Sn(u; F) = 2п№) Чт(Щ T, J) , Вп(и) = 5 > г ( и ; T,f)\. 
j j 

Очевидно, 

(33) \Sn{u;F)\ ^yBn(u). 

Из 2,24 и 2,19 вытекает, что функции Sn, Rn jB-измеримы. œ 

Пусть J f n — соединение границ интервалов J e zln, ^ 0 = \J Жп. Так 
как UT0 = 0, то и 1Т(Ж0) = 0. Пусть, далее, « = #[ад; ад e Дг, JV(M; T) = 
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^ -^ ool^r = m и Т{Жс,). Из 2,20 вытекает fN(u; Т) au - - j\J{t] Т)\ àt < 
Er ж 

< + oo, так что L(^) = О -= L ^ . 
Пусть теперь и е Е^ — ^ . Тогда множество Т~~Ци) конечно и Т~Ци) с 

с ^(Т, JTO) - - jfo. Положим 

8,(щ F) = 2"i^(^) ^t; Т) , R,{u) = 2l/^r(^; ^)1 • 

Покажем, что при п -> со 

(34) 8^(щ F) -> 8с,(щ F) , R^(u) -> R^(u) {и е Е, — ^) . 

Пусть Т-'^{и) =^ {t^, ..,,Щ. Выберем п^ настолько большим, чтобы при 
^^Щ каждый интервал * / с Zl̂  содержал не более одной точки мно
жества Т-^(и). Обозначая при п ^ UQH I ^ j ^ s символом ^f^ тот интервал 
из системы An, который содержит точку Р, имеем (см. 2,5, 2,7) 

и (см. 2,4) 
rj,(u;T,^)=^0 для J€A^{JI...,J:}. 

s s 

Итак, Rn(u) = 2 IVr^'j T, J^^)| = 2 If^À^^j ^)l = ^o(^) при n ^ UQ, чем до-
7 = 1 J = l 

казано второе соотношение из (34). Полагая г̂ , = max max |i^(^)—F(ty)\, 

s 

получаем при n ^ щ \Sn(u; F) ~~~ SQ{U; F)\ == | 2 / ( ^ i ) VÂ^ "T, J^) — 

j = i 

^- VF{P) f^AP; T)\ = \2 (/(Л') -nt^))Mt''. T)\<8n2 \^r{P'^ ^)l =-= 'nRoiu). 
Так как F равномерно непрерывна на Ж, то lim е^ = О, и имеет место пер-

П—->00 

вое соотношение из (34). 
Функции SQ, RQ определены почти всюду и, как видно из (34), измеримы. 

Отметив, что для У е А^ имеем |с/| = 2~'^\Jf\, получаем из (29) оценку 
jRniu) du = JJ^J [г],{щ T, J)\ au â 2^^(r\) Х'2-'^\Жу - - г\{},\Ж\у. Так как 

Вт J Bf 

каждый интервал J € А^ является соединением 2** интервалов из системы 
J^^i , то нетрудно обнаружить, что функции R^ (п = 1,2, . . . ) образуют 
неубывающую последовательность на множестве Е^ — .5^. Итак, 

jRo(u) du =: lim fRn(u) du ^ r\(À\jr\y , 
Ey n—>oo E^ 

так что функция RQ интегрируема. Из (33), (34) (отметим, что i^n(^) ^ ^о(^) 
для и € Е^ — гТ) получаем, что функция SQ тоже интегрируема и 

(35) jSo(u; F) du = lim jS^iu; F) du. 
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Из (30) (где заменим Ж через J) вытекает 

j8n(u; F) du = Jpf(J) ЫЩ T, J) du - 2 n / (^ ) fJ(t; T) dt. 
Er j Er . / J 

Так как 

I 2 n / w pit; T) dt - jF(t) j(t; T) dt\ ^ 2n\№) 5J^ T)àt - P W • 
J j ж J J J 

. j(*;T) d«i =g £n 271 Jte T ) i d * = E- f\J& T) id* -* ° (* -• °°) » 
J J Ж 

то 
lim fSn(u; F) du = jF(t) J(t; T) dt. 
n->co Er X 

Отсюда и из (35) получаем по опедрелению функции 80 равенство (32). 
Пусть теперь % — система всех ограниченных функций F на Ж, для 

которых справедливо равенство (32). Как мы показали выше, % содержит 
все непрерывные функции. Чтобы убедиться в том, что % содержит все 
ограниченные Б-измеримые функции, достаточно доказать ещё следующее 
утверждение:11) 

(t) Если функции Fn€$ (п = 1, 2, . . . ) одинаково ограничены на Ж 
и сходятся на Ж к функции F, то F e Щ. 

Очевидно, что 

(36) lim jFn(t) J(t; T) dt - jF(t) J(t; T) dt. 
™->°° ж ж 

Выбрав надлежащим образом константу у > 0, имеем для и е У 

\80(щ Fn)\ < 7R0(u) , lim 80(щ Fn) - 80(щ F) , 
п-^-ао 

так что 

(37) lim JS0(u; Fn) du = fS0(u; F) du . 
n->oo Er Er 

Из (36), (37) и из равенства 

JS0(u; Fn) du = JFn(t) J(t; T) dt 
Er Ж 

получаем fS0(u; F) du = JF(t) J(t; T) dt; другими словами, F e %. Этим 
Er Ж 

утверждение (t) доказано. 
Теперь докажем равенство (31). Положим F^t) = sgn /btr(t; T) для t e 

€^£(T, Ж0), F±(t) = 0 для остальных te Ж. Функция Fx является Б-изме-
римой (см. 2,25). Из теоремы Витали-Каратеодори (см. [9], стр. 75) выте-

") Сравни [7], утверждение (У) на стр. 95. 
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кает, что существует Б-измеримая функция F2 на Jf, ограниченная по аб
солютной величине константой 1, такая, что 

F2(t)J(t;T) = \J(t;T)\ 

для почти всех t e Ж. Из (32) получаем j\J(t; T)\ dt = JF2(t) J(t; T) dt = 
X Ж 

= !(ZUFS) ßr(t; T) du ^ / £ > , ( * ; ?)\) d* = / ( T ^ i W A*r(«; Л ) d« = 
#r * Er t Er t 

= fF^Jfa T) dt fg f\J(t] T)\ dt. Так как исходной и последний члены 

этой цепи неравенств равны между собой, то всюду имеет место знак 
равенства. В частности, имеет место равенсзво (31). Этим доказательство 
импликации 2 закончено. 

з. о»г)=>(*;+1). 
Предположим, что (ßr) справедливо. Пусть имеют место обозначения из 

отд. 2,24. Закрепим натуральное число к (1 5g к fg г + 1) и определим 
множество ^ , как в отд. 2,21. Тогда справедливы соотношения (21), (22) 
(см. 2,24). Из 2,19 и 2,24 вытекает, что функция rjr+1(y; T, Ж) ^-измерима. 
Полагая для и е Ет и | в Ег rj(u, £) = r)r+i([uu • • • » %-i» I» %» • •> %] ; ^\ «2f )> 
получаем по теореме Фубини 

(38) / \rjr+1(y; T, X)\ dy --= / ( / ( № , 1)1 df) d^ . 
Er + i ErE, 

Закрепим теперь и e â8k. Как видно из отд. 2,22, функция rj(u, f ) (пере
менного f) обращается в нуль в дополнении некоторого компактного 
интервала (осг, ocs}, длина которого не больше диаметра d множества Уг 
причём d ^ A|Jf |. Из 2,24 и (12) получаем 

так что 

/ l4(«,f) |df ^ i A | J T | 2 Z H « î ^ e ) l -

Имея в виду, что это неравенство справедливо для почти всех м e ü?r, по
лучаем отсюда, интегрируя и используя утверждение (ßr), 

f(f\r,(u, |) |d|) dw ^ P|JT| 2 j V t t Г«)| àt < 
Er Ег **Л Oj^ 

<, ЩХ\ 2(r + l)(r!) W l r = (r + 1)! (A|^|) r+1 ', 

что вместе с (38) даёт неравенство (29) для г + 1. 
Мы выдим, что функция rjr+i(y'i •••) интегрируема на Ег+1. По теореме 

Фубини имеем 
(39) / г]г+1(у; ...) di/ = f{fri(u, I) df) d^ . 

T? Er Ел 
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Из замечания к отд. 2,22 и из (25) вытекает 

fr)(u, I )d | = ( - î)*-12о« jrmим т«), и,@к. 
Ех <хеЛ t 

Интегрируя через Ег и используя (ßr), получаем отсюда 

(40) f{fri(u, f ) df ) du = ( - I)*-* J "« / Г * № J № ^ a ) d* • 
# r .Ej аеЛ & 

Определим на Er+1 вектор V = [Fo>] типа (г + 1, г) соотношениями Ко)^) = 
= 0 для ? Ф &, 7(й)(ж) = %, •# = [>ь . . . , жг+1] е Ег+1. Имея в виду знечание 
символов Л, аа, Та, ^ а (см. 2,24), получаем 

2 °« fTî(t) J(t\ Т«) dt = Д(7; T, cf) . 

Отсюда, из (40) и из 1,12 вытекает 

f(frj(u9 I) d | ) d^ = ( - l)*-i iî(VF; Г, JT) = fj(t; T) dt, 

что вместе с (39) даёт равенство (30) для г + 1. Этим доказана импликация 
3. Из 1—3 видно, что утверждения (ocr), (ßr) верны для всех натуральных г. 

2,27. Пусть Т — отображение области О) с Ег в Ег, удовлетворяющее-
на Я) локально условию Липшица. Тогда 

(41; f\J(t;T)\dt= J(Z»\Mt;T)\)du.v) 

Если 

(42) f\J(t;T)\dt< + oo, 

то для каждой ограниченной В-измеримой функции F на 2 имеет место* 
равенство 

(43) fF(t) J{t, Т) dt = / ( ] [ " F(t) /i+(t\ T)) du • 
9 Er t 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим последовательность множеств ££п (п = 
= 1 ,2 , . . . ) , каждое из которых является соединением конечного числа. 

оо 

компактных интервалов, так, чтобы 3?п с ££\ ъ \J ££n — @. 
п = 1 

Обозначая через Fn характеристическую функцию множества J?ni по
лучаем из утверждения (ßr) в отд. 2,26 равенство 

(Щ fFn(t)\J(t; T)\àt = f(2uFn(t)\Vr(t; T)\)du. 
rS Er t 

Очевидно, что 

(Щ lim JFn(t)\J(t; T)\ dt = f\J(t; T)\ dt. 

12) 2M = 2I>; *€&, T(t) = u]. 
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Если положить Qn{u)^2UFn{t)\Hr{l;T)\, Q0(u) = 2 > r ( < ; T)\, то {Çn}^>.1 
( t 

будет неубывающей последовательностью неотрицательных измеримых 
функций, сходящейся к функции Q0. Итак, 

(46) lim fQn(u) du = JQ0(u) du . 
n—>oo JËr Ê r 

Из (44)—(46) вытекает (41). 
Пусть имеет место (42); значит, функция Q0 интегрируема. Из равенства 

fN(u; T) du = f\J(t\ Т)\ dt < + оо видно, что множество 0> = 

= 2£[м; J V ^ ; Г) = + оо] имеет меру нуль. Итак, если О — конечная 
функция на 2, то символ 

8{щ (?) = J^uG(t) jur{t; T) 

определен для почти всех и е Ег (именно, для и € Ег — £?). 

Пусть .F-—Б-измеримая функция на ^ , \F(t)\ ^ у для всех t e 3. Из 
утверждения (ßr) в отд. 2,26 вытекает, что 

(47) jF(t) Fn(t) J{t; T) dt = fS(u; F . Fn) du , ^ = 1, 2, . . . 

Так как \S(u; FFn)\ <, yQ0(u) и S(u; FFn)-> S(u; F) (n -> оо) для почти 
всех w, то 

lim /£(ю; ДОП) d^ = /£(ад; J?) du , 

что вместе с (47) и с равенством 

lim jF(t) Fn(t) J(t; T) dt = /!?($) J(J; T) d* 

даёт (43). 
2,28. Пусть имеют место обозначения и предположения (а), (Ь) из 

отд. 2,12 и пусть выполняется соотношение (21). Тогда множество У имеет 
[(г -\- 1)-мерную] меру нуль, функция с(у; ©) определена почти всюду на 
Ег+1 и измерима. Полагая & = Е[у; у е Ег+1 — У*, ь(у\ @) Ф 0], gk = 
= sup L ^ * , и е Ег, имеем 

и 

•(48) / |t(y; @)| dy ^ |<7* I Kl jV<*>(<; Т«)| At.«) 

Если, далее, F — ограниченная В-измеримая функция на множестве i", то 
функция 8^(и; @) (еж. 2,22) определена почти всюду на Ег и 

(49) fSk
F(u; ©) d^ - (— l)*- 1 Д<*>(1Р; ©) . 

Er 

Если соотношение (21) выполняется для к = 1, . . . , г + 1, т о функция 
t(y; ©) постоянна на каждой компоненте множества Ег+1 — ^ гг обра
щается в нуль на неограниченной компоненте этого множества. 

13 ) Здесь как и в отд. 2,8, полагаем (к) — [1, ... , fc — 1, к + 1, ... , г + 1]. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы уже знаем из отд. 2,21, что множество "Г имеет 
меру нуль. Так как но отд. 2,19 функция с непрерывна на Ег+1 — У\ то она 
измерима. Полагая L(U, f) = с([иг, . . . , %_х, | , ик, . . . , адг]; ©) (ад с JE?r, f е ̂ х ) , 
получаем из 2,18 для ад € «̂ fc (см. 2,21) 

так что 

Интегрируя это неравенство через i£r [отметим, что Lr (2£г — J^) = 0 — см. 
(22)], получаем по утверждению 2,27 и по теореме Фубини соотношение 
(48). 

Предложим теперь, что (21) выполняется для к — 1, ...,r-f~ !• Пусть 
?/ — произвольная точка множества Ü/r+1 — У . Выберем (5 > 0 так, чтобы 
(г -f- 1)-мерный куб с центром в точке у и ребром длины 2(3 не пересекался 
с множеством У . Закрепим к и покажем, что для и = у (см. 2,8) справедли
ва импликация 

(50) 0 fg « , 6 < (5 => б(ад, г/fc — а) — i(u, ук + 6) = 0 . 

Обозначим через JT r-мерный куб с центром в точке ад и с ребром длины 2(5. 
Так как Lr(Er — &к) = 0 [см. (22)], то существуют точки ип е £$к n 5f 
(п = 1,2, . . . ) так, что адп -> ад (ад -> оо). Из замечания к отд. 2,21 получаем 
(0 < а, Ъ < Ô) 

(51) i(un, ук — а) — i(un, ук + Ь) = 0 , ад = 1, 2, . . . . 

Так как функция i непрерывна на JT (см. 2,19), то из (51) вытекает равен-
Э 

ство, стоящее за знаком импликации в (50). Из (50) получаем х— ь(у\ ©) = 
__ оук 

= 0. Но точка у € Ег+1 — тГ и натуральное число & е < 1 , г + 1 > выбраны 
совершенно произвольно; следовательно, частные производные первого 
порядка от функции i(y\ ©) обращаются в нуль всюду на Ег+1 — ir. Зна
чит, функция i постоянна на каждой компоненте множества Ег+1 — V\ 

Так как i(y\ ©) -> 0 при \у\ -> + оо, то i(y\ ©) — 0 при достаточно 
большом |ад|. 

2,29. Пусть имеют место предположения (а), (6) ггз отд . 2,12 гг пусть 
соотношение (21) выполняется для Яз == X, . . . , / • + 1. Тогда функция 
i(y; ©) принимает на Ег+1 — У дгшгъ значения, являющиеся конечными 
линейными комбинациями чисел оа (ос е Л) с целочисленными коэффици
ентами. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Закрепим к (1 ^ к <̂  г + 1) и обозначим через 
j / множество всех ?/ е 2?г+1 — У , для которых у е авк. Так как в наших 
предположениях (см. 2,21) Lr(Er — &к) = 0 и множество (î^*)* конечно для 
всех гб с &к, то множество «я̂  плотно в Ег+1. В частности, каждая компо
нента множества 1?г+1 — ^ содержит точки из se. Так как функция i по
стоянна на каждой компоненте множества Ег+1 — W, то достаточно дока
зать, что i принимает лишь значения описанного вида на множестве stf. 
Для у € srf имеем по формуле (18) 

i{y; @) = ( - I)*-* 2 ^ 2>г(<; ?") 
осе Л t 

(отметим, что вследствие выбора точки у сумма 2 + / ^ r f t ^ а ) отлична от нуля 
t 

лишь для конечного числа индексов осе Л), так что достаточно проверить 
справедливость следующего утверждения: 

2,30. Пусть Т — отображение области 2 с Ег в Ег, удовлетворяющее 
на 2 локально условию Липшица. Тогда функция jur(t; Т) {см. 2,7) прини
мает на 2 лишь целочисленные значения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение верно в случае г = 1, так как 
функция 7]г (и, следовательно, тоже функция /л±) принимает на 2 только 
значения 0, + 1 (см. 2,3 и 2,2). Предположим теперь, что утверждение 
верно для данного г и что Т — отображение области О) с Ег+1 в Ег+1, удовле
творяющее на О) локально условию Липшица. Докажем, что для каждого 
(г + 1)-мерного компактного интервала JT с 2 функция Цг+ЛУ', 3п, Jf) при
нимает только целочисленные значения. Закрепим интервал Ж и опреде
лим последовательность @jf(T) = ©, как в отд. 2,24. Из индукционного 
предположения и из доказательства в предшествующем отделе видно, что 
функция с(у; ©) принимает на Ег+1 — "Гж-(Т) только целочисленные зна
чения (отметим, что теперь все числа оа~-целые). Теперь достаточно восполь
зоваться равенством (28). Так как интервал Ж избран произвольно, то по 
определению 2,7 функция jur+1(t; Т) принимает лишь целочисленные зна
чения. Итак, наше утверждение доказано методом индукции для всех 
натуральных г. 

2,31. Пусть имеют место обозначения из отд. 2,12 и пусть последователь
ность © замкнута. Пусть, далее, соотношение (21) выполняется для 
k = 1, . . . , г -f- 1. Положим 3? = rS и У (см. 2,28). Тогда для почти 
всех и € Ег множества J£h

u (к = 1, . . . , г -(- 1) являются соединением ко
нечного числа компактных интервалов. 

Пусть, далее, W = [W(k)]13) — ограниченный В-измеримыи вектор типа 
(г + 1, г) на множестве У? и пусть для почти всех и е Ег функция 

> uk~i> f> Щ, . . -, ur) (к = I, ..., г -f- 1) является абсолютно не-
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прерывной функцией переменного | на множестве S£\. Тогда функцш 
д ш 

577" " (к)\У) определена почти всюду на У и равенство 

справедливо в предположении, что существуют интегралы 

д 
i(y; ®)—W(k)(y)dy, к= 1 г + 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Закрепим & и определим множество ^ / 0 как в 2,21. 
Тогда имеем (22). Для и е £%к справедливо (24) и, как видно из отд. 2,22, 
множество «£?£ является соединением конечного числа компактных интер
валов. Если, кроме того, и выбрано так, что W(k)(ult . . . , %_х , f, %, ..., иг) = 
= ^ы(^» £) является абсолютно непрерывной функцией переменного £ на 
множестве JSf*, то из определения символа $VW (см. 2,22) получаем 

s*m («; ©) = J ~ Wtt)(«, f) -.(«, I) d|. 
^ и 

Интегрируя это равенство через Ег и пользуясь теоремой Фубини, полу
чаем из (49) 

д 
дУк 

BM(W(k); ©) = ( - I)*-* J ^ 

Остаётся просуммировать эти равенства для Л = 1, ..., г + 1. 

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что в формулировках всех главных определе
ний и теорем этого параграфа можно обойтись лишь с понятием вектора 
типа (г 4- 1, 1) [который мы будем, как обыкновенно, называть (г + 1)-
мерным вектором]. Если в обозначениях отд. 2,12 положить 

Pk(F] @) = (— I)*-1 RM(F; ©) 13) 

для каждой ограниченной Б-измеримой функции на множестве У , 

p(U; ©) = r f ^ ( ^ ; @) 
/ с = 1 

для каждого ограниченного ^-измеримого вектора U — [C/Ä] на У, то 
условие (6) можно сформулировать следующим образом: 

Множество У ограничено, и для каждого (г -\- 1)-мерного вектора U клас
са Оад на Ег+1, удовлетворяющего на Ег+1 соотношению div U = О, имеет 
место равенство P(U; @) = 0. 
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Функцию i{y\ ©) из отд. 2,13 можно определить равенством 

i(y; ©) = —P(W*\ © ) , cr+1 

где Wy(x) = grada, |x — 2/|1_r в случае г > 1, И^(я) = grad^ lg |ж — y\ 

в случае г = 1. Равенство (52) из отд. 2,31 примет — в соответствующих 
предположениях относительно (г + 1)-мерного вектора £7 — более при
вычный вид 

P(U; ©) = /i(y; © ) d i v £ % ) d * / . 

З а м е ч а н и е 2. Главными результатами этого параграфа следует счи
тать теоремы 2,18, 2,21, 2,22, 2,28, 2,29 и 2,31. Все остальные утверждения 
имеют лишь вспомогательный характер и некоторые из них содержатся 
в известных более общих теоремах. Это относится, в частности, к утвержде
ниям о функциях rjr, [лг и к формулам преобразования многомерных ин
тегралов. Чтобы свести утверждения относительно функции /иг и относи
тельно преобразований интегралов к известным теоремам, достаточно, 
например, доказать, что для teJi{T,Q)) число fiT(t] T) (см. 2,7) равно 
топологическому индексу отображения Т в точке t. Так как упомянутые 
вопросы не представляют в рамке этой статьи самостоятельный интерес, 
то мы не будем здесь на них больше останавливаться. Мы не приводим тоже 
относящуюся сюда довольно обширную библиографию. Читателю, жела
ющему познакомиться с этой проблематикой в очень общем изложении,, 
рекомендуем обратиться к недавно появившейся монографии [8]. 

Отметим ещё, что ограничения относительно отображений (условие 
Липшица), которые делались в течение предшествующих выкладок, от
нюдь не являются существенными и могут быть в значительной степени 
ослаблены. 

III 

В этом параграфе приведено несколько достаточных условий для 
замкнутости в смысле отдела 2,12. 

ЗД. Для того, чтобы вектор W типа (г + 1, г) и класса Cœ на Ег+1 

удовлетворял на Ег+1 соотношению 

(53) VW = 0 , 

необходимо и достаточно, чтобы существовал на Ег+1 вектор V типа 
(г ~f 1, г — \) и класса Сœ такой, что W = VF. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность условия вытекает из отд. 2,15. Для 
доказательства его необходимости достаточно воспользоваться утвержде
нием 2,8, полагая в нем & = 0 и избирая точку ос е Ег произвольно. 
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3.2. Пусть S — ограниченная область в Ег и пусть Т — отображение 
области S в Ег+1у удовлетворяющее на О) условию Липшица, Предположим, 
что существует точка z е Ег+1 так, что отображение Т, определенное со
отношениями 

T(t) = T(t) для t e 2 , 

T(t) = z для t e ~2 — О), 

является непрерывным на О). Тогда для произвольного а е Е1 одночленная 
последовательность © — {Т, 2, о) замкнута в смысле отд. 2,12. 

Д о к а з а т е л ь с т р о . Читателю предоставляем проверить условие (а) 
из отд. 2,12. Очевидно, что множество У = T[ß) ограничено. Изберем 
г-мерный куб Ж так, чтобы JT° з 5 и определим отображение Т* куба 
Ж в Ег+1, полагая T*(t) = T(t) для t e S, T*(t) = z для te Ж — 9. Нетрудно 
обнаружить, что отображение Т* удовлетворяет на Ж условию Липшица. 

Закрепим теперь к и определым отображение Т по отд. 2,17. Определяя 

аналогично отображение Î7*, имеем N(u; Т) = iV(?r, Î7*) для и е Ег — {£}„ 

/ |J<*>(*; У)| d* = /JV(^i î ) d^ = / JV(%; T*) dw = / |J(fc)(£; T*)\ dt. Следова-
Q) Er Er jfO 

тельно, J(*>(£; T*) = 0 для почти всех t e Ж0 — ^ ( 1 <; jfc <: r + 1) и 
-Ä(TF; T, ^ ) = R(W; T*, Ж) для всякого непрерывного вектора W типа 
(г -f- 1, г) на 2?г+1. Пусть теперь 17 — вектор типа (г + 1, г) и класса Слг 

удовлетворяющий на Ег+1 условию (53), и пусть V — вектор типа (г + 1> 
г — 1) и класса С«,, VF - ТТ. Из 1,12 получаем Л(ТГ; ©) = oR(W; Т, 2) = 

= о"Д(ТГ; T*, JT) = ст^(7; î7*, j f ) . Так как Т* постоянно на границе куба 

Ж, то R{V; T*, Ж) = 0. Мы видим, что выполняется условие (Ь) из отд. 2,12. 

3.3. О б о з н а ч е н и е . Пусть Я) — область в Ег ипусть Т = [Т1? . . . , Т г + 1] — 
отображение множества ^ в Ег+1, удовлетворяющее на 2 локально усло
вию Липшица. Если функции Тъ . . . , Тг+1 обладают полным дифференциа
лом в точке t, то положим wk(t; T) = (— l)^-1 J(k)(t; T), w(£; T) = 

-Kf tT) , . . . , % 1 f tT) ] . 
Пусть, далее, ja/ с J5 r + 1 и пусть J f — граница множества J>/. Обозначим 

через Г(Т, se) множество всех t e S, для которых выполняются следую
щие условия: 

1. Функции Тх, . . . , Тг+1 обладают полным дифференциалом в точке t. 
2. Для каждой окрестности % точки t (t e & с S) существует число 

£ > 0 так, что имеет место импликация 

(х еЖ,\х — T(t)\ <е)=>хе ТЩ . 

3. Для каждого е > 0 существуют числа ос%, ос2 так, что 

0<ос1,ос2<8, T(t) — *МЪ T)esJ , T(t) + oc2w(t; T) e Er+1 - s/ . 
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3,4. Пусть к — интегрируемая функция на Ег+1, обращающаяся в нуль 
<в дополнении некоторого достаточно большого куба. Предположим, что для 
каждого (г + 1)-мерного вектора U класса Сг на Ег+1 

J к(у) div U(у) Ау = 0 . 

Тогда к(у) = О для почти всех у е Ег+1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно обнаружить, что f F(y) к(у) dy = 0 для 

каждой функции F, обладающей на Ег+1 непрерывными частными произ
водными первого порядка. Отсюда, как известно, вытекает доказываемое 
утверждение. 

3,5. Пусть se — ограниченное множество в Ег+1 с границей Ж. Пусть 
А — счетное (или конечное) множество индексов и пусть каждому ос е Л со
поставлено отображение Тх области @а с Ег в Ж, удовлетворяющее на 

J&a локально условию Липшица. Предположим, что 

(54) 2 fW{t;T*)\dt< + оо, 

(ос, fie Л, ос * fi) => Т«(®а) n Tß{9ß) = 0 

и что для ЗР'а = $)а — Г(Та, se) справедливо соотношение 

/ |äR(*;T a) |d$ = 0 , осе А. 

Пусть еще множество Ж — Ж — U Т*(0а) удовлетворяет условиям 
осе Л 

(55) L r ^ j r = 0 , k = 1, . . . , г + 1 . 

Тогда последовательность © = {Г0", S a , 1}л е Л замкнута в смысле отд. 
2,12 м функция i(y, @) (еж. 2,13) равна почти всюду на Ег+1 характеристи
ческой функции множества se'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (54) видно, что выполняется условие (а) из отд. 
2,12. В обозначениях из замечания 1 к отд. 2,31 получаем по теореме 
12 из [4], что множество se измеримо и что 

(56) P(ü; ©) = / d i v U(y) ау = / xjy) div ü(y) dy 

(Xjf — характеристическая функция множества se) для каждого (г + 1)-
мерного вектора U класса С1 на Ег+1. В частности, P(U; ©) = 0, если div U = 
= 0. Полагая У — \J Та(@а), имеем У С Ж; так как множество Ж ком-

пактно, то множество "Г ограничено. Итак, условие (Ь) из отд. 2,12 вы
полнено. Так как У — У с JT, то из (55) вытекает (21) для & — 1, ...., г + 1. 
По теореме 2,31 (см. тоже замечание 1 к отд. 2,31) получаем 

(57) P(U- ©) = / .(у; @) div U(y) dy 
Er + i 
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для каждого (г + 1)-мерного вектора U класса Сг на Ег+1. Сравнивая 
равенства (56), (57) и используя утверждение 3,4 получим ь(у\ ©) == %^{у) 
для почти всех у е Ег+1. 

З а м е ч а н и е . Приведём без доказательства ещё следующее утверждение*. 
Пусть имеют место обозначения и предположения (а), (Ь) из отд. 2,12. 

Пусть, далее, Z — отображение множества i^ в Ег+1, удовлетворяющее на 
^условию Липшица. Определим для каждого осе Л отображение Та области 
<За в Ег+1 соотношением Ta{t) = Z(Ta(t)), t e 2а. Тогда последовательность 
© = {Та, 2а, оа}(Х€Л тоже замкнута в смысле отд. 2,12. 
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S u m m a r y 

CLOSED SYSTEMS OF MAPPINGS AND THE SURFACE INTEGRAL 

JOSEF KRÂL, Praha 

In the sequel the following notation is adopted, k, r are positive integers, 
1 ^ k ^ r + 1. Denoting by xi the г-th coordinate of the point xeEr+1, 
we put x = [xl9 . . . , xk_l9 xk+1, . . . , xr+1]. F o r j / с Er+1 we denote by щ se the 
set of all î ' s, where x e sf. If, further, и e Er, then sé\ is the set of all £ e Ег 

with [ul9..., % _ i , f, uk, . . . , ur] € se. If 2 is a domain in Er and I7 is a mapping 
from 3) into Er+1, then Tu T are defined in 2 as follows: 

(I € S, T(t) = x)^ Tt(t) = xt, T(t) = * . 

For и e Er, the number (possibly infinite) of points in T-^u) will be denoted 
/ S / N 

by N(u; T). If T is locally Lipschitzian in 2, then the Jacobian J(t\ T) of the 
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transformation T is defined for almost every t e Q) and we put wk(t; T) = 

= (— l)*-1 J(t; T); we write w(t; T) - [wx(t\ T), . . . , wr+1(f; T)]. 
Let now Л be a countable (possibly finite) system of indices and suppose 

for every a e Л we are given a real number aa, a domain &a с Er and a lo
cally Lipschitzian mapping T* from ^ a into Er+1. Let 

(*) 2(1 + k«|) / M«; T«) | di < + oo 

and let us denote by © the aggregate of triples {Ta, 3>a9 оа}а€Л. Given a 
bounded Borel measurable function F on ^ = (J Ta(^a) we put 

«e / l 

P»(P; @) = 2 ^ / Р(У«(0) «*(*; Î7«) d< . 

Further, for every bounded Borel measurable vector (i. e. an (r + l)-term se
quence of bounded 5-measurable functions) V = \Vl9 . . . , Vr+1] on У we define 

P(F;@)=ri1pl(F;@). 
fc = l 

The aggregate © is termed closed if (*) is fulfilled, У is bounded and P(V; ©) = 
= 0 whenever V is an infinitely differentiable vector satisfying the equality 
div V = 0 on jErr+1. 

In the sequel it is assumed tha t © is closed. P u t 

1 I l l - r 
/ 1 — Г ' *' 

*' X lg I« - 2/| 
(я, 2/ € 2£r+1, x ^r y) according as r > 1 or r = 1, and define the vector W^ 
on JS?r+1 - {y} by 

TTy(#) = gradœ Ф(х, у) . 

Further, for every у in the complement of У ( = the closure of У") pu t 

i(y; @) = J - P(JF»; @), 
r + 1 

where c r + 1 is the area of the unit r-sphere 2 x^ = 1 • Fixing the integer & and 

using the notation described above we have then for every y e Er+1 — У wi th 

осе А 

the formula 

ЧУ; ©) = 2 *« 2 /M«; ^") • sgn [2* (*) - yj , 

2 being extended over all t9& in &a with Ta(£) = y; here /jr(£; jTa) is the local 
t ^ 

index of the transformation Ta at the point t (elementary definition in sec-
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tion 2,7). This formula implies a number of corollaries some of which are 
proved in sections 2, 21 and 2,22. 

In the sequel Lp will stand for the ^-dimensional Lebesgue measure. If 

(**) Lrnk(r - Г) = 0 , 

then L r+1 У = 0, the function i(y; ©) is defined almost everywhere in Er+1 

and we have the inequality 

/ |i(y; ©)| ây-£ \gk 2 k«| JH(t; T)\àt, 

where gt = sup Lx 9* , <S = #[*/; у e Я г + 1 - "Г , i(y; @) * 0] . 

Let us denote by ^ the set of all u's fulfilling the relations 

и e Er - jik (IT - У ) , 2 # f a ; ? a ) < + oo . 

For every и e &Je the set У* = (У)к
п is finite. If, further, F is a finite function 

on f\ we define the function Sk
F(u; ©) on ^ as follows: S%(u; ©) = 0 for 

every и e <%k with У* = 0. If У* = fa < . . . < ocs} Ф 0 (of course, 5 as well 
a s £% ,̂ . . . , oCg depend upon the choice of u), then i(y; ©) remains constant on 
ел/егу set E[y; у = u, <%,• < y/c < a,-+1]; denoting by ^ (1 <J j < s) the 
value taken on by i(y; @) on this set we define 

s - l 

A 

where #' = w, ж£ = a^ (? = 1, . . . , s). 

If, in addition, F is assumed to be bounded and Б-measurable on 'V and if 
the condition (**) is satisfied, then 8р(щ ©) is defined almost everywhere 
in Er and the equality 

fS%(u; @) du - P fc(P; @) 

is valid. Hence there follows easily the formula 

ft{y; ©) div V(y)dy = F(V; ©) 

provided F is a vector on ^ и ^ fulfilling adequate conditions (cf. section 
2,31). 

If (**) is fulfilled for every integer к e <1, r + 1>? then t(i/; ©) is constant on 
every component of i£ r + 1 — У and vanishes at infinity. The values taken on 
by c(y; ©) are then all representable in the form 2 ^ Л ? wa being integers, 

; : , , « е Л ' • ; > > • ' , • • • • 

тга = 0 for all but a finite number of ac's. 
In paragraph 3 several sufficient conditions are given for a system © to 

be closed in the sense of preceding definition. 
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